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Eloszo

Ez a tananyag a Debreceni Egyetem Miszaki Kardn tanul6 azon hallgaték sza-
madra késziilt, akiknek matematika tantargybdl szigorlatozniuk kell.

A segédanyag felépitésében illeszkedik a matematika szigorlatnak megfeleld
kovetelményekhez. Az egyes fejezetek a kiilonbozd tételek kidolgozasait tartal-
mazzdk. A tétel cime alatt az adott tételhez tartozé fontosabb elméleti kérdések
szerepelnek, majd ezutdn azok részletes kidolgozasa kovetkezik. Ezt kovetSen
az adott témakorhoz tartozé feladatok szerepelnek, amelynek megoldésait is

megtaldlja az olvasé.

Halas vagyok a jegyzet lektordnak, Dr. Nagy Gergdnek, a Debreceni Egyetem
Matematikai Intézetének egyetemi docensének, valamint Dr. Sipos Déranak,
akik megjegyzéseikkel nagyban hozzdjarultak jelen oktatisi segédanyag elké-
sziiléséhez.

Dr. Kézi Csaba Gabor
egyetemi docens



1. Tétel: Fiiggvénytani fogalmak

1. Mit neveziink valés valtozés valds értékd fiiggvénynek?

N

Rajzoljon le egy olyan hozzirendelést, amely valds-valds fiiggvény, és egy
olyat, amelyik nem az!

. Fiiggvény grafikonjanak definicidja.
. Zg€rushely definicidja.

. Korlatossag fogalma.

3

4

5

6. Monotonitds fogalma.
7. Globdlis maximum és minimum definicidja.

8. Nyilt kornyezet fogalma.

9. Lokélis maximum definiciéja.

10. Lokélis minimum definiciéja.

11. Lokadlis szélséérték definicidja.

12. Konvex fiiggvény definiciéja.

13. Konkdv fiiggvény definiciéja.

14. Inflexiés hely és inflexids pont definicidja.

15. Péros és paratlan fiiggvény definicidja.

16. Péros és pératlan fliggvények geometriai tulajdonsaga.

17. Periodikus fiiggvény definicidja.

18. Miiveletek fiiggvényekkel (6sszeadds, kivonds, szorzds, 0sztas).
19. Kolcsonosen egyértelm fiiggvény fogalma.

20. Osszetett fiiggvény definicidja.

21. Fuggvény inverzének fogalma.

22. Fliggvény inverzének geometriai jelentése.

23. Adjunk meg egy invertdlhat6 fiiggvényt és az inverzét!
24. Adjunk meg sziikséges és elégséges feltételt arra vonatkozdan, hogy egy
fliggvény invertdlhato!

25. Mit értiink egy fiiggvény leszlikitésén?
26. Mit értiink egy fiiggvény kiterjesztésén?
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1.1. Definicié. Legyenek A és B nem iires halmazok! Ha az A halmaz minden
eleméhez egyértelmlien hozzarendeljiilk a B halmaz elemeit, akkor ezt a hoz-
zéarendelést valos-valos fiiggvénynek, mas széval valds vdltozos valos értékil
fiiggvénynek, roviden fiiggvénynek nevezzik. Jele: f: A — B.

Az A halmazt alaphalmaznak, a B halmazt képhalmaznak mondjuk.

Az A alaphalmaznak azt a részhalmazat, amelyhez a képhalmaznak valamely
eleme hozz4 lett rendelve, a fiiggvény értelmezési tartomdnyanak mondjuk. Az
f fiiggvény értelmezési tartomdnyat tigy jeloljiik, hogy Dy.

A képhalmaznak azon részhalmazit, amely a fliggvény helyettesitési értékeit
tartalmazza, a fiiggvény érrékkészletének mondjuk. Az f fiiggvény értékkész-
letét R ;-fel jeloljiik.

1.2. Példa. Az alabbi hozzarendelés valds-valds fiiggvény:

Az aldbbi hozzdrendelés nem valds-valds fiiggvény:

Y
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1.3. Definicié. Az f: A — R fuggvény grafikonjanak nevezziik az
graf(f) = {(z;y) € R* |z € A}
halmazt.

1.4. Definicio. Az f: A — R fiiggvénynek az xg € D/ helyen zérushelye van,
ha f(xzg) = 0.
1.5. Definicié. Az f: A — R fiiggvény

o alulrdl korldtos, ha az értékkészlete alulrdl korlatos;

o feliilrdl korldtos, ha az értékkészlete feliilrdl korlatos;

e korldtos, ha az értékkészlete korlatos.

Az f: A — R fuggvény infimuma, illetve szuprémuma az értékkészletének
infimuma, illetve szuprémuma.

1.6. Definicié. Az f: A — R fiiggvény
e monoton ndvekvd, ha minden z1,x2 € A esetén, melyre x1 < xo,
teljesiil, hogy f(x1) < f(z2);
e monoton csdkkend, ha minden z1,x9 € A esetén, melyre 1 < zo,
teljesiil, hogy f(z1) > f(z2);
e szigoriian monoton novekvd, ha minden x1, o € A, £1 < 2 esetén
f(z1) < f(x2);
e szigoriian monoton csokkend, ha minden x1, 20 € A, x1 < x5 esetén
f(z1) > f(z2).
1.7. Definicié. Az f: A — R fiiggvénynek az x helyen

e maximuma van, ha f(z) < f(z¢) minden z € A esetén, azaz ha
f(xo) az f értékkészletének legnagyobb eleme;

e minimuma van, ha f(z) > f(xo) minden x € A esetén, azaz ha f(xo)
az f értékkészletének legkisebb eleme;

o szélsdértéke van, ha minimuma vagy maximuma van az xg helyen.
1.8. Definicié. Az xg valds szam r > 0 sugaru nyilt kornyezetén az
lxo — 720 + 7|
nyilt intervallumot értjiik.

1.9. Definicio. Az f: A — R fiiggvénynek az xq helyen lokdlis (helyi) maxi-
muma van, ha 1étezik olyan r > 0 valds szam, amelyre f(z) < f(zo) teljesiil
minden € |xg—r;xo+ 7| esetén, azaz ha f-nek van olyan kérnyezete, amely-
ben f(x) a legnagyobb fiiggvényérték.
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1.10. Definicié. Az f: A — R fiiggvénynek az xq helyen lokdlis (helyi) min-
imuma van, ha létezik » > 0 valds szam gy, hogy f(z) > f(z¢) minden
x €lxg — ;20 + 7| esetén, azaz ha f-nek van olyan kornyezete, amelyben
f(xo) alegkisebb fiiggvényérték.

1.11. Definicié. Egy fiiggvénynek az értelmezési tartomanydnak x( helyén
lokdlis szélsdértéke van, ha lokdlis minimuma vagy lokdlis maximuma van az
xo helyen.

1.12. Definicié. Legyen I egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény kon-
vex, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat
Osszekotd szakasz az f fiiggvény felett halad, azaz ha minden w, v € I és min-
den t € [0; 1] esetén

Ft-ut (L—t)-v) <t flu)+(1—1)- f(v).

At-u+(1—t)-v,ahol ¢t € [0; 1], a szdmegyenesen az u és v pontokat §sszekoto
szakaszt jelenti.

Az f(t-u+ (1 —t)-v) az el6bbi szakaszon felvett fiiggvényértékek halmaza.
At-f(u)+(1—t)- f(v)az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat Ssszekdtd szakasz.
)

1.13. Definici6. Legyen [ egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény
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konkdv, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat
0sszekotd szakasz az f fiiggvény alatt halad, azaz ha minden u, v € I és minden
t € [0;1] esetén

Flt-ut (=) v) =t flu)+(1—1)- f(v).

Y

1.14. Definicié. Legyen I egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvénynek
az xog € I helyen inflexiés helye van, ha xg-ban megvéltozik a konvexitdsa,
azaz létezik r > 0 ugy, hogy az [z¢g — r; x| intervallumon f konkdv és az
[x0; xo + 7| intervallumon konvex, vagy az [xg — r; x| intervallumon f konvex
és az [x¢; zo+7] intervallumon konkav. Ilyenkor az (xo; f(zo)) pontot inflexids
pontnak hivjuk.

1.15. Definicio. Legyen az A halmaz szimmetrikus az origéra, ami azt jelenti,
hogy ha x € A, akkor —x € A.
Azt mondjuk, hogy az f: A — R fiiggvény

e pdros,ha f(—z) = f(x) minden x € A esetén;

e pdratlan, ha f(—xz) = — f(x) minden = € A esetén.

1.16. Megjegyzés. Egy fiiggvény
e pontosan akkor pdros, ha a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y
tengelyre;
e pontosan akkor paratlan, ha a grafikonja kdzéppontosan szimmetrikus
az origéra.
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1.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fluggvény periodikus, ha van
olyan p € R pozitiv valés szdm, hogy minden = € R esetén

flz+p) = f(x).

Ha az f fiiggvény periodikus, akkor végtelen sok megfeleld p érték van. Ha a
definiciéban meghatarozott tulajdonsagui p értékek halmazanak van legkisebb
eleme, akkor ezt a szdmot az f fiiggvény periddusanak nevezziik.
1.18. Definicié. Az f: A - Résag: A — R fiiggvények

o dsszege (f +g)(x) = f(x) + g(z), z € A;

e kiilonbsége (f — g)(z) = f(x) — g(x), x € A;

e szorzata (f - g)(x) = f(x) - g(z), z € A;

] fo\_ f@) .
e hdnyadosa —(xr) = —=,ha g(x) # 0, x € A esetén.
g 9(x)

1.19. Definicié. Az f: A — B C R fuggvény kolcsondsen egyértelmii, ha
kiilénboz6 elemekhez kiillonb6zd elemeket rendel.

1.20. Definicié. Legyenek A és B a valds szdmok halmazéanak tetszdleges
részhalmazai, tovabba f, illetve g az A, illetve B halmazon értelmezett valds ér-
tékd fiiggvények. Tegyiik fel, hogy a g fliggvény értékkészlete részhalmaza az
f fuggvény értelmezési tartomanyanak. Az f €s g fliggvények kompozicidjan
vagy osszetett fiiggvényén az f og: A — R, fog(x) = f(g(:z:)) fiiggvényt
értjuk.
1.21. Definicié. Az f: A — R fiiggvény inverzén azt az f~! médon jelolt
fliggvényt értjiikk, melyre

fofHa)=fof(x)=x
teljesiil.

1.22. Megjegyzés. Ha az f fiiggvény grafikonjat tiikkrozziik az y = x egyenleti
egyenesre, akkor az inverzfiiggvény grafikonjat kapjuk meg.

1.23. Példa. Az f(z) = 3 fiiggvény inverze f~!(x) = ¢/z, mert
_ 3
foi™e) = (Va) ==

Flo f(z) = Vad = 1.

1.24. Tétel. Egy fiiggvénynek pontosan akkor 1étezik inverze (azaz pontosan
akkor invertalhat6), ha kdlcsonosen egyértelmd.
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1.25. Definicié. Legyen f: A — R fiiggvény és B C A! Azt mondjuk, hogy
g: B — Raz f fiiggvény B halmazra val6 lesziikitése, ha g(x) = f(x) minden
x € Besetén. Jele: f|p.

1.26. Definicié. Legyen f: A — R fiiggvény és A C C'! Azt mondjuk, hogy
g: C — R az f fuggvény C halmazra val§ kiterjesztése, ha g(xz) = f(x)
minden x € A esetén.
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Kidolgozott feladatok

1. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 fliiggvényt! Adjuk meg az
fla+h) - fz)

kifejezés tovabb nem egyszertisithetd aillakjét!
Megoldas:
Mivel
f(x+h)=(z+ h)? = 2* 4 2zh + h?,
ezért

fl@+h)— f(z)  a*+2zh+h*—2® 2zh+h®
h N h N h N
h-(2x+h)

== =2+h

2. Feladat. Tekintsiik az f(x) = cosx és a g(x) = 2%+ 222 — 3 fiiggvényeket!
a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg a g o f Osszetett fiiggvényt!
Megoldas:
a) Az osszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
foglz)=f(g9(x)) = f(2® + 22% — 3) = cos(x® + 22° — 3).
b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z) = g(f(z)) = g(cosz) = (cosz)® +2 - (cosx)* — 3
=cos’z +2-cos’x — 3.
3. Feladat. Tekintsiik az f(z) = \/z ésa g(x) = = + 1 fiiggvényeket!
a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg a g o f Gsszetett fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az f o g(x) = g o f(x) egyenlet megoldasat!

Megoldas:

a) Az Osszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy

foglx)=f(g(x)) =V +1.
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b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjdt haszndlva azt kapjuk, hogy
gof(z)=g(f(x)) = Vo +1.
¢) A megoldand6 egyenlet:
Vr+1l=vz+1.
Mivel & + 1 = / + 1, ezért az egyenlet négyzetre emelés utdn
z4+1=(Vr+1)?
alaku lesz. A nevezetes azonossdg elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
r+l=z+2-Vz+1 = 2.z =0.
Tehat az egyenlet megoldasa x = 0.

4. Feladat. Tekintsiik az
f(x) = L.
a2 44

fiiggvényt! Adjuk meg a k és b fiiggvényeket tgy, hogy f(z) = k o b(x)
teljesiiljon!

Megoldas:

Ha az f fiiggvényt f(x) = k o b(x) alakban {rjuk fel, akkor k a kiilsG fiiggvény
és b a belsd fliggvény, ahol k(z) = é, ésb(z) = 2% + 4.

5. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 2z + 6 figgvényt!
a) Invertalhat6-e a fiiggvény?
b) Ha igen, hatdrozzuk meg az inverzét!

¢) Abrézoljuk kozos koordindtarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!
Megoldas:

a) Az f fiiggvény grafikonja egy egyenes, igy kolcsonosen egyértelmd, azaz
kiilonboz6 elemekhez kiillonbozo elemeket rendel, tehat invertalhato.

b) Az inverzfiiggvény meghatirozasahoz elészor az y = 2z + 6 egyenletet
kell tekinteniink, amiben megcserélve az x és y szerepét azt kapjuk, hogy
x = 2y + 6. Ebbdl kifejezve az y-t, megkapjuk az inverzfiiggvényt, azaz

ffl(x):x_6:1:1:—3.

2 2

c) A fiiggvény és az inverzfiiggvény grafikonja:
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6. Feladat. Tekintsiik az f(z) = log,(z — 5) + 1 fuggvényt!
a) Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomanyat!
b) Szamoljuk ki az f fiiggvény inverzét!

Megoldas:
a) Az f fiiggvény értelmezési tartomanya:

r—5>0 = T > 9O.

b) Legyen y = log,(z — 5) + 1! Az x és y szerepét megcserélve azt kapjuk,
hogy

x =logy(y — 5) + 1.
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Ebbdl az y-t kifejezve
r—1l=log(y—5) = 2"'=y-5 =
adodik, igy az f inverze:
FHx)=2""1 +5.

y=2""145

15



2. Tétel: Nevezetes fiiggvények

Mit neveziink polinomfiiggvénynek?

Adja meg az els6foki polinomfiiggvény altaldnos alakjat!
Mi az els6fokd polinomfiiggvény képe?

Mit neveziink raciondlis tortfiiggvénynek?

Mit neveziink exponencidlis fiiggvénynek?

Definidlja a szinusz hiperbolikusz fiiggvényt!

Vazolja fel a szinusz hiperbolikusz fiiggvény grafikonjat!

Definidlja a koszinusz hiperbolikusz fiiggvényt!

e AR o

Vézolja fel a koszinusz hiperbolikusz fiiggvény grafikonjat!

. Mit neveziink koszinusznak? Mit neveziink szinusznak?

,_.._.
— O

. Abrizolja a szinuszfiiggvényt!

—_
[\

. Abrizolja a koszinuszfiiggvényt!

—_
98]

. Mit értiink elemi fliggvényen?
14. Definialja a szignumfiiggvényt!

2.1. Definicié. Legyen n egy természetes szam és legyenek ag, aq, . . ., a,, tet-
szbleges valds szamok €s a,, # 0. Ekkor a

Pl)=an 2" +an 1 2" ' +... +a-z+ap
fiiggvényt n-edfokii polinomfiiggvénynek nevezziik.

2.2. Definicio. Az f(x) = m-x+ b fiiggvény els6fokid polinomfiiggvény, ahol
m-et a fliggvény meredekségének mondjuk.

2.3. Megjegyzés. Az els6foku polinomfiiggvények grafikonja egyenes.

2.4. Definici6. Az f fiiggvényt raciondlis tortfiiggvénynek nevezziik, ha 1étez-
nek olyan p és nem azonosan zérus ¢ polinomok, hogy

2.5. Definicié. Legyen 0 < a # 1 valés szam. Az f(x) = a” fiiggvényt
exponencidlis fiiggvénynek nevezziik. Speciélisan az f(xz) = e® fiiggvény is
exponencialis fiiggvény, ahol e az tigynevezett Euler-féle szam, kozelitd értéke
e~ 2,718.
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2.6. Definicié. Szinusz hiperbolikusz fiiggvénynek mondjuk az sh x =
fliggvényt.

2.7. Megjegyzés. Az sh x fliggvény grafikonja:

x —T
2.8. Definicié. Koszinusz hiperbolikusz fiiggvénynek hivjuk ach z = ete

fiiggvényt.

2.9. Megjegyzés. A chx fiiggvény grafikonja, az igynevezett lancgorbe:

—
[an}

N W ks Ot 9 0 ©

3 —2 —1 1 2 3
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2.10. Definicié. Legyen = egy tetszSleges valds szam. A koordinitarendszer
(1; 0) koordindtdjd pontjanak origé koriili « radidn nagysagud szoggel valé elfor-

gatdsdval keletkezett pont elsd koordinétdjat (abszcisszdjat) koszinusznak, mé-
sodik koordinatajat (ordinatajat) szinusznak nevezziik.

sin o

2.11. Megjegyzés. A sinz fiiggvény grafikonja:

Y
1,,
0.5
z
~ar g % —m z
—0
11
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2.12. Megjegyzés. A cos x fuggvény grafikonja:
Y

0.5

2.13. Definicié. Elemi fiiggvényeknek nevezziik azokat a fiiggvényeket, ame-
lyek az x;sinx;e” fliggvényekbdl véges sok Osszeaddssal, konstanssal vald
szorzéssal, osztdssal, inverz képzéssel és Osszetett fiiggvény képzéssel allithatok
eld.

2.14. Definicio. Szignum fiiggvénynek vagy mds szoval eldjel fiiggvénynek ne-
vezziik az

1, haz >0
sgn(z) =¢ 0, haz=0
—1, haz <0
fliggvényt. A fliggvény grafikonja:
1 ¥
. x

H=
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Kidolgozott feladatok

7. Feladat. Tekintsiik az f(z) = —z + 1 fiiggvényt!
a) Hatdrozzuk meg az egyenes meredekségét!

b) Hol metszi az egyenes az y tengelyt?

c) Illeszkedik-e az egyenesre az (1;1) pont?

d) Szamoljuk ki az irdnyszoget!

e) Abrazoljuk az egyenest!
Megoldas:

a) Az egyenes meredeksége: m = —%.
b) Az y tengelyt a (0; 1) pontban metszi.

¢) Mivel f(1) = —0,5+ 1 = 0,5 # 1, ezért nem illeszkedik a pont az egye-
nesre.

d) Az egyenes irdnyszoge: o ~ 153,43°.
e) Az egyenes képe:
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6
8. Feladat. Vizoljuk fel az f: [1,12] — R, f(x) = — fiiggvény grafikonjat!
x

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
6 1Y

N W

123456789101112

9. Feladat. Széamoljuk ki ch(In 3) pontos értékét!
Megoldas:
Felhaszndlva a chx fiiggvény definicidjat azt kapjuk, hogy

eln3 4 o—m3 g4 1 7

ch(ln3) = +2 = 3 — 16

10. Feladat. Szamoljuk ki sh(In 2) pontos értékét!
Megoldas:

Felhasznalva a shz fiiggvény definicidjat azt kapjuk, hogy

en2 _ o—In2 2_% 3

sh(In2) = = =-.
shiln2) 2 2 1
11. Feladat. Oldjuk meg az shz = % egyenletet!
Megoldas:
Mivel
e* —e "
ha =
shx 5

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
e* —e™ 3
2 4

21
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A koz06s nevezdvel szorozva
2e" — 27" =3
adodik. Bevezetve az y = e” jelolést azt kapjuk, hogy

2_ 2 _
2y —— =3 = 2y =3y —2=0.
Y

A masodfoku egyenlet megolddképletével

3+v9+16 3&£5
Y12 = 1 = 1

adédik, gy y1 = 2, illetve yo = —3.

Hay = 2, akkor e = 2, igy x = In 2.

Hay = —%, akkor nem kapunk megoldast, mivel e” # —%.

12. Feladat. Vazoljuk fel az f(z) = 2% fiiggvény grafikonjdt a [—2; 3] inter-
vallumon!

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

9 1 1 2 3

13. Feladat. Viézoljuk fel az f(z) = logsx fiiggvény grafikonjét a [0.5; 8] in-
tervallumon!
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Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
Yy
3 1
2 1
1 1
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3. Tétel: Sorozatok

1. Mit neveziink valds szdmsorozatnak?

2. Mikor neveziink egy sorozatot monoton névekvonek?

3. Mikor neveziink egy sorozatot monoton csokkendnek?

4. Mikor neveziink egy sorozatot szigorian monoton névekvének?

5. Mikor neveziink egy sorozatot szigortian monoton csokkendnek?

6. Mikor mondjuk azt, hogy egy sorozat feliilrél korlatos?

7. Mikor mondjuk azt, hogy egy sorozat alulrél korldtos?

8. Mikor mondjuk azt, hogy egy sorozat korlatos?

9. Definidlja a konvergens sorozat fogalmat!

10. Definidlja a divergens sorozat fogalmat!

11. Adjon meg egy sziikséges és elégséges feltételt a konvergenciara!

12. Milyen kapcsolat van a sorozatok konvergencidja és korlatossdga kozott?
13. Milyen kapcsolat van a monotonitds, korlatossdg és hatarérték kozott?

14. Fogalmazza meg a hatarérték és miiveletek kozotti kapcsolatra vonatkozé
tételt!

15. Mit mond ki a rendér-tétel?

3.1. Definicié. A természetes szimok halmazan értelmezett valds értéki fiigg-
vényt valos szdmsorozatnak neveziink. Az

a:N—-R

sorozat esetén a sorozat n € N helyen felvett helyettesitési értékére a fliggvé-
nyeknél megszokott a(n) jelolés helyett az a,, jelolést szokds haszndlni, amit
ugy olvasunk ki, hogy a sorozat n-edik tagja vagy ugy, hogy a sorozat n-edik
eleme.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat monoton ndvekvd, ha minden
n € Nesetén ap, < apy1-

3.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat monoton csékkend, ha minden
n € Nesetén ap, > apy1-

3.4. Definicié. Az a,, sorozatot szigoriian monoton novekvének nevezzik, ha
minden n € N esetén a,, < Gp41.

3.5. Definicié. Az a,, sorozatot szigoriian monoton csdkkendének nevezziik, ha
minden n € N esetén a,, > Gn41.
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3.6. Definicié. Az a,, sorozat feliilrél korldtos, ha 1étezik olyan K valés szdm,
hogy a,, < K minden n € N esetén.

3.7. Definici6é. Az a,, sorozat alulrél korldtos, ha 1étezik olyan k valds szdm,
hogy a,, > k minden n € N esetén.

3.8. Definicié. Az a,, sorozat korldtos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

3.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat konvergens, és a hatarértéke

a, ha minden € > 0 esetén van olyan ng € N dgynevezett kiiszobindex, hogy

minden n > ng esetén |a,, — a| < €. Jelolés: a,, — a, vagy lim a, = a.
n—oo

3.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy sorozat divergens, ha nem konvergens.

3.11. Tétel. Egy sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik olyan valds
szam, melynek barmely kornyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok eleme
van.

3.12. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos. Az dllitds megforditasa
azonban nem igaz, azaz van olyan sorozat, amelyik korldtos, de nem konver-
gens.

Példaul az a,, = (—1)" sorozat korlatos, de nem konvergens.

3.13. Tétel. Ha egy sorozat monoton novekvo és feliilrdl korlatos, akkor kon-
vergens és hatdrértéke a pontos felsd korlatja.

Ha egy sorozat monoton csokkend és alulrél korlatos, akkor konvergens €s ha-
tarértéke a pontos alsé korlatja.

3.14. Tétel. (konvergencia és a miiveletek kapcsolata)
Ha a,, és b, konvergens és az a,, sorozat hatarértéke a, a b,, sorozat hatarértéke
bés A € R, akkor

® a, + b, konvergens sorozat és a hatarértéke: a + b;
e a, - b, konvergens sorozat és a hatarértéke: a - b;
e )\ - a, konvergens sorozat és a hatarértéke: \ - a;

ha b, # 0 (minden n € N esetén) és b # 0, akkor Z—" konvergens

n

a
sorozat és a hatarértéke: 7
3.15. Tétel. (rendér-tétel)
Ha a,, b, és ¢, olyan sorozatok, melyekre
an <bp <cp

és az a,, sorozat hatarértéke a és a c,, sorozat hatérértéke szintén a, akkor a b,
sorozat hatarértéke is a.
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Kidolgozott feladatok
. ) 1 o
14. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az a,, = — sorozat szigorian monoton
n
csokkend!
Megoldas:
Mivel
1 1 — 1 -1
an+1 — An 7:771 (n+ ): <0,

“n+1 n n-(n+1) n-(n+1)
ezért minden n € N esetén a,+1 — a, < 0, azaz a,4+1 < ay, tehdt a sorozat
szigordan monoton csokkend.
DT 6 . )
15. Feladat. Szdmoljuk ki az a,, = 2 + — sorozat els6 4 elemét!
n

Jellemezziik a sorozatot monotonitds, hatdrérték, korlatossdg, széls6érték sze-
rint!

Megoldas:
A sorozat elsd hét eleme:
a1 =8, a2 =95, az=4, a4:g %z?, ag = 3, a7:2—70.
A sorozat elemei koordinétarendszerben dbrdzolva:
9 x
81 e
71
6
5 4 °
4| 3
°
31 L S S
2| n
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A sorozat szigordan monoton csdkkend.

Mivel lim % = 0, ezért a sorozat konvergens, és a hatarértéke: 2.
n—o0

A sorozat
e infimuma: 2; szuprémuma: 8;
e korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos;
e minimuma: nincs; maximuma: 8.

16. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = (—1)" sorozat elsé 4 elemét! Jellemezziik

a sorozatot monotonitas, hatarérték, korlatossag, széls6érték szerint!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
ay = —1, as = 1, a3z = —1, a4 = 1.

A sorozat

e nem monoton;

e divergens;

e infimuma: —1; szuprémuma: 1;

e korlatos, mert alulrol és feliilrdl is korlatos;

e minimuma: —1; maximuma: 1.
17. Feladat. Hatirozzuk meg az

2n+3)2—4-(n+1)-(n—1)

tn = n2+5n+1
sorozat hatarértékét!
Megoldas:
Mivel

@2n+3)=4n’+12n+9 é (n+1)-(n—1)=n’—1,
ezért
_An?+12n+9—4n?+4  12n+413
B n?+5n+1 24541
A nevez&ben 1év6 legnagyobb fokszdmi taggal osztva a szdmlalot és a nevez6t
is azt kapjuk, hogy

an,

. . mn2
lim Ay = lim % =
n—00 n—oo 1 + 2 4 =

n n

2 4 13 0_0
1_7



28

Nk w =

®

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

4. Tétel: Differencialszamitas I.

Mit neveziink differenciahanyadosnak?

Mi a differenciahdnyados geometriai jelentése?

Mit neveziink differenciahdnyados fiiggvénynek?
Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény differencidlhaté?
Mit neveziink érintd egyenesnek?

Mi az érint6 egyenes geometriai jelentése?

Foglalja 0ssze a differenciahdnyados és differencidlhdnyados definiciéjat,
ekvivalens megfogalmazasat, geometriai és fizikai jelentését!

Elemi fiiggvények derivéltjai.
Két fiiggvény 0sszegének derivaltja.
Fiiggvény konstansszorosdnak derivaltja!
Két fiiggvény szorzatdnak derivéltja.
Két fiiggvény hanyadosdnak derivaltja.
Osszetett fiiggvény derivaltja.
Fogalmazza meg szdvegesen az 0sszetett fliggvény derivalasi szabalyat!
Mit értiink egy fiiggvény masodrendd derivaltjan?

Mit értiink egy fiiggvény k-adrendd derivaltjan?

4.1. Definicio. Legyen I a valds szamok halmazanak egy nyilt intervalluma.
Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyenek x1 és xo olyan valés szdmok,
melyekre x1,z9 € I és x1 # 9. Az f fiiggvény (z1; f(x1)) és (w2; f(22))
pontjaihoz tartozé differenciahdnyadoséan az

f(x2) — f(z1)

T2 — I

hanyadost értjiik.

4.2. Megjegyzés. A differenciahdnyados geometriai jelentése az (:1:1; f (xl)),
(z2; f(x2)) pontokon dthaladé szeld meredeksége.
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14 +Y

12

4.3. Definici6é. Legyen x¢g € I. Az f: I — R fiiggvény z helyhez tartozé
differenciahdnyados fiiggvénye a
a(w) = OZT00) e 1 g

r — X0
figgvény.

4.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény differencidlhato az
xo € I helyen, ha a differenciahdnyados fiiggvényének 1étezik az x(y helyen
hatarértéke, és az véges, azaz létezik és véges az

f(@) = f(@o)

T—x0 T — X

hatarérték. Ekkor ezt a hatarértéket az f fliggvény xg-beli differencidlhdnya-
doséanak, vagy derivdltjanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény diffe-
rencidlhato, ha értelmezési tartomdnyanak minden pontjaban differencialhato.

Jelolések: f'(xo), %(930% f(t)7 %f(xo)-

4.5. Definicié. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhaté az xg € I helyen,
akkor az

y = f(xo) + f'(wo) - (z — wo)
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egyenletli egyenest az f fiiggvény (xo; f (:co)) pontbeli érinté egyenesének,

vagy egyszer(en érintéjének mondjuk.

4.6. Megjegyzés. A differencidlhdanyados geometriai jelentése a fiiggvény gra-

fikonjanak (xo; f (:co)) pontjaba hiizott érintd egyenesének meredeksége.

14 1

12+

Y

4.7. Megjegyzés. Az alabbi tablazatban Osszefoglaljuk a differenciahdnyados
és differencidlhdnyados definiciéjat, annak az atirdsat, valamint a geometriai és

fizikai jelentést:
differenciahdnyados | differencidlhdnyados
faid f(@)—f(z0) @)= f(x0)

ekvivalens atalakitas

f(zth)=f (=)
h

lim

f(z+h)—f(x)
h—0 h

geom. jelentés

szeld meredeksége

érintd meredeksége

fizikai jelentés

atlagos megvaltozas

pillanatnyi érték
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4.8. Tétel. Az elemi fuggvények derivaltjai:

31

f@) Dy f'(@) Dy
c R 0 R
T R 1 R
x” 10; 00| reat ! 10; o0]
sinz R CoST R
cosT R —sinz R
tg R\{Z+k-w|lkeZ}| L |R\{Z+k-n|lkecZ}
ctgx R\ {r+k-m|keZ} —Slew R\{r+k-m|keZ}
e’ R e’ R
a” R a®-lna R
Inx 10; 00| 1 10; 00]
log, 10; 00 Tia 105 oo
arcsin x [—1;1] 11_362 | —1;1]
arccos [—1;1] - 11712 | —1;1]
arctg x R H% R
arcctg x R 1 R
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shx R chz R

chzx R shax R

tha R - R

cthz R\ {0} —ﬁ R\ {0}
arshz R 11_12 R

arch x [1; 00] z;_l 11; o0]

arth x ] —1;1] =/ | —1:1]
arcth x | — o0; —1[U]1; 00] —1fm2 | —o00; —1[U]1; 00]

4.9.Tétel. Haaz f, g: I — R figgvények differencidlhatéak az xy € I helyen,
akkor az Osszegiik (kiilonbségiik) is differencidlhat6 az zg helyen és

(f +9) (w0) = f'(x0) + ¢'(0)-

4.10. Tétel. Ha f: I — R differencidlhaté az xg € I helyen és ¢ € R, akkor
c - f is differencialhat6 az xg helyen és

(¢ f) (wo) = ¢ f'(wo).

4.11. Tétel. Ha az f,g: I — R fliggvények differencidlhatéak az o € [
helyen, akkor a szorzatuk is differencidlhaté x( helyen és

(f - 9)(w0) = f'(x0) - g(z0) + f(w0) - ¢ (o).

4.12. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az zo € [
helyen, tovabba g(z) # 0 (x € I), akkor 5 is differencidlhat6 az x( helyen és

(f)l (o) = (o) - g(wo) — f (o) - g'(w0)
g (9(%))2

4.13. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok. Ha a g: I — J fiiggvény
differencialhat6 az x( helyen, tovabba az f: J — R fiiggvény differencialhaté
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a g(xo) helyen, akkor az f o g: I — R Osszetett fiiggvény is differencidlhaté
az xg helyen és

(fog9) (z0) = f'(9(x0)) - ¢’ (x0).

4.14. Megjegyzés. Az elGbbi tétel szerint Osszetett fiiggvényt tehat gy de-
rivalunk, hogy el6szor derivaljuk a kiilsd fiiggvényt, abba a viltoz6 helyére
behelyettesitjiik az eredeti belsd fiiggvényt, majd az igy kapott eredményt meg-
szorozzuk a belsd fiiggvény derivaltjaval.

4.15. Definicié. Haaz f: I — R figgvény differencidlhaté az I intervallumon,
tovabba a derivaltja differencidlhat6 az x¢ € I helyen, akkor azt mondjuk, hogy
f kétszer differencidlhaté xg-ban. Jelolés:

(f'(z0)) = f"(z0).

4.16. Definicio. Ha az f: I — R fiiggvény k — 1-szer differencidlhaté az [
intervallumon, tovdbba a k — 1-edrendd derivaltja differencidlhat6 az x¢g € 1
helyen, akkor azt mondjuk, hogy f k-szor differencidlhato xp-ban. Jelolés:

(F* D (@) = F®) (xo).
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Kidolgozott feladatok

18. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 2 fiiggvényt és legyen 2o = 1.

a) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény differenciahdanyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjat az xo helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosdnak értékét az ¢ helyen!

¢) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény grafikonjénak (zo; f(z0)) pontjaba hizott
e érint6 egyenesének meredekségét!

d) Irjuk fel az e egyenes egyenletét!
Megoldas:

a) Mivel f(zg) = f(1) = 12 = 1, ezért a differenciahdnyados fiiggvény x # 1
esetén:
flz) = flwo) _a*—1> (z2-1)-(z+1)

d(x) = P T po— =z+1.

b) A differencidlhdnyados az x( helyen:

/ S K _ _
f()=lm@+1)=1+1=2

¢) Az érint6 egyenes meredeksége: m = f/(1) = 2.

d) Az egyenes egyenletét y = m - x + b = 2x + b alakban keressiik.
Az egyenes illeszkedik az (1; f(1)) = (1;1) pontra, igy

1=2-1+b =  b=-1,

tehdt az egyenes egyenlete: y = 2z — 1.
19. Feladat. Adjuk meg az u(z) = 2 + 2z + 1 fiiggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
Az u fiiggvény derivéltfiiggvénye:
u'(z) = (%) + (22) +1' =32 + 2.
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20. Feladat. Adjuk meg az
2
u(x) :Vm3+ﬁ+5

fliggvény derivéltfliggvényét!

Megoldas:
: 2
Mivel Va3 = 27 és — = 2272, ezért
x

u(x) = 2?4+ 202+ 5,

igy az u fliggvény derivéltfiiggvénye:

3 3 4
o (z) = 51'% —4x73 = 5\/5—;
21. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = 2% ctgx

fiiggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:
Az v fiiggvény derivaltfiiggvénye:
1 2/ 2 / 2 —1
u'(z) = (z7) -ctgx + 27 - (ctgx) = 2w -ctgzr + 27 —5—.
sin® x
22. Feladat. Adjuk meg az
w(z) = o - 3"
fiiggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
Mivel /z = 7, ezért
1
u(z) = x2 - 3%,
igy az u fliggvény derivaltfiiggvénye:
1
' (z) = (1:%)’ 37 42 (3%) = §m_% 3% 4 22.37.In3 =

1
S —— L . 3% .In3.
2‘\/5 3+\/§3 n3

35
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23. Feladat. Adjuk meg az

fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Az v fiiggvény derivaltfiiggvénye:

o () = (3 4+ 322 — 1) - e® —(2® + 322 — 1) - (e7)' _
(e7)?
(322 + 62) - €% —(23 + 322 — 1) - €®
eQx :

24. Feladat. Adjuk meg az

figgvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
Az u fiiggvény derivaltfiiggvénye:
(z)' -cosx —x - (cosz) cosx+x-sinx

u'(z) = =

cos? z cos? z

25. Feladat. Adjuk meg az

u(x) = In(cos )

fliggvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:
A kiilsé fiiggvény, a belso fiiggvény és ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(z) = Inzx K(x) = %
b(x) = cosx b(r) = —sinzx.
Ezt felhasznalva
o (z) = Ly (—sinz) = _sinw —tg .
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26. Feladat. Adjuk meg az

fliggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:

A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(x) = € K(z) = e
b(z) = sinz b(x) = cosz.

Ezt felhasznalva

27. Feladat. Adjuk meg az

fliggvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:

A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(x) = 57 E(z) = 5%-Inb
bx) = tgzx Viz) = 5.

Ezt felhasznalva
r 58T . In 5

u(2) =57 In5- cos2x  cos?z

28. Feladat. Adjuk meg az
u(x) = (z* 4 22)1%

fliggvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:

A kiilsé fiiggvény, a belso fiiggvény és ezek derivaltjai az alabbiak:
k(z) = 2% E'(x) = 100z%
b(z) = 2%+22 b(z) = 2x+42.

Ezt felhasznalva

u'(z) =100 - (2% 4 22)% - (22 + 2).
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29. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = tg(z® + 2° + 2)

fliggvény derivéltfliggvényét!

Megoldas:
A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivéltjai az aldbbiak:
1
k — t k/ =
(x) g (x) —r
b(r) = a3+2%+x V(z) = 3z2+2r+1.
Ezt felhaszndlva
1 322+ 22+ 1

/ 2
_ . 2 1 1) =
o' () T (3z° + 22 + 1)

30. Feladat. Adjuk meg az

u(z) = Va2 +5x+6

fliggvény derivaltfiiggvényét!

cos?(x3 + 22 + )

Megoldas:
A kiils6 fiiggvény, a belsd fliggvény €s ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(z) = Vx= 22 K(z) = %af%
b(z) = 22+52+6 V() = 2x+5.
Ezt felhasznalva
u'(z) = % (2% +52+6)72 - (20 +5) = 2.\/%.

31. Feladat. Adjuk meg az

5x>

u(z) = In(sin
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Ha f(z) = Inz, g(x) = 2° és h(z) = sin z, akkor

u() = fogoh(@) = f(g(h(x))).
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a tobbszorosen osszetett fliggvény derivaltja:
u'(@) = ' (9(h(@))) - g (h(@)) - W ().
Mivel f/(z) = L, ¢/(x) = ba? és W' (x) = cos x, igy azt kapjuk, hogy

xT

.5-sin*x - cosz.

u'(x) = 5
SIn- x

32. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) = (e — 1)
fliggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
A derivaltfiiggvény:
1 3-In*(z-1)
z—1 z—1

33. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 2* + 823 — 822 + 32 + 10 fiiggvény
mdsodrend( derivaltjat!

Megoldas:

fl(x)=3-In*@xz—1)-

A fliggvény derivéltja:
f(z) = 42 + 242% — 162 + 3.
A masodrendi derivalt:
f"(x) = 122% + 48z — 16.
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5. Tétel: Differencialszamitas II.

1. Milyen kapcsolat van egy differencidlhat6 fiiggvény monotonitdsa és de-
rivaltja kozott?

2. Milyen kapcsolat van egy kétszer differencidlhaté fiiggvény konvexitdsa és

derivaltja kozott?

Lokdlis sz€ls6érték 1étezésének sziikséges feltétele.

Igaz-e az el6bbi tétel megforditasa?

ook W

Inflexids hely 1étezésének sziikséges feltétele.
6. Igaz-e az el6bbi tétel megforditasa?

5.1. Tétel. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Az f fiiggvény pon-
tosan akkor monoton névekvd I-n, ha minden = € I esetén f'(z) > 0.

Az f fuiggvény pontosan akkor monoton csdkkend I-n, ha minden = € [ esetén
f'(x) <0.

5.2. Tétel. Az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor
konvex I-n, ha f”(x) > 0 minden x € I esetén.

Az f: I — R kétszer differencidlhat6 fiiggvény pontosan akkor konkav [-n,
ha f”(z) < 0 minden z € I esetén.

5.3. Tétel. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Ha f-nek az g € [
helyen lokalis szélséértéke van, akkor f/(zo) = 0.

5.4. Megjegyzés. Az el6bbi tétel megforditdsa nem igaz, ugyanis példaul az
f(x) = 23 fiiggvénynek az zo = 0 helyen a derivéltja 0, azonban az f fiigg-
vénynek az xq helyen nincs lokdlis sz€éls6értéke.

5.5. Tétel. Legyen f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény. Ha f-nek az
xo € I helyen inflexiés helye van, akkor f”(zg) = 0.

5.6. Megjegyzés. Az el6bbi tétel megforditdsa nem igaz, ugyanis példaul az
f(x) = x* fiiggvénynek az x( = 0 helyen a masodrendii derivaltja 0, azonban
az f fuggvénynek az xg helyen nincs inflexiés helye.
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Kidolgozott feladatok

34. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2® — 9z fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szdmoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg a lokdlis sz€élsdértékeit!

d) Jellemezziik konvexitas szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk, azaz
23— 92 =0 = z- (2% —9)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, amibdl azt
kapjuk, hogy = = 0, vagy 2% — 9 = 0.
Az 22 — 9 = 0 egyenlet megolddsa: x = +3 adddik.
Tehét a fiiggvénynek harom zérushelye van: 0; 3; —3.

c) A fiiggvény derivaltja: f'(z) = 322 — 9. A derivéltfiiggvény zérushelyei,
vagyis a 322 — 9 = 0 egyenlet megoldésai:

322 -9=0 = 322=9 = 22=3 = 2=4V3.

Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk Ossze:

@ J—oos=VB[| =3 |]1-V3V3[| V3 |]V3io
0

f'(@) + 0 - n

f(zx) Va lok. max. AW lok. min. Vs

f(z) 6-3 —6-/3
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d) A fiiggvény mésodrendi derivaltja: f”(z) = 6x. Ennek zérushelye, vagyis
a 6z = 0 egyenlet megolddsa: = = 0. Ennek megfelelGen tablazatba fog-
lalva megvizsgéljuk a masodrend{i derivalt el§jelét, amibdl kovetkeztethe-

tiink a fiiggvény konvexitisara:

x ] —00;0[| 0 | ]0;00]
1(z) — 0 +

f(x) konkdv | i.p. | konvex
f(@) 0

e) Az értelmezési tartomdny hatdrpontjai —oo és co.

lim f(z)= lim (23 —32) = —oc;
T——00 Tr—r—00

. T 3 -
xhﬁngo f(z) = ml;n;o(m 3x) = oo.

f) A fiiggvény grafikonja:

301

20|

(—V/3;6-v3)
10 |

4 I3 2 (010

—10 +
—20 +

—30 +

g) Ertékkészlet: y € R.
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35. Feladat. Tekintsiik az f(r) = x* — 423 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a val6s szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatarozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fuggvény €s adjuk meg a lokalis sz€ls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatdrpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

zt — 423 =0 = 3 (x—4)=0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy x = 0,
vagy r = 4.

c) A fiiggvény derivéltja: f'(x) = 423 — 1222, Meghatédrozzuk ennek zérushe-
lyeit, azaz megoldjuk a 423 — 1222 = 0 egyenletet. Ebbdl z2-et kiemelve

2% (42 —12) =0
adédik, ami csak gy lehet, ha 2 = 0, azaz x = 0, vagy 4z — 12 = 0,

amibdl 4x = 12, igy x = 3. Az elsd derivalt el§jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

x | — 005 0[ 0 10; 3] 3 13; 0]
f(x - 0 - 0 +
f(z AV nem szélsGérték | N\, | lok. min. |
f(z 0 27
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d) A fiiggvény mésodrendii derivéltja: f”(x) = 1222 — 24x. Ennek a zérushe-
lyéhez a 1222 — 24 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Ha z-et kiemeliink,
akkor z - (12z — 24) = 0 ad6dik. Egy szorzat gy lehet 0, ha valamelyik
tényezdje 0, igy x = 0 vagy 12z — 24 = 0, amibdl x = 2. Ennek megfele-
16en tabldzatba foglalva megvizsgéljuk a masodrendd derivalt el6jelét:

x J—oo0[| O | J0;2[ | 2 | ]2500]
1 (x) + 0 - 0 +
fx) konvex | ip. | konkdv | i.p. | konvex
f(z) 0 —16

e) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

lim f(z) = lim (2! —42%) = oo;
T——00 T——00

lim f(z) = lim (2! — 42%) = cc.

T—00 T—00

f) A fiiggvény grafikonja:

50 Y
40 |
30 |
20 |
10 ¢
‘ 4
—9 )

=301 (3;=27)

g) Ertékkészlet: y € [—27; 00].
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36. Feladat. Tekintsiik az f(r) = x* — 422 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a val6s szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szdmoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Jellemezziik monotonitas és lokalis széls6érték szerint a fiiggvényt!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatirpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsdval kapjuk:
xt — 422 =0 = 22 (22 —4)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, igy = 0,
illetve x = £2.
¢) A fiiggvény derivéltja f'(x) = 423 — 8z, amelynek zérushelyei a
423 -8 =0 = 4dx-(2*—-2)=0

egyenlet megolddsai, igy © = 0 és 2 = 4+/2. A derivaltfiiggvény eldjelét
tdblazatban foglaljuk dssze:

x ] —oo;—V2[| —V2 |]-v20] 0
1(x) - 0 + 0
£(z) N lok. min. | | lok. max.
() 4 0

v |0sV2[| V2| V200
0

f(z) N | lok. min. Va
f(x) —4
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d) A fiiggvény masodrendi derivéltja: f”(z) = 1222 — 8. Ennek a zérushe-
lyéhez a 1222 — 8 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk, hogy

x = i\/g . Ennek megfeleléen tdblazatba foglalva megvizsgaljuk a masod-
rend( derivalt el6jelét:

e 1o A1 AL VE e

f'() + - 0 +

f(x) konvex i.p. konkav i.p. | konvex
20 20

f(z) —9 —9

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim (2 —22%) = oo;
T——00 T——00

lim f(z) = lim (z? — 22?) = .

T—00 T—00

f) A fiiggvény grafikonja:

N W s Ot
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37. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 2* — 522 + 4 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fliggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg a lokalis sz&éls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitas szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) A zérushelyet az 2* — 52244 = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk. Bevezetve
a k = x? jelolést azt kapjuk, hogy k? — 5k 4+ 4 = 0. A mdsodfoki egyenlet
megoldasai k; = 1, illetve ko = 4.

Mivel k = 2, ezért az 22 = 1 egyenletbdl azt kapjuk, hogy = *+1, az
22 = 4 egyenletbdl pedig x = £2 adédik.

¢) A fiiggvény derivaltja f'(x) = 423 — 10z. A 423 — 10z = 0 egyenletbdl
2z-et kiemelve 2z - (202 — 5) = 0 adddik, ami csak tgy lehet, ha 2 = 0,
vagy 222 — 5 = 0, amibdl azt kapjuk, hogy = = 4+/2,5. Az els derivilt
eléjelét tablazatban foglaljuk ssze:

x ] — 00 —v2ZB[| —v25 |1-v25:0[| 0
f'(x) — 0 + 0
(@) N lok. min. 2| lok. max.
£(x) —2,25 0

f'(@) - 0
f(z) N lok. min.
f(z) —2,25

x 10;v25[ | v25 | ]— V25500
+
/!
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d) A fiiggvény mésodrend derivéltja: f”(x) = 1222 — 10. Ennek a zérushe-
lyéhez a 1202 — 10 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk,

hogy x = +,/2. Ennek megfeleléen tdblazatba foglalva megvizsgaljuk a
masodrendd derivalt el6jelét:

e Il VR 1B

[Sp1S4

- 0 +
f(x) konvex i.p. konkdv i.p. | konvex
f(@) 5 3

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim (2 —52% 4+ 4) = oo;

T——00 T——00
lim f(z) = lim (2 — 522 +4) = co.

f) A fiiggvény grafikonja:

(v/2.5; —2.25)
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38. Feladat. Tekintsiik az f(z) = In(1 + 22) fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szdmoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatarozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fuggvény €s adjuk meg a lokalis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomany hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
In(1+2%) =0 = 1+a22=1 = z=0.

c) A fiiggvény derivaltja:

1 2z

!
= 9y =_""_
melynek zérushelye: x = 0. Az els6 derivilt el§jelét tablazatban foglaljuk

o0ssze:

x ] — 0030 0 ]0; o0
() - 0 +
() N |lok. min. |
() Inl=0

d) A fiiggvény masodrendi derivaltja:

2-(1+2?)—22-20 —22%42

fi(@) = (14 x2)2 - (14 22)2°
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A maésodrendd derivalt zérushelyei:
—2z2 42
(1+a2)?

Ennek megfelel6en tdbldzatba foglalva a misodrendd derivilt elGjelei:

= —22242=0 = x = +1.

x | —oo;—1[| =1 |]=1;1[| 1 |]1;00]
1" (z) - 0 + 0 -
f(zx) konkdv | i.p. | konvex | i.p. | konkav
f(zx) In2 In2

e) Hatéarérték az értelmezési tartomany hatirpontjaiban:

lim f(z)= lim In(1+ 2?) = oo;
Tr——00

T——00
lim f(z) = lim In(1 + 2?%) = oo.
T—00 T—r00

f) A fiiggvény grafikonja:

Yy
2.5
9 f
1.5 ¢
1+
(—1,111(2)) (1,111(2))
51
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

g) Ertékkészlet: y € [0; ool

h) A fiiggvény alulrdl korlétos, de feliilr6l nem korlatos, igy nem korlatos.
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39. Feladat. Tekintsiik az f(r) = In(4 — 2?) fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szdmoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg a lokdlis szélsdértékeit!

d) Jellemezziik konvexitas szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

7z

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartoméany: = €] — 2;2[.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
In(4-2)=0 = 4-22=1 =  z==4V3

c) A fiiggvény derivaltja:

f'(x) 1 —2x

- (9=
4—x2( 7) 4 — g2’

melynek zérushelye: x = 0. Az els6 derivélt el§jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

T ] —2:0] 0 10;2[
f'(z) + 0 -
F(z) 2 | lok. min. | N\,
() In4
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d) A fiiggvény masodrend(i derivaltja:

noy_ —2(4—2?) 422 (=22)  —22% -8
f(z) = 4— 272 = e

Mivel minden = €] — 2;2[ esetén f”(z) < 0, ezért az f figgvény értelme-
z¢€si tartomédnyédnak minden pontjdban konkav.

e) Hatéarérték az értelmezési tartomany hatirpontjaiban:
lim f(z) = lim In(4 — 2?) = —o0;
T——2 T——2
lim f(z) = lim In(4 — 2?) = —c0.
T—2 T—2

f) A fiiggvény grafikonja:
(0; lLlyél)

g) Ertékkészlet: y €] — oo; In4].

h) Korlatossag: a fiiggvény feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos, igy nem
korlatos.

i) Paritds: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, azaz minden
x €] — 2;2[esetén f(—z) = f(z).

j) Maximuma van. Maximum hely: x = 0. Maximum érték: y = In 4.
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40. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 22 fiiggvényt!

el
a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg a lokalis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
r+3
et

0 = z=-3

c) A fiiggvény derivaltja:

, e —(x+3)-e* e (1—2-3) —x-—2
f (l’) = 2 = o2 = et ’
Ennek zérushelye, vagyis a o egyenlet egyetlen megoldédsa: x = —2.
Az els6 derivilt el6jelét tabldzatban foglaljuk ossze:
x | —o00; —2] -2 | —2; 0]
f'(=) + 0 -
f(x) a lok. max. N
f(z) ¢’

d) A fiiggvény masodrend(i derivaltja:

() = —1-e*—(—x—2)-€" :ef-(—1+x+2) :x—i-l.

eQw eQw et
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Ennek egyetlen zérushelye: x = —1. Ennek megfelel6en tdbldzatba fog-
lalva megvizsgaljuk a mdsodrendd derivilt elGjelét:

x J—oo;—1[| =1 |]=1;00]
f'(@) - 0 +
f(z) konkdv | ip. | konvex
f(x) 2e

e) Hatéarérték az értelmezési tartomany hatdrpontjaiban:

lim f(z)= lim e - (x+3) = —ox;

T—r—00 Tr——00
3 1
lim f(z)= lim TS lim — =0.
T—00 z—oo el z—o00 e¥

f) A fiiggvény grafikonja:

g) Ertékkészlet: y < e2.
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x

2241

a) Adjuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

41. Feladat. Tekintsiik az f(z) fiiggvényt!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg a lokalis sz&ls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Véazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:

X
f— e O = = O.
f(@) x2+1 o

c) A fiiggvény derivéltja:

2 4+1—z 2 —x2+1

f@=—Gry ~ @y

A derivaltfiiggvény zérushelyei:

2
—z°+1

A derivaltfiiggvény el§jelét tdblazatban foglaljuk 6ssze:

x J—oos—1[| -1 |]-=1L1] 1 J15 00]
(@) - 0 + 0 —
f(z) \ lok. min. | | lok. max. |
/(@) -3 >
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d) A fiiggvény masodrend(i derivaltja:

2z (P4 1) (—2P+ 1) 2 (2P + 1) 22

1
[ (@) (22 + 1) -
(22 +1) (=223 — 20 + 423 — 42) 223 — 62
- (22 + 1) T (@24 1)
A
223 — 6 _0
(.’EQ + 1)3

egyenlet megoldasait kell meghatdroznunk. Egy tort csak akkor lehet nulla,
ha a szamlélgja nulla, ezért

203 — 62 =0 = 2z-(z?—-3)=0.

Egy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, ezért a masod-
rend derivalt zérushelyei:

Tl = 0, Ty = —\/g7 xr3 = \/g

Tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodrendi derivalt elgjelét:

x ] =003 =V3[ | =V3 |1 =V3;0[| 0
f'(@) - 0 + 0
f(x) konkav ip. | konvex |i.p.
f(x) = 0

z [10V3[| V3 | 1V3;00]
f'() - 0 +

f(x) konkdv | i.p. | konvex
e
/(@) KN

e) A fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

lim f(zx)= lim

——— = lim —
T——00 z——oco 22 4+ 1 z——00 4+ =
T

=0.
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A fiiggvény hatdrértéke oo-ben:

. . T 1
f) A fliggvény grafikonja:
Y
0.5 1
0.25 1
10 -8 —6 -4 -2 2 4 8 10
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6. Tétel: Differencialszamitas III.

Milyen kapcsolat van a folytonossag és differencidlhatosag kdzott?
Milyen feltétele a folytonossdg a differencidlhatésagnak?
Milyen feltétele a differencidlhatésdg a folytonossdgnak?

Mit neveziink Taylor-polinomnak?

bk LD

Milyen kapcsolat van az els6fokd Taylor-polinom és az érintéegyenes k6zott?
6. Fogalmazza meg a L’Hospital-szabdlyt!

6.1. Tétel. Haaz f: I — R fiiggvény differencialhaté az x¢ € I helyen, akkor
ott folytonos is.

A tétel megforditdsa nem igaz, azaz van olyan folytonos fiiggvény, amely nem
differencidlhaté. Példdul az f(x) = |z| fiiggvény az o = 0 helyen folytonos,
de nem differencidlhatd.

6.2. Megjegyzés. A folytonossig sziikséges, de nem elégséges feltétele a dif-
ferencidlhatosdgnak.

6.3. Megjegyzés. A differencidlhatsag elegendd, de nem sziikséges feltétele a
folytonossagnak.

6.4. Definicié. Legyen f: I — R az xg € I helyen n-szer differencialhat6
fliggvény. A
T(x) = f(20) + ['(20) - (x — 20)+
f//(:L,O)
2!

fuggvényt az f fliggvény x( helyhez tartozé (vagy xq koriili) n-edfokd (vagy
n-edrend(i) Taylor-polinomjanak nevezziik.

(") (g
-(a:—:co)2+...+fn(!0)-(x—xo)"

_l’_

6.5. Megjegyzés. Az f: I — R fiiggvény els6fokd Taylor polinomja
Ti(z) = f(zo) + f'(z0) - (z — o),

ami éppen a fliggvény grafikonjanak (CL‘(); f (xo)) pontjdba hizott érint6 egye-
nest megadé fiiggvény.

6.6. Tétel. (L’Hospital-szabaly.)
Legyen —c0 < a < b < oo, f,g: Ja;b]— R, éslegyen a < xy < b. Ha f
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és g differencidlhato fiiggvények az a; b[\{zo} halmazon és ¢'(z) # 0 minden
x €|a; b-re, tovabba

lim f(z)= lim g(z) =0 vagy lim f(x)= lim g(z) = oo,

T—T0 T—T0 Tr—T0 Tr—TQ
!’
tovabba 1étezik a lim g ,E;g véges vagy végtelen hatarérték, akkor 1étezik a
T—T0
lim L) hatdrérték is és
z—zg 9(2)

lim f(@) = lim f'(z)

rov0 gl@) o gz)

6.7. Megjegyzés. Az elGbbi tétel akkor is érvényben marad, ha

lim f(z)= lim g(z) = —o©
T—T0 T—rT0
vagy
lim f(z) = —oc0és lim g(z) = 0
Tx—xT0 T—x0
vagy
lim f(z) =o00és lim g(z) = —o0.

T—rT0 T—T0
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Kidolgozott feladatok

42. Feladat. Irjuk fel az f(x) = 57 fiiggvény xo = 0 pont koriili masodrendii
Taylor-polinomjat!

Megoldas:

Elsé 1épésben kiszamoljuk a fiiggvény els6 €s masodik derivaltjat, majd meg-
hatarozzuk ezek értékeit az zo = 0 helyen:

FE (@) | fP) (o)
k=0 8 1
k=1 8. b 8
k=2| 64-¢5% 64

Az f fiiggvény g pont koriili masodrendd Taylor-polinomja:

f// (1'0)

Ty(x) = f(zo) + f'(z0) - (x — mo) + — (z — x0)%
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

Tz(x):1+8-(x—0)+?~(x—0)

adédik. Elvégezve az egyszertisitéseket azt kapjuk, hogy
To(z) = 1 + 8z + 3222

in2
43. Feladat. Szamoljuk ki a lim o hatdrértéket!
x—0 3x

Megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalo €s a nevezo hatarértékét
lim sin2z =sin0 =0 és lim 3z =0
x—0 z—0

adodik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:
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2 —2x+1

44. Feladat. Szamoljuk ki a lim ———>——— hatdrértéket!
r—1 xs—1

Megoldas:

A szamlalo hatarértéke:
lim (22 -2z +1)=1>-2-14+1=0,
r—1

a nevezd hatarértéke:
lim (22 -1)=12-1=0,

z—1
igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkal-
mazhat6 a L’Hospital-szabdly:
2_2x+1 2r — 2
lim % =lim == =0

r—1 a:2 — rz—1 2x

sin 2x

45. Feladat. Szamoljuk ki a lim

. hatarértéket!
z—0 SIn ox

Megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalo €s a nevezo hatarértékét

lim sin2x =sin0 =20 és lim sin3z =sin0 =0

x—0 x—0
adodik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:
sin 2z ) ( sin 23:), . 2cos2z 2

lim — =lim —% = lim =z
z—0 sin3x  z—0 (sin3x) z—0 3cos3x 3
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7. Tétel: Differencialszamitas I'V.

1. Fogalmazza meg a Rolle-féle kozépértéktételt!

2. Szemléltesse a Rolle-tétel geometriai jelentését!

3. Fogalmazza meg a Lagrange-féle kozépértéktételt!
4. Irjale a Lagrange-tétel geometriai tartalmat!

7.1. Tétel. (Rolle-féle kozépértéktétel)
Ha f: [a;b] — R az [a; b]-on folytonos, az |a; b[-on differencidlhaté fiiggvény,
tovabba f(a) = f(b), akkor van olyan ¢ €]a; b[, hogy f’(¢) = 0.

7.2. Megjegyzés. A Rolle—tétel geometriai tartalma: ha az f: [a;b] — R fiigg-
vény folytonos és az ]a; b[-ra val6 lesziikitése differencidlhatd, tovabbd a fiigg-
vényértékek az intervallum kezdd- és végpontjdban megegyeznek, akkor az
Ja; b] intervallumnak van olyan ¢ pontja, hogy a (c; f(c)) pontba hiizott érintd
egyenes parhuzamos az x tengellyel (azaz a meredeksége nulla).

(¢, f(c))

******************** Erintd (vizszintes)

f(x)

7.3. Tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Ha f: [a;b] — R az [a; b]-n folytonos, az |a; b intervallumon differencidlhat6
fiiggvény, akkor van olyan ¢ €]a; b[, melyre
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7.4. Megjegyzés. A Lagrange-féle kozépértéktétel geometriai tartalma: ha az
f:[a;b] — R fiiggvény folytonos és az |a;b| intervallumra valé lesziikitése
differencidlhatd, akkor az |a; b[ intervallumnak van olyan ¢ pontja, amelyre tel-
jesiil, hogy a (c; f(c)) pontba hizott érint§ egyenes parhuzamos az (a; f(a))
és (b; f(b)) pontokat dsszekts szakasszal.

Y

(b, f(0)p /()

/)

/ i f/(C) _ f()—f(a)

b—a

(@ fla) .
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Kidolgozott feladatok

46. Feladat. Hatdrozzuk meg az f: [-1;2] — R, f(z) = 2% — 222 fiigg-
vény esetén azon c valds szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy a (c; f (c)) pontba
hiizott érintd parhuzamos a ( — 1; f(—1)) és (2; f(2)) pontokat Ssszekotd
szelGvel!

Megoldas:

A szel6 meredeksége

f2)—f(-1) _8-8-(-1-2)
2—(-1) 3

igy az érinté meredeksége is 1 kell, hogy legyen, azaz teljesiilnie kell, hogy

f'(c) = 1. Mivel f'(c) = 3c? — 4c, ezért meg kell oldanunk a 3¢ — 4¢c = 1

egyenletet, ami ekvivalens azzal, hogy 3¢ —4c—1 = 0. A mdsodfoki egyenlet

megolddképletét alkalmazva

A+ VI6+12 4+£2V7 247
6 63

adodik. Mindkét érték eleme az értelmezési tartomanynak, igy mindkét valds
szdm megfelel a feladat feltételeinek.

41y

m = =1,

C12 =
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47. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = 2z — x? fiiggvénynek azt a pontjat,
amelyhez hidzott érint6 egyenes parhuzamos az A(1; 1) és a B(3; —3) pontokon
athalad¢6 szelGvel!

Megoldas:

A Lagrange—féle kozépértéktétel garantélja, hogy 1étezik a megadott szeldvel
parhuzamos érint egyenes. A szeld meredeksége az A és B pontokhoz tartozé
differenciahdnyados:

IO R (O e S
3—1 3—1 '

Mivel a keresett érint6 egyenes parhuzamos a szel6vel, ezért az érintd egyenes
meredeksége szintén —2. Az érintd egyenes meredeksége megegyezik a fiigg-
vény megfeleld helyen vett derivaltjaval, azaz keressiik azt az x valds szamot,
amelyre f'(z) = —2 teljesiil. Mivel f'(z) = 2 — 2z, ezért

2—2x =-2 = 2 =4 = xr = 2.

Misrészt a fiiggvényérték a 2 helyen f(2) = 0, igy a keresett érintési pont
E(2;0).
Yy

(L1
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8. Tétel: Primitiv fiiggvény keresési médszerek

Mit neveziink primitiv fiiggvénynek?

Ha egy fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor hdny darab van?
Mit neveziink hatdrozatlan integralnak?

Mit jelent a hatdrozatlan integrél additiv tulajdonsaga?

Mit jelent a hatdrozatlan integrdl homogén tulajdonsdga?

Hogyan szamolhat6 ki az f(ax + b) tipusu fiiggvények integrélja?
Hogyan szdmolhato ki az % tipusu fiiggvények integralja?

Hogyan szdmolhat6 ki az f"(z) - f'(x) tipusi fiiggvények integrélja?

A A I

Mit neveziink parcidlis tortnek?

10. Mit mond ki a parcidlis tortekre bontds tétele?

11. Irja le a parcidlis integralds képletét!

12. Milyen tipusu fiiggvények integrdldsara alkalmazhat6 a parcidlis integralds
képlete?

8.1. Definicié. Ha az F': I — R fiiggvény differencidlhaté és F'(x) = f(x)

minden z € [ esetén, akkor azt mondjuk, hogy F az f fiiggvény primitiv

fiiggvénye.

8.2. Megjegyzés. Ha F primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek, akkor minden

¢ € Resetén F' + c is primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek. Tehat, ha egy

fiiggvénynek van primitiv fliggvénye, akkor végtelen sok van, melyek csak egy

(additiv) konstansban térnek el egymdstol.

8.3. Definicié. Az f fiiggvény Osszes primitiv fiiggvényének halmazit az f
fiiggvény hatdrozatlan integrdljdnak nevezziik. Jele: [ f(z)dz.

8.4. Tétel. A primitiv fiiggvény additiv tulajdonsdgui, azaz ha f: I — R és
g: I — R olyan fiiggvények, amelyeknek létezik primitiv fiiggvénye, akkor az
f + g fuggvénynek is 1étezik primitiv fiiggvénye és

/(f(fC)Jrg(w)) dw:/f(x)dx—l—/g(x)dx.

8.5. Tétel. A primitiv fliggvény homogén tulajdonsigui, azaz ha f: I — R
olyan fiiggvény, amelynek 1étezik primitiv fiiggvénye és A € R, akkor a \ - f
fiiggvénynek is 1étezik primitiv fiiggvénye és

/)\-f(a:)dx:)\-/f(:c)dx.
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8.6. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok és legyen az f: [ — R fugg-
vénynek F' egy primitiv fiiggvénye és g: J — R els6foku fiiggvény, azaz
g(z) =a-x+ b, ahol a, bERésa#O' Ekkor

/fa:z:+b F(az +0b) +

ahol c € R tetsz6leges.
8.7. Tétel. Ha f: I — R olyan fiiggvény, amelyre az % figgvénynek létezik
primitiv fliggvénye, akkor

/@)

=In|f(z)| +c,

ahol ¢ € R tetszbleges.

8.8. Tétel. Legyen n € R\ {—1} éslegyen f: I — R olyan figgvény, hogy
az f"(x) - f'(x) figgvénynek létezik primitiv fiiggvénye. Ekkor

fn+1
n d —
/f T = n+1+c,

ahol c € R tetszdleges.

8.9. Definicio. Legyenek A # 0, valamint B és C olyan valds szamok, hogy
B-C #0éslegyenn € N, tovibba zp € R. Az

4

(x —x0)"
ésa

Bx +C

(% + pz + q)"
alaku torteket, ahol p? — 4¢ < 0 (azaz az 22 + px + ¢ masodfoki polinomnak
nincs valés gyoke) parcidlis torteknek nevezziik.

8.10. Tétel. Minden olyan raciondlis tortfiiggvény, amelyben a szamlalé fok-
szama kisebb, mint a nevezd fokszadma, felbonthat6 parcidlis tortek 0sszegére.

8.11. Tétel. Ha f folytonos és g differencialhaté fiiggvény, akkor

/ f(2) ¢ (2)de = f(z) - glx) - / £(2) - 9(z) da

8.12. Megjegyzés. A parcidlis integréldst alkalmazhatjuk P(x) - sinz, P(x) -
cosz, P(x) - €*, valamint P(x) - In x tipusu fiiggvények integraldsara, ahol P
tetsz6leges n-edfokd polinom.
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Kidolgozott feladatok

48. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integralokat:
3 2
a) /x Tt dx d) /4x+5xdx
2
x? + w -
b [ =

)/ﬁ;ﬁdm f)/x —|—4x+4

dx

dx
T+ 2

Megoldas:

a) A tortet két tort dsszegére bontva, majd az integrdl additiv tulajdonsagat
felhasznélva azt kapjuk, hogy

3 2 3 2 3 2
/x R da::/x—i—xdx:/xQ—i—xdx:x—i—I—i—c.
x T T 3 2

. 1 . 4

b) Felhaszndlva a hatvdnyozas azonossdgait, a /= = x2 azonossagot, tovabba

a tortet két tort Osszegére bontva, majd az integral additiv tulajdonsagat fel-
haszndlva azt kapjuk, hogy

2 2 2
/x +:Edas:/x dex: ﬂL—F dx—/x3+xéd:1::
\/4E xr2 xr2 x?
2 2 2 2
—Z et s gt qe=2 Vi + I Vit
5 3 5 3
¢) Felhaszndlva, hogy /= = 23 és VI = x%, valamint a hatvdnyozds azonos-
sdgainak alkalmazdsdval és az integrdl additiv tulajdonsdgdnak felhaszndla-
saval

1 1
3 3 b -
/ﬁ—gﬁdx: $2+%dx:/x2+x3dm:
x x x

-
B

adodik.
d) Az integral additiv tulajdonsidga miatt azt kapjuk, hogy

4I 51‘
4" +5%der = — + —
/ + 5% dzx 14+15+
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e) Felhaszndlva az 22 — 9 = (z — 3) - (z + 3) azonossdgot azt kapjuk, hogy
-9 —3)- 3 2
/a; d:r:/(x )@+ )dx:/$+3dx:x+3x+c
z—3 z—3 2
adodik.
f) Felhasznélva az 2 4 4x 4 4 = (z + 2)? azonossagot azt kapjuk, hogy

2 4 4 22 2
/de:/wdx:/m’—FQdm:g—FQaﬁ—i—c

T +2 T+2
adodik.
A fentiekben c € R tetsz6leges konstans.

49. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

a) /3-cosx+4'sinxdx d) /ctggmdx
2
b) / o da & / _cos2r 4
cos sm x SINZ + COST
2
c) /tgzxdx f) /sm T4
Cos X
Megoldas:

a) Az integral additiv és homogén tulajdonsagat felhasznélva

/3-cosx+4-sinxdx—3-sinx—4-cosm+c

adddik.

b) Az integrél additiv és homogén tulajdonsigéat felhaszndlva azt kapjuk, hogy
5 6
/cos2:v+ ———dr =5tgr —6-ctgz + .
sin”
¢) Felhaszndlva, hogy tgxr = iow, majd alkalmazva a sin?z = 1 — cos®
azonossagot, tovabbd az integral additiv tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy

.2 2

sin“ x 1—cos“x
/thxd:v:/ 5 dx:/zdx:

Ccos® x cos® T

1
:/ 5~ —ldz=tgz—az+ec
cos? x

2
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COS T 9

d) Felhaszndlva, hogy ctgr = , majd a cos 2
sin x

r =1—sin

T azonossagot

alkalmazva

2 22
cos® x 1 —sin“x
/Ctg2$d$:/ ) dx:/le':
sin“ x sin“ x

1
:/ —— — ldz = —ctgr —z +c
sin® x

adodik.
e) Felhaszndlva, hogy cos 2x = cos
2 -2
cos 2x cos”x — sin“ x
—dx = —dz =
sinx + cosx sinx + cosx
(cosx —sinz) - (cosz + sinx)
sinx + cosx

2 2

x — sin“ z azt kapjuk, hogy

dr =

= /cosx —sinzdz =sinz + cosz + c.

f) Felhaszndlva, hogy sin 2z = 2sin x - cos x azt kapjuk, hogy

sin 2x 2sinx - cosx .
de = | —————dx = [ 2sinxzdx =
cos T CcoS T

= —2cosx + c.

A fentiekben c € R tetsz6leges konstans.

50. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlokat:
a) /4x3+cosx—|—e$daj b) /(2m—|—3)2dx

Megoldas:

a) Az integrél additiv és homogén tulajdonsagéat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/4x3+cosx+exdx:a:4+sina:—|—ex+c.

b) Mivel
(2°+3)° =22 462"+ 9=4"+6-2° 49,
ezért
T 2 x xT 4:0 21
(2°+3)°de= [4"46-2"+9dz=—+6-— + 92 +c
In4 In2

A fentiekben ¢ € R tetszbleges konstans.
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51. Feladat. Adjuk meg az
x? —4
T —2

fz) =
fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre F'(2) = 16 teljesiil! Abrazoljuk
a fiiggvény grafikonjit!
Megoldas:
Mivel 22 — 4 = (z — 2) - (2 + 2), ezért
-4 (z—2)-(z+2)

= = 2
x—2 z—2 zts
igy , ,
—4
/x dx:/x+2dx:$+2x+c,
T —2 2

ahol ¢ € R. Tehat az f primitiv fiiggvényei:
2

F(x):%+2x+c.

Mivel F'(2) = 16, ezért
2

2
16:5—1—2-24—0 = c = 10.

Tehat a keresett primitiv fliggvény:

2
1
F(x):%+2x+10:5-(x2+4x)+10:

A fiiggvény grafikonja:

10

inimu
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52. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integrdlokat:

a) /COS(Bx—i— 1)dx d) /(39&—1—1)20 dx
b) /sin(4x +5)dz e) /(1 + 4x)? dx
0 / 24 g f / Vo 1de
Megolds:

a) Ha f(z) = cos z, akkor

F(w):/f(x)dx:/cosxdxzsinx+c.

pvs

A megfeleld tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

/f(ax—i—b)dm: M,

a

igy
i 1
/cos(3x +1)de = sm(3:§+) +ec.

b) Ha f(x) = sin x, akkor

F(a:):/f(a:)d:c:/sin:cdx:—cos x+c.

pvs

A megfeleld tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

4 5
/sin(4aj +5)dz = —COS(ZH +ec.

¢) Ha f(z) = e*, akkor

F(ac):/f(x)da::/exdx:ex—i-c.

P2

A megfeleld tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

eQa:—‘rB
/e2x+5 dz = 5 + c.
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d) Ha f(z) = 22°, akkor

(x):/f(ac)dx:/ 20dx—:;211+c

A megfeleld tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

3 121 3 121
/(3$+1)20dm:(z;—'3)+c:m;;)+c.

e) Ha f(x) = 3, akkor

a:):/f(m)dx:/x‘gdx::if—i—c

A megfeleld tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

1+42)* (1 +4x)?
14 dz)do = =
/(+x)d:1: T G

f) Ha f(x) = /x, akkor

A megfeleld tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy
3
2 1)2 2 1
/«qudx:(g+Q2+c=<m+>+a
"2

A fentiekben c € R tetsz6leges.

53. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integralokat:

a) /2::5dx d) /ctgl‘dx
xz+2
)/x2+4az+6 T e) /thxdx

) /tgz:dx f) /cthxdx

Megoldas:

73
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a) Ha f(x) = 2% + 3, akkor f'(x) = 2w, igy az integral % alakra hozhat6.

Felhaszndlva, hogy
x 1 2z

2152 215

tovdbbd az integrdl homogén tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy

T 1 2x 1
= dz==- | ——dz==-In(z®>+5)+ec.
,/ﬁ+6 v 2./ﬂ+5 Ty n(z ) e

b) A nevezd derivaltja: 2x + 4. A szamlalot 2-vel szorozva a szdmldléban a
nevezd derivaltjat kapjuk, igy alkalmazhaté az el6bbi médszer. Ahhoz, hogy
a kifejezés értéke ne valtozzon, %—el is szoroznunk kell, amit az integral
homogenitdsa miatt kiemelhetiink az integréljel elé. Tehat

T+ 2 1 27 + 4 1 )
- do =< | 5———do=-"1 dx +6 .
/x2—|—4x+6 TTY /x2+4x+6 Ty nlz”+ 4z + 6] +c
c) Mivel tgz = 522 tovdbbd (cos )’ = — sin z, ezért
/tgacdx = /sm:z: dz = —/Smxdx = —In|cosz|+c.
cos cos x
d) Mivel ctgz = S, tovabba (sinz)' = cos , ezért
/ctg:nda: = /c'osx dz =In|sinz| + c.
sin x
e) Mivel tgz = 3522, tovdbba (cos 3x)" = —3 - sin 3z, ezért

/tg(Bx)dx:/ir;((gg;; dx:_;./mdx:

1
=3 -In|cos(3z)| + c.

f) Mivel ctgr = €252 tovdbba (sin 3z)’ = 3 - sin 3z, ezért

sinx’

/ctgm)dx: / ijgg dr=1- / 3(;3)>d:

1
=3 -In|sin(3z)| + c.

A fentiekben mindenhol ¢ € R tetszbleges.
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54. Feladat. Hatarozzuk meg az

/2m-ezdx

hatarozatlan integralt!

Megoldas:
A parcidlis integrélds képletében az f'(z) = e” és g(x) = 2z jeloléssel éliink.
Ekkor:

flz) = ¢ flx) = e

g(z) = 2 @) = 2

A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/Qx-emd:U:Zx-em—/Qemdm:

=2r-e¢"—2"+c=2e"-(x—1)+ec,
ahol ¢ € R tetszbleges valds szam.

55. Feladat. Hatarozzuk meg az

/3:U~cosxdm

hatarozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integralds képletében az f'(z) = cosx és g(x) = 3z jeloléssel
éliink. Ekkor:

f(z) = sinz f'(x) = cosx

g(x) = 3z g(x) = 3.
A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/396 -coszdx = 3z -sinx — /SSinxdx =

=3zx-sinx + 3cosx + ¢,

ahol c € R tetsz6leges.

56. Feladat. Hat4rozzuk meg az

/(5x+ 1) -sinzdz
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hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcilis integralds képletében az f'(z) = sinz és g(x) = bx + 1 jeloléssel
éliink. Ekkor:

f(z) = —coszx f'(x) = sinzx
g(r) = br+1 Jd(x) = 5.

A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/(5x+1)-sinxdx: —(5a:+1)-cosx+/5005xdx:

=—(bx+1)-cosxz+bsinx + c,
ahol ¢ € R tetszbleges.

57. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/(x2 + 7z —1)-coszdx
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f](z) = cosz és g1(z) = 2> + Tz — 1
jeloléssel éliink. Ekkor:

fie) = sina /
g(r) = 22 +7r—1 g

() = cosz

(x) = 2x+47.

—~

—_—

A parcidlis integralds képletét alkalmazva
/f1 ~gi(@)da = fi(z) - g1 (@ /f1 ) gi(x) dz
adodik, amib6l behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy
/(332 + 7z —1)-cosxdr = (z* + Tz — 1) -sinx — /(235 +7)-sinxdx.
A kapott

/(2:c+7)‘sinxd:1;

integral kiszamoldasa szintén parcialis integralassal torténik.
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Legyen fi(x) = sinx és go(x) = 22 + 7! Ekkor:

fo(x) = —cosx fa(x) = sinz

g2(x) = 22+7 gplx) = 2.

Ismételten alkalmazva a parcidlis integrdlds képletét

/fz cg2(z) dz = fo(x) - go(z /f2 - gh(z

adddik, amibdl behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy

/(Qx—i—?)-sinxdx =—(22+7) -cosm—l—/?-cosmdx:

—(2x+7)-cosz+2-sinx + ¢,
ahol c; € R tetszdleges.

Az el&bb kapott eredményeket is felhasznalva

/(wz—i—?w— 1) - coszdr =

(2% 4 72 — 1)-sinx/(2x+7) -sinzdr =
=(@®+T7z—1)-sing— (- (22+7) cosz+2 sinz+c¢) =
= (2 +7x—1) -sinz+ 2z +7) -cosz — 2 -sinx — ¢ =
= (2 4+ 7z — 1) -sinz+ 2z +7) - cosz — 2-sinz + ¢

adodik, ahol ¢ € R tetszdleges.

58. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/3m2-lnxdx

hatdrozatlan integralt!

Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(z) = 322 és g(x) = Inx jeloléssel
éliink. Ekkor:

gx) = Inz g = 3

fl@) = a° (@) = 3a2
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
1
/3x2-lnxdx:x3'lnm—/m3~d:z::
x

23
:x?’-lnw—/dex:x‘g-lnx—3+c,

ahol ¢ € R tetszbleges.

59. Feladat. Hatarozzuk meg az

/lnxdx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrdlds képletében az f/(x) = 1 és g(x) = Inx jeldléssel éliink.
Ekkor:

]|

g(@) = lnz J(@) =
fa) = Fla) = 1.

A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
/lnxdx:w-lnx—/m-xdznz

:x‘lnx—/lda}:x-lnx—x—i-c,

ahol ¢ € R tetsz8leges.

60. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/(3x2 +2x) - Inz da
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(x) = 322 +2x és g(z) = In x jeloléssel
éliink. Ekkor:

g@) = Iz @) =
flx) = 23 +22 f'(x) = 32%+22

]|
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
/(3x2—|—2:1:) ‘Inzdr = (23 4+ 2?) '1nx—/(m3+x2)-xdx:

:(x3+:1:2)-lnx—/x2+mdx:

3 22

:(x3+x2)'lnx—?—?+c,

ahol ¢ € R tetszbleges.
61. Feladat. Hatarozzuk meg az
2x —
/ 2+ 5:1:3+ 6 dz
integrélt!
Megoldas:

El6szor szorzatta alakitjuk a tort nevezSjét. Ehhez keressiik az 22 + 5z + 6
polinom gyokeit. A masodfokud egyenlet megoldoképletét felhasznélva

—5++v25-24 —5+1

2 2
adddik, igy 1 = —2, illetve 9 = —3. Ezt felhaszndlva
> +524+6=(x+2) (z+3)

T1,2 =

adédik. Tehat azt kapjuk, hogy

/ 2z -3 q / 2z — 3 d
————dz = x.
22 + 5246 (x+2) - (x+3)
A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek osszegére:

20 -3 A B

(x+2)(x+3) x+2+x+3'

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Mindkét oldalt szorozva a kzds ne-
vezdvel azt kapjuk, hogy

20 —-3=A-(x+3)+B-(xr+2).
Felbontjuk a zar6jelet, majd = hatvanyai szerint csoportositjuk a tagokat. Ekkor
azt kapjuk, hogy

20 —3=x-(A+B)+3A+2B.
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A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az = egyiitthatdja
és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az aldbbi egyenlet-
rendszer:

2 = A + B
-3 = 34 + 2B |

Az els6 egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyenletb6l A = —7 adédik,
amelyet visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 9. Tehat

2r +3 =7 9
d — e d =
/(x+2)‘(a:+3) v /x+2+a:+3 v
=—7-Injz+2[+9 -In|z+3|+¢,

ahol ¢ € R tetszdleges.
Felhaszndlva a logaritmus azonossagait

2r + 3
/(x+2)-(x+3)dx:ln

(x+3)

(x+2)

+c

-~

adddik.

62. Feladat. Hatirozzuk meg az

20 — 4
/:;: dx
3 —x

integralt!
Megoldas:

A nevezét felirhatjuk els6foku polinomok szorzataként, igy

et s

adodik. A tortet bontsuk fel parcidlis tortekre
20 —4 A B C

z-(z+1)-(x—1) E+x+1+aj—1'

Meghatarozzuk az A, B és C egyiitthatokat. Ehhez el8szor beszorozzuk az
el6bbi egyenletet a kozos nevezdvel:

2r—4=A-(z+1)-(z—-1)+B-z-(z—1)+C-z-(x+1).
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A zér6jeleket felbontva azt kapjuk, hogy
2r—4=A- (> —1)+B-(2?—2)+C-(z® +2)
dx—4=A-2>—~A+B-2?—~B-z+C-22+C -

A tagokat fokszdm szerint csoportositva

2t —4=(A+B+C)-2*+(-B+C)-z— A
adodik.

Két polinom pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld fokszamu tagok egyiitt-
hatéi egyenlbek, igy az alabbi egyenletrendszerhez jutunk:

0= A+ B + C
2 = - B + C
4 = A

Az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 4. Ezt behelyettesitve az elsé és a
madsodik egyenletbe a

4 = B + C
2 = -B + C |-

Az egyenleteket Osszeadva 2C' = —2, azaz C' = —1 adddik. Ezt felhasznalva,
az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy

B-1=-4 =  B=-3.

Az A, B és C értékeket behelyettesitve az
2 — 4 A B C

z-(x+1)-(x—1) ;+x+1+x—1

Osszefiiggésbe, majd felhaszndlva az integral additiv és homogén tulajdonsagat
azt kapjuk, hogy

L T e R

4 3 1
:/_— de =4ln|z|—3In|jz+ 1| —In|z — 1]+ ¢,
r x+1 x-—1

ahol c € R tetsz6leges.

63. Feladat. Hatarozzuk meg az

r+1
f(ﬂc):m
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fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, amelyre F'(5) = 2 teljesiil!

Megoldas:

Els6 1épésben parcidlis tortek 0sszegére bontjuk a tortet. A keresett kifejezést
rz+1 A B

(:U—4)2_x—4+(:v—4)2

alakban keressiik. Az el6bbi egyenlet mindkét oldalét szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:

x+1=A-(xr—4)+ B.
A zér6jel felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
r+1=Ax—4A+ B.

A megfelel fokszami tagok 0sszehasonlitdsa utdn az

1 A
1 = —4A + B [~

egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 5. A keresett felbontas tehat:
r+1 1 5

@42 z-4 (@_4p

Ezt felhasznalva

z+1 1 )
F(x):/Mda::/x_4+(x_4)2dx:

1 1

:ln|m—4|+5-/(:v—4)_2d:c:

A
:1n|m—4|—|—5-(x_1)+c:

1 5
—njz—4 -5 —— +e=In|z— 4 — ——
nlx—4/-5 x_4+c n|x — 4| x_4+c

adodik, ahol ¢ € R. Mivel F'(5) = 2, ezért

)
2:11'1’5—4‘—5744‘0 = c="T.
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Tehat a keresett primitiv fliggvény:
5

Fz)=In|z -4 - ——+7.
(0) =lnfa =4 - ——+
64. Feladat. Hatarozzuk meg az
T+ 2
1@ =5 9

fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, amelyre F'(4) = 5 teljesiil!
Megoldas:
Els6 1épésben parcidlis tortek osszegeként irjuk fel a tortet. A nevezd teljes
négyzet, igy atalakithat6 az (x — 3)? kifejezéssé. A tortet

r+2 A . B

(x—3)2 x-3 (z-—3)2
alakban keressiik. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a kzos nevezdvel
x+2=A-(r—3)+B

adddik. A zardjel felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
r+2=Ax —-3A+ B.

A megfeleld fokszdmi tagok dsszehasonlitdsa utdn az

1 A
2 = =34 + B
egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 5. A keresett felbontds tehit:
r+2 1 5

(:L'—3)2_:U—3+(x—3)2'

Ezt felhaszndlva az integral additiv és homogén tulajdonsdga alapjan

F(:c):/(;j;)de:/:Ei?)Jr(xfg)de:
:/xisd“/(xf&?dx:

_ 1 o
_/x_gdz+5 /(m 3) “dx =

(z—3)71 5
ASed —Inlzr -3/ - 2
— +c=1Inl|z — 3 x_g—i-c

=In|lz—-3/+5-
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adddik, ahol ¢ € R. Mivel F'(4) = 5, ezért
)
5:1n‘4—3|—47_3+0 = c = 10.
Tehat a keresett primitiv fliggvény:

5)

65. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/230—1—2
— —dx
241

integralt!
Megoldas:
Mivel
20 + 2 _ 2x n 2
224+1 2241 2241’
ezért

2x + 2 2x 2 9
/de:/m2+l+x2+1dx:1nx + 1| + 2arctg z + ¢,

ahol c € R tetszdleges.

66. Feladat. Hatarozzuk meg az

z+1
1@ = s a1
fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, amelyre F'(2) = 10 teljesiil!
Megoldas:
Mivel
(x4 1) =2° 4+ 32% + 3z + 1,

ezért

z+1 z+1 1

F(z) = de= |2 de= [ — dx=
() /x3+3x2+3x+1 v /(w—|—1)3 v /(x+1)2 v
_ (x+1)7! 1
/(‘T +1) T de 1 s+l O

ahol ¢ € R tetszbleges.
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Mivel F(0) = 10, ezért
1
0=—+c = c=—.

3 3
Tehat a keresett primitiv fliggvény

85
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9. Tétel: Riemann integral és alkalmazasa

1. Mit neveziink beosztdsnak? Mikor ekvidisztdns egy beosztas?

N

Mit neveziink alsé integralkozelitd 6sszegnek és felso integralkozelitd osszeg-
nek?

Mit neveziink alsé integrdlnak és fels6 integralnak?

Mikor mondjuk azt, hogy egy fiiggvény Riemann-integralhat6?

Mi a Riemann-integrdl geometriai jelentése?

Mit jelent az, hogy a Riemann-integral additiv tulajdonsagi?

Mit jelent az, hogy a Riemann-integrdl homogén tulajdonsagi?

Mit jelent az, hogy a Riemann-integral intervallum additiv tulajdonsagu?

e S A U

Mit jelent az, hogy a Riemann-integral monoton tulajdonsaga?
10. Mit mond ki a Riemann-integral els6 kozépérték tétele?

11. Mit mond ki a Riemann-integrdl masodik kozépérték tétele?
12. Mit allit a Newton-Leibniz tétel?

13. Mire és hogyan alkalmazhat6 a trapéz formula?

14. Az f fiiggvény grafikonjdt az [a; b] intervallumon megforgatjuk az x tengely
koriil. Hogyan szamolhat6 ki a keletkezett forgastest térfogata?

9.1. Definicio. Legyenek a és b olyan valds szamok, melyekre a < b teljesiil
és tekintsiik az [a; b] intervallumot. Legyen

a=xp<x1<...<xH=0>.
Ekkor a
d = {[zo; z1]; [z1;22]; . . -5 [n—1; 20 }
halmazt az [a; b] intervallum egy beosztdsdnak vagy felosztdsanak nevezziik.

A beosztas finomsdga az osztopontok altal keletkezett részintervallumok hosz-
szédnak maximuma.

Azt mondjuk, hogy a d beosztas ekvidisztdns, ha
Tl —TO=T2 — ] = ... =Ty — Tp_1,
azaz a d halmazban szerepls intervallumok egyenld hosszuisaguak.

Az xp; 215 . . . ; Ty, valés szdmokat a beosztds osztopontjainak mondjuk.

Az [a; b] intervallum Gsszes beosztasainak halmazét D|a; b] médon jeloljiik.
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9.2. Definicié. Legyen f: [a;b] — R korlatos fiiggvény és
d= {[:Ui,l;xi] ‘Z = 1,2,...,n}

az [a; b] intervallum egy beosztésa.
Vezessiik be az

m; = inf  f(x) (1=1,2,...,n)
z€[wi—1;24]
és az
M;= sup f(x) (i=1,2,...,n)
€[z 1524
jeloléseket!
Az

s(f;d) = Zmi (@ — i)
i=1

87

Osszeget az f fiiggvény d beosztisahoz tartozo also integrdlkozelitd dsszegének

nevezzik.

10+
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S(fid) = ZMz (@i — wio1),
i=1

Osszeget az f fliggvény d beosztasdhoz tartozo felsd integrdalkiozelitd osszegének
mondjuk.

)
10+

|

o

9.3. Definicié. Az f: [a;b] — R korldtos fiiggvény alsé integralkozelits 6sszegei
halmazanak pontos fels6 korlatjat az f fiiggvény also integrdljanak nevezziik:

b

/f(x)da;— sup s(f;d).
2 d€Dla;b]
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Az f: [a; b] — R korldtos fiiggvény felsd integralkozelit6 6sszegei halmazanak
pontos also korlatjat az f fiiggvény felsd integrdljanak nevezziik:

d€D|a;b]

b
/f(a:)dx: inf S(f;d).

9.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [a; b] — R fiiggvény Riemann-integrdlhato,

ha , »
/f(x)d:c:/f(x)dx.

Koz0s értékiiket az f fiiggvény Riemann-integrdljdnak nevezziik. Jele:

b
/ f(z) da.

9.5. Megjegyzés. Nem-negativ értékii, Riemann-integralhaté fiiggvény Rie-
mann-integrdljdnak geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjanak az x ten-
gellyel bezdrt teriilete.

9.6. Tétel. Ha f, g: [a; b] — R Riemann-integralhato fiiggvények, akkor

/bf(ﬂf)+g($)dx=/bf($)dx+/bg(fﬂ)dx,

azaz a Riemann-integral additiv tulajdonsagyi, ami azt jelenti, hogy Osszeget
tagonként integralhatunk.

9.7. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvény és \ € R, akkor

/b)\'f(x)dx:)\‘/bf(x)dx,

azaz a Riemann-integrdl homogén tulajdonsdgi, ami azt jelenti, hogy a kon-
stans szorzo6 kiemelhetd az integral elé.

9.8. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvény és ¢ € [a; 0],

akkor b c b
[ 1@ = [ s+ [
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azaz a Riemann-integrél intervallum additiv tulajdonsigu.

9.9. Tétel. Ha f, g: [a; b] — R olyan Riemann-integralhaté fiiggvények, melyekre
g(z) < f(x) teljesiil, akkor

/bg(w) dz < /bf(fﬁ) dz,

azaz a Riemann-integral monoton tulajdonsaga.

9.10. Tétel. (Az integralszamitas els6 kozépérték tétele.)

Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhat6 fiiggvény, akkor 1éteznek olyan m és
M valés szamok, hogy

AL (17— 3)

XX GRS HK S,
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 7

9.11. Tétel. (Az integralszamitas masodik kozépérték tétele.)

Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény, akkor 1étezik olyan £ valds szam, hogy
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e 'M
f(f)
05
0
0 05 1 15 2 25 3 35 4

9.12. Tétel. (Newton-Leibniz tétel.)

Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény az [a; b] intervallumon és differenci-
alhat6 az |a; b[ intervallumon. Legyen tovdbba F' az f egy primitiv fiiggvénye.

Ekkor

b
/ f@)dz = [F(@)]’ = Fb) - F(a).

9.13. Definicid. Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor

f(a) + f(b)
/f 5 - (b—a).

Tekintsiik azt a trapézt, amelyet az (a; f(a)), (b; f(b)), (a;0) és (b;0) csi-
csok hatdroznak meg. Ennek a trapéznak a teriilete elemi dton kiszamolhat6 az
elébbi képlettel.

9.14. Tétel. Ha az f fiiggvény grafikonjit az [a; b] intervallumon megforgatjuk
az z tengely koriil, akkor a keletkezett forgéstest térfogata:

1% :W-/(f(a;))2da;.
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Kidolgozott feladatok

6
67. Feladat. Tekintsikk az f: [1;6] — R, f(z) = - fiiggvényt! Az [1;6]
intervallumot hdrom egyenl§ részre osztjuk.

a) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 osszeget!

b) Adjuk meg az f fliggvény esetén a megadott beosztishoz tartozo felsd in-
tegrilkozelitd osszeget!

¢) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az el6bbi ered-
ményeket!

Megoldas:

a) A keletkezett osztépontok halmaza: D = {1;2;3;4;5;6}.
A megfelel részintervallumok halmaza: d = {[1;2]; [2; 3]; [3; 4]; [4; 5]; [5; 6] }.
Az alsé integralkozelitd dsszeg:

3 6
s(f;d):1-3+1-2+1-§+1-g+1-1:8,7.
b) A felsé integralkozelit6 dsszeg:
3 6
S(f;d):1-6+1‘3+1-2+1-§+1-g:13,7.

c) A fiiggvény grafikonja, valamint az alsé €s fels6 integralkozelitd osszegek:
Y

6,,

5,,
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68. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = cos(2x) figgvény Riemann-integraljat a
[0; 7] intervallumon a Newton-Leibniz tétel felhasznaldsaval!

Megoldas:

. .. 2 c e o 2 sin (2
Mivel az f(z) = cos(2x) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F(z) = #,
ezért

/” cos(2) dz = [sin(2x)]7r _sin2r  sin0 _ 0.
0 2 |, 2 2

69. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = 22 fliggvény Riemann-integraljét a [0; 4]
intervallumon a Newton-Leibniz tétel felhasznalasaval!

Megoldas:

Mivel az f(z) = 2> fliggvény egy primitiv fiiggvénye F(x) = %, ezért

4 474 4
/ 22 dr = {x] = 4— = 64.
0 4 0 4

2
70. Feladat. Hatarozzuk meg az / 2% — 4z + 1 dx integral értékét!
-1
Megoldas:

Meghatarozunk egy primitiv fiiggvényt, majd alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt:

2 .3 9
/x2—4x+1dx:[—2x2+a:} =
3 -1
-1
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10. Tétel: Halmazok, valés szamok

. Mit értiink két halmaz uni6jan?

. Mit értiink két halmaz metszetén?

. Mit értiink két halmaz kiilonbségén?

. Mit értiink két halmaz komplementerén?

. Mit értiink két halmaz Descartes-szorzatan?

. Mikor neveziink egy halmazt feliilr6l korlatosnak?
. Mikor neveziink egy halmazt alulrél korlatosnak?

. Mikor neveziink egy halmazt korl4tosnak?

O 00 NN kW

. Mit értiink egy halmaz pontos als6 korlatjan?
10. Mit értiink egy halmaz pontos felsé korlatjan?
10.1. Definicié. Legyen H # () (alaphalmaz) és A, B C H. Az A és B halma-

zok unidjan azt az A U B-vel jelolt halmazt értjiik, melynek elemei legalébb az
egyik halmaznak elemei, azaz

AUB ={z |z € Avagy x € B}.
10.2. Definicié. Az A és B halmazok metszetén azt az AN B-vel jel6lt halmazt
értjiik, melynek elemei mindkét halmaznak elemei, azaz
ANB={z|x € Aész € B}.
10.3. Definicio. Az A kiilonbség B halmazon azt az A \ B-vel jelolt halmazt
értjitk, melynek elemei A-nak eleme, de B-nek nem elemei, azaz
A\B={z |z € Aész ¢ B}.
10.4. Definicié. Az A halmaz komplementerén azt az A°-vel vagy A-val jelolt

halmazt értjiikk, melynek elemei az A halmaznak nem elemei, de az alaphalmaz-
nak elemei.

10.5. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatan azt az A x B-vel jelolt
halmazt értjiik, melynek elemei olyan rendezett elemparokbdl allnak, melyek
elsé tagja az A, masodik tagja a B halmazbdl valo, azaz

AxB={(a;b)|ac A, be B}.
Az A halmaz 6nmagdval vett Descartes-szorzatat szokds A2-el is jelolni:
A2 = A x A
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10.6. Definicio. Az A C R halmaz feliilrél korldtos, ha 1étezik olyan K valds
szam, amely nagyobb vagy egyenld minden A-beli elemnél. Ekkor a K-t az A
halmaz egy felsé korldtjanak mondjuk.

10.7. Definicié. Az A C R halmaz alulrdl korldtos, ha 1étezik olyan k valds
szam, amely kisebb vagy egyenlé minden A-beli elemnél. Ekkor a k-t az A
halmaz egy alsé korldtjdnak mondjuk.

10.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A C R halmaz korldtos, ha alulrél és
feliilr6l is korlatos.

10.9. Definicio. Ha az A halmaz feliilr6l korlatos, akkor az A fels6 korlatainak
legkisebbikét az A pontos felsd korldtjanak vagy szuprémuménak nevezziik,
amit ugy jeloliink, hogy sup A. Ha a pontos fels korlat eleme is a halmaznak,
azaz sup A € A, akkor azt maximumnak mondjuk. Jele: max A.

10.10. Definicio. Ha az A halmaz alulrdl korlatos, akkor az A alsé korlatainak
legnagyobbikat az A pontos also korldtjanak vagy infimumanak nevezziik, amit
ugy jeloliink, hogy inf A. Ha a pontos alsé korlat eleme is a halmaznak, azaz
inf A € A, akkor azt minimumnak mondjuk. Jele: min A.
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Kidolgozott feladatok

71. Feladat. Tekintsiik az
A={1;2;5;7}, B=1{2;4;5;8}
halmazokat! Adjuk megaz AU B, AN B, A\ B, B\ A halmazokat!
Megoldas:
A keresett halmazok:
AU B ={1;2;4;5;7;8}; AN B ={2;5};
A\ B =A{1;7}; B\ A={4;8}.
72. Feladat. Adjuk meg az A = {1;2} ésa B = {2;3} halmazok Descartes-
szorzatét!
Megoldas:
A keresett halmaz:
Ax B ={(1;2);(1;3);(2;2); (2;3)}.

73. Feladat. Korlatos-e az A = [1; 5] halmaz? Hatdrozzuk meg az infimumat,
szuprémumat, minimumat, maximumat!
Megoldas:
A halmaz

e pontos alsé korldtja: inf A = 1;

e pontos felsé korldtja: sup A = 5;

e minimuma: min 4 = 1;

e maximuma: nem létezik;

e korlatos, mert alulrdl és feliilrél is korlatos.

74. Feladat. Korldtos-e az A = [—2;00[ halmaz? Hatdrozzuk meg az infi-
mumadt, szuprémumdt, minimuméat, maximumat!
Megoldas:
A halmaz
e pontos also korlatja: inf A = —2;

e pontos felsd korlatja: nem létezik;

e minimuma: min A = —2;
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e maximuma: nem létezik;
e nem korlatos, mert feliilr6l nem korlatos.

75. Feladat. Ha az A halmaz elemeinek szdma 4 és B halmaz elemeinek szdma
12, akkor hany eleme van az A x B Descartes-szorzatnak?

Megoldas:

A Descartes-szorzat elemeinek szama: 4 - 12 = 48.
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11. Tétel: Komplex szamok

Komplex szam algebrai alakja, valds része, képzetes része.
Mit neveziink képzetes egységnek?

Mivel egyenld i2?

Komplex szdm szdge (argumentuma).

Komplex szdm konjugéltja.

Komplex szdm hossza.

NN A LD

Hogyan és milyen miiveleteket lehet végezni algebrai alakban adott komplex
szdmokkal?

®©

Komplex szam trigonometrikus alakja.

9. Hogyan lehet 6sszeszorozni két trigonometrikus alakban megadott komplex
szdmot?

10. Hogyan lehet elosztani két trigonometrikus alakban megadott komplex sz4-
mot?

11. Hogyan lehet hatvdnyozni egy trigonometrikus alakban megadott komplex
szamot?

12. Hény darab n-edik gyodke van egy komplex szdmnak és ezek hogyan szé-
molhatdk ki?

13. Mit neveziink egységgyoknek?
14. Mit értiink egy komplex szdm exponencidlis alakjdn?
11.1. Definicié. A z = (a;b) € Ckomplex szdm z = a+b-i alakjat a komplex

szdm algebrai alakjanak nevezzik, ahol a a komplex szdm valds része, b a
komplex szdm képzetes része. Jelolései: a = Re(z), b = Im(z).

11.2. Definicié. Képzetes egységnek mondjuk az i = (1;0) komplex szamot.
11.3. Tétel. Az i képzetes egységre teljesiil, hogy i? = —1.

11.4. Definicié. A z = a + b - ¢ komplex szdmnak a valds tengely pozitiv
félegyenesével bezart szogét a komplex szam argumentumanak vagy szogének
hivjuk.

11.5. Definicié. A z = a + b - i komplex szdm konjugdltiaaz = a — b - i
komplex szdm.

11.6. Definicié. A z = a + b - i komplex szdm hossza a |z| = Va2 + b2 val6s
szam.
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11.7. Megjegyzés. Miiveletek algebrai alakban megadott komplex szamokkal:

o két algebrai alakban megadott komplex szamot igy adunk dssze, hogy
a valds részt a valds résszel, a képzetes részt a képzetes résszel Ossze-
adjuk;

o két algebrai alakban megadott komplex szdmot gy szorzunk 0ssze,
hogy minden tagot minden taggal dsszeszorzunk;

o két algebrai alakban megadott komplex szamot gy osztunk el, hogy a
tortet bévitjuk a nevezd konjugaltjaval, majd a szamlalét a szamlalé-
val, a nevez6t a nevezdvel 0sszeszorozzuk.

11.8. Definicié. A z = a + b - ¢ komplex szam trigonometrikus alakjan a
z=|z|-(cosp+i-singp)
komplex szdmot értjiik, ahol ¢ a komplex szdm argumentuma.

11.9. Tétel. A
21 = |z1] - (cosy + 7 - sin )

29 = |za| - (cos g + 1 - sin py)
komplex szdmok szorzata a
21022 = |21 - |22] - (cos(p1 + w2) + 1 - sin(pr + ¢2))
komplex szdm.

11.10. Tétel. A
z1 = |z1| - (cosp1 + i - sin )

29 = |22| - (cos g + 7 - sin v2)
komplex szdmok hidnyadosa a

B8l o s

> [l (cos(p1 — @2) + i - sin(p1 — ¢2))

komplex szam.

11.11. Tétel. A z = |z| - (cos ¢ + i - sin ) komplex szam n-edik hatvdnya a
n

2" = 2" (cos(n- @) +i-sin(n-))

komplex szam.
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11.12. Tétel. Minden nullatél kiilonbozé komplex szamnak n darab n-edik
gyoke van, melyek

k-2 k-2
wp = VT (COSWH.SmW), (=0, .. .n—1)
n mn

alakban allnak eld.

11.13. Definicié. A z = 1 komplex szam n-edik gyokeit n-edik egységgyo-
koknek nevezziik.

11.14. Definicié. Minden komplex szdm felirhat6

z=|z|- €
alakban, melyet a komplex szdm exponencidlis alakjanak vagy Euler-féle alak-
jénak neveziink.
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Kidolgozott feladatok

76. Feladat. Oldjuk meg a komplex szdmok halmazén a 22 +4 = ( egyenletet!

Megoldas:

Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy 2% = —4, amibd]
z=V—4d=\/4-(-1)=V4-V-1=2(%i) = +2i.

kovetkezik.

77. Feladat. Tekintsiik a 22 — 6z + 10 = 0 komplex szdmok halmazan értel-

mezett masodfoku egyenletet!

a) Hatdrozzuk meg az egyenlet gyokeit!

b) Mutassuk meg, hogy az egyenlet megoldasai egymas konjugéltjai!

¢) Adjuk meg a gyokok osszegét!

d) Adjuk meg a gyokok szorzatat!

e) Hatdrozzuk meg a gyokok Osszegének valds részét és képzetes részét!

f) Hatdrozzuk meg a gyokok szorzatanak valds részét és képzetes részét!

g) Adjuk meg az egyenlet megolddsainak trigonometrikus alakjat!

Megoldas:

a) A mdasodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva

6++36—-40 6+£2i
2 2
adodik, igy z1 =3 — 4, 20 = 3 + 4.

21,2 = =3+

b) Mivel zo = 3+ 17 = 3 —1 = %, ezért valéban a két megoldds egymas
konjugiéltja.

c) A gyokok osszege:
z21+2=038—-1)+B+17) =6.

d) A gyokok szorzata:
2z =(3—14) (3+1i)=9—14=10.

e) A gyokok osszegének valos része: Re(z1 + z2) = 6. A gyokok osszegének
képzetes része: Im(z; + 2z2) = 0.



102
f) A gyokok szorzatanak valos része: Re(z; - z2) = 10. A gyokok szorzatdnak
képzetes része: Im(z; - z2) = 0.

g) A trigonometrikus alakok felirdsdhoz meghatdrozzuk a komplex szdmok
hosszat és argumentumadt. A komplex szdmok hossza:

‘21|: 32+(_]—) :\/ﬁ éS ‘22|:\/32—|—7]_2:\/ﬁ

A z; komplex szdma argumentuma: ¢; = 225°. A 23 komplex szdm argu-
mentuma: @ = 135°. A trigonometrikus alakok:

21 = V10 - (cos 225° + i - sin 225°)
illetve
29 = V10 - (cos 135° + i - sin 135°) .
78. Feladat. Adjuk meg azokat a z komplex szdmokat, amelyekre teljesiil a
24zl =2+1
egyenlet!
Megoldas:
Legyen z = a + b - i. Ekkor |z| = Va2 + b2, igy
atb-itVarb2=2+i.
Tehat egyrészt a valds részek egyenldségébdl:
a+va2+b2=2

kovetkezik, masrészt a képzetes részek egyenlGségébdl b = 1 adodik. Mivel
b=1, ezért

a++vVa2+1=2 = Vaz+1=2-—a.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy

a’+1=4—4a+ a* = a:Z'

Tehat a keresett komplex szam: z = % + 1.

79. Feladat. Oldjuk meg a komplex szdmok halmazan a
z+i-2=24+3%
egyenletet! Hatdrozzuk meg a megoldasként adédé komplex szdm hosszat!

Megoldas:
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Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
z-(141) =2+ 34,
amibdl z-t kifejezve
2430 (2430)-(1—4)  2—-2i43i—3%  5+i
141 (I+14)-(1—14) 1—42 2

5 1
adodik. Tehdt a keresett komplex szdm z = 3 + 51’, amelynek hossza

-6 - F

80. Feladat. Oldjuk meg a komplex szimok halmazan a
(4—2i)-2=32+2-5i
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
(4—21)-2—32=2-5i = (1—2i)-z=2-—bi,
amibdl z-t kifejezve
_2-5i _2-5i 142 2-i—10# 12—
1—2¢ 1—-2i 1+2 1 — 442 5
12 1,

adddik. Tehat a keresett komplex szam: z = = gz.

z
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12. Tétel: Matrixok

Mit neveziink métrixnak?

Mikor kvadratikus egy métrix?
Zérusmitrix fogalma.

Egységmatrix fogalma.

Diagondlmatrix fogalma.

Mit értiink egy matrix transzpondltjan?
Mit neveziink szimmetrikus matrixnak?

® NN R WD

Fels6 haromszog alakd matrix fogalma.

h

Alsé haromszog alakd matrix fogalma.

—
=)

. Trapéz alakd matrix fogalma.

—
—_—

. Mit értiink két matrix osszegén?

—_
[\l

. Mit értiink egy matrix szdmszorosdn?

—_
W

. Mit értiink két matrix szorzatan?

._.
n

. Hogyan szamolhat6 ki egy 2 x 2-es métrix determindnsa?

—_
9

. Mire és hogyan alkalmazhat6 a Sarrus-szabdly?

—_
@)

. Mikor mondjuk azt, hogy egy métrix reguléris?

—_
~

. Mikor mondjuk azt, hogy egy métrix szingularis?

—_
o]

. Determindns tulajdonsagai.

—
Ne)

. Mikor mondjuk azt, hogy egy métrix invertalhat6.

[\
=]

. Ha egy matrix invertdlhat6, akkor milyen kapcsolat van az inverzmatrix és
az eredeti matrix determinansa ko6zott?

21. Adjunk feltételt egy matrix invertalhatésdgara vonatkozdan!
22. Hogyan lehet meghatarozni egy matrix inverzét aldetermindnsokkal?
12.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy m és n adott pozitiv egész szamok! Legyenek

a;j valos vagy komplex szdmok minden i € {1;2;...; m} és minden j €
{1; 2; ...; n} esetén! Az

a1 a2 A1n
a21 a2 a2n

Gml GGm2 " OGmn
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tdbldzatot m X n-es vagy m X n tipusi mdtrixnak nevezziik. A méatrixokat latin
nagybetiikkel, a matrix elemeit két index latin kisbetilikkel szokds jelolni. Az
els6 index az dgynevezett sorindex, a masodik index az oszlopindex.

12.2. Definicié. Egy matrixot négyzetesnek, vagy mas széval kvadratikusnak
neveziink, ha a sorainak €és oszlopainak szdma megegyezik. Egy négyzetes
matrix sorainak (oszlopainak) a szdmat a matrix rendjének nevezziik.

12.3. Definicio. Zérusmdtrixoknak hivjuk az olyan matrixokat, amelyeknek
minden eleme nulla .

2z 2

12.4. Definicié. Az olyan n x n tipusd matrixot, melynek f6atlébeli elemei
egyesek és az 0sszes tobbi eleme nulla, n-edrendii egységmdtrixnak nevezziik.

12.5. Definicié. Az olyan négyzetes matrixot, amelynek f64tl6jan kiviil minden
eleme zérus, diagondlis mdtrixnak vagy diagondlmdtrixnak nevezzik .

12.6. Definicié. Egy matrix franszpondltjan a sorainak és oszlopainak felcse-
rélésével kapott matrixot értjiik.

12.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy n X n-es matrix szimmetrikus, ha tel-
jesiil, hogy A = AT

2 2

12.8. Definicié. Ha egy négyzetes matrix f6atl6 alatti elemei nulldk, akkor azt
mondjuk, hogy a matrix felsé hdromszog alakii vagy felsd trianguldris.

12.9. Definicié. Egy matrix alsé hdromszog alakii vagy also trianguldris, ha a

2 2

foatlo feletti elemei nullak.

12.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy matrix trapéz alakii vagy lépcsds a-
lakii, ha a;; = 0 minden 7 > j esetén.

12.11. Definicié. Két azonos tipust matrix dsszegén azt a matrixot értjiik, mely-
nek elemei a matrixok megfeleld helyen 1€v6 elemeinek 6sszege.

12.12. Megjegyzés. Az Osszeadds csak akkor végezhet$ el, ha a két matrix
azonos tipusy.

12.13. Definici6é. Egy matrix szdmszorosan (skaldrszorosan) azt a matrixot ért-
juk, melyet dgy kapunk meg, hogy a métrix minden elemét megszorozzuk az
adott szdmmal.

12.14. Definicié. Az A = (a;;) € Myxk és a B = (b;;) € Mpx, mét-
rixok szorzatdn azt a C' = (c¢;5) € My, xpn métrixot értjiik, amelynek (i; )
index( eleme az A matrix i-edik sora és a B matrix j-edik oszlopa megfeleld
elemeinek szorzatosszege.
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12.15. Megjegyzés. A szorzas csak akkor végezhets el, ha az els§ matrix osz-
lopainak a szdma megegyezik a mdsodik matrix sorainak a szdmdval.

12.16. Megjegyzés. A 2 x 2-es matrix determindnsa

alr  a12
det A = det =ai1 - a2 — a12 - a21.
a1 G2

12.17. Megjegyzés. Egy harmadrend{i matrix determindnsat kiszamolhatjuk az
ugynevezett Sarrus-szabdly alkalmazédsaval is. Ilyenkor a matrix elsé két oszlo-

pat a matrix jobb oldaldhoz hozzairjuk, majd a f64tléban és a vele parhuzamosan,

sz sz

t6le jobbra 1évd két masik (teljes) atloban 1€v6 elemeket 6sszeszorozzuk, ezen
szorzatokat 6sszeadjuk, majd a mellékatld és a vele parhuzamos, t6le jobbra

1évé két masik (teljes) 4tlé elemeit 0sszeszorozzuk, végiil ezen szorzatokat

P

kivonjuk az el6z8 6sszegbdl.

a1

a3y | a32 | assz | asy , a3z2

Tehat
det A = ail - az - a33 +ayz - a23 - a3l + ai3 - a2y - azz—
— (a31 - age - a13 + a2 - ags - ay1 + as3 - a1 - a12).

Fontos megjegyezni azt, hogy a Sarrus-szabdly csak 3 x 3-as matrix determinan-
sdnak kiszamitdsara alkalmazhat6. Hasonl6 szdmoldasi szabdly magasabb rendt
determindnsokra nem létezik.

12.18. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy matrix reguldris, ha a determindnsa
nem zérus.

12.19. Definicié. Egy matrix szinguldris, ha nem regularis, azaz ha a deter-
minénsa nulla.
12.20. Tétel. (A determinéns tulajdonsédgai)

1. Ha egy matrix két sordt felcseréljiik, akkor a determindnsanak értéke a —1-
szeresére valtozik.

2. Ha egy matrix egyik sordnak minden elemét megszorozzuk a \ valds szam-
mal, akkor a determinéns értéke \-szorosara valtozik.
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3. Ha egy madtrix egy sordnak minden eleme nulla, akkor a determindns értéke
0.

4. Ha egy maétrix egy sordnak valahdnyszorosat hozzdadjuk egy masik sordhoz,
akkor a determindnsdnak értéke nem valtozik.

5. Ha egy madtrix két sora megegyezik, akkor a determinansa 0.

6. Fels6 haromszog alakd matrix determindnsa a f6atléban all6 elemek szor-
zata.

7. Alsé haromszog alaki matrix determindnsa a féatléban 416 elemek szorzata.
8. Egy métrixnak és a transzpondltjdnak a determindnsa megegyezik.
9. Két négyzetes matrix szorzatdnak determindnsa megegyezik a tényezd mat-
rixok determindnsainak szorzataval.
12.21. Definicié. Az A négyzetes matrixot invertdlhatonak nevezziik, ha 1étezik
olyan B négyzetes matrix, melyre A- B = B - A = E, teljesiil, ahol E,, az
n-edrendd egységmatrix. Ilyenkor a B matrixot az A matrix inverzének hivjuk.
Jelolése: AL,
12.22. Tétel. Ha az A matrix invertdlhatd, akkor
1
det A7! = .
det A

12.23. Tétel. Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem
nulla.

12.24. Tétel. (métrix inverzének meghatarozasa determindansokkal)
Egy invertdlhat6 métrix inverzét meghatdrozhatjuk gy, hogy a matrix deter-
mindnsdnak reciprokdval megszorozzuk azt a maétrixot, amelyet igy kapunk
meg, hogy képezziik az eredeti matrix elemeihez tartozé elgjeles aldeterminan-
sok matrixdnak transzpondltjat. Ha az A mdtrix invertdlhatd, az inverzének b;;
eleme dgy szdmolhato ki, hogy
(=1)"*7 - A,

detA
ahol Aj; egy minormitrix, vagyis az a matrix, amelyet az A mdtrixb6l gy
kapunk meg, hogy annak j-edik sordt és i-edik oszlopat toroljiik.

bij =
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Kidolgozott feladatok

81. Feladat. Tekintsiik az
2 3
a=(4 )
1 3

a) Szamoljuk ki A determinénsat!

matrixot

b) Invertalhat6-e a matrix?
c) Haigen, szdmoljuk ki az inverzét!
d) Ellendrizziik a szamolasunkat!

Megoldas:
a) Az A matrix determindnsa

detA=2-3—-1-3=23.

b) Mivel det A # 0, ezért invertalhato.

¢) Az A matrix inverze

P ( 3—3)_( 1—1>
"3 \-1 2/ \_r =2 )
3 3

d) Mivel
1 -1
A-A1 1 9
-3 3
2 3 1 0’
1 3 0 1

ezért azt kaptuk, hogy

AoA-l 10
0 1)

Tehit A - A~! a masodrendii egységmatrix, ezért a szamoldsunk helyes.
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82. Feladat. Legyen A egy 3 x 2-es matrix, amelynek a;; elemeire teljesiil,
hogy a;; = (—1)""/ mindeni € {1;2;3}ésj € {1;2} esetén! Legyen tovabba
B egy 2 x 3-as matrix, amelynek b;; elemeire teljesiil, hogy b;; = 27/ minden
i€{1;2}ésj € {1;2;3} esetén!

a) Adjuk meg az A matrixot!

b) Adjuk meg a B matrixot!

¢) Hatdrozzuk meg az A matrix transzponaltjat!

d) Hatdrozzuk meg a B maétrix transzpondltjat!

e) Szimmetrikus-e az A matrix?

f) Szimmetrikus-e a B matrix?

g) Szamoljuk ki az AT + B matrixot!

h) Szdmoljuk ki az (AT + B) - B matrixot!

i) Adjuk meg az (AT + B) - B métrix determindnsat!

j) Reguldris vagy szinguldris az (A" + B) - B métrix?

k) Invertdlhaté-e az (A” + B) - B matrix?

1) Hatdrozzuk meg a B - (AT + B) maitrixot!

m) Mennyi a B - (AT + B) métrix determindnsa?

Megoldas:

a) Az A matrix:

1 -1
A= -1 1
1 -1

b) A B matrix:
4 8 16
B = .
( 8 16 32 >
¢) Az A matrix transzponaltja:

1 -1 1
AT = .
(—1 1 —1>

d) A B matrix transzponaltja:
4 8
B'=| 8 16
16 32
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e) Az A matrix nem szimmetrikus, mert A7 # A.
f) A B matrix nem szimmetrikus, mert BT # B.

g) Az AT + B mitrix:
1 -1 1 4 8 16 5 7 17
AT+ B= + = .
—1 1 -1 8 16 32 7T 17 31

h) Mivel

1 -1
(AT+B)-B -1 1
1 -1,

5 T 17 15 —=15
7 17 31 21 =21

ezért azt kaptuk, hogy
15 —15
A'B_<21 —21)'

i) Az (AT + B) - B métrix determindnsa:

det (A" + B) - B) =15+ (—21) — (~15) - 21 = 0.

j) A matrix szinguldris, mert a determinénsa 0.

k) A matrix nem invertdlhat6, mert a determindnsa O.

1) Mivel
5 7 17
B- (AT + B)
7 17 31
1 -1 -2 —10 -14
-1 1 2 10 14
1 -1 -2 —-10 —14




12. TETEL: MATRIXOK 111

ezérta B - (AT + B) matrix

-2 -10 -14
B-A= 2 10 14
-2 —-10 -14

m) A B - (A" + B) métrix determindnsa 0, mert van két azonos sora.
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13. Tétel: Linearis egyenletrendszerek

1. Mit neveziink linedris egyenletrendszernek?

2. Mikor mondjuk azt, hogy egy linedris egyenletrendszer homogén, és mikor
mondjuk azt, hogy inhomogén?

3. Mikor mondjuk azt, hogy egy linedris egyenletrendszer megoldhatd, és mikor
mondjuk azt, hogy ellentmonddsos?

4. Mikor neveziink egy linedris egyenletrendszert hatdrozottnak, és mikor ne-
veziink hatdrozatlannak?

Mit értiink egy linedris egyenletrendszer alapmétrixdn és kibdvitett matrixan?
Mit értiink egy linedris egyenletrendszer métrixos alakjan?

Mit mond ki a Kronecker-Capelli tétel?

Mik azok a miiveletek, amelyek nem valtoztatjadk meg egy linedris egyenlet-
rendszer megoldasat?

® N W

9. Mit neveziink Gauss-elimindciénak?
10. Hogyan alkalmazhat6 a Cramer-szabdaly?
11. Mikor alkalmazhaté a Cramer-szabaly?

13.1. Definicié. Legyenek a;; (1 = 1,...,m;j = 1,...,n) és b1,..., by
adott valos szamok. Ekkor az

ail-x1 + ai2-x2 + ... + apcTy, = b
a1 -xr1 + ag-xr2 + ... 4+ agp- Ty, = bg
Ami X1 + ama2-To + ... + Gmn-Tn = bm

egyenletrendszert linedris egyenletrendszernek nevezziik. Az a;; valés szamo-
kat az egyenletrendszer egyiitthatoinak, az x1, x2, . . ., x, szamokat az egyen-
letrendszer ismeretleneinek hivjuk.

13.2. Definicié. Ha az egyenletrendszer jobb oldaldn szerepld minden szdm 0
(azaz by = by = ... = by, = 0), akkor azt mondjuk, hogy az egyenletrendszer
homogén, ellenkez esetben inhomogén.

13.3. Definicié. Ha létezik megoldasa az egyenletrendszernek, akkor azt mond-
juk, hogy megoldhato, ellenkezd esetben azt, hogy ellentmonddsos.

13.4. Definicio. Ha a megoldas egyértelmd, akkor az egyenletrendszer hatdro-
zott, ellenkezd esetben hatdrozatlan.
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13.5. Definiciéo. Az

a1 a2 A1n

a21 a22 a2n
A=

aml Am2 - Amp

matrixot az egyenletrendszer alapmdtrixaként emlitjiik, mig az

air a2 -+ aip | b

a1 az -+ a, | b2
(Alb) =

Aml am2 -+ Amn bm

P

matrixot az egyenletrendszer kibdvitett mdtrixdnak nevezzik.

13.6. Definicio. Ha a 13.1 definicidéban szerepl§ linearis egyenletrendszer ese-
tén az ismeretleneket az

oszlopvektor, a jobb oldalt a

oszlovektor jeloli, akkor az egyenletrendszer az
A-z=0

ugynevezett mdtrixos alakra irhat6 at, ahol A a linedris egyenletrendszer alap-
matrixa.

13.7. Tétel. (Kronecker-Capelli)
Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor megoldhat6, ha az alapmatrixa-

pays

nak és kibgvitett métrixdnak a rangja megegyezik.

13.8. Tétel. Egy linedris egyenletrendszer megolddsa nem valtozik, ha

o két egyenletet felcseréliink;
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e egy egyenletet zérustdl kiillonb6zd szdmmal szorzunk;
e egy egyenlethez hozzdadjuk egy masik egyenlet valahdnyszorosat.

13.9. Definici6é. Az elébbi tulajdonsdgok felhasznélasaval tetszSleges linedris
egyenletrendszer kibGvitett matrixa trapéz alakd matrixa alakithaté. A trapéz
alakra hozdas algoritmusat Gauss elimindcionak nevezziik.

13.10. Tétel. Ha egy linedris egyenletrendszer alapmatrixanak determindnsa
nem nulla, akkor az egyenletrendszer k-adik ismeretlene Ggy kaphaté meg,

hogy
_ det A

kT et A
ahol A az egyenletrendszer alapmadtrixa, Ay pedig az a matrix, amelyet az alap-
matrixbdl ugy kapunk meg, hogy annak k-adik oszlopat az egyenletrendszer
jobb oldaldn szerepld szdmokbdl képzett oszlopvektorra cseréljiik ki.

13.11. Megjegyzés. A Cramer-szabdly csak olyan linedris egyenletrendszer
megoldédsdra alkalmazhat6, amelynél az alapmétrix determindnsa nem nulla.
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Kidolgozott feladatok

83. Feladat. Tekintsiik az

2 + 4y — 8 = -8
2z + by — 9z = -10
6r — 4y + 6z = 22

egyenletrendszert!

a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

¢) Hatarozzuk meg az alapmatrix és a kibovitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhaté vagy ellentmondésos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!

f) Adjuk meg az egyenletrendszer 4ltaldnos megoldasat!
Megoldas:

a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix:

2 4 =8
A=12 5 -9
6 —4 6

A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

2 4 -8 | -8
(Alp)=| 2 5 —9 | —10
6 -4 6| 22

b) Az egyenletrendszer métrixos alakja:

2 4 -8 x -8
2 5 =9 |- |y |=] -10
6 -4 6 2 22

c) A keresett rangok meghatarozasahoz Gauss-eliminaciét alkalmazunk. Els6

Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —1-szeresét hozzdadjuk a méasodik
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sorhoz, illetve az els6 sor —3-szorosit hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Ma-
sodik 1épésben a masodik sor 16-szorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz:

2 4 -8 —8 2 4 -8 | -8
2 5 -91-10 | =10 1 -1 |-2 ]—=
6 —4 6 22 0 —16 30 | 46
2 4 -8 | =8
-0 1 -1 | =2
0 0 14| 14

Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla sorok szdma.
Igy az alapmatrix rangja 3, a kibdvitett matrix rangja 3.

d) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixdnak és a kibdvitett matrixanak a rang-
ja megegyezik, ezért megoldhato.

e) Az alapmétrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdmdval, igy az egyen-
letrendszer hatdrozott, azaz egy megolddsa van.

P

f) A Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kibovitett matrix segitségével fel-
irva az egyenletrendszert

2 + 4y — 8z = -8
y - z = =2
14z = 14

adodik. Az utolsé egyenletet elosztva 14-gyel azt kapjuk, hogy z = 1. A
kapott eredményt visszahelyettesitve a masodik egyenletbe y = —1 adddik.
Az els6 egyenletbe y-t és z-t behelyettesitve megkapjuk, hogy z = 2.

84. Feladat. Tekintsiik az

r + 2y + 3z =1
22 + 3y + 4z =
3r + 4y + 5z = 8

[\

egyenletrendszert!

a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

c) Hatdrozzuk meg az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztidlyozzuk a megolddsok szdma szerint!
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f) Adjuk meg az egyenletrendszer dltaldnos megolddsat!
Megoldas:

a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa:

1 2 3
A= 2 3 4
3 4 5
A kibOvitett matrix:
1 2 3|1
(A]b) = 2 3 412
3 4 5 |8

b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:

1 2 3 z 1
2 3 4 y | =1 2
3 45 2 8

c) Els6 Iépésben a kibdvitett matrix els6 sordnak —2-szeresét hozzaadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az els6 sor —3-szorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz.
Masodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 3|1 1 2 3|1 1 2 3|1
23412 )]—-10 -1 =20 |—-{0 -1 =210
3 4 5|8 0 -2 —4 |5 0 0 0|5

Az alapmaétrix rangja 2, a kib&vitett matrix rangja 3.

d) Mivel az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangja nem egyezik meg, ezért az
egyenletrendszer nem oldhaté meg, azaz ellentmondasos. Ez a tény gy is
megallapithatd, hogy az utolsé matrixbdl felirjuk az egyenletrendszert

r + 2y + 3z =1
-y — 2z =0
0 =5

Ekkor az utolsé egyenletbdl ellentmonddésra jutunk, igy az egyenletrendszer-
nek nincs megoldésa.
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85. Feladat. Tekintsiik az
r + 2y + 3z
dr 4+ 6y + 8z =
6 + 8y + 10z = 6

I
N

egyenletrendszert!

a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibSvitett matrixat!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

¢) Hatdrozzuk meg az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztilyozzuk a megolddsok szdma szerint!

f) Adjuk meg az egyenletrendszer dltaldnos megolddsat!

Megoldas:
a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa:
1 2 3
A= 4 6 8 |,
6 8 10
kibovitett matrixa
12 3|1
(Alb)=1 4 6 8 |4
6 8 10 | 6
b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja:
1 2 3 x 1
4 6 8 |-y |=1]14
6 8 10 z 6

c) Elsé Iépésben a kibdvitett matrix elsé sordanak —4-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az els6 sor —6-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz.
Maisodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 311 1 2 3|1 1 2 3|1
46 8|4 ]—-10 -2 —4]0]—=>10 -2 —4]0
6 8 10 | 6 0 -4 =810 0 0 010

az alapmatrix rangja 2, a kibdvitett matrix rangja 2.
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d) Mivel az alapmétrix és a kibdvitett matrix rangja megegyezik, ezért az e-
gyenletrendszer megoldhat6.

e) Az alapmatrix rangja 2, mig az ismeretlenek szama 3, igy az egyenletrend-
szer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van.

f) Az altaldnos megoldast 3 — 2 = 1 szabad paraméter bevezetésével irhatjuk
fel. A szabad paraméterek szamdat az ismeretlenek szdmdnak és az alap-
matrix rangjanak kiilonbsége adja. Az utolsé matrixbdl felirva az egyenlet-
rendszert

r + 2y + 3z =1
- 2y — 4z =0

adodik. Legyen példdul z = t. Ekkor a mésodik egyenletbdl y = —2t
adddik. Az elsd egyenletbe ezeket visszahelyettesitve megkapjuk az x-et:
x = 1+1, ahol ¢t € R tetszdleges. Egy konkrét megoldas (példaul ¢ = 1
esetén) r =2,y = -2,z = 1.

86. Feladat. Tekintsiik az

r + 2y + z + u = 4
2c — y + 4z — uwu = 4
3r + y — z 4+ 2u = 4

egyenletrendszert!

a) Irjuk fel az alapmatrixat és kibGvitett matrixat!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

¢) Hatarozzuk meg az alapmatrix €s a kibdvitett matrix rangjat!

d) Dontsiik el, hogy megoldhaté vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrend-
szer!

e) Amennyiben megoldhatd, osztilyozzuk a megolddsok szama szerint!
f) Adjuk meg az egyenletrendszer dltaldnos megoldasat!

Megoldas:

a) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa:

1 2 1 1
A= 2 -1 4 -1
3 1 -1 2



120

A kibdvitett matrix:

1 2 1 1|4
(Alb)=1 2 -1 4 -1 |4
3 1 -1 2|4
b) A linedris egyenletrendszer matrixos alakja
1 2 1 1 * 4
2 -1 4 -1 Yl=| 4
301 -1 2 - 4
u

c) Elsé Iépésben a kibdvitett matrix elsé soranak —2-szeresét hozzdadjuk a ma-
sodik sorhoz, illetve az els$ sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

12 1 1|4 1 2 1 1 4

2 -1 4 -1 (4 |—-10 -5 2 -3 | -4

3 1 -1 24 0 -5 -4 -1 | -8
Misodik 1épésben a mésodik sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

12 1 1 4 12 1 1 4

o -5 2 3|-4]|]—-10 -5 2 =34

0 -5 -4 -1 | -8 0O 0 -6 2| -4

Tehat az alapmatrix rangja 3, a kibOvitett matrix rangja 3.

d) Mivel az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangja megegyezik, ezért az e-
gyenletrendszer megoldhato.

e) Az ismeretlenek szdma 4, ami nem egyezik meg az alapmadtrix rangjdval,
igy az egyenletrendszer hatdrozatlan, azaz végtelen sok megolddsa van.

f) Az utols6é métrixbdl felirva az egyenletrendszert

z + 2y + 2z + wu = 4
- 5y 4+ 2z — 3u = —4
— 6z 4+ 2u = —4

adédik. Legyen z = t, ahol t € R. Az utolsé egyenletbdl u = 3t — 2. Ezt
visszahelyettesitve a masodik egyenletbe

_ —Tt+10
- —

adodik. Az elsé egyenletbe y-t, z-t €s u-t behelyettesitve megkapjuk, hogy
z=—12t+42.



13. TETEL: LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 121

87. Feladat. Amennyiben lehetséges, oldjuk meg Cramer-szabdllyal az

r — 2y + 5z = 12
2¢c — y + z = 3
3 4+ 2y + 6z = 25
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az egyenletrendszer alapmétrixdnak determindnsa:
1 -2 5
D=det| 2 -1 1 | =8—(-37)=45.
3 26

Az elsé ismeretlent igy kapjuk meg, hogy az alapmatrix elsé oszlopat toroljiik,
majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektort ir-
juk. Ezutan a kapott métrix determindnsdnak és az alapmdtrix determindnsanak
hanyadosaként all el6 az x. Mivel

12 -2 5
D 45
Dy = det 3 —1 1 | =45, ezértxzjlzzzl
25 2 6 g

A masodik ismeretlent gy kapjuk meg, hogy az alapmadtrix masodik oszlo-
pat toroljilk, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbol képzett
oszlopvektort {rjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsdnak és az alapmatrix
determinansanak hanyadosaként kapjuk y-t. Mivel

1 12 5
D
Dy=det| 2 3 1 :90,ezérty:§:%:2
3 25 6

A harmadik ismeretlent tgy kapjuk meg, hogy az alapmdtrix harmadik osz-
lopat toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett
oszlopvektort {rjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsdnak és az alapmaétrix
determindnsdnak hdnyadosaként kapjuk z-t. Mivel

1 -2 12 Dy 135

Dy=det| 2 =1 3 | =135 esértz= =2 = 222 _3,
3 92 925 D45
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14. Tétel: Vektoralgebra

Mit neveziink linedris kombindciénak?

Mikor mondjuk azt, hogy egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen?
Mikor mondjuk azt, hogy egy vektorrendszer linedrisan fligg6?
Mit neveziink bazisnak?

Adjuk meg az R? koordinatasik természetes bazisat!

Adjuk meg az R? koordinatatér természetes bazisat!

Mit értiink egy vektorrendszer rangjin?

Mit neveziink egy métrix rangjdnak?

XNk W =

Hogyan definidljuk két térbeli vektor dsszegét?
10. Hogyan szdmolhat6 ki egy térbeli vektor hossza?
11. Mit értiink két vektor skaldris szorzatan?

12. Hogyan szdmolhato ki két, koordinatdival megadott térbeli vektor skalaris
szorzata?

13. Mit értiink két vektor vektorialis szorzatan?

14. Hogyan szamolhaté ki két, koordinatdival megadott térbeli vektor vektori-
alis szorzata?

15. Hogyan szdmolhat6 ki a csicsaival megadott térbeli hdromszog teriilete?

16. Hogyan szdmolhat6 ki harom, koordinataival megadott térbeli vektor ve-
gyes szorzata?

17. Hogyan szdmolhat6 ki a csicsaival megadott tetraéder térfogata?
18. Irjuk fel az adott normélvektort, adott ponton athaladé sik egyenletét!

19. irjuk fel az adott irdnyvektord, adott ponton dthaladé térbeli egyenes para-
méteres egyenletrendszerét!

20. Irjuk fel az adott irdnyvektord, adott ponton 4thaladé térbeli egyenes paraméter-
mentes egyenletrendszerét!

14.1. Definicio. Az aq;ao;. .. ;a, vektoroknak az x1;xo;. .. ;x, skaldrokkal
(valés szamokkal) képzett linedris kombindciojan az

r1-a1 +To2-a2+ ...+ Ty an

vektort értjiik.
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14.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az

{a1;a9;...;a,}

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a zérusvektort csak trividlis linedris
kombinaciéval allitjak eld, azaz ha az

T1-a1+x9-as+...+xy-a,=0
egyenl&ségbdl kovetkezik, hogy
T =To=...=x, =0.

14.3. Definicié. Ha egy vektorrendszer a zérusvektort nem csak trividlis linedris
kombinacidval allitja eld, azaz 1éteznek olya x1;x9;...;x, nem mind nulla
valés szamok, hogy

r1-a1+x2-as+...+xy a, =0,
akkor azt mondjuk, hogy az
{a;a2;.. .00}
vektorrendszer linedrisan fiiggd.

14.4. Definicié. Egy vektortér bdzisin maximalis tagszamu linedrisan fiigget-
len vektorrendszert értiink.

14.5. Definicié. Az R? koordindtasik 2 dimenzids, egy bazisa
{10 (0: 1)},
melyet a sik természetes bdzisdnak neveziink.
14.6. Definicié. Az R? koordindtatér 3 dimenzids, egy bazisa
{(1;0;0); (0;1;0); (0;0; 1) }.

Ezen vektorokra szokas az

i =(1;0;0);
J = (0;1;0);
k= (0;0;1)

jelolést haszndlni, melyet a tér természetes bdzisdnak neveziink.

14.7. Definicié. Egy vektorrendszer rangja a maximalis tagszamu linedrisan
fliiggetlen részrendszerének tagszdma.

14.8. Definicié. Egy matrix rangja a matrix oszlopvektoraibdl képzett vektor-
rendszer rangja.
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14.9. Definicié. Az a = (a1;ag;a3) és ab = (by; be; bg) vektorok dsszege az
a+b= (a1 + by;as + ba;az + b3)
vektor.

14.10. Tétel. Az a = (a1; ag; az) vektor hossza:

la] = \/a? + a3 + a3.

14.11. Definicié. Két vektor skaldris szorzatan a vektorok abszolut értékének
€s az altaluk bezart sz6g koszinuszanak szorzatat értjiik, tehat az a €s b vektorok
skaldris szorzata

a-b=1al-|b|-cosp,

ahol ¢ az a és b vektorok altal bezart szog.

14.12. Tétel. Az a = (a1;a2;a3) és ab = (by;ba; bg) vektorok skaldris szor-
zata:
a-b=uai-by+as-by+as-bs.

14.13. Definicié. A haromdimenziés tér két vektordnak vektoridlis szorzatan
azt az a x b-vel jelolt vektort értjiikk, melynek hossza a két vektor hosszdnak
és a kozbezart sz6g szinuszdnak szorzata, mer6leges mindkét vektorra és az
els6 tényezd, a masodik tényezd és a vektoridlis szorzat ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkot, vagyis az a €s b vektorok vektoridlis szorzata az a
vektor, melynek hossza |a|- |b| - sin ¢, merSleges a-ra és b-re, tovabba a, b, a x b
jobbsodrésu rendszert alkot.

14.14. Tétel. Az a = (aj;az;a3) és a b = (by;by;b3) vektorok vektoridlis
szorzata:
axb=(az-b3—az-bz;az-by —ay-bs;ay-by—az-by).

Megjegyezziik, hogy az a = (ay; az; ag) és ab = (by;be; bs) vektorok vektori-
alis szorzata megkaphat6 tgy, ha az

i j k
a; ag ag
b1 by b3

matrixot az elsé oszlopa szerint kifejtjiik.

14.15. Kovetkezmény. Az A, B és C csiicsokkal adott hdromszog teriilete:
B la x b

T
2 )
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ahola:@,b:ﬁ.

14.16. Tétel. Az a = (a1;az;a3), b = (b1;ba;b3) és ¢ = (c1; ¢a; c3) vektorok
vegyes szorzata

ay az ag
det bl bQ b3
1 C2 C3

14.17. Tétel. Az A, B, C és D csuicsokkal adott tetraéder térfogata:
la-b-c|
V=,
6

a, b, és c a tetraéder egy csicsabdl kiindulé harom vektor, példaul a = zﬁ,
b= ﬁ ésc= AD
14.18. Tétel. Az n = (n1;n9;ng) normdlvektord, P = (xo;yo; 20) ponton
athalad¢ sik egyenlete:
ni - (z —xo) +n2- (y —yo) + n3- (2 — 20) = 0.

14.19. Kovetkezmény. A Py = (z0; yo; z0) ponton dthaladd, v = (vy;ve;v3)
irdnyvektord egyenes egyenletrendszere:

r=ux9+1- 01

Y=Y+t v2 (t € R).

z=2zy+1t-v3
Ezt az alakot az egyenes paraméteres egyenletrendszerének nevezziik.

14.20. Kovetkezmény. A Py = (z0; yo; z0) ponton dthaladd, v = (vy;ve;v3)
irdnyvektord egyenes egyenletrendszere, amennyiben az irdnyvektor egyetlen
koordindtdja sem nulla:

V1 () V3

r—o Y—Yo <Z— %0

Ezt az alakot az egyenes paramétermentes egyenletrendszerének mondjuk.
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Kidolgozott feladatok

88. Feladat. Hatdrozzuk meg a v; = (—2;3;4) és az vy = (1; —4;5) vektorok
skaldris szorzatat!

Megoldas:

Két vektor skalaris szorzatat kiszamolhatjuk a megfelel6 koordinatak szorzat-

osszegeként, igy a keresett mennyiség
vicvg=—-2-14+3-(-4)4+4-5=-2-12+20=6.

89. Feladat. Hatarozzuk meg a v; = (0;3; —4) és a va = (4;2;4) vektorok
altal bezdrt szoget!

Megoldas:

Két vektor skaldris szorzatét kiszdmolhatjuk a megfelel6 koordinitdk szorzat-
Osszegeként. Mdsrészt a skaldris szorzatot a vektorok hosszdnak és a vekto-
rok altal bezért sz6g koszinuszdnak szorzataként definidltuk. Ezek figyelem-
bevételével

V1 - Ug
COSp = —————.
1] - |vg]
Mivel
v1-U2:O'4+3‘2+(—4)'4:6_16:_107
tovabba
o1l = V02 + 32+ (—4)2 = V25 =5, |ua| = V42 + 22+ 42 = V36 =6,
ezért
-0 1
Y= Ty

amibdl ¢ ~ 109,47°.

90. Feladat. Szdamoljuk ki az A = (1;—-1;0), B = (2;1;-1),C = (—1;1;2)
pontok altal meghatarozott haromszog teriiletét a vektoridlis szorzat felhaszné-
lasdval!

Megoldas:
Tekintsik az @ = AB = (1;2;—1) és a b = AC = (—2;2;2) vektorokat!
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Ekkor a keresett teriilet az a és b vektorok vektorialis szorzatanak a hosszanak
a fele. Mivel

i g k B B
axb= 1 2 -1 —‘; ; -i—’_; ;‘ j+
-2 2 2
1 2
—I—‘_2 2‘ k = (6;0;6)

ezért

la x b =624+ 02462 =72=6-V2,

igy a keresett teriilet

b 6 -
jaxb| _ f 5.3

2
91. Feladat. Szdmoljuk ki az A = (1;0; 1), B=(2;1;-1), C = (3;1;1),
D = (0;—2;3) pontok 4dltal kifeszitett tetraéder térfogatit a vegyes szorzat
felhasznaldsdval!

Megoldas:
Tekintsiik az a = E = (1;1;,-2), b = ﬁ = (2;1;0) és ¢ E

(—1; —2;2) vektorokat! Ekkor a keresett térfogat az a, b és ¢ vektorok vegyes
szorzatdnak az abszolitértékének a hatoda. Mivel a vegyes szorzat

T=

1 1 -2
abc = 2 1 0]|=10—-6=4,
-1 -2 2
< . 4 2
ezért a keresett térfogat V' = 5= 3

92. Feladat. Legyen = € R és tekintsitk az A = (4;2;1), B = (—2;0;3) és
C = (x;1;2) pontokat! Hatdrozzuk meg az x valds szdmot gy, hogy az ABC
hdromszog teriilete 2 - /2 legyen!

Megoldas:

Tekintsik aza = AB = (—6;—2;2)ésab= A0 = (x—4;—1; 1) vektorokat!
Ekkor a keresett teriilet az a €s b vektorok vektorialis szorzatanak a hosszanak
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a fele. Mivel

axb=

+

i J
—6 -2
r—4 -1
—6 =2
r—4 -1

k=

= (0;2z — 2; 2z — 2),

ezért

la x b] = /(22 — 2)2 4+ (2 — 2)2 = /822 — 162 + 8.

Mivel

ezért

~Jax bl

T
2 )

2
—1
—896 6x+8:2.\/§.

2

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy

822 — 162 + 8 = 32

A masodfoku egyenletet megoldva

T2 =

22 —2x—-3=0.

adédik, igy x1 = —1 és x9 = 3.

93. Feladat. Tekintsiik az

pontokat! Hatarozzuk meg az A BC' haromszog

a) oldalainak hosszat;

b) keriiletét;
¢) legnagyobb
d) sdlypontjat!

Megoldas:

sz0gét;

=
2+v4+12 244
2 2
B =(0;2;1), C=(43;0)
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a) Az egyes oldalak hossza:
a=dpc=V16+1+1=V18
b=dac=V36+9+9=154
c=dap=VA+4+4=+12
b) A keriilet: K = /18 + v/54 + V/12.

¢) A legnagyobb szog a b oldallal szemben 1év6, igy

_ BA-BC  (-2-22) (£1;-1) 12
" \BA|-|BC]  (=%-22)[-[(4-1)]  Vi2- V18

cos 3

EDbbdl azt kapjuk, hogy a keresett szog 5 = 144,74°.

d) A silypont:

g _ al—i—bl+cl_a2+b2+02_a3+b3+03 B 2?%
B 3 ’ 3 ’ 3 - \3'33)"°

94. Feladat. Hatarozzuk meg az

=W N
O i W N
O UL W
Nl N BTN

matrix rangjat!
Megoldas:

Els6 1épésben az els6 sor —2-szeresét hozzadjuk a masodik sorhoz, az elsé sor
—3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az els6 sor —4-szeresét hozzaad-
juk a negyedik sorhoz:

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0 -2 -4 —6
0 -3 -6 -9
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A madsodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és a mésodik sor
—3-szorosat hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 2 3 4

0 -1 -2 -3
o 0 0 0
o 0 0 O

Az alkalmazott eljards utan kapott métrixban két olyan vektor van, amely line-
drisan fliggetlen, ezért a rangja 2.

95. Feladat. [rjuk fel annak a siknak az egyenletét, amelynek egyik pontja az
A = (2;1;4) pont, normélvektora n = (3;2; —4).

Megoldas:
Az n = (n1;n9;n3) normdlvektord sik egyenlete
ni - (x —x0) +n2- (Y —yo) + n3 - (2 — 20) = 0.
Igy a keresett egyenlet
3-(x—2)+2-(y—1)—4-(z—4)=0.
Felbontva a zdrdjeleket, majd elvégezve az 6sszevondst
3z + 2y —4z = -8
adodik.

96. Feladat. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
az A = (1;—3;2) pontra és egy irdnyvektora v = (1; —2;5)!
Megoldas:

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere

r=1+1
y=-3—2t%,
z=2+5t

ahol ¢ € R. A paramétermentes egyenletrendszert megkapjuk, ha minden
egyenletbdl kifejezziik a ¢ paramétert:

y+3  z2-2

~1
. ) 5
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97. Feladat. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik
az A = (1;-2;3) és B = (2;2; 1) pontokra! Adjuk meg az egyenes paraméte-
res és paramétermentes egyenletrendszerét is!
Megoldas:
Az egyenes egy irdnyvektora
v=AB = (1;4;-2).

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

T=x0+v 1

y=yo+uv2-t 5,

z=2z9+wv3-1.

ahol v = (v1;v2;v3) az egyenes egy irdnyvektora és A = (xo;yo; 20) az egye-
nes egy pontja. A megfelel6 adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

=1+t
y=—2+4+4t 5%
z=3—2t.

ahol ¢ € R. A paramétermentes egyenletrendszert megkapjuk, ha minden
egyenletbdl kifejezziik a ¢ paramétert:
_yt2 z2-3

_1 .
v A 9
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15. Tétel: Linearis leképezések

1. Mikor mondjuk azt, hogy egy leképezés linedris?
2. Mit neveziink linedris transzforméciénak?
3. Hogyan kapjuk meg egy linedris leképezés természetes bazisra vonatkoz6
matrixat?
4. Hogyan hatarozhatjuk meg egy linearis leképezés matrixdnak felhasznaldsa-
val egy vektor képét?
. Trjuk fel a sikon az origd koriili o szoggel val6 forgatds matrixat!

. Mit értiink egy linedris leképezés sajatértékén €s sajitvektoran?

~N O W

. Mit neveziink karakterisztikus polinomnak és karakterisztikus egyenletnek?
8. Hogyan kaphatok meg a sajatértékek a karakterisztikus egyenletb61?
15.1. Definicié. Legyenek X és Y vektorterek a valds szdmok folott. Az

f: X — Y figgvényt linedris leképezésnek nevezziik, ha additiv és homogén,
azaz ha

fler+22) = f(z1) + f(z2) (21,22 € X);
fA-z) =X f(z) (re X, NeR).

15.2. Definicié. Amennyiben az el6bbi definicioban X = Y, dgy linedris
transzformdciordl beszéliink.

15.3. Definicié. Egy linearis leképezés természetes bdzisra vonatkozd mdtrixan
azt a matrixot értjiikk, melyet tigy kapunk meg, hogy kiszdmoljuk a leképezés
természetes bazisvektorokon felvett fliggvényértékeit, majd az igy kapott vek-
torokbol, mint oszlopvektorokbdl matrixot képeziink.

15.4. Tétel. Minden linedris leképezés a matrixdval vald balrdl szorzasként hat,
azaz ha A az f linedris leképezés matrixa, akkor

flx)=A- =z,
ahol z-et oszlopvektorként irjuk.

15.5. Tétel. A sikon az origd koriili pozitiv (azaz 6ramutaté jarasaval ellenté-
tes) irdnyd « szoggel vald forgatds matrixa:

A [ cose —sina
sin « cosa /) °
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15.6. Definicié. A v # 0 vektort az f: X — X linedris transzformacio
sajdtvektoranak nevezziik, ha létezik olyan A € R, hogy

flz) =X =z

Ilyenkor A-t a v sajdtértéknek hivjuk, és azt mondjuk, hogy v a A sajatértékhez
tartozé sajitvektor.

15.7. Definicié. Legyen az A matrix az f: X — X linedris transzformacio
matrixa. Ekkor az
fA) =det(A—\-E,)
polinomot az f karakterisztikus polinomjanak nevezzik. A
det(A—X-E,)=0
egyenletet karakterisztikus egyenletnek mondjuk.

15.8. Tétel. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei. A sajatvektorok
az

(A=X-E,)-z=0
homogén linedris egyenletrendszer megoldasai. Mivel ezen egyenletrendszer
alapmétrixdnak determinédnsa definicid szerint 0, ezért végtelen sok megolddsa
van, igy egy sajatértékhez végtelen sok sajdtvektor tartozik, tovabbd az ugyana-
zon sajatértékhez tartozo sajatvektorok parhuzamosak.
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Kidolgozott feladatok

98. Feladat. Jelentse f a sik y-tengelyre vald tiikkrozésének matrixat!

a) frjuk ol a linedris leképezés (természetes bazisra vonatkozd) matrixat!
b) Irjuk fol a linedris leképzés karakterisztikus polinomjat!

¢) Irjuk fol a linedris leképzés karakterisztikus egyenletét!

d) Hatdrozzuk meg a linedris leképezés sajatértékeit!

e) Hatdrozzuk meg a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat!
Megoldas:

a) A linedris leképezés matrixat igy kapjuk meg, hogy kiszamoljuk a bazisvek-
torokon felvett fiiggvényértékeket és a kapott vektorokbol, mint oszlopvek-
torokbdl métrixot képeziink. Mivel

f(1;0) = (=1;0)
és
f(0;1) = (0;1),

ezért a linedris leképezés természetes badzisra vonatkozé métrixa:

-(50)

b) A karakterisztikus polinom a det(A — AE2) polinom. Behelyettesitve az A
matrixot és az F5 egységmatrixot, azt kapjuk, hogy

—1-=X 0
det ( 0 1- 1 ) .
A determindanst kiszdmolva, majd elvégzve a zaréjelfelbontasokat a
(=1=XN)-(1-=X)=X-1

polinomot kapjuk.
¢) A karakterisztikus egyenlet a
det(A — AE3) =0
Osszefiiggés, ami jelen esetben a
N —1=0

masodfoku egyenlet.
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A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy meg kell oldanunk a
M —1=0
egyenletet, amibdl A\; = 1, Ao = —1 addédik.

A )1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozasahoz elsé 1€pés-
ben felirjuk az A — AE5 matrixot:

A—1-E2=<_(1) (1))—((1) (1)):(_02 8)

A sajitértékeket a

(o 0)(5)=(0)

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-
sodik sora csupa nulla elemekbdl all, igy az elhagyhatd, mert nincs infor-
madciétartalma. Tehat a megoldandé linedris egyenletrendszer —2x; = 0,
amibdl x; = 0. Az x4 ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk. Le-
gyen
ro=t€R \ {O}

A t = 0 értéket azért zdrjuk ki a megolddsok koziil, mert akkor 2o = 0
és 1 = 0 lenne, ami azt jelentené, hogy a sajatvektor zérusvektor, amit
definici6 szerint nem engediink meg. Tehat a A\; = 1 sajatértékhez tartoz6
Osszes sajatvektorok halmaza, azaz a sajataltér:

e {() fremo)~{e () pesieo}

Meghatdrozzuk a Ao = —1 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorokat:

e () (52)-(0 1Y)

Tehat a sajatvektorokat a

(03)(2)-(5)

egyenletrendszer megolddsa adja. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-
sodik sora csupa nulla elembdl all, igy az elhagyhatd, mivel nincs informa-
cidtartalma. Tehat a megoldand¢ linedris egyenletrendszer 2z = 0, amibdl
xo = 0 adédik. Az x; ismeretlent tetsz6legesnek vélasztjuk. Legyen

xlztER\{O}.
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Tehat a Ay = —1 sajatértékhez tartozé 6sszes sajatvektorok halmaza:

e{(4) fremo) -+ {(3) pesioo}

99. Feladat. Az f: R? — R? linedris leképezésrdl azt tudjuk, hogy egyrészt
f(1;2) = (4;5), masrészt f(2;1) = (5;4). Adjuk meg a linedris leképezés
matrixat!

Megoldas:

Legyen a keresett matrix

ail a2
as1 az )
Mivel f(1;2) = (4;5), ezért

(e )-(5)=(5)

Ha elvégezziik a métrixszal vald szorzdst, akkor azt kapjuk, hogy
ai1 +2a12 \ _ [ 4
az1 + 2az2 5 )

a1 +2a12 =4

Tehat az

ag1 + 2a22 =5

egyenletrendszerhez jutunk.
Mivel f(2;1) = (5;4), ezért

(oo )-(1)-(7):

Ha elvégezziik a métrixszal val6 szorzdst, akkor azt kapjuk, hogy
2a11 + a2 _ 5
2a91 + a29 4 )

2a11 + a2 =95
2a91 + a9 =4

Tehat az
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egyenletrendszerhez jutunk.
Azt kaptuk tehat, hogy
a11 + 2a12 =4
a21 + 2a22 =5
2011+ a2 =5
2a21 + a9 = 4.
Az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a harmadik egyenletbdl, akkor azt kapjuk,
hogy a12 = 1. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe a1; = 2 adédik. Ha a
masodik egyenlet kétszeresét kivonjuk a negyedik egyenletbdl, akkor asy = 2

adodik. Ezt visszahelyettesitve a negyedik egyenletbe az; = 1 adddik. A
linedris leképezés mdtrixa tehat:

ailp a2 o 2 1
agl a2 B 1 2 ’
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16. Tétel: Tobbvaltozos fiiggvények differencialszamitasa

. Mit neveziink skaldarmezdnek?
. Mit neveziink egy kétvaltozés fliggvény szintvonaldnak?

. Mit értiink egy kétvaltozos fiiggvény paramétervonaldn?

AW O =

. Mikor mondjuk azt, hogy egy tobbvaltozds valds értékd fiiggvény totdlisan
differencidlhat6?

. Mit neveziink gradiens vektornak?

. Mit neveziink irdnymenti derivaltnak?

. Hogyan szdmolhat6 ki az irdnymenti derivélt a gradiens vektor segitségével?
. Irjuk fel az érint6sik egyenletét!

. Mit mond ki a Young-tétel?

10. Hogyan sz6l a Young-tétel kétvaltozos fiiggvény masodrend( parcidlis de-
rivéltjaira?

O 0 3 O W

16.1. Definicié. Tekintsik a D C R™ halmazt. Az f: D — R fiiggvényt
n-vdltozos valos értékii fiiggvénynek vagy skaldrmezdnek nevezziik.

16.2. Definicié. Az f: D C R? — R kétviltozés fiiggvény c valés szamhoz
tartoz6 szintvonala az f(x;y) = c egyenlet megolddsainak halmaza. Tehdt a ¢
értékhez tartozé szintvonal az

{(z;9) € R?| f(59) = ¢}
halmaz.

16.3. Definicié. Kétvaltozos fiiggvény paramétervonalai a kétvéltozds fugg-
vény egyik valtozdjanak rogzitésével kapott egyvaltozos fliggvények.

16.4. Definicié. Tegyiik fel, hogy D C R” nyilt halmaz! Azt mondjuk, hogy
az f: D — R fuggvény (totdlisan) differencidlhato az xo € D helyen, €s
derivaltja az a € R™ vektor, ha

hmf(l"oJrh)—f(xo)—a'h:

0.
h—0 ’h’

Az a vektort az f fiiggvény x( helyen vett gradiensének vagy gradiens vek-
toranak nevezziik. Az f fiiggvény gradiens vektorara szokds a grad f vagy a
V f jel6lést is hasznalni.
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16.5. Megjegyzés. Totalisan differencidlhaté fiiggvény minden valtozé szerint
parcidlisan differencidlhaté és a gradiens vektor a parcidlis derivaltakbol kép-
zett vektor.

16.6. Definicié. Az f: D C R™ — R fiiggvény v € R" irdnymenti derivdltja
az zg € D helyen:
lim fleo+t-v) — f(ﬂ?o).

t—0 t
Jelolés: O, f; %; Dy f; f,

16.7. Tétel. Ha az f fiiggvény totdlisan differencidlhat6, akkor az irdnymenti

derivalt a gradiens vektor és az adott irdnyba mutatd egységvektor skaldris szor-

zata: v
grad f - —.

[v]

16.8. Definicié. Egy (x;y) — f(z;y) kétvéltozds, totalisan differencidlhatd

fiiggvény érintdsikjdanak egyenlete az (z; yp) helyen:

z = f(xo;y0) + fr(zo3v0) - (x — 20) + f'y(205 90) - (¥ — vo)-

16.9. Tétel. (Young-tétel.)
Ha egy tobbvaltozos fiiggvény parcidlis derivaltfiiggvényei folytonos fiiggvé-
nyek, akkor a vegyes masodrend(i parcidlis derivaltfiiggvényei egyenlGek, azaz

1 1
fCCiCCj = ija?i °

16.10. Kovetkezmény. Az (z;y) — f(z;y) figgvény esetén, ha fy, és f),
folytonos fiiggvények, akkor

fay(@3y) = frp(a;y).
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Kidolgozott feladatok

100. Feladat. Tekintsiik az f(z;y) = In(2® + y3 + 1) fiiggvényt!
a) Hatarozzuk meg az elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényeket!
b) Szdmoljuk ki az f;(1;2) és az f, (1;2) értékeket!

1"

¢) Adjuk meg az f (z;y) fuggvényt!
d) Szamoljuk ki az f” (1; 1) értéket!

Megoldas:
a) A kiilso fiiggvény, a bels6 fiiggvény és ezek derivaltjai az alabbiak:
k(x) = Inx K(z) = %
bziy) = a°+y°+1 bp(wyy) = 3a?
by (r;y) = 3y*

Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabélya szerint a kiilso fiiggvény derivaltjaba
a valtozd helyére beirjuk az eredeti belsé fiiggvényt, majd az eredményt szo-
rozzuk a belsd fiiggvény derivaltjaval. Tehat az elsérendd parcidlis derivalt-
fliggvények:

1 322
(my) = —5——5—— 3a° = ————;
Lo) = a1 T g
1 9 3y?

fo(z;y)

b) A keresett értékek:

B+l T B

3 3
(1;2) = ———— =1 ¢ '(1;2) = ——— =1
c) A tortfiiggvény derivélsi szabdlyat alkalmazva
6z (P +yP+1)— 322327 6zy’ + 62 — 3z
- ($3+y3+1)2 - (.’L’S+y3+1)2

fow(@3y)
adédik.

d) Az fV (1;1) érték:

6+6—3
e(1;1) = — =L
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101. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(xz;y) = e**¥ fiiggvény elsérend(i parcidlis
derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:

Az f fiiggvény Osszetett. A kiilsé fiiggvény, a belso fiiggvény és ezek derivaltjai
az alabbiak:

k(x) = e* K(x) = €
b(w;y) = 2y bp(ziy) = 2y
by(r;y) = 2z

Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlya szerint a kiils6 fiiggvény derivaltjaba
a valtoz6 helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivéltjaval. Tehat az els6rend(i parcialis derivaltfiigg-
vények:

falzy) = e - 2y;

fy(wy) = &2 - 2z
102. Feladat. Adjuk meg az f(x;y) = tg(x? + 4oy + y?) fiiggvény elsérendii
parcidlis derivéltfiiggvényeit!
Megoldas:

Az f fiiggvény Osszetett. A kiilsé fiiggvény, a belss fiiggvény és ezek derivaltjai
az alabbiak:

k() = tgx Ha) = oo
b(z;y) = 2+ 4oy + 92 b (z;y) = 2x+4y

by(r;y) = 4o+ 2y.

Az 6sszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint a kiils6 fiiggvény derivaltjaba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsé fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivaltjaval. Tehat az elsérend( parcidlis derivaltfiigg-
vények:

1o _ - (2 4y) = )
fa(@3y) cos?(22 + dzy + y2) (22 +4y) cos?(2? + dzy + y?)’
fi(xy) = (ot 2y) =

cos?(z? + 4zy + y?) cos?(z? + dxy + y?)
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103. Feladat. Hatdrozzuk meg az

flzsy) = va? +y?
fiiggvény elsérendd parcidlis derivaltfiiggvényeit!
Megoldas:
A gyokot hatvanyalakban felirva

flay) = (2 +17)7

adodik. Az f fiiggvény Osszetett. A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek
derivaltjai az aldbbiak:

k(z) = a2 K(z) = %.fézzlﬁ
b(z;y) = 2*+y° Vy(sy) = 2
y(z;y) = 2y.

Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint a kiils6 fiiggvény derivaltjaba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belso fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsd fiiggvény derivaltjaval. Tehat az elsérend( parcidlis derivaltfiigg-
vények:

1 x
folwy) = — 20 = ———=;
o) 2 /72 + 2 Va2 +y?

1 Y
f@y) = — 2y = ———.
o9) 2. /a2 442 Vet +y?

104. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z;y) = 8 — 42% — 2y fiiggvénnyel leirt
domb legmeredekebb lejtGjének irdnyét az P = (1; 1) pontban!

Megoldas:

Az f(z;y) = 8 — 42% — 2y? fiiggvény els6rendii parcidlis derivaltjai

fo(zsy) = =8z =  f/(P)=-8-1=-8
fol@,y) = —4y =  fi(P)=—4-1=-4.

A P pontbeli gradiens vektor grad f(P) = (—8;—4), igy a legmeredekebb
lejtd irdnya: (8;4).

105. Feladat. Az elektromos potencidl az (z; y; z) pontban

fla;y;2) = Va? + 2% 4 32,
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Milyen irdnyba kellene elindulni a P = (2; 3;4) pontbdl ahhoz, hogy az elek-
tromos potencidl novekedése maximadlis legyen?
Megoldas:
A gyokot hatvdnyalakban felirva

flaiyz) = (2 + 297 4 32)2

adodik. Az els6rendd parcidlis derivaltfiiggvények és azok P pontbeli helyet-
tesitési értéke:

T
falwiy;2) =
( ) Va2 +2y? + 322
4 2y
Va2 +2y? + 322
3z
Va2 + 22 + 322
2 6 12
'(P) = —; ! = —: fli(P)=—"=.
fuP) = i f(P)= o fUP) =
A P pontbeli gradiens vektor:
2 6 12
rad f(P) = ; ; .
1) = ( 5 75t 72

Tehdt az (1; 3; 6) irdnyban lesz maximalis a potencidl novekedése.

N[

(2?4207 432872 - 2

NI

(2?29 + 3277

folz;y;2) =

<
I

NI

-6z

= N N =

fllxyy;z) = = - (2 + 2y 4+ 32%)
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17. Tétel: Kétvaltozos fiiggvények szélsoértékszamitasa

. Mit értiink egy kétvéltozos fliggvény lokdlis maximuman?
. Mit értiink egy kétvaltozoés fiiggvény lokdlis minimuman?
. Lokdlis sz€ls6érték 1étezésének sziikséges feltétele.

. Mit neveziink staciondrius pontnak?

. Irjuk fel egy kétvéltozés fiiggvény Hesse-matrixat!

. Kétviltozos fliggvény lokdlis szEéls6értékének elégséges feltétele.

~N N L AW N

. Kétvéltozoés fiiggvény lokdlis szE€ls6értékének elégséges feltétele a Hesse
matrix definitségével.

17.1. Definicié. Az f: D C R? — R fiiggvénynek az (x;y0) € D pont
lokdlis maximumhelye, ha van olyan (zo;yo) kozéppontu nyilt korlap, amely-
ben minden (x;y) szamparra f(z;y) < f(xo;yo) teljesil.

17.2. Definicié. Az f: D C R? — R fiiggvénynek az (xq;yo) € D pont
lokdlis minimumhelye, ha van olyan (z; yo ) k6zéppontu nyilt korlap, amelyben
minden (z;y) szdmpdrra f(x;y) > f(zo;yo) teljesiil.

17.3. Tétel. (lokdlis sz€lsGérték 1étezésének sziikséges feltétele)

Haaz f: D C R? — R (totdlisan) differencialhaté fiiggvénynek lokalis szél-
s6értéke van az (x;yo) € D pontban, akkor az (x¢; yo) pontban az elsSrendd
parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk, azaz f;(xo;yo) = 0 és f, (x0; yo) = 0.

17.4. Definicié. Azon (xo;yo) € D pontokat, amelyekben az f: D — R
(totalisan) differencidlhat6 fiiggvény elsérendii parcidlis derivaltjai nullak, sta-
ciondrius pontnak is nevezzik.

17.5. Definicié. Az f: D C R? — R kétszer (totlisan) differencidlhaté fiigg-
vény Hesse-mdtrixa az (xo;yo) € D pontban az

r Y
x gx(‘wo;yﬂ) falﬁ/y(xo; yO)
M (o3 yo) = ) ,
Y \ fyw(zoiyo)  fyy(To;v0)
matrix.

17.6. Tétel. (lokalis sz€lsGérték 1étezésének elégséges feltétele)
Legyen f: D C R? — R kétszer differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
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az f figgvénynek az (z¢;yo) € D pontban az elsérendi parcidlis derivaltfiigg-
vényei nulldk. Tekintsiik az f fiiggvény masodrendd parcialis derivaltjaibol
képzett

z Y
x < v (T0390)  fay (03 yo))

M(zo;y0) =
y \ fiz(xosv0)  fr(z0;90)

Hesse-matrixot. Legyen D1 = f1l, (zo; o) és D2 = det (M (zo; y0)).

Ha D; > 0és Dy > 0, akkor az f fiiggvénynek az (zo;yo) pontban lokalis

minimuma van.

Ha D; < 0és Dy > 0, akkor az f fiiggvénynek az (zo;yo) pontban lokalis
maximuma van.

Ha Dy < 0, akkor az f fiiggvénynek az (xq; yo) pontban nincs szélsGértéke.

Ha D; = 0é&s Dy = 0vagy D; = 0és Dy > 0 vagy Dy > 0és Dy = 0 vagy
Dy < 0é&s Dy = 0, akkor a Hesse-matrix vizsgdlataval nem donthetd el, hogy
az f fuiggvénynek az (xo; yp) pontban van-e szélsoértéke.

17.7. Kovetkezmény. Legyen f: D C R? — R kétszer differencialhaté fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek az (zo; yo) € D pontban az els6rendd
parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk. Tekintsiik az f fiiggvény masodrendd par-
cidlis derivaltjaibol képzett

T Yy

T [ frw(T0;y0)  fay(To3Y0)
M (wo; yo) = " "

y \ fye(xoiyo)  fyy(To;v0)
Hesse-maétrixot.

Ha M (xo;y0) pozitiv definit az (xo;yo) pontban, akkor az f fiiggvények az
(x0; yo) pontban lokélis minimuma van.

Ha M (z¢;y0) negativ definit, akkor az f fiiggvénynek az (z¢;yo) pontban
lokélis maximuma van.

Ha M (x; yo) indefinit, akkor az f fiiggvénynek az (xq; yo) pontban nincs szél-
soértéke.

Ha M (xo;yo) pozitiv szemidefinit vagy negativ szemidefinit, akkor a Hesse-
matrix vizsgdlatdval nem donthetd el, hogy az f fiiggvénynek az (z; yo) pont-
ban van-e széls6értéke.
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Kidolgozott feladatok

106. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 23 + y> — 9xy fiiggvény lokdlis

szElsdértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendi parcidlis derivéltfiiggvényei:
fola;y) = 32° — 9y
fi(@yy) = 3y — 9a.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendi parcialis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -9y =0
32— 92 =0

egyenletrendszert. Mindkét egyenlet oszthat6 3-mal, igy az

z? — Jy=20

y2 — 3z = O}
egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletbdl y = %xZ adédik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

2
12 3r=0 = 1:c4 3z =0
202 _3p— e S
3 9

Az egyenletet szorozva a nevezdvel és z-et kiemelve

2t =27 =0 = z-(23-27)=0
adodik, igy z1 = 0 és xo = 3. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 3. Tehat
az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P, = (3;3).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliiggvény masodrendi parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

Y

Mizsy) = fv( v (T3Y) my(fv;y)>

y \ foe(@sy)  foy(T39)
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Hesse-féle matrixot. Mivel

fox(@3y) = 62 foy(T39) = =9
Foe(@3y) = =9 foy (@) = 6y,

ezért az elébbi matrix

€T Y

M( ) x [ 6x -9
T;y) =
Y y\—9 ©6y

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Py) = ( _g _3).

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

Dgzdet( O>:O—81:—81.

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
Ha az M métrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

w3 )

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 18, illetve
18 -9

D2 = det
-9 18

> =324 — 81 = 243.

Mivel D, és D» pozitiv, ezért a P> pontban lokélis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke:

f(3;3)=33+3>-9.3.3="54—81=—27.
107. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = x> +y? — 62y +8 fliiggvény lokdlis

7z

sz€lsdértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrendd parcialis derivaltfiiggvényei:
falz:y) = 32% — 6y
fy(zsy) = 2y — 6.
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A lokdlis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -6y =0
2y —6x =0

egyenletrendszert. A mdsodik egyenletbdl y = 3x adddik, amit behelyettesitve
az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy

32% — 182 =0 = 3z (xr—6)=0,
igy x1 = 0 és 9 = 6. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 18. Tehat az f
fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (0;0) és P» = (6; 18).

A lokélis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
Miz:g) = w( g/c,m(w;y) g;yga?y)>

y \ fow(my)  foy(@39)

Hesse-féle matrixot. Mivel

fro(w3y) = 62 foy(z3y) = —6
foe(x3y) = —6 foy(@3y) =2,

ezért az elébbi matrix

€ Y

I s 6x —6
(%y)—y(_(), 2)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Py) = < _2 _2>

A kapott matrix bal felsd sarokdeterminansai D1 = 0, illetve

0

D2 :det< 6

—6 >
=0—-36 = —36.
2

P

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
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Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P, pontban, akkor
36 —6
= (% 5.
A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 36, illetve

36 —6

Dzzdet(_ﬁ 9

):7236:36.

Mivel D, és D» pozitiv, ezért a P> pontban lokélis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke:

f(6;18) =634+ 18% —6-6-18 + 8 = 216 + 324 — 648 + 8 = —100.

108. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = o3 — 122 + y? — 2y fliggvény
lokalis sz€ls6értékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendi parcidlis derivéltfiiggvényei:

filz;y) = 32° — 12

fy(asy) =2y — 2.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendi parcidlis derivaltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -12=0
20—2=0
egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy 322 = 12, amibél

x? = 4 kovetkezik, tehat x = +2. A masodik egyenletbsl y = 1 adddik.

Tehat az f fuggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P = (2;1) és
P2 = (—2; 1)

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
1! 1!
x ( fo(xsy)  fi,(xy)
M(z;y) = (,, .

y \ fow(my)  foy(@39)
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Hesse-féle matrixot. Mivel

fale/z(x;y) = 6z fa/vly(m;y) =0
e (T3y) =0 oy (T3y) = 2,

ezért az elébbi matrix

xz [6x O
M(w;y)=y<0 2)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Pl):(lg (2’)

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D = 12, illetve

12 0

Dgzdet< 0 2

):24—0:24.

Mivel D; és Dy pozitiv, ezért a Py pontban lokdlis minimuma van az f fiigg-
vénynek. Ertéke:
F221)=23-12.24+12-2.1=8-24+1—2=—17.

Ha az M matrixot kiértékeljitk a P» pontban, akkor

M(Py) = ( _13 g)

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = —12, illetve
—-12 0
D2—det< 0 2)-—24—0——24.

7z

Mivel D5 negativ, ezért a P, pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

109. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = (z + 3)? + (y + 5)? fiiggvény
lokélis szEls6értékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrend parcidlis derivéltfiiggvényei:
felzy) =2 (z+3)
fo(ziy) =2 (y +5).
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A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

2-(x+3)=0
2-(y—|—5)20}

egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megolddsa: x = —3, y = —5.
Tehat az f fiiggvénynek egy staciondrius pontja van: P = (—3; —5).

A lokélis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

Mizsy) = T < e (T3 y) i@(x;y)>
=y ve(@y) S (2 y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

fo(@yy) =2 foy(@y) =0
ve(T3y) =0 (T3 Y) =2,

ezért az el6bbi matrix
Ty

M) =7 (5 9)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor azt kapjuk,

hogy
M(P):(?] g)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai Dy = 2, illetve

20
Dg—det(o 2>—4—0—4.

Mivel D; és Do pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke:

f(=3;-5) = (=34+3)>+ (=5 +5)*=0.
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110. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = In(2? + y? + 1) + 5 fiiggvény
lokdlis szélsdértékeit!

Megoldas:
Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivaltfiiggvényei:
2x
(e _
f$(xﬂy) $2+y2+1
2y
I _

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivéltfiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

2x —0
2242 4+1
2
%,
1.2 + y2 +1
egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy = = 0, mig a masodik-
bol azt, hogy y = 0. Tehét az egyetlen staciondrius pont P = (0;0).

A lokdlis szE€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fliggvény masodrend( parcidlis derivaltfiiggvényeit, majd az
azokbol képzett

Y

x
" "
€T xx(w;y) xy(x; y)
M(l‘,y) - y < " "

ye(T3y) Sy (T3y)
Hesse-féle matrixot.
A tiszta masodrend( parcidlis derivaltfiiggvények

2 (2242 +1)—422 2224+ 22+ 2
7 () = (x*+y*+1) L x° + 2y° +

(22 +y% +1)2 (2 +y2+1)2
és
P () 2 (22 +y2+1) —4y? 222 - 2% +2
x- —_— = .
yy\ Y (@2 + 42 +1)2 @2+ 2 +1)2
A vegyes masodrendd parcidlis derivéltfiiggvények
—dxy
7 . Y/ . o
yx(xvy) = wy(xvy) = m



17. TETEL: KETVALTOZOS FUGGVENYEK SZELSOERTEKSZAMITASA

Tehat a masodrendd parcidlis derivaltfiiggvényekbdl képzett matrix
z Yy
—22% + 2y + 2 —4dxy
(22 +y2+1)2  (22+y2+1)?

M(x;y) =

—4xy 222 — 292 + 2
(Y

(22 +y2+1)2 (22492 +1)2

Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

= (20

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 1, illetve

10
Dg—det(o 1>—1—0—1.
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Mivel Dy és Dy pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fligg-

vénynek. Ertéke
£(0;0) =In(0* + 0* + 1) + 5= 5.
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18. Tétel: Kétvaltozos fiiggvények integralszamitasa

. Mit neveziink téglalaptartomdnynak?

. Mit neveziink els6faji normaltartomanynak?

. Mit neveziink masodfaji normaltartomanynak?
. Mit mond a Fubini tétel téglalaptartoméanyra?

DN B W N =

. Hogyan szdamolhat6 ki egy kétvéltozoés fiiggvény Riemann-integrélja elsd-
fajd normaltartomanyon?

6. Hogyan szdmolhat6 ki egy kétvaltozds fiiggvény Riemann-integralja méasod-
faji normaltartomanyon?

7. Milyen helyettesitéssel tudunk korszer( tartoményon integralni?

18.1. Definicié. Legyenek a, b, ¢, d olyan valds szdmok, amelyekre a < b és
¢ < d! Ekkor a

T = [a;b] X [¢;d]
halmazt téglalaptartomdnynak nevezziik.

18.2. Definicié. Legyenek u;: R — R és uo: R — R folytonos fiiggvények,
valamint a és b olyan valés szamok, amelyekre a < b teljesiil! Ekkor az

Ny ={(z;y) eR?|a <z <bésui(z) <y <us(x)}
halmazt elsdfajii normdltartomdnynak nevezziik.

18.3. Definicié. Legyenek v1: R — R és vo: R — R folytonos fiiggvények,
valamint ¢ és d olyan valds szamok, amelyekre ¢ < d teljesiil! Ekkor az

Ny ={(z;y) €R*|c <y < désu(y) <z <va(y)}
halmazt mdsodfajii normdltartomdnynak nevezziik.

18.4. Tétel. (Fubini-tétel)
Ha T = [a;b] X [c; d] (vagyis T egy téglalaptartomany), akkor

//Tf(x;y)=/b /df(x;y)dy dx:/d /bf(x;y)da: dy.

18.5. Tétel. Legyenek u1: R — R és ug: R — R folytonos fiiggvények,
valamint a és b olyan valds szaimok, amelyekre a < b teljesiil! Az

Ny ={(z;9) e R?*|a <z <bésu(x) <y <us(x)}
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normdltartomanyon az f kétvaltozds fiiggvény integralja:

/le(m;y)Z/b ujx)f(ﬂf;y)dy dz.
o \ui(z)

18.6. Tétel. Legyenek v1: R — R és vo: R — R folytonos fiiggvények, vala-
mint ¢ és d olyan valds szdmok, amelyekre ¢ < d teljesiil! Az

No = {(z;9) €R?|c <y <désvi(y) <z <w(y)}

norméltartomanyan az f kétvaltozos fiiggvény integralja:

d [ va(y)
/NQf(w;y)Z/ /f(ﬂﬁ;y)d:C dy.
¢ \n(y)

18.7. Megjegyzés. Korszer( tartomanyok esetében dgynevezett polarkoordina-
tas helyettesitéssel éliink. Ilyenkor az

x(r;p) =1-cose y(r;p) =r-singp
helyettesitést hajtjuk végre. Ekkor a Jacobi-matrix determinansa:

. cos —7r - sin
det J(r; ) = det /T f = det _ 4 LA
Yr Yo sinp T-cosp

=7 (cos? p +sin® ) =1

Tehat ebben az esetben, ha K egy korszer( tartomdany, akkor

//K f(x;y)dady = //Gf(x(?“;go);y(r;gp)) - drde.
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Kidolgozott feladatok

111. Feladat. Szamoljuk ki az f(x;y) = x + 2y fiiggvény integraljit a
T={(z;y) eR?*| —1<2<1;0<y<2}

halmazon!
Megoldas:
Az integral értéke:
1 /2 1
//T:U+2y:/ /x+2ydy dx:/[xy+y2]zz§d:p:
“1\D -1

1
:/2x+4dx: [a:2+4a:]1_1:5—(—3):8.
—1

112. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z;y) = 322 - siny fliggvény integraljit a T

halmazon, ha T = [—1; 1] x [0; ] halmazon!
Megoldas:
Az integrdl értéke:
1/ n 1
//TSac2~siny:/ /330 -siny dy dx:/ cosy - o dz =
1 \D -1

1
= /33:2 + 322 dz = /61‘ dx = [2x3]1_1 =4.
-1 -1

113. Feladat. Tekintsiik a

D={(r;y) eR?*| —1<z<22° <y<az+2}
halmazt!
a) Elso6faji vagy médsodfaji norméltartomény-e a D halmaz?
b) Rajzoljuk fel a D halmazt!
¢) Szamoljuk ki a D halmaz teriiletét kettds integral segitségével!

Megoldas:
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a) A D halmaz els6faji norméltartomény, mert az x valtoz6 hatdrai rogzitettek.
b) A D halmaz dbrazolasa:

N W b~ O O

372 +1 01 2 3

¢) A D halmaz teriilete:
2 [ at2 2

[ J (o) e [ 1

2 -1
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19. Tétel: Vektorértékii fiiggvények

1. Mit neveziink sikgdrbének? Mit értiink egy sikgorbe koordinétafiiggvénye-
in?

2. Mikor differencidlhaté egy sikgorbe és mit értiink egy sikgorbe derivéltjan?

3. Hogyan definidljuk egy sikgorbe érint6egyenesét?

4. Mit neveziink egy sikgorbe gorbiileti fiiggvényének és adott pontbeli gor-
biiletének?

5. Hogyan adhaté meg egy sikgorbe gorbiilete a koordinatafiiggvényeket tar-
talmazo6 matrix segitségével?

6. Adjuk meg egy olyan sikgorbe hozzarendelési szabdlyat, amelynek grafi-
konja az (zo; yo) kozéppontd, R sugari korvonal!

7. Adjuk meg egy olyan sikgorbe hozzarendelési szabdlyat, amelynek grafi-
konja az (z; yo) ponton dthaladd, v irdnyvektord egyenes!

8. Hogyan szamolhaté ki egy sikgorbe ivhossza?

9. Mit neveziink térgérbének? Mit értiink egy térgorbe koordinatafiiggvényein?

10. Mikor differencidlhat6 egy térgorbe és mit értiink egy térgorbe derivaltjan?

11. Mit neveziink egy térgorbe gorbiileti fiiggvényének és adott pontbeli gor-
biiletének?

12. Hogyan szdmolhat6 ki egy térgorbe torzidja?

13. Hogyan szdmolhat6 ki egy térgorbe ivhossza?

14. Mit neveziink feliiletnek? Mit értiink egy feliilet koordinatafiiggvényein?

15. Adjuk meg egy olyan feliiletnek a hozzarendelési szabalyat, amelynek a
grafikonja a P ponton 4thaladd, a és b linedrisan fiiggetlen vektorok altal
kifeszitett sik.

16. Mikor mondjuk azt, hogy egy feliilet differencidlhat6?

17. Mit értiink egy feliilet derivaltjan?

18. Milyen matematikai objektum egy feliilet derivaltja?

19. Mit neveziink vektormez6nek?

20. Mit értiink egy vektormezd koordinatafiiggvényein?

21. Milyen matematikai objektum egy vektormezo derivaltja?

22. Adjuk meg egy vektormezd derivaltmatrixat a koordinatafiiggvényei segit-
ségével!

23. Mit neveziink egy vektormezd divergencidjanak?
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24. Hogyan adhat6 meg a divergencia a derivaltmétrixb6l?

25. Mikor mondjuk azt, hogy egy vektormezd forrdsmentes?

26. Mit neveziink egy vektormezd roticiéjanak?

27. Mikor mondjuk azt, hogy egy vektormezd 6rvénymentes?

28. Mennyi a szimmetrikus derivaltmatrixd vektormezd rotaci6ja?

29. Hogyan adhat6é meg egy vektormez6 divergencidja és rotacidja a V opera-
tor segitségével?

30. Hogyan szamolhat6 ki egy vektormez$ gorbementi integralja?

31. Hogyan szamolhat6 ki egy vektormezd feliiletmenti integralja?

19.1. Definicié. Az r: R — R? tipusi fiiggvényeket sikgorbéknek nevezziik.
Amennyiben

r(t) = (z(t);y(t)),
akkor az x és y egyvaltozos, valos értékd fiiggvényeket a sikgorbe koordindta-
fiiggvényeinek hivjuk.
A koordinatafiiggvényeket sorvektorként és oszlopvektorként is szokds irni.

19.2. Definicio. Legyenek a és b olyan valds szamok, melyekre a < b teljesiil!
Azt mondjuk, hogy az

r:la;b[— R2, r(t) = (z(t);y(t))

sikgorbe differencidlhato a ty € |a; b helyen, ha a koordinatafiiggvényei diffe-
rencidlhatéak a ¢y helyen.

Ha a sikgorbe differencidlhat6 a ¢y helyen, akkor a derivaltja
r'(to) = (2'(t0); ¥/ (to))-
A koordinétafiiggvények derivéltjait szokds ‘é—f, illetve %’ modon is jeldlni.
19.3. Definicié. Az r sikgorbe érintdegyenese a t paraméterti pontban:
e(t) =r(to) +r'(to) - (t—to)  (tER).
19.4. Definicié. Az r(t) = (x(t);y(t)) sikgdrbe gorbiileti fiiggvénye:
_ () -y () — () - 2"(0))]
= .
2 2\ 2
(@®)*+ (yw)*)®

At — k(t) fuggvény t( helyen vett helyettesitési értékét a sikgorbe ¢y paramé-
terbeli pontjdhoz tartoz6 gorbiiletének mondjuk.

k(t)
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19.5. Megjegyzés. Az r(t) = (:U(t); y(t)) sikgorbe gorbiileti fiiggvénye:
/ t ! t
o (20 =10
y'(t) y'(t)
(@) '

19.6. Példa. Az (z;yo) kozépponti, R sugard korvonalat megadé sikgorbe
hozzéarendelési szabdlya péld4ul

k(t) =

r(t) = (zo+ R-cost;yo + R-sint)  (t € [0;2n)).

19.7. Példa. Az (xo;yo) ponton dthaladd, v = (vy;v2) irdnyvektorid egyenest
megado sikgorbe

r(t) = (zo+v1-tyo+v2-t)  (tLER).

19.8. Definicié. Legyen ¢t € [a;b]! Haat — r(t) = (2(t);y(t)) sikgdrbe
sima, és at = a és t = b paraméterd pontokon kiviill nem metszi 6nmagat,
akkor az ivhossza:

b b
L:/ww¢:/¢wmﬁﬂmmﬁt

19.9. Definicié. Az r: R — R3 tipust fiiggvényeket térgorbéknek nevezziik.
Amennyiben

r(t) = (x(t);y(t); 2(1)),
akkor az x, y és z egyvaltozos, valds értéki fiiggvényeket a térgorbe koordindta-
fiiggvényeinek hivjuk.
A koordinatafiiggvényeket sorvektorként és oszlopvektorként is szokas irni.

19.10. Definicié. Legyenek a és b olyan valds szamok, melyekre a < b teljesiil!
Azt mondjuk, hogy az
rilasb[= R, r(t) = (2();y(t); 2(¢))

térgorbe differencidlhaté a ty €]a;b] helyen, ha a koordinatafiiggvényei diffe-
rencidlhatéak a ¢y helyen.
Ha a térgorbe differencidlhat6 a ¢g helyen, akkor a derivéltja

r(to) = (2'(to); ¥/ (to); 2/ (to))-

A koordinatafiiggvények derivaltjait szokas ‘é—f, %, illetve % madon is jelolni.
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19.11. Definicié. Az r: R — R3 térgorbe gorbiileti fiiggvénye:
(= P00
MOl

At — k(t) fiiggvény to helyen vett helyettesitési értékét a térgdrbe t( paraméter-
beli pontjdhoz tartoz6 gorbiiletének mondjuk.

19.12. Definicié. Az r: R — R3 térgorbe torzidja vagy csavaroddsa:

(t) = (r/(t) X T//(t)) ! (t) _ ' (t) - (t) - " ()
[/ () < r" ()| 7 (8) X P ()2

19.13. Definicié. Legyen ¢ € [a;b]! Haat — r(t) = (x(t);y(t);2(t))
térgorbe sima, és at = a és t = b paraméteri pontokon kiviil nem metszi
onmagét, akkor az ivhossza:

b b
L:/|r’(t)|dt:/\/(x’(t))2+ () + (/1)) dt.

19.14. Definicié. Az r: R? — R3 leképezéseket feliileteknek nevezziik. Ilyen-
kor azt is mondjuk, hogy az r fliggvény a felillet egy paraméterezése vagy pa-
raméteres elddllitdsa.

19.15. Példa. Ha a és b linedrisan fiiggetlen vektorok a térben, akkor az
r(u;v) =P+wu-a+v-b
feliilet a P ponton athaladd, a és b vektorok altal kifeszitett sik paraméteres
eldallitasa.
Ha P = (z0;yo; 20), @ = (a1 az; a3) € b = (b1; by; bs), akkor
To+u-ar+v-by
r(w;v) =1 yo+u-az+v-by |,
zo+u-as+v-bs

ahol u,v € R.

19.16. Definicié. Az r: R? — R3 feliilet differencidlhaté az (ug;vo) helyen,
ha a koordinatafiiggvényei differencidlhatéak az (ug; vo) helyen.
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19.17. Definicié. Az r: R? — R®, r(u;v) = (z(u;v);y(u; v); 2(u;v)) diffe-
rencidlhaté fiiggvény differencidlhdnyados fiiggvénye:
y, (usv) 2, (u;v)
r(uv) = [ yu(uv)  yy(u;v)
zu(u;v) 2 (us0)
19.18. Megjegyzés. Feliilet derivaltfiiggvénye 3 x 2 tipusd matrix.

19.19. Definicié. A v: R3 — R? tipusi fiiggvényeket vektormezoknek nevez-
zik.

19.20. Definicio. A
v1(z;y; 2)
v(zyy;2) = | ve(w;y;2)
v3(z;y; 2)

vektormezd koordindtafiiggvényei a v1,vo, v3: R® — R haromviltozés, valés
értéki fiiggvények.

19.21. Megjegyzés. Differencidlhaté vektormezd derivaltfiiggvénye egy 3 x 3
tipusd maétrix.

19.22. Megjegyzés. A

vi(z;y; 2)
v(wyys2) = | va(z;y;2)
v3(7;Y; 2)
vektormez0 derivaltmatrixa:
(v1)y  (v1)y  (v1)) dpv1 Oyu1 Davn
V(syiz) = | (va)h (va)y (v2)l | = Owv2 Oyv2 O.vo
(v3)y  (v3)y (v3)l Orv3 Oyvz Osv3

19.23. Definicié. A v(z;y;2) = (vl(x;y;z);vg(:n;y;z);vg(x;y;z)) vektor-
mez0 divergencidja a P pontban:

divo(P) = 0yv1 + Oyva + 0,v3.

19.24. Megjegyzés. Vektormez$ divergencidja a derivaltmatrixanak nyoma,
azaz a f6atlébeli elemeinek 0sszege.

19.25. Definicié. Egy vektormezs forrdsmentes, ha a divergencidja zérus.
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19.26. Definicié. A v(z;y;z) = (vl(:c;y;z);vg(x;y;z);vg(ac;y; z)) vektor-
mez0 rotdcidja a P pontban:

Oyv3(P) — 0,v2(P)
rotv(P) = | —0yv3(P)+ 0,v1(P)
8$1)2(P) — ﬁyvl (P)
A konnyebb megjegyezhet6ség kedvéért formdlisan a
1k
Or 0y O.
vy vz U3
matrix determinansat az elsé sora szerint kifejtve éppen a rotacié képletét kap-
juk.

19.27. Definici6é. Azt mondjuk, hogy egy vektormezd orvénymentes, ha a rota-
cidja zérusvektor.

19.28. Megjegyzés. Ha egy vektormez$ derivaltmdtrixa szimmetrikus, akkor a
vektormezd orvénymentes, azaz a roticidja zérusvektor.

19.29. Megjegyzés. A divergencia és a rotacié formadlisan kifejezhetd az ugy-
nevezett

V = (0y; 0y; 02)
operdtor segitségével:
divv=V-wv és rotv =V X v.

19.30. Definicié. Tegyiik fel, hogy a y gorbe paraméteres alakja 7: R — R3.
Ekkor a v: R® — R3 vektormezd gorbementi integrdlja a  gorbe [a; b] inter-
vallumhoz tartoz6 szakasza mentén:

/Vv = /bv(r(t)) ! (t) dt.

Ha a v gorbe zart, akkor a vektormez6 ~ gorbe mentén szdmolt gdorbementi
integraljdnak értékét cirkuldcionak nevezziik.

19.31. Definicio. Egy vektormezs feliiletmenti integrdlja mas széval fluxusa a
vektormezd és a feliileti normadlis irdnydba mutaté vektor skaldris szorzatanak
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integrdlja, vagyis a w vektormez$ esetén az r(u; v) paraméterezési F' feliilet-
nek az (u; v) C D paramétertartomdny altal meghatarozott darabjara vonatkoz6

feliiletmenti integrdlja (fluxusa):

//pw:F/w(T)'"://Dw(r(u?v))‘(iT’L(U;v) x 1 (u;v))
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Kidolgozott feladatok

114. Feladat. Készitsiink értéktibldzatot, amely tartalmazza az

r(t) = (%8°)  (te[-22))

sikgorbe t = —2; —1;0; 1; 2 paraméteri értékeit, majd vazoljuk fel a sikgorbe
grafikonjéat!
Megoldas:

At = —2;—-1;0; 1; 2 értékek esetén az r(t) értékei:

t —2 -1 0 1 2

r(t) | (4=8) | (1;=1) | (0;0) | (1;1) | (4;8)

A sikgorbe grafikonja:

g [y(®)

—8&F

115. Feladat. Irjuk fel az

r(t) =2t + 1t —t*+1)  (t€][0;2))
sikgorbe érintéegyenesének egyenletét a tg = 1 paraméter( helyen!
Megoldas:
Mivel 7/ (t) = (2; 3t% — 2t), ezért 1/ (to) = (2;1).



166

Az érintGegyenes egyenlete:
e(t) = r(to) +r'(to) - (t — to).
Mivel r(tg) = (3;1), ezért az érintGegyenes egyenlete:
e(t) =(31)+(2;1)-(t—-1) = e(t)=(31)+ (2t -2t —1),
azaz
e(t) = (2t + 1;t).
Tehit z = 2t + 1 és y = t. Az els6 egyenletbdl az t-t kifejezve azt kapjuk,

rz—1

hogy ¢ = “5~. Ezt behelyettesitve az y = t egyenletbe
x—1 N 1 1
== prn 7"1:‘ —_ =
Y= Y793

adodik.
116. Feladat. Irjuk fel az
r(t) = (e%2e7 " — 1)
sikgorbe érintdegyenesének egyenletét a tg = 0 paraméter( helyen!
Megoldas:
Mivel r'(t) = (el; —2e7), ezért r'(tg) = (1; —2).
Az érintGegyenes egyenlete: e(t) = r(tg) + 7/ (to) - (t — to).
Mivel r(ty) = (1; 1), ezért az érintGegyenes egyenlete:
e(t) = (L) +(L=2)-(t=0) = e(t) = (L;1)+ (t —2t),
azaz
e(t) = (1+1¢1-2t).

Tehatx = 1+t ésy = 1 — 2t. Az elsd egyenletbdl az ¢-t kifejezve azt kapjuk,
hogy t = = — 1. Ezt behelyettesitve az y = 1 — 2t egyenletbe

y=1—-2-(xr—-1) = y=3—-2x

adodik.
117. Feladat. Egy anyagi pont palyajit az r(t) = (¢3; 3t + 2) sikgorbe irja le.
Adjuk meg a sebességvektort és a gyorsuldsvektort!
Megoldas:
A sebességvektor:

v(t) =7 (t) = (3% 3).
A gyorsuldsvektor:

a(t) =r"(t) = (6t;0).
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118. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (66)  (te[0;9))
sikgorbét!
a) Hatdrozzuk meg a gorbiiletet megadé fiiggvényt!
b) Szdmoljuk ki a gorbiiletet a ¢ = 1 paraméterd pontban!
¢) Melyik pontban lesz a gorbiilet maximalis?
Megoldas:
a) A koordinatafiiggvények:
)=t &  y(t) =1t
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
() =1 és y'(t) = 2t.
A koordinétafiiggvények médsodrend( derivéltfiiggvényei:
2"(t) =0 és y'(t) = 2.
A gorbiileti fliggvény:
12 — 0| 2

k(t) = 5 = 5
(1+4¢2)2 (14 4¢2)2

b) A gorbiilet a t = 1 paraméter( pontban:

(1) 2 2 2
K == ——
55 V1255-5
2
¢) A k(t) = ——— gorbiiletet megado fiiggvény értéke akkor a legna-
(1+4t2)2

gyobb, amikor a nevezd a legkisebb, vagyis ha t = 0. Tehat a P = (0;0)
pontban maximadlis a gorbiilet.

119. Feladat. Szdmoljuk ki az r(t) = (t? + 1;2t> — 3) gorbe {vhosszit a [0; 2]
intervallumon!

Megoldas:
A koordinétafiiggvények:
c(t)=t*+1 é  y(t)=2t*-3.
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:
P(t)=2t é  y(t) =4t
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Mivel
(2'(1))* + (¥ (t))* = 4t + 16> = 20¢?,
ezért az {vhossz:
2

L:/Z\/Q()?dt:/tw/%dt:[\/ﬁ.t;rzlmzzlw/g.
0

0 0

120. Feladat. Egy részecske palydjat az
r(t) = (ef; )
sikgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektorat és a gyorsuldsvektorat
at = In 3 id6pillanatban!
Megoldas:
A sebességvektor:
v(t) = 7' (t) = (ef;2e?).
A sebességvektor a t = In 3 id6pillanatban:
v(In3) = 7/(In3) = (e3;2e?M3) = (3;2.9) = (3;18).
A gyorsulédsvektor:
a(t) =v'(t) = r"(t) = (e'; 4e*).
A gyorsuldsvektor a t = In 3 id6pillanatban:
a(ln3) =v'(In3) = " (In3) = (e3;4e2™3) = (3;4-9) = (3;36).
121. Feladat. Egy anyagi pont palydjat az 7(t) = (¢3;3t + 2;sint) térgorbe
irja le! Adjuk meg a sebességvektort és a gyorsuldsvektort!
Megoldas:
A sebességvektor:
v(t) = r'(t) = (3t%; 3; cost).
A gyorsulédsvektor:
a(t) =r"(t) = (6t;0; —sint).
122. Feladat. Tekintsiik az
r(t) = (&6%6%) (¢ €[0;9))
térgdrbét!
a) Hatdrozzuk meg a gorbiiletet megad¢ fiiggvényt!
b) Szamoljuk ki a gorbiiletet a ¢ = 1 paraméterd pontban!
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Megoldas:
a) A koordindtafiiggvények:
z(t)=t &  ylt)=t* é  z(t) =1
A koordinétafiiggvények derivéltfiiggvényei:
dt)=1 é y@t)=2 é  2(t)=3t%
A koordinétafiiggvények mdsodrendd derivéltfiiggvényei:
Z't)=0 é Y (t)=2 é  2'(t) =6t
Az r'(t) = (1;2t;3t%) és 1" (t) = (0; 2; 6t) vektorok vektoridlis szorzata:

i ik
() xr"(t)=|1 2t 3t*|=
0 2 6t

= (12t* — 6t%; —6t;2) = (6% —6t;2).
Az r'(t) x r”(t) vektor hossza:
|7 (£) x " (£)| = /361 + 3612 + 4.
A 7'(t) vektor hossza:
()] = V1 + 462 + 9¢4.
A gorbiileti fliggvény:

36t* + 36t2 + 4
K(t) = + +

V(14412 4 9t4)3°

b) A gorbiilet a t = 1 paraméter( pontban:

_ PO <" V76

"= EmE . T s

123. Feladat. Szamoljuk ki az 7(t) = (t? + 1;2t> — 3;2) gorbe ivhosszit a
[0; 2] intervallumon!

Megoldas:
A koordinatafiiggvények:
z(t)=t*+1 é y(t)=2t>—-3 és 2(t)=2.
A koordinatafiiggvények derivaltfiiggvényei:
P(t) =2t é y(t)=4t é 2 (t)=0.
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Mivel
(/) + (4 (0)* + (2(1)" = 42 + 1612 = 2022,
ezért az ivhossz:
2

2 2
L= [Vara= [ vaa=[va- 5| <2 vm=1.v5
0 0 0
124. Feladat. Egy részecske palydjat az
r(t) = (t + 1;t% — 1;1n(2t))

térgorbe grafikonja irja le. Adjuk meg sebességvektorat és a gyorsuldsvektorat
at = 1 id6pillanatban!

Megoldas:
A sebességvektor:
1
v(t) = T'(t) = <1;2t; t) .
A sebességvektor a t = 1 id6pillanatban:
v(1) =7'(1) = (1;2;1).
A gyorsulasvektor:
1
a(t)="(t) =r"(t) = <0; 2; —2€2> .
A gyorsulasvektor a ¢ = 1 id6pillanatban:
a(l) =v'(1) =r"(1) = (0;2; -1).
125. Feladat. Tekinstiik az
r(t) = (t;sint;t) (t €10;2m])

térgdrbét!
a) Adjuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeit!
b) Hatdrozzuk meg a térgdrbe koordindtafiiggvényeinek derivaltfiiggvényeit!
¢) Adjuk meg a térgorbe koordinatafiiggvényeinek masodrendd derivaltfiigg-

vényeit!
d) Adjuk meg a térgorbe koordindtafiiggvényeinek harmadrendd derivaltfiigg-

vényeit!
e) Szamoljuk ki a gorbiiletet a tg = 7w paraméter(i pontban!
f) Szamoljuk ki a torziét a tg = 7 paraméterd pontban!
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Megoldas:
a) A térgorbe koordinatafiiggvényei:
xz(t)=t és y(t) =sint és z(t) =t.
b) A térgorbe koordinatafiiggvényeinek derivaltfiiggvényei:
2(t)=1 és y'(t) =cost és 2Z'(t)=1.
c) A térgorbe koordindtafiiggvényeinek mdsodrendd derivaltfiiggvényei:
2"(t)=0 és y'(t)=—sint és 2’(t)=0.
d) A térgorbe koordinatafiiggvényeinek harmadrendd derivaltfiiggvényei:

2"(t)=0 és 9" (t)=—cost é 2Z"(t)=0.

e) Az 1r'(t) = (1;cost;1) és r”(t) = (0; —sint; 0) vektorok vektoriélis szor-
zata:

i 7k
() xr"(t)=]1 cost 1 |=(sint;0;—sint).
0 —sint 0O

Az r'(t) x " (t) vektor hossza:

7 (¢) x 7 (t)] = V/sin? ¢ + sin?t = V/2sin? .

A 1/(t) vektor hossza:

[7'(t)| = V2 + cos? t.

A gorbiileti fliggvény:
V2sin?t

) = e

A gorbiilet a t = 7 paraméter( pontban:

V2sin?
K(r) = ——2 T,

V(2 + cos? )3
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f) Azr'(t) - r"(t) - r"(t) vegyes szorzat:

1 cost 1
0 —sint 0 |=0.
0 —cost O

A torzié: 7(t) = 0.

126. Feladat. Tekintsiik az 7(u;v) = (u + 2;u - v;v — u?) feliiletet!

a) Adjuk meg a feliilet koordinatafiiggvényeit!

b) Adjuk meg a feliilet koordinatafiiggvényeinek parcidlis derivaltfiiggvényeit!

¢) Hatarozzuk meg a feliilet derivaltfiiggvényét!

d) Hatdrozzuk meg a feliilet derivaltfiiggvényének az (up;vg) = (2;—1) he-
Iyen vett helyettesitési értékét!

Megoldas:

a) A feliilet koordinétafiiggvényei:

r(w;v) =u+2 & yluv)=u-v & z(u;v)=v—ul

b) A koordindtafiiggvények u valtozé szerinti parcialis derivaltfiiggvényei:
2 (uv) =1 é y (uv)=v é 2z (u;v) = —2u.
A koordinatafiiggvények v valtozé szerinti parcidlis derivaltfiiggvényei:
r(wv) =0 és yl(u;v)=u és 2z (u;v) = 1.

c) A feliilet derivaltfiiggvénye:

1 0
' (u;v) = v
—2u 1

d) A feliilet derivaltfiiggvényének helyettesitési értéke az (ugp;vp) = (2;—1)
helyen:
1 0
' (ug;ve) = | —1 2
-4 1
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127. Feladat. Tekintsiik a
x? + e
v(z;y;2) = | xyz + %
sin(2y)
vektormezot!
a) Hatdrozzuk meg a v vektormezd derivaltmatrixat!
b) Hatdrozzuk meg a v vektormezd divergencidjit!
¢) Forrasmentes-e a vektormezd?
d) Hatarozzuk meg a v vektormez6 rotacidjat!
e) Orvénymentes-e a vektormezs?

Megoldas:
a) A v vektormezd derivaltmatrixa:
2 .2 0
V(gyz) = yz—%  wz my

0 2cos(2y) O

b) A v vektormez6 divergencidja:

divo(z;y;2) =2 + 2+ 0 = 2z + z=.

¢) Nem forrdsmentes, mert a divergencidja nem nulla.

d) A v vektormezd rotacidja:

i j k Oyvg — 0, v2
rotv(z;y;2) =det | 0 0y 0, | =| —Opvs+0.v1 | =
vl vy U3 Orv2 — Oyu1

2cos(2y) — xy
= -040

1 2
yz — o3 — 2%

e) Nem orvénymentes, mert a roticidja nem zérusvektor.
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20. Tétel: Kozonséges elsorendii differencialegyenletek

1. Mit neveziink differencidlegyenletnek?

2. Mikor mondjuk azt, hogy egy differencidlegyenlet kozonséges, és mikor
mondjuk azt, hogy parcidlis?

3. Adjunk példat kozonséges differencidlegyenletre és parcidlisra!

4. Mit értiink egy differencidlegyenlet rendjén?

5. Mikor mondjuk azt, hogy egy differencidlegyenlet explicit €s mikor mond-
juk azt, hogy implicit?

6. Adjunk példét explicit és implicit differencidlegyenletre!

7. Mit értiink partikuléris megolddson?

8. Mit neveziink egy elsérendi differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték
feladatnak?

9. Mikor mondjuk azt, hogy egy differencidlegyenlet linedris?
10. Adjuk példat linedris differencidlegyenletre!

11. Mitértiink azon, hogy egy elsérenddi linedris differencidlegyenlet homogén,
illetve azon, hogy inhomogén?

12. Adjunk példat homogén és inhomogén linedris differencidlegyenletre!

13. Mit értiink azon, hogy egy differencidlegyenlet konstansegyiitthatds és azon,
hogy fliggvényegyiitthatds!

14. Adjunk példat olyan differencidlegyenletre, amelyik konstansegyiitthatos
és olyanra, amelyik fiiggvényegyiitthatos!

15. Mit neveziink kozvetleniil integralhat6 elsérendi differencidlegyenletnek?

16. Adjunk példat kozvetlenill integralhaté elsdrendd differencidlegyenletre!

17. Hogyan oldhaté meg egy kozvetleniil integralhaté elsérendi differencidle-
gyenlet?

18. Mit neveziink szeparabilis differencidlegyenletnek?
19. Adjunk példat szepardbilis differencidlegyenletre!
20. Hogyan oldhat6é meg egy szeparabilis differencidlegyenlet?

21. Hogyan 4all el egy elsérendi linedris inhomogén differencidlegyenlet al-
taldnos megolddsa?

22. Mit neveziink konstansvarialasnak?

23. Mit értiink elsérend(i linedris differencidlegyenlet esetében a prébafiigg-
vény modszerén?



20. TETEL: KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 175

20.1. Definicié. Differencidlegyenletnek neveziink egy olyan egyenletet, mely-
ben szerepel egy vagy tobb (fiiggetlen) véaltozd, azoknak valamilyen ismeretlen
fliggvénye és azok derivilt fliiggvényei.

20.2. Definicié. Ha az ismeretlen fiiggvény egyvaltozds, akkor kdzonséges dif-
ferencidlegyenletrdl, ha tobbvéltozds, akkor parcidlis differencidlegyenletrdl
beszEliink.
20.3. Példa. Az

y'(x) = 32° - y(z) =0

egyenlet kozonséges, mig a
22 - uy (23 y) + u(z;y)y, =0
egyenlet parcidlis differencidlegyenlet.

20.4. Definicié. Egy differencidlegyenlet rendje az egyenletben elSforduld leg-
magasabb rendd derivélt rendje.

20.5. Definicié. Ha a legmagasabb rendt derivalt ki van fejezve a valtozo és
a tobbi derivélt fliggvényeként, akkor explicit egyenletrdl besz€Eliink, ellenkez6
esetben implicit egyenletrdl sz6lunk.

20.6. Példa. Az y/(z) = 4z - y(x) + 2z differencidlegyenlet els6rend(, ex-
plicit, kozonséges differencidlegyenlet.
Az y'(z) + 423 - y(x) + 2 = 0 differencidlegyenlet elsérendd, implicit, kozon-

séges differencidlegyenlet.

20.7. Definici6. Egy n-edrendd differencidlegyenlet partikuldris megolddsan
olyan megoldast értiink, amely legfeljebb n — 1 darab tetszdleges, egymastol
fiiggetlen konstanst tartalmaz.

20.8. Megjegyzés. Legyen D C R? nyilt halmaz és (z0;v0) € D. Az
Y (z) = f(z;y(2))

differencidlegyenletre vonatkoz6 kezdetiérték probléman (kezdetiérték felada-
ton), vagy Cauchy-feladaton azt a feladatot értjiikk, amikor az egyenlet azon
w: I — R megoldasat keressiik, melyre

(1) =g € I,
(2) o(z0) = yo.
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20.9. Definicié. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A

n

> ai(@) -y () = b(a),

i=1
differencidlegyenletet n-edrendl kozonséges linedris differencidlegyenletnek
nevezzilk. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet nem linedris.
Kevésbé precizen megfogalmazva egy differencidlegyenlet linedris, ha a differ-
encidlegyenletben az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltjainak linedris kom-
binacidja, valamint az ismeretlen fiiggvényt nem tartalmazo kifejezés szerepel.
20.10. Példa. Az
y'(x) =327 - y(x)
egyenlet linedris, mig az
y'(z) = cosy(z)
egyenlet nem linedris.

20.11. Definicié. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A

n

> ai(z) -y (z) = b(a),

i=1
linedris differencidlegyenletet homogénnek nevezziik, ha b az azonosan zéré
fiiggvény. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet inhomogén.
20.12. Példa. Az
y' () = by(z) =0

differencidlegyenlet homogén, mig az

Y (x) — by(x) = 32
differencidlegyenlet inhomogén.

20.13. Definicié. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A
n

> ai(x) -y (x) = b(x),

i=1
linedris differencidlegyenletet konstansegyiitthatésnak vagy mas széval dllando
egyiitthatdsnak nevezziik, ha minden i € {1;...;n} esetén az a; fiiggvények
konstans fiiggvények. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet fiigg-
vényegyiitthatos.
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20.14. Példa. Az
y'(x) + by(x) = 6
differencidlegyenlet konstansegyiitthatds, mig az
Y(z) + 2 y(x) =5
differencidlegyenlet fiiggvényegyiitthatds.

20.15. Definicié. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény. Az y'(z) = f(z)
alaku differencidlegyenletet kozvetleniil integrdlhato elsérendii differencidle-
gyenletnek nevezziik.

20.16. Példa. Az y'(x) = 322 +2 differencidlegyenlet kozvetleniil integralhat6
elsérendd.

20.17. Tétel. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény.
Egy differencialhat6 y: I — R fiiggvény pontosan akkor megoldasa az

Y (z) = f(z)

egyenletnek, ha y(x) = F(z) + ¢, ahol ¢ € R tetszGleges és F' az f fiiggvény
primitiv fiiggvénye.

20.18. Definicié. Legyenek I és J nyilt intervallumok, tovdbba g: I — R és
h: J — R folytonos fiiggvények. Az

y'(x) = g(x) - h(y(x))

egyenletet szétvdlaszthato vdltozoju vagy szeparadbilis differencidlegyenletnek
nevezziik.

20.19. Példa. Az y'(z) = 52° - cos (y(x)) differencidlegyenlet szeparabilis.

20.20. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok, g: I — Rés h: J — R
folytonos fiiggvények. Az

Y (z) = g() - h(y(2))

egyenletnek y: I — R pontosan akkor megolddsa, ha

/h(ly)d ~ [g()a.

azaz H (y(z)) = G(z), ahol H az 1/h(z) és G a g(z) primitiv fiiggvénye.
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20.21. Tétel. Legyenek a,b: I — R adott, folytonos fiiggvények. Az
Y (x) +a(@) - y(z) = b(z)
linedris differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) = yn(@) + yp (@),

ahol y;, a homogén linedris differencidlegyenlet éltaldnos megoldésa, és vy,
pedig az inhomogén linedris differencidlegyenlet egy partikularis megolddsa.
Tehat egy els6rendd linedris inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megol-

ddsa a megfelel6 homogén egyenlet dltaldnos megolddsa, valamint az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megolddsdnak 6sszegeként 4ll eld.

20.22. Tétel. A kontansvaridlds médszerének 1ényege az
y(@) = yn(x) + yp()

altalanos megolddsdban taldlhaté y, (x) és y,(z) fuggvények megkeresése.

El6szor meghatdrozzuk a homogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.
Legyen ez

yn(z) = C - y1(2),

ahol C' € R és y; () ahomogén egyenlet egy megolddsa. Ezutdn az inhomogén
egyenlet egy megolddsat

yp(z) = C(2) - 1 ()

alakban keressiik (vagyis a homogén egyenlet dltaldinos megoldasaban szerepld
C konstanst kicseréljik egy C'(x) fiiggvényre).

Ezutan az y,(z) fliggvényt visszahelyettesitjiik az eredeti (inhomogén) differ-
encidlegyenletbe, majd abb6l meghatarozzuk a C'(x) fuggvényt.

20.23. Tétel. Abban az esetben, ha az els6rendi linearis inhomogén differen-
cidlegyenlet konstansegyiitthatos, tovdbba a zavaré fiiggvény specidlis alakd,
nevezetesen polinom-, exponencialis-, szinusz-, vagy koszinuszfiiggvény, to-
vabba ezek 0sszege (vagy kiilonbsége), akkor a differencidlegyenlet partikularis
megoldédsa a zavar6 fiiggvényhez hasonl6 szerkezet(i lesz. Az aldbbi tablazat-
ban Osszefoglaljuk, hogy az egyes esetekben milyen tigynevezett probafiig-
gvényt haszndlhatunk a partikularis megoldas meghatarozasahoz.
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Ha a partikuldris megolddsban nincs olyan tag, ami a homogén egyenlet meg-

oldasa lenne, akkor

zavaro fliggvény

a partikuldris megold4s 4ltaldnos alakja

ap - 2"+ ...+ a1 x4+ ag

Ap 2"+ ...+ Ay -z + Ay

a - eam A . eax
a - sin(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)
a - cos(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)

Ha a partikuléris megolddsban van
dasa lenne, akkor

olyan tag, ami a homogén egyenlet megol-

zavaro fliggvény

a partikularis megoldas dltalanos alakja

an - x"+...+a1-x+ag

z- (Ap- ™+ ...+ Az + Ap)

a - eax A X eCMiE
a - sin(ax) Az (sin(ax) + B - cos(ax))
a - cos(ax) Az (sin(oax) + B - cos(ax))

Ebben az esetben (vagyis ha a prébafiiggvény valamely tagja csak konstans
szorzdban tér el a homogén egyenlet dltalanos megolddsatol) igynevezett rezo-

nancidrdl beszEliink.
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Kidolgozott feladatok

128. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) = cos2z, y(0)=1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlet mindkét oldalét integralva

sin 2x

ylz) = ——+c
adddik, ahol ¢ € R. Mivel y(0) = 1, ezért
in 0
1=y(0)= =~ +c=c,

igy ¢ = 1, tehét a kezdetiérték feladat megolddsa

sin 2x

y(z) = 5 + 1.

129. Feladat. Oldjuk meg az

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlet mindkét oldalat integrdlva

T 1 2x 1 9
v = [ Zriie=g [ miqte =g et ve

adddik. Mivel y(0) = 2, ezért
1
2:y(0):§-ln1+c:c,

amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 2. Tehat a kezdetiérték probléma megoldasa

y(x) = % ‘In(z? +1)+2=+/In(z2 + 1)+ 2.
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130. Feladat. Oldjuk meg az
Y (x) =4z -e*, y(0)=3
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
y(x) :/4x-emdx:4x‘em—/4-exdx:4:1:-e"”—4-ex+c.
A kezdetiérték feltételt felhasznélva
3=y(0)=—-4-e"+c=—-4+c,
igy ¢ = 7, tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
ylx) = (x—4)-e*+ 7.
131. Feladat. Oldjuk meg az
Y ()= —2°(x) =, y(0)=—5
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be a g(x) = —2x és h(y) = y? fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(z) - h(y)

alaku lesz. A szeparabilis egyenletek dltalanos elmélete szerint az

/h(ly)dy:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/y2dy:/—2xdx.

Elvégezve az integralasokat

adddik, amibdl
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A kezdetiérték feltétel szerint y(0) = —3, igy

11 N _
2 —c €=
tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
1

132. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) = (32 +2¢ +1) - y(z), y(0) =3

kezidetiérték feladatot!

Megoldas:

Vezessiik be a g(z) = 322 + 22 + 1 és h(y) = y. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(z) - h(y)

alakd lesz. A szeparabilis egyenletek altaldnos elmélete szerint az

/h(ly)d :/g(x)da:

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/dy:/3x2+2x+ldx.
Yy

Elvégezve az integralasokat

Inlyl =2 +2° +2+c

adédik, amibdl

3 +a’ta+tc

3 ,.2 3 .,.2
y=e :em—l-x—&—r_czc_em—l-x—&—m‘

e
Mivel y(0) = 3, ezért

3=y(0)=C-e=0C,
tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(r) =3- et tat e,
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133. Feladat. Oldjuk meg az
Y(z) =2y°(x) + & y(2), y(0)=1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Az differencidlegyenlet szorzattd alakithatd, igy ekvivalens az
Y (@) =2 (@) - (2+2)

egyenlettel. Legyen g(x) = 2 + = és h(y) = y>. Ekkor teljesiil az

/h(ly)dy:/g(x)dx

Osszefiiggés. Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

1
/yzdy—/2+xdx.

A bal oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

1 1
/2dy=/y‘2dy=—+cl-
y y

A jobb oldali integréildst elvégezve azt kapjuk, hogy

1‘2
/2+mdx:2x+2.

Tehat az )

1 T
——=2z+ —+c
Y 2
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
B -1 B -2
B 2x+%+c Cdx 2242

y(x)

Mivel y(0) = 1, ezért ¢ = —1, igy a kezdetiérték feladat megoldésa
-2
Vo) = ey
134. Feladat. Oldjuk meg az

y'(x) —y(z) =™
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differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat kons-

tansvaridlas médszerével hatarozzuk meg!
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Megoldas:

A differencidlegyenlet els6rendd, linedris, inhomogén. FEl8szor a homogén
egyenlet altalanos megoldasat hatdrozzuk meg. Az inhomogén egyenlethez tar-
toz6 homogén egyenlet

y'(z) —y(x) =0,
melynek éltaldnos megolddsa
yp(z) =C - e~ /e — 0L em,
Ezutan meghatarozzuk az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat a

konstansvarialas modszerével.

A homogén egyenlet megoldédsanél kapott C' konstanst kicseréljiik egy C(x)
fiiggvényre és az eredeti inhomogén egyenlet egy megoldédsat

yp = Cla) -<*

alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe

Yp(2) — yp(z) = >

ad6dik, gy
(C(x) - e®) — C(z) - e® = ™,

Elvégezve a bal oldalon a derivaldst azt kapjuk, hogy
C'(z)-e" +C(x) e —COx) - e = e,

azaz
C'(z) - e* = e’ = C'(x) = ™.

Mivel f(az + b)-tipust integralt kaptunk, igy egy primitiv fiiggvény

e4m
Clz)=—.
() =5
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsara azt kapjuk, hogy
4x S5x
— P
yp(x) =C(x) - € 1 C T

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsit a homogén egyenlet megoldadsa-
nak és az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak 6sszegeként kapjuk,

vagyis
e5x
y(@) = yule) + p(2) = C e+ .
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135. Feladat. Oldjuk meg az
Y (x) — 4y(z) = 42? + 62 + 2, y(0) =10
kezdetiérték feladatot! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat proba-
fliggvény mddszerrel hatdarozzuk meg!
Megoldas:

A megfeleld homogén egyenlet y'(z) — 4y(x) = 0. A homogén egyenlet &l-
taldnos megolddsa
yh:K.efff4dx:K.e4x

ahol K € R tetszdleges.

Y

A prébafiiggvényt y,(z) = Az? + Bz + C alakban keressiik. Az y, fiiggvény
derivéltja y,(z) = 2Ax + B. Az y, és y, fliggvényeket behelyettesitve az
eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

Y () — dyp(z) = 42* 4 63 + 2,
vagyis

2Ax + B — 4 - (Az? + Bz 4 C) = 42° + 6z + 2,

s

igy
—4A2* 4+ (2A —4B) -z + B — 4C = 42* + 62 + 2.

Tehét teljesiilnie kell a

—4A = 4
2A — 4B = 6
B — 4C = 2

egyenletrendszernek.

Az egyenletrendszer megoldasira A = —1, B = —2 és C' = —1 adddik. Tehat
az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

yp(2) = —2? — 22 — 1.
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(z) = yp(x) +yp(z) = K - &' — 2% — 20 — 1.
Mivel y(0) = 10, ezért
100=K-1 = K =11.
Tehét a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) =11-e* — 2% — 22 — 1.
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21. Tétel: Kozonséges masodrendii differencialegyenletek

1. Mit értiink egy masodrendd linedris konstansegyiitthatds differencidlegyen-
let karakterisztikus egyenletén?

2. Adjameg az y"(x) + p-y'(z) + q - y(x) = 0 differencidlegyenlet karakte-
risztikus egyenletét!

3. Adjuk meg a masodrendi linearis konstansegyiitthatés differencidlegyenlet
altalanos megoldasanak szerkezetét a karakterisztikus egyenlet megolddsa-
nak szdma szerint!

4. Irjunk fel 4ltalinos alakban egy masodrendii inhomogén linedris differen-
cidlegyenlet! Mit neveziink zavaré fiiggvények?

5. Irjuk le a masodrend(i inhomogén linedris differencidlegyenlet partikuléris
megoldasdnak meghatdrozdsat konstansvaridldssal!

6. Irjuk le, hogy hogyan hatdrozzuk meg a mdasodrend@i inhomogén linedris
differencidlegyenlet partikuldris megoldasét prébafiiggvény médszerrel!

21.1. Definicié. Legyen p,q € R. Az
y'(@) +p-y(2)+q-y@)=0
mdsodrend( differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletén a
MNitp-A+qg=0
masodfoki egyenletet értjiik.

21.2. Példa. Az
y' () — ' () - by(z) = 0
differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
A —A—6=0.
21.3. Tétel. Legyen p, q € R. Tekintsiik az
y'(@) +p-y(x) +q ylz) =0
masodrendi differencidlegyenletet!

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa pozitiv, azaz ha a karakteriszti-
kus egyenletnek két kiilonbozd valés megoldasa van és ezek \; és Ao, akkor a
differencidlegyenlet dltalinos megoldasa

e/\l-:p AQ'.’E’

y(z) =c1 - +co-e
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ahol ¢, co € R.

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa nulla, azaz ha a karakterisztikus
egyenletnek egy (kétszeres multiplicitasi) val6s megoldasa van és ez \, akkor
a differencidlegyenlet altalinos megoldasa

y(x) =c1- M tcy-a- e,

ahol c1,co € R.

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa negativ, azaz ha a karakteriszti-
kus egyenletnek két komplex megolddsa van (amelyek egyébként egymds kon-
jugéltjai) és az egyik megoldas A, melynek valés része o és képzetes része [3,
vagyis A = « + i - 3, akkor a differencidlegyenlet altalinos megoldasa

y(x) =c1-e* - cos(f-x) + co- €7 -sin(f - x),
ahol ¢q,co € R.

21.4. Definicio. Legyen p,q € R tetszlleges, f: I — R folytonos, nem
azonosan nulla fiiggvény. Tekintsiik az

y'(x)+p-y'(x) +q-ylx) = f(z)

masdorend linedris differencidlegyenletet. Ekkor az f fiiggvényt zavard fiigg-
vénynek is szokds nevezni.

21.5. Eljaras. Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat meghata-
rozhatjuk a konstansvaridlds médszerével.

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat
yp(z) = ci(z) - yi(z) + ca(x) - ya(x)

alakban keressiik, ahol y; és yo a megfelel6 homogén egyenlet két linedrisan
fliggetlen megolddsa. Ezt a megoldasfiiggvényt az eredeti

y'(x)+p-y'(x) +q-ylx) = f(x)

inhomogén egyenletbe behelyettesitve szeretnénk meghatdrozni a c; és co fiigg-
vényeket. Azonban két ismeretleniink van, és a behelyettesités utan csak egy
egyenletet kapnank, ezért az egyértelmd megoldds meghatarozasa érdekében
egy tetsz6leges tovdabbi feltételt is eld kell frnunk a c; és co fiiggvényekre
vonatkozdan. Legyen ez a feltétel az, hogy

i(x) - y1(2) + c5(x) - y2(z) = 0.
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Az y, fliggvény deriviltja
yp(z) = ci(2) - y1(z) + er(z) - Y1 (@) + (@) - y2(@) + c2(@) - Yo ().
Felhaszndlva, hogy
ci(z) - yi(z) + (@) - ya(w) =0
azt kapjuk, hogy
yp(x) = c1(@) -y () + c2(x) - ya(2).
Az y, fliggvény masodik derivaltja
Yp(x) = ci (@) i (@) + er(z) -y (@) + &(x) - ya(x) + c2(@) - 3 ().
Az y, fliggvényt behelyettesitve az
y'(@)+p-y(@) +q-y@) = f(2)
egyenletbe
c(z) - y1(2) + (@) -y (@) + (@) - yo(@) + ea(w) -y () +
+p- (e1(z) - yi(@) + ca(2) -
+q- (cl(:c) ~y1(x) 4+ ca(x) - yo
Rendezés utan azt kapjuk, hogy
c1(z) - yi () +p- (@) yi(@) + ¢ ea(z) -y (2)+
+ea(2) Yy (@) +p-c2(x)  Ya(7) + ¢ ca(x) - y2(2)+
+a(@) i (@) + () () = f(2).
Mivel y; és y2 megolddsa a homogén egyenletnek, ezért

a(@)- (@) +p-yi(@)+q-yi(x) =0

ca(w) - (y3(2) +p - h(2) + ¢ y2(x)) = 0.
Tehat azt kapjuk, hogy
() - y1(z) + (@) - () = f ().
Vagyis ¢ -re és c-re egy linedris egyenletrendszert kaptunk:
(@) -n@) + @) -yalr) = 0
@) -nl) + @) y) = f(2) } '
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Ennek az alapmétrixa
X X

Ezen matrix determinansa

et (W) = det (40 B0 )~ 0(0) - 44lo) - ale) 1),

ami éppen a Wronski-determindns, amely nem nulla, hiszen az y; és yo fiigg-
vények analitikusak és linedrisan fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hogy az egyenlet-
rendszer példdul Cramer-szabdllyal egyértelmiien megoldhatd. Legyen

i = (s 10 )

valamint
_( wn(z) O
‘%@—<mm>ﬂm>'
Ekkor
det (Wi(z)) = —f(x) - ya()
det (Wa(z)) = f(z) - y1(),
igy
¢ () = det (W1 (x)) _ —f() - ya(x)
1 det (W(z))  vi(x)-y5(x) — y2(z) - ¥} (x)
& () = det (Wa(z)) _ f(x) - y1 ()
2 det (W (z))  yi(x) - vh(x) —y2(x) - vy (2)
Tehat f(2) (2)
B —f(x) - ya(x -
2= [ ) - e T

B f(z) - yi(x) z
o) = | ST et

A kapott c; és ¢y fiiggvényekkel az inhomogén egyenlet egy partikuldris meg-
oldésa

Yp(z) = c1(2) - y1(x) + ca(w) - y2(z)
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és az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) = c1-y1(x) + c2 - ya(x) + yp(),
ahol c1, c2 € R tetszbleges.

21.6. Eljaras. (probafiiggvény)

Abban az esetben, ha a masodrend( linedris inhomogén differencidlegyenlet
konstansegyiitthatés, tovabba a zavard fiiggvény specidlis alakd, nevezetesen
polinom-, exponencidlis-, szinusz-, vagy koszinuszfiiggvény, tovabba ezek 6sz-
szege (vagy kiilonbsége), akkor a differencidlegyenlet partikuldris megoldasa a
zavar¢ fliggvényhez hasonl6 szerkezetii lesz.

Az aldbbi tdbldzatokban Osszefoglaljuk, hogy az egyes esetekben milyen Ggy-
nevezett probafiiggvényt haszndlhatunk a partikularis megoldds meghatdroza-
sdhoz.

Ha a zavaré fiiggvényben nincs olyan tag, ami a homogén egyenlet megoldasa
lenne, akkor

zavaré fliggvény a partikuldris megoldds 4ltaldnos alakja

an-x"+...+a1 x4+ ag

Ay -2+ ...+ A x4+ Ag

a- eOC.Z’ A . eax
a - sin(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)
a - cos(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)

Ha a zavar6 fiiggvényben van olyan tag, ami a homogén egyenlet megoldasa
és a egyszeres multiplicitasi gyoke a karakterisztikus egyenletének (a masodik
sorban azt is feltéve, hogy a = 0), akkor

zavaro fliggvény a partikuldris megoldas éltaldnos alakja

an-x"+...+a1 x4+ aqg x-(An-x"+...+A1-x+A0)

a-e** A-x-e™®
a - sin(ax) A-z - (sin(az) + B - cos(ax))
a - cos(ax) A-z - (sin(az) + B - cos(ax))

Ebben az esetben ugynevezett rezonancidrol beszéliink.
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Ha a zavar6 fiiggvényben van olyan tag, ami a homogén egyenlet megolddsa
és a kétszeres multiplicitdsi gyoke a karakterisztikus egyenletének (a masodik
sorban azt is feltéve, hogy a = 0), akkor

zavaro fliggvény a partikuldris megoldas éltaldnos alakja
an - "+ ...+a1-x+ag xz-(An-x"+...+A1-x+A0)
a- e A-x?. e
a - sin(ax) A-2? - (sin(az) + B - cos(ax))
a - cos(ax) A-2? - (sin(az) + B - cos(ax))

Ebben az esetben tgynevezett mdsodrendii rezonancidrdl beszéliink.
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Kidolgozott feladatok

136. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
y' (@) + Ty () + 10y(z) =0, y(0)=2,5(0)=5
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A2+ TA+10 =0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D=7"-4.10=49—40=9 >0,

igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megoldédsa van. Ezek

vagyis az egyik megoldas A\; = —5, a masik Ay = —2.

A differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa

yx) =cp-eMT 4y M2 =¢ e 4oy e

ahol c1, c2 € R tetszbleges.

A c1 és cs kiszdmoldsdhoz sziikségiink lesz az 3/ fiiggvényre is:

Y (z) = =bey - e — 2¢y - 0727,
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
2=y(0)=c1 - e P04 e 20 =¢) + ¢y,

masrészt
5=19(0) = —5c1-e "0 —2cy-e 20 = —5¢; — 2cy.

Tehat a cq és co értékét az

c1 + co = 2
—561 - 202 = 95

egyenletrendszer megolddsaval kapjuk meg. Az elsé egyenletet kettével szo-
rozva, majd a két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy —3c; = 9, amibdl
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c1 = —3 adddik. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
co = 5. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(r) = —3e 7% + 5e 2.
137. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
y'(z) —4y'(x) =0, y(0)=3,y'(0) =2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet

A2 —4X = 0.
A masodfoki egyenlet diszkrimindnsa

D =16 >0,

igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megoldasa van. Mivel
A-(A=4)=0,

ezért a karakterisztikus egyenlet gyokei A; = 0, illetve Ay = 4.
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa
Ao-x

e>\1~:c 43}7

y(z) =c1 - +ep-e?P=ci+cep-e

ahol cp, c2 € R tetszoleges.
A c1 és ¢y kiszdmolasdhoz sziikségiink lesz az 3/ fiiggvényre is:
Yy (x) = 4cg - €17
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
3=y(0)=ci+cz-e*0=ci + e,
masrészt

2 =14/(0) = dey - 40 = 4oy,

Tehat a cq és co értékét az
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egyenletrendszer megolddsdval kapjuk meg. A mésodik egyenletbdl azt kapjuk,
hogy co = % Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe c; = % adodik. Tehat
a kezdetiérték feladat megolddsa

5 1y,
y(x)—2+2 e

138. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
y' (@) +2y () + y(x) =0, y(0)=2,4(0)=-1

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet

N4+22+1=0.

A madsodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D=2-4=4-4=0,
igy egyetlen vals megoldds van, mégpedig
0=XA+22+1=(A+1)?

miatt A = —1. A differencidlegyenlet altaldnos megoldasa

Az T

y(m):cl-e)‘x—i—cz-x-e cr-e P +c-x-e ",

ahol cq, c2 € R tetszbleges.
A c1 és co szdmok kiszdmolasahoz sziikségiink lesz az y' fiiggvényre:
y(@)=—cre"+tepe " —ca-e
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
2=y(0)=c1-e ' +e-0-e" =,
igy 1 = 2. Mésrészt
—1=9y0)=—-c1-eV+e-e¥—c-0-e=—¢; +eu.
Mivel ¢; = 2, ezért co = 1.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
ylx) =2 +x-e ",
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139. Feladat. Legyen x € R. Tekintsiik az

y'(z) =2y (x) +y(x) =0, y(0)=0,y'(0) =1
kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltalinos megoldasat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény zérushelye(i)t!

7z

d) Vizsgaljuk meg monotonités és lokalis szélséérték szerint az y fiiggvényt!
e) Vizsgéljuk meg konvexitds és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!
f) Szdmoljuk kia lim y(z) hatdrértéket!
Tr——00
g) Széamoljuk ki a lim y(x) hatdrértéket!
Tr—r00
h) Vizsgaljuk meg paritds szerint az y fliggvényt!
i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!
J) Adjuk meg az y fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
a) A differencidlegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet
A —2X+1=0.
A maésodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D=22—4=4-4=0,
igy egyetlen val6s megoldds van, mégpedig
0=X-2"+1=(\—1)
miatt A = 1. A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

M — et ey-x el

y(x)=c1- e tcy-x-e
ahol ¢y, co € R tetszdleges.
b) A ¢ és co szamok kiszamoldsahoz sziikségiink lesz az i fiiggvényre:
y(x)=c1-e" +cy-e" +co-m-e”.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
0=y(0) =ci,
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igy ¢; = 0. Mésrészt
122/(0) :Cl'e0+02'60+02'0'60:C1+62.
Mivel ¢; = 0, ezért cg = 1.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) =z -€e".
c) Az z - e = 0 egyenlet megoldésa, vagyis az y fliggvény zérushelye z = 0.

d) Az y'(x) = 0, vagyis az (z + 1) - e* = 0 egyenletet kell megoldanunk,

amire x = —1 adddik. Az elsdrendd derivélt elgjelét vizsgédlva az aldbbi
tdbldzathoz jutunk:
x | —o0;—1] -1 ] —1;00]
y'(x) - 0 +
y(x) N lok. min. v
y(z) értéke —e !

e) Az y"(x) = 0, vagyis az (z + 2) - e = 0 egyenletet kell megoldanunk,

amire x = —2 addédik. A masodrend( derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi
tdblazathoz jutunk:
x | —o0; —2] -2 | —2;00]
y" () - 0 +
y(x) konkdv | infl. pont | konvex
y(x) értéke —2e72

f) Az y(z) fiiggvény hatarértéke —oo-ben:

. . . z . 1
lim y(z)= lim z-*= lim — = lim =0
T——00 T——00 r——oc0 e~ 7T r——o00 —e~ T

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke co-ben:

lim y(z) = lim z-e* = oco.
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h) Mivel
y(—z) = —z-e ",
ezért
y(=x) # y(x),
igy az y fiiggvény nem péros.
Mivel
—y(z) = —x ¢,
ezért
y(—z) # —y(z),

igy az y fiiggvény nem pératlan.

1) Az y fliggvény grafikonja:

101y = e

9 £+

8 1

7 1

6 £+

5 £+

4 1

3 £+

2 1

1 £+
i 1o

j) Az y fiiggvény értékkészlete: [—e~1; 0o
140. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
y'(z) + 4y (z) + By(2) =0, y(0) =1, y'(0) =2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet

A2+ 4N +5=0.
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A masodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D=4%_5.4=16—20 = —4,

igy az egyenletnek két komplex megolddsa van, melyek egymds konjugéltjai.
A megolddsok

= = -2+
’ 2 2 2

Elegendd az egyik komplex szammal tovabb dolgozni, valasszuk példaul a A =
—2 + i megoldast.

Jeloljiik a komplex szdm valds részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy o = —2, § = 1. A differencidlegyenlet dltalanos megoldésa

y(z) = c1 - e - cos(Bx) + cg - €** - sin(fz),
vagyis

2 sinz,

y(x) =c1-e 2 .cosz+cy-e”
ahol ¢, co € R tetszoleges.
A c1 és co szamok kiszdmolasdhoz sziikségiink lesz az ¢/ fiiggvényre is:
y'(z) = —2¢1- e 2. cosr—cy-e T sing —2c9-e 2% sinx+cy-e 2% cos x.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt

1=y(0)=¢ e?cos0+cg-e sin0 = ey,

igy c; = 1. Mdsrészt
2=19(0)= —2¢1-€%-cos 0—cq-e%-sin 0—2¢9-€%-sin 0+co-€%-cos 0 = —2¢1 +co.
Mivel ¢; = 1, ezért co = 4. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

2 —2z

y(z) = e 2 . cosx +4e 2 .sinx = e 2" - (cosx + 4sinz).

Megjegyezziik, hogy azért volt elegendd az egyik komplex szdmmal dolgozni,
mert ha a konjugélttal is felirndnk a megoldast, akkor a koszinusz fiiggvény
parossdga miatt

cos(—px) = cos(fx),
a szinusz fliggvény pdratlansdga miatt

sin(—px) = —sin(fx),

igy ha a karakterisztikus egyenlet méasik megolddsédval irjuk fel a differencidle-
gyenlet megoldasat, akkor is ugyanahhoz a megoldashoz jutunk.
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141. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
y' (@) +4y(z) =0, y(0)=1,4'(0)=1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet

A +4=0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa
D = —-16,
igy egyetlenek két komplex megolddsa van, melyek egymds konjugdltjai. A

megoldasok A\ = 2¢, Ao = —2i. Elegendd az egyik komplex szammal tovabb
dolgozni, valasszuk példaul a A = 2¢ megoldast.

Jeloljiik a komplex szam valds részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy o« = 0, 8 = 2. A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa

y(x) =c1 - € - cos(Bx) + c2 - €** - sin(fx),
vagyis
y(x) = ¢1 - cos2x + ¢g - sin 2z,

ahol cq, c2 € R tetszbleges.

A c1 és co szdmok kiszdmolasdhoz sziikségiink lesz az 3/ fiiggvényre is:

Y () = —2c; - sin 2z + 2¢5 - cos 2z.
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
1 =1y(0) = ¢,

masrészt
1=2¢ = co = —.
2 2= 5
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

1.
y(z) = cos 2z + 5 *sin 2x.
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142. Feladat. Legyen = € R. Oldjuk meg az
y'(x) + 3y (x) + 2y(x) = 22 + 142+ 26, y(0) =8, y'(0) =1
kezdetiérték feladatot a probafiiggvény modszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) +3y'(x) + 2y(x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A2 4+3042=0.
A karakterisztikus egyenlet megoldasai

—-3+1
2 Y

Ao =

vagyis A\; = —1, illetve Ao = —2.
A homogén egyenlet altaldnos megolddsa

yh=rcr-e " +eye
ahol c1, c2 € R tetszodleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat

yp(r) =A-22+B-2+C
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
y;(x) =2A -7+ B,
az y, fliggvény masodrendd deriviltja
Y, (x) = 2A.
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
2A+3-(2A- 2+ B)+2-(A-2*+ B-x +C) = 22° + 14z + 26.
A bal oldalon felbontva a zardjeleket és a tagokat fokszdm szerint rendezve azt
kapjuk, hogy
24 - 2% + (6A +2B) - + 2A + 3B + 2C = 22* + 142 + 26.



21. TETEL: KOZONSEGES MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 201

A megfeleld fokszdmi tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az

2A = 2
6A + 2B = 14
24 + 3B + 2C = 26

egyenletrendszerhez jutunk. Az els egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 1.
Ezt felhaszndlva a masodik egyenletbdl az kovetkezik, hogy B = 4, végiil a
harmadik egyenletbdl C' = 6 adddik.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa
yp(x) = 2 + da + 6.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(r) =cp-e " +cy-e 2 42?4 4z + 6.
Az y fiiggvény derivaltja
Y (r) =—c1-e " —2cy-e "+ 2z +4.
Mivel y(0) = 8, ezért
8=c1 +c2+6.
Mivel y/(0) = 1, ezért
1=—c; —2c +4.

Tehat a c; és ¢y konstansok meghatarozasidhoz a

ct + ¢ + 6 = 8 }

-1 — 2c + 4 =1

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

ci + ¢ = 2
—c1 — 2c = -3 (-

A két egyenletet Osszeadva co = 1 adddik, majd ezt az elsd egyenletbe behe-

lyettesitve azt kapjuk, hogy c; = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) =e % +e 2 + 2% + 42 + 6.
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143. Feladat. Legyen x € R. Oldjuk meg az
y'(x) =y (x) — 6y(x) =12-e*, y(0) =0,y'(0) = ~7
kezdetiérték feladatot a probafiiggvény modszerrel!
Megoldas:
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y"(x) —y'(z) — 6y(x) = 0.

Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

M —X-6=0.
A karakterisztikus egyenlet megolddsai
1+£5
)\1,2 - Ta

vagyis A\ = 3, illetve Ay = —2.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
yh =c1- " + ey e,
ahol ¢, co € R tetszoleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
yp(r) = A - e**

alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja

yp(x) = 2A - %,
az y, fliggvény mésodrendi deriviltja

yp(r) = 4A- e,
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

4A - e —24- ¥ —6A-e*® =122,
vagyis
—4A - ¥ =12 %,

igy A =-3.
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Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
ypla) = =3 >,
Az inhomogén egyenlet dltaldinos megoldasa
y(z) =¢c1 - €3 4oy e — 3.2,
Az y fiiggvény derivaltja
Y (2) = 3c1 -7 — 2c9 -0 — 6. 7.
Mivel y(0) = 0, ezért
0=c +c2—3.
Mivel y/(0) = —7, ezért
—7=3c1 — 2¢c2 — 6.
Tehat a c; és co konstansok meghatdrozdsiahoz a
ca + ¢ — 3 = 0 }
3¢ — 2¢c9 — 6 = -7

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

c1 + Cco = 3

3ci — 2¢c9 = -1 }

Az elsé egyenlet kétszereséhez hozzdadva a masodik egyenletet ¢; = 1 adddik,
majd ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 2.
Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa

y(z) = 37 4 72 — 327,
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