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Bevezetés

A ciklografikus leképezés segitségével sok olyan sikmértani probléméat meg lehet
oldani, amelynek a megoldasa a sikban nehéz volna, igy a feladatot térbeli alakzatok
segitségével oldjuk meg, majd a megoldast visszatranszformaljuk a sikra. Ilyen sikmértani
probléma volt példaul Apolléniusz (i.e.260?-190?7) feladata. Adott a sikban harom kor,
amelyek mindegyike helyettesithetd egyenessel vagy ponttal is, és szerkesztendd az a kor,
mely a harom adott alakzatot érinti. Ez a feladat a ciklografikus leképezés ismeretében
egyszerlien megoldhatd. Ehhez a feladathoz hasonld a kovetkezd probléma is. Adott harom
parhuzamos tengelyli parabola. Szerkesztendd az adott paraboldkat érinté parabola. Ezt a
feladatot akkor tudjuk megoldani, ha megvizsgaljuk, milyen altalanositasi lehetdségei vannak
a ciklografianak.

Az olvaso egy feladatgylijteményt tart a kézében, de az egyes fejezetek eldtt rovid
attekintést is adunk a fejezet elméleti anyagdbdl. Az érdekl6ddk részletesebb leirast J. Z.
Krames: Die Zyklographie cimi munkéjaban talalnak.

A feladatok bemutatasa soran feltételezziik, hogy az olvaso a kétéas projekcio alapvetd

szerkesztéseivel tisztaban van.



A ciklografikus leképezés rovid attekintése

A ciklografia a nem linearis leképezések egyik fajtaja, amely a tér pontjai, €s a sik irdnyitott
korei kozott 1étesit egy kolesondsen egyértelmii megfeleltetést. A ciklografidban a rajz sikja
barmely korének a térben az a pont felel meg, amely a kor kdzéppontjaban a rajz sikjara
emelt merdlegesen van, a kor kozéppontjatol sugarnyi tavolsagban. Igy minden kornek két
pont felel meg, a rajz sikjanak két kiilonb6zé oldalan. Az

egyértelmiiség kedvéért a kort pozitiv (Oramutatd jarasaval / \\
ellentétes) vagy negativ (Oramutatdé jardsaval megegyezo) '
iranyitassal latjuk el, aszerint, hogy a neki megfelel6 pont a rajz |

sikja felett vagy alatt helyezkedik el. Az irdnyitott koroket Laguerre \ /
nyomdn ciklusnak nevezziik. A képsik irdnyitott egyeneseit

dardanak hivjuk. Ez felfoghato végtelen sugarti ciklusként is. A pontot nulla sugari
ciklusként kell kezelniink.

Minden ciklusra és a neki megfeleld térbeli pontra egy 45°-os félnyilasszogii forgaskap
illeszthetd. Ezt a kipot C-kupnak nevezziik.

Egy darda pozitiv normalisanak a darda egy pontjabdl kiindulé azon félegyenest nevezziik,
melybe az adott dardat a kozos pont koriil pozitiv forgasirdnnyal forgathatjuk be és a

normalis merdleges a dardara.

A darda a sikot két félsikra osztja. Amelyik a pozitiv

normalisokat tartalmazza azt pozitiv félsiknak nevezziik.
) L, o .. . ., pozitiv félsik
A ciklushoz hasonlé mdédon a dardara 45°-os d6lésszogl

sikokat illeszthetiink. A két ilyen sik koziil azt, amelyre negativ félsik
igaz, hogy a képsik folott 1évé pontjainak a merdleges
vetiiletei a darda altal meghatarozott pozitiv félsikra esnek, a darddhoz tartozo C-siknak

hivjuk.



Egy ciklus érinté dardaja az a darda, melynek e ciklussal
egyetlen kozos pontja van, és a kozos pontban a ciklus és az /

egyenes iranyitasa megegyezik.

| Az a déarda, melynek az irdnyitdsa nem egyezik meg a k6zos

pontban a ciklus irdnyitasaval, nem valddi érintd.

Két ciklus érinti egymast, ha a hozzéjuk tartozé koroknek : °B

egyetlen k6zos pontja van és a kozos pontban kozos a \

ciklusok érintodardaja.

Két darda szogének értelmezése
Iranyitott szogekkel fogunk dolgozni. Két darda hajladsszoge alatt az elsd
félegyenesnek a masodik félegyenesbe, pozitiv forgdsirannyal torténd beforgatdsa
altal eldallt szogtartomanyt értjiik. (A félegyenesek a metszéspontjukbol a dardak
iranyitasdval vannak meghatdrozva.) Két darda szoge 0° ¢és 360° kozotti érték lehet,
két dardat parhuzamosnak tekintiink, ha tartéegyeneseik parhuzamosak és a dardak
iranyitasa megegyezik. Ha két darda tartoegyenesei parhuzamosak, de az iranyitasuk

ellentétes, akkora két darda szoge 180°.




Egy darda és egy ciklus szogének értelmezése
Darda és ciklus szogét egyenes és kor szogének
koszinuszaval értelmezziik az egyértelmiiség
miatt. Egyenes ¢és kor szoge alatt a korhoz a

ko6zos pontban hiizott érintd és az adott egyenes

ot d
sz0gét értjiikk. Igy cosa =ctgp=—, ahol a az
r

egyenes €s a kor szoge, ¢ a t nyomvonall sik

képsikszoge, K” ezen sik egy pontjanak ciklografikus képe. EbbSl kovetkezik, hogy
egy sik pontjainak ciklografikus képei ugyanolyan szog alatt metszik a sik
nyomvonalat. Ehhez hasonloan déarda ¢és ciklus képzetes szog alatt valdo metszését is

értelmezhetjiik.

Két ciklus szogének értelmezése
Két ciklus szdgén a metszéspontjukban a
ciklusokhoz huzott érintédardak szogét értjiik. Két
ciklus szogének koszinuszdra a kovetkezd
Osszefiiggés adodik: ,
r+1 — 00

cosa =
2rr,

Ehhez a koszinusztételt hasznaltuk fel és a haromszog oldalainak hosszat

eldjeleseknek tekintettiik.

Ha az A” sugara valés, B” sugara képzetes és a két
ciklus szoge 90°, akkor cos 90° =0 miatt

r’+(i-1,) -8, =0
/ Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy valos kor egy képzetes

kort merdlegesen metsz, akkor az a valos kor a képzetes

— kor valds reprezentansat atellenes pontokban metszi.



Itt is kiterjesztjiik két ciklus hajlasszogét arra az esetre is, amikor a két ciklusnak nincs kozds
pontja.

Fontos szerepet jatszik még az egyenes ¢€s a sik ciklografikus képe. Az egyenes ciklografikus
képét linearis ciklussornak nevezziik. Az egyenes képsikra esd merdleges vetiilete a linedris
ciklussor tengelye, a képsikkal valé doféspontja a linedris ciklussor nullciklusa. A sik
ciklografikus képét linearis cikluskongruencianak nevezziik. A sik nyomvonala a linedris

cikluskongruencia tengelye.

1.tétel :
Egy C-alkot6 barmely két pontjanak
ciklografikus képei egymast érintd
ciklusok. Két érintkezo ciklushoz tartozo

térbeli pontok egy C-alkotot hatdroznak

meg.

2.tétel:
Az A? ciklust érinté ciklusokhoz tartozd térbeli

pontok az A pontot vetitd kupfeliileten vannak.

3. tétel:

A képeik egy adott pontjan atmend ciklusok

a ponthoz tartozd6 C-kip pontjainak
ciklografikus képei.




4. tétel :
A C-sik pontjainak
ciklografikus képei a C-sikhoz

tartoz6 darda érintociklusai.

A tételek megforditva is igazak.




Feladatok

1) Mi azon pontok mértani helye a térben, melyek ciklografikus képei
a) két adott dardat
b) egy adott dardat és egy ciklust
c) két adott ciklust

érintenek?

Megoldas:

a) A két adott dardara, mint nyomvonalra illeszthetd egy-egy C-sik metszésvonalanak
ciklografikus képe a kivant tulajdonsaggal rendelkezik. A megoldds tehat egy
egyenes.

b) Az adott darddhoz tartozo C-sik és az adott ciklushoz tartozé C-klp athatasa, azaz egy
masodrendl gérbe a mértani hely.

c) A két adott ciklushoz tartozo két C-kup athatdsanak ciklografikus képei adjak a
megoldast. Két masodrendi feliilet athatasa negyedrendii gorbe, de mivel minden C-
kap ugyanabban a C-korben metszi a végtelen tavoli sikot, ezért a végesben egy

masodrendl gorbe lesz a két C-kup athatasa.

2. Adott két ciklus. Hol vannak azok a ciklusok, amelyekhez tartozo térbeli pontok a két

adott ciklushoz tartozé pont 6sszekotd egyenesére illeszkednek?

Megoldas:
A ciklusok kozéppontjai az eredeti két ciklus centralisdn lehetnek. Legyen a térbeli
egyenesnek a rajz sikjaval val6é doféspontja S. Az azonos irdnyitasi koroknek az S k6zos
kiilsé hasonlosagi pontja, mig az ellentétes iranyitasuaknak S a kozos belsé hasonlosagi
pontja.
Harom esetet kiilonboztethetiink meg aszerint, hogy a két pontot 0sszekdtd egyenes
képsikszoge 45°-nal kisebb, egyenld vele, nagyobb annal. Az elsé esetben az egyenes S
doféspontjabol a ciklusokhoz kozos érintdk huzhatok. Egy-egy ilyen érintd g térbeli

egyenessel egy-egy sikot hatdroz meg.



\

E sikok a térbeli egyenes 0sszes pontjaihoz tartozé vetitoktipoknak k6zos érintdsikjai. Ha
az egyenesnek a rajz sikjaval alkotott szoge 45°-0s, akkor az egyenes pontjaihoz tartozé
korok az S pontban érintik egymast. A vetitkupoknak csak egy kozos érintdsikja van.

Ennek a rajz sikjaval valdé metszésvonala a korok egyetlen kozos érintdje.

[l \d

Ha a térbeli egyenes a rajz sikjadval 45°-nal nagyobb szdget zarnak be, akkor a kozos
hasonlosagi pont a ciklusokon beliil van, igy sem kozos érintdk, sem kozos érintdsikok

nincsenek.

Koncentrikus koroknek olyan egyenes felel meg, amely a rajz sikjara a ciklusok

kozéppontjaban merdleges.



Két egyenld sugart, azonos iranyitdsu ciklusnak két olyan pont felel meg, amelyek
0sszekotd egyenese parhuzamos a képsikkal. Ekkor minden ciklus sugara és iranyitasa

megegyezik.

3) A tér egy altalanos helyzeti sikja pontjainak milyen ciklusok felelnek meg a képsikon?

Megoldas:
Itt szintén harom esetet kell megkiilonboztetniink aszerint, hogy a siknak a képsikkal
alkotott képsikszoge 45°-nal nagyobb, egyenld vele, vagy kisebb nala. Ha a sik
képsikszoge 45°, akkor a sik barmely pontjdnak megfeleld ciklust érinti a siknak a rajz
sikjaval valdo metszésvonala, hiszen a ciklus kozéppontjdnak a térbeli ponttdl vald

tavolsaga egyenld a ciklus kdzéppontjanak a két sik metszésvonalatdl valéd tavolsagaval.

Ha a sik képsikszoge 45°-nal kisebb, akkor a siknak a képsikkal valdo metszésvonala a sik

pontjainak megfeleld ciklusokat nem metszi.

Ha a sik képsikszoge 45°-ndl nagyobb, akkor a siknak a képsikkal valé metszésvonala a

sik pontjainak megfeleld ciklusokat metszi.

A sik barmely két pontjahoz tartozé ciklusok hasonldsdgi pontja illeszkedik a sik
képsikkal valo metszésvonalara.
Ha olyan sik pontjait abrazoljuk ciklusokkal, amely sik a rajz sikjaval parhuzamos, akkor

egyenld sugart és azonos iranyitasu ciklusokat kapunk.
Ha olyan sik pontjait abrazoljuk ciklusokkal, amely sik merdleges a rajz sikjara, akkor

ezeknek olyan ciklusok felelnek meg, melyek kozéppontja a sik és a képsik

metszésvonaldn van, sugara €s iranyitasa tetszoleges.
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4) Adott két, valos kozds érintddardaval nem rendelkezd ciklus: A” és B, valamint egy d

darda. Szerkesztendd az A” és B” altal alkotott linearis ciklussor azon X” eleme, amely

érinti a d dardat.

Megoldas:
A d dardéhoz tartozo C-sik pontjainak képei a d dardat érintd ciklusok, tehat megfelelnek
a masodik feltételnek.
Az A” és B” altal alkotott linearis ciklussornak a térben megfelel egy egyenes. Ezen
egyenes ¢s sik doféspontjanak a ciklografikus képe kielégiti a feladat mindkét feltételét.

A doféspontot az egyenesre illesztett segédsik felhasznalasaval kerestiik meg. (1. dbra)

1. abra

5) Adott két ciklus: K7 és KZ és egy G pont. Szerkesztend8k azok az X” ciklusok,

amelyek K7 -t érintik, KZ -vel a hasonlosagi pontjuk G.

Megoldas
A keresett ciklusok a K7 ciklus és a G pont altal alkotott lineéris ciklussor elemei.
Ennek a térben egy G nyompontti és a K% -nek megfeleld pontra illeszkedd egyenes felel
meg. A K-t érint6 ciklusoknak a térben a K/ -hez tartozé C-kip pontjai felelnek meg.

A keresett X! és X5 ciklusok ezen egyenes és C-kup doféspontjainak ciklografikus

11



képei. A doféspontokat az egyenesre €s a C-kup cstcsara illesztett sik segitségével
kerestiik meg. (2.4bra)

_( Kz) ] Ki

2. abra
6) Szerkesztendo egy adott t dardat cosa = 5 sz0g alatt metsz6 ciklus.

Megoldas

A cosa=ctgp= % Osszefiiggés alapjan X” egy

megoldasa a feladatnak. A feladatnak végtelensok
megolddsa van, mivel a t darda és az R”
ciklushoz tartoz6 térbeli pont altal meghatérozott

sik minden pontjanak ciklografikus képe a kivant

tulajdonsaggal rendelkezik. (3. dbra)

3. abra

7) Adott két darda: t, és t, . Keressiik azokat a ciklusokat, melyeknek a dardakkal bezart

szogei koszinuszainak az aranya adott: cose, :cosa, =2:3.

Megoldas

A t, dardat cosg, =2 szog alatt metsz6 ciklusok egy t, nyomvonalu, ctge, =2
képsikszogli sikot hatdroznak meg. Ugyanigy tartozik a t, darddhoz egy t, nyomvonald,

ctgp, =3 képsikszogl sik. A két sik m metszésvonaldnak ciklografikus képei kielégitik

12
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a feladat feltételeit. Megfigyelhetjiik még, hogy cose, :cosa, = miatt a feladat

feltételeinek minden olyan kor eleget tesz, melynek kozéppontja az m egyenesre
illeszkedik, sugara tetszéleges lehet. Ebbol kovetkezik:
Azok a ciklusok, melyeknek harom adott dardéval bezart szogeik koszinuszainak az

aranya eldre adott, egy koncentrikus ciklussort alkotnak. (4. abra)

4. abra

8) Adott négy darda: t;, t,, t; és t,. Szerkesszik meg azt a ciklust, melyre

. 3
cosq, :cosa, :cosa, =2:(=3):5 és cosq, :_Z!

Megoldas
Az el6z0 feladat szerint az elsd feltételnek egy koncentrikus ciklussor felel meg. Ezek
kozéppontjat megkapjuk a cosa;, =2, cosa, =-3 €s cosa, =5 feltételt kielégitd sikok

metszéspontjaként. A feladat mindkét feltételének eleget tévd ciklus sugarat a

cosa, = —% hatarozza meg. (5. dbra)

13



5. abra

9) Adott harom darda. Szerkesztendd olyan ciklus, mely ezeket adott koszinuszt szogek

alatt metszi: cosa, =—, cosa, =—, COsa; = 5

Megoldas:

A harom darddhoz tartozdé harom sik ko6zos pontjanak ciklografikus képe adja a

megoldast. (6.4bra)

14



6. abra

10) Adott egy A” ciklus, rajta egy P pont és adott egy t darda. Szerkesztendd olyan ciklus,

amely az A” ciklust P-ben érinti, a t dirdat pedig cosa = 2 sz0Og alatt metszi.

Megoldas:
Az A” ciklushoz tartozd C-kup P pontba futd alkotdjanak ciklografikus képe olyan

linearis ciklussor, amelynek minden eleme a P pontban érinti az A” ciklust. A

cosa =ctgep Osszefliggésbdl meghatarozhatd a t dardara illeszkedd, a feltételnek
megfeleld sik képsikszoge. Ezen sik és az emlitett kupalkoté metszésének ciklografikus

képes az X” ciklus a megoldas. (7.4bra)

7. abra

15



11) Adott egy linearis ciklussor az elemeihez tartozo kozos érintddardakkal, és egy t darda.

Szerkesztendd a linearis ciklussor azon eleme, mely a t dardat adott koszinuszu szog alatt

metszi: cosa = —Z.

Megoldas:
A linedris ciklussorhoz tartoz6 egyenes és a t dardara helyezett adott képsikszogl sik

doféspontjanak ciklografikus képe, X” adja a megoldast. (8.4bra)

8. abra

12) Adott két linearis cikluskongruencia a t,, t, tengelyiikkel és az A7, AZ ciklusukkal.

Szerkesztendok azok a ciklusok, melyek mindkét linearis cikluskongruencidhoz

hozzatartoznak.

Megoldas
A két linearis cikluskongruenciahoz tartozé két sik metszésvonalanak ciklografikus képe,
azaz egy linedris ciklussor a megoldds. A lineéris ciklussor nullciklusa a t, és t,
tengelyek metszéspontja. Ez a pont és a két sik azonos magassagban 1évd egy-egy
szintvonalanak metszéspontja meghatarozza a keresett linearis ciklussort. A ciklussornak

egy tetszOleges eleme X”. (9.4bra)

16



9. abra

13) Adott két nem konciklikus dardapar (a hozzajuk tartoz6 linedris ciklussoroknak sincs

kozds elemiik): a,, a, és b,, b,, valamint egy G pont. Szerkesztend6k az A” és B”
ciklusok, amelyek érintik az a,, a, illetve a b,, b, dardadkat és kozds hasonlosagi

pontjuk az adott G pont.

Megoldas
A térbeli feladat két
kitérd egyenes-adott
ponton athalado
transzverzalisanak a
meghatarozdsa. Az adott
pontra és egy-egy
egyenesre illeszkedd két
sik  metszésvonala a
keresett transzverzalis. A
transzverzalisnak az

egyenesekkel valo kozos

pontjai adjak a
megoldast. (10.4bra)

10. abra

17



14) Adott az A” ciklus és rajta egy P pont, valamint adott egy B” ciklus. Szerkesztendd az

A” -t P-ben érint6é, E”-t is érintd ciklus.

Megoldas
Egy C-egyenes ¢s egy C-kup kozos pontjat kell megkeresni. Ezt az egyenesre és a kip
csucspontjara illesztett segédsikkal kereshetjiik meg. A feladatnak egy megoldasa van,

mivel az egyenes parhuzamos egy kupalkotoval. (11.4abra)

—

11. abra

15) Adott egy linearis cikluskongruencia harom ciklusaval, valamint egy lineéris ciklussor két
ciklusaval. Szerkesztendd a linearis cikluskongruencia azon eleme, amelyet az adott

linearis ciklussor is tartalmaz.

Megoldas:
A linearis cikluakongruencia legyen az A”, B”, C” ciklusokkal, a linearis ciklussor

pedig az X”*, Y” ciklusokkal megadva. A térbeli feladat sik és egyenes doféspontjanak

a megszerkesztése. A doféspontot az egyenesre illesztett segédsikkal kereshetjiik meg,

D”. (12. 4bra)

18



12. abra

16) Adott két linearis ciklussor a hozzajuk tartoz6 érintédardakkal: a,, a, és b,, b, és egy
t,, t, dardapar. Szerkesztendd a linedris ciklussorok egy-egy olyan eleme, melyek kdzos

érinté-dardaparja t,, t,-vel parhuzamos.

Megoldas
Az adott t, t, dardakhoz tartoz6 C-sikok metszésvonaldval parhuzamos, a két linearis

ciklussor tartdegyeneséhez tartozo transzverzalis szerkesztése a feladat. (13. abra)

13. abra
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17) Adottak az A”, B*, C”? ciklusok és az A*-n a P, B*-n a Q pontok. Szerkesztendé az
A” -t P-ben érint6 X” és B”-t Q-ban érintd Y” ciklusok, melyeknek C”-vel kdzos a

hasonlosagi pontjuk.

Megoldas
A megoldas analdg a 13. feladat megolddsaval. A kiilonbség az, hogy itt az adott pont
nem a képsikon helyezkedik el. (14.4bra)

14. abra

18) Adott két linearis ciklussor s hozzajuk tartozo érintédardakkal: a,, a, és b,, b, és egy

K” ciklus. Szerkesztendd a K”-n athaladé olyan linearis cikluskongruencia, mely

tartalmaz az adott linearis ciklussorokkal parhuzamos linearis ciklussorokat.

Megoldas
Egy adott ponton athalado, két adott egyenessel parhuzamos sik szerkesztése a térbeli
feladat. Az adott egyenesekkel parhuzamos egyeneseket fektetlink az adott pontra. A két

metsz6 egyenes altal meghatarozott sik adja a megoldast. (15.4bra)
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15. abra

19) Adottak az A”, B*, C*, D” ciklusok. Szerkesztendd adott r sugart ciklus, mely D*-t

érinti és az A”, B”, C” ciklusok altal meghatarozott linearis cikluskongruenciahoz

tartozik.

Megoldas
Az A”, B”, C? ciklusok térbeli megfeleldje egy sik. Ezt a sikot metssziik az adott r

magassagu szintsikkal. A metszésvonallal dofjiik a D” ciklushoz tartozo C-kupot, a
doféspontok ciklografikus képei a keresett ciklusok. Megoldasok szama kettd, egy vagy
nulla lehet. (16.4bra)

16. abra
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20) Adott egy A” ciklus és egy t darda. Szerkesztendd az A” ciklust érintd, a t dardat adott

koszinuszu szog alatt metszd, adott sugaru ciklus.

Megoldas
A dardahoz tartozoé sik és az adott magassagu szintsik metszésvonalaval dofjiik az A”

ciklushoz tartozé C-kupot. A metszéspontok ciklografikus képei a kivant tulajdonsagu

ciklusok. (17.4bra)

17. abra

21)Mi azon pontok mértani helye a sikban, amelyekbdl egy adott K” ciklus o szdg alatt

latszik?

Megoldas:
A mértani hely az adott K” ciklussal koncentrikus kor. Ezt a kort a K” ciklus d szogi
latoszogkorének nevezziik. A szerkesztés menete a 18. abrardl leolvashato. Eldszor a
K”-nek megszerkesztjiik egy 90°-a/2 nagysagn kozépponti szdgét. A szogszar két
helyen metszi a kort. Az egyik metszéspontban megszerkesztjiik az érintét. Az érintének
a masik szogszarral valdo metszéspontja a keresett kor egy pontja, a kor kozéppontja

pedig a ciklus kozéppontjaval azonos. (18.4bra)
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18. abra

22)Adott a t,, t, dirda és a K” ciklus. Szerkesztendk azok a ciklusok, melyek mindkét

dardat érintik és a megadott K” ciklussal kozos érintddardaik egy eldre adott a szoget

zarnak be.

Megoldas
Szerkessziik meg a K” ciklus adott o szogii 14tokorét, jeldljiik ennek a sugarat R-rel, az
eredeti K” ciklus sugara pedig legyen r. Belathatd, hogy azon pontok ciklografikus
képei, melyek az R sugart, r magassagu kup felilletén vannak, olyan ciklusok,
melyeknek az eredeti r sugart ciklussal vett k6zos érintddardai pontosan o szoget zarnak

be. (19.abra)
Vezessiik be a PM=y és KM=R jeloléseket!

A KME, a~PME, a hasonlosagbol kovetkezik,

hogy r_R .
Xy
/ A KMC, a~ PMC, 2 hasonldsagbol kovetkezik,
|.| hogy L R .
Loy

Ebbdl mar l4thato, hogy x =r;.

19. abra
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Ennek alapjan az emlitett ktipot kell dofniink a két adott dardahoz tartoz6 két C-sik
metszésvonalaval. Ekkor a keresett ciklusok ezen két doféspont ciklografikus képei.

(20.abra)

23) Adott egy ciklus, K” és két darda, t, és t,. Szerkesztendd a t, dardat érintd, a t, dardat
adott, cos¢g, =—2 alatt metszd ciklus gy, hogy a megoldas és az adott K” ciklus kdzos

érintddardai egy eldre adott a szoget zarjanak be.
Megoldas

Az elébbi feladathoz hasonloan szerkesztett kupot kell dofniink a két darddhoz tartozo

megfeleld sikok metszésvonalaval. (21. dbra)
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21. abra

24) Adottak a K7, K3, K3 korok. Szerkesztendé a képsik azon pontja, melybdl mindharom

kor azonos szog alatt latszik.

Megoldas
Apolloniusz bebizonyitotta, hogy azoknak a pontoknak a halmaza a sikban, amelyeknek
a sik két adott pontjatdl vald tavolsaguk aranya adott, 1-t6l kiilonb6zd pozitiv szam, egy
olyan kor, amelyeknek kozéppontja a két pont egyenesén van, a sugara pedig az arany
ismeretében kiszdmithatd. Ebbdl belathatd, hogy azon pontok mértani helye a sikon,

melyekbdl két kor azonos szog alatt latszik szintén egy kor, mert LIS allando, ebbdl
)

d, -hez szerkeszttetd d,, hogy %=K legyen. Ebbdl kovetkezik, hogy a pontok egy
2
— r2

koron helyezkednek el, és L = - =illando . (sin(a/2))
1 2
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Ezt felhasznalva megszerkesztjiik azt a K kort, amelynek pontjaibol a K; és a K
korok azonos szog alatt latszanak, majd a Ki kort szerkesztjiilk meg, melynek pontjaibol
a K5 és a K korok latszanak azonos szog alatt. A K} és K| korck P és Q

metszéspontjaibol mindharom kor ugyanazon szog alatt 1atszik. (22.4bra)

22. abra

25) Abrazoljuk egy C-sugarakbol allo paralelogramma csucspontjait ciklografikusan, ha a

paralelogramma sikja merdleges a képsikra.

Megoldas
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Ebben az esetben a paralelogramma téglalap vagy négyzet lehet, mivel az oldalai C-

sugarak. (23.4bra)

23. abra

26) Adott egy g egyenes, az A”, B”, C” ciklusok és rajtuk rendre az P, Q, R pontok.
Szerkesztenddk A”-t P-ben, B”-t Q-ban, C”-t R-ben érintd ciklusok, melyek a g

tengelytl cikluskongruencidhoz tartoznak.

Megoldas
A harom C-alkotd koziil az egyiken kivalasztunk egy tetszdleges pontot: X. Ez a g
egyenessel egylitt meghataroz egy sikot. Ezt a sikot dofjiik a mésik két C-alkotoval. A
metszéspontok ciklografikus képei adjak a tovabbi két megoldast. (24.4bra)
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A linearis nullsor

Az el6zo fejezetben megismert linearis ciklussorokat osztalyozhatjuk a hozzajuk tartozo
térbeli egyenes képsikszoge szerint. Igy megkiilonboztethetiink elliptikus, parabolikus és
hiperbolikus linearis ciklussorokat a ciklussorok ciklusaihoz tartozé érintétavolsagok szerint.
Elliptikus esetben barmilyen nagy valos érintétdvolsdg 1étezik, hiperbolikus esetben nem
létezik valos érinttavolsag, parabolikus esetben barmely két ciklus érintétavolsaga nulla.
Ezen tulajdonsaga miatt a parabolikus lineéris ciklussort linearis nullsornak is szoktak
nevezni. A linedris nullsort egyértelmiilen megadhatjuk a k6zos d érintédarddval és rajta a

ciklusok ko6zds E érintési pontjaval, roviden az (d,E) vonalelemmel. (25.4bra)

25. abra

Feladatok:

1) Adott két linearis nullsor: { N,,N, }. Adjuk meg a nullsorok egy-egy ciklusat ugy, hogy

azok érintkezzenek és az egyik ciklus sugara egy elott adott d tdvolsag legyen!

Megoldas
Az N, -hez tartozé6 ciklus sugara legyen az adott d tavolsag. Ezt a ciklust jeldljik X”-

vel. Ehhez a ciklushoz tartozé C-kup és az N,-hoz tartozo C-egyenes metszete adja az

Y” megoldast. (26.4bra)

29



(0)

26. abra

2) Adott harom linearis nullsor: N,, N,, N,. Adjuk meg N, és N, egy-egy ciklusat ugy,

hogy N, egy adott d sugart ciklusat érintsék!

Megoldas

Az N, lineéris nullsor d sugaru ciklusa legyen X” . Az ehhez tartoz6 C-kup és az N, -hdz

illetve N,-hoz tartoz6 C-egyenesek metszéspontjai adjak az X7 illetve az X7

megoldasokat. Mivel az egyenesek is C-egyenesek, a C-kuppal egy egyenesnek csak egy

kozo6s pontja van. (27.4bra)
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% 0

(d)
(0)

27. abra

3) Adott harom linedris nullsor: N,, N,, N,. Adjuk meg e mullsorok egy-egy ciklusat ugy,

hogy azok egy pontban érintkezzenek)

Megoldas
Vegyik az N,, N,, N;-hoz tartoz6 C-egyenesek C-transzverzalisat! (45°-os

képsikszogii transzverzalis,) A C-transzverzalis és a C-egyenesek metszéspontjai adjak a

megoldast.

4) Adott harom linearis mullsor: N;, N,, N,. Adjuk meg s mullsorok egy-egy ciklusat ugy,

hogy a harom ciklusnak kdzos legyen a hasonlosagi pontja! Mi a mértani helye ezeknek a

hasonlésagi pontoknak?

Megoldas

Az X,, X,, X, megoldasok a harom C-egyenes transzverzalisainak a C-egyeneseken

1évé pontjaibdl adddnak. Harom kitéré egyenes transzverzalisai mésodrendii feliiletet

alkotnak. Ha a megoldasok kozott van végtelen tavoli egyenes: a transzverzalisok
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hiperbolikus paraboloidot alkotnak, ha nincs végtelen tavoli egyenes a transzverzalisok
kozott, akkor hiperbolikus hiperboloidot alkotnak a transzverzalisok. Mivel a
masodrendl feliilet sikmetszete masodrendii gorbe, ezért a hasonldsagi pontok mértani
helye masodrendti gorbe. A feladatnak végtelen sok megolddsa van. A 28.4bra egy

lehetséges megoldast mutat.

28. abra
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5) Adott négy linearis nullsor: N,, N,, N,, N, . Adjuk meg a nullsorok egy-egy ciklusat

ugy, hogy a négy ciklus egy lineéris ciklussorhoz tartozzon!

Megoldas
A feladat négy C-egyenes transzverzalisanak szerkesztésére vezethetd vissza.
Kivalasztunk harom C-egyenest, ezeknek megkeressiik a transzverzélisait, majd a
transzverzalisok alkotta masodrendi feliiletet dofjilk a negyedik C-egyenessel. A
dofésponton atmend, a masodrendl feliileten 1évo, s C-egyenesekkel ellenkezd seregbeli

egyenes a keresett transzverzalis.

6) Adott két linearis nullsor: N, N,. Adjuk meg a nullsorok egymast érintd ciklusai

érintési pontjainak a mértani helyét!

Megoldas
A nullsorok legyenek a (d,,E,) illetve (d,,E,) vonalelemekkel megadva. A
nullsorokhoz tartoz6 C-egyeneseket jeldljiik a,-gyel illetve a,-vel. A K és K jeldlje
a nullsorok érintkezd ciklusait, az érintési pont legyen T,,. A térbeli megfelelSikre
illesztett t egyenes atmegy a T, ponton, metszi az a, €s a, egyeneseket, €s a rajz
sikjaval 45°-o0s szoget zar be. Vegylink fel az a,, a,-n egy A, illetve egy A, pontot
ugy, hogy a rajz sikjatol valo tavolsaguk egyenld legyen. Mivel az a,, a, egyenesek a
rajz sikjaval egyenld szoget zarnak be, ezért a vetiiletben E,A, =E,A,. Vegyilik az EE,
tavolsagot merdlegesen felezd sikot és az A A, tavolsdgot merdlegesen felezd sikot. A

két sik metszésvonala merdleges a rajz sikjara, hiszen mindkét sik merdleges ra. Jeloljiik

a metszésvonalat n-nel! Ekkor n koriil az a, egyenes az a, egyenesbe forgathato, hiszen
a forgatassal az E, pont az E, pontba, az A, pont az A, pontba forgathat6. Az n
egyenes képsikkal valoé metszéspontja legyen N. Mivel az E,NA, haromszog egybevago
az E,NA, haromszoggel, ezért magassagaik is egyenldk. Ebbdl kovetkezik, hogy az a,
ill. a, egyenesek vetiilete érint egy N kozépponta kort. Ha 360°-kal elforgatjuk az a, -et,

hogy visszatérjen dnmagaba, akkor minden pontja egy olyan kort ir le, melynek sikja

parhuzamos a rajz sikjaval, és kozéppontja rajta van a forgési tengelyen. Az igy nyert
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felillet egy egykopenyli forgédshiperboloid. Minden sik, amely a forgastengelyre

illeszkedik a feliiletnek szimmetriasikja. Ha tehat az a, vagy a, egyeneseknek egy olyan

sikra vessziik a tiikorképét, amely az a tengelyre illeszkedik, akkor az igy nyert
egyenesek szintén rajta van a feliileten. Igy nyerjiik a feliilet masik seregbeli alkotoit.

Visszatérve az eredeti feladatunkhoz: az a, és az a, a feliilletnek ugyanazon seregbeli

két kiillonbozé egyenese. A t transzverzalis mindkettét metszi, és a tengellyel
ugyanakkora szoget zarnak be, tehat t a feliiletnek egy masik seregbeli alkotdja, és igy

ennek a rajz sikjaval val6 metszéspontja rajta van a rajz sikjaban 1év6 korén. Tehata T,

pontok mértani helye egy kor. Az a,, a, egyeneseknek végtelen sok 45°-o0s képsikszogl

t transzverzalisa van, a 29. abra egy Ilehetséges megoldast mutat. El0szor

megszerkesztjiik az N kdzéppontt, a,-et és a, -t érintd kort, majd meghatarozzuk az a,,
a, egy t transzverzalisat. Az X{ és X; ciklusok a T,, pontban érintik egymast. A

keresett mertani hely az N kozéppontu, T, -n athalado kor.

29. abra
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Apolloniusz feladatanak ciklografikus megoldasa

Az eredeti Apolloniusz feladat igy hangzik: adott ugyanazon sikban fekvé harom kor.
SzerkesztendOk azok a korok, melyek mindharom adott kort érintik. A feladat megoldasa
leegyszerlisodik, ha a kordket irdnyitjuk, azaz ciklusokkal dolgozunk. Ekkor adott harom
ciklust érinté ciklusokat keresiink. Eddigi ismereteink alapjan tudjuk, hogy a megoldast a
harom ciklushoz tartoz6 C-kupok kozos pontjainak ciklografikus képei adjak. A problémat

igy visszavezettliik harom C-kup athatasanak a meghatarozésara.

Vizsgaljuk eldszor azt, hogy két ilyen kup athatdsa, azaz ko6zds pontjai hogyan

helyezkednek el!

Altalanos esetben két masodrendii kup athatisa egy negyedrendii térgorbe, ha a két
kapnak van két k6zos érintdsikja, akkor az athatds szétesik két kupszeletre. A ciklografikus
vetitkupok olyan kiilonleges helyzetiiek, hogy mindig van két kozos érintésikjuk, amely a
csucsokon atmend g egyenesre illeszkedik. Mivel a két kupnak szamtalan sok parhuzamos
alkotdja van, ezért ezek metszéspontjai szolgaltatjdk az egyik metszet kupszeletet. Ez a
kupszelet a végtelen tavoli sikban van. A masik kipszelet megtalalasa érdekében vegylink
egy olyan metszetet, amely mindkét kip tengelyére illeszkedik. (30. dbra) Ez
mindegyik kupot két atellenes €s egymasra merdleges alkotoban metszi. A négy alkotd olyan
téglalapot hataroz meg, amelynek két atellenes csticsa a kipok csucsa K, K; mig mésik két
atellenes csucsa: A és B az athatas pontjai. Mivel a két kap tengelyén atmend sikra mindkét
kip szimmetrikus, ezért az athatdsi kupszelet is szimmetrikus ra, vagyis sikja merdleges a
tengelyek sikjara. Az athatadsnak két végtelentavoli pontja van, ezért hiperbola. Az A és a B

pontok az athatasi hiperbola csticspontjai, €s M a hiperbola kézéppontja.

35



30. abra

Térjiink vissza a harom C-kip kozos pontjainak a meghatarozasara! Barmely két
kupnak van egy végesben 1€évo athatasi gorbéje (hiperbolaja). Ez 6sszesen harom kupszelet.
Jeloljiik a kupokat K, K, Ks-mal és az athatasi hiperbolakat c;, ¢, c3-mal oly modon, hogy a
K, K, athatasa legyen c3 stb. Nézziink most két ilyen athatasi hiperbolat, c;-et és c,-t! Ezek
sikjanak m metszésvonala mindenképpen tartalmazza c; €s c, kozos pontjait. De ¢; és ¢,
kozos pontjai mindharom kupra illeszkednek, tehdt rajta vannak a cs-on is. Ez tehat azt
jelenti, hogy a harom athatasi kupszelet sikja egy egyenesben metszi egymadst, azaz egy m
sorozoegyenessel bird siksort alkot.

Két kup athatasi sikjanak a rajz sikjaval vald metszésvonala tartalmazza a két kup
alapkorének metszéspontjait, tehat nem mas, mint a két kor hatvanyvonala. Ebb6l kovetkezik,
hogy az elébb emlitett m egyenesnek a rajz sikjaval valo doféspontja nem mas, mint a harom
kor hatvanypontja.

Legyen a K; ¢és K, kapok csticspontjait 6sszekotd g egyenesnek a rajz sikjaval vald
metszéspontja P, akkor a P pontbol a kupok alapkoréhez huzott kozos érintdk a kipok kozos

¢rintésikjainak nyomvonalai. Ezen kozos érintdsikok az egyik kupot a;, a, a masik ktpot b,
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b, alkotokban érintik, a,|la, és b,||b,. Ezen parhuzamos alkotok végtelenben lévo

metszéspontjai szolgaltatjdk az athatdsi hiperbola végtelen tavoli pontjait, tehat az athatasi
hiperbola sikja parhuzamos az a;, a, (vagy a by, by ) érintési alkotdk sikjaval. Az a;, a,
valamint a by, b, alkotopar sikjdnak nyomvonala nem mas, mint a P pontnak a megfeleld kap
alapkorére vonatkozo polarisa. (30. abra)

Ugyanez a gondolatmenet alkalmazhato egy masik kipparra, mondjuk a K; és Ks-ra
nézve is. Ekkor a K; kiipon kapunk egy masik alkotopart (a K;, K3 kdzds érintdsikjai ezekben
érintik a K;-t). Ezek sikja és az a;, a, alkotok sikja egy olyan egyenesben metszi egymast,
amely parhuzamos a paronként vett athatasi sikok m metszésvonalaval.

Legyen a K; és Ks kapok csticspontjait 6sszekotd egyenes g;. Ennek a rajz sikjaval
valé doféspontja Py, és ennek a Ks kip alapkorére vonatkozd polarisa p;. Hasonloképpen
legyen a K; és K; kapok csticspontjait 6sszekotd egyenes g,. Ennek a rajz sikjaval valo
doféspontja P, és ennek ugyancsak a K3 kup alapkorére vonatkozé polérisa p,. Mivel a g; és
2> egyenesek mindharom kup csucsat tartalmazzék, ezért a PP, egyenes a harom kuap
csticspontja altal meghatarozott siknak nyomvonala. Tehat a p;, p2 polarisok metszéspontja,
meg a PP, egyenes polus-polaris vonatkozasban van a K3 kip alapkorére nézve. Ha a
polarisok metszéspontjat a K3 kup csucsaval 0sszekatjiik, olyan egyenest kapunk, amely az

athatasi sikok m sorozoegyenese parhuzamos.

Ezek utdn a tényleges szerkesztés menete a kdvetkezo:
I. Meghatarozzuk a harom ciklus altal alkotott linearis cikluskongruencia tengelyét: t.
II. Megszerkesztjiik a harom ciklus hatvanypontjat: H. (Ez lesz az m sorozoegyenes
nyompontja.)
III. Meghatarozzuk t konjugaltjat valamelyik feliiletre nézve, ezzel megkapjuk a harom
athatasi sik metszésvonalanak az allasat.
IV. A kapott egyenesallassal H-n keresztlil parhuzamost huzunk, igy megkapjuk az m
metszésvonalat.
V. Az m egyenessel eldofjiik valamelyik kuapot. A doféspontok ciklografikus képei

adjak a megoldast a korok egyféle iranyitasa esetén.

Az eredeti Apolloniusz-féle feladatnak nyolc megoldésa van. Ez ciklografikus uton

torténd megoldas esetében a kovetkezoképpen adodik:
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Az adott harom kort irdnyitassal latjuk el, ekkor ciklusokként meghatdroznak egy-egy
C-kupot. Ezekkel a C-kupokkal végrehajtjuk az eldbbi szerkesztést. A harom kort
0sszesen nyolcféleképpen lathatjuk el iranyitassal, ez 6sszesen 16 megoldast adhatna.
De megoldaskoroket tekintve mégis 8 megoldasra kell szamitani. Példaul, ha a K, Ky,
K; korok iranyitdsa rendre +, +, - és -, -, +, akkor a szerkesztésben felhasznalt
térelemek (sikok, kupok, stb.) a rajz sikjara szimmetrikusak, a megoldasciklusok

ellentétes iranyitasuak, de azonos koroket adnak.

Tekintsiik 4t Apolloniusz feladatdnak ciklografikus megoldasat!

31./a abra

Adottak a K, K,, K3 korok, melyek kézos hatvanypontja a hj, és h;s hatvanyvonalak
metszéspontja. Ez a H pont a feladat megoldéasa soran tobbszor fel lesz hasznalva. A koroket
el0szOr azonosan, azaz mindet pozitivan, vagy mindet negativan iranyitjuk. Ezzel eléallnak a
C-kupok, melyek cstucspontjara illeszkedd sik nyomvonala t;. A t; polusa a ks korre nézve T.

A kupok athatasi sikjainak m; sorozdéegyenese parhuzamos a T-t a ks kup csticspontjaval
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Osszekotd egyenessel. Az mj-gyel a ki kapot metszve kapjuk azokat a térbeli pontokat,
melyek a megoldaskorok M;, M, kozéppontjait adjak. A szerkesztést célszerii kotas-
projekcidban elvégezni, ekkor a segédsik (0)-s szintvonala a k3-bdl éppen az érintési pontokat

metszi ki.

(0)

31./b abra

A 31/b. dbran abban az esetben latjuk a megoldast, ha a k; és a k3 ugyantiigy van iranyitva €s
a k, veliik ellentétesen. A kapok csticspontjara illeszkedd sik nyomvonala t;. A t; polusa a kj;

korre nézve T,. A megoldaskorok korok kdzéppontjai: Mz, My.

A 31/c. abran abban az esetben latjuk a megoldast, ha a k; és a k, ugyanigy van iranyitva és a
ks veliik ellentétesen. A kliipok csticspontjara illeszkedd sik nyomvonala t;. A t;3 polusa a ki

korre nézve T;. A megoldaskorok korok kdzéppontjai: Ms, Me.
A 31/d. abran abban az esetben latjuk a megoldast, ha a k, és a k3 ugyantigy van iranyitva ¢€s

a k; veliik ellentétesen. A kapok csticspontjara illeszkedd sik nyomvonala t4. A t4 polusa a kj

korre nézve Ts4. A megoldaskorok korok kdzéppontjai: M7, Ms.
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31./c abra

31./d abra
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Apolloniusz-feladatnak szoktdk nevezni még azokat a feladatokat, amelyeknél az
adott harom kor kozott lehetnek végtelen sugaru korok (egyenesek), és pontta fajult korok is.
Ekkor a feladat szovege igy modosul:

Szerkesztenddk azok a korok, amelyek ugyanazon sikban fekvd egyenesek, pontok és

korok koziil harmat érintenek.
gy harom elembdl all6 ismétléses kombinacio adja a tigabb értelemben vett Apolloniusz-
feladatok szamat. Ezek kkk, ppp, eee, kkp, ppk, eek, eep, ekk, epp, pek. (A megoldasok soran

a harom elem mindig kiilonbo6z0 lesz, egybeesd vagy illeszkedd nem lehet.)

Feladatok
1) Adott hdrom pont. Szerkesztendd a harom ponton atmend kor. (A harom pont nem

kollinearis.)

Megoldas
A megoldas a harom pont alkotta haromszog koré irt koreként is felfoghato. Harom pont
egy kort hatiroz meg, igy egy megolddsa van a feladatnak. A kor kozéppontjat a
haromszog oldalfelezé merdlegeseinek metszéspontja adja. Ciklografikus tton torténd
megoldas esetében a pontokhoz tartozé C-kupok kozds pontja adja a megoldast. Két-két
C-kup athatasi sikja merdleges a képsikra, igy a sorozojuk is merdleges a képsikra. A
pontokat Osszekotd szakasz felezOmerdlegese az athatasi sik képsikkal valo

metszésvonala. (32.abra)

32. abra
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2) Adott harom egyenes. Szerkesztendd a harom egyenest érintd kor.

Megoldas
Ha a harom egyenes parhuzamos, akkor nincs megoldas, hiszen az egyenesekhez tartozé
C-sikok is parhuzamosak lesznek, igy a végesben nincs kozds pontjuk. Ha a hdrom
egyenes egy kozos P pontra illeszkedik, akkor ez a P pont lesz az egyenesekhez tartozo
C-sikok kozos pontja, tehat a harom egyenest érinté kor nem 1étezik, csak ez a P pont.
Ha az egyenesek koziil csak kettd parhuzamos, akkor a harom egyeneshez tartozo C-
sikok kozos pontjanak a ciklografikus képe adja a megoldéast. Ebben az esetben a
megoldasok szama ketté. Altaldnos esetben is az egyenesekhez tartozé C-sikok kozos
pontja adja a megoldast. Az egyenesek kiillonbozo iranyitasa mellett ekkor a megoldasok
szdma négy. A feladatot ilyenkor ugy is felfoghatjuk, hogy a hirom egyenes alkotta
haromszog beirt, és hozzairt koreit keressiik. Ezek kozéppontjait a haromszog bels6d

illetve két kiils6 €és a harmadik belso szogfelezdinek a metszéspontja adja. (33. abra)

33. abra
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3) Adottak: a K} ésa K3 korok és egy P pont. Szerkesztendék a P ponton 4thaladé és a két

adott kort érintd korok.

Megoldas
Itt is a korokhoz illetve a ponthoz tartozd C-kupok athatdsdnak a megszerkesztése a
feladat, csak itt az egyik kup csucspontja a képsikon van. Vizsgéljuk meg, hogy a korok
¢s a pont egymashoz viszonyitott helyzete szerint hany megoldasa van a feladatnak!
Nincs megoldésa a feladatnak az alabbi esetekben:

— ha az egyik kor tartalmazza a masikat €s a pont a kisebb koron beliil vagy mindkét

koron kiviil van.

— ha a két koérnek nincs k6zos pontja €s az egyik tartalmazza a P pontot.

— ha kiviilrdl érintkez6 korok esetén a P az egyik korben van, de nem a centralison.
Egy megoldasa van a feladatnak, ha érintkezd korok esetén a P az egyik korben a
centralison van.

Két megoldas van az alabbi esetekben:

— ha a két kor metszi egymast és a pontot mindkét kor tartalmazza.

— ha a két kor metszi egymast és a pontot mindkét kor tartalmazza. (34. dbra)

— ha a két kor érintkezik és a pont a két kor k6zos érintdjén helyezkedik el.

Héarom megoldésa van a feladatnak, ha a két kor érintkezik, €s a pont a korokon kiviil, de
nem a kozos érintn van.
Négy megoldas van altaldnos elhelyezkedés esetén, tehat a két kornek nincs kozos

pontja, €és nem tartalmazza egyik a masikat, és a pont a korokon kiviil helyezkedik el.

(35. abra)

A 34. abran abban az esetben lathatjuk a megoldést, ha a pontot az egymast metszd

korok egyike tartalmazza.

A H hatvanypont meghatirozdsa: a P-b8l érintét hizunk a K’ korhdz, és az
érintészakasz felezOpontjabol allitunk merdlegest a P-t a kozépponttal 6sszekotd
egyenesre. Bz lesz a P és a K. hatvanyvonala. A koroket ellentétesen irdnyitjuk, ugyanis
a K’-t csak kiviilrl, a Kj-t csak beliilr6l érinthetik a megolddsok. A kipok

csucspontjaira illesztett sik nyomvonala ¢ (athalad a megadott P ponton), a T pont a ¢

polusa K; -re nézve.
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4) Adottak az A, B pontok ¢s a K? kor. Szerkesztendék a két ponton atmend ¢€s a kort érintd

korok.

Megoldas
Az adott K* kor kétféle iranyitasa nem ad kiilonbozé megoldast, mert ekkor a C-kapok a
képsikra szimmetrikusan helyezkednek el, ezért a feladatnak altalaban két megoldésa
van. Tehat a harom C-ktp athatasat kell megszerkeszteni, amikor a harom kap koziil
kettdnek a csucspontja a képsikon van. Nincs megolddsa a feladatnak, ha a két pont

koziil az egyik a koron beliil, a masik a koron kiviil helyezkedik el. (36. dbra)

36. abra

5) Adottak az aj, a, egyenesek és a K* kor. SzerkesztendSk ezeket érint6 korok.

Megoldas
Az iranyitassal ellatott egyenesekhez C-sikokat rendeliink. Ezek metszésvonalaval kell
metszeniink az iranyitott korhoz rendelt C-kupot. Az egyenesek ¢és a kor elhelyezkedése
szerint a kdvetkez0 eseteket kiilonboztethetjiik meg:
— Nincs megoldésa a feladatnak, ha a két egyenes parhuzamos ¢és a kornek nincs kdzos

pontja az egyenesekkel és azok ugyanazon oldalan helyezkedik el.
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Egy megoldas van, ha az egyik egyenest érinti a kor és mindkét egyenesnek
ugyanazon az oldalan helyezkedik el.

Két megoldés van, ha két egyenes parhuzamos és a kor metszi az egyiket, ha
mindkettét metszi, akkor négy megoldas van.

Ha a két egyenes parhuzamos ¢és a kor kozottiik helyezkedik el és érinti valamelyik
egyenest, akkor hdrom megoldds van, ha nem ¢érinti egyiket sem akkor négy
megoldasa van a feladatnak. Ha a két egyenes parhuzamos és a kor érinti mindkét
egyenest, akkor a megoldasok szama ketto.

Ha a két egyenes metszd és a kor metszi mindkét egyenest, akkor a megoldasok

szama nyolc, egyébként négy. (37. abra) Az M; és M’ megoldéasok szerkesztésekor

a K’ -t pozitivan irdnyitottunk. Az M; és M megolddsok szerkesztését az dbra nem

tartalmazza.

37. abra
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6) Adott a P pont, a K kor és a t egyenes. SzerkesztendSk a P-n athalado, a kort és az

egyenest érintd korok.

Megoldas

A ponthoz és az irdnyitassal ellatott korhoz tartozéd kupok athatasi sikjanak és az

iranyitott t egyeneshez tartozd C-sik metszésvonalaval dofjiik az egyik kupot.

Nincs megoldasa a feladatnak, ha a P pontot és a K kort a t egyenes kiilonb6z6
oldalan vessziik fel, vagy ha a kornek és az egyenesnek nincs kdzos pontja és a kor
tartalmazza P-t.

Két megoldésa van a feladatnak, ha a kor €s az egyenes metszi egymast.

Egy megoldas van, ha a kor és az egyenes €rinti egymast és a pont a koron beliil van
vagy az egyenesnek a korrel atellenes oldalan.

Héarom megoldas van, ha a kor érinti az egyenest és a pont az egyenes ugyanazon az
oldalan helyezkedik el, mint a kor.

A tobbi esetben, tehat ha a kornek €s az egyenesnek nincs kozds pontja €s a pont és a

kor az egyenes ugyanazon az oldalan helyezkedik el, a feladatnak négy megoldasa

van. (38. abra)

(0)

Ok
athaotdsi stk
szintvonalai

(N~

38. abra

Az M; és M megoldasok szerkesztésekor a K*-t pozitivan irdnyitottunk. Az M; és

M; megoldésok szerkesztését az dbra nem tartalmazza.
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7) Adott a P pont és a t, t; egyenes. Szerkesztenddk s ponton athaladd és az egyeneseket

érintd korok.

Megoldas
Az irdnyitassal ellatott két egyeneshez tartozd C-sikok metszésvonalaval dofjik a P
ponthoz tartozd C-kupot. A feladatnak nincs megoldasa, ha a két egyenes parhuzamos és

a P pont a két egyenes ugyanazon oldalan van, mas esetekben a feladatnak két megoldéasa

1étezik. (39. abra)

39. abra

8) Adottategyenes ésa K, K> kor. Szerkesztend8k a két kort és az egyenest érinté korok.

Megoldas

A megoldasokat az egyenes ¢és a korok kiilonbozd iranyitasa mellett a C-sik és a C-kupok

kozos pontjainak a ciklografikus képei adjak.

— A feladatnak nincs megolddsa, ha a nagyobb kor tartalmazza a kisebbet ¢s az
egyenesnek nincs kozos pontja a korokkel, és akkor sincs megoldas, ha a korok az
egyenes kiilonbozo oldalan helyezkednek el és nincs kdzos pontjuk az egyenessel.

— Egy megoldas van, ha a korok sugara megegyezik, az egyenest mindkettd érinti és az
egyenes ugyanazon az oldalén helyezkednek el.

— Két megoldds van, ha mindkét kor érinti az egyenest, vagy ha az egyik kor

tartalmazza a masikat, és az egyenes érinti a kiilsé kort.
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Ot megoldas van, ha az egyik kor érinti az egyenest, a masik pedig metszi a kort és
az egyenest is.

Hat megoldéas van, ha az egyik kor érinti az egyenest, a masik kor azzal azonos
oldalon van és nincs k6zos pontja sem a korrel, sem az egyenessel. Hat megoldas van
akkor is, ha a két kor érinti egymast, és az egyenesnek nincs kozds pontja veliik.
Nyolc megoldas van, ha mindkét kor metszi az egyenest és egymast is, vagy ha a
korok az egyenes ugyanazon oldaldn vannak, és nincs kozos pontjuk sem az
egyenessel, sem egymassal. (40.4bra)

Végtelen sok megoldas van, ha a korok az egyenest ugyanabban a pontban érintik. A

tobbi esetben négy megoldasa van a feladatnak.

—(r)

(0 ()
athatdsi sik
szintvonalai

40. abra

Az M} és M; megoldasok szerkesztésekor az adott kdrdket pozitivan iranyitottunk.

Az M; és M, megoldasok szerkesztését az dbra nem tartalmazza. A tovabbi négy

megoldast nem tiintettiink fel.
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9) Adott az A, B pont és a t egyenes. Szerkesztendok A, B-n athalado és a t egyenest érintd
korok.

Megoldas

A megoldast itt is a pontokhoz tartozd C-kupok és az egyeneshez tartozd C-sik kozos

pontjainak a ciklografikus képei adjak.

— Nincs megoldasa a feladatnak, ha a két pont az egyenes kiilonbozé oldalan
helyezkedik el.

— Egy megoldéas van, ha a két pont az egyenes ugyanazon az oldalan, az egyenestol
egyenld tavolsagra helyezkedik el.

— Két megoldasa van a feladatnak minden mas esetben. Az egyenes kétféle iranyitasa

ugyanazt a megoldast adja, mivel a ko6z0s pontok képsikra szimmetrikusan

helyezkednek el. (41. dbra)

41. abra
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Apolloniusz feladatanak altalianositasa: adott kort merélegesen vagy diametralisan
metsz6 korok keresése

Apolloniusz feladatdnak altalanositdsaként foghatd fel az a feladat, amikor adott kordket
merblegesen' vagy diametralisan® metsz6 koroket kerestink.

Egy kort két adott, atellenes pontjaban metszd korok osszessége korsort alkot. Ezt a korsort a
sikjaban elforgatva kornyalabot kapunk. A sik egy rogzitett korét merdlegesen metszo
korokhoz a térben egy egyenld oldali hiperboloid® rendelhetd, amely hiperboloid pontjainak
ciklografikus képei a rogzitett kort merdlegesen metszd korok, a rogzitett kor a hiperboloid
torokkore. A torokkor lehet képzetes (a hiperboloid ekkor kétkopenyil) vagy valés (a
hiperboloid ekkor egykopenyti). Ha a torokkor képzetes, akkor az azt merdlegesen metszo
kor a képzetes kor valds reprezentansat atellenesen (diametralisan) fogja metszeni.

Egy egyenld oldalu hiperboloid tengelyével parhuzamos sikmetszetei mindig olyan egyenld
oldalu hiperbolat eredményeznek, melynek valos tengelye vagy a képsikban van, vagy arra
merdleges. Két ilyen parhuzamos tengelyti hiperboloid athatasa két masodrendti gérbére esik
szét, melyek koziil az egyik vételen tavoli. A végesben fekvd athatdsi gorbe sikja a
hiperboloidok tengelyével parhuzamos, ezért a végesben fekvo athatasi gorbe egyenld oldala

hiperbola.

! Két kor merSlegesen metszi egymast, ha a kozos pontba huzott érintdik egymésra merdlegesek.

? Egy kor egy masik kort diametralisan (atellenes pontokban) metsz, ha a metszéspontokat
0sszekotd szakasz a kisebb sugarti kor atmérdje.

3 Egy hiperboloidot akkor neveziink egyenld oldaltinak, ha a valos és képzetes tengelye egyenld. Ebbél az is
kovetkezik, hogy az aszimptotai egymasra mer6leges egyenesek.
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Az athatasi gorbe meghatarozasanal még felhasznaljuk a kdvetkezd tételt:
Két olyan egyenld oldalu hiperboloid, melyik torokkorei a képsikban vannak, athatési
sikja vetitésik, melynek nyomvonala a torokkoérok hatvanyvonala. Hatvanyvonal

szerkesztése a 42. dbran lathaté modon végezhetd el.

| \ /
képzetes kor valds kor
valdés reprezentdnsa

an
o

képzetes kir képzetes kor

valés reprezenténsa valés reprezent@nsa

42. abra
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A szerkesztések soran gyakran eléfordul, hogy egy hiperbola és egy egyenes metszéspontjait
kell meghatarozni. Ezt mindig a 43. 4bran lathatd centrdlis kollinedcid segitségével

végezhetjiik el.

43. abra

Feladatok

1) Adottak a t;, t, darddk és a K* kor. Szerkesztendék azok a ciklusok, melyek a két dardat

érintik, és a kort merdlegesen metszik.

Megoldas
A két C-sik metszésvonalaval dofjiik a K* korhoz tartozé egykopenyti hiperboloidot. A
szerkesztés menete s kovetkezo:
I. a két C-sik metszésvonaldra vetitdsikot helyeziink és a hiperboloidot metssziik a

vetitdsikkal.

II. A sikmetszetet a képsikba forgatjuk.

III. Centrélis kollineacid segitségével megkeressiik a sikmetszet-hiperbola és az m
metszésvonal metszéspontjait.

IV. A metszéspontokat visszaforgatjuk. (44.4bra)
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44. abra

2) Adott a t;, t, darda és a K* kor. Szerkesztend6k azok a ciklusok, melyek a t; dardat o,

sz0Og alatt metszik, melyre cosa, = 3’ a t; dardat érintik, a kort pedig atellenes pontokban

metszik.

Megoldas
A K* korhoz tartozé kétkdpenyti hiperboloidot a t; dardahoz tartozé C-sik és a tp
dardadhoz tartozé adott képsikszogli sik metszésvonaldval dofjik. A kozds pontok

ciklografikus képe a megoldas ciklus. (45.4bra)
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45. abra

3) Adott a t;, t, darda és a K> kor. Szerkesztenddk a dardékat adott koszinusza szogek alatt

P . . 2, 3
metsz0, a kort merdlegesen metszd ciklusok. (cosa, = 3 és cosa, = 2 legyen)

Megoldas
A dardakhoz megszerkesztjiik az adott képsikszogli sikokat, majd ezek metszésvonalaval
dofjik a K* korhoz tartotd egykopenyii hiperboloidot. Ehhez elészor megkeressiik a
hiperboloid sikmetszetét a metszésvonal vetitdsikjaval, ez egy hiperbola és ennek

keressiik a metszéspontjat a két sik metszésvonalaval centralis kollinedcio segitségével.
(46.4bra)
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46. abra

4) Szerkesztenddk adott sugart, adott két kort atellenes pontokban metsz6 korok.

Megoldas
Az adott két korhoz tartozd két kétkdpenyl hiperboloid athatasi sikjanak és az adott
magassagu szintsiknak a metszésvonaldval dofjiik valamelyik hiperboloidot. Két
képzetes kor hatvanyvonaldnak szerkesztésével mar a bevezetdben talalkoztunk. Ez lesz

a két hiperboloid athatasi sikjanak nyomvonala. Most is centralis kolline4cio segitségével

szerkesztjiik meg a hiperbola és a metszésvonal kdzds pontjait. A megoldaskdroket K. -

vel illetve K -vel jeldltiik. (47.4bra)

56



s (0y) 0y (m)

47./a abra
A 47/b abran adott magassagban 1évé metszetkorok segitségével oldottuk meg a

feladatot.

47./b abra
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5) Adottak a K", K, KZ ciklusok. Szerkesztendék a K/ -t és KZ -t érinté, K -t atellenes

pontokban metszd ciklusok.

Megoldas
A K7-hez és KZ-hez tartozd C-kapok és a KZ-hez tartozé kétkdpenyti hiperboloid
athatasa adja a megoldasokat. Eldszor a két C-kup athatési sikjat hatarozzuk meg, majd
egy C-kup ¢és a kékkopenyll hiperboloid athatasi sikjat. A két athatdsi sik
metszésvonalaval dofjiik az egyik C-kupot, a doféspontok ciklografikus képei, X/ és
X? a megoldascikusok. Az 4thatasi sikok metszésvonalanak meghatarozasakor Monge-

rendszereket vezettiink be, ezek segitségével a szerkesztés egyszerlibben végezhetd el.

48. abra
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6) Adott a K* kor és a g egyenes. Szerkesztendok a kort atellenes pontokban metszd és az

egyenest érintd korok, melyek sugara eldre adott.

Megoldas
Az egyenesre illeszkedd C-sik €és a szintsik metszésvonalaval dofjiik a korhoz tartozo
kétkopenyti hiperboloidot. A hiperboloidnak az adott szintsikban 1évd kormetszetét
keressiik meg. A feladatnak kettd, egy vagy nulla megoldasa van attdl fiiggden, hogy a

C-sik és a szintsik metszésvonalanak kettd, egy vagy nulla kozds pontja van a

kétkdpenyi hiperboloiddal. A megoldaskérdket K -vel illetve K -vel jeldltiik. (49.4bra)

49. abra

7) Adott a K;, K3 kor és egy t darda. Szerkesztendék a K; kort merdlegesen, a K5 kort

diametralisan, a t dardat adott koszinuszu szog alatt metszd ciklusok. (cosa :7

legyen)
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Megoldas
A K] kérhdz tartozd egykdpenyii hiperboloid és a K korhdz tartozé kétkdpenyt

hiperboloid athatasi sikjat kell el6szor meghatarozni. Ehhez sziikség van egy valds és
egy képzetes kor hatvanyvonalanak a meghatdrozasara. Ezzel a szerkesztéssel mar
talalkoztunk a 42. abran. Utdna meg kell hatdroznunk ennek az athatasi siknak és a t
déardara illeszkedd adott képsikszogii siknak a metszésvonalat, majd ezzel az egyenessel
dofjik valamelyik hiperboloidot. A doféspont meghatarozasat centralis kollineacid
segitségével hajtjuk végre. A megoldasok szdma nulla, egy vagy ketté lehet. A

szerkesztést az 50. abran lathatjuk.
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50. abra
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8) Adott a K7, K3 kor és egy t darda. Szerkesztenddk a két kort merdlegesen, és az adott

. : 1
dardat adott koszinuszu szog alatt metsz6 ciklusok. (cosa = > legyen)

Megoldas

Meghatarozzuk a két korhoz tartozoé két egykopenyti hiperboloid athatasi sikjat. Ennek a
siknak megkeressiik a metszésvonalat a t darddhoz tartozd adott képsikszogh sikkal.
Ezzel a metszésvonallal dofjiik valamelyik hiperboloidot. A két egykdpenyii hiperboloid
athatési sikjanak nyomvonala a hiperboloidok torokkoreinek hatvanyvonala. Ezek most
valos korok. Két valos kor hatvanyvonalanak a meghatarozasat a 42. abran lathatjuk. Az
egyenes ¢s az egyik hiperboloid doféspontjait most is centralis kollineacid segitségével

kerestiik meg. A megoldasok szama nulla, egy vagy kettd lehet. (51.4bra)

51. abra
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9) Adott egy K;, K kor és égy t darda. Szerkesztenddk a K’ kort merélegesen, K> kort

diametralisan metsz6é ciklusok, melyek a t dardat adott koszinuszl szog alatt metszik.

(cosa = % legyen)

Megoldas

Meghatirozzuk a K’ korhoz tartozé egykdpenyii hiperboloid athatési sikjat a K5 kérhoz

tartozd kétkopenyli hiperboloiddal. Az 4thatasi sik nyomvonala egy valos és egy

képzetes kor hatvanyvonala. A szerkesztést a 42. 4dbran lathatjuk. Meghatdrozzuk az

athatdsi sik és a darddhoz tartozé adott képsikszogli sik metszésvonalat. Ezzel a

metszésvonallal dofjiik valamelyik hiperboloidot. A doféspontok ciklografikus képe adja

a megoldast. Megoldasok szama nulla, egy vagy kettd lehet. (52. dbra)
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52. abra
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10) Adott egy K7, K3 kor és egy t darda. Szerkesztend6k mindkét kort diametralisan metszd

¢és a dardat érint6 ciklusok.

Megoldas
Meghatarozzuk a két korhoz tartozod kétkopenyli hiperboloidok athatédsi sikjat. A sik
nyomvonala a két képzetes torokkor hatvanyvonala. A hatvanyvonal szerkesztését a
42 .4bran figyelhetjiik meg. Az 4thatasi siknak megkeressiik a metszésvonaléat a dardahoz
tartozd C-sikkal. A metszésvonallal dofjiik valamelyik hiperboloidot. A megoldéasok
szama itt is nulla, egy vagy kett lehet aszerint, hogy a metszésvonalnak hany kozds

pontja van a hiperboloiddal. A szerkesztés az 53. dbran lathato.

53. abra
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11) Adottak a Kf , K; , K§ korok. Szerkesztendo mindharmat diametralisan metszo kor.

Megoldas

Meghatarozzuk két-két korhoz tartozéd két-két kétkopenyl hiperboloid athatasi sikjait. A
harom sik k6z6s pontja adja a megoldast.

A feladatot masféleképpen is megoldhatjuk, Ehhez vizsgéljuk meg, milyen kapcsolat van
a gombi pontok ciklografikus képei és a képsikban fekvé gombi fokor kozott! (A gdmb
kozéppontja a képsikon van.) A gdmb feliiletén valasszunk ki egy tetszéleges P pontot és
szerkessziik meg P-nek P” ciklografikus képét! Mivel P képe egy akkora sugart kor,
amekkora tavolsagra van P a képsiktol, ezért a P pont P? képét a fokor diametralisan

metszi. Ez tetszOleges gdmbi pontra fenn all. (54.4abra)

54. abra
Tétel
Azon korok Osszességéhez, melyeket egy adott kor atellenes pontokban metsz, a
térben egy olyan gomb tartozik, melynek fokdre az adott kor.
Megforditva
A gombon 1évo pontok ciklografikus képét a gomb egy fokore atellenes pontokban
metszi, ha a gdmb kozéppontja a képsikon van.
Ezek utan a 11. feladat megoldasa a kovetkezd
A hérom ciklushoz tartoz6 harom pont meghataroz egy sikot. A gombnek ezzel a sikkal

valo sikmetszete a hdrom pont altal meghatarozott haromszog kortlirt kore. Ezt a harom
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pont altal meghatarozott sik képsikba forgatisa utdn hatarozzuk meg. Ennek
kozéppontjaban merdlegest allitunk a sikjara, ennek a merdlegesnek a képsikkal valod

doféspontja adja a gdmb fokorének a metszéspontjat. (55.4bra)

55. abra
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12) Adottak a Kf , K; , K§ korok, Szerkesztendd olyan kor, melyet mindharom adott kor

atellenes pontokban metsz

Megoldas
Az adott harom korhoz, mint fokorhoz tartozd harom gomb ko6zds pontjat kell

megszerkeszteni. (56.4bra)

56. abra
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13) Adott a K] képzetes kor és a K3, K2 valos kor. Szerkesztendék azok a korok, melyek

mindharom kort merélegesen metszik.

Megoldas

A K; kort és a K kort merblegesen metsz8 korokhoz két egykdpenyt
forgashiperboloid tartozik. A K} képzetes kort merdlegesen metszd kordk a képzetes kor

valds reprezentdnsat atellenes pontokban metszik, tehat K’ kort atellenes pontokban

metszd korokhoz egy kétkopenyli forgashiperboloid tartozik. A harom feliilet k6zos
pontjai adjak a megoldast. Két ilyen feliilet 4thatasi sikja vetitosik. Meghatarozom két-
két feliilet athatasi sikjanak metszésvonalat, ez vetitdegyenes. Megkeressiik valamelyik
hiperboloiddal valo doéféspontjat. Ezek a képsikra szimmetrikusan helyezkednek el, igy a
két megoldas egybeesik. (57. abra)

57. abra
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Az Apolloniusz-feladat tovabbi altalanositasa: egy ciklust tetszoleges valdés vagy
képzetes szogben metszo ciklusok keresése

Ebben a fejezetben olyan feladatok szerepelnek, amelyekben egy ciklust tetszdleges valos
vagy képzetes szdgben metszd ciklusokat keresiink. Ebben a fejezetben foglalkozunk
ciklushoz olyan ciklus konstrudlasaval, amelynek az eredeti ciklussal elére adott nagysagu az

érintétavolsaga.

58. abra

Az 58. dbran adott egy A” ciklus . Keressiik azokat a ciklusokat, melyek ezt a ciklust
1 . .
cosq = > sz0g alatt metszik. Ezen ciklusokhoz tartoz6 pontok a térben egy egyenld oldalu,

egykopenyli forgédshiperboloidot hatdroznak meg, melynek nyomgoérbéje az adott ciklus.

Bebizonyithatd, hogy teljesiilnek a kdvetkezd dsszefiiggések:

m ,
cosa=— és r’ =m?*+a’ ahol
r

m: az irdanykup alapkorének sugara,
r: az adott ciklus sugara,

a: a hiperboloid torokkdrének a sugara.
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Ezt a hiperboloidot kell megkonstrualnunk. A hiperboloid pontjainak ciklografikus képei az

. | S .
adott ciklust cosa = 5 sz0g alatt metszik.

Vizsgaljuk meg azokat az eseteket, amikor egy ciklust képzetes sz0g alatt metszd ciklusokat

keresiink!

59. abra

Az 59. abran adott a B” ciklus. Keressiik azokat a ciklusokat, melyek cos 3 = —% szOg alatt

metszik az adott B” ciklust. Az eljaras az el6z6hdz hasonlé. Itt a hiperboloid egyenlé oldaly,
m .

de kétkdpenyli. A cos f=— ésaz m> =a’+r° Osszefliggés érvényes. A negativ eldjelet a
r

1” ciklus B”-vel ellentétes irdnyitasaval vessziik figyelembe.
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Adott egy C” képzetes sugart ciklus. Keressiik azokat a ciklusokat, melyek cos y :% sz0g

: o m o . i1 o
alatt metszik. Itt is érvényes a cosy =— Osszefliggés, ebbdl cosy =—=— 0Osszefliggés
r

alapjan megadhaté az 1” ciklus sugara. A hiperboloid egyenlé oldalt, kétkopenyii és az

a’=m’ +1° Osszefliggés érvényes, ahol r a képzetes kor valos reprezentansanak a sugara. A

szerkesztést a 60. abran végeztiik el.

e
N

a

}=

60. abra

Most szerkessziik meg a D” ciklushoz azokat a ciklusokat, melyeknek D”-vel elére adott, a

nagysagu érintétavolsaga van. Most is konstrudlunk egy egykdpenyii hiperboloidot, most D”

lesz az iranykup cstcsanak a képe és ehhez szerkesztjiik meg a hiperboloid nyomgdrbéjét az

r’ =m’+a’ Osszefiiggés alapjan, ahol r a keresett nyomgérbe sugara, m az adott irdnykup

sugara, az a az adott érintétavolsag. (61. abra)
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61. abra

A C-gorbére illeszkedd nemelfajulé masodrendil feliileteket C-gdmbdknek nevezziik. A C-

gombok ciklografikus képét ciklusgdmbnek hivjuk.

A feladatok megoldéasa soran gyakran meg kell hatdroznunk harom C-gémb kozds pontjait.
Legyenek adottak az (A”,1%), (B*,J%), (C*,K”) C-gombdk, ahol A”, B*, C” ciklusok a
hiperboloidok, az 17, J*, K” ciklusok pedig az iranyktipok nyomgérbéi. Az A*, B*, C*
ciklusok kozott lehetnek képzetesek is. A harom C-gdmb athatasa altalaban két pont.

Vessziik az [17,]7,K”] cikluskongruencia t tengelyének p polaregyenesét az 1%, J*, K”
ciklusok valamelyikéhez tartozo C-kiipra nézve. Ezt az egyenest eltoljuk az A*, B*, C”

ciklusok hatvanypontjaba. Az igy kapott egyenes €s valamelyik hiperboloid doéféspontjai

adjak az athatési pontokat. Ezt most is centralis kollineacio segitségével hatarozzuk meg.
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Feladatok

1) Adott a t;, t, darda és a K”* ciklus. Szerkesztenddk azok a ciklusok, melyek a t, t

dardakat érintik és a K” ciklust a szOg alatt metszik, ha cosa = 3

Megoldas
A t, t, dardakhoz tartozd C-sikok metszésvonalanak a K” ciklushoz tartozd

hiperboloiddal valé doféspontjai adjak a megoldéasokat. Az adott ciklus lesz a hiperboloid

v 1 g- . . , , m .. N .
nyomgorbéje, az aszimptotikus kip sugarat a cosa =— 0sszefliggésbol hatarozzuk
r

meg. A hiperboloid egykdpenyi lesz, torokkdrének sugara az 1’ =m’+a’
Osszefliggésbdl szerkeszthetd. A feladatnak nulla, egy vagy két megoldasa van. A

szerkesztés a 62. dbran lathato.

62. abra
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2) Adott aty, t, darda és a K” ciklus. Szerkesztendék azok a ciklusok, melyek a t; dardat o

szogben metszik, a t, dardat érintik és a K” ciklust 3 szogben metszik, ha cosa = 3 és

1

cosff =
'62

Megoldas

Megszerkesztjiik a t; dardahoz tartozo sik és a t, dardahoz tartozo C-sik metszésvonalat,

megkonstrualjuk a K” ciklushoz tartozé C-gémbét. Az adott ciklus a C-gdémb

nyomgorbéje lesz. Az iranykilp nyomgorbéjének sugara cos ﬂzm Osszefliggés ¢€s
r

cos :5 ismeretében megszerkeszthetd. A torokkdr sugara r* =m’ +a’ segitségével

keresheté meg. A megoldas-ciklusokat a két sik metszésvonalanak a C-gombbel vald
doféspontjainak ciklografikus képei adjak. A doféspontokat centralis kollineacio
segitségével kereshetjilk meg. A megoldasok szama kettd, egy vagy nulla lehet. (63.
abra)
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63. abra

3) Adott a t, t, darda és a K” ciklus. Szerkesztenddk azok a ciklusok, melyek t;-et érintik,

. . 3
to-vel ¢ szdget zarnak be, és a K” ciklust y szdgben metszik, ha cosq):—z és

i
COS =—.
V=3

Megoldas
A megoldas menete az el6z0 feladat megoldasmenetével azonos. A kiilonbség az, hogy

itt képzetes szogben valdé metszésekkel talalkozunk. Itt a C-gomb kétkopenyl

hiperboloid és az a’ =1° + m” dsszefiiggés érvényes. (64. abra)
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64. abra

4) Adott a ty, t; darda és a K?” ciklus. Szerkesztendék azok a ciklusok, melyek t;-et a, t-t S

szogben metszik és K”-vel adott a nagysag érintétivolsaguk van, ha cosa =§ és

1
cosf=——.
d 2

Megoldas
Megszerkesztjiik a dardakhoz tartozd sikok m metszésvonalat. Megkonstrudljuk a
ciklushoz tartozé C-gombot: Az adott ciklus az irdnykip nyomgorbéje lesz, az adott
tavolsag a torokkdr sugara. Az r’ =m’+a’ Osszefiiggésbdl szerkeszthetd a C-gomb
nyomgorbéjének sugara. A megoldasokat az m metszésvonalnak a C-gombbel vald
doféspontjainak ciklografikus képei adjak. Megoldasok szama nulla, egy vagy kettd
lehet. El6fordulhat, hogy az m metszésvonal a C-gombre illeszkedik. Ebben az esetben

végtelen sok megoldas létezik. (65. abra)

75



65. abra

5) Adotta K/ és KZ ciklus, és K/ -n egy P pont. Szerkesztendék azok a ciklusok, melyek

K7 -t a P pontban érintik és K7 -vel adott a érintétavolsaguk van.

Megoldas
A K7 ciklushoz tartozé C-kup a ponton 4thalad6 alkotdjaval dofjiik a K2 -hez tartoz6 C-

gombot. A C-gobmbdét az eléz0 feladatban szerepld C-gémbhoz hasonloan

konstrualhatjuk meg. A doféspontokat centrdlis kolline4cioval hatarozzuk meg. (66.

abra)
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(X))

(f)

XZ

66. abra

6) Adott egy linedris ciklussor és egy K” ciklus. Szerkesztenddk a ciklussor azon elemei,

amelyek a K” ciklust i szogben metszik, ha cosy = % .

Megoldas
A megoldas-ciklusok a ciklussor tartoegyenesének a C-gémbbel vald déféspontjaihoz

tartoznak. A C-gomb egykopenyli forgashiperboloid. Az adott ciklus a nyomgorbéje.

: 3 .
Iranyktpjénak sugara cosy :Z:E Osszefiiggés alapjan szerkeszthetd, a torokkor
r

sugaraaz r’ =m’ +a’ Osszefliggésbol. (67. abra)
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67. abra

7) Adott harom ciklus : K/ ; KZ és K? . Szerkesztendék azok a ciklusok, melyek K/ -vel

és K7 -vel kozods hasonlésagi pontiak és K% -t y szogben metszik, ha cosy = 2i.

Megoldas
A K7 és K? ciklusokhoz tartoz6 pontok meghatéroznak egy egyenest. Az egyenesnek a
K? ciklushoz tartozd C-gémbbel valdé doféspontjai adjék a megoldast. A C-gdmb
kétkopenyt hiperboloid. Az adott ciklus a hiperboloid képsikkal valé metszetgorbéjének,

ami egy képzetes kor, a valos reprezentansa. Az irdnykup nyomgorbéjének a sugara a

cosy =—=2i=—-, s torokkdér sugara pedig az a’=r’+m’ Osszefiiggésbdl
r i

szerkeszthetd. A doféspontokat most is centralis kollineacid segitségével kereshetjiik

meg. (68. abra)
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(X)

68. abra

8) Adott két ciklus : K és KZ. Szerkesztend6k azok a ciklusok, melyek K -vel y szdget

zarnak be, K7 -vel adott a érintétavolsaguk van és sugaruk elére adott R nagysagu, ha

cosy = —%. (Az R elgjeles tavolsag.)

Megoldas

K7 -hez és KZ-hez egy-egy hiperboloid tartozik. Ezeket megkonstrualjuk. A K/ a

hozz4 tartozé egykdpenyti hiperboloid nyomgdrbéje lesz, a KZ a hozza tartozo, szintén

egykdpenyii hiperboloid irdnyktpjanak nyomgdrbéje lesz. A tobbi adatot a cosy = M &
r

az " =m’+a’ Osszefiiggésbdl lehet megszerkeszteni. Megkeressiik a hiperboloidok
adott R magassagu paralelkoreit. Ezek metszéspontjaihoz tartozé ciklusok adjak az X”

és Y” megoldasokat. A megoldasok szdma a paralelkorok egymashoz viszonyitott

helyzetétdl fiiggden nulla, egy vagy kettd lehet. (69. dbra)
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(ML, (5] /]ty (My) ty

69. abra

9) Adott a t darda és a K" , K? egyenld sugaru ciklus. Szerkesztenddk azok a ciklusok,

. 3
melyek K”-vel és K% -vel w szdget zarnak be, és a t dardat érintik, ha cosy = 7

Megoldas
A K”-hez 4s a KZ-hez tartozik egy-egy hiperboloid. A két hiperboloid egybevago,

Megkonstrualasuk ugyanugy torténik, mint s 6. feladatban. Athatasi sikjuk a képsikra
merdleges lesz. Megkeressiikk ennek a siknak a darddhoz tartozo sikkal wvalo
metszésvonalat. A megoldasokat valamelyik hiperboloid és az m egyenes doféspontjai

adjak. A doféspontokat centralis kollineacio segitségével kereshetjiik meg. (70. abra)
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70. abra

10) Adott a t darda és a K7, KZ ciklus. Szerkesztenddk azok a ciklusok, melyek a t dardat «
: : . . 1
szogben, a K/ ciklust y szogben metszik, a K2 ciklust pedig érintik, ha cosy =3 és
o =45°.
Megoldas

A K7 ciklushoz tartozé hiperboloid és a K? ciklushoz tartozd C-kup athatési sikjéanak és

a t dardahoz tartozo siknak a metszésvonala az m egyenes. A C-kip és az m egyenes
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kozos pontjai adjak a megoldasokat. A C-kup és a hiperboloid athatési sikjat Monge-
rendszer bevezetésével kerestiik meg. Ez az athatési sik masodik vetitdsik és a C-kuap és
az egykopenyl hiperboloid irdnykupjanak az athatasi sikjaval parhuzamos, a képsikkal
valé metszésvonala az adott két kor hatvanyvonala. Az adott K ciklus a C-gémb

nyomgdrbéje, iranykapjanak sugara a cosy = % -0 Osszefiiggésbol szerkeszthetd. (71.
r

abra)

71. abra
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11) Adott a t darda és rajta egy P pont, és a K7, K? ciklus. Szerkesztenddk azok a ciklusok,

amelyek a t dardat a P pontban érintik, a K/ ciklust y szdgben metszik, a K5 ciklussal

adott a érintétavolsaguk van. Mikor van megoldésa a feladatnak?

Megoldas
Megkonstrualjuk a ciklusokhoz tartozo hiperboloidokat. Egyek végesben 1évo athatdsa
egy hiperbola. A feladatnak akkor van megoldésa, ha ennek a hiperboldnak ¢és a P
ponthoz és a t dardédhoz tartozé C-egyenesnek van kozos pontja. A megoldasokat ekkor a

ko6zos pontok ciklografikus képe adja.

12) Adott egy lineéris cikluskongrucncia és a K, K7 ciklus. Szerkesztend8k azok a

ciklusok, melyek a K”-t i szdgben metszik, K -vel adott a érintétavolsaguk van és az

adott kongruencia elemei, ha cosy zg .

Megoldas
A K7”-hez és a KZ-hez tartoz6 hiperboloidok athatasi sikjénak és a cikluskongruencia
sikjanak metszésvonala m. (A cikluskongruencia a t tengelyével és A” ciklusaval van
megadva.) A megoldasokat az m metszésvonal és valamelyik hiperboloid d6féspontjai
adjak. A hiperboloidok konstrualasa az el8z8 feladatokhoz hasonléan torténik. A K7 a
hozza tartozé hiperboloid nyomgorbéje lesz, a K7 a hozza tartozd hiperboloid
iranykupjanak nyomgorbéje. A hiperboloidok athatasi sikja iranykupjaik athatasi sikjaval
parhuzamos, nyomvonala a nyomgorbék hatvanyvonala. Ezt Monge-rendszer

bevezetésével kerestik meg. A metszésvonal valamelyik hiperboloiddal vald

doféspontjat centralis kollineacidval hatdroztuk meg. (72. abra)
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13)Adott a K/, K’ valés ciklus és a K7 képzetes ciklus valés reprezenténsa.

Szerkesztenddk azok a ciklusoké melyek K/ -t y,, KZ-t w,, KZ-t y, szogben metszik,

ha cos —i cos ——Eéscos —i
¥ 5’ ¥, ) Vs 7

Megoldas
Harom C-gomb athatdsi pontjai adjdk az X”, Y” megoldas-ciklusokat. Elészor
megkonstrualjuk a C- gomboket.
Az adott ciklusok a C-gombok nyomgorbéi lesznek. A megfeleld 0sszefiiggések alapjan
megszerkeszthetOk az iranykipok nyomgorbéi is. Vessziik az iranykupok alkotta
cikluskongruencia t tengelyének valamelyik irAnyktpra vonatkozd t polaregyenesét. Ezt
az egyenest eltoljuk a C-gombdk nyomgdrbéinek hatvanypontjadba. Az igy kapott

egyenes ¢és valamelyik hiperboloid doféspontjai adjak az athatdsi pontokat. A

hatvanypont szerkesztésénél ne felejtsiik el, hogy a K7 ciklus képzetes! (73. abra)
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73. abra
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14) Adott a K7, K7 és K? ciklus. Szerkesztend8k azok a ciklusok, amelyeknek az adott

ciklusokkal adott e, e;, e; érint6tavolsdguk van. Az adott ciklusok kozott lehetnek

nullciklusok, vagy képzetes ciklusok is.

Megoldas
A megoldast most is harom C-gdmb athatasi pontjai adjak. A kiilonbség az, hogy most az

adott ciklusok a C-gombok iranykupjainak nyomgorbéi, az érintétavolsagok a torokkor

sugarai. A nyomgorbék az r* =m’ +a’ segitségével szerkeszthetdk.

15) Az el6z6 feladatot oldjuk meg abban az esetben, amikor az adott ciklusok kézéppontjai

egy egyenesre illeszkednek, a K nullciklus és az érintdtivolsiagok egyenld hosszuak.

Megoldas
A megoldasokat harom specidlis helyzetli C-gomb athatdsa adja. Monge-rendszert
vezetiink be. Az athatdsi sikok masodik vetitdsikok, melyek siksort alkotnak és a
metszésvonaluk masodik vetitdegyenes. A képsikkal parhuzamos m metszésvonalnak
valamelyik hiperboloiddal valé doféspontjai adjak a megoldasokat. Az adott ciklusok a
C-gombok iranyktpjainak nyomgorbéi. A doféspontokat a K7 ciklushoz tartozd
hiperboloid adott magassagu paralelkore segitségével szerkesztettiik meg, annak sugarat

centralis kolline4cioval hataroztuk meg. (74. abra)
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74. abra

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan helyezkednek el azok a ciklusok, melyeknek két adott ciklussal

egyenld az érint6tavolsaga!

A két adott ciklus legyen M? és MZ. Egy adott d érintétavolsag esetén konstrualjuk med a
megfeleld C-gomboket! Az adott ciklusok most az irdnyktipok nyomgorbéi lesznek. A két C-
gdmb 4thatdsa legyen a h gorbe, melynek a képsikkal valé doféspontjai az M7, MZ
hatvanyvonaléra esnek, figyelembe véve a hatvanyvonal merélegesen metszé korokkel vald
megfogalmazasat. A két C-gdmb 4thatdsi sikja megegyezik ebben az esetben iranykupjaik

athatasi sikjaval. Az iranykipok minden d érinttavolsag esetén ugyanazok, ezért a C-

gdmbok athatasi sikja minden esetben ugyanaz.
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Tétel
Két adott ciklussal egyenld érintétavolsaghh  ciklusok egy  linedris
cikluskongruencidhoz tartoznak. A kongruencidnak megfelelé sik a két adott

ciklushoz tartozo C-kupok athatési sikja.

16) Adott harom ciklus. Hol helyezkednek el azok a ciklusok, amelyeknek az adott harom

ciklussal egyenld érintétavolsaguk van?
Megoldas

A keresett ciklusok egy linearis ciklussorhoz tartoznak, melynek térbeli megfeleldje két-

két ciklushoz tartozé athatasi sikok metszésvonala.
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17)Adott a K/ és a K’ ciklus és egy linearis ciklussor. Szerkesztendd a linearis

ciklussornak az az eleme, melynek K -vel és K -vel egyenld érintétavolsaga van.

Megoldas
Az adott ciklusok lesznek a C-gdmbok iranykupjainak a nyomgdrbéi. Egyenld
érintétavolsagok esetén az iranykupok athatasi sikja megegyezik a C-gombok athatasi
sikjaval. A feladat megoldasat ennek a siknak a linedris ciklussor tartoegyenesével valo

doféspontja adja. (75. dbra)

Kz
1 NN

75. abra
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18) Adott egy linearis cikluskongruencia és a K[, K?, K? ciklusok. Szerkesztendd a

cikluskongruencidnak az az eleme, amelynek az adott halom ciklussal egyenld

érintétavolsaga van.

Megoldas
A 16. feladat alapjan a megoldast sik és egyenes doféspontja adja. (76. dbra)

76. abra
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19) Adott a K7, K7 ciklus és a K¥ ciklus, rajta egy P pont. Szerkesztendd az a ciklus, amely

érinti a K7 -ta P pontban és a K", K? ciklusokkal egyenld érintdtavolsaga van.

Megoldas
A megoldast a K7, K? ciklusokhoz tartoz6 4thatési sik és a P ponton dtmend, a K%

ciklushoz tartoz6 C-egyenes doféspontja adja. (77. abra)

NN

D
K§ (r)
tr) m\ N P
/
z
K3
D? \
[01/ \‘
77. abra

20) Adott a K, K%, K¥ ciklus. Szerkesztendék azok a ciklusok, amelyeknek a K", KZ

ciklusokkal egyenld érintétavolsaguk van, a harmadik ciklussal pedig adott a nagysagu

érintétavolsaguk van, és a szerkesztendo ciklusok sugaranak nagysaga, R is adott.
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Megoldas
A K7, KZ ciklusokhoz tartoz6 4thatasi sik és a képsikkal parhuzamos , adott magassagu
sik metszésvonala m. (Az adott sugarnyi tavolsag eldjeles, ha nem az lenne, akkor a
képsik mindkét oldalan meg kellene szerkeszteni az adott magassagu szintsiknak az
athatasi sikkal valo metszésvonalat!) A K7 ciklushoz megkonstruéljuk az egykopenyii
forgashiperboloidot az 1 =m” +a” &sszefiiggés alapjan. Az adott ciklus a hiperboloid
iranykupjanak nyomgorbéje lesz. A hiperboloid és az m metszésvonal doféspontjai

adjak a megoldasokat. Ezek az X,Y doféspontok a hiperboloid adott magassagu

paralelkore segitségével szerkeszthetdk. (78. abra)

78. abra
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21) Adott a tj, t, darda és a K", KZ ciklus. Szerkesztendé az a ciklus, amelynek K/ -vel és

KZ -vel egyenld érintétavolsaga van, valamint a t; dardat o szdgben, a t, dardat 3 szogben

} 1, 3
metszi, ha cosa =5 és cos f = rk

Megoldas
A t, t, dardakhoz tartozé sikok metszésvonaldnak a K”, KZ ciklusokhoz tartozo

athatasi sikkal valé doféspontjanak ciklografikus képe adja a megoldast. (79. abra)

K2

79. abra

22) Adott a K7, KZ, K? ciklus és a t darda. Szerkesztendd az a ciklus, amely a t dardat

érinti és a harom adott ciklussal egyenld érint6tavolsaga van.
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Megoldas
A harom adott ciklus koziil kettot-kettot kivalasztva megszerkesztjlik azok athatési sikjat.
Az igy kapott harom athatasi sik egy kozos egyenesre illeszkedik. A megoldast ennek az

egyenesnek az adott t darddhoz tartozé C-sikkal valo doféspontja adja. (80. dbra)

80. abra

23)Adott a K7, K?, K?, K7, KZ ciklus. Szerkesztendd az a ciklus, amelynek K7, KZ és
KZ? ciklusokkal egyenl érinttdvolsdga van, valamint a K7, K? ciklusokkal is egyenlé,

az elézdvel nem azonos érint6tavolsaga van.
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Megoldas

Az el6z8 feladathoz hasonléan megszerkesztjik a K, K7 és KZ ciklusokhoz az

81. abra

24)Adotta K7, K7, K? ésa K ciklus. Szerkesztend8k azok a ciklusok, amelyeknek a K/

és a KZ ciklusokkal egyenld érintétavolsaguk van, és a KZ ciklust ¢ szogben, a K

ciklust pedig y szogben metszik, ha cosp = % és cosy = % .
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Megoldas
A K? ésa K7 ciklusokhoz megkonstrualjuk az egykdpenyt forgashiperboloidokat. Az

adott ciklusok a hiperboloidok nyomgorbéi lesznek. Az iranykipok nyomgorbéit a

cos @ =% alapjan szerkeszthetjiik meg. A torokkor sugarat pedig mindkét esetben az

r’ =m’ +a’ Osszefiiggés adja. Megszerkesztjiik a hiperboloidok 4thatasi sikjat és a K7,
KZ ciklusokhoz tartozé athatasi sikot. A két 4thatasi sik metszésvonala m. A megoldast

az m metszésvonal és valamelyik hiperboloid déféspontjainak ciklografikus képei adjak.

Ezek X” ésY”. A megoldasok szama attol fiigg, hogy az m metszésvonalnak hany

kozo6s pontja van a hiperboloidokkal. (82. dbra)

25)Adott a K7, KZ, K ésa K? ciklus. Szerkesztenddk azok a ciklusok, amelyeknek K/,
K2z, K ciklusokkal egyenld érintétavolsaguk van, és a K7 ciklust y szogben metszik,

ha cosy =3i.
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Megoldas
A KZ ciklushoz egy kétkdpenyli forgashiperboloid tartozik. A hiperboloidnak a

képsikkal valé nyomgorbéjének, valos reprezentdnsa az adott goérbe. Az iranykuap

nyomgorbéjének sugardt most is a cosy =—=3i=—— Osszefiiggés alapjan
r i

szerkeszthetjiik. A torokkdr sugarat az a’ =1’ +m’ Osszefiiggésbdl kapjuk meg. A
megoldas-ciklusokat a hiperboloid és a K/, K%, K? ciklusokhoz tartozé egyenes
doféspontjainak ciklografikus képe adja. Ezeket X”-vel és Y”-vel jeloltik. A

megoldasok szama most is a hiperboloid és az egyenes k6zos pontjainak a szamatol fiigg.

(83. abra)

Y)

XZ

83. abra
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26) Adott a K/, K%, K¥, K7 ciklus. Szerkesztendd az a ciklus, amelynek az adott négy

ciklussal egyenl6 érint6tavolsaga van.

Megoldas

A négy ciklus kozil kivalaszthatunk harom ciklust. Ezek koziil kettd-kettének
megszerkesztjlik az athatasi sikjat. Ezek metszésvonalan vannak azok a pontok,
amelyekhez tartozd ciklusoknak ¢és a kivalasztott harom ciklusnak egyenld
érintdtavolsaga van. Megszerkesztjiik a negyedik ¢és a harom masik ciklus koziil egy
ciklusnak az athatasi sikjat. A megoldast ennek a siknak az el6z6 sikok metszésvonalaval
val6 doféspontja adja.

A feladat egy masik megoldasi modja, hogy a négy ciklus koziil kivalasztunk harom
cikluspart, melyek mindegyikéhez egy-egy sik tartozik. A megoldast s harom sik k6zos
pontjanak ciklografikus képe adja. (84. dbra)

84. abra
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27) Adott négy ciklus: K7, K%, K?, K?. Szerkesztendé az az (m,r) C-gdmb, amelyre

illeszkedik a négy ciklushoz tartozé négy pont.

Megoldas

Az el6z6 feladathoz hasonldéan megszerkeszthetjiik azt a ciklust, melynek az adott négy
ciklussal egyenld érintdtavolsdga van. A ciklus a keresett C-gdmb irdnykupjanak
nyomgorbéje lesz, a kozos érintétavolsag pedig a C-gdmb torokkdrének sugara. A C-
gdmb nyomgdrbéjének a sugara az r’ =m’+a’ Osszefliggésbdl nyerhetd. Ezek az

adatok a keresett C-gombot mar meghatarozzak. A szerkesztést a 85. dbran lathatjuk.

85. abra
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A ciklografikus leképezés altalanositasanak lehetdségei

Az eredeti Apolloniusz feladattal analog modon meriil fel a kérdés, lehet e hdrom specialis

helyzetii ellipszist érintd ellipsziseket, vagy harom parhuzamos tengelyli paraboldkat érintd

parabolakat szerkeszteni. Erre, és ehhez hasonld kérdésekre akkor kapunk valaszt, ha a

ciklografia altalanositasi lehetdségeit megvizsgaljuk. Az altalanositasi lehetdségeket a képeik

illetve a vetitd alakzat megvaltoztatasaval kapjuk.

A képsik valtoztatasaval nyert altalanositasi lehetéségek:

1.

A C-korbdl vetitjiik a tér pontjait egy olyan sikra, mely a C-kap egyetlen alkotojaval
sem parhuzamos. Ekkor a térbeli pontok képei ellipszisek. Egy P pontot vetité C-kap
felilletén 1évé pontok képei olyan ellipszisek, amelyek érintik a P-hez tartozo
ellipszist. Az érintkezést a kozos kupalkoto biztositja.
Ekkor azonban felvetddik a kovetkezd kérdés:
Ha adott egy tetszbleges ellipszis, 1étezik-e olyan forgasklp, amelynek az
adott ellipszis egy sikmetszete?
Erre ad valaszt a kdvetkezd tétel
Tétel
Egy adott ellipszisen, hiperbolan vagy parabolan keresztiilmend egyenes
korkupok cstcsai egy olyan hiperbolara, ellipszisre vagy parabolara
illeszkedik, melynek sikja az adott kupszelet sikjara merdleges és annak

gyujtépontjai az adott kupszelet csicspontjai és viszont.

A C-korbdl vetitjiik a tér pontjait egy olyan sikra, amely parhuzamos a C-kip egy
alkotdjaval. Ekkor a pontok képei parhuzamos tengelyli paraboldk. A parabola
paramétere a pont képsiktol vald tavolsagaval egyenld, a parabola allasabol pedig
eldonthetd, hogy az annak megfeleld térbeli pont a képsik melyik oldaldn helyezkedik
el. Egy térbeli pont képsikra esé merdleges vetiilete a képparabola csucspontja. A

képsikon elhelyezkedd pontok dnmaguknak felelnek meg az abrazolas soran.
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A térbeli pontoknak megfeleld paraboldkat cstucspontjaikkal és fokuszaikkal adjuk
meg.

Pont abrazolasa

PI

Egyenest két pontja segitségével abrazolunk. A pontoknak megfeleld parabolak
csticspontjait illetve fokuszait dsszekotd egyenesek metszéspontja a térbeli egyenes

nyompontja.

Fa

KEPSIK

Sik abrazolasa metszd egyenesparral vagy harom pontjaval torténik.

Egy P pontot vetitd kipfeliileten 1évé pontok képei a P-hez tartozd parabolat érintik.
Az érintkezést itt is a kozos kupalkotd biztositja.

Megallapithatjuk, hogy az eredeti ciklografikus kép és az igy keletkezett kép kozott

centralkollineacios vonatkozas all fenn.

. A C-korbdl vetitjiikk a tér pontjait egy olyan sikra, mely a C-kup két alkotojaval is
parhuzamos. A vetitd C-kupok tengelyei egymassal parhuzamosak, igy a képsikkal
parhuzamos alkotok egymadssal is parhuzamosak a vetitéktipoknal. Ekkor a térbeli
pontok képei olyan egyenlé oldali hiperbolak, amelyek valos tengelyei
parhuzamosak, és féltengelyeik akkorak, amekkora tdvolsadgra van a pont a képsiktol.
Annak eldontésére, hogy a térbeli pont a képsik melyik oldalan helyezkedik el, a
hiperboléakat kiilon jeloléssel kell ellatni.
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Itt is meg kell még vizsgalni az érintkezés feltételét. A hiperboldk érintkezését itt is a
vetitékupok kozos kupalkotdja biztositja. Az abran a C pont képe a h, hiperbola. A C
csucsponty, h. alapgorbéjii kip P feliileti pontjanak képe a h, hiperbola. A két
hiperbola a CP alkoté E nyompontjaban érintkezik.

z

Nézziink meg néhéany feladatot ebben a 2-es esetben!

Feladatok
1) Adott egy parabola ¢és rajta egy P pont. Szerkesztendd egy adott paraméterii parabola,

amelyik az eredeti parabolat az adott P pontban érinti.

Megoldas
Ha a parabolan kijeloliink egy pontot, és azt Osszekotjik a parabolat vetitd kip
csucsaval, akkor a kapott egyenes pontjainak a képei olyan parabolék lesznek, amelyek
az eredeti paraboldt az adott pontban érintik. Ezek koziil a parabolak koziil kell
kivalasztanunk az adott paraméteriit. Ezt a kovetkezOképpen oldhatjuk meg:
A P pont a képsikban van, a parabola C csucsa a képsik folott a parabola paraméterének
megfeleld magassagban talalhat6. A PC egyenest a képsikba forgatjuk, és meghatarozzuk

az egyenesnek azt a pontjat, amely a képsik folott van a megadott paraméterrel egyezd
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magassagban. Ezt a C} pontot visszaforgatva a keresett parabola C, cstcsat kapjuk. Egy

masik megoldast kapunk, ha a PC egyenesnek a képsik alatt 1évd, attdl paraméter

tavolsagban talalhat6 pontjat vetitjiik. (86. abra)

86. abra

2) Adott egy sik harom pontjaval. Szerkessziik meg a sik nyomvonalat és néhany

szintvonalat!

Megoldas
Ebben az abrazolasi rendszerben a pontoknak parhuzamos tengelyli paraboldk felelnek
meg. A parabola paramétere a pont képsiktol vald tavolsaga. A C,C, egyenes
nyompontja az N pont, a C,C; egyenes nyompontja az M pont. Ezeket a nyompontokat
tobbféle uton megkereshetjiik: az adott egyenes képsikba forgatasadval vagy a megfeleld
fokuszok és csticspontok dsszekotésével. (Korabban mar emlitettiik, hogy igy az egyenes
nyompontjat kapjuk.) A nyompontok Osszekotdé egyenese lesz a nyomvonal, azzal

parhuzamosan kapjuk a szintvonalakat. (87.4bra)
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87. abra

Az alapfeladatok megoldasanal ugyantgy jarhatunk el, mint kotds projekcioban. A pontok
kotai itt a paraboldk paraméterei. Ezt felhaszndlva meg tudjuk szerkeszteni két sik

metszésvonalat, egyenes és sik doféspontjat.

3) Adott egy parabola és egy pont. Szerkessziink parabolat, amely az adott parabolat érinti

¢s a csticspontja az adott pont.

Megoldas
Eldszor az adott €s a keresett parabola kdzds pontjat keressiik meg. Ha két parabola érinti
egymast, és a paraboldk tengelyei parhuzamosak, akkor az érintési pont a paraboladk
csucsait és fokuszait 0sszekotd egyenesek metszéspontja. Ez elemi tton is egyszeriien
belathatd, felhasznalva azt a tételt, hogy a parabola érintdje felezi az érintési pontot a
fokusszal 6sszekotd egyenes, €s az érintési pontbol a vezéregyenesre bocsatott merdleges

egyenes széigét.4

A feladat megoldasdhoz meg kell tehat keresni az adott parabola C; cstcsat, €s az adott
C, pontot 0sszekotd egyenes és az adott parabola metszéspontjat, ez lesz az érintési pont.
A rajzon P-vel jeloltiik. Ezutan a P pontot 0sszekotjiik Fi-gyel. Ennek az egyenesnek, és

C,-n 4tmend tengelynek a metszéspontja megadja a keresett parabola fokuszat. (88.4bra)

* Most lassuk be az allitast, felhasznalva a vetitdalakzatokat! Ha két parabola érinti egymast, akkor a
parabolakat vetité kupoknak van egy kozos alkotdja. Ez a kozds alkotd csak a C,C, 0sszekotd
egyenese lehet. A parabolak kozos pontja ennek az egyenesnek a nyompontja, mivel a parabolak a
képsikban vannak. Az el6z0 feladatnal lattuk be, hogy egy egyenes nyompontja az egyenes két pontjat
vetité parabola cstcsait és fokuszait 6sszekotd egyenesek metszéspontja.
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88. abra

Az Apolloniusz-feladat néhany altalanositasa

A feladat megoldasanak éaltalanos modszere:

Bevezetiink egy Monge-rendszert, melynek a tengelye a paraboldk tengelyével
parhuzamos. Ekkor a vetito-kupok els6 képe a parabola. A vetitOkup csticspontjanak
masodik képét a parabola csicspontjabdl az xjp-re allitott merdlegesen kapjuk, a
tengelytdl paraméter tavolsagra. Hogy a pont a tengely folott vagy alatt lesz, ez a
parabola allasatol fliigg. Felvesziink egy K4 képsikot a K,-re merdlegesen ugy, hogy a
kupok tengelyére is merdleges legyen, majd meghatarozzuk a vetitékupok negyedik
képét. Az 0 nyomgorbe altalaban kor, ha pedig a kip csucsa illeszkedik a Ky-re,
akkor egy pont. gy az eredeti Apolloniusz-feladatra vezettiik vissza a problémat, egy
adott irdnyitds esetén. Itt a mar ismert modon megoldjuk a feladatot, majd a

képsiktranszformaciot visszafelé alkalmazva megkapjuk a keresett parabolakat.
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Nézziink néhany konkrét esetet!

4) Adott harom parhuzamos tengelyli parabola. Szerkesztendok az adott parabolakat érintd

parabolak.

Megoldas

A parabolak csucsaikkal ¢és fokuszaikkal vannak megadva: Pi(Cy;F;), Pa(CyFr),
P3(Cs;F3).
A harom parhuzamos tengelyli paraboldhoz a térben harom kup tartozik. A képsik a
kupok egy-egy alkotojaval parhuzamos, melyek egymassal is parhuzamosak.
A kapok csucspontjai négyféle képpen helyezkedhetnek el a képsikhoz képest:

- mindharom kip csucspontja a képsik felett van

- két kap csucspontja a képsik felett, egy alatta van

- egy kup cstucspontja a képeik felett, ketto alatta

- mindharom kup csucspontja a képeik alatt van
Az elhelyezkedést a harom parabola felvétele donti el. A 89. dbran két kup cstcspontja a
képsik felett, egy pedig a képsik alatt van. Az el6bbiekben leirt Monge-rendszer
bevezetése, majd a képsiktranszformaci6 elvégzése utdn a feladatot visszavezettilk az
eredeti Apolloniusz feladatra, melyet a masodik fejezetben mar megoldottunk. Itt most
csak egy adott irdnyitas mellett kell érinté-ciklusokat keresniink. A negyedik képen a
korok iranyitasa a kiipok csucspontjainak K4 képsikhoz viszonyitott helyzetétdl fiigg. A
K4 képsikot ugy vettiik fel, hogy a harmadik kap csucspontja illeszkedjen ra. Ez
annyiban egyszerusitette a feladatot, hogy ennek a kupnak a negyedik képe egy pont, igy
két ciklust érint6, adott ponton athaladé ciklusokat kellett keresniink. Az igy
megszerkesztett ciklusok kozéppontjat visszatranszformdlva megkapjuk a keresett
parabolak csucspontjait. A ciklus kozéppontjadnak masodik képét a ciklus sugardnak a
segitségével szerkeszthetjiik meg. A masodik képnek t;»-t6l vald tavolsdga a parabola

paramétere. (89. dbra)
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5) Adott két parabola, melyek tengelyei parhuzamosak és egy pont. Szerkesztendé az adott

parabolak tengelyeivel parhuzamos tengelyti, az adott ponton athalad6 parabola.

90. abra
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Megoldas
A parhuzamos tengelyli parabolak most is csucspont és fokusz segitségével legyenek
megadva: Pi(Cy;F)), Po(Cy;F,) és P legyen az adott pont. A paraboldakhoz a térben most is,
kupok tartoznak. Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonlé moédon most is bevezetiink egy
Monge-rendszert, majd alkalmazzuk a megfeleld képsiktranszformaciot. A 90. dbran az
adott parabolakhoz tartozd kupok cstucspontjai a képsik f6lott helyezkednek el. Ebbdl a
szempontbol még két esetet kiillonboztethetiink meg: egyik kup csticsa a képsik alatt,
masik a képsik felett van, vagy mindkettd csticsa a képsik alatt van. Az alkalmazott
képsiktranszformacidval a feladatot ismét visszavezettiik két ciklust érintd, adott ponton
atmend ciklusok keresésére. Ezt a feladatot a masodik fejezetben mar megoldottuk. A
megoldasokat visszatranszformalva kapjuk meg az eredeti feladat megoldéasat. Két
megoldasa van a feladatnak, ezek az X illetve az Y csucspontu paraboldk. Az ébran az

adott parabolékkal val6 érintési pontokat is megszerkesztettiik. (90. abra)

6) Adott egy parabola és két pont. Szerkesztendd az adott parabolaval parhuzamos tengelyl

¢s azt érintd, az adott pontokon athaladé parabola.

Megoldas
Az adott parabola: Pi(C;F), és az adott pontok: P és Q. Bevezetiink egy Monge-rendszert,
melynek x;, tengelye parhuzamos a parabola tengelyével. Egyszerisitést jelent, ha a
képsiktengelyt az egyik pontra illesztjiik, igy annak elsd és masodik képe egybeesik.
Tovabbi egyszeriisités, ha K4-et is erre a pontra illesztjiik, igy a pont mindharom képe
egybeesik. A képsiktranszformacié elvégzése utan most is két ciklust érintd, adott ponton
athalad¢ ciklusokat keresilink. A feladatnak két megolddsa van, melyek csticspontjat az
érintéciklusok kozéppontjanak visszatranszformalasaval kapjuk meg. A megolddsokat X

¢s Y-nal jeloli. (91. abra)
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7) Adott két parhuzamos tengelyli parabola és egy egyenes. Szerkesztenddé az adott

parabolakkal parhuzamos tengelyti, azokat érintd, €s az adott egyenest is érintd parabola.

Megoldas
A paraboldk csucspontjaikkal és fokuszaikkal legyenek megadva. A paraboldkhoz a
térben egy-egy kup tartozik. A kupok egy-egy alkotdja egymadssal is és a képsikkal is
parhuzamos. A 92. dbran mindkét paraboldhoz tartozo kup csticspontja a képsik felett
helyezkedik el, igy a paraboldk egy allastiak. Nincs a feladatnak megoldéasa, ha a
parabolak ellentétes allasuak, és az egyenes elvalasztja azokat, vagy ha egyallasuak és az
egyik parabolat metszi az egyenes. A 92. abran a feladatnak egy megoldasat figyelhetjiik
meg. Most is megszerkesztjiik a parabolakhoz tartozé kupok, illetve az egyenes negyedik
képét. A K4 képsik megfeleld elhelyezésével az egyik parabola képe pont lesz, a masiké
kor. Az egyenes negyedik képe egy korsor lesz, melynek az egyik érintédardajat
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kivéalasztjuk. Igy a feladatot arra az esetre vezettiik vissza, amikor adott dardat érintd,
adott ponton atmené és adott ciklust érinté ciklusokat keresiink. gy megszerkesztettiik
az X' kozépponta ciklust. Ennek a ciklusnak az érintédardaval valé érintési pontja

segitségével megkapjuk a keresett parabolanak és az egyenesnek a k6zds pontjat is. (92.
abra)
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A vetité alakzat valtoztatasaval nyert altalanositasi lehetoségek:

A ciklografia kovetkezd altalanositasi lehetdségét K. Rabl osztrdk matematikus kozolte az
Elemente der Mathematik nevili sv4jci matematikai lap 1974/29. szamaban.

Ebben az esetben a leképezést nem C-klipokkal, hanem normalparaboldk megforgatasabol
adodo forgésparaboloidokkal valositjuk meg. A vetitdparaboloidok tengelye a képsikra
merdleges lesz. Legyen P(Xo,yo,Z0) a vetitend0 pont, egyben a vetitdparaboloid cstcsa is.

Ekkor a vetitofeliilet egyenlete:

(x=x¢)" +(y=Y¥,) +2-2,=0

Vizsgaljuk meg a forgéastengellyel parhuzamos sikmetszeteket!

Ha a P pont az origd, akkor a paraboloid egyenlete egyszeriibb: x> +y* +z=0.
Messiik el az x = 0 sikkal! Ekkor a sikmetszet egyenlete: y> +z=0, ez a gorbe egy

parabola. Ha a z tengellyel parhuzamos sikkal. Legyen ez a sik példdul az x = x, sik.
Ekkor a sikmetszet: x,> +y* +z=0. Ez a sikmetszet szintén egy parabola, amely az

eléz6 parabolabol —x,° mértékli eltolassal szarmazik. Mivel a paraboloid

forgésparaboloid, ezért ebbdl mar megéllapithatjuk, hogy a paraboloid tengelyével
parhuzamos sikok a paraboloidb6l minden esetben normal parabolat metszenek

ki.

Legyen a P(xo,y0,zo) pont a képsik felett, ekkor tehat z, >0. Messiik el a P pontot vetitd

(x=x%x,)’ +(y—-y,) +z—z,=0 paraboloidot az [x;y] sikkal! A kapott gérbe (amely egy
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valés kor) legyen a P pont képe. A metszet egyenlete: (x—x,)> +(y—y,)’ =z,, amelybdl

lathato, hogy a kor kozéppontja a P pontnak a képsikra esé merdleges vetiilete, sugara pedig

A vetitoparaboloidok mindig ugyanolyan alldsuak, azaz a legmagasabb pontjuk a

csucspontjuk. Abban az esetben, ha a vetitett pont a képsik alatt van (z, <0) a paraboloid

nem metszi valés korben a képsikot, és a metszet az (x—x,)* +(y—y,)’ =z, egyenletli

képzetes kor lesz.
Tehat ha a teret ilyen paraboloidokkal képezziik le
- aképsik felett 1évo pont képe olyan valos kor, amely sugara a pont képsiktol valo
tavolsdganak négyzetgyodke, kozéppontja pedig a pont képsikra esé merdleges
vetiilete,
- a képsik alatt 1év0 pont képe olyan képzetes kor, amely sugara a pont képsiktol
vald tavolsaganak négyzetgyoke, (képzetes szam) kozéppontja pedig a pont
képsikra es6 merdleges vetiilete,

- minden képsikbeli pont képe 6nmaga.

Kimondhatjuk a kovetkezd tételt:
Tétel:

A térbeli pontoknak az (x-x,)’+(y-y,)’ +z-z,=0 tipusi paraboloidokkal

torténd vetitése a képsik korei (valos, képzetes vagy zérus sugaru) és a tér végesben

fekvo pontjai kozott kdlesondsen egyértelmi kapcsolatot 1étesit.

Vizsgaljuk meg ebben az abrazolasi rendszerben a kovetkezd alakzatok képét!
1. egy vetitdparaboloid feliiletén 1évo pont
2. képsikra merdleges tengelytli parabola

3. egyenes
1. Vetitoparaboloid feliiletén 1évoé pont képe
Egy vetitOparaboloid feliiletén 1évé pont képe olyan kor, amelyet az eredeti vetitdparaboloid

atellenes pontokban metsz. Legyen a vetitOparaboloid pontja Q. Vegylink fel Q-n at egy

vetitdsikot. Azt mar belattuk, hogy a vetitdsikok a vetitéparaboloidbol normalparabolat
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metszenek ki. A Q-t vetitd paraboloidot a Q csucspontii sikmetszet-normalparabola

megforgatasaval kapjuk.

P
Ql
%12
P Q'
2. Képsikra meroéleges tengelyt parabola
Abréazoljuk Monge-rendszerben ezt a parabolat!
L ZII:
12 _ ra P y=y"
A
Xf
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A z tengely a parabola tengelye, a képsik a koordinatarendszer [x, y] sikja, a parabola sikja
pedig az [y, z] sikban van.

A p gorbe egyenlete: x=0 y=¢ z=a+bt

A parabola ¢ paraméterti pontjat leképezd feliilet egyenlete: x> +(y—¢)> +z—(a+bt’)=0.
Ha a ¢ paramétert futtatva egy paraboloidsort kapunk, mely paraboloidok csucspontjai a
parabolara illeszkednek. Ennek a feliiletsornak az [x, y] sikkal val6 metszete lesz a parabolaiv
képe.

Ennek az egyenlete: F(x,y,t)=x"+(y—t)’+z—(a+bt’)=0.

Ez egy korsor, ahol a korok kozéppontjai az y tengelyre illeszkednek.

Hatdrozzuk meg ennek a korsornak a burkolojat!

Ahhoz, hogy egy x=x(f), y=y(t) egyenletli gorbe burkoldja legyen az F(x,y,?)=0
gorbeseregnek, sziikséges, hogy F(x(?),y(?),1)=0 és F(x(¢),y(?),t) =0 legyen.

Az els6 feltétel teljesiil, a masodikbol pedig a kovetkezd egyenletet kapjuk:

F(x(t),y(?),t) =—2(y—t)—2bt =0. Ebbdl a paraméterre a t = % Osszefliggés adodik.

Vizsgaljuk meg, milyen gorbét jelent a kijelolt diszkriminansgorbe!

2 2
x’ +(y—ij —a—b(ij =0
1-b 1-b

Az egyenletet (1-b)’>-nel végigszorozva, majd (b—1)-et kiemelve a kovetkezd alakra
hozhatjuk:

(b=1)-((b—1)x* +by* —a(b—1))=0.
Ez harom esetben lehetséges

a. Ha b—1=0 ¢és a masik szorzotényez0 nem nulla. Ebbdl b=1 0Osszefiiggéshez
jutunk. Ezt az esetet a paraméterre kapott kifejezés miatt kizarjuk a
vizsgalatainkbol.

b. Ha mindkét szorzotényezd nulla. Ekkor b=1, és a masik tényezdbe ezt beirva
y> =0 adodik. Ebbdl y=0, ez egy kettds valos egyenespar, mely burkoloként
kezelhetd.

c. Hacsaka (b—1)x’+by’ —a(b—1) tényezd a nulla.

Vizsgaljuk meg ezt a harmadik esetet!

A burkol6 1étezéséhez még két elégséges feltételnek is teljesiilni kell a sziikséges feltételeken

kivil. Ezek:
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F?+F’>0 és Fj#0.
A jobboldali feltétel teljesiil: F/ =2—-2b=2(1-b)#0, hiszen b#1.
A baloldali feltétel:
F2+F =4x* +4(y—1)’ =4-(£b(1-b)+a+b’*) =4-(br’ +a)>0 Iit (y—1) helyébe -b

szorzatot, az x helyére pedig +y/t’b(1-b)+a Osszefiiggést irjuk.’ EbbSl t > ‘/—% vagy

t<-—, /—% egyenldtlenségeket kapjuk.

Vizsgaljuk tovabb ezt a harmadik esetet, milyen burkolot kapunk a kiilonb6z6 esetekben!
A parabola csucspontja a képsikban van.

(1-b)

A burkolo: (b—1)x” +by’ =0, vagy atrendezve: y =+ .

-X.

— hab>1 vagy b <0, akkor a burkol6 képzetes egyenespar lesz.
— ha 0 <b <1, akkor a burkol6 valés egyenespar.

A parabola csucspontja nincs a képsikban.
A burkold: (b—1)x* +by* =a(b-1).

2 2

, X y
— > _— =
ha b > 1, akkor a burkolo " +a(1—b) 1.

b

Ez a> 0 esetén valos ellipszis

a < 0 esetén képzetes ellipszis.

2 2

_ X Y
ha 0< b <1, akkor a burkolo 2 a(—b) 1.

b

Ez a gorbe a > 0 és a < 0 esetén is valds hiperbola, a két eset csak abban

kiilonbozik, hogy a hiperboldk valos és képzetes tengelyei felcserélddnek.
— Ha b <0, akkor a burkol6 a b > 1 esetben eléfordulé burkoldval egyezik

meg.

* Az x-re ezt az Osszefliggést tigy kaptuk, hogy a korsor egyenletében y helyébe a t(1-b)
szorzatot irtuk
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Megjegyzés:
Ha a burkol6 ellipszis, akkor a fokuszhoz kozel esé pontokban a burkol6 tulajdonsag
nem 4all fenn.
Osszefoglalva egy, a képsikra meréleges tengelyli parabola pontjaihoz tartozé korsor
burkoldja képzetes vagy valds metszd egyenespar, képzetes vagy valods ellipszis, vagy

hiperbola lehet.

Erdekes a kapcsolat a képsikra meréleges tengelyli parabolanak (a > 0 és b < 0 esetén) a

képsikkal vald metszéspontjai a burkoldalakzat kdzott.

2 2
Az elébb mar lattuk, hogy a burkold egy ellipszis, melynek egyenlete: R " (ly b) =1. A
a _

b

féltengely hosszai Ja és a1=b)

. A fokuszok az ellipszis kdzéppontjatol ,/—% tavolsagra

talalhatok.

A parabolanak a képsikkal val6é metszéspontjai: y, = ,/—% és y, =—, /—% .

Tehat a parabola a burkoloéellipszis fokuszaiban metszi a kép sikot.

3. Egyenes képe

| ¢:  meredekség
ct0 t>0
gu
ct
2' t
%12 ! 9'=y'=y"
xI

Tétel:
Egyenes képe ebben a leképezésben egy korsor, amelynek a burkoldja egy olyan
parabola, melynek tengelye az egyenes merdleges vetiilete, fokusza az egyenes
nyompontja, a paramétere az egyenes meredekségének a fele.

Igazoljuk ezt a tételt!
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Abrazoljunk Monge-projekcioban egy g egyenest gy, hogy az egyenes illeszkedjen a [y, z]
sikban, mely egyben a K, képsik is.

A g egyenes paraméteres egyenletrendszere: x =0 y=¢ z=ct’.

Ennek pontjait vetitd paraboloidsor egyenlete: x> +(y—¢)> +z—ct =0

Ennek az [x, y] sikkal valé metszete: x> +(y—1)* —ct=0

Ez egy egyparaméteres korsereg egyenlete. Hatdrozzuk meg a burkol6t!

Sziikséges feltétel: F'=—2(y—¢)—c=0, ebbél x =+ /c(t—%) és yzt—g (tzij.

2

Ez a burkologorbe egyenlete. A paraméteres egyenletrendszerbdl y:X——% alakra
c

juthatunk, melybdl leolvashatd, hogy ez a gorbe egy parabola, melynek paramétere %,

csticspontja (—%, 0, 0). Az is leolvashatd, hogy a fokuszpontja a koordinatarendszer origoja,

mely egyben az egyenes nyompontja.

Elégséges feltétel: F) =2#0
F? + Fy’2 =4ct >0 Ebbdl ¢ > 0 és t > 0 egyenl6tlenségeknek kell teljesiilni.

A burkoloparabolanak az egyenes pontjainak képeként jelentkezd korvetiiletekkel két kozos
pontja van, mivel mind a parabola mind a korsor az y tengelyre szimmetrikus.

Hatarozzuk meg a kdzos pontok koordinatait!

2
A parabola egyenlete: y = x —% .
c
Egy pontja legyen E(Xo, yo) Hatarozzuk meg annak a kornek a kodzéppontjat, melyet a
parabola kettdsen érint, €s az egyik érintési pont E .
A kornek és parabolanak kozos az érintdje, ezért a kor kozéppontja a parabola E-beli

normalisanak ¢és az y tengelynek a metszéspontja. A parabola E-beli érintdjének

., 2X,
Iranytangense: tga = ——-.
c
) X,, ¢ c
K’E egyenlete y=———-——=——(x—X,).
c 4 2x,

. . . X, ¢

Ennek az y tengellyel valé metszéspontja: | 0,——+ 2
C
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X o C 1 r 7 RIS R . e
tga =——"— = d(K'E) = 5 Tehat a parabolat kettdsen érintd kor érintési pontjainak az y

d(K'E)

tengelyre esé merdleges vetiilete és a kor kozéppontja paraméter tdvolsagra van egymastol.

y
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Feladatok
1) Adott két kor. Szerkesztend6 olyan parabola, amely mindkét kort kettdsen érinti.

Megoldas
Ha a tér pontjait paraboloidokkal vetitjiik, akkor egy egyenes képe korsor, amelynek a
burkoldja olyan parabola, melynek a paramétere az egyenes meredekségének a fele,
fokusza az egyenes nyompontja, tengelye pedig az egyenes merdleges vetiilete.
A feladat térbeli tartalma tehat a kovetkezo:
A két korhoz tartozd térbeli pontra egyenest illesztiink, és ennek az egyenesnek a
megfeleld paramétereivel meg lehet hatarozni a burkol6 parabolat.
Szerkesztés menete:

A K7 kor R; sugarét egységnyinek tekintve a K7 és a K3 korhoz tartozé térbeli pontot a

képsikba forgatjuk.® A parabola tengelye a két kor kozéppontjat dsszekdtd egyenes lesz.
Ennek és a leforgatott g, egyenesnek a metszéspontja lesz az egyenes nyompontja,
egyben a parabola fokusza. A g, egyenes meredekségének a fele pedig a parabola
paramétere. Igy a parabolat mar meghataroztuk. A fejezet elején talalt bevezetobdl az is
kidertil, hogy parabolat kettésen érinté kor érintési pontjainak a tengelyre es6 merdleges
vetiilete ¢és a kor kozéppontjanak a tavolsaga a parabola paraméterével megegyezik. (93.
abra)

Egy koz0s pontja van a paraboldval annak a kornek, melynek kozéppontja a parabola

csucspontjatol paraméter tavolsdgra van. Ebbdl az kovetkezik, hogy a parabola csak
azoknak a koroknek a burkoldja, melyek kozéppontja a fokuszatol, %-nél nagyobb,

egyenld tavolsagra van.

(Ezt a feltételt a burkolotulajdonsag sziikséges feltételeként mar megkaptuk.)

® A korhoz tartozd pont képsiktol valo tavolsaga a kor sugaranak a négyzetével egyenld,
merdleges vetiilete pedig a kor kozéppontja.
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93. dbra
2) Adott két parabola és egy F pont. Szerkessziink olyan parabolat, melynek az adott

parabolékkal egy-egy kozos kettOsen €rintd kore van, fokusza pedig az adott pont.

Megoldas

A feladat térbeli tartalma:

Adott ponton atmend transzverzalis szerkesztése két egyeneshez.

A két parabola meghatdroz egy-egy egyenest. A két egyenest képsikba forgatjuk, és
azokat az el6z0 feladat mintdjara gradualjuk. Ezutan kotas projekcioban megszerkesztjiik
a két egyenes adott ponton atmend transzverzalisat. Ebben az esetben az adott F pont a
képsikban van. A transzverzalis egyenes szintén meghatiaroz egy parabolat, melynek
fokusza az F pont, mivel az F a transzverzalis nyompontja, paramétere az egyenes
meredekségének a fele. Ez a parabola a kivant tulajdonsagokkal rendelkezik. A koz6s

kettésen érintd korok az egyenesek és a transzverzalis kdzos pontjaihoz tartoznak.
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94. dbra
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Szerkesztés menete:

Az eredeti két parabola: C;F; és C,F,. Egységnek a C,F; parabola paraméterét
valasztjuk, meghatdrozzuk az adott paraboldk cstcsérinté koreit, ezekhez tartozo
pontokat leforgatjuk, ezek a keresett forgatott egyenesek egy-egy pontjai, a nyompontok
pedig a fokuszok. Az. egyenesek leforgatasa utdn meghatarozzuk azok (1)-es kotaju
pontjait, a (0)-as kétajuak a fokuszok.

A keresett transzverzalist az egyenesekre ¢és az F pontra illesztett két sik metszésvonala
adja. Ennek ismerjiik s (0) -as és az (1) -es kotaji pontjait, igy a képsikba tudjuk forgatni,
hogy a parabola paraméterét meghatarozzuk: a (0)-as kotaju ponttdl, azaz a fokusztol
egységnyi tavolsagra 1évo pont képsiktol vald tavolsaga a parabola paraméterének

kétszerese. (94.4bra)

3) Adott hdrom kollineéris kozéppontu kor. Szerkesztendd olyan kupszelet, mely mind a

harom kort kettOsen érinti.

Megoldas

Ha a tér pontjait forgdsparaboloidokkal képezziik le, akkor a harom korhoz a térben
harom pont tartozik. Tudjuk még azt is, hogy a képsikra merdleges tengelyli parabola
pontjaihoz tartozd kordk burkoldja lehet egyenespar, hiperbola vagy ellipszis €s ezek a
térbeli parabola pontjaihoz tartozo koroket kettdsen érintik.

A harom térbeli pontra egy képsikra merdleges tengelyli parabolat kell illeszteniink, majd
a segitségével meg tudjuk hatdrozni a kordket burkold masodrendii gorbét. (Ez a 95.
abran ellipszis lesz.) A korokhoz tartozé harom pontot leforgattuk, az A ponthoz tartozo
kor sugarat valasztva egységnek. A leforgatottban meghataroztuk a parabolat: adott
harom pontja és a tengelyirany.

Ennek a paraboldnak keressiik a kordk centralisdval valdo metszéspontjat, ez lesz az
ellipszis fokusza. Ehhez olyan centralis kolline4ciot alkalmazunk, amelyben a parabola
képe kor lesz. A centralis kollinedcid kozéppontja a parabola két érintdjének
metszéspontja legyen. Ehhez meg kell hatdroznunk a parabola A, és C, pontjaihoz
tartozé érintOket. Ezeket Pascal tétel segitségével szerkesztjiik meg. A parabolanak egy
olyan kort feleltetiink meg, amely a parabola két érintdjét érinti. A korok centralisanak,
s-nek is meghatarozzuk a megfeleldjét. Ezt két segédpont, X és Y segitségével keressiik

meg, melyek az A B, illetve a B,C, egyeneseknek az s-sel valdo metszéspontjai.
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Meghatarozzuk a centralis kollineaci6 tengelyét, és a parabola centralis kolline4ciobeli

koréhez a tengellyel parhuzamost huzunk; ez lesz a kollineacié ellentengelye, a korrel

valo érintési pontja pedig a parabola végtelen tavoli pontjanak a képe. A C,Q
egyenesnek a centralkollinedcios korrel vald masik metszés pontja pedig a parabola
csticspontjanak a képe: P .

Megkeressiik ennek a pontnak a megfelel6jét, majd a kor sugarat, mely a ponthoz
tartozik. Ez egyben az ellipszis fél kistengelyének hossza is. Meghataroztuk az ellipszis
kozéppontjat, ez a parabola csticspontjanak merdleges vetiilete, fokuszait €s a kistengely

félhosszait. Ezzel az ellipszis mar meghatarozott. (95. dbra)

4) Adott két azonos tengelyli parabola. Szerkesztendd olyan kor, mely mindkét parabolat

kettOsen érinti.

Megoldas
A két parabolahoz a térben két egyenes tartozik. Az, hogy a két parabola azonos tengelyli
azt jelenti, hogy a két egyenes ugyanabban a képsikra merdleges sikban van, mivel
merdleges vetiileteik adjak a parabolak tengelyeit.
Szerkesztés menete:
A paraboldk paramétereinek segitségével meghatarozzuk a térbeli egyeneseket, és a
képsikba forgatjuk azokat: A parabolak fokuszai az egyenesek nyompontjai, az
egyenesek meredekségei pedig a megfelel parabolak paraméterének kétszeresei. A két
egyenes metszéspontjat igy mar meg tudjuk hatarozni. Ennek a pontnak a képe, azaz a
vetitdparaboloid képsikmetszete a keresett kor.
A feladatnak egy megoldéasa van:

— ha a parabolék ellentétes aranytiak, és C,F,F,C,.

— ha a paraboldk egyez0 iranyuak, és a csucsok ¢és a fokuszok sorrendje:
CiFiCoF,, CiCoF F,, CoCiF F, vagy ezek forditottja, és a P, parabola
paramétere a nagyobb.

Azaz a két egyenes metszéspontja akkor és csakis akkor megoldés, ha a metszéspont
tengelyre es6 merdleges vetiilete a fokusz altal kettéosztott egyenes csuccsal ellentétes
félegyenesén van. (Mindig az Osszetartozo fokuszt €s csucsot kell figyelembe venni.)

A megoldaés két azonos és két ellentétes allast parabola estén a 96. dbran lathato.
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5) Adott egy ellipszis €s egy parabola, melyeknek k6zds a tengelye. Szerkesztend6k olyan
korok, amelyek mindkét alakzatot kettOsen érintik.

Megoldas
Az ellipszisnek a térben egy parabola felel meg. A parabola pontjainak a képei olyan
korok, melyeknek a burkoldja az adott ellipszis. A parabolanak pedig a térben egy
egyenes felel meg, és az adott ellipszis €s parabola kozds tengelye miatt a térbeli
parabola ¢és egyenes kozds vetitésikban van. A megolddsokat a két alakzat

metszéspontjaihoz tartozo korok adjak.

R |:XI/CCM * p
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Szerkesztés menete:

A térbeli parabolat és az egyenest a képsikba forgatjuk. Az egyenesnél az el6z6
feladatokhoz hasonld moédon jarunk el, a parabola forgatdsanal felhasznaljuk, hogy
nyompontjai az ellipszis fokuszpontjai, a kistengely félhossz pedig a csticspontjdhoz
tartozo kor sugara. Ezutan centralis kollinedcioval a parabolat korbe vissziik at: Ehhez
meghatarozzuk a parabola két nyompontjaban az érintét Pascal tétellel. (Elég csak az
egyiket, a masik az ellipszis kistengelyére szimmetrikusan helyezkedik el.) A két érintd
metszéspontja a centralis kollineacidé centruma, a parabola centralkollinedcios képének
pedig vélasszuk azt a kort, amely a parabola két érint6jét a parabola nyompontjaiban
érinti. Igy a centralis kollineaci6 tengelye az ellipszis nagytengelye lesz. Az egyenesnek
1s megkeressiik a képét, majd a kor €s az egyenes metszéspontjainak megkeressiik a

megfeleldjét. (97. abra)

6) Adott egy parabola és egy kor. Szerkesztenddk olyan kordk, melyek az adott parabolat

kettdsen érintik és az adott kor atellenes pontokban metszi dket.

Megoldas
Ha a térbeli pontok leképezése forgasparaboloidokkal torténik, akkor a paraboloid
feliiletén 1évo pontok korképét az eredeti paraboloid képkorrajza atellenes pontokban
metszi. A paraboldhoz a térben egy egyenes tartozik. A megoldast tehat egy paraboloid
¢és egy egyenes kozos pontjai adjak.
Szerkesztés menete:
A parabolahoz tartozd g egyenesre vetitosikot allitunk, amely a paraboloidbdl egy
parabolat metsz ki. Ez a parabola a meridiangorbével egybevago, azaz nornalparabola.
Ezért a csucspont képsiktol valo tdvolsaga a P'B' tavolsag négyzetével egyenld. Ennek a
segitségével a képsikba forgatjuk a parabolat. A paraboldhoz tartozé egyenest is a
képsikba forgatjuk. Az el6z6 feladathoz hasonldan itt centralis kollineacid segitségével
hatdrozzuk meg a parabola és az egyenes metszéspontjat.
A két metszésponthoz, M;-hez és M»-hoz tartoz6 korképek a keresett korok:
A megoldasok szama kettd, egy vagy nulla lehet attdl fliggdek, hogy a paraboloidnak és

az egyenesnek mennyi kdzos pontja van. (98. abra)
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7) Adott egy parabola és egy egyenes. Szerkesztenddk olyan kordk, amelyek az egyenest

érintik és a parabolat kettOsen érintik.

Megoldas
A parabolahoz a térben egy egyenes tartozik, amely képe egy korsor, és a parabola ennek
a korsornak a burkoloja. A kérdés az, hegy milyen térbeli alakzat korsor képének
burkoldja az adott egyenes. Amikor egy képsikra merdleges tengelyli parabola
korsorképének a burkoldit vizsgaltuk, akkor a burkoldéi kozott talaltunk valds
egyenespart is. Feleltessiik most meg az egyenespar valamelyik egyenesének az adott
egyenest!
A burkol6 egyenlete 4ltalanosan: (b—1)x* +by’ =a(b—1)
A burkol6 akkor volt valés egyenespar, amikor a =0 és 0 <b < 1 volt. Ebben az esetben
a parabola cstcspontja a képsikban van. Tehat a feladat térbeli tartalma nem mas, mint
egy egyenes €s egy parabola metszéspontjainak a meghatarozasa. Az el6z6 feladatokhoz
képest a nehézséget az okozza, hogy a parabolanak a képsikkal egyetlen kdzos pontja
van, ami egyben csucspont is €s a tovabbi pontok meghatarozasa nehezebb.
Vezessiink be egy koordinatarendszert! Az egyenest és a parabolat figyelembe véve
értelemszerlien az adott parabola tengelye legyen az y tengely, az origd pedig az egyenes
¢s a parabola tengelyének a metszéspontja. Az x tengely pedig az origdbdl az y tengelyre
allitott merdleges. Valasszunk egy egységet! Az adott parabola paraméterét és az
egységet figyelembe véve az egyenest a képsikba forgatjuk, igy kapjuk az e, egyenest.
Feladatunk masik része a térbeli parabola képsikba forgatdsa. Ehhez ismerni kellene a
parabola origétol kiilonbozd masik két pontjdnak a koordinatdit (azaz a merdleges

vetiiletét és a képsiktol valo tdvolsagat)!
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99. abra

Vizsgaljuk meg a parabola és a parabola korképe burkoldjanak az egyenletét!

A parabola egyenlete a = 0 esetén:

A parabola burkoldjanak egyenlete ebben az esetben: y ==+ d I_ab) .
Ha tehat a két burkold egyenes egyikét, azaz az adott g egyenest vizsgaljuk, egy
pontjanak a koordinatai: G(l, %J
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(1-b)
b

Ezt a pontot a rajzon megtaldljuk, igy a értékét le tudjuk olvasni. Ha ebbdl

sikerlilne a b értekét meghatarozni, akkor megkaphatnank a parabola két pontjanak
koordinatait, mivel P,(0, -1, b) és P»(0, 1, b).
A b megszerkesztését a parhuzamos szeldk tételét felhasznalva a kovetkezd ardnypar

segitségével végezhetjiik el:

1 :\/(1 ;b) = \/(1 ;b) :x, ebbdl x = %—1 . Igy az b értékét megkaptuk.

Ezutan % :1=1:y, ahonnan y=b

Ezutan a térbeli parabola leforgatasat el tudjuk végezni: A parabola csticspontja az origo,
igy a tengelye a leforgatasban az x tengely. A parabola P; pontjanak a leforgatasbeli
koordinatai: (-b, -1) és a P, pont leforgatasbeli koordinatai: (-b, 1).

A Pascal tétel alkalmazasaval megszerkesztjikk a parabola P’ pontjdban az e érintdt,

illetve vele az x tengelyre szimmetrikusan az e érintdt.

A parabola és az egyenes kozOs pontjait ezutan centralis kollineacio segitségével

hatarozhatjuk meg. A parabola centralkollinedciobeli korének valasszuk most az

érintéket a P’ illetve P pontokban érintd kort. Keressik meg az egyenes

centralkollineacios képét is. Ennek a korrel valo kozos pontjai: M, és M, . Ezeket a

pontokat visszavetitve az egyenesre az egyenes €s a parabola M; és M, metszéspontjat

kapjuk, amely pontok képei a keresett korok. (99. abra)
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8) Adott egy egyenes és egy ellipszis. Szerkesztenddk olyan korok, melyek az ellipszist

kettosen érintik, és érintik az egyenest is.

Megoldas
Az ellipszis egy olyan korsornak a burkoldja, amely korsor térbeli megfeleldje egy
képsikra merdleges tengelyli parabola. Az egyenest tekinthetjik egy egyenespar
egyikének, amely egyenespar egy olyan parabola korsor képének burkoloja, melynek
csticspontja a képsikban van. A feladat térbeli tartalma tehat:
Két, egy sikban 1évd parabola metszéspontjainak a meghatarozasa.
Ha a két parabolat Ggy tekintjiik, mint két korkap sikmetszetét, akkor a két parabola
metszéspontjai a két kap athatasi sikjara esnek, amit meg tudunk hatdrozni.
A paraboldkat eldszor forgassuk be a képsikba. Az ellipszishez tartoz6 parabolat az
6todik, az egyeneshez tartoz6 parabolat pedig a hetedik feladatban leirtak szerint tudjuk a
képsikba forgatni. Tekintsiik az egyik parabola tengelyének félegyenesét pozitiv
iranyunak. Ez alapjan az ellipszisnek megfeleld parabolahoz tartozo kap csucspontja g
képsik alatt van, a masik kap csucspontja a képsik felett van. A kupok cslicsanak
képsiktol vald tavolsaga a parabola paraméterével egyezik meg. ’
A kupok athatasi sikjanak els6 nyomvonala a leforgatott paraboldkat azok kozos
pontjaban metszi. Ahhoz, hogy a paraboldkat vetitd kupok csucspontjanak a képsiktol
valo tavolsagat meg tudjuk hatarozni, elébb meg kell szerkeszteniink a parabolak
fokuszait. Ezeket ugy kereshetjik meg, hogy a paraboldk egy-egy pontjaban
meghatarozzuk az érint6t a Pascal tétel segitségével, és felhasznaljuk, hogy az érinték
felezik az érintési pontot a fokusszal Osszekotd egyenes és az érintési pontbdl a
vezéregyenesre bocsatott merdleges egyenes szogét. Ezek alapjan az egyik parabola

C'F,, a masik parabola P'F, . A tovabbiakban a rajz sikjat tekintsik a K; képsiknak!

Felvessziikk a K, képsikot, a két sik x;, metszésvonaldt, parhuzamosan a parabolak
tengelyével. Meghatdrozzuk a kuapok cstcspontjdnak masodik képét: C"-t és P"-t.
Vegyiink fel egy K4 képsikot a K,-re merdlegesen oly modon, hogy a kiapok tengelyeire
is merdleges legyen: x»4. Ez a képsik két korben metszi a kupokat. Meghatarozzuk a
kupok negyedik képét is! Ez két ciklus lesz. A ciklusok sugaridt az x,4 tengelyen

olvashatjuk le, a kdzéppontokat pedig az elmaradd rendezdk segitségével hatarozhatjuk
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meg. A két kor hatvanyvonala az athatési sik ns nyomvonala. Az athatasi sik masodik
nyomvonalédnak egy pontja ott lesz, ahol az ny nyomvonal dofi a K, képsikot. Ez csak az
X4 egyenesen lehet rajta, tehat a sik masodik nyomvonaldnak egy pontja az ny és az X4
metszéspontja. Az athatdsi sik 6t6dik nyomvonalat is meghatarozhatjuk. Vegylink fel egy
Ks képsikot x45 metszésvonalaval ugy, hogy Ks a két kup tengelyére illeszkedjen. Ez a
sik két-két alkotoban metszi a kupokat, amelyeket képsikba forgathatunk. Az alkotok
metszéspontjait 0sszekotd egyenes az athatési sik ns nyomvonala. (Ezzel az eljarassal az
elsd fejezetekben gyakran taldlkoztunk.)

A felvétel alapjan az egyik kup cstucsa a K4 képsik felett, a masik kup cstcsa alatta van.
Az athatasi sik masodik nyomvonalanak egy ujabb pontjat kapjuk, ha egy negyedik
fovonalnak megkeressiik egy masodik N) nyompontjat. Ezzel az athatasi sik n
nyomvonaldt meghataroztuk. Az els6 nyomvonal egy pontja ny-nek x;,-vel vald
metszéspontja, egy masik pontja az elobbi févonal els6 nyompontjanak N képe.

Az n; és valamelyik parabola metszéspontjait centralis kollinedcio segitségével
hatdrozhatjuk meg, az el6z6 feladatokhoz hasonlé modon. A rajzon az ellipszishez
tartozd C'F, parabolanak és az n;-nek kerestiik a kozos pontjait. (Ezek egyben a masik

paraboléanak és az n;-nek a kdzos pontjai is.)

A megoldas koroket az M, illetve az M, pontokhoz tartozé kordk adjak. (100. dbra)

7 A leforgatott parabolak parhuzamos tengelyii parabolak. A parabolakat vetité kupoknak van

egy-egy egymadssal és a képsikkal is parhuzamos alkotdja. A fejezet elején foglalkoztunk
ezzel az altalanositasi lehetdséggel.
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9) Adott négy parabola. Szerkesztendd olyan parabola, amelynek a négy parabola

mindegyikével van kdzos kettdsen érintd kore.

Megoldas
A négy parabola mindegyikéhez a térben egy-egy egyenes tartozik. Legyenek ezek az
egyenesek: a, b, ¢, d egyenesek. Olyan egyenest kell meghataroznunk, amelyik a négy
kitéré egyenes mindegyikét metszi, azaz a négy kitérd egyenes transzverzalisat kell
megszerkeszteni.
Ehhez eldszor harom kitérd egyenes transzverzalisait kell meghatarozni. Ezek egy
hiperbolikus hiperboloidot hataroznak meg. Valasszunk ki a négy egyenes koziil harmat-
harmat, amelyekhez tartozo transzverzalisok egy-egy hiperboloidot hataroznak meg. A
feladat térbeli tartalma tehat két hiperboloid athatasanak meghatarozasa.
A két hiperboloidnak a felvételbdl adodoan van két kdzos egyenese: a és b. A két
hiperboloid masik két kozds egyenese az, amelyek mind a négy egyenest metszik.®
Ennek a két egyenesnek megfeleld paraboldk a keresett parabolak.
A szerkesztésnél a paraboldkat nem vettiik fel, csak a hozzdjuk tartozd egyeneseket.
Egyenesekhez a hozzajuk tartoz6 paraboldkat, illetve paraboldkhoz tartozo egyeneseket
mar az el6z6 feladatoknal szerkesztettiink. Itt a rajzot attekinthetetlenné tenné.
Szerkesztés menete
Adott tehat négy egyenes: s, b, ¢, d, amelyeknek a (0)-as ¢és az (1)-es kotaji pontjai
vannak feltiintetve. Szerkesszik meg a H, =(a,b,c) hiperboloidnak a (0)-4s
szintgdrbéjét, h, -et, ami a rajzon egy ellipszis. Harom pontja az a, b, ¢ egyenesek A,
B,, C, pontja. Tovabbi pontjait az a, b, ¢, egyenesek transzverzalisainak (0)-as kotaja
pontjai adjak.
A rajzon megszerkesztettilk a , b C, -en 4tmend transzverzalisat:
A [C,,a] sik (1)-es szintvonala a C,A, egyenes, ezzel parhuzamos (0)-4s szintvonala
A,-on megy at. Ugyanigy a [C,,b] sik (1)-es szintvonala a C,B, egyenes, a (0)-as
szintvonala pedig vele parhuzamosan B -on megy 4t A két (0)-4s szintvonal
metszéspontja E, ami a h, gorbének egy ujabb pontja. A két sik metszésvonala maga a

transzverzalis.
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A c egyenes 0,5-es kotaji pontjat felhasznalva szerkesztettik meg az a és b
egyeneseknek ezen a ponton atmend transzverzalisat. A transzverzalis (0)-as kotaju
pontja a h, nyomgérbe F pontja.

A masik hiperboloid H, =(a,b,d). Az el6z6h6z hasonléan ennek is meghatirozzuk a
nyomgorbéjét, ami szintén egy ellipszis, ami A,, B,, D,, G, H pontjaival van
meghatarozva. (A G és H pontok a harom egyenes egy-egy transzverzalisanak (0)-s
kotaja pontjai.) Ezt a nyomgorbét jeloljiik h, -vel.

A kovetkezo feladat a h, és a h, nyomgdrbe metszéspontjainak a meghatdrozasa. A két
nyomgorbének 4 metszéspontja van, ebbdl kettd, A, és B, ismert.

A hianyz6 két metszéspont meghatarozasa masodrendii feladat. A célunk az, hogy a két

nyomgorbéhez olyan centralis kollinedciot 1étesitsiink, amelynek a tengelye az A B,

egyenes.
Hogyan val6sitsuk ezt meg?

A h, nyomgorbe E pontjaban a Pascal tétel segitségével meghatarozzuk az érintét: e, . A
tételt a kovetkez6 modon alkalmaztuk:

A,=2,B,=3,C,=6,E=4,5¢é F=1.

Az e, egyenes metszi az A B, egyenest egy T pontban. Ha ebbdl a pontbol érint6t
hizunk a h, nyomgorbéhez, akkor az E pont és a h,-n meghatirozott E pont

egymasnak megfeleld pontok a keresett kollineacioban. Ujra elvégezzik ezt a

szerkesztést: a h, nyomvonal F pontjdban szerkesztjiik meg az érint6t a Pascal tétel
segitségével:

A,=3,B,=5,C,=2,E=4¢és F=1,6.

Az e, érintd az S pontban metszi az A B, egyenest. Ha az S pontbdl érintét huzunk a
h, nyomgérbéhez, akkor a keletkezett F pont és az F pont egymasnak megfeleld
pontok. Az e; ¢s az e; érintéket Ugy hatarozhatjuk meg, hogy a h, nyomgorbét
centralis kollineacio segitségével korbe vissziik at. A centralis kollineacid centruma a h,
nyomgorbe H és G pontbeli érintdinek metszéspontja: M, tengelye t,,. Az A B,

egyenes T és S pontjabdl az ellipszisnek megfeleld centralkollineacids korhdz hazott

* Egy hiperboloid alkotoi két osztalyba sorolhatok: az azonos osztalybeli egyenesek kitérok,
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érintd érintési pontjai F' és E'. Az érintési pontokat visszavissziik a h, ellipszisre, igy
megkapjuk a keresett érintési pontokat. Az EE egyenes és az FF egyenes metszéspontja
M,, amely a keresett kozos centralis kollinedcid centruma, tengelye pedig A B,

egyenes.

A kozos centralis kollineaci6 M, centrumdbol ugyancsak centralis kollinedcio
segitségével kozos érintét huzunk a két nyomgorbéhez. Ehhez a h, nyomgorbét is korbe
vittiik egy centralis kollineacio segitségével, melynek a centruma a h, nyomgorbe C, és
E pontbeli ¢rintéinek a metszespontja, tengelye ty; .

Ennek segitségével megszerkesztjik M,-bdl a h, gorbéhez huzott érintét: Az M,
pontnak megkeressiik az Ml' megfelel6jét és ebbdl a pontbol érintét huzunk a hl'
korhoz. Az T pont megfeleldje a kozos érintd h, nyomgoérbéhez tartozo érintési pontja.
Meghatirozzuk a kozos érintének a h, nyomgérbével valo kézos pontjat is: 1. Az
érintési pontok a centralis kollinedcidban egymasnak megfeleld pontok.

A szerkesztés elvégzéséhez meg kell még hatirozni az EE egyenes h, nyomgorbével
val6 masik metszéspontjat is.

A két ellipszishez mar meghataroztunk egy kozds centralis kollineacidt, amelynek
centruma M, , tengelye az A B, egyenes, megfeleld pontjai: E <> E; F <> F; T,
Felhasznaljuk, hogy a centréalis sugarakon a pontparok felcserélhetdek. Ezek szerint E
megfeleldje E legyen, ami az EE egyenes h, -el valé6 masik metszéspontja. Hatarozzuk
meg a kollineacio tengelyét ennél a pontpar valasztasnal!

Az E ésaz E pontokhoz tartozé érintok a -es pontban metszik egymast, ez a pont a
tengely egyik pontja lesz. Az 1 és 1 pontok most is egymasnak megfeleld pontok

lesznek, tehat az E1 és az El egyenesek metszéspontja a tengely masik pontja. Az 1j

tengely az ellipszisek masik két k6zds pontjan halad at, ezek K, és L, mely pontokat

centralis kollineacio segitségével hataroztuk meg.

A K, é L, a keresett két transzverzalis nyompontja. A hozzajuk tartozdé k és 1

egyenesek szerkesztése a kovetkezo:

mig barmely két kiilonbdzo osztalybeli egyenesek metszik egymast.
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A K A, illetve a K B, a (0)-4s szintvonalai, az ezekkel parhuzamos, A, -en illetve B, -
en athalado egyenesek az (1)-es szintvonalai a [K,a] és a [K,,b] sikoknak. Az (1)-es
szintvonalak K, metszéspontja a k transzverzalis (1)-es kotdji pontja. Hasonldoan
hatarozhat6 meg az | egyenes (1)-es kotaji L, pontja.

A két egyeneshez tartozo két parabola olyan, hogy az a, b, ¢ és d egyenesekhez tartozd

parabolak mindegyikével van k6zos kettdsen érintd kore. (101.4bra)
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10) Adott egy hiperbola és egy kor. Szerkesztend6k azok a korok, melyeket a hiperbola

kettosen érint és az adott kor atellenes pontokban metszi a keresett koroket.

Megoldas
Ha a térbeli pontok leképezése forgasparaboloidokkal torténik, akkor a paraboloid
feliiletén 1évo pontok korképét az eredeti paraboloid képkorrajza atellenes pontokban
metszi. A hiperboldhoz a térben egy képsikra merdleges tengelyli parabola tartozik. Ez a
vetitosik a korhoz tartozo paraboloidbdl egy parabolat metsz ki. Ez a parabola normal
parabola lesz. A megoldas-koroket a két parabola metszéspontjaihoz tartozo korok adjak.
Megoldas tehat akkor van, ha a két, egy sikban 1évé parhuzamos tengelyli paraboléanak
van kozos pontja. (Ha a parabola vetitdsikjanak €s a paraboloidnak nincs k6zos része,
akkor az egyik parabola nem jon létre, ilyenkor nincs megoldas.)
Szerkesztés menete:
Vezessiink be egy koordinatarendszert! A hiperbola képzetes tengelye legyen a
koordinatarendszer y tengelye, valos tengelyének egyenese pedig legyen az x tengely.
Ertelemszeriien vegyiik fel a z tengelyt is. A parabolak kozos vetitésikja tehat az [y,z] sik
lesz. Forgassuk le a paraboldkat a képsikba! Tengelyiranyuk ismert, ezen kiviil még
harom-harom pontot meg kell hatarozni!
A vetitoparaboloidhoz tartozo parabolanak két pontja a metszetkornek az y tengellyel,
valo metszéspontja, az y tengely a vetitdsik elsé nyomvonala.
Ezeken kiviil meghatarozzuk még s parabola csucspontjanak a forgatottjat. Ezt az egység
segitségével, és a KM’ szakasz ismeretében tudjuk meghatarozni. (KM’ négyzetgyoke az
M pont képsiktol vald tavolsaganak.)
Az M a keresett parabola csucspontja, K és L a képsikkal valé kozds pontjai.
Hatarozzuk meg a masik parabola hdrom pontjat! A képsikra merdleges tengelyli
parabola egyenlete: x =0 y=¢ z=a+bt
Képének a burkoldja abban az esetben volt hiperbola, ha a#0 és 0<b<1. Ekkor a burkolo
egyenlete: (b—Dx*>+by’ =a(b-1)
Ha =0 akkor a parabola P pontja: (0,0,a), A burkol6 ehhez a parabolaponthoz tartozo
pontja A(—/a,0) és B(+/a,0).
Aa-tle tudjuk olvasni az 4brardl, igy a P° pontot meg tudjuk szerkeszteni.
Ha =1, akkor a parabola Q pontja: (0,1,a+b). Hogy azt a pontot a képsikba tudjuk

forgatni, még ismerni kell a b értékét is!
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Ha y=1, akkor a hiperbola pontjanak az x koordinataja: x = +,/a— .

Ezt az &brarol leolvassuk, majd ebbdl a parhuzamos szeldk tételével az egység
ismeretében meghatirozhatjuk a b értékét. fgy megkapjuk a parabolanak a Q° pontjat. Az
x tengelyre szimmetrikusan meg tudjuk hatarozni a parabola harmadik, R° pontjat is.

A képsikba forgatott két parabola kozos pontjat ezek utdn ugyan gy hatdrozzuk meg,

mint a 8. feladatban.

12 23 34
45 56 &1

II.0

102. abra
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