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1 A DOKTORI ERTEKEZES ELOZMENYEI ES CELKITUZESEI 1

1. A doktori értekezés el6zményei és cél-
kittizései

A kodelmélet az informacidelmélet egyik legfontosabb al-
kalmazasi teriilete. Kialakuldsénak idépontjat ezért elsGsorban
az informécidéelmélethez szokas kotni, ami az 1940-es években
Shannon munkéssagaval vette kezdetét.

Az informécidelmélettel egyiitt megsziiletett kodelmélet
alapvetGen harom teriilettel foglalkozik:

o Egyértelmi dekddolhatosag
e Optimalizalas, vagy més néven adattomorités
e Hibafelismerés és hibajavitas

Jelen értekezés a kodok felbonthatosagaval foglalkozik, gyakran
nevezik a felbonthato kodokat egyértelmiien megfejthetd (uniqu-
ely decipherable), vagy roviden UD kodoknak. A felbonthatosag
problémajat az teszi érdekessé, hogy a hogy a koéd optimalizalas
megoldasa valtozé hossziasagua kdédokra épiil.

A valtozo6 hosszisagu kodokkal mélyebben elGszor Schiitzen-
berger [Sch55], valamint Gilbert és Moore [GM59], majd késsbb
Shyr [Shy01] foglalkozott. Schiitzenberger vizsgéalatai nyomén
kertilt kapcsolatba a kddelmélet a nemkommutativ algebra elmé-
letével, melynek korai eredményei Nivat [Niv66] foglalta Gssze.

A véltozd hosszusagu kodok és az automatak kapcsolatéa-
nak alapos osszefoglalojat talalhatjuk Berstel és Perrin [BP85]
konyvében, melynek folyamatosan frissitett verzioja szabadon
elérhets a vilaghalon [BPR09]. Az automatak elmélete széles
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kérben vizsgalt és jol kidolgozott matematikai elmélet, vilagos
dtmutatast adnak a rajuk épiils implementéaciok kivitelezéséhez.

A felbonthatosag probléméjéra el6szor Sardinas és Patter-
son [SP53] adott megoldast, ezt altalaban Sardinas—Patterson
algoritmusként ismert. A felbonthatdsig kérdésével ezek utan
tobben is foglalkoztak, pl. Bandyopadhyay [Ban63]|, Levensh-
tein [Lev64], Riley [Ril67], de Luca [dL76]. A felbonthatosa-
got eldontd algoritmusok optimalizdlasaval kapcsolatban Speh-
ner [Spe76], Rodeh [Rod82], Apostolico és Giancarlo [AG84],
McCloskey [McC96] végzett kutatasokat. A felbonthatosagot el-
dont6 algoritmus pontos bonyolultsaga jelenleg még nem ismert,
de a kérdéssel kapcsolatban Hoffmann [Hof84], Galil [Gal85] és
McCloskey [McC96] valamint Konig [Kon94| értékes eredménye-
ket értek el.

Az automatakat alkalmazo algoritmusokra fogunk részlete-
sebben kitérni. A kodok egyértelmii megfejthet&sége az automa-
taelméletben is jelenlévs regularis kifejezések tobbértelmiiségi
problémajanak a specidlis esete, melyre vannak eldénté algorit-
musok, melyek megtalalhatoak példaul Filenberg [Eil74], vagy
Aho és tarsai [AHU75] munkaiban. A kodok és a regularis kife-
jezések kapcsolatara Brzozowsky |[Brz67] mutatott ra. A kodok
felbonthatésagénak eldontésére tobb automataelméleti alapua al-
goritmus is ismert, az ilyen megkdozelitésnek mar vannak hagyo-
manyai, mint példaul a ,yvirag” automata [BP85|, az automatak
Osszeflizott szorzata [K6n94] és a Tsuji-féle konstrukeioé [TsuO01].
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Alapfogalmak

Az A dbécé egy véges nem fiires halmaz, elemei betiik, vagy
méas néven szimbolumok. Az A abécé feletti w sz6 az A dbécé
véges szamu elemeibdl képzett szimboélumsorozat.

w=(a1,as,...,a,), a; €A.

Az A dbécé feletti teljes nyelv az A feletti Osszes sz altal al-
kotott halmaz, jelolése A*. Az iires jelsorozatot tiresszénak ne-
vezzik és A-val jeloljik. Az iires jelsorozatrol konnyt belatni,
hogy a konkatenaciéra nézve az egységelem szerepét tolti be.
Az A feletti C kod az AT véges részhalmaza. A C kod elemeit
kodszavaknak, a C* elemeit pedig tzeneteknek nevezziik. Egy
C kodot UD (uniquely decipherable) kodnak, azaz felbonthato-
nak neveziink, ha minden egyes iizenetnek egyértelmi felbon-
tasa van, tehat ha teljesil az z125--- 2, = Y12 - - Ym egyen-

16ség, ahol x1,x2,...,%n,Y1,Y2,---,Ym € C, akkor n = m és
1 =Y1,---Tn = Yn-

Automata alatt egy véges automatat, azaz egy A =
(Q,I,Qr,A,0) 6tost értiink, ahol a @ egy nem {ires és véges
halmaz, I C @ a kezd§ allapotok halmaza, Qr C Q az elfogadd
allapotok halmaza, A egy nem iires és véges halmaz a bemend
jelek halmaza és

§={(p.q,a)lp.g€Q,a€ A} CQ*x A

a mozgasi szabalyok halmaza.
Legyen X és Y két részhalmaza az AT halmaznak, valamint
legyen 2 € X és y € Y. Jelolje X~ 'Y a kovetkezé halmazt:
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w egy eleme a X~ 'Y halmaznak, ha 32 € X,y € Y 1gy, hogy
zw = y. Amennyiben X = {z},Y = {y}, azaz X és Y egyelemii
halmazok, akkor 2~y jeldli azt a w sz6t, melyre xw = y. Legyen
a C halmaz a AT halmaz részhalmaza, és legyen

U= C'C\{)\}
U,= C 'Uyuu;tc
: (1)

U,= C'U,,uU*C

1. Tétel (Sardinas —Patterson, [BP85]). A C C A" hal-
maz felbonthatd kod akkor, és csak akkor, ha a fentebb definidlt
U,, halmazok kézil egyetlenegy sem tartalmazza az tres szot.

2. Az értekezés 1ij tudomanyos eredmé-
nyei

2.1. Egy, a felbonthatésagot eldonts aj algorit-
mus

Ha a w; kodsz6 z1z2...2,, x; € A alakt, akkor a hoz-
ratartozd A({w;}) automata A({w;}) = (Q®,qr, Q' A,5()
legyen, ahol Q) az allapotok halmaza, ¢x az A({w;}) kezdGal-
lapota és Qg) az elfogadé éallapotot tartalmazé egy elemd hal-
maz. Egyesitsiik a koédszavakhoz tartozé automatékat, ekkor
az A({ws, ..., wy}) automatat kapjuk a C' = {wy,...,w,} kod
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esetén. Jelolje x(ll) az l. kodszo els6 szimbolumat. Tehat

A(C) = (anF = {1,...771},@ = Q(l) u--- UQ(n)7A75)a
ahol

§=6MyU..us™u{s(1, V) = TRON 5(1, 2™y = TRUI

o(n 1) = gm0 at) = g, )

A konstrukciobol kovetkezik, hogy az A(C) automata pontosan
a C'T nyelvet fogja elfogadni.

Ha a v jelsorozat elallithaté a C' kod segitségével, akkor az
A(C) automata elfogadja a v jelsorozatot, azaz A(C) elolvas-
sa és valamely elfogadé allapotban all meg. Ha v t6bb, mint
egyféleképpen elgallhat C kédszavai konkatenacidjaként, akkor
kiilonbo6z6 allapotszekvencidkat kapunk a kiilonb6z6 elolvasasok
soran. Ezeket a kiilonb6z6 utakat egyesitjiik a determinisztikus
automata altal.

2. Tétel ([Falo4, Fal06, Falllb]). Egy kdd felbonthato akkor
és csak akkor, ha az Ap(C) automatdban legfeljebb egy — az
A(C) automatihoz tartozé — elfogadd dllapot jelenik meg bdr-
mely szabdly jobboldaldn, azaz bdarmely szabdlyra igaz az, hogy
ha 6({qir, ... ¢, } ) ={qj,,...,4;,} az Ap(C) automatdban,
akkor nem létezik | # k gy, hogy q;, € Qﬁ(c) és qj,, € Q“F4(C)
is eqyszerre teljesiil .

A Sardinas—Patterson féle algoritmus a tobbszords felbontéas-
nél jelentkezé maradvanyok vizsgalatan alapszik. A t6bbszoros
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felbontésnak sziikséges feltétele, hogy kiilonb6z6 kodszavakkal
kezdédjenek a felbontasok, tehat a kod ne legyen prefixmen-
tes. Valamely kodszo tehat valodi kezdGszelete valamely maésik
kodszonak, emiatt lesz nemdeterminisztikus az A(C) automata.
Egy ¢ € A(C) éllapot altal indukalt maradvanyokat megkapjuk,
ha az A(C') automatiban megkeressiik azokat a jelsorozatokat,
melyekkel a ¢ allapotbol — csak elutasité allapotokat érintve —
elfogado allapotba keriiliink.

1. Kovetkezmény ([Fal08a]). Minden o maradviny eleme az
Ap(C) automata valamely dllapotdban valamely N (w) dllapottal
eqyiitt szerepld q dllapot dltal indukdlt maradvdany halmaznak,
ahol o € U, N'(w) és q eleme a Q) halmaznak.

2. Kovetkezmény ([FalO8a]). Ha az Ap(C) automata egy
qp dllapotdban valamely N (w) dllapottal egyiitt szerepel egy q
dllapot, akkor a q dltal indukdlt maradvdiny halmaz minden «

eleme benne van az U halmazban, ahol o € U, N'(w) és q eleme
a QAC) halmaznak.

Jelolje R(q) az A(C) automata ¢ allapota altal indukalt ma-
radvanyok halmazat, és legyenek az U; halmazok a Sardinas-—
Patterson algoritmus alapjan 1étrehozott halmazok. Ekkor az 1.
és a 2. kovetkezményekbdl adddik a kovetkezd allités.

3. Kovetkezmeény ([Fal07, Fal0O8a]).

Uui= U R,

i>1 {N(w)ﬂ]}QQD

ahol N'(w) € Q3'”), ap € Q"
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2.2. A felbonthatosag egy 1ij értelmezése

Ertelmezziik a felbonthatésagot egy olyan leképezésen, ahol
egy = € Y szimb6lumhoz nem csak egy, hanem tetszéleges véges
szamu .

{p1,.- - pm} €2%\ 0

korlatos jelsorozat tartozzon, azaz f(x) = {p1,...pm}- A A
feletti H kvazikod a 227 \ () véges részhalmaza. A H kvazikod
elemeit kédhalmazoknak, a H™ elemeit pedig tizeneteknek nevez-
zitk. Egy f: ¥ — H bijektiv fiiggvényt a ¥ halmazhoz tartozé
H kvéazikéd megadasinak nevezziink. Tetszéleges f : ¥ — H
kvazikod megadédsa esetén az f(xi---x,) = f(x1) - f(zn),
Ti,...,T, € X feltételnek eleget tevs f : X7 — HT fiiggvényt
kvazikédolasnak nevezziik.

A felbonthatosagot a szokasos modon értelmezem, tehét az
f: T — H* kvazikodolas felbonthaté, ha az

flr) - f(@n) = f(yn) - fym)
egyenlGségbdl kovetkezik, hogy

n=més f(x;) = f(y:) (xi = yi)

Egy H kvéazikodot UD (uniquely decipherable) kvazikodnak,
azaz felbonthaténak neveziink, ha minden egyes tizenetnek egy-
értelmt felbontésa van, tehat ha teljesiil az

f(@a) - f@n) = f(y1) - f(Ym),

egyenlGség, ahol f(z1),..., f(zn), f(¥1),---, f(ym) € H, akkor
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3. Tétel ([Fallla]). Ha egy nem dires, a {\} halmazt nem tar-
talmazo suffizidal halmazokbol dllé kvdzikdd \-prefixmentes, ak-
kor a kvdzikéd felbonthato.

2.3. Kvazikédok nemfelbonthatésaganak egy
sziikséges feltétele

1. Definicié ([Falllal]). Egy determinisztikus automatdt je-
loltnek neveziink, ha az dllapotainak jelélései tartalmazzdk a
nemdeterminisztikus automata generdlo dllapotainak jelélését.
A generdtor dllapotok kéziil a végdllapotokat az utolsé kédszdval
indezeljik. Eqgy dllapot jeldlthalmazdn a generdtor dllapotainak
halmazat értjik.

4. Tétel ([Fallla]). Egy kvdzikéd nemfelbonthatésdginak egy
sziikséges feltétele, hogy a hozzdtartozo jeldlt determinisztikus
automatdaban létezzen legaldbb eqy olyan dllapot, mely jeldlthal-
mazdban szerepel az eredeti nemdeterminisztikus automata leg-
aldbb két végdllapota.

2. Definici6 ([Fallla]). Legyenek adva az A,B,Ch,...,Cp
halmazok. Azt mondjuk, hogy az A és a B halmaz kélcséndsen
pdrositva van a C4,...,C,, halmazokban, ha az dsszes a € A
esetén létezik legaldbb egqy b € B és 1 < i < m gy, hogy
C; D {a,b} és viszont, azaz az Gsszes b € B esetén létezik leg-
aldbb egy a € A és 1 < i <m 1gy, hogy C; 2 {a,b}.

Az f(z) = {w1,...,w,} esetén jelolje f(x) Az { Loy sy Ta, )
halmazt.
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5. Tétel ([Falo8b, Fallla)). Ha egy H = {f(x1),..., f(xz,)}
kvdzikod nemfelbonthatd, akkor a H kvdzikddhoz tartozo jelolt
determinisztikus automatdban léteznek a C1 . .., C,, dllapotok és
az x;, xj generdtor dllapotok ugy, hogy f(x) és f(xj) kolcsono-
sen pdrositva van a Cy ..., Cy,, dllapotokhoz tartozo jelélthalma-
zokban.
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1 Introduction, research objectives

The code theory is one of the most important application
area of the information theory. The beginning of code theory
coincides to beginning of information theory. The information
theory started by the work of Shannon in the late 1940’s.

The areas of code theory:

e Uniquely decipherability
e Data compressing
e Error detection and correction

This dissertation is on the decipherability of codes. The codes
are frequently called decipherable codes or uniquely decipher-
able codes or just codes. The problem of decipherability is made
interesting by the variable length codes, which are used for the
solution of code optimization.

The variable-length codes were investigated foremost in
depth by Schiitzenberger [Sch55], and also by Gilbert and Moore
[GM59], and later by Shyr [Shy0l]. The direction followed by
Schiitzenberger consists in linking the theory of codes with clas-
sical noncommutative algebra. An early account of it can be
found in the article of Nivat [Niv66].

The automata theory is widely investigated and elaborated
mathematical theory. We have correct instructions for the con-
structions of the implementations based on automata theory.

A review of the connection of the variable-length codes
and automaton is presented in the book of Berstel and Per-

10
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rin [BP85]. It can be found on the Internet for free download
[BPRO9].

A test for the uniquely decipherability for codes is given
by Sardinas and Patterson [SP53| foremost. It is known as
Sardinas—Patterson algorithm. The result involved a number
of papers by , Markov [Mar62], Bandyopadhyay [Ban63], Lev-
enshtein [Lev64], Riley [Ril67], de Luca [dL76]. The design
of an efficient algorithm is described by Spehner [Spe76], Rodeh
[Rod82], Apostolico and Giancarlo [AG84], McCloskey [McC96].
The complexity of the algorithm of the deciding the decipher-
ability is not known, but Hoffmann [Hof84|, Galil |Gal85] and
McCloskey [McC96] and Kinig [Kon94] have reached useful re-
sults.

We are investigated the algorithms based on automata the-
ory. The uniquely decipherability of the codes is a special case
of a problem in the automata theory, namely testing whether
a given rational expression is unambiguous. Standard decision
procedures exist for this question, see Eilenberg [Eil74], or Aho
et al. The connection between codes and regular expressions
has been pointed out by Brzozowsky [Brz67].

There are several algorithms for deciding the decipherability.
Some algorithms based on automata theory, and use automata,
these approaches have antecedents. For example, the "flover"
automaton [BP85], latticed products of automata [K6n94] and
the Tsuji like construction [Tsu01].

11
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Preliminaries

The alphabet A is a finite nonempty set. The word w over
the alphabet A is a finite sequence of symbols of the alphabet
A.

w=(a1,a2,...,a,), a; €A.

The empty word X is the empty string consisting of zero sym-
bols. The Kleene star of A denoted by A* is the set of all
strings of finite length consisting of symbols in A including
the empty word A. It is easy to see, that the empty word A
is the identity of alphabet A for the operation of concatena-
tion. The code C over the alphabet A is a finite subset of AT.
The elements of the code C' are the code words, and the ele-
ments of C* are the messages. A code C' is UD (uniquely deci-
pherable) code, if every message has at most one factorization
with respect to the code C, that is if z1z2- -2, = Y1y2 -+ Um
holds, where 1, %2, ..., Zn, Y1, Y2, - .-, Ym € C, then n =m and
T1 =Yly:+ 3Ty = Yn-

By an automaton we mean a finite automaton, that is an
A=(Q,I1,QF,A,d) 5-tuple. The set @ of states is a nonempty
finite set, the set I C @ is the set of start states, the set Qr C Q
is the set of accept states, the nonempty finite set A is the input
alphabet, and the set

§={(p.q.a)lp.g €Q.ac A} CQ*x A

is the set of transaction rules.
Let the sets X and Y two subsets of the set AT, and let
x € X andy € Y. We define the set X ~'Y by the following way:

12
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the string w is an element of the set X~ 'Y, if 3z € X,y € Y
such that, zw = y. If X = {z}, Y = {y}, that is, the sets X
and Y are singletons, then denote =y the word w, such that
zw = y. Let the set C a subset of the set AT, and let

U= C'C\{)\}
U, = C 'Uyuu;tc

U,= C'U,,uUC

Theorem 1 (Sardinas—Patterson, [BP85]) The set C' C
AT is a decipherable code if, and only if none of U, contains
the empty word.

2 Results

2.1 A new algorithm for deciding the deci-
pherability

If the code word w; has the form z122...2,, x; € A, then
let be the automaton A({w;}) = (Q¥, gy, %),A,é(i)) concer-
ning w;, where the set Q) is the set of states, the set ¢y is the
start state of the automaton A({w;}) and the set Q%) is the
singleton of the one accept state. Let us combine the automata
of code words. Thus, we get the automaton A({wi,...,w,})

for the code C = {wy,...,w,}. Denote mgl) the first symbol of
wy. Therefore,

A(C) = (QaQF :{1,...7TL},Q:Q(1)U"-UQ(n),A,(S),

13
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where

§=6Wy..us™u{s(l, V) = RO o1,y = Qs

o(n, xgl)) D SCIRE i(n, zgn)) = G }.

Thus, the automaton A(C') accepts the language C'.

Therefore, if the string v can be produced by code C, then
the automaton A(C') accepts v, that is the automaton A(C)
reads v and stays in an accept state. If v can be produced by
multiple ways by concatenation of codewords of C, then we get
different sequences of states by the different readings. These
different ways are combined into one way in the deterministic
automaton.

Theorem 2 ([Fal04, Fal06, Falllb]) A code is decipherable
if, and only if in the automaton Ap(C) at most one — being
in the automaton A(C) — accept state appears on the right side
of any transaction rule. That is, for any transaction rule the
following holds: if the transaction rule §({q,...,q,},x) =
{4,,---,4j,.} is in the automaton Ap(C'), then don’t exist | # k

such that, q;, € Q?(C) and q;, € Q?(C) hold.

The Sardinas — Patterson algorithm is based on the investigation
of multiple reminders. The factorizations must begin with dif-
ferent code words. This is a necessary condition of the multiple
factorization. Therefore, the code is not prefix-free. Thus, there
is a code word, which is perfect prefix part of some other code
word. Consequently, the automaton A(C) is non-deterministic.
We get the reminders induced by a state ¢ € A(C), if we collect

14
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the read strings from state ¢ to an accept state in the automaton
A(C). We touch only reject states during the way.

Corollary 1 ([Fal08a]) Every reminder « is an element of a
reminder set induced by q, where in the automaton Ap(C) the
state q is together with a state N(w). a € U, N(w) and q are
elements of the set Q).

Corollary 2 ([Fal08a]) If a state N'(w) and a state q are to-
gether in a state qp € Ap(C), then every element « of the
reminder set induced by q is in the set U, where a € U, N(w)
and q are elements of the set QA(C)

Denote R(q) the reminder set induced by ¢ € A(C) and let the
sets U; related to Sardinas—Patterson algorithm. Then from
Corollary 1. and Corollary 2. we get the following statement.

Corollary 3 ([Fal07, Fal08a])

U Ui = U R(q),

i>1 {N(w),q}Zqp

where N'(w) € Q?( , qp € QAD(C

2.2 A new interpretation of the decipherabil-
ity
For every z; € ¥ we define the set of strings H; by H; =

{piy,.--pi, } € 2% \ 0. Let us interpret the decipherability on
the mapping f(z;) = H;.

15
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A quasi code H over A is a finite subset of the set 227 \ ().
The elements of a quasi code H are called code sets, the elements
of HT are called messages.

The function f: ¥ — H is said the determination of quasi
code H belongs to . Let the equation

f@r-zn) = flz1) - f(zy);Vz; €S

holds. The function f : ¥T — H™T is called quasi coding. Let
the decipherability of quasi codes be defined analogously as in
the case of verbatim code, i.e. the mapping is decipherable if
from the equation

flen) o fan) = flyr) - f(ym)
we get, that
n=m and f(z;) = f(y:), i = ys-

Definition 1 ([Fal0o8b, Fallla]) A quasi code H is called UD
(uniquely decipherable) quasi code, if every message has at most
one decomposition. Formally, if the equation

f@) .o f@n) = f(y1) - f(ym)
holds, then n =m and f(x1) = f(y1),..., f(xn) = f(yn).

Theorem 3 ([Fallla]) Every non-empty A-prefiz-free quasi-
code consist of suffizial sets -which does not contain \ set- is
decipherable.

16
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2.3 A necessary condition of the not-
decipherability

Definition 2 ([Fallla]) A deterministic automaton is called
a marked one, if the notations of states of automaton consist of
the notations of the generator states of the non-deterministic au-
tomaton. The final states of the generator states are subscripted
by the last codeword. The marked set of a state is the set of it’s
generator states.

Theorem 4 ([Fallla]) If a quasi code is not decipherable,
then there is a state in the marked deterministic automaton such
that it’s marked set contains at least two final states of the orig-
inal non-deterministic automaton.

Definition 3 ([Fallla]) Let A, B,Cy,...Cy, be sets. A and
B are called mutually paired for Cy,...,C,,, if there is at least
one b € B and there is 1 < i < m such that C; 2 {a,b} for all
a € A, and conversely, that is there is at least one a € A and
there is 1 < i < m such that C; 2 {a,b} for allb € B.

Denote f(x) the set {Zy,,...,Zw,,}, where f(z) =
{wy,...,wy}.
Theorem 5 ([FalO8b, Fallla]) If a quasi code H =

{f(x1),..., f(xn)} is mnot decipherable, then there are
Ci,...,Cyn marked states and x;,x; in the deterministic

automaton of H such that f(acl) and f(x]) are mutually paired
for marked states of C1,...,Ch,.

We note that to find sufficient condition for the non-
decipherability is open problem.

17
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