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1. Bevezetés

A szamelmélet két fejezete, a torténetileg az 6korig visszanyilo diofantikus
egyenletek elmélete és a sokkal fiatalabb algebrai szémelmélet szoros
kapcsolatban allnak egymaéassal, példaul diofantikus egyenletek megoldasakor
gyakran lehet algebrai szdmelméleti eszkozoket, eredményeket felhasznalni.
Az értekezés targya az algebrai szamelmélet egy klasszikus teriiletének,
az algebrai szamtestek monogenitasdnak és ezzel rokon kérdéseknek a
vizsgalata, mely ekvivalens bizonyos szétesé forma diofantikus egyenletek,
dgynevezett index forma egyenletek megoldasaval.

Legyen K egy n-edfoku algebrai szamtest és jeldlje Zx a K-beli algebrai
egészek gytrdjét. Nyilvanvalo, hogy ha a € K primitiv eleme K-nak, azaz
K = Q(a), akkor (1,q,...,a" 1) bazisa K-nak Q felett. Ugyancsak jol
ismert, hogy minden algebrai szamtestben létezik egész bazis. Az algebrai
szamelmélet egy klasszikus kérdése annak vizsgalata, hogy létezik-e K-ban
a fenti két tulajdonsaggal egyszerre rendelkezs bazis, azaz létezik-e olyan
a € Zg elem, hogy (1,a,...,a" ') egész bazisa K-nak. Az ilyen alakua
egész bazist hatvany egész bazisnak, a-t pedig a hatvany egész béazis
generatorinak nevezziikk. K-t akkor hivjuk monogénnek, ha van hatvany
egész béazisa. Kgy algebrai szadmtest monogenitdsdnak eldontése mellett
ugyancsak fontos probléma, hogy monogén testekben hogyan hatarozhatjuk
meg az Osszes hatvany egész bazist generalé elemet.

Belathato, hogy ha a € Zy primitiv eleme K-nak, akkor Z[a]™ véges
indexti részcsoportja a Zj. additiv csoportnak és ebben az esetben I(a) =
(Z} : Z[a]T)-t « indexének nevezziik. Lathato, hogy a pontosan akkor
general hatvany egész bazist K-ban, ha I(«a) = 1.

A K algebrai szamtest myx minimalis indexe, illetve ix testindexe
rendre a K-beli primitiv algebrai egészek indexeinek minimuma, illetve
legnagyobb kozos osztoja. Vilagos, hogy ix | mg, tovabba K-ban akkor
és csak akkor létezik hatvany egész bazis, ha myg = 1, és igy monogén K
esetén i = 1. (Az utolso allitas megforditasa nem igaz.)

Legyen (w1 = 1,wo,...,wy) egész bazisa K-nak, l(z) = x1 +zowa+...+
Tpwp és 10 () =z + xzwéz) +... .+ xnwy(f), ahol w](z) jeloli wj-nek az i-edik

relativ konjugaltjat K-ban (i,j = 1,...,n). Ekkor ehhez az egész béazishoz



tartozo diszkriminans forma

Do) = [ (") —19)>

1<i<j<n

Legyen Dk a K szamtest diszkriminansa. A diszkriminans forma felirhato

DK/Q(Z(Q)) = (I(.’L‘Q, e '7xn))2 -Dg

alakban, ahol I(zg,...,z,) egy raciondlis egész egyttthatos, n(n — 1)/2-
edfokd homogén polinom (Isd. példaul [11], Lemma 1.1.2.). Ezt a polinomot
az (w1 = 1,we, ... ,wy) egész bazishoz tartoz6 index formanak nevezziik.

Bebizonyithato (Isd. példaul [11|, Lemma 1.1.3.), hogy ha @ = x; +

Tows + ... + xpwy € Zi (x1,%2,...,2T, € Z) primitiv eleme K-nak, akkor
I(a) = |I(zg,...,x,)|. Kovetkezésképpen A indexti primitiv Zg-beli elemek

keresése (A adott természetes szam) ekvivalens az
I(xo,...,zn) =+A (x2,...,2, €Z)

index forma egyenlet, specidlisan a hatvany egész béazisok keresése
ekvivalens a +1 jobb oldala index forma egyenlet megoldaséaval.

A fentiek alapjan a minimalis index és a testindex is megadhato6 az index
forma segitségével, mivel

myg =min{|l(z2,...,2,)| | v2,..., 2 € Z &s I(xa,...,2z,) # 0}

és
ixg = Ilnko{I(x9,...,2p) | x2,..., 2y € Z}.

Az «,f € Zg elemek Z-ekvivalensek, ha o« — 3 € Z. (Ez
ekvivalenciarelaci6 Zx-n.) Ebben az esetben Z[a] = Z[(], ezért ha o, f € Zk
Z-ekvivalens primitiv elemek, akkor I(«) = I(3). Specidlisan ha «, 5 € Zg
Z-ekvivalensek és a hatvany egész bazist general, akkor [ is. Ezek az
észrevételek egyébként abbol is addédnak, hogy az index forma fiiggetlen
T1-t61.

Legyenek pi,...,ps killonbozé rogzitett primszamok. Ekkor az index
forma egyenlet p-adikus valtozata az

I(:ng,...,xn)::tpil cephe



egyenlet, ahol az ismeretlenek wo,...,x, € Z az Inko(ze,...,x,) = 1
feltétellel és 0 < t1,...,ts € Z. Ennek megoldasa ekvivalens az olyan K-beli
primitiv algebrai egészek meghatarozasaval, melyek indexe csak a rogzitett
primekkel oszthato.

Megjegyezziik, hogy a fenti fogalmak és azok tulajdonségai egyszertien
megfogalmazhatok Zg helyett tetszéleges O C Zk rend esetén is.

Gydry K. [26] bebizonyitotta, hogy az index forma egyenleteknek csak
véges sok megoldasuk van, a megoldasok abszolut értékére pedig effektiv
fels6 korlatot vezetett le. (A felsé korlat legjobb ismert javitasa [29]-ben
talalhato.) A bizonyitast az index forma egyenlet egységegyenletekre torténd
visszavezetésével és a Baker-modszert alkalmazva nyerte. Kovetkezményként
adodik, hogy Z-ekvivalenciatol eltekintve csak véges sok adott indexi
primitiv Zg-beli elem létezik, specidlisan Z-ekvivalenciatol eltekintve csak
véges sok hatvany egész bazis generdtor van.

Az eredmény effektiv volta algoritmuselméleti szempontbdl azt jelenti,
hogy az index forma egyenletek megoldasa, adott indexd primitiv algebrai
egész elemek keresése, hatvany egész béazis generdtorok keresése elvben
elvégezhetd, ha a korlatig végignézziik az Osszes lehetséges értéket. A felsd
korlatok azonban még a kis fokszamu testek esetén is olyan nagyok, hogy
a gyakorlatban ez a moédszer 6nmagaban nem kivitelezhets, igy hatékony
algoritmusok keresése tovabbra is fontos feladat maradt.

Az index forma egyenlet p-adikus valtozata esetén szintén Gydory K. [27|
adott a megoldésokra effektiv fels6 korlatot, melyre ugyancsak elmondhatok
az elébb lefrtak.

Ezek utdn a tovabbi vizsgalatoknak két fontos irdnya van. Egyrészt
adott tipust algebrai szamtestek esetén lehet hatékony algoritmust keresni
az index forma egyenlet, illetve az ehhez kapcsol6dé algebrai szamelméleti
problémék megoldasara. Igazan hatékony algoritmus csak harmadfoki (Gadl
I, N. Schulte |23]) és negyedfoku (Gadl 1., Pethd A., M. Pohst [19], |22])
esetben ismert. Létezik tovabba altalanos algoritmus 6todfoka (Gadl 1.,
Gydry K. [12]) és hatodfoka (Y. Bilu, Gadl I., Gyéry K. [4]) szamtestekre,
melyek kivitelezheték ugyan, de még nem tekintheték igazan hatékonynak.

A masik lehetséges irany szerint algebrai szémtestek egy csaladjaban

(példaul egy parametrikus csaladban) kell megoldani ezeket a problémékat.
Ez azt jelenti, hogy a megoldast a csalad Osszes teste esetén egyszerre



keressik.

Az ismertetett problémakorrel sokan foglalkoztak, mely eredményekrsl
tobb Osszefoglalo cikk [9], [10], [30], [31], illetve konyv [11] ad részletes
attekintést.

Az értekezés tovabbi fejezetei mind az eddig ismertetett problémék
valamelyikével foglalkoznak bizonyos algebrai szamtestek esetén. Most
roviden attekintjiik ezeket az eredményeket.

A 2. fejezetben egy olyan gyors algoritmust adunk, ami adott valos
mésodfoki szamtest esetén megadja az Osszes olyan vegyes szignaturaja
diéder negyedfoki szamtestet, melyben van hatvany egész bézis és melynek
részteste az adott masodfoku test, egyuttal ezekben meghatarozza az Gsszes
hatvany egész bazis generatort. Ehhez egyrészt A. C. Kable [33| eredményét
hasznaljuk fel, ami biztositja azt is, hogy csak véges sok megfelel§ negyedfoku
test létezik. Méasrészt alkalmazzuk Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [19], [22]
modszerét negyedfokt szamtestek index forma egyenleteinek megoldaséra,
melyet a fejezet elején roviden Ossze is foglalunk. Algoritmusunkat példaként
a Q(v2), Q(v/3), Q(v/5) masodfokii szamtestekre alkalmaztuk, melyekre
nyert numerikus eredményeket a fejezet végén ismertetjik.

A 3. és a 4. fejezetben bikvadratikus szamtestekkel foglalkozunk. Igy
hivjuk azokat a negyedfoki algebrai szamtesteket, melyek Galois-csoportja
Klein-csoport vagy ekvivalens médon azokat, amik kiilonb6z6 négyzetmentes
m,n € Z\{0, 1} szamokkal Q(y/m, v/n) alakba irhatok. Ezekben a testekben
sokan foglalkoztak a monogenitas problémaéajéval, ezek Osszefoglalasa a 3.
fejezet elsd részében talalhato.

Szamunkra a legfontosabb eredmény az, hogy K. S. Williams [53| leirta
a bikvadratikus szdmtestek egy egész bézisit, valamint diszkriminansat,
ami alapjan Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [16] kiszamitottak a harom
kvadratikus forma szorzatara bomlo index format. Ugyancsak 6k [21] adtak
hatékony eljarast a teljesen valos bikvadratikus szamtestek esetén az index
forma egyenlet megoldasara. A 3. fejezet célja az, hogy a teljesen komplex
eset vizsgalataval teljessé tegye a monogenitas vizsgalatat bikvadratikus
szamtestekben. Egyszertien ellendrizhets sziikséges és elégséges feltételt
adunk hatvany egész bazis létezésére és leirjuk az 6sszes hatvany egész bazist



generald elemet. Kideriil, hogy a generatoroknak az egész bézisra vonatkozo
egylitthatoi konstans vektorok egy kis elemszami halmazabol keriilhetnek
ki. A bizonyitas fontos eleme, hogy teljesen komplex bikvadratikus
szamtestekben az index forma tényez6i kbzott van definit kvadratikus forma.
Ebbdl az észrevételbdl kiindulva tetszéleges jobb oldalt index forma egyenlet
is megoldhat6. Ezt alkalmazva nyerhetd a fejezet végén taldlhatod tablazat,
melyben 6sszefoglaljuk a 10%-nél kisebb diszkriminanst teljesen komplex
bikvadratikus szamtesteket, kiszamolva testindexiiket, minimalis indexiiket
és a minimalis indexszel rendelkez& Osszes elemet.

A 4. fejezet olyan hatékony algoritmust ismertet, mely bikvadratikus
szamtestekben az index forma egyenlet p-adikus valtozatat oldja meg. Egy
példatol eltekintve p-adikus index forma egyenletet numerikusan eddig
még nem oldottak meg. Latni fogjuk, hogy bikvadratikus szamtesteknél
az esetek jelentés részében lényegében egy Z feletti S-egység egyenlet
megoldasaval érhetiink célt. Kideriil azonban, hogy ha az egyenlet jobb
oldalan szereplé primek valamelyike két kiilonb6z6 primideal szorzatara
bomlik fel a bikvadratikus szamtest mindharom résztestében, akkor még meg
kell oldani egy S-egység egyenletet a negyedfoku test felett is. Az S-egység
egyenletek megoldasahoz p-adikus és komplex logaritmusok linearis forméira
vonatkozo becsléseket és kiillonb6z§ redukcids eljarasokat alkalmazunk. Az
algoritmus illusztralasaként harom konkrét egyenletet is megoldunk.

A bikvadratikus szamtesteket természetes moédon lehet altalanositani, ha
Q-hoz legalabb két kiilonboz6 ki,...,k, € Z \ {0, 1} négyzetmentes szam
négyzetgyokét adjungaljuk. Az igy nyert multikvadratikus szamtesteket
vizsgaljuk az értekezés 5. fejezetében, melyeknél mindig feltessziik
vagy mas feltételekbdl kiovetkezik, hogy a szamtest fokszama 2". Ezek
monogenitasaval kapcsolatban az itt ismertetettek az els§ eredmények. Azt
latjuk be, hogy n = 3 esetén ha ki, ko, k3 paronként relativ primek, k; < 0
ésky=ks =1 (mod 4), akkor a multikvadratikus szamtest nem monogén.
Ezutan tetsz6leges n esetén igazoljuk, hogy paratlan diszkriminans mellett
a testindex péros, mig tovabbi megkétés nélkiil az O = Z[Vk1, ..., Vkn]
rend minden elemének indexe oszthaté 2-nek egy nagy kitevds hatvanyaval.
Ezekbdl az is kovetkezik, hogy a feltételek megtartdsa mellett rendre a
maximalis rendben illetve O-ban nincs hatviny egész bézis.

Az utols6 fejezetben algebrai szamtestek két parametrikus csalddja
esetén hatarozzuk meg a testindexet. ElGszor a Kishi-féle harmadfoku



testeket vizsgaljuk. Igy nevezziik a t3 —a(a® +a+ 3)(a® + 2)t? — (a® + 2a% +
3a+3)t — 1 € Z[t] polinomok felbontési testét, ahol a € Z olyan egész szam,
amire egy jol meghatarozott, a-tol fiiggs egész szam négyzetmentes. A Kishi-
féle harmadfoku testeknek megadjuk egy egész bézisat, majd kiszamitjuk
az ehhez tartozé index formét, aminek vizsgéilataval bebizonyitjuk, hogy a
testindex minden ilyen test esetén 1. Ezutén a legegyszeriibb negyedfoku
testek csaladjat tekintjiik, amiket a t* — at® — 6¢2 + at + 1 € Z[t] polinom
felbontési testeként definialunk, ahol a € Z\ {0} olyan, hogy a? + 16-nak az
1-en kiviil nincs paratlan négyzetszam osztoja. Ezekrdl a 2. fejezetben méar
leirt modszert felhasznélva azt igazoljuk, hogy testindexiik rendre 1 vagy 2
attol fliggden, hogy a paros vagy pératlan.



2. Diéder negyedfoka szaimtestek monogenitasa

2.1. Negyedfoki szamtestek monogenitasa

Negyedfoki algebrai szamtestekben az index forma egyenlet megoldasaval,
hatvany egész bézis keresésével Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [17], [18], [19],
[20], [21], [22] egy cikksorozatban foglalkoztak részletesen. Ezek koziil [19] és
[22] egy olyan hatékony algoritmust ismertet, amely tetsz6leges negyedfoka
szamtest esetén alkalmazhaté. FEz az eljaras az index forma egyenlet
megoldasat harmadfoka és negyedfoku Thue-egyenletek megoldasara vezeti
vissza. Most roviden ezt a modszert foglaljuk Gssze.

Legyen K egy tetszGleges negyedfoki algebrai szamtest. Tegytik fel, hogy
¢ € Zg primitiv eleme K-nak, azaz K = Q(&). Legyen £ definialo polinomja
f(t) = t* 4+ a1t + ast?® + ast + a4 € Z[t] és jeldljiik ¢ indexét m = I(£)-vel.

Ha K egy egész béazisa (w1 = 1,we, ws,wy), akkor egy d € Z kozos nevezd
kiemelésével

Ww; =

Ul -

4
o7 (i=1,...,4)
j=1

irhato, ahol A\;; € Z (1 < 4,5 < 4). A tovabbiakban az I(z2,z3,24) = £A
index forma egyenlet megoldasa helyett a vele ekvivalens probléméval, A
indexi @ = z1w1 + Tows + T3w3 + Tawy € Zi (1‘1,$2,$3,1’4 € Z) primitiv
elemek keresésével foglalkozunk. Ebbdl a szempontbél feltehetjiik, hogy
x1 = 0, ezért « felirhato

o= a+ xé +C§J§2 + 253 (1)

alakban, ahol a,z,y, 2 € Z a kovetkez6képpen van meghatarozva:

a A1l A21 Azt Aal 0
Tl | Az Az Az Mg T2 (2)
y A13 23 A3z Ag3 3
z A4 Aog Az A T4

A toviabbiakban azon « € Zg értékekhez tartozo z,y, z egyiitthatokat
fogjuk meghatarozni, melyekre I(a) = A. Ezekbdl (2) alapjan kaphatjuk
meg az eredeti index forma egyenlet megoldasait.



A modszer kulcsfontossagn eleme a kovetkezd eredmény.

2.1.1. TETEL (Gaal I., Peths A., M. Pohst [19], Theorem 2.1.)

Az (1) alakban megadott o € Z elem indexe pontosan akkor A, ha az
d®A

F(u,v) = u® —agu’v+ (aya3 — dag)uv® 4 (4agay — a3 — alay)v® = £—— (3)
m

egyenletnek van olyan (u,v) € Z X 7Z megoldasa, hogy az (1)-beli x,y,z
egylitthatok teljesitik a kovetkezd egyenléségeket:

Qi(z,y,2) = 2 —awwy+agy® + (af — 2a9)xz + (a3 — araz)yz
+(—araz + a3+ ay)2> =u
Qo(z,y,2) = Y —xz—awyz+a’ =v . (4)

L.-C. Kappe és B. Warren |34] eredménye (Theorem 1.) szerint ha f(¢)
Galois-csoportja Klein-csoport, negyedrendd ciklikus csoport vagy nyolcad-
rendd diéder csoport, akkor F'(u,v) reducibilis Q felett, igy a szorzatta
alakitaskor adodo elséfoku tényezs alapjan (3) egyszertien megoldhaté. Ha
pedig f(t) Galois-csoportja negyedfoku alternalé csoport vagy negyedfoku
szimmetrikus csoport, akkor F'(u,v) irreducibilis Q felett, ezért (3) egy har-
madfoki Thue-egyenlet.

A (3) egyenlet megoldasa utan annak Osszes (u,v) megoldasara tekin-
teniink kell a (4) egyenletrendszert. (Ha (3) nem megoldhato vagy (3) dsszes
megoldésa esetén (4)-nek nincs megoldésa, akkor az index forma egyenletnek
sincs megoldésa, azaz K-ban nincs A indexii algebrai egész.)

A (4) egyenletrendszer megoldasainak meghatéarozasahoz legyen (u,v)
egy rogzitett megoldasa (3)-nak. Jeldljik (zq,yqg, 2g)-val

Q0<X7Y7 Z) = UQQ(X7Y7 Z) - UQI(Xa}/aZ) =0

egy nem trivialis megoldéasat. (A (4) megoldasai teljesitik ezt az egyenletet,
ezért ha nincs nem trivialis megoldas, akkor (4)-nek nincs megoldasa. A
nem trivialis megoldas meghatéarozasahoz Isd. [40] Chapter 7., Theorem 3.
és Theorem 5.)

Ha példaul zgo # 0 (a tobbi eset hasonloan kezelhetd), akkor (4)
tetszbleges (z,y,z) megoldasdhoz léteznek olyan p,q,r € Q racionalis



paraméterek, hogy

r=rxg+p, Yy=1Y0+¢q, z=r2Q. (5)

Mivel (4) Osszes (z,y, z) megoldasa teljesiti a Qo(x,y,z) = 0 egyenlSséget,
ezért Qo(zQ,vyqg,2q) = 0 alapjan kénnyen kiszamithato ci,ca,c3,ca,¢5 €
7. értékekkel r(cip + caq) = c3p® + capq + csq® adodik. Az (5)-
beli egyenleteket szorozzuk meg (c1p + coq)-val és hasznaljuk az el6z8
egyenlséget, hogy (5)-bdl kikiiszoboljik r-et. Tovabba szorozzuk meg
ezeket az egyenleteket p, g k6zos nevez§jének négyzetével, majd az igy kapott
P, ¢ egész paraméterek Inko(p’, ¢') legnagyobb kozos osztojanak négyzetével
osszuk el az egyenleteket. Ekkor a paramétereket ismét p-vel és g-val jelolve

k-x= fo(p,q) = Cnp2 + ci12pq + Cl3q27
k-y= fy(p,q) = cop®+ caopq + ca3d?, (6)
k-z= f.(p,q) = c31p* + c32pq + c33¢°

adodik, ahol k,c;; € Z, k > 0, a p,q € Z paraméterek pedig relativ primek.
[22] szerint k osztja det(c;;)/Inko{c;j | 1 < i,j < 3}3-t. Ez utobbi kifejezés
altalaban egy kis egész szdmot ad, ezért k-ra csak néhany lehetséges értéket
enged meg.

Mindegyik k esetén a (6)-beli elgallitast (4)-be helyettesitve

Fi(p,q) = Q1(f(p, ), fy(p, ), f=(p,q))
Fy(p,q) = Qafa(p,q), fy(»,q), f-(p, q))

[22] (Theorem 2. és Theorem 3.) szerint (7) és (8) koziil legalabb az egyik
negyedfoki Thue-egyenlet. Ezt megoldva kapjuk p, g-t, melybdl (6) alapjan
adddnak a megfelel§ x,y, z értékek.

Ha F'(u,v) irreducibilis, akkor a (3) Thue-egyenletet, illetve a (7), (8)-bol

adod6 Thue-egyenletet Y. Bilu és G. Hanrot [5] modszerével lehet gyorsan
megoldani, amit beépitettek példaul a KASH-ba [6] is.

Ku | (7)
kv (8)

2.2. Diéder negyedfoki szamtestek

Legyen K = Q(&) negyedfoku algebrai szamtest és £ definialé polinomja
f(t) € Z[t]. A tovabbiakban olyan K negyedfoku algebrai szdmtesteket



vizsgalunk, melyeknél f(t) Galois-csoportja nyolcadrendii diéder csoport.
[lyenkor az egyszertiség kedvéért azt mondjuk, hogy K diéder negyedfok
szamtest.

Ha K egy diéder negyedfokd széamtest, akkor K-nak egyetlen M
mésodfoki részteste van. Ismert tovabba az is, hogy ha M képzetes
mésodfokil részteste a K diéder negyedfoktu szamtestnek, akkor K csak
teljesen komplex lehet. Ezért amennyiben K vegyes szignatiraja, akkor
M valés mésodfoki szamtest.

A. C. Kable [33] diéder negyedfoki szamtestekben vizsgalta a hatvany
egész béazis létezésének probléméjat. Tételében sziikséges és elégséges
feltételt adott hatviny egész bazis létezésére ilyen negyedfokil testekben.
Szémunkra tételének alabbi két kévetkezménye lesz fontos.

2.2.1. LEmMA (A. C. Kable [33], Corollary 1.)

Legyen K diéder negyedfokii szamtest, melynek mésodfoki részteste M.
Ha K-ban van hatvany egész bazis, akkor az elGjel megfelel§ valasztasaval
Dg + 4D‘}3\4 négyzetszam.

Ha K vegyes szignaturaju diéder negyedfokt szamtest, akkor Dy < 0 és
M valés masodfoku test, igy Dy > 0. Ezért a 2.2.1. lemméabdl adodik a
kovetkez6 Allitas.

2.2.2. LEMMA (A. C. Kable [33], Corollary 2.)

Legyen K vegyes szignaturaju diéder negyedfoku szamtest, melynek masod-
fokti részteste M. Ha K-ban van hatvany egész bazis, akkor |Dy| < 4D3,.
Kovetkezésképpen csak véges sok olyan monogén, vegyes szignatiraji dié-
der negyedfokii szamtest létezik, mely egy adott valés masodfoki szamtestet
résztestként tartalmaz.

A 2.2.2. lemma utolsé allitasa azért is érdekes, mert ha a feltételek koziil
elhagyjuk a vegyes szignaturat, akkor J. G. Huard, B. K. Spearman és K.
S. Williams [32] (Theorem 2.) eredménye szerint az mar nem teljesiil.

Megjegyezziikk még, hogy diéder negyedfoki szamtestekben Gadl I,
Pethd A. és M. Pohst [20] foglalkoztak index forma egyenletek megoldaséaval.
Az altaluk megadott modszer az index forma egyenlet megoldasat vissza-
vezeti bizonyos maéasodfokt polinomértékek keresésére méasodrendid linearis
rekurziv sorozatokban. Ez az eljaréds azonban nem miikédik minden diéder
negyedfoki szamtest esetén, jelentss résziikre azonban igen.
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Célunk a tovabbiakban az lesz, hogy rogzitett M valés mésodfoki
szamtest esetén meghatarozzuk az Osszes K vegyes szignaturaja diéder
negyedfokil szamtestet, melynek mésodfokt részteste M és melyben van
hatvany egész bazis.

2.3. Az algoritmus

Adott M valés mésodfoki szamtest esetén a 2.2.2. lemma szerint csak véges
sok olyan monogén, vegyes szignaturaju diéder negyedfoku szamtest létezik,
melynek mésodfokt részteste M. Ebben a részben ezek meghatirozasara
adunk gyors algoritmust.

A 2.2.2. lemma értelmében a K vegyes szignaturdju diéder negyedfoku
szamtestek koziil elég csak azokat vizsgélni, melyekre |Dg| < 4D§’w teljesiil.

Amennyiben M részteste K-nak, akkor Dg\l/[(:M] | Dk, ezért esetiinkben
D3, | D ellendrzése tovabb sziikiti a szoba johetd testek korét. Ezek utan
Gadl I., Pethd A. és M. Pohstnak a 2.1. részben ismertetett eljarasaval
valasztjuk ki az igy megmaradoé testek koziil azokat, amelyekben valéban van
hatvany egész bazis. Egyuttal meghatarozzuk azokat az elemeket, melyek
hatviny egész bazist generalnak.

Ezek utdn megadhato a probléméra vonatkozé gyors algoritmus (Gadl
L, Nyul G. [14]):
input: Egy M valés méasodfoku szamtest.
output: Az Osszes olyan monogén, vegyes szignaturaju diéder negyedfoku
K szamtest, amely résztestként tartalmazza M-et. Ezen kiviil ezekben a K
testekben meghatarozzuk az 6sszes hatviny egész bazist generalé elemet.

1. Meghatéarozzuk az Osszes olyan vegyes szignaturaju negyedfokia K
szamtestet, melynek diszkriminansa az el6bb irtaknak megfelelGen
teljesiti a kovetkezdket:

Diy | Dk, Diy < |Dk| < 4Dy (9)
(A KASH [6] segitségével készithets bizonyos szamtesteket, esetiinkben

a vegyes szignaturaju negyedfoku szémtesteket felsorold tablazat.
Algoritmusunk ezen lépése ezt a tablazatot felhasznalva hajthato
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végre.  Megjegyezziik, hogy a (9) feltétel kevés lehetséges K-t
szolgaltat.)

2. Kiszamitjuk a K-t meghatérozo elem definialé polinomjanak Galois-
csoportjat és K résztesteit. Azokat a K-kat hagyjuk meg, melyek
esetén a Galois-csoport nyolcadrendd diéder csoport és melyek M-et
tartalmazzak résztestként.

(A Galois-csoport és a résztestek meghatarozasa is végrehajthato
példaul a KASH [6] segitségével.)

3. Megvizsgéljuk, hogy K monogén-e és elhagyjuk azokat a K-kat,
melyekben nincs hatvany egész bazis. Ezzel egyiitt kiszamitjuk a K-
beli hatvany egész béazisok Osszes lehetséges generatorat.

(Ebben a lépésben Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [19], [22] modszerét
alkalmazzuk. A 2.1. részben megjegyeztiik, hogy diéder negyedfoki
testek esetén a (3) egyenlet egyszertien megoldhatd, mert bal oldala
egy elssfoku és egy masodfoku forma szorzatara bomlik. A (7), (8)
egyenletek megoldasahoz szintén a KASH [6] hasznalhato.)

2.4. Numerikus példak

Az algoritmust példaként azokban az esetekben alkalmaztuk, amikor a valos

mésodfokt szamtest M = Q(v/2), Q(v/3), Q(V/5).

A kovetkezs tablazat a szamitasok eredményét tartalmazza. Mindegyik
M esetén felsoroljuk azon K vegyes szignaturaju diéder negyedfoku
szamtestek diszkrimansat, amelyeknek részteste M és teljesitik (9)-et, azaz
azokat a K testeket, melyek a 2.3. részben leirt algoritmus 1. és 2. pontja
utan megmaradtak. Mindegyik testnél megadjuk egy K-t meghatarozéd &
elem f(t) definialo polinomjat és az (1)-ben szerepld d kozos nevezdt.

Ezutéan feltiintetjiik az algoritmus 3. pontjanak alkalmazasakor meg-
oldasként adodoé azon (x,y, z) koordinatékat, melyekre az ezekkel (1) szerint
felirt v elem hatvany egész bazist general K-ban. (Jegyezziik meg, hogy ha
(z,y,z) megoldast szolgaltat, akkor (—x, —y, —z) is, ezért koziiliikk csak az
egyiket soroljuk fel.)

Néhany testnél ,nincs megoldas” szerepel. Ezek azok a testek, melyeket
az algoritmus 3. pontjanal hagyunk el, azaz ezek a K vegyes szignaturaja
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diéder negyedfoku szamtestek teljesitik (9)-et és masodfoka résztestiik M,
de a test mégsem tartalmaz hatviny egész béazist. Ilyen testek létezése azt
is igazolja, hogy a 2.2.2. lemma els§ allitasa nem megfordithato.

A példak kiszamitasahoz a Maple programcsomagot, illetve a 2.3. rész-
ben irtaknak megfelelsen a KASH [6] programcsomagot hasznaltuk. Az
algoritmus id&igénye példanként mindossze néhany perc volt.

D = —448, f(t) =t* =23+ 42+ 2t — 1,d =1

(l’,y,Z) = (0’ 1’ _1)7 (1a _674)a (45 _37 1)7 (17070)a (17 _2a 1)
(t =t4—2t2—1,d—1

(z,y,2) = (1,0,0),(2,0,-1)

(t) =t* —2t3 — 3t2 — 2t—1,d:1

(z,y,2) = (1,0,0),(0,3,—1),(3,2,—1)

(t)=tt—22 —4t—-2,d=1

(x7yﬁz) = (1?0?0)7( ) 1)

t)y=tt—2834+12-2d=1

M = Q(V3)

Di = —1728, f(t) =t* —2t> — 2t +1,d =1
(x,y,z) (1,0,0),(0,2,-1)

Dy = —3312, f(t) =t* =213 — 12+ 2t —2,d =1
(2,9, ) (1,0,0)

D = -3312, f(t) =t* +t2 -6t +1,d =3
nincs megoldéas
Dy = —4608, f(t) = t* + 2> —2,d =1
(:L'7 ) (1 O O) (37171)7(37*1a1)
D = —4608, f(t) =t* —2t2 —2,d =1
(2,9,2) = (1,0,0)
Dy = —5616, f(t) =t* —3t2 -6t — 3,d =1
(z,y,2) = (2,1,-1),(1,0,0)
Dy = —5616, f(t) =t* —2t> +3t> — 2t —2,d =1
(z,y,2) = (1,0,0), (17,10, 4), (9, —2,4)
Dy = —6336, f(t) =t* —2t> —4t> — 4t —2,d =1
(x,y,2) =(1,0,0),(1,3,-1)
Dy = —6336, f(t) = t* —2t> — 812 — 6t — 3,d = 3

nincs megoldéas
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D = —6768, f(t) =t* —2t3 +t? -3, d =1

(z,y,2) = (1,0,0),(1,0,1), (4,-3,1)
Dy = —6768, f(t) =t* —t2 — 6t —2,d = 2

(z,y,2) = (2,1,-2),(2,-1,0),(2,1,0),(1,1,-1)
Di = —6912, f(t) =t* —3,d =1

(z,y,2 (1,0,0)
M = Q(V5)
D = =275, f(t) =t —t34+2t —1,d=1

(amy z) (0,0,1),(1,0,0),(2,-2,1), (1,2, —4),(0,1,—1)
Dy = —400, f(t) =t* -2 - 1,d =1

(x7y,z) (1 0, 0) (0,1,1),(1,0,—1),(0,1,—1)
Dy = —475, f(t) = t* 22 -2t —-1,d=1

(m,y,z) (1 0,0),(0,2,-1),(2,1,-1)
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3. Bikvadratikus szaimtestek monogenitasa

3.1. Bikvadratikus szamtestek

Egy testet bikvadartikus szamtestnek neveziink, ha K = Q(y/m,+/n)
alaki negyedfoku algebrai szamtest, ahol m,n € Z \ {0,1} kiilonbo6z6
négyzetmentes racionalis egész szamok.

A tovabbiak soran a K = Q(y/m,+/n) bikvadratikus szamtest esetén
hasznélni fogjuk a kovetkez§ jeloléseket. Legyen | = Inko(m,n) > 0 és mq,
n1 az m = Imy és n = In; egyenlGségekkel definidlva.

Az m és n négyzetmentessége miatt a 4-gyel vald oszthatosaguk
szempontjabol a kovetkezd kilenc esetet kiilonboztethetjiik meg, melyek
mindegyikénél feltiintetjiik, hogy abban az esetben mennyi lehet m, n és
miny 4-gyel vett osztasi maradéka:

m n ming
111 1

1] 2 2
113 3

2 |1 2

2| 2| 1vagy3
213 2
3|1 3
3|2 2
313 1

Miutan K masodfoku résztestei Q(y/m), Q(v/n), Q(y/min1), igy
Q(vm, vn) = Q(vm,y/min1) = Q(Vn, ymini) (10)

Ezek alapjan K. S. Williams [53] megéllapitotta, hogy minden bikvadra-
tikus szamtest esetén meg lehet m, n, my, ni-et gy valasztani, hogy azok a
4-gyel vald oszthatésdg szempontjabol az alabbi 6t eset valamelyikébe tar-
tozzanak, igy a tovabbiakban elég csak ezeket vizsgélni:

1. eset: m=1 (mod4),n=1 (mod4),m; =1 (mod4),n; =1 (mod4)
2. eset: m=1 (mod4),n=1 (mod4),m; =3 (mod4),n; =3 (mod4)
3. eset: m=1 (mod 4),n=2 (mod 4)
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4. eset: m=2 (mod4),n=3 (mod 4)
5. eset: m=3 (mod 4),n=3 (mod 4)

K. S. Williams [53] mindegyik esetben parametrikus formaban meg-
hatarozott egy egész bazist (Theorem 2.), illetve megadta a test diszkri-
minanséat (Theorem 3.). Ezeket az esetek fenti szamozéaséaval ismertetjiik.

A K = Q(y/m, y/n) bikvadratikus szamtest egy egész bazisa a kivetkezs:
) 1+\F 1+ n 1+\F+\F+m>

’ 2
11+\ﬁ 1+n 1\F+\F+m>

’ 2

e ﬁ;ﬁHW)

A K = Q(y/m, /n) bikvadratikus szamtest diszkriminansa pedig:
1. és 2. eset: Dg = I>m3n?
3. és 5. eset: D = 161°m?2n?
4. eset: Dk = 6412m3n?

Ezeket az eredményeket felhasznalva Gadl 1., Pethd A. és M. Pohst [16]
esetenként kiszamitottak a fenti egész bazishoz tartozo index formaékat:

1. eset:
Tayv2 M o2 Tayo T 2 a2 _ T4y2
(l(szr ) 1 z‘*) (l(x3+ 2 x4) ("1(x3+ 5 ) —mlet ) )
2. eset
_ P4y 2 Tay2 M1 2 Tay2 _ _ T4y
(l(”" >) "3 x‘*) (“x” 2) x4) ("1($3+ 3 )~z =) )
3. eset
(lz3 — nyx3) (l(xs + %)2 - %xi) (n1(2z3 + 24)* — myx3)
4. eset

l n m
(2(2332 +14)% — 7133 ) (2lx3 - 71334) (27111‘3 - 7(21‘2 + a:4)2)
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5. eset:

n z
(l(2x2 + x3)? — nlxi) (lxg — mlmi) (le?), —my(zy + 53)2)

T. Nakahara [43] bebizonyitotta, hogy végtelen sok bikvadratikus
szamtestben van hatvany egész bazis. Megmutatta azt is, hogy egy
bikvadratikus szamtest testindexe 1, 2, 3, 4, 6 vagy 12 lehet. Igazolta
tovabbé azt, hogy tetszlleges N € N esetén végtelen sok olyan bikvadratikus
szamtest 1étezik, melynek testindexe 1, minimélis indexe pedig nagyobb N-
nél, kovetkezésképpen végtelen sok bikvadratikus szdmtestben nincs hatvany
egész bazis.

Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [16] 0], elemi bizonyitast adtak arra, hogy
a bikvadratikus szamtestek testindexe mivel lehet egyenld, s6t leirtak, hogy
m1, ny és I-t6] fliggSen melyik értéket mikor veszi fel.

Bikvadratikus szamtestek monogenitaséaval tébben is foglalkoztak. m =
—1 és n > 0 esetén T. Funakura [8] (Corollary 5.) bizonyitotta, hogy
K pontosan akkor monogén, ha n = 2,3,5. M.-N. Gras és F. Tanoé
[25] sziikséges és elégséges feltételeket adtak bikvadratikus szamtestekben
hatvany egész bézis létezésére. Y. Motoda [41] bizonyos teljesen valos
esetekben vizsgalta a monogenitas probléméjat és adta meg a hatvany egész
bézis generatorokat.

Szintén Gadl 1., Pethd A. és M. Pohst [21] adott hatékony algoritmust a
teljesen valos bikvadratikus szamtestek esetén az I(xo,xs3,z4) = A index
forma egyenlet megoldasara, ahol I(xy,x3,x4) a megfelel esethez tartozo,
elébb felirt index forma, A € N pedig rogzitett szdm. Modszeriikben az index
forma egyenlet megoldasat szimultan Pell-egyenletek megoldasara vezették
vissza. Az eljaras illusztralasara az osszes 10%-nal kisebb diszkriminansi,
teljesen valos bikvadratikus szamtest esetén kiszamitottdk a minimalis
indexet és meghataroztdk az Osszes ilyen indexi elemet.

A tovabbiakban az lesz a célunk, hogy a teljesen komplex bikvadratikus
szamtestek vizsgalataval teljessé tegyiik a monogenitas témakorét bikvadra-
tikus szamtestek esetén. Sziikséges és elégséges feltételt fogunk adni a telje-
sen komplex bikvadratikus szamtestek monogenitasara, megadjuk a hatvany
egész bazis generatorok keresésekor felléps index forma egyenlet Gsszes meg-
oldasat, végiil egy, a fent emlitetthez hasonlé tdblazatot készitiink a teljesen
komplex esetben is.
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3.2. Teljesen komplex bikvadratikus testek monogenitasa

Ebben a részben a teljesen komplex bikvadratikus szamtestekben vizsgaljuk
a monogenitas problémajat. A tovabbiakban hasznaljuk az el6zé részben
bevezetett jeloléseket.

A K = Q(yv/m,+/n) bikvadratikus szamtest pontosan akkor teljesen
komplex, ha m és n koziil legaldbb az egyik negativ szdm. Ilyenkor a 3.1.
részben leirt eseteknél m és n elGjelére is ligyelve az adodik, hogy m és n
valaszthat6 gy, hogy a kovetkezd esetek valamelyike alljon fenn:

1. eset: m >0, n<0,m=1 (mod4),n=1 (mod4), m =1 (mod4),
ny =1 (mod 4)
2. eset: m>0,n<0,m=1 (mod4),n=1 (mod4), m =3 (mod4),
ny =3 (mod 4)

3/A. eset: m>0,n<0,m=1 (mod4),n=2 (mod 4)
3/B. eset: m<0,n>0,m=1 (mod4),n=2 (mod 4)
4/A. eset: m>0,n<0,m=2 (mod4),n=3 (mod 4)
4/B. eset: m<0,n>0,m=2 (mod4),n=3 (mod 4)
5/A. eset: m>0,n<0,m=3 (mod4),n=3 (mod 4)
5/B. eset: m<0,n<0,m=3 (mod4),n=3 (mod4)

Ennek igazolasara példaként tekintsiik a 3.1. részben leirt 4. esetet. Ezen
beliil meg kell vizsgalni az 0sszes lehetséges, lényegesen kiilonbo6z§ elGjelezést
és felhasznaljuk (10)-et:
a.)m=2 (mod4),m>0én=3 (mod4),n<0. Eza4/A. eset.
b.)m=2 (mod4), m<0én=3 (mod4),n>0. Eza4/B. eset.

c.) m=2 (mod4), m <0én=3 (mod4), n <O0. Ilyen feltételek
mellett min; = 2 (mod 4), min; > 0. Ez min; és n-nel a 4/A. esetbe
tartozik.

Ezekre az esetekre vonatkozoan természetesen a 3.1. részben felirt egész
bazis, diszkriminans és index forma valtozatlanul adédik.

A kovetkezs tételben olyan jellemzését adjuk a hatvany egész béazissal
rendelkez6 teljesen komplex bikvadratikus szamtesteknek, mely alapjan
konnyen ellendrizhets, hogy egy adott teljesen komplex bikvadratikus
szamtest monogén-e. Tovabbé amikor 1étezik a testben hatvany egész bazis,
akkor meghatérozzuk az Osszes hatvany egész bazist generalé elemet. A
tétel érdekessége az is, hogy a kordbban megadott egész bézishoz tartozo
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index forméval felirt, =1 jobb oldali index forma egyenlet megoldasa minden
esetben a paraméterektsl nem fliiggs, konstans vektorok egy véges halmazaba
tartozik.

3.2.1. TETEL (Nyul G. [45])

Legyen K = Q(y/m,+/n) a felsorolt esetek valamelyikébe tartozé teljesen
komplex bikvadratikus szamtest.

Az 1., 2. és 3/A. esetben K nem monogén.

A tovéabbi esetekben K-ban a hatvany egész béazis létezésének sziikséges és
elégséges feltétele:

3/B. eset: m; = —1, 1 —4ny = —1 (és a feltétel miatt n; > 0).

4/A. eset: my =2, np =—1,1=1, azazm =2 ésn = —1.

4/B. eset: m; = —2, | —ny = £2 (és a feltétel miatt ny > 0).

5/A. eset: ny = —1, 4l —mq = 1 (és a feltétel miatt mq > 0).

5/B. eset: | =1, ng —my = £4 (és a feltétel miatt my,n; <0).

Ha K monogén, akkor a megfelelé index forméaval vett I(xg, x5, x4) = £1
index forma egyenlet megoldéasai:

3/B. eset:

(z2,x3,24) = (1,1, -2),+(1,—1,2)

4/A. eset:

(z2,x3,24) = +(0,0,1),£(1,0,—1)

4/B. eset:

(z2,23,24) = +(0,0,1),£(1,0,—1)

5/A. eset:

my=3,n=-1,1=1, azazm =3, n = —1 esetén

(xo,x3,24) = £(1,-2,1),+(1,—-2,—-1),+(0,1,0), £(1,—1,0)
A t6bbi 5/A. esetbeli testre

(z2,23,24) = =(1,—2,1),+(1,—2,—1)

5/B. eset:

(1‘2, I3, iL‘4) = :|:(0, 1, 0), :|:(1, —1, 0)

MEGJEGYZES A tételben a 4/B. esetnél levs feltételre igaz, hogy minden
olyan test, amelynél | — ny = 2 szerepel, megegyezik valamelyik olyan
testtel, amelynél az egyenlGségben | — ny = —2 teljesiil, és ez forditva is
igaz. Tekintsiink ugyanis a 4/B. esetben egy olyan testet, melynek a tétel
értelmében létezik hatvany egész bazisa. Ekkor ha m; = =2, [ — n; = 2,
akkor legyen ny = x (ez a 4/B. esetbdl kifolyolag pozitiv paratlan egész)
és igy | = x + 2. Eszerint m = Im; = —2(zx 4+ 2), n =In; = z(x + 2) és
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miny = —2z. Ezzel szemben m} = —2, n] = x4+ 2, I’ = x valasztassal
m = Um) = =2z, n =1Un} = xz(x+2) ésl' —n}) = =2, igy (10)
miatt Q(v/m, /) = Q(y/mini,/n) = Q(v/m/,v/n'), tovibba ezek az 1j

paraméterek is a 4/B. esetbe tartoznak. Hasonléan végezhets el ez a
gondolatmenet forditva is.

Az 5/B. esetben pedig az m-re és n-re vonatkozo feltételek szimmetriaja
miatt minden olyan test, amelyre ny — m; = 4 teljesiil, megegyezik
valamelyik olyannal, amelyre n; — m; = —4 &ll fenn, és ez forditva is igaz.

3.3. A tétel bizonyitasa

A bizonyitas sordn a 3.1. részben felirt index formék koziil mindig a
megfelelgvel oldjuk meg az I(xa,x3,24) = 1 index forma egyenletet. Az
index forma minden esetben harom egész egyiitthatés kvadratikus forma
szorzatara bomlik, igy az index forma egyenlet csak gy oldhatdé meg, ha
minden tényez6 értéke +1. A teljesen komplex esetben pedig még az is
teljesiil, hogy a tényezdként adddo kvadratikus formék kézott mindig vannak
definitek, a vizsgéilatot érdemes ezek valamelyikével kezdeni.

1. eset: Ekkor m; > 0, n; <0, m; =1 (mod4), ny =1 (mod4) és
legyen n; = |n1| > 0, amire 7y =3 (mod 4).

Ekkor a megfelel§ index forma elsé tényezGje nem negativ, tehat a fent
irtak értelmében 1-gyel egyenls, amib6l I(2x9 + 24)? + n12? = 4 adodik.
Itt mindkét tag nemnegativ egész értékd, tovabba ny = 3  (mod 4) miatt
niz? =0vagy 3 (mod 4), igy harom lehet&ség johet szoba:

a.) 1(2xg + w4)? = 0, max3 = 4. Az utébbi egyenldség esetiinkben
n1 =3 (mod 4) mellett nem teljesiilhet.

b.) 1(2x9 + 24)? = 1, maz? = 3. Ez csak dgy lehetséges, ha | = 1,
209 + x4 = £1, 11 = 3 (azaz np = —3) és 4 = +1. Az index forma
harmadik tényez6je nem pozitiv, igy értéke —1:

Ha x4, = 1, akkor z9 = 0 vagy —1, igy a harmadik tényez6
1 2
-3 (:Ug + 2) - % = -1, azaz 3(2z3 + 1)2 + m1 = 4. Ekkor csak

3(2x3 4+ 1)? = 3 és my = 1 lehet, ezért x3 = 0 vagy —1.
Ha x4 = —1, akkor zo = 0 vagy 1, a harmadik tényez&§ pedig
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= —1, azaz 3(2v3 — 1)2 + m; = 4. Innen hasonléan

[
w
8
w

|

\

|

|

kapjuk, hogy m; =1, 3 = 0 vagy 1.

A megmarad6 esetekkel ((z3,z4) = (0,1),(—1,1),(0,-1),(1,-1)) az
I m

index forma masodik tényezdjét véve azt kapjuk, hogy 1 1" +1, ami

| = mq = 1 miatt lehetetlen.

c.) 1(2xg + x4)* = 4, w3 = 0. Ekkor 24 = 0, [ = 1 és wp = 1. Ebben
az esetben az index forma masodik tényezdje z3 = 1, tehat x3 = £1, igy
a harmadik tényez6 n; — m; = +1. Ez azonban ellentmond az 1. esetben
fennallo m; =n; (mod 4) feltételnek.

2. eset: Ekkor mqy > 0, ny < 0, m; =3 (mod4), ny =3 (mod4) és
legyen 1y = |nq| > 0, amire 77 =1 (mod 4).

Az index forma els§ tényezGje ebben az esetben is nem negativ, tehat
1 értekd, igy 1(2z2 — w4)? + miz? = 4 teljesiil. Az 1. esethez hasonléan
nir? =0vagy 1 (mod 4) miatt harom esetet kiilonboztetiink meg:

a.) 1(2xy — 24)? = 0, ma? = 4. Eszerint 0y = 1 (azaz ng = —1), x4 = 2
vagy —2, amibdl rendre z9 = 1 vagy —1. Ekkor az index forma nem pozitiv
harmadik tényezéje x4 = 2 esetén —(z3 + 1)? = —1, igy o3 = 0 vagy —2,
illetve 24 = —2 esetén —(z3 — 1)2 = —1, amibdl 23 = 0 vagy 2.

A fennmarad6 esetekben ((z3,z4) = (0,2),(—2,2),(0,—-2),(2,-2)) a
masodik tényez6 | — m; = +1. Ez ellentmond m = Im; paratlansaganak.
b.) 1(2z9 — 24)% = 3, ma? = 1. Ekkor [ = 3, 229 — x4 = +1, 7y = 1 (azaz
ny = —1), x4 = £1. Az index forma harmadik tényezGje nem pozitiv, igy
—1 értékd:

Ha x4, = 1, akkor o = 0 vagy 1, ezért a harmadik tényezd
- (xg + ;)2 - % = —1,1gy (2z3+1)%2+m1 = 4. Ekkor csak (2z3+1)? =1
és m1 = 3 lehetséges, ahonnan x3 = 0 vagy —1.

Ha x4 = —1, akkor zo = 0 vagy —1, a harmadik tényezs pedig
— (xg — ;)2 — % = —1, ezért (223 — 1) + my = 4. Innen az el6z6ekhez

hasonléan my = 3, x3 = 0 vagy 1.

Az Gsszes lehetséges esetben ((z3,z4) = (0,1),(—1,1),(0,-1),(1,-1))
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[ m
a masodik tényezd 1 Tl =+1, ami viszont | = m; = 3 miatt nem
lehetséges.
c.) 1(2xy — 24)? = 4, ma? = 0. Ekkor 24 = 0, ] = 1 és 29 = +1. Ezek
szerint a mésodik tényezs x3 = 1, ezért 3 = 41 és a harmadik tényezd
ny —mq = +1, ami m; =ny (mod 4) miatt lehetetlen.
3/A. eset: Ekkor my > 0, ny < 0 és legyen n; = |n1| > 0. Az index forma
els6 tényezdje nem negativ, igy (23 + nyx? = 1.

Ebben az esetben 71 péros, ezért lz3 = 1, myz? = 0. Ekkor [ = 1,
Ty = +1, x4 = 0. A mésodik tényezé x3 = 1, tehdt z3 = +1, a harmadik
tényezd pedig 4ny — m1 = £1. De m; > 1, n; < —1 miatt 4ny — my; < =5,
ami ellentmondast eredményez.

3/B. eset: Ekkor ny > 0, m; < 0 és legyen m; = |mi| > 0. Ebben az
esetben a harmadik tényezé nem negativ, tehat nq(2x3 + x4)% + my23 = 1.

Mivel ny péros, ezért ni(2z3 +4)% = 0, mix3 = 1, amib6l 223 + x4 = 0,

2
my = 1 (azaz m; = —1) és zo = £1. Ekkor a méasodik tényezd % =1,
azaz x4 = 2 vagy —2, amibdl rendre x3 = —1 vagy 1. Ezek alapjan az els6
tényezd | —4n; = 1. Amennyiben [ —4n; = 1 lenne, akkor { =1 (mod 4)
teljesiilne, igy m; = —1 miatt m = 3 (mod 4) volna, ami nem felel meg
a 3/B. eset feltételeinek. Tehat my = —1, 1 — 4ny = —1 és az index forma

egyenlet megoldésai (2, x3,z4) = +(1,1,—-2),+(1, -1, 2).

4/A. eset: Ekkor mi > 0, np < 0 éslegyen ny = |ni| > 0. Ekkor a harmadik
tényez6 nem pozitiv, igy értéke —1, amibdl 4n1 23 + mq (2x2 + 24)? = 2.

Ennek els6 tagja oszthato 4-gyel, igy 4n123 = 0 és mq(2z2 + x4)? = 2
lehet. Innen x3 = 0, m; = 2 és 2x9 + x4 = +1. Ekkor az index forma
mésodik tényezéje —r3 = —1, tehat x4 = +1. Ha x4 = 1, akkor z2 = 0 vagy

—1, mig ha x4 = —1, akkor x9 = 0 vagy 1.

Minden esetet figyelembe véve ((z2,z4) = (0,1), (—1,1),(0,—1),(1,-1))

. i » ni
az ebben az esetben nem negativ els§ tényezd 573 = 1, azaz | —ny = 2.

Tovabba | > 1, ny < —1, amibsl [ — ny > 2. Mint lattuk, ebben
egyenlGség &ll fenn, tehat | = 1, n; = —1. Ebben az esetben ezek

szerint [ = 1, m; = 2, ng = —1 és az index forma egyenlet megoldasai
(z2,x3,24) = £(0,0,1),+(1,0, —1).
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4/B. eset: Ekkor ny > 0, m; < 0 éslegyen m; = |mi| > 0. Ebben az esetben
a masodik tényezd nem negativ, tehat 1 értékd, igy 4lx3 + myzi = 2.

Az els tag oszthatd 4-gyel, fgy 4lx3 = 0, miz3 = 2. Ezekbdl
x3 = 0, m1 = 2 (azaz m; = —2), v4 = £1. Ekkor a harmadik tényezd
(2w9 +14)? =1, igy 229 + 24 = +1. Ha x4 = 1, akkor x5 = 0 vagy —1, ha
pedig z4 = —1, akkor zo = 0 vagy 1.

Az Osszes esetet figyelve ((z2,z4) = (0,1),(—1,1),(0,—1),(1,—1)) az
els§ tényezs 3~ o +1, azaz | — n; = 4+2. Tehat ebben az esetben
my = —2, | —n; = £2 és az index forma egyenlet megoldésai (x2,x3,x4) =
+(0,0,1),+(1,0, —1).

5/A. eset: Ekkor my > 0, ny < 0 és legyen n; = |n1| > 0. Ekkor az els6
tényez6 nem negativ, igy I(2x2+x3)% +n12% = 1. Ebbél kiindulva két esetet
kell megkiilonboztetni:
a.) 12z + 23)2 = 0, ma? = 1. Ekkor 2wy + 23 = 0, n; = 1 (azaz
2
x3

ny = —1) és ¢y = +1. Ezekkel a harmadik tényez§ ——= = —1, azaz
xr3 = 2 vagy —2, amibdl rendre o = —1 vagy 1. A masodik tényezs ekkor
4] — my = £1. Amennyiben 4/ — my; = —1 lenne, akkor m; =1 (mod 4)
allna fenn. Masrészt n = 3 (mod 4) és n; = —1 miatt [ = 1 (mod 4),
tehat m = 1 (mod 4) lenne, ami ellentmondéas. Igy az 5/A. eset a.)
részében ny = —1, 4/ — m; = 1 és az index forma egyenlet megoldéasai

($27 z3, -T4) = :l:(la *2, 1)a :l:(la *27 *1)‘

b.) 1(2z2 +23)% =1, ma? = 0. Ekkor [ = 1, 229 + 23 = £1, 24 = 0. Ezek
esetén a masodik tényezs m% =1, azaz x3 = +1. Ha 23 = 1, akkor 9 = 0
vagy —1, ha x3 = —1, akkor xo = 0 vagy 1.

Az esetek mindegyikében ((z2,z3) = (0,1),(—1,1),(0,-1),(1,—-1)) a
nem pozitiv harmadik tényez6 Zl _m_ —1, azaz n1 — m; = —4. Ez
my > 0, n; < 0 egészekre csak (my,n1) = (1,-3),(2,—2),(3,—1) esetén
teljestilhet, ahonnan [ = 1 miatt rendre (m,n) = (1,-3),(2,-2),(3,—-1),
amibgl csak az utolso felel meg az 5/A. eset feltételeinek. Marad tehat

m = 3, n = —1, mely esetén a b.) részben az index forma egyenlet
megoldasai (xe2,x3,24) = £(0,1,0),£(1,—1,0). (Megjegyzends, hogy az
m = 3, n = —1 eleget tesz az a.) részben szerepld feltételeknek is.)

5/B. eset: Ekkor m; < 0, ny < 0 és legyen m; = |mq| > 0, ny = |nq| > 0.
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Az index forma masodik tényezdje ekkor nem negativ, tehat lz%+miz3 = 1.
Ez alapjan két lehet&ség van:

a.) lz3 = 0, mix] = 1. Ekkor z3 = 0, my = 1 (azaz my = —1) és x4 = +1.
Ezek mellett az els6 tényezd 4lz3 +7n1 = 1. Az elsé tag 4-gyel oszthato, ezért
x9 =0 és ny =1, azaz n; = —1. Ezekkel az értékekkel azonban a harmadik
tényezd 0 lenne, ami nem lehetséges.

b.) lx% =1, mz? = 0. Ekkor | = 1, 23 = +1, 24 = 0. Ezesetben az els6
tényezs (2z2 +x3)? = 1, azaz 279 +x3 = +1. Ezért ha x3 = 1, akkor 29 = 0
vagy —1, ha pedig z3 = —1, akkor 3 = 0 vagy 1. Minden lehetséges
értéknél ((x2,z3) = (0,1),(-1,1),(0,—1),(1,—1)) a harmadik tényezd
% — % = =+1, azaz n; — m; = £4. Ekkor tehat [ = 1, ny — m; = +4
és az index forma egyenlet megoldasai (z2, z3,x4) = £(0,1,0), £(1,—1,0).
Az pedig, hogy a kapott szamharmasok valoban megoldésok, a meg-
felel§ eseteknél a feltételeket is figyelembe véve behelyettesitéssel konnyen

ellendrizhetd. O

3.4. Teljesen komplex bikvadratikus szamtestek tablazata

A 3.2.1. tétel bizonyitasaban fontos észrevétel volt, hogy bikvadratikus
szamtestek esetén az index forma harom darab egész egylitthatos masodfoku
forma szorzata, tovabba hogy a teljesen komplex esetben ezek kozt van
olyan tényezd, amely definit. Ezen a médon teljesen komplex bikvadratikus
szamtestekben nem csak a +1 jobb oldald, hanem tetszGlegesen rogzitett
A € N esetén a £A jobb oldald index forma egyenlet is megoldhaté. Ezt
hasznaljuk az alabbi szamitasokban is.

A kovetkezs tablazatban (Nyul G. [45]) az Osszes olyan teljesen
komplex bikvadratikus szamtestet soroljuk fel a diszkriminansok novekvd
sorrendjében, melynek diszkriminansa legfeljebb 10*. Ugyanilyen tablazatot
a teljesen valos esetben Gadl 1., Pethd A. és M. Pohst [21] adtak.

A testeknél szereplé mq, ni, | a fentieknek megfelelen a Q(y/m,/n)
test megfelel§ paraméterei, Dy, ix, mg rendre a test diszkriminénsa,
testindexe és minimaélis indexe. Ezen kiviil mindegyik testnél megtalalhato
az I(x9,x3,14) = tmy egyenletnek az Osszes megoldéasa. (Ha (z2,z3,24)
megoldés, akkor (—z2,—x3, —x4) is az, de csak az egyiket tiintetjiik fel.)
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Dy kiszamitasa [53], mig ix kiszdmitasa |[16] alapjan tortént. mg
meghatéarozasahoz vettiik ix-nak k- ix (k € N) tobbszoroseit mindaddig,
amig az index forma egyenlet +k - i jobb oldallal megoldhaté lett.

A szamolasokat Maple-be irt program segitségével végeztiik el, ami
csupan néhany percet vett igénybe.
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4. Az index forma egyenlet p-adikus valtozata
bikvadratikus szamtestekben

4.1. A megoldas elGkészitése

Ebben a fejezetben az index forma egyenlet p-adikus valtozatanak meg-
oldésaval foglalkozunk bikvadratikus szamtestekben. A bikvadratikus
szamtestek esetén tovabbra is megtartjuk a 3. fejezetben bevezetett
jeloléseket.

Eszerint a tovabbiakban is legyenek m,n € Z \ {0,1} kilonbozs
négyzetmentes egész szamok, | = Inko(m,n) > 0 és m = Imy, n = In;.
A K = Q(v/m,+/n) bikvadratikus szamtestben fogunk dolgozni, amelyrsl
a korabbiak alapjan feltehetjiikk, hogy a 3.1. részben felsorolt 6t eset
valamelyikébe tartozik. Jeldlje az ott megadott egész bazishoz felirt index
format I(xg,x3,24). Legyenek toviabba K masodfoka résztestei M; =

Q(vn), Mz = Q(y/m), M3 = Q(y/min1).
Legyenek pq, . .., ps kiillonbo6z6 rogzitett primszéamok. A fejezet hatralevs

részében célunk hatékony algoritmust adni az index forma egyenlet p-adikus
valtozatanak, azaz az

I(zo,x3,24) = :tp"i1 N -pzs (11)

egyenlet megoldasara, ahol xa,x3,24 € Z, 0 < t1,...,ts € Z az ismeretlenek
az lnko(ze, x3, x4) = 1 feltétel mellett.

Megjegyezziik, hogy eltekintve egy N. P. Smart [49] altal megoldott
példatol (egy teljesen komplex ciklikus negyedfoku szamtestben, a 2 és
3 primeket hasznalva) p-adikus index forma egyenletet eddig még nem
oldottak meg.

Ahhoz, hogy a tovabbiakban egységesen tudjuk kezelni az Gsszes esetet,
vezessiik be az 0j, egész értékd ui, ue, us, a, b, ¢, d, f, g, t paramétereket
és x, y, z ismeretleneket a kovetkezs tablazat szerint:
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eset | up uz |us | a | b c d f glt| z y z
1 mi ni l ni 4 mi 4 ni 4 1 T4 219 + T4 2x3 + T4
2 mi n1 l ni | 4 mi 4 n1 4 | 1| x4 | 202 — x4 | 223 + 24
3 m1 4n, l ni 1 m1 4 ni 1 1| x4 T2 2x3 + T4
4 mi ni l ni 2 m1/2 1 2n1 1 2 T4 219 + T4 T3
5 mi ni 4 | ny | 1 mi 1 ni 4 | 1| x4 | 222+ 23 X3

(Jegyezziik meg, hogy a 4. esetben m; paros, igy ¢ € Z.)

Korabban lattuk, hogy bikvadratikus szdmtestek esetén az index forma
minden esetben harom méasodfoki forma szorzata. A tényezdk 3.1. részbeli
sorrendje mellett jeloljiik ezek abszolut értékét rendre F; = Fj(xo,x3,x4)-
gyel (i = 1,2,3). Ekkor egyszerii szamolassal ellendrizhets a kovetkezs
allitas.

4.1.1. LEMMA (Gaal I., Pethé A., M. Pohst [21], Lemma 1.)

A fenti jelblésekkel
+u1 Fy £ ugFy = +usF3. (12)

Az index forma tényezdire kaphato a kovetkezs egyenletrendszer is:

(ax)? —ny* = =abF,
(cx)? —mz? = +cdFy (13)
(f2)" —mimy* = +fgFy

Ezeknek az egyenleteknek a bal oldalai linearis formék szorzatara
bomlanak rendre My, Mo, Ms-ban, melyeket a kovetkezd azonosség kapcsol
ossze:

teaz — v/ny) — talcx — Vimz) = Vm(fz — Jmmy)  (14)

A (11) p-adikus index forma egyenlet megoldéasat egy Z feletti S-egység
egyenlet megoldéasara fogjuk visszavezetni. Kideriil, hogy bizonyos esetekben
ennek megoldasa alapjan az index forma faktorai mar csak véges sok értéket
vehetnek fel. Ilyenkor (11) megoldésa a teljesen valos esetben Gadl 1., Pethd
A. és M. Pohst [21] szimultan Pell-egyenletekre vezetd eljarasaval, a teljesen
komplex esetben pedig a 3.4. részben emlitett, definitséget kihasznalo
modszerrel fejezheté be. Latni fogjuk azonban, hogy ha van olyan prim
P1,...,Ps kOzoOtt, amely két kiillonboz6 primidedl szorzatara bomlik My,
Ms, M3 mindegyikében, akkor még meg kell oldani egy tovabbi S-egység
egyenletet K felett is.
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4.2. Az S-egység egyenlet a racionalis egész szamok gyftirtje
felett

A tovabbiakban feltessziik, hogy xs, 3,24 € Z, 0 < ty1,...,ts € Z tetszbleges
rogzitett megoldasa a (11) egyenletnek, igy F, Fy, F3 € Z. Mivel megfelels
elgjellel I(xzq,x3,x4) = £F1 FoF3, ezért (12) miatt Fy, Fy, F3 megoldésa a

iulFl + UQFQ = :|ZU3F3 (15)

F,=pi-..oopds (i=1,2,3)

7 feletti S-egység egyenletnek.

El6szor a (15) S-egység egyenlet f1, fo, f3 € N primitiv megoldasait
fogjuk keresni, azaz azokat, melyekre Inko(fi, f2, f3) = 1. Ekkor vilagos,
hogy (15) dsszes megoldasa

Fo=fi-pi*-...-p¥ (1=1,2,3) (16)

alakban all elg, ahol 0 < aq,...,as € Z tetszGleges.
Keresstik fi, f2, f3-t a kovetkezs alakban
fi= gt (1=1,2,3). (17)
Legyen tovabba j =1,...,s esetén
ai; = agj +ordy (ug) (i =1,2,3). (18)

Ezzel a tuq f1 £ us fo = Fusf3 egyenlet felirhato

/

Fuip(t L pstt bt L ps? = duhp Pt L pe (19)
alakba, ahol u),uf, us relativ primek pi,...,ps-hez. Ebben az esetben az
u1, g, uz-bol esetleg adoddo, az Osszes tagban kozos pq, . . ., ps-hatvanyokkal
osztva

a// a// a// a// a// a//

Fuipy L pst R ubp P - pe® = dugp L ps®e, (20)
ahol af}, a5;, az; (j =1,...,s) koziil mar csak legfeljebb egy pozitiv (hiszen
u}, uh, uf relativ primek py, ..., ps-hez).

29



Ha a (20) egyenletet ilyen feltételek mellett megoldjuk, akkor aj;-
t annyival megndvelve, hogy legaldbb ord,, (u;) legyen, megkapjuk agj—t
(i=1,2,3;5=1,...,s), azaz (19) megoldasait.

Ezekbdl (18) segitségével adodik a;; (i = 1,2,3;5 = 1,...,s), majd
(17)-b6l fi, fa, f3, amibsl (15) Gsszes Fi, Fo, F3 megoldasahoz (16) alapjan
jutunk.

4.3. A racionalis egészek gyitriije feletti S-egység egyenlet
megoldasa

A (20) egyenletben tetszdleges j € {1,..., s} esetén vagy a’l’j =0, vagy

0<d = ord (4 -p 95 4ol 8 ag
<ay; = ordy, Uy * Py~ * .. Ds Uz P~ - Ds
/
u2 al —a! a!! —aql
= Ol"dpj <1j:u,.p121 SL. L opg® 33>7
3

hiszen a jobb oldal ekkor nem tartalmazza p;-t tényezéként. Erre K. Yu [54]
(Isd. még [50]) p-adikus logaritmusok linearis formaira vonatkozo becslését
hasznélva

u

/

" 2
ayj; = ordy, (10g ,

J Pj Dj o,/

J u3

< CilogH, (21)

+ (@ — o) oy, b1+ o+ (0, — i) log,,

ahol C] a tétel alapjan kiszamithato konstans, H = max a;’j. Jegyezziik
meg, hogy ha af; # 0, akkor ay; = aj; = 0, tehit az el6bbi képletben az
(ag; — agj)logp], p; tag hidnyzik és minden k # j esetén aj; és af, kozil
legfeljebb az egyik lehet pozitiv.

Hasonl6 fels6 korlatot kaphatunk a’Q’j, ag’j—re is (j =1,...,s), ahonnan

H < Cilog H adodik, ami pedig egy felss korlatot ad H-ra.

A szamolasok egyszertsitése végett, ha wjubus-nek kevés primosztoja
van, akkor érdemes azokkal kibGviteni a (11) jobb oldalan &ll6 primek
halmazat, a szimmetria miatt ekkor ugyanis kevesebb esettel kell majd
foglalkozni. Ilyenkor értelemszertien majd csak azokat a megoldasokat kell
figyelembe venni, melyeknél az tjonnan vett primek kitevsi megegyeznek
azzal a kitevGvel, amivel az eredeti u},ub,us-ben szerepelnek (lasd a
harmadik példat).
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A H korlatjara vonatkozo redukciot B. M. M. de Weger [52] LLL-
redukcids algoritmust hasznélé otlete alapjan végezziik el. Ennek az alabbi
valtozatat fogjuk hasznélni.

4.3.1. LEMMA (Gaal 1., Jarasi L., F. Luca [13], Lemma 4.1.)

Legyen p primszam, 91,...,9, € €, (Q, a p-adikus szamtest algebrai
lezértjanak teljessé tételét jeldli), A = i x;9; (ahol xy1,...,x, € Z),
X = max |z;| és c1,co pozitiv konstansok. Z?legyﬁk fel, hogy ord,(¥;) i =n

esetén minimalis. Legyen ekkor

és
A n—1
/
=1
Legyen tovabbd 0 < p € Z és tetszbleges U € (), esetén 91 egy olyan

raciondlis egész szam, hogy ord, (¥ — I > p. Jelsljiik végiil I'y-vel a
kovetkezé matrix oszlopvektorai altal kifeszitett racsot

1 0 0 0
0 1 0 0
0o 0 ... 1 0
90y oo 9 pH

valamint bi-gyel I';, LLL-redukalt bazisanak elsé vektorat. Ha
[bull > 2% - V- Xo,

akkor az ord,(A) > c1 + cpxj egyenlStlenségnek nincs olyan x1,...,x,
megoldésa, melyre

w—14ordy(Vy) —
C2

< X < Xp.

A lemma alkalmazéasa soran p-t gy célszerii megvalasztani, hogy a fenti
jelolések mellett p# nagysagrendje X{ koriili legyen.
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A 4.3.1. lemméanak (21)-re torténd alkalmazasaval a H-ra kapott korlatot
redukalni tudjuk. Az igy kapott korlatra ismét végrehajtjuk a redukciot
mindaddig, amig a korlatot ezzel csokkenteni lehet.

A fels6 korlat altalaban 3-5 lépésen keresztiill csokkenthets. A
redukci6 elég hatékony, hiszen a korlatot elsé 1épésben nagyséigrendileg a
logaritmuséara csokkenti.

A végst lépésben kapott korlat alatti értékeket végigellendrizve meg-
kapjuk (20) osszes megoldasat, ahonnan a mar leirt modon adodik (15)
Osszes primitiv megoldasa.

4.4. A kitevSk lehetséges értékeinek leirasa

A (15) egyenlet egy adott fi, fo, f3 primitiv megoldasa esetén (16) alapjan
(13) a kovetkezd alakba frhato:

(ax)* —ny* = sy p{t ... ple
(cx)?> —mz® = Zsgpi' ... po (22)
(f2)? = miniy® = sz pit-...-po

ahol s; = abfi, so = cdfa, s3 = fgfs. A tovabbiak egyszertsitése érdekében
vezessiik be a P = pj* - ... - p% jelolést is.

Jegyezziikk még meg, hogy az Ilnko(xg,x3,24) = 1 feltételbdl és x,y, 2
definiciojabol konnyen adodik, hogy Inko(x,y, z) = 1 vagy 2.

A tovabbiakban feltessziik, hogy 2 € {pi1,...,ps}. Ezt megtehetjiik,
hiszen ellenkezs esetben a 2-t hozzavessziik a (11) egyenlet jobb oldalan
allo primekhez, megoldjuk igy az egyenletet, végiil pedig csak azokat a
megoldasokat vessziik figyelembe, melyeknél a 2 kitevGje 0.

A most kovetkezo két allitas fontos szerepet fog jatszani szamitasainkban.

4.4.1. LEMMA (i) Hap ¢ {p1,...,ps} primszam, akkor
ptlnko(z,y), ptlnko(z,z), ptlnko(y,2).

(ii) Ha p; € {p1,...,ps} \ {2}, akkor

Ordpi (lnko(x, y)) < Ordpi(sl)/z

32



ordy, (Inko(z, z)) < (ordy,(s2)+1)/2
ordy, (Inko(y,2)) < ordy,(s3)/2

(iii) Ha p; = 2, akkor
orda(Inko(z,y)) < (orda(s1)+3)/2
orda(Ilnko(z,z)) < (orda(s2)+3)/2
ords(Inko(y, 2z)) < (orda(ss) +2)/2

Bi1zonYITAS (i) Indirekt tegyiik fel, hogy p | z és p | y. Ekkor (22) els6
egyenlete alapjan p? | abfi P, amibdl p ¢ {p1,...,ps} miatt p? | ab. Igy
a és b definici6ja szerint p = 2 vagy p? | ni. El6bbi nem lehetséges a
2 € {p1,...,ps} feltevésiink, utobbi pedig n; négyzetmentessége miatt.

Hasonloéan igazolhato p { Inko(z, z) és p f Inko(y, z) is.

(ii/1) Legyen a € N olyan, hogy p | z,y. Mivel Inko(z,y,z) < 2 és
pi # 2, ezért ekkor p; f z. (22) els6 egyenlete alapjan p?® | s1 P.

Indirekt tegytik fel, hogy 2av > ordy,(s1). Ekkor p; | P, ahonnan (22)
mésodik és harmadik egyenlete alapjan p; | mz?2 és p; | f?22. Ezekbdl viszont
p; 1 z miatt p; | m és p; | f adodik. Utdbbibol p; # 2 szerint p; | ny, ezért
pi | 1 és igy p? | n1l = n, ami ellentmond n négyzetmentességének.

(ii/2) Legyen 3 € N olyan, hogy piﬁ | z, z. Ekkor az el6z6ekhez hasonloan
pi 1y és (22) mésodik egyenletébdl p?ﬁ | soP.

Indirekt tegyiik fel, hogy 283 > ord,, (s2) + 1. Ekkor p? | P, igy (22) els6
egyenlete alapjan p? | ny?. De p; { y, ezért p? | n, ami ellentmond annak,
hogy n négyzetmentes.

(ii/3) Legyen v € N olyan, hogy p/ | y, 2. Ekkor a fentiekhez hasonléan
pi f x és (22) harmadik egyenletéb6l p;” | s3P.

Indirekt tegyiik fel, hogy 2v > ordp,(s3). Ekkor p; | P, ahonnan (22)
els6 és masodik egyenlete szerint p; | a?x? és p; | c2x?. Innen p; f x alapjan
pi | a, p; | ¢ adodik, tehat a és ¢ értelmezése alapjan p; | n1, p; | mi, ami
ellentmond Inko(mj,n;) = l-nek.

(iii/1) Legyen o/ € N olyan, hogy 2% | z,y. Ekkor (22) els6 egyenlete
szerint 22 | 51 P.
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Indirekt tegyiik fel, hogy 2a’ > ords(s1) + 3 (és igy még o > 1 is
teljesiil, tehat 22 | x,y). Ekkor 2% | P, ahonnan (22) masodik egyenlete
és 22 | x szerint 2* | mz?. Azonban Inko(x,y,2) < 2 és 22 | x,y alapjan
ords(z) < 1, ezért 22 | m, ami ellentmond m négyzetmentességének.

(iii/2) Legyen B’ € N olyan, hogy 27 | x,z. Ekkor (22) masodik
egyenletébsl 228" | sy P.

Indirekt tegyiik fel, hogy 23" > orda(s2) + 3 (és igy 3 > 1 is igaz,
vagyis 22 | x, z). Ekkor 2* | P, amibdl (22) elsé egyenlete és 22 |  alapjan
24 | ny?. De Inko(z,y,2) < 2 és 22 | z, 2, ezért ordy(y) < 1, tehat 22 | n,
ami ellentmond n négyzetmentességének.

(iii/3) Legyen 7/ € N olyan, hogy 27 | y,z. Ekkor (22) harmadik
egyenletébdl kapjuk, hogy 227" | s3P.

Indirekt tegyiik fel, hogy 27" > orda(s3)+2 (és igy 7/ > 1, azaz 22 | y, 2).
Ekkor 23 | P, igy (22) els6, masodik egyenletébdl és 22 | y, z-bol 22 | a?z? és
23 | 2z, Mivel Inko(z,y, z) < 2 és 22 | y, z miatt ords(z) < 1, ezért 2 | a2,
2| %, tehat 2 | a, 2 | ¢, ahonnan a és ¢ értelmezése szerint 2 | ny, 2 | my,
ami pedig ellentmond Inko(mj,n;) = 1-nek. O

Legyen x,y, z € Z egy tetszblegesen rogzitett megoldasa (22)-nek. Ekkor
1 =1,2,3 esetén legyen

i Bi Pi1 Pi2 D | Dai
1] a NG ar —\/ny azx + \/ny 0 3
2| ¢ vm cx —/mz cx ++/mz 1 3
3| f miny | fz—/minyy | fz+mimy | 0 2

Kozismert, hogy ha p € Z primszam, akkor a p altal generalt ideél egy
masodfoki algebrai szamtestben haromféleképpen bomolhat fel primidealok
szorzatara. FEnnek megfelelGen valasztjuk szét az eseteket a kovetkezd
allitasban.

4.4.2. LEMMA

(i) Legyen p; € {p1,...,ps} \ {2}
Ha p;Zy, primideal M;-ben (i = 1,2,3), akkor

aj < 2max(ordy, (20;), ordy, (26;)) + D1
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(ii) Legyen p; = 2.
Ha 27y, primideal M;-ben (i = 1,2,3), akkor

a;j < 2max(orda(2a;), ord2(253;)) + Da;.

(iii) Legyen pj € {p1,...,ps} \ {2}.
Ha p;jZy;, = @ valamilyen o primidedlra M;-ben (i = 1,2, 3), akkor

a; < max(ord,(2a;), ord,(205;)) + Dis-

(iv) Legyen p; = 2.
Ha 27y, = @* valamilyen g primideéllal M;-ben (i = 1,2,3), akkor

a; < max(ordy(2a;), ord,(26;)) + Da;.

(v) Legyen pj € {p1,...,ps} \ {2}

Ha pjZy;, = o - p valamilyen o primidedlra M;-ben (i = 1,2,3) és " | ¢i1,
7 | i1, akkor

ord,.(s;) + D1;

k < max(ordy, (2a;), ordy, (28;)) + pﬂ(;)“,

ahol itt o € Zyy, esetén ordy, (o) = min(ord, (o), ordg(0)).

(vi) Legyen p; = 2.
Ha M;-ben 2Zy;, = ¢ - % valamilyen g primideallal (i = 1,2,3) és g* | ¢i1,
7 | i1, akkor

OI‘dQ (32> + DQZ'

k < max(orda(2a;), orda(25;)) + B) ’

ahol itt o € Zpy, esetén orda(o) = min(ordy, (o), ordg(o)).

BizoNYyITAS (i) Tegyiik fel, hogy p;Zp;, primidedl Mi-ben és legyen
a; = a; + ordy, (s1).

Ekkor (22) els6 egyenlete alapjan p? | (ax)? — ny? = o1 - Y10.
Mivel Mi-ben a @11 és @12 algebrai egész elemek egymés konjugéltjai,
ezért valamely b; € Z nemnegativ szamra pjj | 11 pontosan akkor

teljestil, ha p?-j | 12 Ha bj-t a legnagyobb lehetséges értéknek
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valasztjuk, akkor a fenticket egybevetve @; = 2b; adodik. Tovabba
pi/ | ¢+ g2 = 2ax és pl]’-j | w12 — 11 = 2y/ny, ami szerint
bj < ordy,(2a) + ordy,(z) és b; < ordy (2y/n) + ordy (y), a 4.4.1.
lemma alapjén pedig min(ord,, (x),ordy,(y)) < ordy,(s1)/2. Ezekbdl
bj < max(ordy,(2a),ord,,(2y/n)) + ord, (s1)/2, ahonnan 2b; = a@; =
aj + ordy, (s1)-et felhasznélva éppen a kivant allitas adodik.

bj

(iii) Tegyiik fel, hogy p;Za, = 2, ahol p primidedl Mj-ben. Legyen
ismét @; = a; + ordy, (s1).

Most is érvényes p?j | (az)? — ny? = @11 - P12 s hogy tetszéleges
bj € Z nemnegativ szamra ©% | @11 akkor és csak akkor all fenn, ha
©% | 12, mivel g ilyenkor egyenlé sajat konjugaltjaval. Tekintsiik most is
a lehetséges legnagyobb b;-t, melyre az el6bbi oszthatosagok teljesiilnek. A
fentiek egybevetésével kapjuk, hogy @; = b;, tovabba p% | 2ax és % | 2/ny,
ezért b; < ordy(2a) + ordy(z) és b < ord,(2y/n) + ordy(y). Masrészt a
4.4.1. lemma szerint min(ordg(x),ordy,(y)) = 2min(ord,,(x),ordy, (y)) <

ordp, (s1). Ezekbdl b; < max(ord,(2a),ord,(2/n)) + ordy, (s1), ahonnan
bj = aj = a; + ord,, (s1)-et felhasznélva kapjuk az allitast.

(v) Tegyiik fel, hogy p;Zy, = ¢ - P, ahol p primideal M;i-ben. A feltétel
szerint ©F | 11 6s P* | 11, ezért konjugalas utan pF | @10 és §F | 1o
adodik. Ekkor az el6z6 esetekhez hasonléan kapjuk, hogy ¢F | 2az és
oF | 2y/ny, ezért k < ord,(2a) + ordy(z) és k < ordy,(2y/n) + ordy(y).
A 4.4.1. lemma szerint min(ord,(z), ord,(y)) = min(ordy, (), ord,, (y)) <
ordy, (s1)/2, igy k < max(ordy,(2a),ord,(2y/n)) + ord,, (s1)/2. Hasonloan
k < max(ordg(2a), ordg(2y/n)) + ordy, (s1)/2 is teljesiil. Kihasznalva, hogy
ord,(2a) = ordg(2a) = ord,,(2a) és hogy tetszdleges A, B,C € R szamok
esetén érvényes min(max(A, B), max(A,C)) = max(A4, min(B, C)), kapjuk
az allitast.

A lemma mindegyik része hasonléan igazolhatd My és Ms esetén. A (ii),
(iv), (vi) részek bizonyitasa pedig ugyantgy végezhetd el, mint rendre az (i),
(iii), (v) részeké. O

A 4.4.2. lemma (i)-(iv) részének koszonhetSen, ha egy p; € {p1,...,ps}
prim esetén a p; altal generalt ideal primideal vagy egy primideél négyzete K
valamelyik masodfoku résztestében, akkor ezen prim a; kitevjére egy igen
kis felss korlat nyerhets. Ez alapjan ha a (11) jobb oldalan szerepls Gsszes
prim ilyen tipusi, akkor csak véges sok, viszonylag kevés lehetséges I, Iy, F3
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érték adodik. Ezekre tekintve a (13) egyenletrendszert, innent6l kezdve (11)
megoldasanak befejezéséhez a teljesen valds esetben Gadl I., Pethd A., M.
Pohst |21] szimultéan Pell-egyenletekre vezets, mig teljesen komplex esetben
a 3.4. részben emlitett, definitséget felhasznald modszert kovethetjiik.

Emlitsiik még meg, hogy ha a bikvadratikus szamtestiink az 1., a 2.
vagy az b. esethez tartozik, akkor m és n szerepe szimmetrikus, st ezekben
az esetekben a (15) S-egység egyenlet is lényegében ugyanaz marad, ha m
és n értékét felcseréljilk. A 4.4.2. lemma azonban m és n felcserélésekor
adhat kiillonbo6z6 fels6 becsléseket a kitevSkre, ezért érdemes azt kiprobalni
mindkét médon, majd a megoldast azzal a valasztassal folytatni, melynél
kevesebb lehetséges kitevs jon szamitésba.

Viszont ha van olyan prim py, ..., ps k0zott, amely altal generalt ideal két
kiilénb6z6 primideal szorzatara bomlik a bikvadratikus szémtest mindharom
mésodfoki résztestében, akkor egy tovabbi, K feletti S-egység egyenletet
is meg kell még oldanunk. A fejezet hatralevd részében ezzel az esettel
foglalkozunk.

4.5. Az S-egység egyenlet a negyedfoku test felett

Ebben a részben a (14) azonossag alapjan egy S-egység egyenletet nyeriink
a bikvadratikus szamtestiink felett. Megjegyezziik, hogy Gydory K. [27]
is S-egység egyenletekre vezette vissza a p-adikus index forma egyenlet
megoldasat. Mi azonban a tovabbi részletek kidolgozasakor az eljarés
hatékonyabba tétele érdekében kihasznaljuk az altalunk vizsgalt test
sajatossigait, valamint sziikségiink lesz a részletes szamolésra azért is, hogy
elkészitsiik a redukcidos eljaras alkalmazésat. A leirast a teljesen valos
bikvadratikus szémtestek esetén adjuk meg, a teljesen komplex esetben
néhany képletben kellene kisebb valtoztatasokat elvégezni.

A tovabbiakhoz jeloljiik h;-vel M; idedlosztalyszamét, e;-vel pedig M;
egy alapegységét (i = 1,2,3). Jelolje tovabba h = 1kkt(hy,ho, hs) az
idedlosztalyszamok legkisebb kozos tobbszorosét.

Legyen I;1, I;o, I;3 a kovetkezd modon definialt osztalyozéasa {1,...,s}-
nek (i =1,2,3):

L. j € I;1, ha p;Zy;, primidedl M;-ben.
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II. j € Ijz, ha p;Zy, = p?l egy (j; primidedl négyzete M;-ben.
II1. j € I,L'g, ha ijMi = ©jil * P52 & kiilénb6z4 §35il, §2542 primideélok
szorzata M;-ben.

(22) szerint tudjuk, hogy

©il - pio = £8Pt Pl (1=1,2,3).

3
Jegyezziik meg, hogy az el6z6 rész szerint ha j € |J (I;; U I;2), akkor
=1

aj-re kis fels6 korlat adhatd, ezért a hozza tartozd tényezd konstansként
is kezelhetd, ami jelentGsen csokkenti az S-egység egyenlet ismeretleneinek
szdmat. Azonban ha az aj-re nyert korlat mégsem elég kicsi, akkor a
tul sok eset vizsgélatanak elkeriilése végett akar tovabbra is tekinthetjiik
ismeretlennek.

I. Ha j € I;1, akkor p;-nek ugyanolyan kitevSs hatvanya osztja o;1-et és
Pio-t, ezért ord,, (pi1pi2) = ordpj(si) + a; biztosan paros. (Ez a gyakorlati
megvalositasnal felhasznalhato arra is, hogy kizarjuk aj-nek vagy a paros,
vagy a paratlan értékeit.) Legyen cj; € Z a kovetkezSképpen értelmezve:

a
aj+ordy (s;) =2 {2]} + 2¢j;
Ekkor ¢;1 primidealfelbontasaban p;Zy;, az (%] + ¢j; kitev6jd hatvanyon

szerepel.

II. Ha j € I;2, akkor gj;-nek ugyanolyan kitevSs hatvanya osztja ¢;1-et
s @in-t, ez a kitevé pedig éppen ordy, (¢i1pi) = a; + ordy (si). Legyen
most c¢j; a kovetkez6 egyenlGséggel definidlva:

Qj + ordpj (Sl) =2 |:CL2]:| + Cji

Ekkor ;1 primideélfelbontasdban tényez&ként

a;+tordy; (s3) a5

85 = (pjZnm;) [7] : @ﬁl
szerepel.

III. Legyen j € I;3. Ekkor a p;Zy, elsallitasaban szerepld ©ji1, @ji2
kiilonbo6z8, egymaéssal relativ prim és konjugalt M;-beli primideédlokhoz
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léteznek olyan mjj1,mj2 € Zp, elemek, hogy p;-‘ﬂ = minly; €s p?w =
Tji2lip; -

Ha g@ji1-nek egy bizonyos hatvinya osztja ¢;i-et, akkor gjio-nek
ugyanolyan kitev6ji hatvinya osztja -t és ugyanez igaz pji1 €s @ji2
felcseréléesével. A 4.4.2. lemma (v) és (vi) része szerint ¢;i-et oszthatja
©ji1 €s pjio koziil mindketts, de legfeljebb egy kis kitevss hatvanyon, legyen
ez a kitevd bjz' € 7.

Ezek szerint ;1 primideélfelbontasdban

bji+lj; by b i bji bji+lj; bii i
vagy @jﬁ ! '@ﬁz = (pjZm,)” '@j]il’ vagy pji’l ) @jiz "= (piZpm,)” '@]']1‘2
szerepel, ahol a;j + ord,; (s;) = 2bj; + [j; teljesiil.

Legyen ekkor cj; € Z a kovetkezSképpen értelmezve:

ljl‘ =h- [CZ] +Cji

Ekkor a ;1 felbontasaban szerepl§ megfelel§ tényezd

a;
Cji

) G e : g
vagy (p;Zu,)"" - (Wjilei)[ ol 31, vagy (piZag,)%" - (WinZMi)[ i Q1o

Az

5 —ord (84)
S'IL:S%HPJ " (12152a3)
j=1
jelolés bevezetése utan, a fentieket Gsszevetve azt kapjuk, hogy ;1 felbontésa

a; - H (ijMi)[%]+Cji . H ((p]ZMl)I:GQJ] p;;1> ]

J€lin J€L;2
y 2 ji
' l_I[ <(ijMi)b” : (Wji/fjiZMi) [ h] ) K‘)ﬁ’%) ’
j€Lis

ahol a; egy s, norméaju ideal és j € I;3 esetén kj; = 1 vagy 2. Az
” Cji bji Cji
ai- [ wizar)9 - 11 05 11 <(ijMi) I @ﬁkﬁ)
J€ln j€lLia Jj€liz
ideal f&ideal, melynek egy v; € Zp;, generatora egységtényezd erejéig
kiszamithato. Ezért azt kapjuk, hogy valamilyen e; € Z-vel

4 ]
pin ==y ] pa[ ). 11 Wy[igjz]-' (23)

JEI;71 UL J€li3
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Jeloléseinkkel a (14) azonossag a

tc - Y11 — ta - Y21 = VM - P31 (24)

alakot Olti.
Ha valamely p; prim esetén a p; &ltal generalt ideal mindhérom
mésodfoki résztestben primideal vagy primidedl négyzete, azaz j € Iy =

3 a4
I;1 U I;5), akkor (24)-ben a (23) felhasznalasa utéan ad(’)d(’)p[ 2 ] tényezsk
. J Y

=1
3
kiesnek. A j € <U (I U 11‘2)) \ Ip indexekhez tartozo tényezdk pedig a

i=1
korabban irtak szerint konstansként kezelheték.

Legyen I = I15 N Is3 N I33. Ekkor a fentiek értelmében ¢;1-et a

o = 8- T,

JeI
alakban allithatjuk el6 (i = 1,2, 3), ahol 0; € Zyy,, aminek néhany lehetséges
értéke kiszamolhato, tovabbd kj; = 1 vagy 2, d; = [%2]. Ha meg tudjuk
hatarozni d; lehetséges értékeit, akkor azokbol méar ki tudjuk szamolni az a;
altal felvehets értékeket is j € I esetén.

A fentiek alapjan (24) atirhato
d d; d;
+te- et [ ik, T ta- 52e52 [ ] T ik, = TV - 5358 [ ] T i3k
Jjel jel Jjel

alakba, amibdl

d; dj
Tilk. Ti%k.
tp1 565 ] <ﬂ’“ﬂ> +ppeye3® ] (ﬂ’“ﬂ) - 1 (2

jer T3k jer Tj3k;3
adodik, ahol
. tc - 51 _ ta - 52
P1 = - 03 P2 = - 03

Legyen E = max(|e1], le2], |es|), E1 = max(|e1], |e3]), B2 = max(|ea], |e3]),

D= malxdj, H = max(F, D), H = max(FE1, D), Hy = max(F2, D).
jE

Ezek utan a (25) K feletti S-egység egyenletet kivanjuk megoldani.
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4.6. A K feletti S-egység egyenlet megoldasa: felsé korlatok

Ebben a részben a (25) K feletti S-egység egyenlet megoldéasa érdekében
el6szor D-re, majd pedig H-ra vezetiink le fels6 korlatot.

Ha j € I rogzitett, akkor i = 1,2,3 esetén h = ord,, (p?) = ordy, (mji1) +
ordy, (mji2) teljesiil a relativ prim 7j;1 és mjo-re. Ezért i = 1,2,3, k = 1,2
esetén ord,, (mj;x) = 0 vagy h, méghozza k = 1 esetén h, k = 2 esetén 0, vagy
forditva. Tovabba ;1 és mj;2 valaszthatok gy, hogy egymas konjugaltjai
legyenek M;-ben. Ezek szerint létezik olyan v — ~* (v € K) konjugalas
K-n, hogy ord,, (ﬂ;lkﬂ) = h és ordy, (W;‘T%j?’) = 0 alljon fenn.

Alkalmazzuk ezt a konjugélast a (25) egyenletre, de az egyszertiség
kedvéért a jelolésbdl a tovabbiakban elhagyjuk a *-ot. Jegyezziik meg, hogy
€i, tovabba j’' # j, k = 1,2 esetén w1, pj-adikus egységek. Ekkor (25) els6
tagjanak pj-adikus rendje hd; + ord,(p1), ami pozitiv, ha d; nem tul kicsi.
Ellenkez6 esetben dj-re maris egy igen éles fels6 korlatot nyertiink.

Ha ez a kifejezés pozitiv, akkor azt kapjuk, hogy

dj
0 < hd;j + ordy, (p1) = ordy, (il + pesPes® - ] (7%) ) . (26)
jer \ i3k

A (25) egyenlet bal oldalanak tagjait rendre A-val és B-vel jelolve ekkor
ordy;(A) > 0 miatt ord,,(B) = ordy, (1 — A) > min(ord,,(1),ordy,(A4)) =
min(0,ord,;(A)) = 0. Ha ord, (B) > 0 lenne, akkor 0 = ord, (1) =
ordy, (A + B) > min(ordy,(A),ordy, (B)) > 0 miatt ellentmondashoz
jutnank, ezért ord, (B) = 0, azaz

d;
= Tj2k; T2k,
0 = ordy, (P25§2€563 11 (ﬂ@) ) = ordy; (p2) + d; - ordy, (ﬂ’W) _

jer \Ti3k;s Tj3k;s

Ha ord,, (Wﬂw) # 0, akkor d; és igy a; az el6bbi egyenldségbdl

Tj3kj3

Tj2k o

kiszamolhat6. Azonban ha ord,, ( ) = 0, akkor ord, (p2) = 0, tehat

Tj3k ;g
a (26)-ban szereplS Osszes tényezd pj-adikus egység. Ezért alkalmazhato ra
K. Yu [54] tétele, ami alapjan azt kapjuk, hogy egy nagy C konstanssal

hd; + ord,, (p1) < C5log Hy

41



Ezt az Osszes j € I-re megismételve, valamilyen Cy konstanssal az adodik,

hogy
D < Cslog Ho. (27)

Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk valamilyen Cs konstanssal, hogy

D < Cslog Hy. (28)

Legyen m = ei'es . Ekkor i = 1,2,3,4-re 10g|n§i)| = e log|6§i)| -
e3log |€3 |. Az ezek altal meghatarozott egyenletrendszerbdl valamilyen ¢q
konstanssal azt kapjuk, hogy c1Ep < max|log|n§l)||. Tegytiik fel, hogy a

(2

jobb oldalon szerepl§ kifejezés a maximumértéket ig esetén veszi fel.
Ha log|n¥°)] < 0, akkor —c; By > log|n§i°)\. Ha pedig log|n§i°)| > 0,
A 4 .
akkor ¢c1 Fy < log ]17%10)]. Kihasznélva, hogy > log |77§Z)\ = 0 (mivel 7y egység,
i=1

igy norméja 1 abszolut értéki) teljesiil, létezik olyan 7', amelyre log |77§i/)] <0

. (ig)
és |log ||| > Loelm I

A fenti meggondolasokat elvégezhetjiik 7o = e5%c5 “-ra is. Azt kapjuk
tehat, hogy létezik n;-nek olyan 7}, 7m2-nek olyan 7n5* konjugéltja, hogy
valamilyen c3 konstanssal |n}| < exp(—cs - E1) és |n5*| < exp(—c3 - Ea).

, ezért — 5 Ep > log |n§i/)|.

Ekkor azt kapjuk, hogy valamilyen c4 és c5 konstansokkal

d;
* * k
m H ( i Jl) < cq-exp(—cs- Eq) .c? (29)
jel ]3kj3
és
d,
JT ( J ]2> <cy-exp(—c3 - Ey)-cb. (30)
jer J3kJ3

A c5-6t valasszuk ugy, hogy ¢5 > max(e®/2,1) teljesiiljon.

Legyen cg = Ekkor c¢5 megvalasztasa miatt 0 < cg < 1.

ca
2loges
Ha cgE1 < D, akkor (28) alapjan

1 1 1
Hy = max(D, E1) <max(D,D/cg) = %D < %03 -log Hy < %03 -log H.
(31)
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Hasonloan kapjuk cgFy < D esetén (27) segitségével, hogy

1
Hy < —C5-logH.
Ce
Ha azonban D < cgE1, akkor Dlogcs < G Ey és Hy = max(D, Ey) = Ey,
ezért (29) jobb oldalara
cy-exp(—c3-Ey)-cP =cy-exp(—c3- B+ D -loges) <
Cy4 - €XP (—C;'E1> =4 - exp (—CQB-H1> . (32)
Ha H; elég nagy, akkor (kihasznélva, hogy |0 — 1| < % esetén |logd| <
2|6 — 1) azt kapjuk (25)-bél, (29)-bdl és (32)-bdl, hogy
77;21%2

*

J3kj3

log |p3] + ez log [e5] — eslog 5] + > djlog
jel

<2 - exp (—023 : Hl) . (33)

A. Bakerés G. Wiistholz|2] (Isd. még [50]) logaritmikus lineéris forméakra
vonatkozo becslését hasznélva a (33) bal oldalan szerepls logaritmikus
forméara az

exp(—C3log Hy) > exp(—C3log H)

als6 korlatot kapjuk.
Ezt a kapott felsé korlattal egybevetve

eXp(*CB log H) < 2cy4 - €xp (C; . H1>

adodik, amibdl
2
H, < . (log(2cq) + C3log H) .
3

Hasonlé modon ha D < ¢gE9, akkor felhasznalva a (30)-bol kaphato

*ok
T i1k

log|pi*| + e1log |e1*| — eslog e5™| + ) _ d; log
J€I

< 2¢y - €xp <—623 . Hg) (34)

*k

73k;3
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egyenlGtlenséget hasonlé felsd becslés adddik Ho-re is.

Ez azt jelenti, hogy minden esetet figyelve alkalmas Cj, C} konstansokkal
Hy < CllogH, Hy < CllogH teljesill, azaz Cy = max(C}, CY})-vel
H < Cylog H, ami egy fels§ korlatot eredményez H-ra. Jeloljiikk ezt a
korlatot Hy-lal.

4.7. A K feletti S-egység egyenlet megoldasa: redukcid

A kovetkezSkben a 4.6. részben kapott Hy fels§ korlatot fogjuk redukélni.

A (26) egyenl@ség alapjan

hd; 4 ord,; (p1)

T2k
= ordy, <1ogpj p2 + e logpj €9 — €3 logpj €3+ z; d; logpj <7Tjgka>)
j€ i

adodik. Felhasznalva, hogy D < H < Hy, alkalmazzuk minden j € I esetén
a 4.3.1. lemmat. Ezzel D-re egy Dp redukalt korlatot kapunk, amely sokkal
kisebb, mint Hy.

A redukcional is ugyanigy szét kell valasztanunk az eseteket, mint tettiik
azt a fels6 korlat meghatéarozasakor. Ha cg B4 < D, akkor (31)-hez hasonléan
azt kapjuk, hogy Dpg/cs fels korlat Hp-re. Hasonloan cgFy < D esetén
Dr/cg felss korlat Ha-re.

A tovabbi esetekben a redukcio elvégzéséhez sziikségiink lesz a kovetkezd
lemmara, mely megtalalhato [11]-ben (Lemma 2.2.2.). Itt egy szdmunkra
sziikséges kis modositéssal kozoljliik, melynek a bizonyitasa szoérél-szora
megegyezik az eredetiével.

4.7.1. LEMMA Tekintsiik az

‘371191 + ...+ :cnﬁn\ <dp eXp(—dQY — dg)

egyenlGtlenséget, ahol ¥1,...,17, adott komplex szamok, melyek linedrisan
fiiggetlenek Q felett, di,do,ds adott pozitiv konstansok, xzi,...,x, € Z,
Y > 0 és X = max(|x1],...,|zn|). Legyen S egy adott konstans és L a
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kovetkez6 (n + 2) x n-es matrix oszlopvektorai altal kifeszitett racs

1 0 0

0 1 0

0 0 1
SR(V1)  SR(J2) SR(Vy)
SS(01)  SS(de) SS(9n)

(Jegyezziikk meg, hogy ha ¥1,...,9, € R, akkor a maétrix utolsé sora
elhagyhaté.) Jeloljiik bi-gyel a racs LLL-redukalt béazisanak elsé vektorat.

Ha X < Xy és ||b1|| > /(n+ 1)27—1 - Xy, akkor

log S + logdy — d3 — log Xg
do i

Y <

A lemma alkalmazésakor az S konstanst tgy kell megvélasztani, hogy a
lemma jelolései mellett X nagysagrendt legyen.

Ha D < cgFE1, akkor a Hy < Hy egyenl&tlenséget kihasznélva és a lemmat
(33)-ra alkalmazva kapunk egy 1j felsé korlatot Hi-re. Hasonléan D < cgEs
esetén Hy; < Hy alapjan a lemméat (34)-re alkalmazva kapunk egy felsd
korlatot Hs-re.

A fentiek azt jelentik, hogy minden eshet&ség mellett kapunk egy 4j felsd
korlatot Hi-re és Ha-re, ami alapjan H-ra is adodik egy 1j, redukalt korlat.

Ekkor a H-ra kapott 1j fels§ korlatot Hy helyére irva a redukciét
megismételjiik mindaddig, amig ezzel Hyp-at csokkenteni tudjuk.

A redukcio6 sorén a felsé korlat rendszerint 3-5 1épésben csokkenthetd, a
redukci6 pedig elég hatékony, hiszen az els6 1épésben a fels§ korlatot annak
logaritmuséaval egyez6 nagysagrendd 1j korlatra redukalja.

Ezek utan az igy nyert végss korlat alatti értékeket végigvizsgéljuk, hogy
melyek eredményeznek valjaban megoldast az eredeti egyenletiinkre.
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4.8. Az algoritmus

Miel6tt ismertetnénk a moédszeriinkkel megoldott néhény példat, roviden
attekintjiik az el6z6 részekben részletesen targyalt eljaras {6 1épéseit.

input: Egy K bikvadratikus szamtest és p1, ..., ps kiilonb6z6 primszamok.

output: A bikvadratikus szamtest megfelels egész bazisahoz tartozé index
forméaval felirt (11) p-adikus index forma egyenlet Gsszes megoldésa.

1. Megoldjuk a (20) Z feletti S-egység egyenletet a 4.3. részben leirtak
szerint. El&szor a p-adikus logaritmusok lineéaris formaira vonatkozo
becslést hasznalva nyerlink egy nagy felsé korlatot az ismeretlen
kitevskre (példainkban ez a korlat 10'® — 10?® nagysagrendi). Ezutan
redukcios eljarassal redukaljuk ezt a fels§ korlatot (példainkban a
redukcié utan adodo korlat 5 és 23 kozti volt).

2. Meghatarozzuk a (16) elgallitasnak megfeleléen az Fy, Fy, F3-ban
szerepl6 pi' - ... p% kozOs tényezSt. Ez azaltal tehet6 meg, hogy
a 4.4. részben ismertetett allitasok szerint az esetek jelentSs részében
az ai,...,as Kitevék csak kicsi értékeket vehetnek fel. A kivételes
eset akkor all el§, ha a p; primek kozt van olyan, mely K mindegyik
masodfoki résztestében két kiillonb6z6 primidedl szorzatara esik szét.

3. Ha valamelyik p; primszam K mindegyik mésodfoki résztestében két
kiilonb6z6 primidedl szorzatéra esik szét, akkor az ai,...,as kitevék
meghatarozésdhoz a 4.5., 4.6. és 4.7. részek alapjan meg kell
még oldanunk egy S-egység egyenletet K felett is (példaink koziil a
harmadik tartozik ebbe az esetbe). Ehhez el6szor p-adikus és komplex
logaritmusok lineéaris forméaira vonatkozo becsléseket hasznalunk (ezzel
példankban a felléps kitevokre 1032 adodik felss korlatként), majd
a p-adikus és a komplex becsléssel adodo fels6 korlatokat redukcios
eljarasok ismételt alkalmazasaval tudjuk csokkenteni (példankban 28
lett a redukalt korlat).

4. Az Osszes igy nyert Fy, Fy, F3 értékre megoldjuk a (13) egyenletrend-
szert, méghozza teljesen valés esetben szimultdn Pell-egyenletek
megoldasara visszavezetve, teljesen komplex esetben pedig a definit
bal oldald egyenletbdl kiindulva. Végiil az igy nyert z,y, z értékekbdl
meghatarozzuk az eredeti egyenlet megoldasait.
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4.9. Els6 példa: egy teljesen komplex bikvadratikus test

Tekintsiik a K = Q(v/3, v/—1) testet. Jeloléseink mellett most m = my = 3,
n =mny = —1,1 =1, K pedig az 5. esethez tartozo teljesen komplex
bikvadratikus szamtest.

Jelolje I(x2,x3,24) az 5. esethez tartozo megfelels index forméat, a (11)
jobb oldalén szereplé primek pedig legyenek p1 =2, po =3, p3 =5, ps = 7.

Ekkor az

I(x9, 23, 14) = £2%1 . 302 . 513 . 7l (35)
T, 13,74 € Z, Inko(wa,x3,24) =1, 0= ty,1,13,14 €Z

egyenletet fogjuk megoldani.

Esetiinkben az index forma tényezdinek Fy, Fo, F3 abszolut értékére (15)

szerint
+3F) + F5, = +4F3 (36)

all fenn, ahonnan
Fy =201 .3%2 .50 . 7% [ — 9B, 3B2 5P 7ﬁ4,F3 — 91 .32 .53 . 74
jelolésekkel
4901, gaetl gaz goa 4 961 . 352 . 553 . 754 — 4oMNt2 372 5V . 7Y
adodik.

A primitiv megoldasok keresésekor K. Yu [54] tételét alkalmazva a
kitevok fels6 korlatjaként 1022 kaphato (2 kitevsire 1023, 3,5,7 kitevéire 10%1).
Ezt a 4.3.1. lemma segitségével a kovetkez6képpen lehet redukalni:

lépés H < 1b1]] > i | 4j korlat

T 102 | 0,347-10%% [ 240 | 241
II. 241 835 30 31
111 31 108 24 25
1V. 25 87 21 22

V. [22,p=2 77 20 21

V. [22,p=3 T 13 13

V. 122,p=5 7 9 9

V. |22,p="7 77 9 9
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A (36) Z feletti S-egység egyenletnek 375 darab f1, fo, f3 primitiv megoldasa
adodik. Az Osszes megoldas ezekbdsl Fy = fy - 291 . 3% . 5% . 794 F, =
fo 20 . 392 . 508 . 7% Fy = fg.201.3%2 .50 .7% () < q1,a9,a3,a4 € Z)
alakban all els.

K masodfokt résztestei My = Q(v/—1), My = Q(\/3), M3 = Q(v/=3). A
2 altal generalt ideal egy primideél négyzete M7, Ms-ben és primideal Ms-
ban, a 3 altal generalt ideal primideal M;-ben és primideél négyzete Ma, Ms-
ban, az 5 altal generélt ideal primideal Ma-ben és Mj3-ban, a 7 4ltal generalt
ideal pedig primideal M;p-ben és Ms-ben. Ekkor a 4.4.2. lemma segitségével
a1 < 4, ap = ag = a4 = 0 adoédik. Az igy szoba jovs 375 -5 = 1875
darab Fy, Fo, F3 értéket a 3.4. részben leirt, az index forma valamelyik
tényezGjének definitségét kihasznaldé modszerrel vizsgalhatjuk végig.

Végiil az adodik, hogy (35)-nek a kovetkezs 276 darab megoldasa van.
(Jegyezziik meg, hogy ha (9, r3, r4) megoldast szolgaltat, akkor ugyanazzal
a jobb oldallal (—x9, —x3, —x4) is, ezért koziiliik csak az egyiket soroljuk fel.)
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Zo | T3 4 | index | felbontas xo | x3 | x4 | index | felbontéas
ol 1] o 1 1 -2 5] 0 175 52. 71
-1 11 0 1 1 -3 5] 0 175 52.71
—1 2] 1 1 1 —1 41 2 224 25. 71
1] -2] 1 1 1 31 -4 2 224 2571
o] 1] 1 4 22 -3 4] 2 224 25 .7t
1]-1] 1 4 22 1] —-4] 2 224 2571
-1 1] 1 4 22 1] o 2 288 2° .37
ol-11] 1 4 22 —1] ol 2 288 25 .32
ol 2] 1 20 2731 —1] 4] 0 448 2671
21 =21 1 20 2231 -3 4] 0 448 26 .71
-2 2] 1 20 27.31 -1 3] 3 540 | 22-3% .57
0] =211 20 2731 21 =3 3] 540 2%-3%.51
-1 3] 0 27 33 -2 3] 3 540 | 22-3% .57
-2 3] 0 27 33 11 -3] 3 540 | 22-3% .57
-1 2| 2 32 2° o] 3] 1 540 | 22.3%.5!
1] =21 2 32 2° 31 =3[ 1 540 | 22-3% .57
—1] 3] 1 36 27.3°% 3] 3] 1 540 | 22-3% .57
21 =311 36 2% . 32 0] -3] 1 540 | 22.3%.5!
-2 3] 1 36 27.37 -3 6] 2 864 2°.3%
11 -3] 1 36 27.3°% 3 =61 2 864 2°.33
1] o 1 45 32.51 —4 9] o] 1701 357t
—1] 0] 1 45 37. 5T -5 9] o] 1701 357t
—1] 3] 2 45 3251 3] 6 4] 1728 26.33
2] =31 2 45 32.57 3] —=6] 4] 1728 26.3%
—21 3] 2 45 32. 51 1] o 4] 2880 [ 2°-3%.57
1]=3] 2 45 3251 —1| o 4] 2880 2%-3%.5"
1 110 63 3z 71 —1| 4] 4] 4480 [ 27-5%. 71
—2 17 0 63 377t 3] —4] 4] 4480 [ 27-57. 71
1 1] 1 140 | 22 .51 . 71 —3] 4| 4| 4480 [ 27-51. 71
21 =11 1 140 [ 2257 . 7T 1] —4] 4] 448027 -5 71
-2 1] 1 140 | 22 .51 . 71 1| 3] of 4725 [3%.5%. 71
—1]-1] 1 140 | 22 .51 . 71 —4 3] o] 4725 [3%.5%. 71
-2 5[ 3 140 [ 2257 .71 —1| 6| 3] 4725 [3%.5%. 71
3] -5] 3 140 [ 2257 .71 5] —6] 3] 4725 [33.52.7"
-3 5[ 3 140 | 225771 —5| 6| 3] 4725 [3%.5%. 71
2] =5[] 3 140 | 2257 .71 1] —=6] 3] 4725 [3%.57- 71
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To T3 | T4 index felbontas
6| 12| 7 5292 27.3%. 72 z2 | X3 | T4 index felbontas
6] —-12 7 5292 22.3%. 72 -3 12| 8 302400 | 25.3%.5%7.71
-5 10 6 7200 2°.37. 52 9 —-12] 8 302400 | 2°.3%.5%.71
5] —-10] 6 7200 25 .37 .52 -9 12| 8 302400 | 2°.3%.5%. 71
-1 6| 4 8064 27.32. 7t 3 -12] 8 302400 | 25.3%.5%7.71
5] -6 4 8064 27.37. 71 —11] 24 0 338688 28.3%. 72
-5 6| 4 8064 27.32. 7! —13] 24 0 338688 28.3%. 72
1] -6 4 8064 27.3%. 71 1 0] 14 352800 | 2°-37.52.72
2 0] 3 8100 2%7.31. 52 —1 0] 14 352800 | 2°-37.52.72
-2 0] 3 8100 27.3%7. 52 7 0] 2 352800 | 2°-37.52.72
-1 6] 2| 10080 | 2°-32.50. 71 -7 0] 2 352800 | 2°-37.52.72
5] —6| 2| 10080 [ 2°-3%2.51. 71 —11] 24|14 352800 | 2°-37.52.72
-5 6 2| 10080 | 2°-3% .50 .71 13| —24114 352800 | 2°-37.52.72
1] =6 2| 10080 |2°-3%-5%.71 —13] 24|14 352800 | 2°-37.52.72
—4 9 3] 11340 [ 27-3%.51. 71 11 -24114 352800 | 2°-3%.52.72
5] —9 | 3] 11340 [ 22-3%T.57. 7T 3 0] 8 518400 28.3%. 52
-5 9] 3] 11340 [ 2%7-3%.50. 71 -3 0] 8 518400 28.3%.52
41 —9| 3] 11340 [ 2%.3%.51.7! 2 9] 9 5953500 | 22.3%.5%. 72
-1 6 0] 12096 26.3%. 71 111 =91 9 5953500 | 2%-3° .53 .72
-5 6] 0] 12096 26.3%. 71 —11 9] 9 5953500 | 2%-3°-5%.72
3 21 0] 12544 2872 -2 -9 9 5953500 | 22-3°.5% .72
-5 21 0] 12544 28572 21 14| 8 30732800 29.57. 71
—71 14| 8] 12544 28 .72 35 —14] 8 30732800 29.5%. 71
71 —14] 8| 12544 2872 —35 14| 8 30732800 29.52. 77
1 0 6] 12960 2°.3%7.50 —21 ] —-14| 8 30732800 29.57. 71
-1 0| 6] 12960 2°.3%. 50 12 o] 7 39690000 | 27-3%.57.72
3 0] 21 12960 25.3%. 50 —12 0o 7 39690000 | 2%-3%.5%.72
-3 0] 2] 12960 2°.3%7.5! -1 20 0 44452800 | 2°.3%.5%.73
—9 | 18|10 | 194400 25.3%. 52 —19] 20 0 44452800 | 2°-3%1.52.73
9| —18 ] 10 | 194400 25.3% .52 —17 ] 54| 0] 1200225600 | 2°-37.52.73
3 9] 51283500 [ 27-3%7.5%. 71 —37] 54 011200225600 | 2°-37.5%.73
12| —9| 5283500 2%-3%-5%.7¢ 7 0 | 48 | 2540160000 | 20 -3%.5%. 72
—12 9] 51283500 | 27-3%.53. 71 —7 0 | 48 | 2540160000 | 2°.3%.5%. 72

-3 —9 | 51283500 [ 2%.3T.-5%.7"




4.10. Masodik példa: egy teljesen valés bikvadratikus test

Kovetkezd példaként vegyiik a K = Q(v/5,v/2) teljesen valos bikvadratikus
szamtestet. Korabbi jeloléseink szerint m = m; =5, n=ny =2,1 =1 és
K a 3. esethez tartozik.

Ha a megfelel index forma I(z2,x3,24), a (11) jobb oldalan &llo
primszamok pedig p; = 2, po = 3, p3 = 5, akkor az
I(xg, 3, 24) = £2M - 32 . 5!3 (37)
To,x3,%4 € 7, lnko(a:g,xg,x4) =1, 0<t1,t9,t3€ 2
egyenletet kapjuk.
(15) szerint ennél a példanal I(xe, x3,x4) tényezdinek Fy, Fy, F3 abszolut
értékére
+5F) + 8Fy, = +Fj (38)
teljesiil, amibdl az
Fy=2%.3%.5%5 B, — 901 ,3ﬁ2 . 563,F3 — oM .372 .57
jelolésekkel a

4901, gaz  mastl 4 961+3 3ﬁ2 . 553 — 497 . 372 . 53

egyenletet kapjuk.

A primitiv megoldasok keresésekor K. Yu [54] tétele alapjan a kitevskre
10'® adodik felss korlatként (2 kitevsire 1018, 3 és 5 kitevsire 1017), amit a
4.3.1. lemma segitségével a kdvetkezSképpen redukéalhatunk:

lepés | H < o1 > | p | 4j korlét
I. 10% [0,2-100[125 | 126
IT. 126 252 17 18
ITI. [18,p=2 36 11 12
ITI. [18,p=3 36 8 8
ITI. [18,p=5 36 5 5

Ez alapjan a (38) Z feletti S-egység egyenletnek 99 darab fi, fo, f3 primitiv

megoldasa adddik. Az Osszes megoldas ezekbdsl Fy = f; - 291 - 392 . 593,
Fy, = fo .29 .3% . 5% [3 = f3.2% .3% .5% zlakban all el6, ahol
0<ay,as,a3 €Z.
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K masodfoku résztestei My = Q(v/2), My = Q(v/5), Mz = Q(+/10).
Ekkor a 2 Altal generalt idedl egy primideal négyzete M;, Ms-ban és
primidedl Ms-ben, a 3 altal generalt ideal primideal M;, Ms-ben, mig az
5 altal generalt ideal primideal Mi-ben és primideal négyzete Mo, Ms-ban.
Ezért a 4.4.2. lemma alapjén a1 < 5, as = ag = 0 kaphat6. A lehetséges
99 - 6 = 594 darab Fy, Fy, F3 értéket Gadl I., Pethd A. és M. Pohst [21]
modszerével, szimultan Pell-egyenleteket megoldva nézziik végig.

A (37) egyenletnek Osszesen 280 darab megoldasa adodik, melyek a
kovetkezsk (akarcsak az elézé példanal ha (x9, 3, x4) megoldast szolgaltat,
akkor ugyanazzal a jobb oldallal (—z9, —x3, —x4) is, ezért csak az egyiket
soroljuk fel):
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Zo | T3 4 | index | felbontéas To z3 | x4 | index | felbontéas
1]-1] 1 3 3T -3 -4 3 225 37.5°
—1[-1] 1 3 3! 3 1] 3 225 37.5°
1] o 1 3 3! -3 1] 3 225 37.57
-1 o] 1 3 3! 3] -4 3 225 37.5°
71 =81 5 3 3! 3] —1] 2 225 37.52
71 3] 5 3 3! =3 -1 2 225 32.52
—71 3] 5 3 3! 1 2] 1 225 32.52
—71-81 5 3 3! 1] =3] 1 225 37.52
-1 1] 0 3 3! -1 2] 1 225 3%. 52
1 1] 0 3 3! -1 =3 1 225 37.5°

2 1] 1 4 22 41 | —47 ] 29 225 37.5°
0] -1] 1 4 22 41 1829 | 225 32.52
ol of 1 4 22 —41 18 | 29 225 32.52
—2 =211 4 22 —41 | —47129 225 32.52
21 —21] 1 4 22 0 1] 2 256 28
—21 1] 1 4 22 0] =3 2 256 28
0] =211 36 27.32 48| 21 34 256 28
2] o 1 36 22 .32 —48 | —55 [ 34 | 256 28
21 -1 1 36 27.32 —48 21 [ 34 256 28
-2 0] 1 36 27.32 48 | =55 | 34 256 28
—2 =111 36 27.3?2 —4| =41 3] 300]2%-3".52
ol 1] 1 36 27.37 2 2] 1 300 | 22-3".52
41 2] 3 36 27.37 -2 =3 1 300 | 22-31.52
-4 2| 3 36 27.3?2 —2 2] 1 300 | 22-3'.52
41 -5 3 36 27.37 2] =3[ 1 300 | 22-3".52
—4 -5 3 36 27.3% 4 1] 3 300 | 22-3'.52
2 1] 2 48 2%t 3l 4] -4 3 300 | 22-31.52
—21 1] 0 48 2%. 3t —4 1] 3 300 | 22-3'.52
2 1] 0 48 2%. 3! —4 1] 2 384 27 .31
—2 =3[ 2 48 2.3l 4] =3 2 384 27 . 3T
-2 1] 2 48 2%. 3t 4 1] 2 384 27 .31
21 =3[ 2 48 2%. 3! -4 =3[ 2 384 27 . 3T
3 —4] 2 108 27.3% 6 3] 4 400 2% .52
-3 2| 2 108 27.3% —6 3] 4] 400 2757
3] —4] 2 108 27.33 —6| =7 | 4] 400 27. 57
3] 2] 2 108 27.3% 6] -7 4 400 2% .52
21 0 108 27.33 2] -1 2 400 2%.52

— 21 0 108 27.33 21 -1 2 400 2%.52
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) x3 | ¢4 | index | felbontéas
0 2] 1 500 27.53
0] =3[ 1 500 27.5°
—10 417 500 27.53
10[-111] 7 500 27.53 T2 | X3 | T4 index | felbontas
10 41 7 500 27.5% 8 3] 4 19200 | 2%-3T.5°
—10|-11] 7 500 27.53 8] -7 4 19200 | 2%-3T.57
4 3] 0 1152 27. 32 -8 =7 4 19200 | 2%-3T.5°
—4 3] 0 1152 27.32 -8 3] 4 19200 | 2%-3T.5°
—4 1] 0] 1152 27. 32 0 3] 4 32000 28 .53
4 1] o] 1152 27. 32 o] =71 4 32000 28 .53
—12 | =13 8] 1152 27.32 4 5] 0 48000 | 27-3'.53
—12 5] 8] 1152 27. 32 —4 50 0 48000 | 27-31.5°
12 | —13] 8| 1152 27.32 0] —-13] 8 82944 210 .31
12 5] 8| 1152 27.32 0 5] 8 82944 210 .31
5 4] 0] 1200 2% -3'.52 24 [ =29 ] 18 115200 | 2°-3%2.52
-5 41 0o 1200 2% 352 24 11 ] 18 115200 | 27.37.52
-8 =9 6] 2304 28.32 —24 1 —-29[18 115200 | 27-32.52
-8 3] 6] 2304 28.3?2 —24] 1118 115200 | 2%-3%2.52
8] —9] 6] 2304 28 .37 8] =3[ 6 115200 | 27-.3%.52
8 3] 6] 2304 28 .32 -8 =3 6 115200 | 27-3%2.52
-4 =1] 271 3200 27 .52 ] 5] 0 192000 | 29-31.5°
41 =1] 27 3200 27.52 -8 5] 0 192000 | 27-.3'.53
0] —4] 37 4500 [ 27-3%2-53 —28 15 [ 20 | 2160000 | 27-3%.57%
0 1| 3] 4500 [ 2%2-3%-5° 28 [ =35 20 | 2160000 | 27-3%.5%
—4 3] 471 9600 [ 27-3"-52 28 15 [ 20 | 2160000 | 27-3%.57
—4 | =7 471 9600 [ 27-3"-52 —28 | =35 20| 2160000 | 27-3%.57
4 3] 4] 9600 | 27-3".52 —16 5] 0] 6912000 | 2TF-3%.53
41 =7 4] 9600 ]27-3"-5° 16 5] 0] 6912000 | 2™ -3%.53
6 5[ 018000 | 2*-3%.53 0] —29] 18 [ 10368000 | 2. 3% .53
-6 5 018000 | 2*-3%.53 0 11 | 18 | 10368000 | 2T - 3% .53
—14 5[ 10 | 18000 | 2%-3% .53 32 25] 076800000 | 2™ -3T.5°
—14 | —15] 10| 18000 | 2% -3%.5°% —32] 25[ 0] 76800000 | 23 .37 .5°
14 5[ 10 | 18000 | 2*-3%.53
14 | —15 | 10 | 18000 | 2%-3%. 5%
2 5[ 018000 | 2*-3%.53
-2 5 018000 | 2*-3%.53




4.11. Harmadik példa: egy teljesen valés bikvadratikus test,
amikor bonyolultabb a megoldas

Utolsé példaként tekintsiik a K = Q(v/19,1/7) teljesen valos bikvadratikus
szamtestet. Korabbi jel6léseinkkel ennél a példandl m = m; = 19,
n=mn1; =17,1=1, atest pedig az 5. esethez tartozik.

Legyen a megfelels, 5. esetbeli index forma I(x2,z3,24), a (11) jobb
oldalan &ll6 primek pedig legyenek p; = 2, po = 3. Ekkor

I(xg, w3, 24) = £21 . 312 (39)
xo, 3,24 € Z, Inko(za,x3,24) =1, 0<1t1,t0 €Z
lesz a megoldandé egyenletiink.
Az index forma tényezdinek F, Fy, F3 abszolut értékeire (15) szerint
+19F) £ TFy = +4F3 (40)
all fenn, amibdl az
Fy =27 .3% [ =20 .30 [y =971 .37
jelolésekkel a
4901, ga2 7az 1qgada 4 9f1 302 7B 1gfa — L 9Mn+2 3v2 . 773 . {94

egyenletet kapjuk. Itt a (39) egyenletben szerepld primekhez hozzavettiik a
(40) egyiitthatoiban eléforduld primszamokat, a 7-et és a 19-et is, odafigyelve
arra, hogy végiil majd csak azokat a megoldasokat kell figyelembe venniink,
melyeknél oy = ﬂg =1 és a3 = ,84 =73 = Y4 = 0.

K. Yu [54] tétele szerint a kitevékre 10?8 adodik felss korlétként (a
2 kitevsire 10%%, a 3 kitevéire 10%6). Ezt a korlatot a 4.3.1. lemma
felhasznalaséaval a kovetkezSképpen lehet redukalni:

lépés | H < 1b1]] > | 4j korlat
I 10% [ 0,347-10% | 300 | 301
I1. 301 1043 34 35
II1. 35 122 23 24
V. [24,p=2 84 22 23
IV. | 24,p=3 84 16 16
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Ez alapjan a (40) Z feletti S-egység egyenletnek csak a kovetkezd hat
primitiv megoldasa adodik:

(f1, f2, f3) = (1,1,3), (3,1,16), (2,6,1), (4,16,9), (12,32,1), (4,128,243).

Az x = x4,y = 229 + w3, 2 = 23 jelolésekkel (22) a kovetkezd alakot 6lti:

(7];)2 _ 7y2 — j:? . fl . 2(11 . 3a2
(19(13)2 — 1922 = 419. f2 . 901 . 302
(72)2 — 133y = £28 fy.20 .3%

K maésodfoki résztesteire vonatkozoan a kovetkezdket tudjuk: M; =
Q(v/7)-ben az idealosztalyszam 1, e; = 8 + 3+/7 alapegység, tovabba
2 =7} - (8 — 3V/7), ahol m; = 3 + /7 primelem, a masik tényezs egység,
illetve 3 = —ma11 - ma12, ahol mo11 = 2 — /7 és w12 = 2 4+ /7 primelemek.

Ms = Q(v/19)-ben az ideédlosztalyszam 1, e = 170 + 391/19 alapegység,
tovabba 2 = 72, - (170 — 39+/19), ahol 71 = 13 + 34/19 primelem, a masik
tényezs egység, illetve 3 = —moo1-mo09, ahol moo1 = 44+/19 é8 999 = 4—+/19
primelemek.

M3 = Q(+v/133)-ban az idedlosztalyszam 1, e3 = % V133 alapegység,

tovabba 2 primelem, illetve 3 = —mo3q - mo30, ahol mog; = 11% V133 g
T30 = 11% V133 primelemek.

Koréabbi jeloléseinkkel ords(ss) = 2 vagy 6, azaz barmely (f1, fa, f3) har-
mas esetén paros. Mivel M3-ban 2 primelem, ezért korabbi megjegyzéstink
alapjan orda(ss) + a1 paros, kovetkezésképpen a; csak péaros lehet. A 4.4.2.
lemma szerint a; < 5 adodik, igy a fentiek szerint csak a; = 0,2,4 johet
szoba.

A 3 viszont mindharom masodfoku résztestben két kiillonb6z6 primelem
szorzata, ezért most meg kell oldanunk egy K feletti S-egység egyenletet is.

Azt kapjuk, hogy

Tw =Ty = ey 20772 (41)
192 — V192 = e -7y -29/% . 753, (42)
Te—V133y = Het-y3-29/7 73 (43)
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ahol ko1, koo, ko € {1,2} és 1, ¥2, 73 norméja rendre +7f1, 19 fo, +28 f3.

Ismét a 4.4.2. lemmaét alkalmazva az adodik, hogy a széba jové f1, fo, f3
értékek koziil a harmadik harmasnal mg1 és mag9 is oszthatja (42) bal oldalat
legfeljebb elsé hatvanyon, illetve rendre a negyedik és hatodik harmasnél
To31 €8 Ta32 is oszthatja (43) bal oldalat rendre legfeljebb els6 és legfeljebb
mésodik hatvanyon.

Eszerint a megfelel§ esetekben akkor, amikor -5 illetve 3 nem oszthato
3-mal (illetve 9-cel), akkor (42)-ben a lehetséges o értékek helyett a 37,
(43)-ban 73 helyett a 33 (illetve 9v3) értékeket is kiilon meg kell vizsgalni,
méghozzé (42), (43)-ban ag helyett ag — 2 (illetve ag — 4) kitevét hasznélva.
A hatralevs részben az egyszeriiség kedvéért az eredetileg felirt (41), (42),
(43) egyenletekkel dolgozunk.

Esetiinkben a (14) egyenletbdl nyert (25) egyenlet a kovetkezs alakot 6lti
(a 2-eshez tartozo tényezdk kiesnek):

+19et -y - ngkm + 7S o nglm =+£V19e5® - 73 - ngkzs,
azaz
+ <\/ﬁ 71) et 3 (Wﬂk?l >a2 + (7 72) €52 3% (7@2’“22)&2 =1
V3 T23kos3 V1973 T23kos3

(Az Osszes lehetséges 1,72, v3 értékkel venniink kell ezt az egyenletet.)

Megfelel6 konjugaléassal elérhetjiik, hogy

ords (7%) =1.
T23ko3
Ekkor az altalanos esetnél leirtaknak megfelelGen kapjuk, hogy ha as nem
tal kis szam, akkor

7 72) (TF 22k
ord ( ~0, ord ) —0.
3 AV 19 Y3 3 7T23k23
Ezek utan K. Yu [54] tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

as < 0,65-10%log Hy, as < 0,65 - 10?8 log Hs.

Az as < 0,807E;, ag > 0,807E; (i = 1,2) eseteket kiilon-kiilon vizsgalva
H < 10%? adodik.
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Ezt a korlatot fogjuk a leirt eljarasokat alkalmazva redukalni. A
kovetkezs tablazat a redukcid lépéseinek f6bb értékeit foglalja Ossze, a ,p-
adikus p” és a ,Digits” a p-adikus, illetve a 4.7.1. lemmanak megfelels
redukcié pontossagara utalnak.

lépés | H < | p — adikus p | Digits | 4j korlat H—ra
I. ] 10% 400 200 445
II. | 445 32 50 36

II7. | 36 25 30 28

Végiil az Osszes el6forduld esetre érvényes as < 28, e1, ez, e3 € [—28, 28]
korlatokat kapjuk eredményiil, illetve korabbrol tudjuk, hogy a1 € {0,2,4}.
Behelyettesitve az Osszes lehetséges kitev6t a (41), (42), (43) egyenletek
jobb oldalaiba, kiszamitjuk a hozzajuk tartozo x,y, z értékeket, melyekbdl
nyerjiik x9,x3, x4-et, majd ellendrizziik, hogy Inko(ze, z3,z4) = 1 teljesiil-e
és hogy a megfelels K-beli elemek indexének valéban csak 2 és 3 a primosztoi.

A (39) egyenletnek 104 darab megoldasa adodik, melyeket a kovetkezs
tablazat tartalmaz. (Mint az eddigi példakban, ha (z9,xs3,x4) megoldast
szolgaltat, akkor ugyanazzal a jobb oldallal (—x9, —x3, —x4) is, de koziiliik
csak az egyiket soroljuk fel.)
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To z3 | x4 | index | felbontés

0 11 0 3 3T
-1 1 0 3 3T T2 T3 T4 index | felbontéas
1] =5] 1 12 22.31 3 —7 2 59049 310
—4 5 1 12 22.31 —4 7 2 59049 310
4] =51 1 12 27. 31 4 -7 2 59049 310
-1 5] 1 12 22.31 -3 7 2 59049 310
-3 41 1 81 31 3 —4 4 279936 27 .37
1] -4 1 81 3% -1 4 4 279936 27 .37
-1 41 1 81 31 1 —4 4 279936 27 . 37
3 —4] 1 81 31 -3 4 4 279936 27 .37
12 ] —61 | 14 81 31 —15 ] 8 90699264 29 .31
—49] 61|14 81 31 —7 -8 8 90699264 2% . 311
49| —61 ] 14 81 31 7 8 8 90699264 29 .31
—12] 6114 81 3% 15 -8 8 90699264 29 .31
o] —-1] 1 324 27.3% —24 20| 11 172186884 2%2. 316
-1 1] 1 324 27. 3% 51 —29 [ 11 172186884 2%. 316
1] -1 1 324 22.3% -5 20| 11 172186884 27.316
0 1] 1 324 27.3% 24| —29 | 11 172186884 272. 316
-1 410 576 26.32 147 | =748 | 172 204073344 27. 38
-3 410 576 26.32 —601 748 | 172 204073344 27. 31
0 41 1] 1296 2% .31 601 | —748 | 172 204073344 27. 313
41 —4] 1] 1296 2131 —147 [ 748|172 204073344 27. 313
—4 41 1] 1296 21. 3% 60 | —32 | 13| 502096953744 2%.3%2
0] =4 1] 1296 2% .31 28 32 | 13| 502096953744 2%.3%2
13| —16 | 4] 15552 26.35 —28 | —32 | 13| 502096953744 27.3%2
-3 16 | 4 | 15552 26.3° —60 32 | 13 [ 502096953744 21.3%2

3] —16| 4] 15552 26.3°

—13 16 | 4 | 15552 26.3°
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4.12. A példak szamitasigénye

A példak kiszamitasdhoz a Maple programcsomagot hasznéaltuk. A Z feletti
S-egység egyenlet megoldasa minddssze néhény percet vett igénybe. Az elsé
és a masodik példa esetén (ezek azok a példak, melyeknél elég volt a Z feletti
S-egység egyenletet megoldani) a tovabbi szamitasok elvégzése is gyors volt,
igy ezekben az esetekben algoritmusunk kiilonosen hatékonynak tekinthets.

A harmadik példa olyan, ahol a bikvadratikus szdmtest felett is meg
kellett oldani egy S-egység egyenletet. Ennek megoldasa tobb orat vett
igénybe, mely egyrészt a redukciénal nagy pontossidggal kiszdmitandé p-
adikus logaritmusok kiszamitasa, masrészt a redukélt korlatok alatti értékek
leszamlalasa és tesztelése miatt volt ilyen hosszadalmas. Megjegyezziik
azonban, hogy az algebrai szamok p-adikus logaritmuséval valé szamolas
hatékony megvalositasaval (ami a Maple-bdl hianyzik) és esetlegesen
szitamodszerek alkalmazasaval eljardsunk még gyorsabba tehetd.
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5. Multikvadratikus szamtestek monogenitasa

5.1. Multikvadratikus szamtestek

A bikvadratikus szdmtestek természetes altaldnositédsai a multikvadratikus
szamtestek. Legyen n € N, tovabba ki,...,k, € Z\ {0,1} péaronként
kiilonboz6 négyzetmentes egész szamok. Ekkor a Q(vki,...,vk,) testet
multikvadratikus szamtestnek hivjuk. (n = 2 esetén kapjuk vissza a
bikvadratikus szamtesteket.)

Multikvadratikus szamtestekben nem ismert olyan egyszertien megadott
egész bazis, mint bikvadratikus szamtestek esetén a K. S. Williams [53] 4ltal
leirt egész bazis, bar vannak ezzel kapcsolatos eredmények (B. Schmal [48]).

Részben ez az oka annak, hogy a bikvadratikus szamtestekkel ellentétben
multikvadratikus szamtestekben n > 3 esetén index forma egyenletekkel
és a monogenitis problémajaval kapcsolatban a kozelmultig nem sziilettek
eredmények.

Ebben a fejezetben elészor n = 3 esetén mutatjuk meg, hogy nem
letezik hatvany egész bazis abban az esetben, amikor a Q(\/k;) résztestek
koziil legaldbb az egyik imaginarius masodfoku szémtest és a résztestek
diszkriminénsai bizonyos feltételekbdl kovetkez&en paronként relativ primek.
Majd tetsz6leges n esetén igazolunk hasonlé allitdsokat, méghozza péaratlan
diszkriminans esetén Zg-ban, illetve megkotések nélkiil a Z[v/k1, ..., Vkx]
rendben.

Ujabban Y. Motoda és T. Nakahara [42] értek el multikvadratikus
szamtestek monogenitasara vonatkozé tovabbi eredményeket.

5.2. Harom masodfoki szamtest kompozitumanak monoge-
nitasa

Ebben a részben harom mésodfoku résztestének kompozitumaként elGallo
nyolcadfoku szamtestekben foglalkozunk a monogenitas probléméjaval,
melyeknél feltessziik, hogy valamelyik masodfokti résztest képzetes és
tovabbi feltételek biztositjik, hogy a mésodfoku testek diszkriminansai
paronként relativ primek.

A tétel bizonyitdsaban hasznalni fogjuk az alabbi, algebrai szamtestek
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5.2.1. LEMMA ([44]-ben Theorem 4.26.)

Legyen az m-edfoki K algebrai szamtest egy egész bazisa (&1 = 1,&2,...,&m),
diszkrimindnsa Dy és az n-edfoki L algebrai szamtest egy egész bazisa
(m = 1,m2,...,mn), diszkriminansa Dy, Jelolje N a K és L testek kompo-
zitumat, tovabba tegyiik fel, hogy Inko(Dg, Dy) = 1. Ekkor az N algebrai
szamtest fokszama m - n, N egy egész bazisa

&mnjli=1,....m; j=1,...,n),

N diszkrimindnsa pedig
Dy = DYy - D7

5.2.2. TETEL (Nyul G. [46], Theorem 3.)

Legyenek k,l,m € 7Z\ {0,1} paronként relativ primek, négyzetmentesek,
kE<0ésl=m=1 (mod4). Ekkor az N = Q(vk,V1,/m) nyolcadfokii

szamtestben nincs hatvany egész bazis.

BI1ZONYITAS

Legyen K = Q(vk), L = Q(\1), M = Q(y/m). Kozismert, hogy ekkor
azl=m =1 (mod 4) feltételt figyelembe véve K, L, M-ben rendre (1,w1),
(1,w2), (1,ws) egész bazis, ahol

, W2 = y W3 2

o = { 5% hak=1 (mod4) 1+vi  _1+vm
Vk  hak=2vagy3 (mod4) 2 7

K, L, M diszkriminénsa pedig rendre

DK:{k ha k=1 (mod 4) Dy =1 Dy =m.

4k ha k=2vagy 3 (mod 4)

Feltételeink értelmében Dy, Dy, Dy paronként relativ primek, igy az 5.2.1.
lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy N nyolcadfokt szamtest és

(1, w1, we, w3, Wiwa, WIW3, Waws, W waws) (44)

egész bazisa N-nek.
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Legyen {(Egj),sgj),sgj)) li=1,... ,8} antilexikografikusan rendezve az

Osszes olyan vektor halmaza, melynek minden koordinatija +1.
Négy esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: ha k =2 vagy 3 (mod 4), de k # —1.

Ebben az esetben az 5.2.1. lemma alapjan N diszkriminansa Dy =
256k*1*m*. Keészitsiik el a (44) egész béazishoz tartozo linearis formakat:

(4) () (4)
1 l 1 v/ ; 1 l
+522 \/+$4 +€3é m+x55§j)\/% +522 \/

(4) () (J) ) (5)
; 1+ vm 1+ l vm+ Vim
+:c65(1])\/E 5; + x7 ) \/ tes 1 €2 3

19D(z) = x1+x25§j)\/ﬁ+x3

TN N SN
4

(G=1,...,8)

Mint latni fogjuk, a 28 darab [ (z) — 10 (z) (1 < i < j < 8) alaka
kiilonbséget hét darab négyes csoportba tudjuk sorolni (a.-g.) olyan modon,
hogy barmely négy, egy csoportba tartozé kiilonbség szorzata egész szam
legyen, ha xs,...,zg3 € Z, amit a tovabbiakban feltételezni is fogunk.
Vezessiik még be a kovetkezs jeloléseket is kiilonbozs e, f,i,5 € {2,...,8}
indexek esetén:

Acyij = 22 + 23:f\/E+ x; + xj\/%
Zefij = 22, — 2£L'f\/E+ T — l’j\/%
Aij =x; + Hfj\/%

Zij =T; — l‘j\/%

a.) Teljesiil, hogy m? - Fy(x) =

(l(l)@) yie)) (@) (5(3) (z) — 1@ @)) (1(5) (z) — 1© (@) (5(7) (z) —1® (g))

ahol
(Aopra — 1 724).

| =

1
Fi(z) = 1 (Az21678 =1 A%s) :
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Az Aygrs = 2Au6 + Arg és Aygrs = 2A46 + A7g azonossagok figyelembe
vételével
1-1

. . 1—-1—
F (1) = (A?LG + AugA7g + 4A$8) . (AZG + AugA7g + 4A§8> .

Innen I =1 (mod 4) miatt adodik, hogy F}(z) mindkét tényezGje eleme
Zk-nak és egymas konjugaltjai, amibdl adodik, hogy Fi(z) racionalis egész
értékd.

b.) Fennall tovabba, hogy 12 - Fy(z) =

(l(l)@) _® @)) (1(2) (z) —1@W (@) (l(5) (z) — 1D @)) (l(6) (z) —1® @))

ahol

1 1 /=2 —2
Fy(z) = 1 (Ag)mg —m: A%s) 4 (A3578 —m: A78) .
Ekkor m = 1 (mod 4)-b6l az el6z6ekhez hasonléan kapjuk, hogy

F5(z) mindkét tényezGje eleme Zg-nak, tovabba egymas konjugaltjai, igy
szorzatuk, Fo(z) racionalis egész.

c.) Belathato az is, hogy 16k? - F3(x) =

(l(l)@) ) @)) (5(2) (z) —1© @)) (1(3) (z) — 1D (@) (5(4) (z) —1® @))

ahol F3(z) racionalis egész szam.

d.) Legyen Fy(x) =
(MW@ - 19@) (1P@) - 1P @) (9@ - 10@) (9@ - 1D @) =

% (l - Afszg —m - Aims) ' i (l A —m- ZZG“)

Itt I = m (mod 4) alapjan kapjuk, hogy mindkét tényezs Zg-beli és
egymas konjugaltjai, tehat Fy(x) is Z-beli.

e.) Hasonloan F5(z) =

(V@ -19w) (1P@ - 1P@) (1P - 1¥@) (D@ - 1@)

is racionalis egész.
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f.) Az Fs(z) =

(V@ -17w) (1P@ - 1¥@) (1P - 1P@) (V@) - 1Ow)
is eleme Z-nek.

g.) Legyen veégiil Fr(z) =
(V@ - 1¥Ww) (1P@ -17@) (1P -1O@) (D@ - 1P).

Leirva ezt a négy kiilonbséget észrevehetjiik, hogy azok egymés konjugaltjai
K felett, ezért szorzatuk, Fy(z) Zg-beli értéket vesz fel. De ha az els6
tényezdt az utolsoval, a mésodikat pedig a harmadikkal szorozzuk Gssze,
akkor azt kapjuk, hogy Fr(z) =

2 2
1+1 L+
[k <2x2+x5+x6+x8+2m> — <x3\ﬁ+x4\/m+m7\[+2m> ‘|

2 2
[k‘ <2:L‘2+:135+336+£L'81_2\/%> — <$3\[l—$4\/ﬁ+$7\[l_2\/77n> ]

Léathato, hogy ebben a kifejezésben a szorzést elvégezve nem marad v/k-to6l
fiiggs tag, ami azt jelenti, hogy F7(x) racionalis egész értéki.

Ezeket felhasznélva az index forma definicioja alapjan kapjuk a (44)
egész bazishoz tartozd index formét:

A fentiekben azt kaptuk, hogy ha xzo,...,28 € Z, akkor Fj(z) € Z
(j =1,...,7), ezért ha ezzel az index formaval teljesiil az I(xo, ..., x5) = £1
(x2,...,28 € Z) index forma egyenlet, akkor Fj(z) = +1 (j =1,...,7) is
fennall.

65



Ez azt jelenti, hogy példaul Fj(xz) = +1. Viszont lattuk, hogy Fi(x)
két K-beli algebrai egész szorzata, az 1. esetben pedig csak +1 egységek
Z-ban, tehat

1
1 (A?w?s —1- A%s) =+
Hasonléan Fy(z) = £1 és Fy(z) = £1-bél azt kapjuk, hogy
1
1 (Ai2’>578 —m: Ags) = =£1,
1(1-142 —m - Algg) = +1
1 3578 1678 :
A 16videbb irasmod érdekében legyen x = A2, y = Ak, 2z =

AZgrs- Ezekkel a jelolésekkel az alabbi egyenletrendszer teljesiil (az el§jelek
fiiggetlenek egymastol):

y—mx =14
z—lr =44 (45)
ly —mz=+4

Az els6 két egyenletbsl kapott y = ma £ 4 és z = lx + 4 értékeket
behelyettesitve a harmadik egyenletbe {(ma £4) —m(lx +4) = £4, ahonnan
+! £+ m = +1. Ez viszont ellentmond az [ =m (mod 4) feltételnek.

2. eset: ha k = —1.

Ebben az esetben a bizonyitas eleje sz6 szerint megegyezik az 1. esetbeli
bizonyitéssal. A 2. esetben agonban Zyg = Zy(\/=1) egységei i (a =
0,1,2,3). Ekkor az 1. eset jeloléseit hasznalva a (45) egyenletrendszer
helyett az

y —mx = 4
z—lx =44

ly — mz = 4i°3

egyenletrendszert kapjuk, ahol oy, as, a3 € {0,1,2,3}.

Behelyettesitések utan I[(max + 4i“') — m(lx + 4i%?) = 4i*3, azaz
Lo — mi®2 = o3
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Ekkor 1 = [i?3] = [li* — mi®2| > | [li®] — |mi®2| | = | |I| = |m]| | > 2,
ahol az utolsé egyenlGtlenség az [-re és m-re tett feltételekbdl adodik. Ezzel
ismét ellentmondashoz jutottunk.

3. eset: hak=1 (mod4), de k # —3.
4. eset: ha k= —3.

Ezekben az esetekben a bizonyitas hasonléan végezhetd el, mint az 1. és
a 2. esetben.

Az 0sszes esetben megmutattuk, hogy az index forma egyenlet 1 jobb
oldallal nem megoldhato, tehdt N-ben nincs hatvany egész bazis. O

5.3. Testindex multikvadratikus szamtestekben

Ebben a részben a péaratlan diszkrimindnst multikvadratikus szamtestek
esetén mutatjuk meg, hogy nincs benniik hatviny egész bazis. Ez abbol
fog kovetkezni, hogy belatjuk, hogy ezeknek a testeknek a testindexe paros.

5.3.1. TETEL (Nyul G. [46], Theorem 1.)

Legyenek n € Nyn >3 ésky, ..., ky, € Z\ {0, 1} paronként kiilonbézé négy-
zetmentes szamok tigy, hogy K = Q(v/k1,...,Vkn) egy 2"-edfokti algebrai
szamtest és Dy paratlan. Ekkor K testindexe paros, kévetkezésképpen K-
ban nincs hatvany egész bazis.

BizONYITAS Mivel 2 t D, ezért 2Zg = g1 - ... g, paronként kiilonb6z6
primidedlok szorzata. Mivel K normaélis bévitése Q-nak, ezért a gp;
primidedlok foka egyenld, legyen ez a kozos fok f. K Galois-csoportja n
darab maésodrendii ciklikus csoport direkt szorzata, igy [44] Theorem 8.2.-
b6l adodik, hogy f = 1 vagy f = 2. Tovabba n > 3 miatt ezekbdl azt
kapjuk, hogy g = % > 4.

R. Dedekind tétele (1asd példaul [44] Theorem 4.34.) azt allitja, hogy egy
p primszam pontosan akkor osztja a K algebrai szamtest i testindexét, ha
van olyan f természetes szam, hogy pZp primideélfaktorizaciojaban az f
foku primidealtényez6k szama nagyobb, mint a GF(p) feletti f fokszamu
irreducibilis f&polinomok széma.

GF(2) felett pontosan két darab elséfoku (az = és x + 1) és pontosan
egy darab mésodfoku (az x? 4+ x + 1) irreducibilis polinom létezik, ezért
esetliinkben R. Dedekind tétele alapjan az adédik, hogy iy péros. O
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MEGJIEGYZES Az 5.2.2. tétel feltételeit és jeloléseit hasznalva a bizonyitas
3. és 4. esetében (amikor k =1 (mod 4)) N diszkriminansa Dy = k*I*m?,
amik=l=m=1 (mod 4) miatt paratlan. Igy alkalmazva az 5.3.1. tételt
az N = Q(vk, V1, /m) nyolcadfoku testre azt kapjuk, hogy iy paros, tehat
N-ben nincs hatvany egész bazis. Ezek szerint az 5.2.2. tétel allitasa a 3. és
a 4. esetben az 5.3.1. tételbdl is kovetkezik.

5.4. Monogenitas multikvadratikus szamtestek egy rendjé-
ben

A most kovetkezd eredmény tetszéleges multikvadratikus szamtest esetén
teljesiilni fog. A monogenitdst azonban a maximaélis rend helyett a
Z[\Vk1, ..., Vks] rendben vizsgaljuk. Azt fogjuk igazolni, hogy ebben a
rendben minden elem indexe oszthatd 2-nek egy nagy kitevss hatvanyaval,
amibdél n > 2 esetén az is adédik, hogy ebben a rendben nincs hatvany egész
bézis.

A monogenitasrol szolo tétel ismertetése el6tt meghatarozzuk a rend
diszkriminénsat, hogy majd vizsgalni tudjuk az index formaét.

5.4.1. LEMMA (Nyul G. [46], Lemma 1.)

Han € N, ki,...,k, € Z\ {0,1} pdronként kiilonb6z6 négyzetmentes
egész szamok és Q(v/ki,...,Vkn) egy 2"-edfokii algebrai szamtest, akkor
az O = Z[Vki,...,Vkyn] rend diszkriminansa Do = (k1 -. . .- kn)2n71 .gn2",

Bi1zonYiTAS Vegyiik O-ban az

(1, Vi, oo N kn, ks o\ kn—1kn, o L kn> (46)

egész bazist. Legyen {(555), e 7€§j)) li=1,... ,2”} azon vektorok anti-
lexikografikus moédon rendezett halmaza, melyeknek minden koordinataja
+1-gyel egyenlé. Ekkor Dy egyenl§ annak a 2™ x 2™-es determinansnak a

négyzetével, melynek j-edik sora (j =1,...,2")
(1759)\/]{717 s 7€£Lj) V kn)
eVeP Vhika, ..., e D\ knothn,. e DV k)

—~
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Emeljiik ki ezen determinans oszlopaibol a v/k1, ..., vkn-ek alkotta kozos
tényezdket.  Jeloljik D,-nel a kiemelés utdn visszamaradé maétrixot.
Béarmely j € {1,...,n} esetén pontosan ("l_l) olyan oszlopa van a
determinansnak, melyb6l \/k; egy {41 tényez6s szorzat egyik tényezdjeként
lett kiemelve (I =0,...,n — 1), ezért

Do = << o kn)("ol>+("11)+-~+(2—1>>2 DA = (ky - k) Dl

A lemma igazolasdhoz mér csak azt kell megmutatnunk, hogy |D,|? = 272"

teljesiil minden n € N esetén. Ezt teljes indukcidval latjuk be.
n = 1 esetén az allitas igaz, mert

2

L YRIES

2 _

Tegyiik fel, hogy |D,|? = 2n-2" teljesiil valamely n > 1 esetén. Ezek utan
a |Dp41| determinansban cseréljiik fel az oszlopok sorrendjét ugy, hogy az
elsé 2" darab oszlop legyen az 1,vk1,...,Vkn, VE1k2, ..., VEn_1kn,. ..,
Vky ... kp-hez, az utolsé 2" darab pedig a v/kn+1, V/E1knt1, - -5 VEnkn+1,
Vkikokni1, ooy \Vkn—1knkni1, -, /k1 - - .. - knkny1-hez tartozo oszlop. A

cserék utan azt kapjuk, hogy

D, D,

Dypa? =
| n+1| |Dn _Dn

A j-edik sort kivonva a (2" +7)-edik sorbol (1 < j < 2™), majd a Laplace-
féle kifejtési tételt, végiil pedig az indukcids feltevést alkalmazva azt kapjuk,
hogy

2 _
|Dn+1‘ _‘ 0 _2Dn

O

5.4.2. TETEL (Nyul G. [46], Theorem 2.)

Az 5.4.1. lemma jel6lései és feltételei mellett az O rendben minden elem
indexe oszthaté 22" (2" =n=1)_gye].
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B1zoNYITAS A bizonyités soran megtartjuk az 5.4.1. lemma bizony{tasanak
a jeldléseit.

Szamitsuk ki O-nak a (46) egész bazisdhoz tartozé index format. A
sziikséges linearis formék:
19 (z) = 1 + 85])\/ k1zo + ... + €DV kn@ng1 + 61 6(2])\/ k1korpnqo +
e J)\/kl knaan  (j=1,...,27).

Az index forma definicidja alapjan

2
( 1 (l‘”(w)—z@)(w))) = ((@s,....02)7 Do.  (47)

1<i<j<an

Vilagos, hogy az 1 (z) —1W(z) (1 < i < j < 2") kiilénbségekben
a lineéris forma minden tagja vagy kiesik, vagy 2 egylitthatéval szerepel.
Ezért minden 1) (z) — 1Y) () kiilonbségbdl kiemelhetiink 2-t, dsszesen tehét
2-t a (2;) = 2"71(2" — 1)-edik hatvanyon tudjuk kiemelni. Tovabba v/kp,
(m=1,...,n) is kiemelhet6 1) (z) 1) (z)-bs], haell) = —e$) 6s1 < h < n,

h # m esetén sgf) = 6,(5). Ez 2"~! darab esetben kovetkezik be (ennyi
. . n—1

lehetséges értéke lehet 521) = 5%7)—nek, 1 <h<n,h#m), ezért (\/km)2

is kiemelhetd a linearis formék kiilonbségeinek szorzatabol (m = 1,...,n).

Osszefoglalva tehat

[I (@) —19@)=2""C"D (Vi k) Io(xa,...,x00),
1<i<j<2n

ahol Iy(xg,...,xon) egész egyiitthatos polinom. e
Végiil (47), (48) és az 5.4.1. lemma alapjan az adodik, hogy
I(zg,...,z9n) = 92" (2" —n—1) Ip(za, ..., xon),
ahol xg,...,xon € Z esetén Iy(xa,...,zon) egész értékeket vesz fel, amivel
az allitast igazoltuk. O

Mivel n > 2 esetén 2" 1(2" — n — 1) > 1, igy adoédik az alabbi
kévetkezmény.

5.4.3. KOVETKEZMENY Az 5.4.1. lemma jelolései és feltételei mellett,

n > 2 esetén az O rendben nincs hatvany egész bazis.
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6. Algebrai szamtestek testindexe

6.1. Testindex

Egy K algebrai szamtest ix testindexe alatt a Zg-beli primitiv elemek
indexeinek legnagyobb kozos osztojat értjik. Az aldbbiakban elGszor
Osszefoglaljuk az algebrai szamtestek testindexével kapcsolatos legfontosabb
eredményeket.  Ezutan bizonyos ismert szamtestcsaladok, a Kishi-féle
harmadfokt és a legegyszeriibb negyedfoku testek esetén hatarozzuk meg
a testindex értékét.

M. Bauer [3] igazolta, hogy ha p primszam és p < n, akkor létezik olyan
n-edfoku algebrai szamtest, melyben p | ix. Ennek egyfajta megforditasat
allitja E. von Zyliriski [55] tétele, mely szerint ha egy p primszam osztoja K
testindexének, akkor p < [K : Q].

Tegylik fel, hogy ismert egy n-edfokti K algebrai szimtest valamely egész
bazisahoz tartozoé I(zs,...,x,) index forma. Ekkor E. von Zyliriski elébbi
allitasa, valamint a bevezet6ben emlitett

ig = lnko{I(xg,...,xp) | x2y...,2n € Z}

formula lehet6vé teszi, hogy csupan moduléaris szamoldsok segitségével
meghatarozzuk K testindexét. Réadasul szédmtestek csaladjai esetén ezzel a
modszerrel a testindexet a paraméterek értékétsl fiiggden is le tudjuk irni.

H. T. Engstrom [7] megmutatta, hogy legfeljebb hetedfoku algebrai
szamtestek esetén ord,(ix) a p primszam K-beli primidealfaktorizaciojatol
fligg és példat adott arra is, hogy ez magasabb fokszam esetén mér nem
teljesiil. Eredményébdl kovetkezik, hogy harmadfoktt K szamtest esetén
irx € {1,2}, valamint negyedfoka K-ra ix € {1,2,3,4,6,12}.

Megmutathat6, hogy 1éteznek 1 illetve 2 testindexi harmadfoku algebrai
szamtestek is.

A K = Q(¥/m) tiszta harmadfoku szamtestek (m € Z \ {-1,0,1}
kobmentes) esetén ismert egy egész bazis és a diszkriminans leirasa
(Isd. peldaul [39] 38. oldal, [44] Theorem 2.19.). A megfelels index
forma meghatarozasa és vizsgalata utan kaphaté, hogy mindegyik tiszta
harmadfokt szdmtest testindexe 1. (Ezt a szamolast egy esetben W.
Narkiewicz [44] (65. oldal) elvégezte, ezzel adva példat olyan nem monogén
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algebrai szamtestre, melyben ix = 1.)

T. Funakura [8] meghatarozta a K = Q(/m) tiszta negyedfoka
szamtestek (m € Z\ {0, 1} negyedik hatvany mentes) testindexét:

. {2 ha m=1 (mod 16)
K = .
1 amugy

T. Nakahara [43] megmutatta, hogy bikvadratikus szamtest testindexe
az 1, 2, 3, 4, 6, 12 értékek mindegyike lehet. Erre vonatkozoan a fent
ismertetett moduléris modszer segitségével Gadl 1., Pethd A. és M. Pohst
[16] 0j bizonyitast adtak, a bikvadratikus szamtest paramétereitdl fliggGen
pedig leirtak a testindex értékét.

Hasonlé eredményt ért el B. K. Spearman és K. S. Williams [51], akik
megmutattak, hogy 12 minden osztéja lehet ciklikus negyedfoku szamtest
testindexe.

6.2. Kishi-féle harmadfoknu testek

Legyen « gydke a t —a(a? +a+3)(a® +2)t* — (a® +2a® +3a+3)t — 1 € Z|[t]
polinomnak, ahol a € Z. Ez a polinom irreducibilis Q felett, diszkriminénsa
(a® +1)%(a® + 3)%(a* + a® + 4a® + 3)2. Ebbdl kovetkezik, hogy a K = K, =
Q(«) Kishi-féle harmadfoku testek teljesen valos, ciklikus harmadfoka
szamtestek.

Ezekrdl a testekrsl Y. Kishi [36] az alabbiakat mutatta meg. Legyen

51— 0 ha2|a 5 — 0 haa=2 (mod 3)
711 ha2ta’ ™ 11 haa#2 (mod3)’
tovabba
(a® 4 3)(a* + a® + 4a® + 3)
461 . go2 ’
Ha B négyzetmentes és a ¢ {—2,—1,1}, akkor a K-t meghatéroz6 polinom
barmely két kiilonboz6 gyoke alapegységrendszert alkot K-ban.

B:

A tovabbiakhoz a Kishi-féle harmadfokit testeket az a paramétertsl
fliggSen a kovetkezd hat esetbe soroljuk:

1. eset: a=0,2 (mod 6) vagy a =4,10 (mod 18)
2. eset: a =34,52 (mod 54)

72



eset: a =3,5 (mod 6) vagy a =1,13 (mod 18)
eset: a ="7,25 (mod 54)

eset: a =16 (mod 54)

eset: a =43 (mod 54)

SRS INE

Y. Kishi [36] mindegyik esetben megadta K diszkriminansat.
6.2.1. LEmMA (Y. Kishi [36], Corollary 1.4.)

Ha B négyzetmentes, akkor a Kishi-féle harmadfoku K test diszkriminansa

Dy — (a® +3)%(a* + a® + 4a® + 3)?
K = b2 )

ahol b értéke az esetek fenti sorrendjében rendre 1, 3, 4, 12, 27, 108.

A tovabbiakban meghatarozzuk a Kishi-féle harmadfokn testek egy egész
bézisat, majd az ehhez tartozo index forma kiszamitasa utan belatjuk, hogy
ezen szémtestcsalad minden elemének testindexe 1.

6.2.2. TETEL

Ha B négyzetmentes, akkor a K = Q(«) Kishi-féle harmadfokii test egy
egész bazisa (w1 = 1,wa,ws) =

— — 1 2
1. eset: (1,a, at(zat+Ba+ta
a?+1
2 eset: a>—a+1+(2a°>—a+3)a+a?
3(a?2+1)
1 - 1 2
3. eset: (1, +a a+ (—a+1a+a
2(a? +1)
4 eset: 1’1—1—0[ 402 —a+4+ (2a®> —a + 3)a + o?
6(a2+1)
5 eset: 1’2+a 4a? —a+4+ (2a®> —a + 3)a + o?
9(a? +1)
6 eset: (1 5+a 4a®> —a+4+ (2¢> —a+3)a+a?
SR G 18(a2 + 1)

BizONYITAS Az egyszeriiség kedvéért csak az 1. esetben bizonyitunk.
Ebben az esetben egyrészt w1, ws € Zk nyilvanvalo, tovibba meghatarozhato
w3 definialé polinomja:

23+ (—a® — 2a" — 10a® — 12a° — 30a* — 20a® — 30a® — 9a — 6) x>

+(—2a" — 4a5 — 17a® — 18a* — 37a® — 15a® — 18a + 3)x

+(—a® — 2a® — 7a* — 6a® — 9a* + 1),
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ezért ws € Zy is teljesiil. Mésrészt kiszamolhato, hogy

D(wy,w,w3) = (a® 4 3)%(a* + a® + 4a® + 3)%,
ami a 6.2.1. lemma szerint Dg-val egyenl6. Ezekbdsl méar kovetkezik az
allitas. O
6.2.3. TETEL
Ha B négyzetmentes, akkor a K Kishi-féle harmadfokii test testindexe 1.

BIZONYITAS E. von Zylinski [55] tétele alapjan elég azt belatni, hogy K
tartalmaz paratlan indexd primitiv algebrai egész elemet.

A 6.2.1. lemma jellései mellett I(a) = b(a® + 1), ami az 1., 2. és 5.
esetben pératlan, igy ezekben az esetekben teljesiil az allités.

Mindegyik esetben (akar a mar igazolt harom esetben is) célt érhetiink
agy is, hogy kiszamitjuk a 6.2.2. tételben megadott egész bazishoz tartozo
index formét, majd alkalmazzuk a modularis modszert.

Ezt a bizonyitast a 3. esetben ismertetjiik. A megadott egész bazishoz
tartozo index forma

1 1 9 3
I(zg,23) = <—2a2 — 2) 5+ (—a5 —a* —5a® — 2a* - 50~ 2> r3T3
1 27 21 15
+ (2a8 —a” —5a° — 6a° — ?a‘l —10a® — ?aQ - 2(1) Tox3

1 1 7 13 9 3
+ <2a7—|—2a6—|—2a5—|—a4—|—2a3—a2+2a+ 2> x%

Ha példaul zo péaratlan és x3 paros, akkor I(z2,z3) = 1 (mod 2), ami
igazolja allitdsunkat. O

6.3. Legegyszeriibb negyedfoku testek

Legyen a € Z \ {0} és tegyiik fel, hogy a? + 16 nem oszthaté 1-nél nagyobb
paratlan négyzetszammal. Legyen o gydke a t* — at? — 6t> +at + 1 €
Z[t] polinomnak. Feltételeink mellett ez a polinom irreducibilis Q felett,
diszkriminansa pedig 4(a® + 16)3. Ekkor a K = K, = Q(«) testeket a
legegyszertibb negyedfoku testek csalddjanak nevezziik.
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A legegyszertibb negyedfoka testek teljesen valos, ciklikus szamtestek.
M.-N. Gras [|24] megmutatta, hogy a legegyszertibb negyedfoku testek
csaladja végtelen sok testbdl all. Tovabba H. K. Kim és J. S. Kim [35],
valamint A. J. Lazarus [37] eredményei alapjan ismerjiik ezen testek egy
egész bazisat és diszkriminansat.

6.3.1. LEMMA ([35], Theorem 2.3.; [37], Table 4.1.)
A legegyszeriibb negyedfoki K = Q(«) test egy egész bazisa

1 3
<1,a,a2, +a> ha a=1 (mod 2)

2

1 2 3

1, a, ta ,OhLa ha a=2 (mod 4)
2 2

1 2 1 2 3

1, a, —I—a, ratarta ha a=4 (mod 8)
2 4

1 Q00 — 2 1 2 3

(1,04, +j a, +a+4a +a> ha a=0 (mod 8)

és K diszkriminansa

(a?+16)> ha a=1 (mod 2)

(a2216)3 ha a=2 (mod 4)
Dx = (a2J1r6.16)3 ha a=4 (mod 8)

(“2&16)3 ha a=0 (mod 8) .

G. Lettlés Pethd A. [38] leirtak a hatvany egész bazisokat a legegyszertibb
negyedfoku testek Z[a| rendjében. Olajos P. [47| bebizonyitotta, hogy egy
legegyszeritibb negyedfoki test akkor és csak akkor monogén, ha a = +2 vagy
a = =£4, tovabba ezekben az esetekben megadta a hatvany egész bazisok
generatorait.

Igazolni fogjuk, hogy a legegyszertibb negyedfoki testek testindexe a
paritasatol fiiggben 1 vagy 2.

6.3.2. TETEL A K legegyszeriibb negyedfoki test testindexe

i 1 ha a=0 (mod2)
K712 haa=1 (mod?2).
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BI1ZONYITAS
1. eset: haa=0 (mod 2).

Mivel a =2 (mod 4),a =4 (mod8),a =0 (mod 8) esetén rendre
I(a) =4, I(a) =8, I(a) = 16, ezért i | 16.

Masrészt a 6.3.1. lemma szerint rendre 16 | Dy, 2048 | Dk, 64 | Dg.
B. K. Spearman és K. S. Williams [51] (Lemma 1.3.1.) fent emlitett
eredményiik bizonyitasa soran belattak, hogy ha egy K ciklikus negyedfoku
szamtest diszkriminansa paros, akkor testindexe paratlan, ezért esetiinkben
i = 1.

2. eset: haa=1 (mod 2).

Ebben az esetben I(«) = 2, ezért elég azt belatni, hogy minden Zg-beli
primitiv elem indexe péaros.

A 2.1. résznek megfeleléen barmely 6 € Zg primitiv elem felirhat6

s+ za + ya? + za®
d

6: (S’x?y7Z€Z>

alakban, ahol esetiinkben a 6.3.1. lemma alapjan d = 2 és 2 | x,y. Mivel

most % = 324, ezért a 2.1.1. tételt alkalmazva elég azt megmutatni, hogy

64 | F'(u,v) teljesill minden olyan z,y, z € Z esetén, amikor 2 | x,y és ahol
Qi(z,y,2) = z°+azy—6y°+ (a® +12)zz — Sayz + (a> + 3722 =u
Q2(z,y,2) = Y —zztayz—62° =0 ,

F(u,v) = u®+6u?v+ (—a® — 4)uv® + (—24 — 2a*)v® .
Ez pedig konnyen leellendrizhets, ha végignézzik a, x,y, z Osszes lehetséges

értékét modulo 64. (A szamolas példaul Maple segitségével gyorsan
végrehajthato.) O

Jegyezziik meg, hogy tételiinkbdl paratlan a esetén kovetkezik, hogy a
legegyszertibb negyedfoki test nem monogén, amivel Olajos P. [47] tételének
egy részére Uj bizonyitast nyertiink.
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Osszefoglal6

Az algebrai szamelmélet egyik klasszikus probléméja annak eldontése,
hogy egy m-edfokt K algebrai szdmtestben létezik-e hatvany egész béazis,
azaz (1,q,...,a" 1) alaki egész bazis. A K szamtestet akkor nevezziik
monogénnek, ha van benne hatviny egész bazis. Az értekezésben algebrai
szamtestek monogenitasat és ezzel rokon kérdéseket vizsgalunk.

A bevezet§ fejezetben a monogenitassal kapcsolatos alapvets fogalmakat
és eredményeket foglaljuk Ossze. Egy a € Zg primitiv elem indexén
I(a) = (Z} : Z]a]")-t értjiik. Az a elem akkor és csak akkor generél hatvany
egész béazist K-ban, ha I(a) = 1. Adott indexd primitiv Zg-beli elemek
és igy a hatvany egész bazisok keresése ekvivalens index forma egyenletek
megoldasaval.

Gyory K. |26] effektiv modon bebizonyitotta, hogy az index forma egyen-
leteknek csak véges sok megoldasuk van, kovetkezésképpen Z-ekvivalenciatol
eltekintve csak véges sok adott indexd primitiv Zg-beli elem 1étezik. Ezutan
is fontos feladat maradt azonban hatékony algoritmust keresni az index
forma egyenlet megoldaséara, adott indexd primitiv elemek meghatarozéasara.
Lehetséges tovabba ezeknek a problémaknak algebrai szdmtestek egy vég-
telen parametrikus csaladjaban torténd vizsgalata, amikor a megoldast a
csalad Osszes teste esetén egyszerre keressiik.

Legyenek p1,...,ps killonbozé rogzitett primszamok. Ilyenkor keres-
het6k azok a K-beli primitiv algebrai egészek, melyeknek indexe csak az
adott primekkel oszthato, ami pedig az index forma egyenlet p-adikus val-
tozatdnak megoldasaval ekvivalens. Ennek megoldéasaira szintén Gydry K.
[27] adott effektiv felss korlatot.

Végiil definidlhaté egy K algebrai szamtest my minimalis indexe, illetve
i testindexe, mint a K-beli primitiv algebrai egészek indexeinek minimuma,
illetve legnagyobb kozos osztdja.

A 2. fejezetben vegyes szignaturaju diéder negyedfokd szamtestek
monogenitasat vizsgaljuk. A. C. Kable [33] megmutatta, hogy adott



M valés mésodfokii szamtest esetén csak véges sok olyan K monogén,
vegyes szignaturaju diéder negyedfoku szamtest létezik, aminek méasodfoku
részteste M, a széba joheté K testek diszkriminansanak abszolat értékére
pedig Djs-t6l fiiggs fels6 korlatot adott. Ezt az eredményt kombinaljuk
Gadl I., Pethé A. és M. Pohst [19], [22] modszerével, ami az index
forma egyenletet Thue-egyenletekre visszavezetve ad hatékony algoritmust
negyedfoki szamtestekben adott indexd primitiv algebrai egész elemek
megkeresésére. Fgy olyan gyors algoritmust adunk, ami adott M esetén
megadja az Osszes megfelels K negyedfoku szdmtestet, egyuttal ezekben
meghatarozza az Osszes hatvany egész bazis generdtort. Algoritmusunkat
példaként a Q(v/2), Q(v/3), Q(+v/5) masodfoki szamtestekre alkalmaztuk,

melyekre nyert numerikus eredményeket a fejezet végén ismertetjiik.

A 3. és a 4. fejezetben bikvadratikus szémtestekkel foglalkozunk.
Igy nevezziik azokat a negyedfoku algebrai szamtesteket, melyek Galois-
csoportja Klein-csoport vagy ekvivalens médon azokat, amik kiilonbozé
négyzetmentes m,n € Z \ {0,1} szamokkal Q(y/m,+/n) alakba irhatok.
Bikvadratikus szamtestek monogenitaséval sokan foglalkoztak. Az ismert
eredmények koziil kiemeljiik, hogy K. S. Williams [53] leirta a bikvadratikus
szamtestek egy egész bazisit, valamint diszkriminansat. Gadl 1., Pethd
A. és M. Pohst [16] kiszamitottdk az ehhez az egész bazishoz tartozo
index format és a bikvadratikus szamtestek testindexét. Ugyancsak 6k
[21] szimultan Pell-egyenletekre vezetG hatékony eljarast adtak a teljesen
valos bikvadratikus szamtestek esetén az index forma egyenlet megoldasara.
Ennek illusztralasara az oOsszes 10%-nal kisebb diszkriminansi, teljesen
valos bikvadratikus szamtest esetén kiszamitottdk a minimaélis indexet és
meghataroztédk az 6sszes ilyen indexi elemet.

A 3. fejezet célja az, hogy a teljesen komplex eset vizsgalataval teljessé
tegylik a monogenités vizsgalatat bikvadratikus szamtestekben. Egyszertien
ellenérizhets sziikséges és elégséges feltételt adunk hatvany egész béazis
létezésére és lefrjuk az Osszes hatvany egész bazist generalé elemet. Kideriil,
hogy a generatoroknak az egész béazisra vonatkoz6 egyiitthatoi konstans
vektorok egy kis elemszamu halmazabol keriilhetnek ki. A bizonyitas
fontos eleme, hogy bikvadratikus szamtestek esetén az index forma hérom
kvadratikus forma szorzatara bomlik, a teljesen komplex bikvadratikus
szamtestekben pedig ezen tényezdk kozott van definit kvadratikus forma.
Ezt az észrevételt felhasznalva tetszdleges jobb oldalt index forma egyenletet



meg lehet oldani. Ezt alkalmazva a teljesen valos esetnél emlitetthez hasonld
tablazatot készitiink, melyben dsszefoglaljuk a 10-nél kisebb diszkriminansi
teljesen komplex bikvadratikus szamtesteket, kiszdmolva testindexiiket,
minimélis indexiiket és a minimalis indexszel rendelkez6 Gsszes elemet.

A 4. fejezetben célunk hatékony algoritmust adni a p-adikus index
forma egyenlet megoldasara bikvadratikus szamtestek esetén. Egy példatol
eltekintve p-adikus index forma egyenletet numerikusan eddig még nem
oldottak meg. Egyenletiinket elGszor egy Z feletti S-egység egyenletre
vezetjiik vissza. Megmutatjuk, hogy az esetek jelent6s részében ennek
megoldasaval lényegében méar célt érhetiink. Kideriil azonban, hogy ha az
egyenlet jobb oldaldn szerepld primek valamelyike két kiillonb6z6 primideal
szorzatara bomlik fel a bikvadratikus szamtest mindharom résztestében,
akkor még meg kell oldani egy S-egység egyenletet a negyedfoku test felett
is. Az S-egység egyenletek megoldasdhoz p-adikus és komplex logaritmusok
linearis formaira vonatkoz6 becsléseket és kiillonb6z6 redukcids eljarasokat
alkalmazunk. Az algoritmus illusztrélasaként harom konkrét egyenletet is
megoldunk.

A bikvadratikus szamtestek altalanositasaként kapjuk a Q(v/k1, . .., vVkn)
multikvadratikus szamtesteket, ahol k1, ..., k, € Z\ {0, 1} kiilonb6z6 négy-
zetmentes szdmok. Fzek monogenitasédval kapcsolatban az 5. fejezetben
szerepldk az els§ eredmények, tjabban Y. Motoda és T. Nakahara [42] értek
el tovabbi eredményeket. A testrél mindig feltessziik vagy mas feltételekbdl
kovetkezik, hogy a szamtest fokszdma 2". Belatjuk, hogy han = 3, ki, ko, k3
paronként relativ primek, k; < 0 és ks = k3 =1 (mod 4), akkor a multi-
kvadratikus szdmtest nem monogén. Ezutan tetszéleges n esetén igazoljuk,
hogy paratlan diszkriminédns mellett a testindex paros, mig tovabbi meg-
kotés nélkiil az O = Z[v/ky, . . ., Vky] rend minden elemének indexe oszthato
2-nek egy nagy kitevés hatvanyéval. Ezekbdl az is kovetkezik, hogy a fel-
tételek megtartasa mellett rendre a maximaélis rendben illetve O-ban nincs
hatvany egész bazis.

Az utols6d fejezetben algebrai szamtestek két parametrikus csaladdja
esetén hatarozzuk meg a testindexet. El6szor a Y. Kishi [36] altal vizsgalt
harmadfoku testeket vizsgaljuk. Igy nevezziik a t* — a(a® + a + 3)(a® +
2)t2 — (a® + 2a® + 3a + 3)t — 1 € Z[t] polinomok felbontasi testét, ahol



a € 7 olyan egész szam, amire egy jol meghatarozott, a-tél fliggs egész
szadm négyzetmentes. A Kishi-féle harmadfoku testeknek megadjuk egy
egész bazisat, majd kiszdmitjuk az ehhez tartozé index format, aminek
vizsgalataval bebizonyitjuk, hogy a testindex minden ilyen test esetén 1.
Ezutan a legegyszertibb negyedfoku testek csaladjat tekintjiik, amiket a
t* — at® — 6t% 4+ at + 1 € Z[t] polinom felbontési testeként definialunk, ahol
a € Z\ {0} olyan, hogy a?+ 16-nak az 1-en kiviil nincs paratlan négyzetszam
osztOja. Ezekrsl a 2. fejezetben mar hasznalt moédszert alkalmazva azt
igazoljuk, hogy testindexiik rendre 1 vagy 2 attol fliggden, hogy a péaros
vagy péaratlan.



Summary

It is a classical problem of algebraic number theory to decide if a number
field K of degree n admits power integral bases, that is integral bases of the
form (1,a,...,a""1). The field K is called monogeneous if there exist power
integral bases in K. In our thesis we investigate monogenity of algebraic
number fields and related topics.

In the first chapter we summarize the basic definitions and results about
monogenity. The index of a primitive element o € Zg is defined by
I(a) = (Z} : Z[a]*). This a generates a power integral basis in K if
and only if I(«) = 1. Finding primitive elements of Zx with given index,
and so computing power integral bases is equivalent to solving index form
equations.

K. Gydry [26] proved that index form equations have only finitely many
solutions and effective upper bounds can be given for the absolute values
of the solutions. It follows that apart from Z-equivalence there are only
finitely many primitive elements in Zx with given index. But it remained
an important problem to give efficient algorithms for solving index form
equations and for finding primitive elements of given index. We can look at
this question in an infinite family of algebraic number fields, which means
to find the solutions in each field of the family at the same time.

Let p1,...,ps be distinct given primes. Now we can search for the
primitive algebraic integers in K of index divisible by the fixed primes only,
that is equivalent to solving the p-adic version of the index form equation. K.
Gydry |27] gave an effective upper bound for the solutions of this equation.

Finally we can define the minimal index mg and the field index ix of
the field K as the minimum and greatest common divisor of the indices of
all primitive algebraic integer elements in K.

In the second chapter we study the monogenity of dihedral quartic fields
with mixed signature. A. C. Kable [33] proved that for a given real quadratic
number field M there exist only finitely many monogeneous mixed dihedral
quartic field K containing M as a subfield and gave an upper bound for the



absolute value of Dk depending on Dj;. We combine this result with the
method of I. Gadl, A. Pethd and M. Pohst [19], [22], which gives an efficient
algorithm for solving index form equations in quartic fields by reducing them
to Thue equations. We present a fast algorithm for determining all such
quartic fields K if M is given. We also determine all generators of power
integral bases in these fields. To illustrate our algorithm we performed

computations for M = Q(v/2), Q(v/3), Q(v/5).

In Chapter 3 and Chapter 4 we study biquadratic number fields. These
are the quartic fields having Klein group as Galois group or equivalently the
fields of type Q(y/m,/n) where m,n € Z\ {0,1} are distinct square-free
integers. The monogenity of biquadratic number fields were considered by
several authors. K. S. Williams [53] described an integral basis and the
discriminant of these fields. I. Gadl, A. Pethé and M. Pohst 16| formulated
the corresponding index forms and characterized the field indices. They [21]
also gave an efficient algorithm for solving index form equations in totally
real biquadratic fields by solving simultaneous Pellian equations. Using this
method they determined the minimal indices and all elements with minimal
index in the totally real biquadratic fields having discriminant less than 10°.

To complete the above theory of power integral bases in biquadratic
number fields, our purpose in the third chapter is to give necessary and
sufficient conditions for the monogenity in totally complex biquadratic fields
which can be easily checked. We also describe all generators of power integral
bases in totally complex biquadratic fields. It turns out, that surprisingly
the coordinates of the generators are contained in a finite set of constant
vectors. It is important in our proof that the index form splits into three
quadratic factors in biquadratic fields, moreover in the totally complex case
there is a definite quadratic form among these factors. Using this we can
solve index form equations with arbitrary number on the right hand side.
This way we can present a list of all totally complex biquadratic fields up
to discriminant 10* computing the field indices, the minimal indices and
elements with minimal index.

In the fourth chapter our purpose is to give an efficient algorithm for
solving the p-adic analogue of the index form equation in biquadratic fields.
Except from an example no p-adic index form equations have been solved
so far. First we have to solve an S-unit equation over Z. We show that in



most of the cases this is enough to solve our equation completely. But if
there is a prime on the right hand side of our equation which splits into the
product of two distinct prime ideals in all the three quadratic subfields of our
biquadratic field, then we have to proceed by solving an S-unit equation over
the quartic field. Our procedure involves estimates for linear forms of p-adic
and complex logarithms and certain reduction procedures. To illustrate our
algorithm we solve three concrete equations.

As the generalization of biquadratic number fields we get multiquadratic
fields Q(v/k1, . .., Vkn) where ki,...,k, € Z\ {0,1} are distinct square-free
integers. In higher degree multiquadratic fields the problem of monogenity
was not investigated yet, the results of Chapter 5 are the first known ones.
Recently Y. Motoda és T. Nakahara [42] presented some other results. In
the following we assume or it follows from other assumptions that the
multiquadratic field is of degree 2". Our first result states that if n = 3,
k1, ko, k3 are pairwise coprime, k1 < 0 and ko = k3 =1 (mod 4), then the
field is not monogeneous. For arbitrary n we prove that a multiquadratic
field with odd discriminant have even field index and without any additional
assumptions the index of any element of the order O = Z[V/k1, ..., Vky] is
divisible by a high power of 2. Consequently with these assumptions the
maximal order and O admits no power integral bases.

In the final chapter we compute the field indices in two parametric family
of algebraic number fields. First we present the cubic fields of Y. Kishi
[36]. These are the fields defined as the splitting fields of the polynomials
t3 —a(a® 4+ a+ 3)(a® + 2)t? — (a® + 2a® + 3a + 3)t — 1 € Z[t], where a € Z
such that a certain integer depending on a is square-free. We describe an
integral basis of the cubic fields of Kishi, compute the corresponding index
form and using it we have that the field index of these fields is 1. Next we
consider the family of simplest quartic fields, that is the splitting fields of
the polynomials t* — at3 — 6t2 + at + 1 € Z[t], where a € Z\ {0} and a®+ 16
is not divisible by any odd squares other than 1. By the method also used
in Chapter 2 we prove that the field index of a simplest quartic field is 1 or
2 depending on the parity of a.
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