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Bevezetés

A halézatok tudoménya az utébbi két évtizedben keriilt a figyelem kozép-
pontjaba, ami valds hilézatok altaldnos tulajdonsagait vizsgalja. Ilyen valds
halézatok példaul a WWW, az internet, bioldgiai, szocidlis és egyiittmii-
kodési hélozatok. A [7] konyv bevezetésében Barabési irja, hogy ’A key
discovery of network science is that the architecture of networks emerging
in various domains of science, nature, and technology are similar to each
other..] és’...we will never understand complex systems unless we develop a
deep understanding of the networks behind them., azaz a halézattudomény
legfontosabb felfedezése, hogy a kiillonb6z6 teriileteken kialakuld hélézatok-
nak hasonlé tulajdonsigai vannak és csak akkor érthetjitk meg ezeket az
Osszetett rendszereket, ha mélyen tanulmanyozzuk a mogottiik 1évo hildza-
tokat.

Nem szabad azonban elfelejteni, hogy korabban is voltak eredmények
ezen a tudoményteriileten. Ezek koziil az egyik legjelentésebb Erdés és Ré-
nyi véletlen modellje (1d. [18], [19]). Ez a graf a kovetkezOképpen épiil fel: A
kezdeti allapotban felvesziink régzitett szamu csticsot, majd behtzunk kézé-
jik rogzitett szamu élt igy, hogy minden lehetséges elrendezésnek egyenl6 a
valoszintisége. Viszont a modell két tulajdonsadga miatt is alkalmatlan valés
halézatok lefrasara. Az egyik, hogy a csicsok szdma rogzitett, amig a mai
halézatok folyamatosan novekednek, a masik pedig, hogy az élek behiiza-
sa is egyenletesen torténik, ami Poisson fokszameloszlast eredményez, ami
szintén nem igaz valds kapcsolatok esetén. Ezért 4j matematikai modellekre
volt sziikség.

Barabdsi és Albert kozos, meghatérozé [6] cikkiikben kiilonféle skalafiig-
getlen nagy halézatokat (WWW, szinészi egytittmiikodés, stb.) sorolnak
fel, majd definidlnak egy véletlen graf modellt, ami a preferential attach-
ment szabaly szerint fejlédik, tovabbé heurisztikus érveléssel és szimulécids
eredményekkel is alatdmasztjak, hogy ez a fejlédési folyamat skalafiiggetlen
halézatokhoz vezet.

Egy halozatot skalafiiggetlennek neveziink, ha a fokszameloszlisa a-
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2 BEVEZETES

szimptotikusan hatvanyrendi, azaz pg ~ Cd~"7, ha d — oco. Itt p; annak a
valésziniisége, hogy egy cstucsnak d a fokszama, tovabba C' és v konstansok,
ahol -t karakterisztikus kitevonek nevezziik. Ebben az esetben és az érte-
kezés tovabbi részeiben ay, ~ by azt jelenti, hogy limg_, o a /b = 1, ahol ay,
és by, véges sok esettol eltekintve nemnegativ szamsorozatok.

A Barabési és Albert altal definidlt modell a kovetkez6: Minden ¢t =
2,3,... lépésben egy 1j cstucs sziiletik és N éllel csatlakozik régi cstcsok-
hoz. Annak a valészintisége, hogy az 1j csiics az i régi csicshoz csatlakozik
™ =d;/ Zj d;, ahol d; az i csics fokszama és Zj d; az Osszes cstcs foksza-
manak az Osszege. Ezt nevezziik preferential attachment szabalynak, amit
egy hétkoznapi példaval gy lehetne szemléltetni, hogy akinek sok ismer&se
van, nagyobb eséllyel lesz még tobb ismerose.

Erdemes megjegyezni, hogy a [6] cikk megjelenése el6tt Yule bevezetett
egy modellt a fajok fejlédésére, amiben jelen volt a preferential attachment
szabély (1d. [39]). Ezen feliill a pontos matematikai definiciét és bizonyitast
Bollobéas és tarsai adtak a Barabési-Albert modellre (1d. [8]). Tovabba
Barabasi és Albert felfedték a kapcsolatot a preferential attachment és a
hatvanyrendii eloszlasok kozott, amit van der Hofstad ala is tamasztott a
[29] monografidjaban.

Ez az 4j fejlédési mechanizmus és a skélafliggetlen tulajdonsig rengeteg
kutatéasi eredményt sziilt az elmult két évtizedben.

A hélézattudomény matematikai elmélete irant érdekléddk atfogod képet
kaphatnak tobbek kozott a mar kordabban is emlitett van der Hofstad [29]
monografiabdl vagy Chung-Lu [16], Durret [17] és Janson [31] kényveibdl.
Tovabba, Barabési a [7] konyvében sokkal altalanosabban foglalkozik a té-
maéval, amelyben egy egész fejezetet szentel a skalafiiggetlen tulajdonsagnak,
majd nemskalafiiggetlen halézatokat is bemutat.

Az irodalomban sok cikk foglalkozik skalafiiggetlen modellekkel, de sok
olyan is el6fordul, melyek nem teljesitik ezt a tulajdonsdgot. Példaul a [12]
cikkben azt allitjak a szerzok, hogy a valos halézatok egészen kiilonféle tu-
lajdonsagokkal is birhatnak és a skédlafiiggetlen hélézatok csak egy toredéke
ezeknek, igy a teljes képért 0j otletekre van sziikség.

Korabban emlitettiik, hogy a preferential attachment mechanizmus sok
kutatasnak volt az alapja, igy kiilonféle modellek jottek 1étre az évek soran.
Az egyik ilyen Cooper és Frieze [15] modellje, ahol minden lépésben egy
1j vagy egy régi csucs general 4j éleket. Mindkét esetben lehet vélaszta-
ni a csucsokat egyenletesen vagy a fokszamuk szerint, azaz a preferential
attachment szabaly alkalmazéséaval.

Ezen a vonalon elindulva Backhausz és Méri a [2] és [4] cikkekben defini-
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altak a haromszoges modellt, ami hasonléan fejlodik, mint Cooper és Frieze
modellje, de itt minden 1épésben hirom cstcsot valasztunk és 6k 1épnek
kapcsolatba egymassal. Ennél a modellnél is sziilethet 0j csics és hozza
valasztunk két régi csicsot, vagy harom régi csics 1ép interakciéba. A régi
cstucsokat valaszthatjuk egyenletesen vagy preferential attachment szabaly
szerint. Az egyik nagy kiilonbség, hogy ebben a modellben a preferential
attachment a graf elemeinek sulyara vonatkozik nem a csiicsok fokszamai-
ra. A graf elemeinek a silya azt mutatja, hogy az adott elem hanyszor vett
részt kolesonhatasban. A [2] és [4] cikkekben mind a csicsok fokszémdanak
és sulyanak a skélafiiggetlensége is be van bizonyitva.

Késobb Fazekas és Porvazsnyik a [25] és [26] cikkekben dltaldnositottdk
az €l6z6 modellt tgy, hogy nem harom cstcs 1épett egymassal kapcsolatba,
hanem N darab. Ezt gy nevezziik, hogy az N-pontos modell. Hasonléan
ezen modell esetén is skalafiiggetlennek bizonyultak a fokszam és a csticsok
sulyeloszlasa, illetve més eredményeket is ismertettek a [27] cikkben. Az
értekezés masodik fejezetében részletesen ismertetjiik ezt a modellt.

Ezek utan Fazekas, Noszdly és Perecsényi [20] megmutatték, hogy a hé-
romszoges modell esetén az élek sulya is skalafiiggetlen, illetve az N-pontos
modell esetén megmutattik, hogy az N-szogek stlyeloszldsa is hatvanyren-
di.

Mindemellett, Ostroumova és tarsai a [37] cikkben definidltak egy dlta-
lanos preferential attachment modellt, amely magéba foglal néhany ismertet
tgy, mint az LCD-modellt [9], a Holme-Kim modellt [30], a véletlen Apollé-
niai hél6zatot [38], vagy a Buckley-Osthus-Méri modellt [13], [33]. Tovabba,
igazoltdk, hogy ennek az altalanos modellnek a fokszameloszlasa skalafiig-
getlen.

Az értekezésben nem vizsgdlunk valés halozatokat, hanem az altalunk
definidlt 1j matematikai modelleket és tulajdonsagaikat ismertetjiik, ame-
lyek hasznosak lehetnek valés halézatok tulajdonsigainak megismeréséhez.
Ezeknek a modelleknek a novekedése soran a preferential attachment sza-
bély nagy szerepet jatszik, viszont itt sem a fokszamok alapjan fejlédnek a
hélézatok, hanem bizonyos kitlintetett elemek stlya szerint.

A dolgozat els6 fejezetének alapjaul a [22] és [24] cikkek szolgdltak.
Ez a rész az altalunk definialt csillagos modellrél szol. A modell definid-
lasakor ugyanazt az Otletet hasznaljuk, amit Cooper-Frieze [15] modellje,
Backhausz-Moéri [4] haromszoges modellje vagy annak &ltaldnositdsa [26]
esetén alkalmaztak a szerz6k. Azaz minden lépésben vagy sziiletik egy 1j
csucs, aki csatlakozik a hélézathoz, vagy nem. Mindkét esetben elére rog-
zitett N szadmu csics fog kolcsonhatdsba lépni. Ennek érdekében a régi
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cstucsokat valaszthatjuk egyenletesen vagy a graf bizonyos elemeinek a silya
szerint, azaz preferential attachment szabdaly szerint. A kiilonbség a korabbi
modellekhez képest, hogy ebben az esetben az N cstics kolcsénhatasa nem
teljes graffa valo kiegészitést jelent, hanem irdanyitott csillaggraffa. Ezal-
tal a grafban a csticsoknak két fajta szerepe is lehet, ami a szdmoldsokban
szembet{iné bonyolultsdgot okozott, igy a korabbi modellek szdmitasait nem
lehetett felhasznélni, illetve egyszerre kellett t6bb sorozatot kezelni. Ilyen
csillag struktirat megtaldlhatunk a vald életben is, példadul szamitdégépes
hélozatok esetén (1d. [11]). Elészor megmutatjuk, hogy a graf ki- és befokai
skalafiiggetlenek a modellnek egy ekvivalens alakjanak a segitségével, majd
pedig az N-csillagok stulyanak skélafliggetlenségét igazoljuk. A bizonyita-
sokban Doob-Meyer felbontast, és arra vonatkozé allitdsokat hasznalunk,
illetve a [4], [26], [20] cikkek mddszertanat. Egy-egy allitas igazoldsdra két
bizonyitast is adunk az értekezésben, ahol lehet6ség volt altaldnosabb ered-
ményeket alkalmazni. A martingdlelméleti médszernek az alkalmazisahoz
foleg feltételes varhato értékeket kell szamolnunk, amelyeknek az alakjat a
felbontés is megad. A csillagos modell esetében kénnyen meghatarozhatd
volt a sziikséges szubmartingal a felbontashoz, ezzel varhato értéket nem is
kellett szamolni, ami bizonyos esetekben akar bonyolultabb szamolasokra is
vezethet.

A masodik fejezet a [21] cikk eredményeit dolgozza fel. Itt a [37] cikkben
definidlt modellt tovabb altalanositottuk. Mivel a populacidk fejlédésére
vonatkozé modellek szoros kapcsolatban dllnak a véletlen grafokkal, ezért
egy altalanos populaciés modellt definidlunk, amit S modellnek hivunk. Itt
minden egyedet egy ugynevezett pontértékkel jellemziink. A fejlédés so-
ran mind az egyedek szama és mind az egyedek pontértéke is névekedhet.
A bizonyitasok a [37] cikk mddszertandn alapszanak. Elészor megadjuk a
varhaté értékét az s pontértékii csicsok szamanak, majd annak koncentra-
ciéjat a varhatd értékiik koril. A koncentraciés egyenlGtlenség egyik nagy
elonye az els6 fejezetben alkalmazott martingalelméleti médszerekkel szem-
ben, hogy ha ismerjiik a varhato értékét tetszoleges valdsziniiségi valtozo-
nak, akkor kénnyen atalakithatjuk martingalla, amelyre egyszertien alkal-
mazhat6 a koncentriciés egyenlotlenség. A két allitasbdl pedig kovetkezik
a pontértékek skalafiiggetlensége.

Ezek utan alkalmazzuk az dltaldnos modellt az N-pontos modellre és a
csillagos modellre. Ezen eredmények segitségével bebizonyitottuk, hogy az
N-pontos modellben tetszéleges méretii M teljes grafok 2 < M < N (az-
az klikkek) stlyeloszlasa is skalafiiggetlen. Ezek az eredmények a [20] cikk
altalanositasa, ahol az N = 3 eset volt vizsgdlva. Ezen felill a [35] doktori
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értekezésben is megtalalhaté ez az allitds, de a populaciés modell alkalmaza-
sa egy egyszerlibb bizonyitast eredményez. A csillagos modell esetén pedig
az N-csillagok stulyeloszlasiara adunk ezzel egy méasodik bizonyitast.

Az utolsé fejezetben pedig az N-pontos modell altalanositasat vizsgaljuk
szimulaciés eredményeken keresztiil. Itt a [23] cikkben ismertetett eredmé-
nyeket mutatjuk be. Az &ltaldnositott modell abban tér el az N-pontos
modelltol, hogy 1épésenként tetszdleges 0 < k < N — 1 cstics csatlakozhat
a modellhez, (N — k) darab csticson keresztiil. A [35] doktori értekezésben
megtalalhatd a pontos levezetése a fokszamok skalafiiggetlenségének, bizo-
nyos feltételek mellett. Az érdekes ebben a modellben, hogy ha nem teljesiil
az emlitett feltétel a hatvanyeloszlastél eltérd eloszlast kapunk, annak elle-
nére, hogy a preferential attachment nagy szerepet jatszik a fejlodés alatt.
Az eredményeket dbrakon szemléltetjiik.
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1. fejezet

A csillagos modell

Ebben a fejezetben egy olyan haldzatfejlodési modellt ismertetiink, amely
tetszoleges egyedek kozotti egytlittmiikodésen és versengésen alapszik. Eb-
ben a halézatban a csomoépontokat tekinthetjiik személyeknek, vallalatok-
nak vagy akar tetszéleges késziilékeknek is, amelyek kolcsonhatasba 1épnek
egymassal. A kovetkez6kben bemutatunk egy példat, amelyben emberek
kapcsolatat irjuk le, majd pedig matematikai eszkdzokkel pontosan defini-
aljuk a modellt.

Képzeljiink el egy N emberbdl all6 csoportot, akik valamilyen egytittmi-
kodésben vesznek részt. Tipikusan az ilyen csoportokban mindig kijelolheto
egy ember, aki kozponti szerepet jatszik az egytuttmiikodésben és hozza csat-
lakoznak a tébbiek. Tekinthetjiik 6t akar a csapat fénokének is. Tehat egy
ilyen csapatnak a strukturdja csillag alakot 6lt N darab csoméponttal. Egy
ilyen csillagban van egy kozponti csiics (a f6nok), és N — 1 darab periféria
cstces csatlakozik hozzd (a beosztottak). Ezeket az alakzatokat a tovabbi-
akban N-csillagnak nevezziik. Ezek irdnyitott grafok gy, hogy egy-egy él
indul a periféria csiicsokbdl és a kézponti csuicsban végzddnek.

A graf fejlédése soran N ember egyiittmiikodése azt jelenti, hogy 6k egy
N csillagot alkotnak. Természetesen egy ember tobb csapatnak is lehet a
tagja, akar ugyanazokkal a személyekkel és akar kiilonbo6z6 szerepekben is,
ezért a fejlédés soran parhuzamos éleket is megengediink. Az 1j egyiittmi-
kodéseket 1j élek behtizasaval jelezziik.

Amikor arrél dontink, hogy kit vesziink be az egylittmiikodési csapat-
ba, nevezziik versengésnek. A fejlédés sordn tobb fajta versengési dontés
lehetséges. Az emberek kivalasztasandl alkalmazhatjuk a preferential at-
tachment szabalyt vagy egyenletesen is valaszthatunk. Azaz, amikor egy 1j
ember csatlakozik a halézathoz vilaszthat a grafban egy mar ismert egyiitt-
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8 1. FEJEZET. A CSILLAGOS MODELL

miikddési csoportot, akikhez csatlakozik alarendelt szerepben, vagy valaszt
maga koré N — 1 embert egyenletesen, ezzel 4ij csoportot alkotva, amelyben
0 lesz a fonok.

A tovabbiakban minden embernek a d; befoka és ds kifoka meghatarozza
a szerepét. Mindenki d; /(IN—1) esetben egyiittmiikodés f6noke és ds esetben
pedig alarendelt szerepben volt jelen a hélézatban.

1.1. A modell definicidéja és a f6 eredmények

Most preciz matematikai eszkozokkel definidljuk az altalunk megalkotott
véletlen graf modellt. Az 1.1.-1.5. &brdkon a kiindul6é grafot és néhany
lehetséges els6 1épést szemléltetiink N = 4 esetén, azért hogy megkonnyitsik
a modell fejlodésének a megértését. Az aktudlis 1épésben az 1j cstcsok és
1j élek feketék, a korabban sziiletett elemek pedig sziirkék.

Legyen N > 3 rogzitett egész szam. A halozat a 0 idéponttdl indul és
a kezdeti grafunk egy N csicsu csillag graf. A tovabbiakban egy grafot
N-csillag grafnak neveziink, ha N csticsa van, amib6l N — 1 csics periféria
cstcs és egy kozpont csics. Tovabbé a periféria csticsok és a kozponti csiics
kozott egy-egy él van, amelyek jelenleg iranyitott élek és a kozponti csiics
felé mutatnak. Azaz a kozponti csiicsnak N — 1 a befoka és az Osszes peri-
féria cstucsnak 1 a kifoka. Ezen feliil a halézat fejlédésé érdekében sulyokat
rendeliink a csillagokhoz. Az N-csillagok kezdeti stulya 1, aminek N — 1
darab (N — 1)-csillag részgrafja van. A részgréfok kezdeti silya is egyenld
eggyel.

A haldzat fejlédési mechanizmusa a kévetkezd. Minden 1épésben N cstcs
lép egymassal kapcsolatba, azaz egytittmiikddnek, ami azt jelenti, hogy min-
den periféria csticsbél élt hizunk a kdzponti cstcs felé, igy alkotnak egy
N-csillag grafot. A korabbiakban leirtakhoz hasonléan a parhuzamos élek
megengedettek. Az 1j élek behuizdsan kiviil a stulyokat is aktualizdlni kell.
Ha az aktualis lépésben 1j N-csillag sziiletik, akkor a kezdeti stlya 1 és en-
nek minden 4j (N — 1)-csillag részgrafja is 1 silyt kap. El6fordulhat, hogy
mér korabban 1étezé (N —1) csillag is részt vesz a kolcsonhatdsban, ekkor az
6 sulyat noveljik eggyel. Abban az esetben, amikor méar egy 1étez6 N-csillag
aktivalodik wjra, akkor a stlyat és az osszes (N — 1)-csillag részgrafjdnak
a sulyat megnoveljik eggyel. Konnyt latni, hogy a csillagok stlyai meg-
mutatjak, hogy az aktualis csillag hanyszor szerepelt egytttmiikodésben.
Tovabba megjegyezzik, hogy az (N — 1)-csillagok silyai megegyeznek az
Oket tartalmazé N-csillagok silyainak Osszegével. Erre a bizonyitasokban
sziikséglink lesz. A csillagok silyai fontos szerepet jatszanak a halézatunk
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fejlédésében, ugyanis minél nagyobb silya van egy csillagnak annél nagyobb
az esélye, hogy megint azt valasztjuk. Erdemes megjegyezni, hogy fejlédés
alatt létrejohetnek csillag alakzatok kolcsonhatas nélkil is, de ezeket nem
tekintjiik csillag grafnak a fejlédés szempontjabdl, azaz 0 sillyal szerepelnek
a haloézatban, igy 6k nem valaszthatdak.

AN

1.1. abra. A kiindulasi allapot, N =4

Minden lépésben két lehetéségiink van. Az I lehetéségiink, hogy p va-
16szintiséggel 1j csics sziiletik és 1ép kapcsolatba IV — 1 régi csticesal. A II
lehetdség, hogy 1 — p valdszinliséggel nem sziiletik 1j cstics, hanem N régi
csucs fog egytttmiikdodni. A fentiekben 0 < p < 1 rogzitett szam.

A fenti két lehet6ség tovabbi két-két lehetéségre bomlik: I/1, I/2, I1/1
és I11/2.

Legyen 0 < r < 1 rogzitett. Az I/1 esetben, ami r valészintiséggel kovet-
kezik be, valasztunk egy régi (N —1)-csillag gréfot a preferential attachment
szabdly szerint és ez a csillag fog kolcsonhatasba 1épni az 1Gj csicesal. Eb-
ben az esetben a preferential attachment szabdly azt jelenti, hogy egy v
sulya (N — 1)-csillagot v¢/ 3", vp, valoszintiséggel valasztunk ki, ahol > vy,
az Osszes (N — 1)-csillag silyanak osszege. Ez az (N — 1)-csillag és az 1j
cstucs fog kialakitani egy 1j N-csillagot. Ebben az 1j csillagban a kdzponti
csics az lesz, ami az (N — 1)-csillagban is a kozponti csics. A maradék
N — 2 periféria cstics marad periféria csiics. Végiil az 1ij cstcs perifériaként
csatlakozik. Uj éleket hiizunk be a periféria cstcsoktdl a kozponti cstcsig.
Az 4j N-csillag silya 1, tovabbda N — 2 darab Gj (N — 1)-csillag jott 1ét-
re szintén 1 stllyal. Az egyetlen régi (N — 1)-csillag (az aktudlis 1épésben
valasztott) silyat pedig megnoveljitk eggyel.

Az I/2 esetben, ami 1 — r valdsziniiséggel kovetkezik be, egyenletesen
valasztunk N — 1 régi csticsot és 6k formélnak egy 1j N-csillagot az 1j
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cstuccsal Ugy, hogy az 1j csics lesz a kozéppont. Behiizzuk az éleket a
periféria cstcsoktol a kdzponti csticsig. Mivel ebben az esetben régi csillagok
nem aktivdlodnak, igy az 4j N-csillag és az 4j (N — 1)-csillagok sulya 1.

o © [ ] (€]
1.2. dbra. Az I/1 eset az els6 1.3. dbra. Az I/2 eset az els6
lépésben, N =4 lépésben, N = 4

Most legyen 0 < g < 1 rogzitett. A II lehetéségen beliil a I1/1 eset
q valosziniiséggel kovetkezik be. Valasztunk egy létezd N-csillag grafot a
preferential attachment szabdly alapjan és 1j éleket hizunk a periféria csa-
csokbdl a kozponti csticsba. Utdna az N-csillag és minden (N — 1)-csillag
grafnak megnoéveljik eggyel a sulyat. Itt a preferential attachment szabaly
azt jelenti, hogy annak a valdszintisége, hogy kivalasztunk egy v, sulya N-
csillagot egyenlé v,/ >, vp-val, ahol Y, vy, az N-csillag grafok osszsilya.

Végezetiil a I1/2 lehet6ség 1—q valoszinliséggel kovetkezhet be. Ekkor N
régi cstucsot egyenletesen valasztunk és 6k formélnak egy N-csillag grafot. A
kézpontot szintén egyenletesen valasztjuk a mar kivalasztott N csics koziil.
Ezutan behiizzuk az éleket a periféria csticsokbdl a kdzponti csticsba, majd
megnoveljiikk az N-csillag és az (N — 1)-csillagok silyat eggyel.

Az 1.1. Tétel szerint ez a fejlédési folyamat skélafiiggetlen grafokhoz
vezet. A bizonyitas a [4] és [26] cikkek moédszertanan alapszik.

A tovabbiakban 0 < p <1, 0<r <1, 0<gq <1 rogzitett szdmok és
legyenek

app =pr, aiz2=(1-Dp)g,

N -1

a1 = o1 + 12, g =pr + (1 -p)gq,
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[¢]

VAN

c\/c

1.4. dbra. Az II/1 eset az els6 1.5. dbra. Az II/2 eset az els6
lépésben, N = 4 lépésben, N = 4
1-p)(1- 1-p)(1-

b= EERU=D v -y 0 -+ EEREED]

a=a1+tay, [=p+p.

Jeloljiik V,-nel a csicsok szamat n 1épés utan. Ezen felil legyen a dy be-
foku és do kifoku csticsok szama az n-edik 1épés utan Y (n, dy, da). Végezetiil
pedig Fy jeloli a trivialis o-algebrat.

1.1. Tétel. Legyen 0 < p <1, 0< g <1 és0 < r < 1. FEkkor birmely
rogzitett dy és do esetén, amennyiben vagy dip =0 és 1 < do, vagy N—1 < d;
és do > 0 teljesiil, akkor
Y (n7 dla d2)
Vi
majdnem biztosan, amint n — 0o, ahol yq, 4, rogzitett nemnegativ szamok.
Legyen do 1égzitett, ekkor di — oo esetén

_ Bat1
Ydy,do NA(d2)< i ) <1+ - )7 (13)

7 Ydy,do (1'2)

N -1
ahol
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Legyen dyi rogzitett, ekkor do — oo esetén

()
Ydy,do ™~ B(dl)dQ 3 (15)

ahol

Bldy) = F(Ndi1+fi)]“<1+5+l>

) (@) r(ie2)

A fentiekben I' a Gamma fligguényt jeloli.

(1.6)

FEzen felill az N-csillagok stlyai is skalafiiggetlen tulajdonsagtak. Jelolje
S(n,w) a w silyu N-csillagok szamét és jelolje S, az Gsszes pozitiv sullyal
rendelkez6 N-csillag szamat n 1épés utan.

1.2. Tétel. Legyen 0 <p <1 és0 < q. Bdrmely w =1,2,... esetén

S(n,w)
) - % S 17
Sn w ( )
majdnem biztosan, amennyiben n — oo, ahol sy, w = 1,2,... pozitiv szd-

mok, amelyek teljesitik a kovetkezd rekurziot:

1 h(w—1
= Wi Sw = Msw,l, ha w > 1, (1.8)

o1 hw+1
ahol h = (1 — p)q. Ezen feliil,

Sw ~ Cw_(l—"_%) (19)
: _ 1 1
w — oo esetén, ahol C' = ;T (1 + E)'

1.1.1. A modell ekvivalens alakja

Annak érdekében, hogy egyszeriibb legyen az 1.1. Tétel bizonyitasa, atala-
kitjuk a modelliinket egy kezelhetébb formaba. Az atalakitas utan a graf
irdnyitatlan lesz, a parhuzamos élek megsziinnek és helyettiik a csiicsokhoz
stulyokat rendeliink. Minden cstcshoz rendeliink egy kézponti silyt és egy
periféria silyt.

Legyen a kozponti stulya egy csticsnak wi, ha wi-szer szerepelt kézponti
csucsként kolcsonhatasban és legyen a periféria silya wo, amennyiben wo
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alkalommal periféria cstcsként vett részt az egyuttmikodésben. Koénnyt

latni, hogy w; = és we = dg, ahol d; jeldli a cstcsnak az irdnyitott

grafbeli befokat és dy a kifokat. Miutan meghataroztuk a cstcsok sulyat a
parhuzamos éleket egyesitjiik, igy helyettiik egy-egy irdnyitatlan élt kapunk,
tehat két cstucs kozott akkor van él, ha legalabb egyszer egytittmikodtek a
graf fejlédése alatt.

A tovabbiakban a véletlen graf modell fenti ekvivalens iranyitatlan alak-
jat vizsgaljuk. Az atalakitott grafban az N és az (N — 1)-csillagok stlyai
nem valtoznak, azaz egy N-csillag stulya w, ha w-szer szerepelt egytittmi-
kodésben és egy (N — 1)-csillag stlya w, ha w alkalommal vett részt kol-
csonhatéasban.

1.2. Az 1.1. Tétel bizonyitasa

Ebben a fejezetben a megmutatjuk a modell ekvivalens alakjanak skalafiig-
getlen tulajdonsigat, amelybdl kovetkezik, a csillagos modellre vonatkozo
skalafiiggetlenség.

A kovetkez6 eredményekre sziikségilink lesz a bizonyitasok soran.

1.3. Tétel ([34], Proposition VII-1-2). Legyen {Z,, F.} szubmartingdl. En-
nek a szubmartingdlnak a Doob-Meyer felbontdsa Z, = M, + A,, ahol
{M,,, Fn} martingdl és {An, Fn} egy novekvd elbre jelezhetd folyamat. To-
vabbd, egy additiv konstanstdl eltekintve

—EZl—l-Z Z‘f — 11).
Koénnyen lathato, hogy {M?2, F,} is szubmartingdl. Legyen

M2 =Y, + B,

az M?2 Doob-Meyer felbontasa. Itt ismét egy additiv konstanstél eltekintve,
By =Y DA(Z|Fi) = Y E{(Z — E(Z|Fi 1)1 Fin }-
=2 =2

1.1. Lemma ([34], Proposition VII-2-3, Proposition VII-2-4). Legyen M; =
0. A {Bx < oo} halmazon az M, martingdl majdnem biztosan konvergdl
egy véges hatdrértékhez. Ezen felil, M, = O(Brl/2 log B,,) majdnem biztosan
a {B,, — oo} halmazon.
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1.2. Lemma ([3], 2.3. &llitas). Legyen {Z,, F,} egy négyzetesen integral-
haté nemnegativ szubmartingdl. Ha By log B, = O(A4,,), akkor Z,, ~ A,
ha n — oo, majdnem biztosan az {A, — oo} halmazon.

Egy-egy allitasra tobb bizonyitast is adunk a kévetkezo altaldnos lemma
segitségével. A masodik bizonyitasok Backhausz Agnes javaslatara keriiltek
be az értekezésbe, a megjelent publikdciékban nem taldlhatéak meg.

1.3. Lemma ([5], Lemma 1.). Legyen (F,) filtrdcié és (&,) egy nemnegativ
adaptdlt folyamat. Tegyik fel, hogy

E (60— &1)" [Fat) = O (') (1.10)

teljesiil valamilyen § > 0 esetén. Legyenek (uy), (vn) nemnegativ elérejelez-
hetd folyamatok gy, hogy u, < n teljesil minden n > 1 esetén. Tovdbbd
legyen (wy,) pozitiv szamoknak egy reguldrisan vdltozé sorozata p > —1 ki-
tevovel.

(a) Ekkor, ha
Up
n

E@uangQ— )@1+%

és limy, 00 Uy, = u, limsup,,_, o Un/wy < v, aholu >0 ésv > 0 valdszi-
niiségi valtozok, akkor

&n v

limsup — <

n—oo 1N u+p+1
majdnem biztosan.
(b) Ekkor, ha
Un,

n

E@M@ﬁz@— )&4+%

és limy, 500 Uy, = w, liminf, o0 vy /wy, > v, ahol u >0 és v > 0 valdszi-
niiségi valtozok, akkor

liminfg—nZL
nsoo . — u+pu+1

majdnem biztosan.

FEzt a lemmat w, = 1 sorozattal és pu = 1 kitevével alkalmazzuk.
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Tovabba alkalmazzuk Marcinkiewicz nagy szdmok erds torvényét:

1.4. Tétel (Marcinkiewicz, [32]). Legyenek &1,&a, ..., figgetlen azonos el-
oszlasu valoszindiségi valtozok, és Sy, = > i1 &. Tegyiik fel, hogy E|&|" <
00, ahol 0 <r <2, és E§ =0, ha 1 <r. Ekkor

Sn
lim — =0

majdnem biztosan.

Végezetiil fel fogjuk hasznalni a Gamma fiiggvény kovetkez6 két tulaj-
donsagat.

I'(i+a) 1 In+a+1) I'a)
~T@+b) a-b+1| I'(n+tb)  TOH-1)] (1.11)

1

Ez az Osszefliggés megtaldlhaté a [36] konyvben. Ezen felil a Stirling for-
mula alkalmazasaval kapjuk, hogy

I'(n+a) —(b=a)

s " (1.12)

A cstcsok szamat n 1épés utan tovabbra is Vj-nel jeloljiik. Tovabba
jelolje X (n,d,wy,ws) a d fokszamu, wy kdzponti stlyt és we periféria sulyu
csucsok szamat n 1épés utan. Ezen felill legyen F,_1 az n — 1 1épés alatt
megfigyelhet6 események dltal generdlt o-algebra. A bizonyitasok soran, ha
I > k, akkor (]lc) = 0 értelmezziik.

1.4. Lemma. A fenti irdnyitatlan grafban a d fokszamai, wi kdzponti sulyi
és wo periféria sulyu csucsok szdmdnak feltételes varhato értéke a kovetkezo:

E{X (n,d, w1, ws)|Fp1} =

= X(n—1,d,wy,wy) {1 - (w1a1 + 20,4 P 5)] +
n n V-1
(N —2)(we2 — 1)
X(n—-1 -1

wg — 1 dvnjﬂ
+(1—p)<q 2n +(1—q)w>
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N — 1+
anl

+X(n—1,d—1,w;,wy — 1) {p(l—r)

+(1=p)(1—-9q)

d
+X(n—1,d,w; — 1,wy) l(l - D) <qw1n— ! +(1—gq) (iv_l)>

d—1
1 Vo1 —d
+X(n—1,d—1,w; —1,wy) [prwl +(1=p)(1—q) ly 2)Vi_1 =4 -
(NN
N_2 ( d—m )(Vn71—d+m—1)'
+ ) X(n—1,d—m, w1 —1,ws) [(1—17)(1—9) N_m_lv_l - +
m=2 ( 7]L\f )N J
(anl—d+N—2)
+X(n—1,d— (N =1),wi — 1,ws) l(l P (1—q) | +
(NN
—|—p7’5d’15w170(5w271 +p (1 — 7’) 5d,N716w1,15w2,0 (1'13)

akkor, ha vagy w1 = 0,1 < w9 és 1 < d < wy, vagy 1 < w1,0 < wy és
N —1<d<wi (N —1) 4wy, tovdbbd o a Kronecker-deltat jeloli.

Bizonyitas. A bizonyitasban wi-gyel jeloljiik egy adott csics kézponti st-
lyat és wo-vel a periféria stulyat. A kovetkezd, kénnyen ellenérizheté megal-
lapitasokra sziikségiink lesz a bizonyitas soran. Egy rogzitett wy kdzponti
sulyu és wy periféria silyt cstcsra illeszked6 (N — 1)-csillagok 6sszsilya
wy (N — 1) +wa(N —2). Tovabba n — 1 1épés utdn az N csillagok Osszsilya
n és az (N — 1)-csillagok Osszsilya pedig n(N — 1). Annak a valészintisé-
ge, hogy egy adott csicsot kivalasztunk, amikor N — 1 csticsot egyenletesen
valasztunk
("vla) _ N -1

(=) Ve
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Abban az esetben, amikor N csiicsot vilasztunk egyenletesen, annak a va-
l6szintisége, hogy kivalasztunk egy adott csiicsot
(N4 _ N
V- - ’
(") Vi1

Tehét annak a valdszintlisége, hogy egy wi és wsq sullyal rendelkez6 csiics
részt vesz az n-edik 1épés kolcsonhatasaban

w1 (N —1) + wy(N —2) N—1>
1_
<T (N —1)n +(1=7) v, )"
w1 + woy N o wy wo
+(1—p) <q+(1—q)vn_1> = o1~ +ay +6Vn_1-

Minden 1épésben, amikor egy 14j cstcs sziiletik két lehet&ségiink van:

1. pr valdszinliséggel egy 0 kdzponti stulyt, 1 periféria silyt és 1 fokszamu
csucs sziiletik;

2. p(1—r) valdszintiséggel egy 1 kozponti sulyu, 0 periféria silyd és N —1
fokszam cstics sziiletik.

Rogzitstink egy d fokszami, w; kozponti silyt és we periféria stulyt
csucsot. Annak a valdszinilisége, hogy ennek a csicsnak az n-edik 1épésben

e nem valtozik a fokszama és egyik sulya sem

w w
1—(@11—1—04224—5 P >;
n n Va1

e a fokszama nem véaltozik, de a kozponti silya 1-gyel no

(1_ w1 . (Ncil) .
p)(a——+(1 Q)iN(Vn_l) ;

e a fokszama nem valtozik, de a periféria stulya 1-gyel né

wy(N —2) ws (15"
prm +(1 —P)q? + (1 =p)(1— Q)W,

e a fokszama és a kozponti stulya 1-gyel né

(i) ()

et (1-p)(1 - )
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e a fokszama és a periféria silya 1-gyel né

N -1 (" (),
pA-r)7—+1-p)-0q) N(V?V_I)N ;

e a fokszdma m-mel novekszik, ahol (1 < m < N — 1) és a kozponti
sulya 1-gyel no

Vi—1—d— d
(- p1 - g oion),

e a fokszama (N — 1)-gyel és a kozponti silya 1-gyel né

(")
Q=P - —5 1
NN
A fenti valdszintiségekbdl kovetkezik az (1.13) egyenlet. O

A kovetkezd tételben kiszamoltuk a csiicsok relativ gyakorisdganak a
hatarértékét, ezen feliil pedig ezekre vonatkozé rekurziv formulat is adunk.
Erre az éllitasra két bizonyitast is ismertetiink.

1.5. Tétel. Legyen 0 <p<1,0<q<1,0<r <1. Ha rogzitett wy, wy €s
d olyanok, hogy vagy 0 = wy, 1 <wg és 1 < d < wq, vagy 1 < wy, 0 < we
és N —1<d<w (N —1)+ws teljesil, akkor

X (n,d,w,w
( Lw2) oy (1.14)
Vo

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol T4, w, Nemnegativ rogzitett szamok.
Tovabbd a g, w, szdmok kielégitik a kovetkezd rekurzidt:

1—r
_ =—>0 =0, ha d#N -1
TN-1,1,0 B+l > U, Td,1,0 , ha #* )
T
= >0 =0, ha d#1
o=y o0 2401 =0, ha d#1,
1
xd,wl,wg - (115)

X
1wy + asws —i—,@—i— 1

X [a11 (w1 — 1) Ta—1 wy—1ws + @12 (W1 — 1) T — 1w+

+ag (w2 = 1) Tdw wa—1 + BLTad—(N=1),01 1w T 52xd71,w1,w271}
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barmely wy,wo és d esetén. Abban az esetben, ha x4, w, = 0, akkor vagy

X (n7 d{/;ULUJQ) N (nfa) ’

ahol a pozitiv szam, ami fiigghet wi-tél, wa-tol és d-tél, vagy
X (n,d,wy,we) =0
azaz nem alakulhat ki olyan csics, ami a (d,wy,wy) hdrmassal jellemezhetd.

Elsé bizonyitas. A bizonyitast két f6 részre bontjuk. Az elsd részben
definidlunk egy folyamathoz kapcsolédd szubmartingalt és megadjuk annak
Doob-Meyer felbontdsat. A méasodik részben a teljes indukcié taldlhatd, ami
ebben az esetben kétdimenzids, ezért a masodik rész tovabbi alrészekre van
bontva.

1. A szubmartingal és annak Doob-Meyer felbontasa. Legyen

n —1
w w
c(n,wl,wQ):H<1—a1il—a2.2—ﬁ P > s w1—|—w221. (116)
i=1
Konnyen lathatd, hogy c(n, w1, ws) egy F,—1 mérhetd pozitiv valoszintiségi
valtoz6. Alkalmazva a Marcinkiewicz-féle nagy szamok erds torvényét (1.4.
Tétel) a cstcsok szamara, akkor

Vo :pn—ko(nl/%g) (1.17)

majdnem biztosan barmely € > 0 esetén.
Felhaszndlva az (1.17) osszefiiggést és a log(1 + z) fuggvénynek a Taylor
sorat azt kapjuk, hogy

w 1
log ¢(n, w1, w2) Zlog (1—a11—0212—5wm> =

n

1
= (qwy + avws + B) Z B + O(1),
i=1

ahol a hiba tag konvergens, ha n — co. Tehat

C(na w1, U)Q) ~ awl,ana1w1+a2w2+ﬁ (118)

majdnem biztosan, ha n — co. Ebben az esetben ay, v, egy pozitiv valé-
szintiségi valtozo.
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Legyen
Z(n,d, wi,wz) = ¢(n,wy, w2) X (n,d,wi,ws),

ahol 1 < d < wi(N — 1) 4+ wz,1 < wy +wa. Az (1.13) képletben minden
tag nemnegativ, igy annak mindkét oldalat megszorozva c(n,ws,ws)-vel,
konnyen megallapithatd, hogy {Z(n,d, w1, ws), Fn,n = 1,2,...} egy nem-
negativ szubmartingal barmely 1 < d < wi(N — 1) +wy és 1 < wy + wo
esetén. Alkalmazva a Doob-Meyer felbontast Z(n,d, wy, wy)-re, azt kapjuk,

hogy
Z(n7d7 'lUl,'LUQ) - M(n7 d7 wlvwz) + A(n7 d7w17w2)7

ahol M (n, d, w1, wy) martingal és A(n,d, w1, ws) egy elore jelezhetd novekvé
folyamat és ezek altalanos alakja a kdvetkezé:

M(n,d,wi,wa) = [Z(i,d, w1, wz) — B(Z(i,d, w1, ws)| Fi=1)],  (1.19)
=1

A(?’L, d: wiy, w2) = EZ(L da wiy, w2)+

+ zn: [E(Z(i,d, wl,w2)|}'@-,1) - Z(i — 1, d, wl,wQ)] . (1.20)
=2

Az 1.4. Lemmé&bdl és az (1.20) képletbél kovetkezik, hogy

A(n,d,wi,wz) =EZ(1,d, wy,wa)+

- . . (N—2)(w2—1)
c(i,wi,we) X (1 —1,d,wi,wy — 1) |pr -
+Z§( 1 2){ ( 1, W2 ){P -1y
wy — 1 d(Vig?
+(1-p) (q > +(1—q)((%gl)§v)> +

N-—-1
Vica

+X(i—1,d—1,w1,wg—1)(p(l—r) +

(Vier — d) (V5152
(1-p)(1-q) 1%1)(]\,N2>>+
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-1
+ X6 —1,d,w; — 1, ws) <(1—p)qwli )—i—

w1—1

+X(—1,d—1,w; — 1, wsy) <p7“ >-|— (1.21)

1

N—-1 . (Nti*T?zl) (Vz‘71*d+m71)
—i-mz::OX(z—l,d—m,wl—l,wg) ((l—p) (1—gq) TN )

+ prég10w, 00w, 1 +p (1 —1) 6d7N—15w1,15w2,0}-

Jeloljik B(n,d, w1, ws)-vel a Z(n, d, w, ws) feltételes szérdsnégyzeteinek
az Osszegét. Most B(n,d,w;,ws)-re adunk egy felsé hatért.

B(n’dv w17w2) =

-

U
N

E{(Z(i,d, w1, ws) — B(Z(i, d, w1, w9)| Fi1))* Fict | =

(2

= > eliwr, wo)*E{ (X (i, d, wy, wp) — B(X (3, d, wi, )| Fi1) 2| Fia } <
=2

Zc i, wi, wo)> {(X(i,d, wy,we) — X (i —1,d, wl,wg))z\fi_l} <
=2

n

N2 (i, wn, wp)? = O (nertoswatA ) (1.22)
i=2
A fentiekben felhasznaltuk, hogy c(i, w1, we) F;—1 mérhetd, a tényt, hogy
minden lépésben N cstics 1ép kolesonhatésba és az (1.18) egyenletet.
Mivel M (n,d,wr,ws) martingal, ezért M?(n, d, w1, ws) szubmartingsl a
Jensen-egyenl6tlenség miatt. Az M?2(n,d, wr,ws) Doob-Meyer felbontésa

M?(n,d,wy, wy) =Y (n,d,wy,ws) + B(n,d,w,ws), (1.23)
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ahol Y (n, d, w1, wy) martingdl és B(n,d,w;,ws) az elére jelezheté novekvé
folyamat, ami megegyezik a Z(n,d, w1, wsy) feltételes szorasnégyzeteinek az
osszegével, 1d. (1.22).

2. Teljes indukcid. El6szor ellenorizziik, hogy az allitasunk teljesiil-e
a kezdeti értékek esetén, azaz amikor wy =1 és wy =0, w1 =0 és wy =1
végiil pedig w; = 1 és wy = 1. Utana teljes indukciot végziink az értelmezési
tartomany peremén, azaz amikor wy = 0 vagy we = 0. Végezetiil pedig az
értelmezési tartomany belsején is elvégezziik a teljes indukciot.

2/a 1épés Legyen w; = 1 és wy = 0. Ilyen stlyokkal rendelkez6 csiicsok
azok, amelyek egyszer voltak kozéppontok, de periféria egyszer sem. Ebben
az esetben ezeknek a csicsoknak a fokszdma N — 1. Hasznalva az (1.21) és
az (1.18) egyenleteket

n n
A(n,N —1,1,0) ~ p(1 = 1) > " ¢(4,1,0) ~ p(1 = 1) Y a1,0i™ T ~
=2 =2

noa+6+1
1-— _— 1.24
T (1.24)
majdnem biztosan, amennyiben n — oco. Behelyettesitve az (1.22) képletbe,
B(n,N —1,1,0) = O(n*@+0)+1),
igy
B(n,N —1,1,0)2 log B(n, N — 1,1,0) = O(A(n, N — 1,1,0)).
Alkalmazva az 1.2. Lemmaét azt kapjuk, hogy
Z(n,N—-1,1,0) ~ A(n,N —1,1,0) (1.25)

majdnem biztosan, az {A(n, N —1,1,0) — oo} eseményen n — oo esetén.
Hasznélva az (1.24), (1.17), (1.18) és (1.25) egyenleteket

X(n,N —1,1,0)  Z(n,N —1,1,0)  A(n,N —1,1,0)

Vi  e(n, 1,0)V, - c(n,1,0)V,
ai+p+1
p(1—7)ay 0041175“ 1—r
~ = =N > 0. 1.26
a1, on®*+Ppn ap+p8+1 FN-1L0 (1.26)

Abban az esetben, ha d # N — 1, akkor X (n,d,1,0) = 0. Tehat (1.15) igaz
w1 = 1 és wy = 0 esetén.
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2/b lépés Legyen w; = 0 és we = 1. Ekkor ezeknek a csicsoknak a
fokszama csak 1 lehet. Az (1.21) Osszefiiggésbol kévetkezik, hogy

n

n
A(n,1,0,1) ~ pch(i,O, 1) ~ prZao,lia#’B ~
i=2 i=2

no2t+6+1
— ﬁ
ar+pB+1

majdnem biztosan n — oo esetén. Hasznélva az (1.22) képletet

~ prag 0, (1.27)

B(n,1,0,1) = O(nX@1+A)+1)

igy
B(n,1,0,1)2 log B(n,1,0,1) = O(A(n, 1,0,1)).
Hasonl6an, mint korabban az 1.2. Lemma segitségével adédik, hogy

Z(n,1,0,1) ~ A(n,1,0,1) (1.28)

majdnem biztosan, az {A(n,1,0,1) — oo} eseményen, ha n — oco. Tovabba,
alkalmazva az (1.27), (1.17), (1.18) és (1.28) képleteket, adddik, hogy

X(n,1,0,1) Z(n,1,0,1)  A(n,1,0,1)

Vi - ¢(n,0,1)V, - ¢(n,0,1)V, -
prag, o2 r
~ ) Oé2+6+1 — — 33170,1 > O (129)

apn®tPpn s+ B +1

Amikor d # 1, akkor X (n,d,0,1) = 0. Azaz (1.15) teljesiil w; = 0éswe =1
esetén is.

2/c lépés Legyen wy = wy = 1. Az ilyen sullyal rendelkezd csticsok
fokszdma N — 1 vagy N lehet. ElGszor vegyiik azt az esetet, amikor a
fokszam N — 1. Ekkor az (1.21), (1.18), (1.26) és (1.29) egyenletek szerint,

A, N —1,1,1) ~
n N-1

~ Y apqicateets (961,0,1 1-p)(1—q)—

<N—1>2> R

p(i—1)

_l’_

rN-1,1,0(1 =p)(1 —q)
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N N 1—p)(1—¢)(N -1
~ Zza1+a2+’8 1&171( p)( pQ)( ) (xl,O,l + xN—l,l,O(N —1)) ~
i=2

(1.30)
(1-p)(1-g)(N-1) ( noitozts

T + (N —1Day_ .
» 1,0, + ( JEN—-1,1,0) o Font

~aj

Az (1.22) szerint
B(n,N —1,1,1) = O(n?@1taz+A)+1y,
Igy ebben az esetben
B(n, N =1,1,1)% log B(n, N — 1,1,1) # O(A(n, N —1,1,1)).

Haszndlva az 1.1. Lemmat, azt kapjuk, hogy barmely € > 0 esetén

M(n,N —1,1,1) = o(B(n,N —1,1,1)z log B(n, N — 1,1,1)) =

_ O(na1+a2+ﬂ+%+s)

majdnem biztosan, a {B(n, N — 1,1,1) — oo} eseményen, ha n — oc.
Tovabba M (n, N —1,1,1) konvergens, a { B(co, N —1,1,1) < oo} halmazon
n — oo esetén, igy M(n, N—1,1,1) = o(na1+a2+6+%+€) majdnem biztosan.
Tehat, az (1.18), (1.30) és (1.17) egyenletekbdl kovetkezik, hogy

X(n,N—-1,1,1) Z(n,N—1,1,1)

_ = 1.31

v, c(n, 1, 1)V, ( )
- M(an —-1,1, 1) + A(n,N —1,1, 1) < Cna1+a2+/3+%+s _ Ci o
- c(n,1,1)V, = portaetBp T Tpa ’

amint n — oo, % <a< % és C' alkalmas konstans.
A misodik esetben, amikor a csicsok fokszama N, hasonléan beldthatd
az allitds, mint a 2/a és 2/b lépésekben. Behelyettesitve az (1.21)-be

A(n,N,1,1) ~

~ ia171ial+a2+ﬁ (N=1)(p(1=7r)+ (1 —=p)(1—q)zn-110+
=2

+(1—=p)(1 = q)z101] ~
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~apg [(N=1)(p(1—7r)+ (1 —p)(1 —qg)zn-110F
na1+a2+ﬁ+1

+(1 — 1— — 1.32
(1-p)(1 —q)z1,0,.1] ot Bl oo (1.32)

majdnem biztosan n — oo esetén. Alkalmazva az (1.22) Osszefliggést,
B(n,N,1,1) = O(n?(e1taztf+ly
igy 1
B(n,N,1,1)2 log B(n,N,1,1) = O(A(n, N, 1,1)).
Hasonl6an, mint korabban az 1.2. Lemma segitségével adédik, hogy

Z(n,N,1,1) ~ A(n,N,1,1) (1.33)

majdnem biztosan, az {A(n, N,1,1) — oo} eseményen, ha n — oo. Tovabba
az (1.32), (1.17), (1.18) és (1.33) egyenletek felhasznalasaval

X(n,N,1,1)  Z(n,N,1,1)  A(n,N,1,1)

= ~ ~

V., ~e(n, 1, 1)V, c(n, 1,1)V,

N-1)eA-r+1-pdA-g)zn-110+1—-p)(1—g)z101

~ =

(o +as+p+1)p

1
- 1,01 + f2rN-1,1,0) = TN > 0. 1.34
a1 +as+B+1 (Brz100 + P2eN-1,10) N,1,1 ( )

Abban az esetben, amikor d # N — 1 vagy d # N, akkor X(n,d,1,1) = 0.
Tehat (1.15) teljesill wy; =1 és wg = 1 esetén is.

2/d 1épés Most pedig a w1 = k és wa = 0, k > 1 esetet vizsgaljuk. Ezek
a csuicsok mindig kézponti csticsként szerepeltek a kolecsonhatasok soran és
sosem voltak periféria csicsok. Ebben az esetben N —1 < d < k(N — 1),
ahol d a csticsok fokszamat jeloli. Tegylik fel, hogy az allitas igaz minden
k-nal kisebb kozponti suly, 0 periféria sily és barmely lehetséges fokszam
egylittese esetén. Tovabbd feltételezziik, hogy legalabb az egyik pozitiv
aZ Td—1k—1,0, Tdk—1,0o Td—(N—1),k—1,0 egyitthatok kozil. Ugyantgy, mint
kordbban behelyettesitve az (1.21)-be
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n
A(n,d, k,0) ~ Zak,oika1+ﬂ [l“d—l,k—l,o(k? - Dp°r +
=2

+zak-10k —1)p(1 = p)g + T4_(n-1)k-1,0(1 —p)(1 — Q)} ~

nkai+B+1 9
WO o+ BT 1 {xd—l,kz—l,o(k‘ —p*r+zgp_10(k —1)p(1 —p)g+
+24_(N-1)k-1,0(1 —p)(1 — Q)} — 00, (1.35)

majdnem biztosan n — oo esetén.
Hasznalva az (1.22) képletet,

B(n,d, k,0) = O(n2ker+8)+1y (1.36)

igy
B(n,d, k,0)2 log B(n,d, k,0) = O(A(n, d, k, 0)). (1.37)

Hasonlbéan, mint korabban

Z(n,d, k,0) ~ A(n,d, k,0) (1.38)

majdnem biztosan, az {A(n,d, k,0) — oo} eseményen, ha n — oco. Tehat
alkalmazva az (1.35), (1.17), (1.18) és (1.38) Osszefliggéseket azt kapjuk,

hogy
X(n,d,k,0) Z(n,d,k,0) A(n,d,k,0)

V., T e, k00, e(n k00,

1

Tkar+B+1 [(k —1) (a11%d-1k-10 + Q12Td 6-1,0) +

+B11‘d—(N—1),k—1,0} =zqr0 >0, (1.39)

ha az T4-1k-1,0, Tdk-1,0 €8 Tg_(N_1)k—1,0 egylutthatok kozil legalabb az
egyik pozitiv. Ha ez nem teljesiil, akkor a hatarérték nulla. Koénnyen lat-
hat6, hogy barmely rogzitett k esetén, X(n"/%‘i’k’o) hatéarértéke pozitiv, ha
d > N —1 és d megfeleléen kozel van (N — 1)-hez.

Azonban, ha d kozel van k(N — 1)-hez, X(""/%i’k’o) hatérértéke lehet nulla
vagy pozitiv. Ha d < N — 1 vagy d > k(N — 1), akkor nulla a hatérérték,

mert ebben az esetben X (n,d, k,0) = 0.
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Most legyen z4—1,%-1,0, d,k—1,0 €8 Tg—(N—1),k—1,0 Dulla. Az (1.21), (1.17),
(1.18) egyenletekbdl és alkalmazva az indukciés feltételt, azt kapjuk, hogy

n 1 N—-2
A(n,d, k,0) ~ Zahoiko‘ﬁ'ﬁ <o (za) + > X(i—1,d—m,k—1,0)x
=2 m=2
(Nci_m—1)(N - 1! 1
1-— 1-— UC <
X <( p)(1-9q) - v )| =
n n N—2 1
< C1 Y api P4 Oy YT ag0if Py p—10— <
i=2 i=2 m=2 !
kai+pB+1—a ko +p
n n
< ayoC Cop—— = O (pheatitiza 1.40
S ako 1ka1+6—|—1—a+ak’0 2ka1+6 (n )7 (1.40)

ahol C és Co a megfelel§ konstansok. Emiatt nem alkalmazhatjuk az (1.37)
egyenletet, de az (1.17), (1.18) és az 1.1. Lemma segitségével,

X(n,d,k,0)  Z(n,d,k,0) M(n,d, k,0)+ A(n,d,k,0)

Va ~ c(n, k,0)V, c(n, k,0)V,,
0 <nka1+ﬂ+1fa)
= paray, =007 2 0=12aro (1.41)

majdnem biztosan n — oo esetén.

2 /e 1épés Most vegyiik a wy = 0 és wo =1, [ > 1 esetet. Ezek a csticsok
kolesonhatasban valo részvétel esetén mindig periféria cstcsként vettek részt
abban, azaz sosem voltak koézponti csticsok. Ebben az esetben 1 < d < I,
ahol d a cstucsok fokszamat jeloli. Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz min-
den [-nél kisebb periféria silyra, nulla kbzponti silyra és minden lehetséges
fokszadmra. Koénnyti beladtni, hogy az x4_1,0,-1 és T40,-1 egylitthaték pozi-
tivak. A korédbbiakat kévetve, az (1.21) egyenletbdl adddik, hogy

N -1

n
A(n,d,0,1) ~ Zao,lilo‘ﬁﬁ
=2

m&sz—D( pw+u—pm)+
a0 (V=D (L= 1) + (1= p)(1 - ) | ~

nloz+B+1

g
"as + B+ 1

N -1

mewU—D< zw+u—m@+ (1.42)
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F2a-1,00-1(N = 1) (p(1 —7) + (1 = p)(1 = q)) | = oo,

majdnem biztosan n — oo esetén. Behelyettesitve az (1.22) képletbe adédik,
hogy

B(n,d,0,1) = O(nZ(lozerﬁ)Jrl)7
lgy
B(n,d,0,1)2 log B(n,d,0,1) = O(A(n,d,0,1)).

Ujra alkalmazva az 1.2. Lemmat lathatjuk, hogy

Z(n,d,0,1) ~ A(n,d,0,1) (1.43)

majdnem biztosan, az {A(n,d,0,l) — oo} eseményen, ha n — oo. A
fenti egyenletekbol adodik, hogy

X(n,d,0,1)  Z(n,d,0,1) A(n,d,0,l)
Vi a c(n,0,0)V, c(n,0,1)V,
1

“las+B+1

lao(l = 1)zq00-1 4 Bata—10-1] = Tapy >0, (1.44)

mivel x4_1,07-1 és 24,01 koziil legaldbb az egyik biztosan pozitiv. Had < 1
vagy d > [, akkor X (n,d,0,l) = 0.

2/f 1épés Végezetiil, az utols6 része a bizonyitasnak az az eset, amikor
w; = k > 0é wyg =1 > 0. Ezek a cstcsok k-szor kozponti csicsok és
[-szer periféria cstcsok voltak a kolcsonhatasok soran. Ebben az esetben
N —-1<d < k(N —1)+1, ahol d a csicsok fokszdmat jeloli. Tegytik
fel, hogy az allitas igaz barmely csticsra, ha vagy a koézponti siulya kisebb
mint k és a periféria sulya nem nagyobb mint [, vagy a kozponti silya nem
nagyobb mint k és a periféria sulya kisebb mint [. Tovabba tegyiik fel, hogy
aZ Td—1 k-1, Ldk,l—1s Ld—1,k i1, Td k-1, €8 Tq_(N-1),k—1, egyutthatok koziil
legaldbb az egyik pozitiv. Behelyettesitve az (1.21) képletbe és alkalmazva
az indukcids feltételt adédik, hogy
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A(n,d, k1) Za jhortlazts {mdfl,k—l,l(k — Dp°r+

+ xdfl,k,lfl(N -1(pA-=r)+1-p)(1-gq)+

N -2
+ g k-1,4(k = )p(1 —p)g + zari-1(l —1)p (PTN — (1 —P)Q> +

+ a0 v npol-p)1 - ) | ~

nkaitlaz+8+1

kap+las+ 5 +1
+ a1 k-1 (N =1) (p(1 =7)+ (1 =p)(1 —q)) +

N -2
+2ar—1k—1)p(1 = p)g+ zar1—1(l = 1)p (pTN — t (1- p)Q) +

za-(v-1h-14(1 = P)(1 = @) = 00 (1.45)

majdnem biztosa n — oo esetén. Alkalmazva az (1.22) egyenletet azt kap-
juk, hogy

~ ag [xd—1,k—1,z(k‘ — Dp*r +

B(n,d, k,1) = O(n?kertloz+f)+ly (1.46)
igy
B(n,d, k,1)2 log B(n,d, k,1) = O(A(n, d, k,1)).
Felhasznalva az 1.2. Lemmat adodik, hogy

Z(n,d, k1) ~ A(n, d, k,1) (1.47)

majdnem biztosan, az {A(n,d, k,l) — oo} eseményen, ha n — oo. Tehat,
az (1.45), (1.17), (1.18) és (1.47) egyenletekbdl és a feltételekbdl kovetkezik,
hogy

X(n,d,k,l)  Z(n,d,k,l) A(n,d, k1)
Vi e(n, K,V c(n, k,1)V,

1
Nka1+la2+5+1

+ao(l = Dxgpi-1 + B124—(n—1) k-1, + ﬁ29€d71,k,171} =xqp; > 0. (1.48)

a1 (k= D)xg_1 g—11 + ar2(k — Dzgr—1,+
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Miésrészt, ha d < N — 1 vagy d > k(N — 1) + 1, akkor X (n,d,k,1) = 0. Igy
ebben az esetben (1.15) igaz barmely &, € N esetén.

A fennmaradé eset, amikor az Td—1k=1,l Tdki-1s Td—1,k]1-1s Tdk—1,1 és
Tq—(N—-1),k—1, egyitthatok mind nulldval egyenl6ek. Az (1.21) egyenletbdl
és alkalmazva az indukciés feltételt azt kapjuk, hogy

An,d, k,1) ~
n 1 N-2
~ Y ayikortieats (o <a) +Y X(i-1,d—mk—1,1)x
i=2 t m=2
d—m
N —1)! 1
a-pa-glm WD 1)
N
n n N-2 1
~ O agiFert1ooth=o 4 Gy NN g ittt gy e <
i=2 =2 m=2 v
nkal+la2+ﬁ+1*a nka1+la2+5
< apCh +agCo———— =
" T kar+law+B+1—a ko +lag + B
= O (pheatioatfiiza) (1.49)

ahol C; és Cy a megfelel6 konstansok. Felhasznélva az (1.17), (1.18) egyen-
leteket és az 1.1. Lemmat adodik, hogy

X(n,d, k1) Z(n,d, k1) M(n,d k1) + Aln,d, k1)

Vi ~ce(n, k, D)V, c(n, k, )V,
9] (nkal—l—laz-l—ﬁ-i-l—a)
T T pRaatleathpn O(n™) = 0=uxzqk (1.50)
majdnem biztosan n — oo esetén.
O

Maisodik bizonyitas. Ebben bizonyitasban az 1.3. Lemmat alkalmazzuk.
Ehhez eloszor definialjuk a megfelelé véletlen folyamatokat. Majd teljes
indukciét alkalmazunk, ami ebben az esetben is kétdimenzids, ezért ezt a
részt itt is tovabbi alrészekre bontjuk. Megjegyezziik, hogy ez bizonyitas
Backhausz Agnes javaslatara keriilt be az értekezésbe, ezért nem talalhaté
meg a fejezet alapjaul szolgdld [22] cikkben. Tovabbéd a méasodik bizonyités
egyszertsitéseket tartalmaz, de ugyanazok az Gsszefiiggések és mennyiségek
szerepelnek benne, mint az els6 bizonyitasban.
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Legyen
U(n,d,wi, ws) = wiar +wea + B = Uguw, w,-

Az éllités feltételrendszere miatt g, w, > 0 teljesiil. Bar ebben az esetben
U(n,d,wy,wy) < n nem igaz barmely n > 1 esetén, de van olyan ng, hogy
barmely n > ng egész szamra teljesiil, ami nem okoz gondot hiszen a vizsgalt
konvergenciak szempontjabol az els6 véges sok tag figyelmen kiviil hagyhaté.
Tovabba, legyen

V(n7 d7 wi, U)Q) =

n

X(n—1,d,wy,wy — 1) [ (N —2)(wg — 1)
(N —1)

+(1-p) <Q(w2—1)+(1—q)W) +
L X 1,d—nl,w1,w2 ~1) { 1-m n(gn—ll)+
+1-p)(1-0)" (V”‘tv_,}v d; U],
Rl e, [(1—19) <q<w1—1>+<1—q> m> ¥
L X(n-1d —nl,wl —1,ws) {pr(wl 4
+(1-p)(1-q) n%__l(zx)/;:f;; d)]
+:z_:z Xln—1,d e L) [(1 —p)(1—q) (Nimnii)((vzz;]fml)]

n




32 1. FEJEZET. A CSILLAGOS MODELL

+p7r6d,10w1,00wy,1 + P (1= 7) 8, N—10uw,16u,,0- (1.51)
Ezekkel a jelolésekkel az (1.13) egyenletbél adédik, hogy

E{X (n,d, w1, ws)|Fpn-1} =

U(n,d
= (1 - (n,,wl,wg)> X(n—1,d,wy,we) +V(n,d,wy,ws) (1.52)

n
teljestil.

Mivel az (1.52) Osszefiiggésben egyenldség van, gy az 1.3. Lemma
(a) és (b) részébdl a &, = X(n,d,wi,w2), up, = U(n,d,w,ws), v, =

V(n,d,wi,w2), U = Udw, wes UV = Vdaw we» Wn = 1 és 1 = 0 szereposztéassal
adédik, hogy
. X(n,d, w1, ws )
lim ( 5 by ) ) _ d, w1 ,w2 : (153)
n—o0 n ud7w17w2 + 1

majdnem biztosan, amennyiben lim, o V' (n, d, w1, w2) = Vg, w, > 0.

Ezen felill megjegyezziik, hogy az 1.3. Lemma (1.10) feltétele 6 = 1-gyel
teljesiil az X (n, d, w1, ws) sorozatra, ugyanis egy lépésben legfeljebb mindig
N cstcs 1ép kolesonhatasba, tehat a (1.10) feltételben szerepld feltételes
varhaté érték feliilrél korlatos N2-tel.

A tovabbiakban teljes indukciot alkalmazunk dgy, hogy elészor ellend-
rizziik allitasunkat a kezdeti értékek esetén, azaz amikor wq = 1 és wy = 0,
w; = 0 és wy = 1 végll pedig w; = 1 és wy = 1. Utana teljes indukci-
6t végziink az értelmezési tartomany peremén, azaz amikor w; = 0 vagy
wy = 0. Végezetill pedig az értelmezési tartomany belsején is elvégezziik
a teljes indukciét. Minden 1épésben meghatdrozzuk a megfeleld vg ), w,
hatarértékeket, majd az 1.3. Lemmat alkalmazzuk.

2/a 1épés Legyen w; = 1 és wy = 0. Ilyen stilyokkal rendelkezé cstcsok
azok, amelyek egyszer voltak kézéppontok, de periféria egyszer sem. Ebben
az esetben ezeknek a csicsoknak a fokszdama N — 1, azaz (1.51) a kovetkezd
alakra egyszertisodik:

Jim V(n,N —1,1,0) = nh_)lgop(l —r)=p(l—r)=vn_-11,0 >0.

Ezért az 1.3. Lemmabdl kévetkezik, hogy

i X(n,N —1,1,0) p(l—r)
11m = =
n—00 n a1+ 6+1

Tn_1,1,0 > 0, (1.54)

majdnem biztosan.
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Abban az esetben, ha d # N — 1, akkor X (n,d,1,0) = 0. Végezetiil
az (1.54) hatarértéket p-vel osztva, figyelembe véve az (1.17) Osszefiiggést
és TN-11,0 = Thy_110/D, jeloléssel kapjuk, hogy (1.15) teljesiil wy = 1 és
we = 0 esetén.

2/b 1épés Legyen w; = 0 és we = 1. Ekkor ezeknek a csicsoknak a
fokszama csak 1 lehet, azaz (1.51) alapjan

lim V(n,1,0,1) = lim pr = pr=uwvi 01 > 0.

n—o0

Ezért az 1.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy

. X(n717071) . pT 0
Jim " S fil Ty 01 >0, (1.55)

majdnem biztosan.

Amikor d # 1, akkor X(n,d,0,1) = 0. Ezek utdn az (1.55) hatarérté-
ket p-vel osztva, figyelembe véve az (1.17) &sszefiiggést és 101 = 27 1/P;
jeloléssel kapjuk, hogy (1.15) igaz w1 = 0 és we = 1 esetén.

2/c 1épés Legyen w; = we = 1. Az ilyen sillyal rendelkez6 cstcsok
fokszama N —1 vagy N lehet. ElGszor vegyiik azt az esetet, amikor a fokszam
N — 1. Ekkor felhasznalva az (1.54) és (1.55) hatarértékeket, tovibba az
(1.17) osszefiiggést adodik, hogy

lim V(n,N —1,1,1) =
n—oo

~(X(n—1,N -1,1,0) n(N —1)("15%)
X(n—1,1,0,1) n("y'5%)
+ - (1—p)(1—Q)W =0=oNn-1,1,1,
majdnem biztosan. Tehat az 1.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy
. X(n,N—l,l,l)_ _
7}15010 n =0=wy_111, (1.56)

majdnem biztosan.

A maésodik esetben, amikor a csicsok fokszama N, ekkor ismét felhasz-
nélva az (1.54) és (1.55) hatérértékeket tovabba az (1.17) Gsszefiiggést ado-
dik, hogy
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lim V(n,N,1,1) = lim <X(” — 1’];7 —110 {p(l —7) ”(]‘2_11)
n (Vo1 —d) (5157
+(1-p)(1-9q) ()N +
X(n—1,1,0,1) n("C T
+ - [(1—13)(1—(1)(%_1)]\[1)—

(1-p)(1-gq)
p

- ((1 —7r) (N —1)+ ) Tn-1,10F

1-p)(1—gq
+ ();)x/l’o’l = UN,1,1 > O,

majdnem biztosan. Ezért az 1.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy

X(n,N,1,1 xh g + Botly_
fim 2N LD Aioat Bt _ s (1.57)
n—oo n ar+as+B+1 ”

majdnem biztosan.

Abban az esetben, amikor d # N —1 vagy d # N, akkor X (n,d,1,1) = 0.
Végezetiil az (1.56) és (1.57) hatarértékeket p-vel osztva, figyelembe véve az
(1.17) osszefliggést és az xy—111 = Ty_111/P, TN11 = Ty 111/ jelolé-
sekkel kapjuk, hogy (1.15) teljesiil wy = 1 és we = 1 esetén is.

2/d 1épés Most pedig a w1 = k és we = 0, k > 1 esetet vizsgaljuk. Ezek
a csucsok mindig kézponti csticsként szerepeltek a kolecsonhatasok sordn és
sosem voltak periféria csticsok. Ebben az esetben N —1 < d < k(N — 1),
ahol d a csiicsok fokszamat jeloli. Tegylk fel, hogy az allitds igaz minden
k-nal kisebb kozponti sily, 0 periféria siuly és barmely lehetséges fokszam
egyiittese esetén. Ugyanigy, mint kordbban felhasznélva az (1.17) egyenle-
tet adodik, hogy

lim V(n,d,k,0) =

n—oo

n d
— lim (X(”_l’d’k_l’o) l(l—p) (q(k—1)+(1—q)vffil)>

n—00 n
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N—-2 d—m Vn—1—d+m—1
X(n—l,d—m,k‘—l,()) (N—m—l)( m )
+ E 1-— 1-— +
m=2 n [( p) ( Q) %(V;]l\?l)N

n

=2y 110k =Dpr+ay; ok —1)(1 - p)g+
(1-p(A-9q)

= Vg k0 = 0, (1.58)
p

/
T Ty (N-1)k-1,0

majdnem biztosan. Ezért az 1.3. Lemmaét ismét alkalmazva kovetkezik,
hogy

X
lim (n,d, k,0) _
n—00 n
B (k—1) (04113321—1,k—1,0 + 04123”21,k—1,0> + BTy (v_1) k1.0 VA
- kay +B8+1 — TR0
(1.59)

majdnem biztosan, ha az xj;_;; g, T 10 68 x&f(Nil)’kiLO egylitthatok
koziil legalabb az egyik pozitiv. Ha ez nem teljesiil, akkor a hatarérték nulla.
Kénnyen lithat6, hogy barmely rogzitett k esetén, R0 patgrérteke
pozitiv, ha d > N — 1 és d megfeleléen kézel van (N — 1)-hez.

Azonban, ha d kozel van k(NN — 1)-hez, w hatarértéke lehet nulla
vagy pozitiv. Ha d < N — 1 vagy d > k(N — 1), akkor nulla a hatarérték,
mert ebben az esetben X (n,d, k,0) = 0.

2/e 1épés Most vegyiik a wy = 0 és wy =1, [ > 1 esetet. Ezek a csticsok
kolcsonhatasban valé részvétel esetén mindig periféria csicsként vettek részt
abban, azaz sosem voltak kozponti csticsok. Ebben az esetben 1 < d < [,
ahol d a cstcsok fokszamét jeloli. Tegyiik fel, hogy az allitds igaz min-
den [-nél kisebb periféria silyra, nulla kdzponti silyra és minden lehetséges
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fokszamra. Kénnyt beldtni, hogy az xy_; 5, és 75,,_; egylitthatok pozi-
tivak.

lim V(n,d,0,1) =

e o (X =101 [ (N-2)(-1)
g (S S
nd("y'5”)
+(1—-p) <Q(l—1)+(1—Q) ()N ) +
L X 1,d; 1,0,1—1) [p(l . n(gn_—ll)+
n(Vaor —d) ("v'5°)
+(1—=p)(1—9q) (TN D
= 200100 = 1) (N — e G p)q) +
+xg_104-1(N = 1) ((1 —7)+ (1_1))].51_(])) = g0, > 0,

majdnem biztosan. Ezért az 1.3. Lemmaét ismét alkalmazva kovetkezik,
hogy
X(n,d,0,1) az(l— 1)33:1,0,1—1 + 525521—1,0,1—1 '

li = = 1.
nggo n lag+6+1 a0} >0 ( 60)

majdnem biztosan, mivel a7y 4, | és 754, | kozil legalibb az egyik biz-
tosan pozitiv. Ha d < 1 vagy d > [, akkor X (n,d,0,1) = 0.

2/f 1épés Végezetiil, az utols6 része a bizonyitasnak az az eset, amikor
w; = k > 0 é wyg =1 > 0. Ezek a cstcsok k-szor kozponti csicsok és
[-szer periféria cstcsok voltak a kolcsonhatasok soran. Ebben az esetben
N —1<d<E(N —1)+1, ahol d a csicsok fokszamat jeloli. Tegyiik fel,
hogy az allitas igaz barmely cstcsra, ha vagy a kézponti sulya kisebb mint &
és a periféria silya nem nagyobb mint [, vagy a kézponti silya nem nagyobb
mint k és a periféria stlya kisebb mint [. Ekkor felhasznalva ismét az (1.17)
Osszefiiggést és alkalmazva az indukciés feltételt kapjuk, hogy
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lim V(n,d, k,1) = lim

n—oo n—oo

(X(n— 1,d,k,1—1) {pr(N—2)(l— 1)
n (N-1)

nd("y'5”) )

+(1—p)<q(l—1)+(1—q) (VN +
+X(n—1,d;1,k,l—1) {p(l_r) n(gn__fu
n (Vao1 —d) (5257
+(1-p)(1-q) (VN +

n d
f Ao Ldk-1]) [(1—11) <Q(k—1)+(1—Q) VEJ_VII)>

n

X(n—1,d—1,k—1,1)
+

n

n(y_b) (Va1 — d)]

r(k—1)+1—-p)(1—
[m )+ 09 0= T

+Ni:2 Mo bdomb= LD (1-p)(1—-q) ) (™) +
m=2 n (Vrll\fl)N

X —1d—(N—1),k=11)
n

n(V”-IN‘itM)D _

[(1 -p)(1—-9q) (VN

(1-p(-q)
o).

= g (k= Dpr 2ty (N — 1) ((1 e

N -2
b= D = pla + a1 (1= D) (prg— + (1= p)a) +
1—-p)(1—
+ xil—(N—l),k—l,lw = Vd,k,1 = 0,

p
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majdnem biztosan. Igy az 1.3. Lemmabdl kovetkezik, hogy

1im X(”’ d7k) l) —
n—oo n
1

" kog+lag+ B+ 1
Fao(l = V)1 + Biog_(n—1) -1, 5233:1—1,&1—1} =gy, >0, (1.61)

{all(’f — D)y g gqg +oaa(k — D)l +

majdnem biztosan, ha az xil—l,k:—l,l? x&7k7l_1, x&_17k7l_1, :1:&7k_17l és

$Id,( N—1)k—1, egyltthatok koziil legalabb az egyik pozitiv. Ellenkez6 eset-
ben a hatarérték 0. Masrészt, ha d < N — 1 vagy d > k(N — 1) + [, akkor
X(n,d,k,1) =0. Végill az (1.61) hatarértéket p-vel osztva, figyelembe véve
az (1.17) Osszefiiggést és az 41 -1, = :Jcél_Lk_U/p, T k-1, = x/d,k—l,l/p7
Tdkl-1 = xﬁz,k,lﬂ/l% Ld—(N-1),k—1,0 = w&,(Nfl),k,u/p és

Td—1,k1-1 = Ty_1 11/ P jelolésekkel kapjuk, hogy (1.15) igaz barmely k, [ €
N esetén. O

A kovetkez6 Lemmaban a hatarértékeket Osszegezziik fokszam szerint,
igy a tovabbiakban csak a silyokkal kell foglalkoznunk.

1.5. Lemma. Legyen p > 0 tovdbbd

Lwi,we = 1w ,we + L2w1,ws + 4+ T(N—-1)wi +ws w1 ,wo

ahol w1 > 0, wg > 0 és wy +wy > 1. Ekkor Ty, w, (1 < w1+ wa) pozitiv
szamokra igaz a kévetkezd rekurziv egyenlet:

1—r T

rg=——— To1=—"""7nH3,
R T Lo R |

(a1 (w1 — 1) + B1) Zas —1,w0 + (2 (w2 — 1) + B2) Ty ws—1
ajwy + agws + B+ 1

Lwy,we =

(1.62)
ha 1 < wyp + ws.

Bizonyitas. Az (1.15) rekurziv egyenlet szerint
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(N*l)w1+’w2
Twy,wy = Z Tdwy,we = de,wlﬂw =
d=1 d
1

= X o (wy —1 Tde1awr—1.ws+
OélU)l+O[2’U)2+ﬁ+1 11( 1 )zd: d—1,w;—1,w2

+ g (wg — 1) sz,wl—l,wg + g (w2 — 1) Z$d,w1,w2—1+
d d

FB1D T (N—1) w1 —1ws + B2 D Td—1 w01 0 —1
d d

_ (0q (w1 — 1) + B1) Ty 1,00 + (2 (w2 — 1) + B2) Tupy wo—1
ajwy + agws + B+ 1 ’

Itt hasznaltuk, hogy g, w, =0, ha d ¢ {1,2,..., (N — 1) w; + wa}.
O

Az 1.6. Tétel a silyok skalafiiggetlenségét mutatja. A sulyok és a fok-
szamok kozotti dsszefliggés felhasznédlasaval adodik az 1.1. Tétel, igy ennek
a bizonyitasaval a f6 eredménytink is bizonyitott.

1.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy 0 < p <1,0<qg<1,0<r <1. Legyen wy
rogzitett. Ekkor, wo — 00 esetén,

)
Ty e ~ C(w1)wy 27, (1.63)
F(wl—l-ﬁl)]—’(l-i-ﬂ—i_l)
r1 %1 az
S TS
o1 o9

Itt I' a Gamma fiigguényt jeloli. Hasonlo dllitds igaz régzitett wo €s wi — 00
esetén.

ahol

C(wy) =

(1.64)

Bizonyitas. Az allitast teljes indukcidoval igazoljuk. Ahogy korabban is
kétdimenziés témbon kellett a teljes indukciot elvégezni, most az ), w,
tombon kell ugyanezt tenni, ezért itt is 1épésekre bontottuk a bizonyitast.

(i) El8szor vegyiik azt az esetet, amikor az egyik sily 0. Legyen
wy = 0, ekkor az 1.5. Lemma szerint
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r
- Sy, 1.65
R B (1.65)
1
=—((I -1 _ > 1. 1.
L P (( Yo + f2) 11, > (1.66)
Ebbdl a rekurziébél adodik, hogy
az(j—1) + Bo
€T = _— =
0, 01}_[2 s £ B+ 1
r ag + B2 200 + B2 (I =1z + B2 _

T+ B+l 20+8+1 3aa+B+1" law+B+1

e r(es)r(ed)
Clop Bl B4y et f1 (14 8) p(i4 2
TF(1+B+1) F(H—&) F(l+&)

I I = e e

Alkalmazva az (1.12) Osszefiiggést, megkapjuk az igazolandé allitast
wy = 0 esetén, azaz

1+ 2 (1
Zol = C(O)F (l S QQZEJL) ~ C(0)l (H 2 ) (1.68)

amennyiben [ — oc.
A masik esetben, amikor ws = 0, hasonléan kapjuk, hogy

1—7r
=— >0 1.69
1
= (k-1 _ k>1 1.70
T [ (( Jor + 1) Th—1,0, > 1, (1.70)

és

o ~ Cok -(1+221) (1.71)
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(1—r)r(1+E2)

a I’ (1 + %)
(ii) Most a w; = 1 esetet vizsgaljuk. Ennek a résznek a bemutatésa

azt a célt szolgalja, hogy a kovetkezO részben az altalanos alakot felirjuk.
Korébban belattuk, hogy (1.63) igaz, ha w; = 0 vagy wy = 0 (1d. (1.68) és
(1.69)). Alkalmazva néhanyszor az (1.62) rekurziét adédik, hogy

amennyiben k — oo, ahol Cy =

_ Brrog+ (2l =1) + Bo) w11 _

L ar+agl + B +1
Lo BT (oo + o) B T1Z} (joz + Ba)
= 07 1,0 =
i:1H (al +Ja2+/8+1) Hj: (Oq +3042+/3+1)
l
mexol—i—b 021,05 (1.72)
=1
ahol
W = Bt (1+22) (i ), 1<i<l,  (173)
T i 8)
és
a1+p8+1 B2
bglz) 52 (1 + a2 ) r (l + 0‘2) ) (1.74)
) e %) F(1+%) F(l+1+alz§+1>
Legyen
52)
rl+—
p() = W8 <aﬁﬂ+1, (1.75)
@ p (z +14 - )
a2

ahol C'(0) az (1.64) képletbdl adodik.
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Most alkalmazva az (1.67), (1.11), (1.12) Gsszefiiggéseket az (1.72) egyen-
let els6 tagjara kapjuk, hogy

1
l o l F<i+a1+a6+ )
> oo =D(1) 2 =
= = (Z n a2+5+1)
Q2

1
l—1F<t—|—1+al+ﬁ+>
=D(1)Y a2 =
1
tzor(t+1+a2+ﬁ+)
g
1
F(l+1+al+ﬁ+>
— D(l) a9 +
a1+6+1_a2+5+1+1 F(l+a2+,6’+1>
%) 03] a2
1
F<1+a1—|—5+ )
o _
F<042+5+1)
o
F<1—|—6+1> F(H—BQ)
_rh as as n

2z 0 r(1+52> F(l+a2+5+1>

a2 a2

F<l+§z) F<1+a1+af+1)

F<l+1+a1+6+1> F<a2+5+1)
(%) Q2

e N

g ay F<1+§2) F(l+az+a,6’+1> F(l+a2+aﬁ+1>
2 2 2

amennyiben | — co. Fentebb az alacsonyabb rendi tagokat elhanyagoljuk,
majd alkalmazva az (1.12) Osszefiiggést

l _ B1+1
> b0 ~ C) (1+25) (1.76)
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adédik [ — oo esetén.
A tovabbiakban a (1.72) egyenlet masodik tagjéval foglalkozunk. Fel-
haszndlva az (1.12) sszefliggést az (1.74) egyenletre

B2 I (1 + 7a14&§+1> l_(H_altiﬁl)

v ey (1.77)

adodik I — oo esetén.
Behelyettesitve az (1.69), (1.76), (1.77) egyenleteket az (1.72) Gsszefiig-
gésbe, adodik az allitds w; = 1 esetén, azaz

_ ﬁzlx+1 Bf(l+w)_ %{34—1 1—
r o 2)%2 r(1+Z€) A >a1+,6’r+1N

~ o ()

amennyiben [ — oc.

(iii) Végezetiil az altaldnos indukciés 1épés. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz minden wi-nél kisebb kozponti suly esetén. Ekkor a kovetkezd
igaz:

B2
oit ~ C (k) é; Sl :jﬁl) ~ C(k)z‘(”ﬁgl) 0<k<w —1, (1.78)
az

[ — oo esetén. Ekkor az (1.62) rekurziébdl kovetkezik, hogy

Lawq,l =

I-1(., B
(w1 — Da1 + 5 zl: ITj= (] + 073)
a9 P Hé‘:i (j 4 wiar+f+l

a2
-1 (., B
+& Hj:l (] + a%)
a9 Hé‘:l (] + wio1+5+1

) xwl—l,i+

l
) Lwy,0 = Z bg)lfl,ixwl—l,i + bgz)l,oxwh()v (1'79)

a2 =1
ahol
b(l) - (w1 — Dag + 51 F(l—}—%) FO"’%)
wi—1,i as Dl 1+ mess ) p ()
1<i<1, (1.80)
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és
wio1+B+1 B2
0 R IR ). .
w1,0 I (&) T (l +14+ w1011+/5+1) : ( -8 )
(e %] a2
Legyen
ﬁ2>
rii+=
D) = C(wy — 1) (w1 — 1)y + Br) ( i Qg (1.82)
Q9 F(l+1+w1a1+,3+1>
(&%)

ahol C(w; — 1) az (1.64) 6sszefiiggésbol adodik.

Felhasznalva az (1.78), (1.11), (1.12) és (1.82) egyenleteket az (1.79)
Osszefiiggés elsO tagjara azt kapjuk, hogy

1
F(i+w1a1+ﬂ+ )

b(l)il "le*li ~ D(wl) Z X2
1wl K — F(i+a2+ﬁ+1>

(6%

l

()

wiap + 6+ 1

= D(w1) Q2 =
1 t;) F(t+1+a?+ﬁ+1>

a2

w1a1—1—6+1>
r{il+14+ ————
_ D(wn) <+ " o
o 1 1 1
wiay + B+ _a2+ﬂ+ 1 F<Z+C¥2+ﬁ+ )
Qi a9 (0%

F(1+w1a1+5+1>

a2

F<a2+ﬁ+1)

a2

_l’_
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51) < 54—1)
oL Pr- 8
a2 Wi} F<51> F<1+52) F<l+a2+ﬁ+1>
oq (%) (6]
F(Z+'82) F(1+w1a1+5+1>
a9 Q2
F<l+1+w1a1+ﬁ—|—1> F(OQ—I—B—{—l)
a9 a2
r(i+2)
~ C(w1) =
F<l+a2+ﬁ+1>
Qg

amennyiben | — oo. Hasonléan, mint korabban itt is elhanyagolhaté az
alacsonyabb rendii tag. Alkalmazva az (1.12) 6sszefuggést

_ B1+1
b ity —1i ~ Clun)l (1+25) (1.83)

w
=1

adédik | — oo esetén.
Alkalmazva megint az (1.12) sszefiiggést az (1.81) egyenletre

(18 225 (g

b0 22 2 (1.84)
1,0 (6] I (1 + %)

adédik, amennyiben [ — oo.
Végiil behelyettesitve az (1.83), (1.84) és (1.71) eredményeket az (1.79)
Osszefiiggésbe, igy megkapjuk a bizonyitandé allitast:

Lapy 1 ~ Clw)l (1+ Bgl ) +

g T (1 mentisl) l_(Hmal:jHl)COW(Hﬁgf) . C(wl)z_(H%l)
a2 1(1+2)

[ — oo esetén. O
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1.3. Az 1.2. Tétel bizonyitasa

A bizonyitasban Doob-Meyer felbontédst hasznalunk és a Fazekas, Noszaly és
Perecsényi [20] cikk modszertanat. Ezen felil az N-csillagok stlyaira felirt
rekurziora két bizonyitast is ismertetiink. Tovabbé a 2. fejezetben adunk
egy masodik bizonyitast is az allitdsunkra.

El6szor megmutatjuk, hogy

S(n,w)

— ky (1.85)

majdnem biztosan amennyiben n — oo barmely rogzitett w esetén. Itt ky,,
w=1,2,... nemnegativ szamok.

Kiszamoljuk az S(n,w) feltételes varhat6 értékét F,_i-re vonatkozodan,
ahol w > 1. Legyen S(n,0) = 0 barmely n esetén. Amennyiben n,w > 1
adédik, hogy

E(S(n,w)|Fn-1) =p(n,w—1)S(n—1,w—1) 4+ (1 — p(n,w)) S(n — 1,w)+

+51,w

p+(1-p)(l-q) (1—15711_1” (1.86)

(NN
ahol

(nw) = (1= p) |4 + (1~ ) (1.87
n,w)=(1-— — —qQ)—— . :
p p) e, q VN

A rekurzié elsé bizonyitasa.

Legyen
c(n,w):H(l—p(n,w))_l, w > 1. (1.88)

i=1
Konnyti belatni, hogy a fenti valésziniiségi valtozé F,_1 mérhets. Alkal-
mazva a cstucsokra Marcinkiewicz nagy szdmok erds torvényét (1.4. Tétel)
azt kapjuk, hogy
Vo,=pn+o (nl/%s) (1.89)

majdnem biztosan, minden € > 0 esetén.
Hasznélva az (1.89) és a log(1 + x) Taylor sorba fejtését adédik, hogy

1-p)d-q)_, -1
log ¢(n,w) = ZIOg<1_h_M)_hw;i+o(l)

N

ahol a hiba tag konvergens, ha n — co. Ez azt jelenti, hogy

c(n, w) ~ hyn™* (1.90)
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majdnem biztosan n — oo esetén és h,, egy pozitiv valdsziniiségi valtozo.
Vegyiik a kovetkezo folyamatot:

Z(n,w) = c(n,w)S(n,w), w >1.

,...} egy nemnegativ szub-

Koénnyen belathaté, hogy {Z(n,w), F,,n =1,2,.
) Doob Meyer felbontasa a ko-

martingdl barmely w > 1 esetén. A Z(n,w
vetkezo:
Z(n,w) = M(n,w) + A(n,w)

ahol M (n,w) martingdl és A(n,w) egy el6re jelezhetd folyamat. Az A(n,w)
altalanos alakja a kovetkezo:

A(n,w) =EZ(1,w —{-Z (i,w)|Fic1) — Z(i — 1,w)] . (1.91)
1=2
Az (1.86) és (1.91) Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy

A(n,w) =EZ(1,w +Zc [ h,w—1)SGE —1,w—1)+
1=2

+01w <p+ (1-p)(A—q) <1 - (vl-Sil_)lN»] : (1.92)
N

Legyen B(n,w) a Z(n,w) feltételes szérasnégyzeteinek az Osszege. Most
meghatarozunk egy fels6 korlatot a B(n,w)-re:

B(n,w) =>_ D*(Z(i,w)|Fi-1) =

=2

= > E{(Z(i,w) - E(Z(i,w)|Fir1))* | Fit} =

< Zn:c(i, w)? =0 (thwH) . (1.93)
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Fentebb kihasznéltuk, hogy ¢(n,w) F;—1 mérhetd, az (1.86) feltételes var-
hat6 értéket és azt a tényt, hogy egy 1épésben csak egyetlen N-csillag 1ép
kolesénhatéasba.

A toviabbiakban w szerinti teljes indukciéval folytatjuk a bizonyitast.
Legyen w = 1. Az (1.90) és (1.92) egyenletekbél adédik, hogy

Si—1
freasn-o (- 25|~

~ ihmh [p+ (1-p)(1—-q) (1 - i;)} ~ hlnht(il_h) (1.94)

=2

A(n,1) =EZ(1,1)+ Y _c(i,1
=2

n — oo esetén. Felhasznélva az (1.93) Osszefiiggést azt kapjuk, hogy
B(n,1)=0 (n2h+1) ,
igy )
B(n,1)zlog B(n,1) = O (A(n,1)).
Az 1.1. Lemma feltételei teljesiilnek, ezért
Z(n,1) ~ A(n,1) (1.95)

majdnem biztosan a {A(n, 1) — oo} eseményen, amennyiben n — co. Tehat
z (1.90), (1.94) és (1.95) egyenletekbél kovetkezik, hogy

S(n,1)  Z(n,1)  A(n,1)  hmn"(1-h) 1-h
n c(n,)n  c(n,1)n hinn T4n 7Y (1.96)

n — oo esetén.

Legyen w > 1. Tegyiik fel, hogy (1.85) igaz minden w-nél kisebb sily
esetén. Felhasznélva az (1.89), (1.90) és (1.92) Osszefiiggéseket, tovabba az
indukcids feltételt adédik, hogy

A(n,w) =EZ(1,w) + > (c(i,w)p(i,w —1)S(i — L,w — 1)) ~
=2

wh+1

~ .  [pw—1 (1-p)(1-9q) n
NZhwl kw—11? |:h - + N Nkw_lhwh(w_l)wh—i—l

(1.97)
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majdnem biztosa, ha n — oo. Az 1.1. Lemma feltételei ismét teljestil-
nek, ezért Z(n,w) ~ A(n,w). Ezen felil, az (1.90) és (1.97) egyenletekbdl
adédik, hogy

Stnyw)  Z(nw)  Alnw)  huothoh(w - 15
n  cn,wn  c(n,w)n hynthn B
h(w —1)
S AL el Y 1.
Mor= ot R (1.98)

A rekurzié masodik bizonyitasa.

Most az 1.3. Lemma segitségével igazoljuk a rekurziét. Ez a bizonyitéds
is Backhausz Agnes javaslatdra keriilt be az értekezésbe, igy ez sem talalhaté
meg a fejezet alapjaul szolgald [24] cikkben. Tovabba hasonl6 egyszertisité-
seket tartalmaz, mint a csticsokra vonatkozé rekurzié méasodik igazoldasakor,
de ebben az esetben is ugyanazokat az Osszefiiggéseket és mennyiségeket
hasznéljuk, mint az els6 bizonyitasban.

Legyen

n
Un,w) = (1 =plqw + (1 = p)(1 = q) r——-
( n I)N

N

Felhaszndlva az (1.89) osszefliggést, kapjuk, hogy

lim U(n,w) = (1 — p)qw = uy.

n—oo

A tétel feltételrendszere miatt u,, > 0 teljestl. Bar U(n,w) < n nem igaz
barmely n > 1 esetén, de van olyan ng, hogy barmely n > ng egész szdmra
teljesiil, ami nem okoz gondot hiszen a vizsgalt konvergencidk szempontjabol
az elsO véges sok tag figyelmen kiviil hagyhat6. Tovabba, legyen

Stn—1,w—1
(n-1w-1),

n

+ 01w lp+ (1-p)(L—q) <1 - (‘}S’Ll)lNﬂ . (1.99)
N

Ezekkel a jelolésekkel az (1.86) egyenletbdl adddik, hogy

V(n,w) = np(n,w —1)

U(n,w)

E(S(n, w)|Fn-1) = (1 - ) S(n—1,w) + V(n,w) (1.100)

teljestil.
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Mivel az (1.100) Osszefiiggésben egyenléség van, igy az 1.3. Lemma (a)
és (b) részébbl a &, = S(n,w), up, = U(n,w), v, = V(n,w), u = Uy, v = Uy,
wp, = 1 és p = 0 szereposztassal adodik, hogy

S,w) __ vu (1.101)

lim = ,
n—00 n Uy + 1

majdnem biztosan, amennyiben lim,, o, V(n,w) = vy > 0.

Ezen feliil megjegyezziik, hogy az 1.3. Lemma (1.10) feltétele § = 1-gyel
teljesiil az S(n,w) sorozatra, ugyanis egy lépésben legfeljebb mindig egy
N-csillag 1ép kolesonhatasba, tehat a (1.10) feltételben szerepld feltételes
varhaté érték feliilrol korlatos 1-gyel.

A tovabbiakban w szerinti teljes indukciot alkalmazunk. Legyen w = 1.
Ekkor az (1.99), (1.89) és S,, < n Osszefliggésekbdl kivetkezik, hogy

lim V(n,1) = lim

p+(1-p)(1—-gq) (1—m>1 =

N
=p+(1-p)(1—-q)=v1>0,

majdnem biztosan.
Igy az (1.101) alapjén,

i 2D _p+A-p)(l-q¢ 1-h
1m = =
n—00 n (l—p)q—l—l 1+h

=ky >0,

majdnem biztosan.

Legyen w > 1. Tegyiik fel, hogy (1.85) igaz minden w-nél kisebb sily
esetén. Felhasznalva az (1.89) és az (1.87) Osszefiiggéseket, tovabbé az in-
dukcios feltételt adédik, hogy

. RT S(n - 17 w — 1) .
Jlim V(n,w) = lim np(n,w — 1) - =
=ky—1(1 —p)g(w —1) = vy >0,
n—co  n (I-p)qw+1 wh+1

majdnem biztosan, azaz az (1.85) teljesiil barmely w > 1 esetén.
Most pedig megmutatjuk, hogy

r B, (1.103)
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majdnem biztosan, ha n — oo ahol B =1 — h.

Elészor kiszamoljuk S, feltételes varhatd értékét F,,_1-re vonatkozodan.
Koénnyt latni, hogy az N-csillagok szama akkor és csak akkor novekszik, ha
az 1 sulyd N-csillagok szama novekszik, tehat

Sn—
E{Sp|Fn-1} = Sn-1+p+ (1 —p)(1 —q) <1 - Vn_11> = Yn—15-1 + B,
(NN
(1.104)
ahol 1
Tn-1=1-1-p)1—q)5——-
(NN
Legyen
n—1
Gn=]](w)" n>1 (1.105)
i=1
Itt G,, Fr,—1 mérhet6 valoszinliségi valtoz6. Tovabba legyen
Zyp = GpS,, 1<n. (1.106)
Alkalmazva az (1.104) egyenletet
E{Zn|fn_1} =Zn_1+ BG,. (1.107)

Mivel {Z,,, Fn,n = 1,2,...} nemnegativ szubmartingal. A Z,, Doob-Meyer
felbontasa a kovetkezo:
Zn = My, + Ana

ahol M,, martingdl és A,, egy elére jelezheté novekvé folyamat. Az (1.91)
és (1.107) osszefuggésekbdl kapjuk, hogy

A, =EZ +B) G, (1.108)
=2

Az (1.89) egyenlSség és a log(1+ x) Taylor-soranak segitségével alsé és felsd
hatart definidlunk G;-re, azaz

Cin < A, < Cayn, (1.109)
ahol C7 és C5 a megfelel pozitiv konstansok. Legyen B, Z, feltételes

szorasnégyzeteinek az osszege. Megadjuk az egyik felsé hatarat B,,-nek:

n n

Bn =Y D*(Zi|Fic1) = Y E{(Zi — B(Zi| Fi-1))?| Fi1} =

=2 1=2
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Y GEE((Si - B(SIF ) PIFit) < Y GIEA(Ss — Sit)1Fi) <

=2 1=2

n
<Y G < Csn, (1.110)

i=2
ahol C5 egy pozitiv konstans. Fentebb kihasznaltuk, hogy G; F;_1 mérhetd
és az a tényt, hogy minden lépésben legfeljebb egy 1j N-csillag sziilethet.
Alkalmazva az (1.110) felsd korlatot, adédik, hogy Ba/'?log B, = O(Ay).
Az (1.109) és a rend6r-elv szerint A,, — oo, ha n — oo, igy az 1.1. Lemma

szerint addédik, hogy

Zy ~ Ay, (1.111)

majdnem biztosan n — oo esetén.
Alkalmazva az (1.111) és (1.108) egyenleteket adédik, hogy

— = ~ = B—— E ; B 1.112
n Gon  Gpn Gpn + Gn,n = Gi— ( )

majdnem biztosan.
Végezetiil, az (1.85) és (1.103) allitasokbol

S(n,w)  S(n,w) n ky

s,  n S B v

(1.113)

kovetkezik, majdnem biztosan, ha n — oco. Alkalmazva az (1.113) Osszeflg-
gést az (1.96) és (1.98) egyenletekben megkapjuk a rekurziv allitdst s,-re
(Id. (1.8)). Egyma&s utdn néhanyszor elvégezve az (1.8) rekurziét adédik,

hogy

Mi-1) 1 (w-11 1T (1+4)
=51 H - == . (1114)
hitl  hpp, (j+3) hr(w+1+4)
Mivel Y07 1 s =1, a s1, 52,... sorozat egy diszkrét val6szintiségi eloszlas.

Végezetiil alkalmazva az (1.12) formuldt az (1.114)-re, megkapjuk az
N-csillagok stlyainak a hatvanyeloszlasat (1.9). O
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1.4. Szimulaciés eredmények

Ebben a fejezetben numerikus eredményeket mutatunk be. A modellt N =4
bedllitassal szimuldltuk p = 0.5, ¢ = 0.5 és r = 0.5 paraméterekkel az R
programcsomag segitségével. Osszesen n = 10° 1épést hajtottunk végre.
Azért, hogy a hatvanyeloszlds konnyen lathatd legyen az eredményt log-
log skaldn mutatjuk be. Tovabba, annak érdekében, hogy az 1.2. Tétel
szemléltethet6 legyen, az 1.6. és 1.7. abrakon a rogzitett sily mindkét
esetben kettével egyenlé. Az 1.6.-1.8. abrdkon lathatd, hogy a vizsgalt
stulyok a 4-csillagos modellben valéban skalafiiggetlenek.

. o
o oo
o =)
s}
o
o
(s}
o
o
| w0
a
g g 4
s ogb
(s}
g A
z
= %
o o
- 7 )
o8
w 3
ao
o O
==
— )
T T T T T T
1 2 5 10 20 50

pWeight

1.6. dbra. A periféria silyok eloszlasa a csillagos modellben (N = 4), rogzi-
tett kozponti suly esetén (w; = 2)



o4 1. FEJEZET. A CSILLAGOS MODELL

500
1

frequency
50
|

cWeight

1.7. dbra. A kézponti stlyok eloszldsa a csillagos modellben (N = 4), rogzi-
tett periféria stly esetén (wg = 2)
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1.8. dbra. A 4-csillagok stlyeloszlasa a csillagos modellben (N = 4)



2. fejezet

A populaciés modell

Korédbban Ostroumova és tarsai [37] definidltak egy véletlen graf osztélyt,
amiben minden lépésben egy 1j csiics sziiletik, és m élen keresztiil csatlako-
zik a grathoz gy, hogy a régi csiicsok kivalasztasa a fokszamukkal ardnyosan
torténik. Mi ennek egy altalanositott valtozatat mutatjuk be ebben a feje-
zetben. Ennek a modellnek a struktirdja lehetové teszi, hogy alkalmazni
lehet bizonyos véletlen grafok tulajdonsigainak a leirdsdhoz. Mivel a popu-
lacidk fejlodési modelljei és a véletlen grafok fejlodése szoros kapcsolatban
allnak, ezért egy altalanos populdciés modellt ismertetiink. A populécids
modelliink esetében egy lépésben legfeljebb ¢ egyed csatlakozhat a popu-
lacidhoz és fokszam helyett az egyedeket jellemz6 pontértékeken keresztiil
fog fejlédni, aminek a kezdeti értéke nagy valészinfiséggel u. Igy a modell
magéba foglalja Ostroumova és térsai [37] dltal meghatarozott graf osztélyt,
mint specialis eset. A modelliinket a tovabbiakban S modellnek nevezziik.

Megmutatjuk, hogy a pontértékek eloszlasa skalafiiggetlen, majd pedig
alkalmazzuk a modellt az N-pontos modell és a csillagos modell esetében
definialt stulyokra.

2.1. Az S modell és a f6 eredmények

Most matematikai eszkozokkel pontosan definidljuk az S modell fejlodését,
ami egészen a (2.3) egyenlet végéig tart. A kiindulasi allapotban, azaz az
n = 0 idépontban, maximum ¢ egyed van jelen a populdciéban. Minden
tovabbin =1,2,... idépontban maximum ¢ 1j egyed sziilethet és a popula-
cié minden egyes tagjanak megfeleltetiink egy pontértéket, ami egy pozitiv
egész szam. Egy 1j egyed sziletésekor nagy valdszintiséggel a pontértéke wu,
ahol u > 1 egy rogzitett egész szam. Pontosabban egy 1j egyed pontértéke

95
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legalabb u és az n-edik idépontban, azaz

1
P {egy 14j egyed pontértéke > u} = O <) . (2.1)
n

Jeloljik Sy, (i)-vel az i egyed pontértékét az n-edik idépontban. Tovabba
legyen F,, a populacié fejlédése alatt megfigyelhetd események altal gene-
ralt o-algebra az n-edik idépontig. Barmely adott i egyed pontértékének a
fejlodése a kovetkez6 idopontban az alabbi szabalyok szerint torténhet:

B {Spia(i) = Suli) + 117} =20 4 1o ((Snm) ) |

n

n

P (S (i) = 5,17} =1 — o™ b1 0 ((S”“)f) 22

. 2
P{Sn+1(i) > Sn(z) =+ 1|~7:n} =0 ((Snn(Z)> ) s

ahol a és b rogzitett nemnegativ szamok. Tehat minden 1épésben barmely a
populdcidban jelen 1év6 egyednek a pontértéke névekedhet 1-gyel vagy 0-val,
de alacsony valdsziniiséggel magasabb valtozas is megengedett. Tovabba
tegylik fel, hogy egy 1épés soran létrejott pontérték ndévekedések Osszege
legfeljebb t lehet. Jeldljiik &,-nel az 0j egyedek szamat az n-edik 1épésben
és tegytik fel, hogy

E[6)] = m+ O (711) (2.3)

ahol m > 0.

A modell definidlasa utdn most a {6 eredményeket ismertetjiik.

Jelolje X, (s) az s pontértékkel rendelkez6 egyedek szamét az n idépont-
ban. Tovabba jel6ljon O(s) olyan mennyiséget, melyre |O(s)| < s. (Példaul
az s/2 és In(1 + s) fiiggvényekre igaz O(s) barmely s > 0 esetén; tovabba,
rogzitett 0 < p < ¢ esetén sP = O(s?) barmely s > 1-re.)

A 2.1. Tétel szerint a pontértékek varhatéd értékének eloszlasa skalafiig-
getlen.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az S modell feltételei teljestilnek és a > 0.
Ekkor barmely régzitett s = u,u + 1,u+ 2,... esetén

1

E[X,(s)] = c(s) (n+ © (Ks*7)) (2.4)
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bdrmely n-re, ahol K egy rogzitett véges konstans,

b b+1
mF<s+a>F<u+:>
c(s) = (2.5)
b 1 b
al’ (s++a+)F(u+>
a a
és I' jeldli a I'-fiigguényt. Tovdbbd

b+1
mlI’ <u+ + )
a

al’ <u+ b)
a

mutatja. Ehhez a (2.3) feltétel egy erdsebb valtozatéra van szitkségiink.

s1% ha s — oo (2.6)

c(s) ~

c sz

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az S modell feltételei teljestilnek és a > 0.
Tovabba feltételezziik, hogy

E[&ns1]Fn] =m+ 0O (711) (2.7)

majdnem biztosan, ahol m > 0. Ekkor létezik eqgy C' konstans gy, hogy
barmely réogzitett s esetén a kovetkezoek igazak:

P{|X,(s) — E[X,(s)]| > sv/nlogn} < 2n~18"/C, (2.8)

Tovdbbd legyen § > 0. Ekkor létezik eqy p(n) = o(1) figguény gy, hogy
1 wvaldsziniséggel csak véges sok n létezik, amelyekre | X, (s) — E[X,(s)]| >
o(n)E [X,(s)] igaz, barmely s < n(@=9/14a+2) cgepen,

Végezetiil a 2.1. és 2.2. Tételekbol kovetkezik, hogy a pontértékek el-
oszldsa hatvanyrendi.

2.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az S Modell feltételei teljesiilnek és
a > 0. Tovabba feltessziik, hogy a (2.7) feltétel is igaz. Ekkor

Xn
lim () = c(s)
n—oo n

1 valdszindséggel, ahol c(s) kielégiti a (2.5) és (2.6) osszefiiggéseket.
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2.2. A 2.1. Tétel bizonyitasa

A bizonyitas soran rendszeresen az S modell feltételeit és jol ismert valdszi-
niiségelméleti eszkozoket alkalmazunk. Ezeket a 1épéseket egy tritkkos teljes
indukciéban hasznaljuk fel. Tébb felsé korldtot is megkapunk a bizonyitéas
soran, de a (2.4) képletben 1é6v6 K felsé korlatot csak a legvégén hatérozzuk
meg. A bizonyitast, a bonyolultsidga miatt, A, B és C részekre bontjuk. A
tovabbiakban sziikségink lesz a kovetkezo jelolésekre.

D (s) =P{S,11(i) = s + 1|5, (i) = s} = a% + b% +0 (j;) . (29

- . e s .
¢ (s) =P {Sn11(i) = s + j[Sn(i) = s} = O <ng> , J=z2, (2.10)
1
qn =P {egy 1j egyed pontértéke > u} = O (n) , (2.11)

dn(s) = iqr@(S)- (2.12)
j=1

A fenti Osszefliggések nem maéasok, mint az S modell feltételei.

A Dbizonyitas A része. Eloszor kis n értékek esetén vizsgalédunk.
Egyértelmti, hogy ¢, (s) a valésziniisége annak, hogy egy s pontértékkel ren-
delkez& egyed pontértéke novekszik az n idépontban. Az (2.9) Gsszefiiggés
alapjan

as+b+1 q(l)

as—a—+b" n?

(s-1)=a)(s)+ ++0 <82> . (2.13)
Most kiszamoljuk a kévetkezo feltételes varhato értékeket:
E [Xo 1 (1) X ()] = X () (1 = u()) +E [§n11 | Xa(0)] (1= gn), (2:14)
tovabba ha s > u + 1, akkor
E[Xnt1(8)|Xn(s), Xn(s = 1),..., Xn(s —t)] = Xn(s)(1 — qn(s))+
+ Xo(s = 1)gi) (s = 1) + Xt: Xn(s = )4 (s — ) + O(gn). (2.15)
j=2

Most tekintsiik a (2.5) egyenletben definidlt ¢(s) fiiggvényt. Az (1.12)
formulét alkalmazva, egybdl adédik, hogy (2.6) igaz. Az S modell feltételei
szerint egy 1épés alatt a pontértékek névekedésének 6sszege t-nél nem lehet
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nagyobb. Tehédt X, (s)s < nt. Ebbél és a (2.6) osszefiiggésbél kovetkezik,
hogy
1
Xn(s)=0 (nc(s)sE) . (2.16)

Ebbdl adéddan

|E [Xn(s)] — ne(s)] < f(nc(s)s% + ne(s) =
= nc(s) (K’s% + 1) < 0(3)32+52C7 (K + 1)

teljesiil n < 2C7s% esetén. Tehat (2.4) igaz K > K = 204 (R' + 1) mellett,
ha
n < 207s%, (2.17)

ahol C'7 konstanst a bizonyitas B részének a végén hatarozunk meg.

A bizonyitast s szerinti teljes indukcidval folytatjuk.

A bizonyitas B része. Most az s legkisebb lehetséges értékét, azaz az
s = u esetet vizsgaljuk. Ekkor (2.6) Osszefiiggésbe u-t helyettesitve

c(u) =

Széval ahhoz, hogy a (2.4) allitast beldssuk s = u esetén, meg kell mutat-
nunk, hogy

o m
au+b+1"

nm
au+b+1
Megjegyezziik, hogy a végs6 célunk eljutni a (2.4) egyenletig, tehdt C; jeloli

E [X,(u)] = +0(0y). (2.18)

K u2ts szorzatot és ebbdl kovetkezik, hogy a K-nak ki kell elégitenie

a K >0 %b“uﬁfé egyenl6tlenséget.

A (2.18) egyenletet kicsi n értékekre a bizonyitds A részében mar be-
lattuk. A tovdbbiakban teljes indukciét alkalmazunk n szerint. Tegyiik
fel, hogy (2.18) teljestil valamely n értékre. Felhasznalva (2.14) és (2.18)
varhato6 értékeket, majd alkalmazva (2.9) és (2.10) egyenleteket azt kapjuk,

hogy
E [Xnt1(w)] = E[Xp(w)] (1 = gn(uw) + E[&1] (1 —qn) =

= (T +O(0)) (1= () + Bl (1~ ) =

(n+1)m m
au+b+1 au+b+1

+O6(C1) (1 = gn(u)) +
au+b+1

— qn(u) +EEn+1] (1 —gn) =
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_ (n+1)m _ _m
= gurpg1 TOC) A=) — e+
(Lﬁjb—i-O(Z—i))nm . .
- S +E[&1](1—qn) =
_ (n+1)m

T autbil +O(C1) (1 — gn(u)) +

(au—{—b—i—l)m—i—O(%)

- au—+b+1 +E[&n](1—gn) =

o)

+0(C1) (1 = gn(u)) - b+l +0 (711) :

Az utolsé lépésben kihasznaltuk, hogy E [¢,] (1 —¢,) = m + O (%) A fenti
egyenlOség alapjan

_(n+1)m
Cau+b+1

B (n+1)m
E[Xpt1(u)] = v +0(Ch), (2.19)
ha s 1 c
Chrgn(u) > =2 ——— 4+ =2

nau+b+1 n’
Ennek az egyenlGtlenségnek egy ekvivalens alakja

b 2 C 1 C
oM o(B)) 2= =2
n n nau+b+1 n

azaz 9
Cl Cou 03
>

n au+b+1
Az utols6 egyenlétlenség igaz nagy n-ek esetén (azaz n > ny alkalmas ny
esetén) és megfeleléen nagy C-re.

Tehat azt kaptuk, hogy (2.18) = (2.19) indukcids 1épés teljesiil, ha n >
ny és C elég nagy. Végil pedig vilasszuk meg a C7 konstanst a (2.17)
Osszefiiggésben tgy, hogy

Cy (au + b) + Cs.

ny < 2C7u2. (2.20)

Ebbél kévetkezik, hogy K > max{f(,cl%ﬂl} vlasztés mellett (2.4)
teljesiil s = u esetén.

A bizonyitas C része. Legyen s > u és tegyiik fel, hogy (2.4) igaz
minden s-nél kisebb pontérték esetén. Rogzitett s esetén, n-szerinti teljes
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indukciot alkalmazunk. A bizonyités elején belattuk, hogy a (2.4) egyenlet
igaz n < 2C;s% esetén. Tehét tegyiik fel, hogy (2.4) teljesiil néhany n-re.
A félreértések elkeriilése miatt a kovetkezd megjegyzéseket tessziik. Nagy
s értékekre azt kell kapnunk, hogy az indukcié miikédik megfeleléen nagy,
de rogzitett K esetén. Azonban kicsi s értékek esetén az indukcids 1épés
szintén teljesiil egy alkalmas névekvo K sorozattal. A fentebb emlitett K
értékek koziil a legnagyobb lesz szamunkra a megfeleld.

A (2.15) varhat6 értéket felhasznalva és alkalmazva az indukcids 1épést

E[Xni1(s)] = E [X ()] (1 = gn($) + E [Xn(s = D] gV (s = 1)+
+ZE n(s =g (s = §) + Olan) =
= c(s) (n+ 0 (Kes>7)) (1 gu(s) +
ols 1) (040 (Kumals 127 o1+ 0 ()

n

Az utolsé 1épésben a (2.16), (2.10) és (2.11) egyenleteket alkalmaztuk. Most

felhasznalva
as—a-—+b

ofs) = as+b+1

c(s—1),
azt kapjuk, hogy

E [Xn1(5)] = els)(n+ 1) + es — g (s — 1) — e(s)nga(s) — els)+
+c(s)® (Kss%%) (1 —qn(s))+

as + b + 1 2+l (1) C4C(S)SZ+%
+C(5)m@ <K371(S—1) a) (8—1)+@ * =

= c(s)(n+1) + ()0 (Kes™ ¢ ) (1= qa(s)) +

2+1
(st g (Kea(s —1**%) gD(s = 1) + © <C5C<S>S> .

as—a-+b n

Itt kihasznaltuk, hogy

as 2
c(S)ij_LCb:Lénqgl)(s —1) — c(s)ngn(s) = c(s) (1 +0 <n>>

ami igaz a (2.13), (2.10) és a feltétel miatt, amely szerint egy lépésben a
pontértékek osszege legfeljebb t-vel névekedhet.
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Az indukcié befejezéséhez meg kell mutatnunk, hogy léteznek K kons-
tansok gy, hogy

b+1 2+%
u(s — 1)2+5q£})(s -1)+ C’5S :

241
Kgs Qn(s) > Ko as—atb o

(2.21)
El6szor a nagy s értékekkel foglalkozunk. Ebben az esetben meg kell mutat-
nunk, hogy a (2.21) egyenlet teljesiil egy olyan konstanssal, ami nem fiigg
s-t6l, azaz K = K,. Taylor sorfejtést alkalmazva

1
(s — 1)2+% < s¥ta - <2 + ) sTe 4 Cgsa.
a
Tehat most meg kell mutatnunk, hogy

K82+%qn(s)2
as+b+1 911 I\ 141 1\ (1) 245
ZK(S a — 2+a sTa 4+ Cgsa ) q,’(s—1)+Cs

S

as—a+b n

Igy ez a kovetkezd alakba frhat6 a (2.13) és (2.9) Gsszefiiggések segitségével:

2+1 2
KS (2a+(b+1)(2a+1) +O<8>) ZK82+%O <S2>
n n n

as
b+1 -1 1 2 243
—i—KuCGS% <CLS —|—b+0<82>>+058 .
as—a-+b n n n n
Ez a kovetkezokkel ekvivalens:
s2+: sAE slts §2+:
K > KCr 3 + KCy + Cy +
n n n n

3t s 2+1 st
+ KChg 5 + KCh 3 + KCio—. (2.22)

n n n

Ebben az esetben C7, ..., o jelolik a megfelelé konstansokat ugy, hogy a
C7 > 55 egyenl6tlenség teljesiiljon (Id. (2.17) és (2.20)). Tehdt igazolnunk
kell, hogy

4 3 2
Ks? > KC7% —|—KCgS+CgSQ —i—KClo% +K011% + KCis.

gy n > 2C7s? esetén a

52 s 1
Ks*> K= + KCgs + Cys®> + KCio— + KCij1 — + KC'
s > 5 + 38 + Cgs” + 102C7+ 112074- 12
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egyenldtlenséget kell bizonyitanunk. A fentiek teljesiilnek, ha K > Cy3 és
s > s1 valamilyen Ci3 és s esetén. Tehat (2.22) igaz, ha n > 2C;s%
K > (Ci3 és s > s1.

Eddig belattuk a kivant eredményeket n < 207s? esetén, csak az s < s1
eset maradt hétra. Azonban, mivel a ¢,(s) nagysagrendileg ugyanakkora

mint qﬁtl)(s — 1), ezért a (2.21) egyenlétlenség igaz egy megfelel§ novekvd
K sorozat esetén. Tehat a bizonyitas C része teljes lesz, ha valasztunk egy
K > max {Kj,,Ci3} konstanst.

gy végezetiil valasszuk a K = max{KSl,Clg,K,Cl%b‘*'l} értéket,

ahol K és C) a bizonyitds A és B részében lettek meghatérozva. O

2.3. A 2.2. Tétel bizonyitasa

A kovetkez6 két lemmara sziikségiink lesz a bizonyitasban. Legyenek 1 és
19 véges allapotterli sztochasztikus elemek. Megjegyezziik, hogy

E(r|n =y) = g(y)

egy mérhetd fuggvény tgy, hogy E (7]n) = g(n).

2.1. Lemma. Legyen T egy valdsziniségéi vdltozo és legyenek ni, ny szto-
chasztikus elemek gy, hogy n1 n2-mérhets. Ekkor

[E[7ln2] = E[r]m]| < maxE[rfn = 3] — minE [r|nz = y]
majdnem biztosan.
Bizonyitas. Legyen g(y) = E [7|n2 = y]. Ekkor
E[7|na] = g(n2),
és ebbdl kovetkezik, hogy

E[7|m] = E[E[r|n2] [m] = E[g(n2)|m] -

Igy azt kell belatnunk, hogy
|9(n2) = E[g(n2)lm] | < max g(y) — min g(y).

Nyilvanval6, hogy
min 9(y) < g(ne) < mgxg(y)
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—max g(y) < —E [g(n2)[m] < —ming(y)

majdnem biztos. Ha Gsszeadjuk a két fenti egyenl6tlenséget megkapjuk a
bizonyitandé allitast. O

2.2. Lemma. Legyen 7 eqy valosziniségi valtozo, &, t > 0, sztochasztikus
folyamat és legyenek t1,ts olyanok, hogy 0 < t1 < ta. Tovdbbd legyenek ny,
n2 sztochasztikus elemek dgy, hogy m = {& : 0 <t <t1}, m={& : 0 <
t < to}. Azazmy és me a & folyamat megszoritisai a ti és ty idépontokra.
Nyilvanvald, hogy m ne-mérhetd. Ha y jeloli az ne egy realizdacidjat (azaz
y = ma(w) valamilyen rogzitett w € Q esetén), ekkor jeloljik §-val az y
megszoritdsdat a t1 iddépontra. Ekkor

Elrln2 =y2] —Elrlm =9l < max E[rlnz=y]— min E[r|n =y]
{y:9=uy1} {y: 9=y}

majdnem biztosan, ha g2 = y;.

Bizonyitas. Legyen g(y) = E [7|n2 = y|. Ekkor E [7|n2] = g(n2). Mivel

E[rim] = E[E[r[no] Im] = E[g(n2)|m],
igy
Elrim =y] =E[g(n)m =y
majdnem biztosan. Ebbdl kévetkezik, hogy azt kell belatnunk, hogy 2 = 1
esetén,

l9(y2) — E[g(n2)|Im zyl]\é{n}ax g(y) — min g(y).

y:g=y1} {y:9=y1}

Nyilvanvald, ha g = y;, ekkor

min g(y) < g(y2) < max g(y)
{y:g=w1} {y:g=y1}
és
— max g(y) < -Eg(n)|lm =y] < — min g(y)
{y:g=y1} {y:g=v1}
majdnem biztosan. Ha a fenti két egyenlGtlenséget Osszeadjuk, akkor meg-
kapjuk az allitast. O

Ezen feliil a bizonyitashoz felhasznaljuk a jol ismert Azuma-Hoeffding
egyenlttlenséget és a Borel-Cantelli-lemmat, amiket a teljesség kedvéért is-
mertetiink.
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2.3. Tétel (Azuma-Hoeffding, [1],[28]). Legyen & martingdl és tegyiik fel,
hogy |€s — Es—1] < ¢ teljesil 1 < s <t esetén. Ekkor

2
P(|& — >z) < 2e
(’515 60‘ )— Xp( 22 1CQ>
2.4. Tétel (Borel-Cantelli-lemma, [10], [14]). Legyen Ai, Aa,... ese-
mények eqy sorozata.

(a) Ha Y52, P(A4;) < oo, akkor 1 a valdszindsége annak, hogy az A; esemé-
nyek kéziil csak véges sok kiovetkezik be.

(b) Legyen az Ay, Ag, ... események figgetlenek. Ha > 72, P(A;) = oo, ak-
kor 1 annak a valdsziniisége, hogy az A, események kézil végtelen sok
bekovetkezik.

A 2.2. Tétel bizonyitisa. Legyen Y; = E [X,,(s)|F], i =0,1,...,n
ahol s és n rogzitett. Konnyen lathaté, hogy (Y, Fi, i =0, 1,...,n) martin-
gal. Ttt Fy a trividlis o-algebra, tehat Yy = E[X,,(s)]. Tovabba Y,, = X,,(s),
mert X, (s) Fp-mérhets. Megmutatjuk, hogy

Yier — Yi| < As (2.23)

teljesiil valamilyen alkalmas A konstans esetén.
Legyen 7; az a sztochasztikus elem, ami leirja populdcié fejlodését az
i-edik 1épésig. Ekkor

Y; = E [Xy(s)|Fi] = E [Xn(s)|m] = gi(ni),

ahol g;(y) = E [Xy(s)|ni = y].

A kovetkez6kben, amikor 7); a feltételes varhaté érték feltételében szere-
pel, fel kell tenniink, hogy n; = y; rogzitett minden ¢ = 0,1,...,n esetén.
Felhasznalva a 2.2. Lemmat adodik, hogy

Yipr = Yil = [E[Xo(s)[ni41] = E[Xn(s)ml] < giv1(Dir1) — giva (@),
(2.24)
ahol §;11 = argmax g;+1(y) és ¥;+1 = argming;+1(y) és a minimum és a
maximum olyan y értékekre vonatkozik, amelyek az y;-re valé megszorita-
sabol adddik legfeljebb az ¢ idépontig. (Ilyen §;+1 és ;41 létezik, mivel
a populdcié fejlédésének csak véges sok dllapota lehetséges az (i + 1)-edik
lépésig.) Most az

E[Xn(8)miv1 = Jiv1] — E[Xn(8)[niv1 = Fiva]
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Osszefliiggéshez keresiink korlatokat 0 < i < n esetén.
Bevezetjiik a

57 (5) == E[Xi(8)lmir1 = fir1] — E [Xu(3) i1 = Gi]

jelolést, ahol i +1 <1 < n.

Annak érdekében, hogy bebizonyitsuk a (2.23) egyenl6tlenséget, meg
kell mutatnunk, hogy 555)(3) < As fenn all.

Megmutatjuk, hogy 61(2')(5) < Asi+1 <1 <n esetén. Elbszor vegyilk
azt az esetet, amikor [ < Cy45%, ahol C14 > 1 konstans. Az evoliciéban
egy lépés soran Osszes t-vel novekedhet az Osszes pontérték Osszege, ezért

sél(i)(s) < tl. Igy azt kaptuk, hogy

<

. 2
5 i tC;‘lS — Cuyts = As.

s
Amennyiben n = i 4+ 1, ekkor az egyetlen lehetséges értéke [-nek az

l=n =1+ 1. Ebben az esetben

8% (s) = E[Xit1(8)|misr = fir1] — E [Xip1 (8)|mip1 = Finr] -

Azonban, ekkor ;11 és ¥;+1 megegyeznek, kivéve az utols6 lépésben, amikor
kiilonbozhetnek. A feltételek miatt egy lépésben maximum ¢-vel nGhet az s
pontértékili egyedek szama, igy azt kapjuk, hogy

50

ip1(s) <t < As.

Most vegyiik azt az esetet, amikor ¢ <l <n—1ésl > C452%. Tekintve a
(2.14) feltételes varhato6 értéket n; = y; feltételre vonatkozdéan adédik, hogy

E [Xip1(w)|n = yi] = E[Xy(u)|ni = vi] (1 — q(w)) + E[Galm = ] (1 — ).
(2.25)
Alkalmazva a (2.7) egyenletet kapjuk, hogy

i i u 1 u?
61(_31(71) = (5l()(u) (1 —ag _bf +0 <l2>> +

+ (1= @) E[&lm = g1 —E[&]n = vi]) <
<Au<1—a“—b1+o<“2>>+o(1><Au (2.26)
= 17 E ) =0 =
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amennyiben A elég nagy. Ebbdl adddik, hogy 59(3) < Asigaz s = u
esetén. Most vegytk a (2.15) feltételes varhatd értéket n; = y; feltételre
vonatkozban, azaz

E[Xip1(s)lmi = wi] = E[Xu(s)[ni = wi] (1 — au(s))+
+E[Xi(s = Dl = vl af (s = 1)+
t .
+ D E[Xi(s — )l = il (s =) + Ola) (2:27)
j=2
s > u+ 1 esetén. A (2.10), (2.11), (2.25) és (2.27) Osszefiiggések maguk

utan vonjak, hogy

5\, (s) <6 (s)(1 = qu(s)) + (s — VgV (s — 1)
1 d (i) ) s—7 2 . (2.28)
+O(l>+j226l (s—y)O(( l )) 1>i+1.

A tovabbiakban [ szerinti teljes indukciéval haladunk tovabb. Legyen
s > u+ 1. Kordbban léttuk, hogy ha I kicsi, akkor 6\ (s) < As teljesiil.

Tegytik fel, hogy 6l(i)(s) < As néhany [ esetén. Alkalmazva a (2.9)-(2.12)
egyenleteket, a (2.28) képletbdl adédik, hogy

5121 (s) < As(1— qu(s)) + A(s — 1)gf (s — 1) + O (}) +

+zt:A(s—j)O ((S;jy) _

2
1
:As—As<a’ls+Il)+O<‘;>>+A(s—1)<a(8l )+(l)+

3 2
< As — A2s% + A% + A%Cw +0 G) + AtsO (;) < As

ha [ > Ci48%, ahol Chy és A elég nagyok. Igy 5;1)(5) < As teljesiil és ebbdl
adéddan (2.23)-t is megkaptuk.



68 2. FEJEZET. A POPULACIOS MODELL

Mivel Y;, = X, (s), Yo = E[X,,(s)] és (2.23) szerint, |Yi41 —Y;| < As, igy
az Azuma-Hoeflding egyenl6tlenségbdl (1d. [1], [28], 2.3. Tétel) az kovetke-
zik, hogy

P{|Xn(s) — E [Xo(s)] | > sv/nlogn} = P{|Vy — Y| > sy/nlogn} <
s’nlog®n

o A2 5 } ( logn)—logn/2A2 :2n—logn/2A2‘ (2'29)
S

< 2exp{-—

a—4¢
Legyen § > 0, és s < niet2. A 2.1. Tétel szerint

P{[Xn(s) = E[Xn(s)] | = @(n)E [Xn(s)]

Eszrevehetd, hogy a

go(n)Ls_l_% (n—i— O( S >) > sy/nlogn (2.30)

egyenlGtlenség ekvivalens a
o(n)L (5_2_%71 + O(l)) > y/nlogn

a—9¢
egyenl6tlenséggel. Most amennyiben s = nie+2 | akkor

o(n)L (8_2_%114-0(1)) o(n )L( 5 (=2 al)n+o(1)> _
= (n)L (”“;l‘ero ) (n2+2a+0( )) > Vilogn,

ahol az utolsé egyenlétlenség igaz, ha n nagy és ¢(n) egy blzonyos fliggvény,

amelyre ¢(n) = o(1) 1gaz Tehat (2.30) érvényes s = = piae esetén, ebbol

adédik, hogy s < n4a+2 esetén is érvényes. Igy a fenti szdmoldsok azt

mutatjak, hogy s < n4a+2 esetén

P{IXn(s) = E[Xn(s)]| = o(n)E [Xn(s)]} <
<P{|Xn(s) —E[X,(s)]| > sv/nlogn}. (2.31)

Tehéat a (2.29) és a Borel-Cantelli-lemma (2.4. Tétel) szerint adédik, hogy
1 valésziniiséggel csak véges sok n létezik tigy, hogy | X, (s) — E[X,(s)]| >

©(n)E [X,(s)] barmely s < A2 esetén. O
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2.4. A 2.1. Kovetkezmény bizonyitasa
A (2.29) egyenlétlenségbél kovetkezik, hogy 1 valdszintiséggel az

| Xa(s) — E[Xa(s)] | = svlogn
egyenlGtlenség csak véges sok n esetén teljesiil. Ebbol adodik, hogy

Xals)  E[Xa(s)

n n

—0

1 valoszintiséggel. A 2.1. Tétel alapjan tudjuk, hogy

E [Xn(s)]

- = ¢(s) <1—|—:L® (Ks2+rll>> —c(s) ,ha n — oo

Ebbdl kovetkezik, hogy

1 valészintiséggel, és

c(s) ~ s e ,ha s— o0.

2.5. Az eredmények alkalmazasa

Végezetiil a populacidos modell eredményeit alkalmazzuk az M-klikkek si-
lyaira az N-pontos véletlen graf modellben (1d. [25], [26], [27]), majd pedig
az 1. fejezetben ismertetett csillagos modell esetén az N-csillagok sulyai-
ra, ezzel masodik bizonyitast adva az 1.2. Tétel allitasara. Megjegyezziik,
hogy a tovabbiakban M-klikknek neveziink minden olyan részgrafot, ami
M csicsu teljes graf.

Legyen N > 3 éslegyen 0 < p < 1,0 <r <1és0 < q <1 rogzitett
szamok (az N-pontos modell paraméterei). A véletlen graf fejlédése az
n = 0 id6ponttal kezdodik egy N-klikkel. A fejlédés soran barmely N-
klikknek és annak barmely M-részklikkjének (0 < M < N) a kezdeti silya
1. (A nem létezé klikkek sulyat O-nak tekintjik.) Minden lépésben N
cstcs 1ép kolesonhatasba egymassal. Jelen esetben a kélesonhatas azt jelenti,
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hogy behtizunk minden nemlétez6 élt a cstcsok kozott, igy alkotva egy N-
klikket. Ugyanakkor az N-klikk silyat és annak minden részklikkjének a
sulyat megndoveljik 1-gyel.

A modell fejlédésének pontos lépései a kivetkezék. Minden 1épésben
két lehetdség kozill az egyik kovetkezik be, ezeket Us LEPES-nek és REGI
LEpEs-nek nevezzitk. Az Us LEPES p val6szinfiséggel kovetkezhet be. Eb-
ben az esetben egy 1j csucs sziiletik és 1ép kapcsolatba N — 1 régi csticcsal
Ugy, hogy egy N-klikket alkotnak. A REGI LEPES (1 — p) valdsziniiséggel
kovetkezhet be. Ekkor nem adunk a grafhoz Gj csicsot, hanem N régi csics
lép kapcsolatba egymassal, itt is IN-klikket alkotva.

Ezen feliil az Us LEPES-nek és a REcI LEPES-nek tovabbi két-két lehet-
séges modon érhet véget.

Us LEPES, A ESET: Az A ESET valészintisége r. Ekkor vélasztunk
egy (IV — 1)-klikket stlyaranyosan, azaz a preferential attachment szabélyt
alkalmazva. Ebben az esetben, a preferential attachment azt jelenti, hogy
annak a valészintisége, hogy a ¢ (N — 1)-klikket vdlasztom, aminek w, a
sulya, we/ > wg, ahol Y, wy, az ésszsilya az (N — 1)-klikkeknek.

Uy LEpPES, B ESET: A B ESET valészintisége (1 — 7). Ekkor N — 1 régi
csucsot valasztunk egyenletesen. Az egyenletes valasztas azt jelenti, hogy az
Osszes csucsot egyenlo eséllyel valaszthatom ki. Ekkor a kivélasztott N — 1
régi csucs és az 1j csucs lépnek kolcsonhatasba, azaz egy N-klikket alkotnak.

REGI LEPES, A ESET: Az A ESET valdszintisége q. Ekkor vilasztunk egy
régi N-klikket sulyaranyosan, azaz a preferential attachment szabaly szerint,
ami azt jelenti, hogy annak a valdszinlisége, hogy a ¢ N-klikket valasztom,
aminek w,. a silya, w./ > wg, ahol Y, wy, az Osszstlya az N-klikkeknek. A
kivalasztott IN-klikkben szerepld cstucsok 1épnek kolcsonhatasba.

REa1 LEpES, B ESET: A B ESET valésziniisége (1 — ¢q). Ekkor N régi
cstcsot valasztunk egyenletesen, azaz minden csicsot egyenld eséllyel va-
lasztunk ki. A kivalasztott csticsok fognak kolcsénhatasba 1épni egymassal.

Megjegyezziik, hogy a modellben csak azokat a teljes grafokat tekintjiik
klikkeknek, amelyek N csics kolcsonhatasabol jottek létre az elébb leirt
fejlédés soran. Ezért egy 1épésben legfeljebb egy N-klikk johet létre.

Tovabba a lépések soran a kolcsonhatason azt értjilk, hogy behtzunk
minden eddig nem létez6 élt a csicsok kozott és 1-gyel noveljiik az N-klikk
és annak minden részklikkjének a sulyat, azaz a graf egy elemének a silya
megmutatja, hogy hanyszor szerepelt kdlcsénhatasban.

A dolgozat kés6bbi részében egy altaldnosabb modellt fogunk vizsgalni,
aminek az N-pontos modell specidlis esete. A jelenlegi modell fejlédésének
megértése érdekében a kovetkezo fejezet 3.1.-3.3. dbrai adhatnak szemléletes
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segitséget.

A kovetkez6 tétel szerint az M-klikkek (2 < M < N) aszimptotikus
sulyeloszlasa skalafiiggetlen. Ez az eredmény 6sszhangban van a [35] doktori
értekezés idevagd tételével, amelyre mi egy révidebb bizonyitdst adunk. A
[20] cikkben az M = 2, N = 3 és M = N, ha N > 2 specidlis esetek
megtalalhatéak.

2.5. Tétel. Legyen N > 3 és M rogzitett ugy, hogy 2 < M < N és jelolje
Xyr(n,w) aw silyd M-klikkek szamat n lépés utdn. Ha p > 0 és vagy r > 0
vagy (1 —p)g > 0, akkor

X
M (n, w) 5 M (2.32)
n
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol xpr ., w=1,2,... szdmok olyanok,
hogy
1
T ~ Er <1 + > w-(1+%) (2.33)
a a
amennyiben w — oo, ahol
= _ 1— 2.34
a=pr—y—+(1-p)g (2.34)

u:p(ﬁji) a1 -7) (NA; 1) FA-p)(1-q) (Z) (2.35)

Bizonyitas. Jeldlje V,, a csticsok szaméat n 1épés utan. Alkalmazva Mar-
cinkiewicz nagy szamok erds torvényét (1.4. Tétel) kapjuk, hogy

Vo =pn+o (n1/2+5) (2.36)

majdnem biztosan minden € > 0 esetén. Viladgos, hogy egy 1épésben egy M-
klikk sulya 1-gyel vagy 0-val névekedhet. Ezért a (2.1) feltétel teljestil, ha
u = 1. Jelolje W,,(¢) az i M-klikk sulyat az n-edik lépésben (2 < M < N).
Ekkor w > 1 esetén az adddik, hogy

Vo—M
A (V")
w (Vn—M)
+(1=p)g— + (1 -p)(1 — - 3 =
" ()

= (prN]_VM + (1 —p)q):;)%-o (rﬁ”) :a%+0 <1> (2.37)
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a (2.36) Osszefiiggés és a M > 2 feltétel miatt. Igy a (2.2) feltétel teljesiil,
ahol a a (2.34) képletben van definidlva és b =0
Most legyen &, az 0j M-klikkek szama az n-edik 1épésben. Ekkor

E[§n+1|fn]:p’l“<]]\\4[:11> +p(1—7“) ((]\]\; 1>_|-

) (NWl()N;Zj"(anlMM)> +(1—-p)(1—q) ( J\]\;) - %)>’

ahol E, jeloli az n-edik 1épésben az M-klikkek szamat. Ezek utan, alkal-
mazva F, < ncés M > 2,

E[601|F] = ji+ O (anl) — 140 (;) , (2.38)

ahol p a (2.35) képletben megtalalhaté. Tehét a (2.7) feltétel teljesiil, igy a
2.1. Kovetkezmény maga utan vonja az eredményeket. O

A [35] doktori értekezés 1.23. Tételébél specidlis esetként kovetkezik,
hogy

En — U, (2.39)
n

igy a (2.32) és (2.39) hanyadosabdl adédik a [35] doktori értekezés 2.4.
Tételének allitasa.

Ezek utan az 1. fejezetben ismertetett csillagos modell esetén is iga-
zolunk hasonlé allitdst az N-csillagok sulyaira. Ez az &llitds az 1.2. Tétel
bizonyitasaban megtalalhaté részeredményekkel megegyezik, ahol mas méd-
szerrel igazoltuk. A populacids modell ezen alkalmazasa nem talalhaté meg
a fejezet alapjdul szolgalé [21] cikkben, hanem Backhausz Agnes javaslatéra
keriilt be az értekezésbe.

2.6. Tétel. Legyen N > 3 és jelolje S(n,w) a w sulyi N-csillagok szamdt
n lépés utdn. Tovdbbd legyen 0 < p <1 és 0 < q. Ekkor
S (n,w)

n

— Ky (2.40)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol ky, w = 1,2,... szdmok olyanok,
hogy
1
ky ~ 2T (1 + ) w(1+3) (2.41)
a a
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amennyiben w — oo, ahol
a=(1-p)g, (2.42)

p=p+(1-p)(1-q). (2.43)

Bizonyitas. Jeldlje V,, a cstcsok szamat n 1épés utan. Alkalmazva Mar-
cinkiewicz nagy szamok erés torvényét (1.4. Tétel) kapjuk, hogy

Vo=pn+o (nl/%f) (2.44)

majdnem biztosan minden € > 0 esetén. Vilagos, hogy egy 1épésben egy
N-csillag stlya 1-gyel vagy 0-val novekedhet. Ezért a (2.1) feltétel teljesil,
ha u = 1. Jelolje W, (i) az i N-csillag sulyat az n-edik 1épésben. Ekkor
w > 1 esetén az adddik, hogy

P{Wni1(i) = w + 1| Wa(i) = w} = (1 = plg_+ (1 —p)(1 - q)w =

= (1-p)g=+0 (n&) —a=+0 (;) (2.45)

a (2.44) Gsszefiiggés és az N > 2 feltétel miatt. Igy a (2.2) feltétel teljesiil,
ahol a a (2.42) képletben van definidlva és b = 0.
Most legyen &, az 1j N-csillagok szdma az n-edik 1épésben. Ekkor

Eént1|Fn]l=p+ (1 -p)(1—q) (1—%>7
(%)

ahol 5, jeloli az n-edik 1épésben a pozitiv stlyt N-csillagok szamat. Ezek
utan, alkalmazva S, < n egyenl6tlenséget,

1 1
E &1 Fn]l =1+ 0 (nN—1> =pn+0 <n> ) (2.46)
ahol p a (2.43) képletben megtaldlhaté. Tehdt a (2.7) feltétel teljestil, igy a
2.1. Kovetkezmény maga utan vonja az eredményeket. O

Végezetiil érdemes itt is megjegyezni, hogy az 1.2. Tétel bizonyitasa

soran belattuk, hogy

Sn (2.47)
n

igy a (2.40) és (2.47) hanyadosabdl addédik az 1.2. Tétel allitdsa.
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3. fejezet

Az érdekes
nemskalafiiggetlen eloszlas

Ebben a fejezetben egy olyan modellt ismertetiink, amelynek fejlédésében
szintén szerepet jatszik a preferential attachment szabaly, mégis el6fordul-
hat az az eset, hogy a kapott hélézat nem lesz skalafiiggetlen. A fejezet
alapja a [23] cikk. A modell pontos lefrasa megtalalhaté a [35] doktori ér-
tekezésben is, ami a halézat tulajdonsdgainak a matematikai bizonyitasait
is tartalmazza.

3.1. A modell definicigja és ismert tulajdonsagai

Hasonlbéan, mint korabban a modellel egy kozosségben él6 emberek egytitt-
miikodését irjuk le. Tegyiik fel, hogy minden lépésben N ember dolgozik
egyutt. Ez azt jelenti, hogy mindenki kapcsolatban all mindenkivel az N-
tagi csapatbo6l. Minden egyes egytittmiikodés noveli a csapat erejét (silyat),
ami tovabb néveli annak az esélyét, hogy a csapat djra egyiitt dolgozzon.
Ennek ellenére lehetséges, hogy 1j csapatok jonnek létre. Tovabba, 1j em-
berek is csatlakozhatnak a kozosséghez. Ha k 1j tag érkezik a kozosségbe
6k (N — k) régi emberrel fognak egyiittmiikodni.

A fenti kozosségi fejlédést leird véletlen graf pontos fejlédésének a folya-
mat a kévetkezd: Legyen N > 2 rogzitett egész szam. Egy M cstcsu teljes
grafot M-klikknek neveziink gy, mint a korabbi modellek esetén. A mo-
dellben csak azokat a teljes grafokat tekintjuk klikknek, amelyek a fejlodés
soran egyuttmiikodés utjan jottek létre. A fejlodés a 0 idépontban kezd6dik
és a kezdeti graf egy N-klikk, aminek és annak minden részklikkjének a si-
lya 1. Minden 1épésben N csiics 1ép kapcsolatba egymaéssal. Ez azt jelenti,

75
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hogy behtizunk minden nem létez6 élt a cstucsok kozott, hogy N-klikket kap-
junk és megnoveljiik a klikk, illetve annak minden részklikkjének a stlyat
1-gyel. A nem létez§ klikkek stlyat O-nak tekintjiik.

3.1. abra. A kezdeti graf és egy lehetséges elsé 1épés

Minden 1épésben, pi (1 < k < N —1) valdszintliséggel, k 4j cstcs sziiletik
és 1épnek kapcsolatba (N — k) régi csucesal, vagy po valésziniiséggel, nem
keletkezik 1j csiics, és N régi cstics 1ép kapcsolatba egymaéssal. Azaz, minden
lépésben egy N-klikk jon létre (vagy egy létezének a sulyat noveljiik).

Amikor k cstics sziiletik két lehetdségiink van kivdlasztani az (N — k)
régi cstucsot. Egyrészt, ri valésinliséggel, valaszthatunk egy régi (N — k)-
klikket sulyardnyosan. Ez azt jelenti, hogy annak a valdszinlisége, hogy
kivalasztunk egy w stlyd (N — k)-klikket, w/ >~; w;, ahol >, w; az 6sszsulya
az (N — k)-klikkeknek. Ez a preferential attachment szabdly. Masrészt,
(1—r) valészintliséggel, egyenletesen valasztunk (N —k) régi cstcsot. Ez azt
jelenti, hogy minden csics kivilasztasdnak a valdszintisége egyenld. Uténa
a k 1j cstcs és az (N — k) régi csics 1épnek kolesonhatasba egymassal.

Viszont, abban az esetben amikor nem adunk a grafhoz 0j csicsot, akkor
is van két lehet6ségiink. Egyrészt, rg valdszintiséggel, valaszthatunk egy N-
klikket stlyardnyosan és megnédveljiik a silyat és minden részklikkjének a
sulyat. Masrészt, egyenletesen valaszthatunk N régi csicsot és 6k alkotnak
N-klikket.

A megértés megkonnyitése érdekében abriakon mutatjuk be az N = 3
esetet. A 3.1. abra a kiindulasi grafot és egy lehetséges els6 1épést mutat.
A 3.2.-3.4. dbrakon az 6sszes lehetséges 1épést mutatjuk be. Az abrak bal
oldalan a preferential attachment szabalyt alkalmaztuk, mig a jobb oldalon
az egyenletes valasztds talalhatd. Az aktudlis 1épésben részt vevd csicsok
és élek feketék, a tobbi elem pedig sziirke. A csiicsok cimkéje a stulyokat a
jeloli és az élek vastagsiga pedig az élek sulyat jelképezi. A haromszogek
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2oL

3.2. dbra. A két lehet&ség 3 csticsot valasztani, amikor nem adunk 1j csticsot

a modellhez
@
(2]
@ @

3.3. dbra. A két lehetGség 2 csticsot valasztani, amikor 1 1j cstcs sziiletik

@—0

3.4. dbra. A két lehet6ség 1 csticsot valasztani, amikor 2 1j cstcs sziiletik

sdlyait nem tiintetjik fel az atlathatésag miatt, de az is konnyen kévethetd.
Ezen feliil, érdemes megjegyezni, hogy a pg > 0, p1 > 0 és py = p3 =
...pn_1 = 0 specialis esete ennek a modellnek, ami nem mas, mint az N-



78 3. FEJEZET. AZ ERDEKES NEMSKALAFUGGETLEN ELOSZLAS

pontos modell, amit a el6z6 fejezetben ismertettiink. Az N-pontos modell
esetén lépésenként legfeljebb 1 0j cstics sziilethet, azaz a 3.1.-3.3. dbrak (a
3.4. abra nélkiil) az N = 3 esetet mutatjék be.

A pp (0 <k < N —1) valészintiségek gy, hogy Sn'pp = 1 és 7y,
(0 < k < N — 1) rogzitett nemnegativ szdmok. Néhany egyszerii feltétel
mellett a [26] és [20] cikkekben megtaldlhaté a csicsok fokszdmanak és az
N-klikkek skélafiiggetlenségére vonatkozo bizonyitasok az N-pontos modell
esetén. A [26] és [20] cikkek alapjin a kévetkezd sejtést fogalmaztuk meg:
A stlyeloszldsa az M-klikkeknek (1 < M < N) szintén skélafiiggetlen tu-
lajdonsagiak az altalanositott N-pontos modell esetén. Ez a sejtés igaznak
bizonyult, ugyanis a [35] doktori értekezés 1.5. Tétele pontosan ezt tamaszt-
ja ala. Tovabba Fazekas és Porvazsnyik kovetkezé tétele a fokszameloszlas
skalafiiggetlenségét allitja.

Legyenek

N-1

NN kpkrk, és a= kz:O Q. (3.1)

Q. —

3.1. Tétel ([35], 1.7. Tétel). Legyen ag > 0, # vy €és tegyiik fel, hogy
ged{k|ax >0,k =0,...,N -1} = 1. (3.2)

Ekkor minden d > N — 1 esetén a d fokszdmi csiucsok relativ gyakorisdga
aszimptotikusan

cd~(+3). (3.3)

Ennek a tételnek a bizonyitasa, illetve a C egyiitthatd értéke szintén
megtalalhaté a [35] doktori értekezésben.

3.2. Szimulaciés eredmények

A dolgozat ezen részében a fenti 3.1. Tétel és az altalunk megfogalmazott
sejtés szemléltetése érdekében numerikus eredményeket mutatunk be. A
fenti modellt vizsgaltuk N = 5 esetén, kiilonboz6é paraméterekkel n = 107
lépésszammal. Az eloszlasokat log-log skalan abrazoltuk, ami azt jelenti,
hogy skalafliiggetlenség esetén egy egyenest kell latnunk kirajzolédni a pon-
tokbdl.

1. Eset: Az elsd paraméterkiosztds, amit vizsgaltunk a pg = p1 = p2 =
ps=ps=1/5ésrog =11 =ry=r3=ry =1/2 volt. Ezek a paraméterek
teljesitik a (3.2) feltételt. A 3.5.-3.10. dbrakon megtalalhaté az Osszes elosz-
las. A folytonos zold vonal a (3.3) szerint definidlt elméleti egyenes, mig a
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3.5. abra. A csicsok fokszdmeloszlasa, 1. Eset

pontok az empirikus (megfigyelt) eloszlas. Minden esetben az eloszlas képe
kozel egyenes volt, ami alatdmasztja a sejtésiinket. Tovabba a fokszamel-
oszlds esetében a megfigyelt értékek jol illeszkednek az elméleti egyenesre
is.

II. Eset: A maésodik paraméterkiosztds, amit vizsgaltunk a pg = py =
pa=1/3,p1 =p3=0ésrg=1r; =ry =r3 =rgy = 1/2 volt. Ekkor a (3.2)
sziikséges feltétel a fokszamok skdlafliggetlenségéhez nem teljesiil. Ebben
az esetben a kapott fokszameloszlas a 3.11. abran lathaté.

Egyértelmiien lathato, hogy az eloszlasnak van egy skalafiiggetlen része,
ami illeszkedik az elméleti egyenesre, de van egy masik része is, ami miatt
nem skalafiiggetlen az eloszlés.

III. Eset: Az utolsé esetben a régi csiicsok kozotti kdlesonhatas nagyobb
valészinliségli volt, azaz po = 1/2, p1 = p2 = p3 = ps = 1/8 és 1y =
r1=ry =13 =14 = 1/2. A fokszdmeloszlds és a csticsok stlyeloszldsa jol
illeszkedik az elméleti egyeneshez.

A szimulécids eredményeink alatdmasztjak Fazekas és Porvazsnyik té-
telét a fokszameloszlasrol és a sejtésiinket, miszerint ennek a modellnek is
a sulyeloszldsai skélafliggetlenek bizonyos feltételek mellett. Azonban, ha
ezek a feltételek nem teljesiilnek egy skalafiiggetlentdl eltér6 eloszlast ka-
punk eredményiil, annak ellenére, hogy a modell fejlédésében nagy szerepet
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jatszik a preferential attachment szabaly.
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3.6. dbra. A csicsok sulyeloszlasa, 1. Eset
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3.12. abra. A csucsok fokszameloszlasa, II1. Eset (a régi csticsok kolcsonha-
tésa nagyobb valésziniiségii)
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Osszefoglalas

Ebben a doktori értekezésben 1j halozat fejlédési modelleket és azok tu-
lajdonsagait ismertettiik, amelyek hasznosak lehetnek valés halézatok saja-
tossagainak megismeréséhez. Ezeknek a modelleknek a névekedése soran a
preferential attachment szabdaly nagy szerepet jatszik. Ez azt jelenti, hogy
amikor 1j cstucsok csatlakoznak régiekhez, vagy akar a régi csicsok kozott
jon létre 4j kapcsolat, akkor nagyobb valdszintiséggel valasztunk csticsok-
nak olyan részhalmazat, amelyek mar t6bbszor jatszottak szerepet a fejlo-
dés sordn. A dolgozat célja megmutatni, hogy ezek a fejlédési folyamatok,
megfelel6 feltételek mellett, skdlafiiggetlen grafokhoz vezetnek.

A Bevezetésben 6sszefoglaltuk azokat a jelentésebb irodalmi elézménye-
ket, amik a dolgozat elkészitésének alapjaul szolgdltak, illetve a teljesség
igénye nélkiil az érdekl6d6 olvasdk tovabbi eredményeket ismerhetnek meg
a hélézatok fejlodésének vizsgalataval kapcsolatban a felsorolt monografidk
tanulmanyozasaval.

A dolgozat 1. fejezetének alapjiul a [22] és [24] cikkek szolgdltak. Defi-
nidltunk egy csillag alakzatok szerint fejlod6 véletlen graf folyamatot, amit
csillagos modellnek neveztiink el. Ez a modell tetszéleges N egyed kozotti
egyuttmiikodésen és versengésen alapszik. Emberek kozos munkédja soran
altalaban mindig van egy kitiintetett egyed, aki vezeto poziciét tolt be, és
hozza tarsulnak a tobbiek, ezzel N cstucsponttal rendelkezé csillag struktirat
kialakitva. Egy ilyen csillagban megkiilonboztetiink egy kozponti csicsot (a
fénok), és a hozzajuk csatlakozé6 N — 1 darab periféria cstcsokat (a beosz-
tottak). Ezek a strukturdk irdnyitott grafok dgy, hogy egy-egy él indul a
periféria cstcsokbdl a kézponti csicsba. Azaz minden egyedet a di befoka és
dy kifoka jellemzi. Mindenki d; /(N — 1) esetben egytittmiikodés fénokeként
és do esetben pedig aldrendelt szerepben volt jelen a halézatban.

A graf fejlodése soran N cstucs interakciéja azt jelenti, hogy 6k egy N-
csillagot alkotnak. Természetesen egy csiics tobb csillagnak is lehet a része,
akar ugyanazokkal a cstcsokkal és akar kiillonb6z6 szerepekben is, ezért a
fejlédés soran parhuzamos éleket is megengediink. Az 0j egytttmiikodéseket
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1j élek behuizasaval jelezziik. A fejlédés soran 0j egyedek is csatlakozhatnak
a populaciéhoz a régi egyedeken keresztiil. Ezen feliil a halézat fejlédése ér-
dekében silyokat rendeliink a csillagokhoz. A kiindulé és az 6sszes tijonnan
sziiletett N-csillag kezdeti stlya 1, aminek N —1 darab (N — 1)-csillag rész-
grafja van. A részgrafok kezdeti silya is egyenlé eggyel. Minden 1épésben
N egyed 1ép kolcsonhatasba egymaéssal és amikor egy N-csillag aktivalodik,
akkor az & silya és annak minden rész (N — 1)-csillag grafjanak a sulya
eggyel novekszik. A fejlodés soran p valészinliséggel 0j cstics sziiletik és 1ép
kapcsolatba régi csticsokkal, amig (1 — p) valészintiséggel csak régi csiicsok
alkotnak csillag grafot. A régi csiicsok kivalasztasanal alkalmazhatjuk a
preferential attachment szabalyt vagy egyenletesen is valaszthatunk.

Miutdn pontos matematikai definiciét adtunk a modell fejlédésére, ame-
lyet abrdakkal is szemléltettiink, bemutattuk a f6 eredményeket, amelyek a
kovetkezok:

1. Tegyiik fel, hogy a kezdeti paraméterek olyanok, hogy a régi cstucsok
valasztasanak Osszes lehet6sége bekdvetkezhet a fejlodés soran. Ekkor
barmely rogzitett dy és dy esetén, amennyiben vagy di =0 és 1 < dy,
vagy N — 1 < di és dy > 0 teljesiil, akkor a d; befoku és dy kifoku
cstcsok relativ gyakorisaga majdnem biztosan tart a nemnegativ y4, 4,
hatarértékhez.

Tovabba legyen ds rogzitett, ekkor di — oo esetén

Fzen felill legyen d; rogzitett, ekkor do — oo esetén

(1)
Ydyi,dg ™~ B(dl)dQ :
Itt A(da) és B(dy) csak a rogzitett paraméterektél fiiggd konstansok.

2. Tegyiik fel, hogy a kezdeti paraméterek olyanok, hogy a 0 < p < 1
és a régi N-csillagok stlyaranyos valasztasa is lehetséges a fejlédés

soran. Ekkor barmely w = 1,2, ... esetén a w sulytu N-csillagok relativ
gyakorisdga majdnem biztosan tart az s,, pozitiv hatarértékhez. Ezen
feliil,

Sw ™~ Cw_(1+%)

w — oo esetén, ahol C' a megfelel konstans.
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Az elsé allitas a graf ki- és befokainak a skalafiiggetlenségét mutatja,
aminek a bizonyitdsa az 1.2. fejezetben kovetheté végig. Ehhez a mo-
dellnek egy ekvivalens alakjat hasznaltuk. Az ekvivalens alak leirdsa az
1.1.1. fejezetben taldlhaté meg. A modellnek ezen forméjaban a parhuza-
mos élek egyesitve vannak és az iranyitottsdgukat eltoroljik; ellenben az
egyesitett élek sulyt kapnak, ami azt mutatja, hogy hany elemet egyesitet-
tink. A maéasodik pont pedig az N-csillagok stulyanak skéalafiiggetlenségét
allitja, amelynek a bizonyitasa az 1.3. fejezetben van targyalva. A fenti
allitasok igazolasdhoz Doob-Meyer felbontast, és arra vonatkozé allitdsokat
hasznaltunk, illetve egy-egy részéllitas esetén ezeket a modszereket altala-
nosité allitds segitségével mésodik bizonyitast is adunk. Itt a [4], [26], [20]
cikkek modszertanat kévettiik.

Végezetiil az 1.4. fejezetben szimuldcids eredményeket is prezentaltunk,
eredményeink aldtamasztasanak érdekében.

A 2. fejezet a [21] cikk eredményeit dolgozza fel, amelyben a [37] cikkbeli
modellt tovabb altalanositottuk. Egy altalanos populédciés modellt definial-
tunk, amit S modellnek neveztiink el. Ebben a modellben minden egyedet
egy ugynevezett pontértékkel jellemeztiink. A fejlédés soran az egyedek
szama és az egyedek pontértéke is névekedhet.

A populécié kezdeti dllapotdban maximum t egyed van jelen és min-
den egyes tagjanak megfeleltetiink egy pontértéket, ami egy pozitiv egész
szam. Minden tovabbi idépontban legfeljebb ¢ Gj egyed sziilethet, és egy 1]
egyed sziiletésekor nagy valdszinliséggel a pontértéke u, ahol u > 1 egy rog-
zitett egész szam. Tovabbd, minden lépésben barmely a populaciéban jelen
1év6 egyednek a pontértéke névekedhet 1-gyel vagy 0O-val, de alacsony valé-
szintiséggel magasabb valtozds is megengedett. Valamint, egy 1épés soran
létrejott pontérték novekedések Gsszege nem lehet tobb, mint ¢. Ezen feliil
minden 1épésben, a sziiletend6 egyedek szamanak a varhaté értéke aszimp-
totikusan m.

Jelolje X, (s) az s pontértékkel rendelkezd egyedek szamét az n idépont-
ban. Tovabba jeloljon ©O(s) olyan mennyiséget, melyre |O(s)| < s. Ebben a
fejezetben a két {6 allitasunk a kovetkezok voltak:

3. Tegyiik fel, hogy az S modell feltételei teljesiilnek a megfelel§ megszo-
ritasokkal. Ekkor barmely rogzitett s = u,u + 1,u + 2,... esetén

E[Xn(s)] = c(s) (n + 0 (KSZJF%))
barmely n-re, ahol K egy rogzitett véges konstans. Tovabba

c(s) ~ Ds™ '« ha s-— o0,
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ahol D a megfelel6 konstans és a az a nemnegativ konstans, amit a
pontértékek fejlédésének definidlasakor elore rogzitettiink.

4. Tegyiik fel, hogy az S modell feltételei teljesiilnek a megfelelé megszo-
ritasokkal. Ekkor 1étezik egy C konstans 1gy, hogy barmely rogzitett
s esetén a kovetkezbek igazak:

P{|X,(s) —E[Xn(s)]| > sv/nlogn} < 2n~18"/C,

Tovabba legyen § > 0. Ekkor létezik egy ¢(n) = o(1) fiiggvény tgy,
hogy 1 valészinliséggel csak véges sok n létezik, amelyekre |X,,(s) —
E[Xn(s)]| > o(n)E [X,(s)] igaz, barmely s < n(¢=9/(40+2) egetén.

Az els6 allitas az s pontértékil egyedek szaménak varhaté értékét adja
meg, a masodik pedig a pontértékeknek a varhatd értékeik koriili koncent-
racigjat mutatja. A két allitds bizonyitasa a 2.2. és 2.3. fejezetekben
kovetheté végig. Ezekhez teljes indukciét, az Azuma-Hoeffding egyenl6tlen-
séget és a jOl ismert Borel-Cantelli lemmat hasznaltuk. Végezetiil, a fenti
két allitasbol kovetkezik, hogy a pontértékek eloszlasa hatvanyrendii:

5. Tegyiik fel, hogy az S Modell feltételei teljesiilnek a megfeleld meg-
szoritasokkal. Ekkor az s pontértékii egyedek relativ gyakorisaga 1
valészintiséggel c(s)-hez tart.

A 6 tételek bizonyitasa utan az eredményeket az N-pontos modellre al-
kalmaztuk a 2.5. fejezetben, amely hasonléan fejlédik, mint az 1. fejezetben
ismertetett csillagos modell. A kiilénbség a két modell kozott az, hogy a cst-
csok az interakcidk soran teljes N-grafot alkotnak N-csillag helyett. Ezen
eredmények segitségével bebizonyitottuk, hogy az N-pontos modellben tet-
sz6leges méretit M teljes grafok 2 < M < N (azaz klikkek) silyeloszlasa is
skalafiiggetlen:

6. Legyen N > 3 és M rogzitett agy, hogy 2 < M < N. Ha a megfelel6
feltételek teljesiilnek, akkor a w sulyu M-klikkek relativ gyakorisaga
majdnem biztosan tart s .,-hez, ahol

TMaw ~ E/w_(l—"_%)

amennyiben w — oo és F a megfelel$ konstans.

Tovabba a csillagos modellre is alkalmaztuk az eredményeket, ezzel ma-
sodik bizonyitast adva az N-csillagok silyeloszlasara.
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A 3. és egyben utolsé fejezetben pedig az N-pontos modellnek az altalé-
nositasat vizsgaltuk szimulacids eszkozokkel, ahol a [23] cikkben ismertetett
eredményeket mutattuk be. Az &altaldnositott modell esetén lépésenként
nem 0 vagy 1 4j csics sziilethet, hanem tetszoleges 0 < k < N — 1 cstcs
csatlakozhat a grathoz (N — k) darab csicson keresztil. A [35] doktori
értekezésben megtalalhatd a pontos levezetése a fokszamok skalafiiggetlen-
ségének, abban az esetben, ha az egy lépésben sziiletendé csiicsok lehetsé-
ges szamanak legnagyobb kozos osztdja 1. Amennyiben ez a szigora felté-
tel nem teljesiil, akkor a fokszamok eloszlasardl jelenleg nincs matematikai
eredmény. Ezért ennek a jelenségnek a bemutatasahoz, szimulaciés eredmé-
nyeket prezentaltunk. Az dbrakon jél lathatd, hogy ha nem tejesiil a feltétel,
akkor a hatvanyrendi eloszlastdl eltérot kaptunk. Mindezt annak ellenére,
hogy a preferential attachment nagy szerepet jatszik a modell fejlédés soran.
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Summary

In this PhD thesis we have described new network evolution models and
their properties that may be useful for understanding the characteristics of
real networks. The preferential attachment rule is a part of the models’
evolution. Namely, when new nodes connect to old ones, or even new in-
teractions between old nodes are created, we are more likely to choose a
subset of old nodes that have participated in more steps during the evolu-
tion. The aim of this dissertation is to show that these random processes,
under appropriate conditions, lead to scale-free graphs.

We summarized the major historical overview of the currently available
literature in the Introduction, that served as the basis for the preparation of
this thesis. Furthermore, without being exhaustive, interested readers may
find further information and results about random networks whilst studying
the listed monographs.

Chapter 1 of the dissertation was based on [22] and [24]. We have de-
fined a random graph process evolving by star formations, which we call
N-star model. This model is based on arbitrary collaboration and compe-
tition between N individuals. When people work together, there is always a
distinguished individual who is in a leading position and is associated with
the others (IV — 1 other individuals), forming an N-star. In such a star, we
distinguish between a central vertex (the boss) and the associated N — 1
peripheral vertices (the employees). These structures are directed graphs,
where each edge points from the peripheral vertices to the central vertex.
So, each individual is characterized by its d; indegree and dy outdegree.
He/she is the head of any team d; /(N — 1) times, and a non-head member
of any team do times.

During evolution of the graph, the interaction of N vertex means that
they form an N-star. One vertex can be part of more stars, even with the
same vertices or in different roles, so we allow parallel edges. New colla-
borations appear in the graph by addition of new directed edges. During
development, new individuals also can join the population through old ver-
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tices. In addition, we are assigning weights to the stars. The initial and
every newly born N-star has an initial weight of 1 and the initial weights of
the (IV — 1)-star subgraphs are also equal to one. At each step, N individu-
als interact with each other and when an existing N-star is activated again,
then its weight and the weights of its (N — 1)-star subgraphs are increased
by 1. With probability p, a new vertex is added to the graph and inter-
acts with old vertices, while with probability (1 — p), only old vertices form
a star graph. When choosing old vertices, you can apply the preferential
attachment rule or you can choose uniformly.

After we provided an exact mathematical definition of the model evo-
lution, also illustrated through figures, we have presented the main results,
which are:

1. Assume that the initial parameters are such that all possibilities for
choosing old vertices can occur during evolution. Then, for any fixed
dy and ds with either dy =0and 1 < dy or N —1 < dj and ds > 0, the
relative frequency of the vertices with d; indegree and dy outdegree
converges almost surely to fixed nonnegative ygq, 4, numbers.

Let dy be fixed. Then, as d; — oo,

a1

_( M)
Ydydy ~ Ald2)d, :
Let dy be fixed. Then, as do — o0

_ (14_@)
Ydi,do ™~ B(dl)dQ t
Here A(d2) and B(d;) are constants, which only depend on the fixed
parameter.

2. Assume that the initial parameters are such that 0 < p < 1 and cho-
osing an old N-star by preferential attachment step can occur during
the evolution. For all w = 1,2,... the relative frequency of the N-
stars with weight converge almost surely to fixed positive s,, numbers.
Moreover,

_ 1+l)
Sw ~ Cw (147

as w — 0o, where C is an appropriate constant.

The first statement shows the scale-free property for the indegree and
the outdegree of the graph. This was proven in Section 1.2 by using an
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equivalent form of the model. The equivalent form is described in Section
1.1.1. In this form of the model, the parallel edges are merged and their
direction is abolished, furthermore the merged edges labeled by weights,
which shows how many elements we have merged. The second point states
the scale-free property for the weights of the N-stars. The proof can be
found in Section 1.3. To prove the above statements, we used Doob-Meyer
decomposition and its further phenomenons. For some part of the proofs
we provide a second proof using a generalization of this method. We used
the methodology of [4], [26], [20].

Finally, we also presented simulation results in Section 1.4 to support
our theorems.

Chapter 2 contains the results of [21], in which we further generalized
the model in [37]. We defined a general population evolution model, called
the Model S. In this model, each individual is characterized by a so-called
score. During the evolution, the number of individuals and the score of the
individuals may also increase.

In the initial state of the population, at most ¢ individuals are present
and we assign a score to each member, which is a positive number. At
every step, up to ¢t new individuals may born, and at birth the score of
any individual is w with high probability, where v > 1 is a fixed integer. In
addition, at each step the score of any member of the population is increased
by 1 or 0. Higher increase is of low probability, but the sum of the score
increases generated in one step may not exceed t. Moreover, at each step,
the expected number of newly born individuals are asymptotically equal to
m.

Let X, (s) denote the number of individuals having score s at time n
and let O(s) denote a quantity with |©(s)| < s. In this Chapter, our two
main statements were the followings:

3. Suppose that the conditions of Model S are satisfied with appropriate
restrictions. Then for any fixed s = u,u+ 1,u+ 2,... we have

E [ X, (s)] = c(s) (n + 0 (KSZJF%))
for all n, where K is fixed finite constant. Moreover
c(s) ~ Ds™' "« ha s-— o0,

where D is an appropriate constant and a is a nonnegative constant,
which we fixed at the point of defining the evolution of the scores.
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4. Suppose that the conditions of Model S are satisfied with appropriate
restrictions. Then there exists a constant C' such that for any fixed s
the following holds:

P{|Xn(s) — E[Xn(s)]| > sv/nlogn} < 2n~108/C.

Furthermore let § > 0. Then there exists a function p(n) = o(1)
such that with probability 1 we have: there exist only finitely many

values of n such that |X,,(s) — E[X,(s)]| > ¢(n)E[X,(s)] for any
s < pla=8)/(4a+2)

The first statement gives the expected value of the number of the indi-
viduals with score s, and the second shows the concentration of the scores
around their expected value. The proof of the two statements are in Section
2.2 and Section 2.3. For these proofs we used mathematical induction, the
Azuma-Hoeffding inequality and the well-known Borel-Cantelli-lemma.

Finally, it follows from the above two statements that the distribution
of scores is power-law:

5. Suppose that the conditions of Model S are satisfied with appropriate
restrictions. Then relative frequency of the individuals with score s
goes to ¢(s) with probability 1.

After proving the main theorems, the results were applied to the N-
interaction model in Section 2.5, which evolve similarly as the N-star model,
described in Chapter 1. The difference between the two models is that the
vertices during interactions form a complete N graph instead of an IN-star.
Using the above results, we have proved that the weight distribution of
M-complete graphs (i.e. clique) are scale-free in the N-interaction model,
where 2 < M < N:

6. Let N > 3 be fixed and M be fixed with 2 < M < N. Assume that
the appropriate conditions are satisfied, then the relative frequency of
the M-cliques with weight w goes almost surely to x7,.,, where

TMaw ~ Ew_(1+é)
as w — oo and F is the appropriate constant.

Furthermore, we also applied the results to the N-star model, providing
a second proof for the weight distribution of the N- stars.

In Chapter 3, we investigated the generalization of the IN-interaction
model through simulation results. We presented the findings of [23]. In
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case of the generalized model, not only 0 or 1 new vertex can be born at
one step, but also 0 < k£ < N — 1 node can be added to the graph via
(N — k) old vertices. In the [35] PhD thesis you can find the exact proofs
of the scale-free property for degrees, only if the greatest common divisor
of the number of possible nodes to be born in one step is 1. If this strict
condition is not met, there is currently no mathematical proof of the degree
distribution. Therefore, simulation results have been presented to illustrate
this phenomenon. The figures clearly show that if the condition is not met,
we obtain a different distribution instead of power-law, despite the fact that
preferential attachment rule plays a major role in model evolution.
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