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Bevezetés

Elmondhatom, hogy kisgyermek korom 6ta kedvelematematikat, és azon belll is
mindig a szamok vilaga varazsolt el leginkdbb. Maodas koromban jellertizvolt ram,
hogy mindent megszamoltam, majd a# &lére haladtaval egyre t6bb szamoladiveletet
végeztem el fejben. Ennek fényében nem méglepgy mindig is a szamelmélet allt kbzel a

szivemhez, és az sem, hogy a matematika e tefilleédasztottam szakdolgozatom témajét.

A szamelmélet a geometria mellett talan a matdmategisibb aga, ugyanis
oszthatosagi kérdésekkel és diofantikus egyenletekiar az dkori gérog matematikusok is
foglalkoztak. Jbmagam klasszikus kétvaltozos (Anis) diofantoszi egyenletekkeloskor a
kozépiskolai tanulmé&nyaim soran talalkoztam, majédsodjara az egyetemi éveim alatt
hallottam a témardl, természetesen a Szamelméleirzus keretein belll. A tanarszakosok
szamara koteléen ebirt tantargy elvégzése aztan arra inditott, hogivefgyem a
valaszthatban meghirdetett ,Algoritmusok diofantkegyenletek megoldasara” c. targyat,
melynek végighallgatdsa 6sztonzoétt szakdolgozatémajara, nem mellesleg a jelenleqgi
témavezdim volt a szeminarium gazdaja. A kurzus 6tvoztelgelaat és a szamelméletet. A
tantargy tematikaja a kovetké@ppen épul fel: et&ként az algebrai szamelmélet fogalmait
rendszereztilk (algebrai szamtestek, egész baziegikségek), majd a lanctortekkel
foglalkoztunk részletesebben. A kurzus hatréaléeészében egyenletfajtakrol tanultunk,
(ineffektiv, effektiv, konstruktiv modszerek). Aldg soran mindannyiunknak tartani kellett
kiselbadast, melynek felkésziulése soran dontottem uUggy tez adott témabdl szeretnék
szakdolgozatot irni. Az akkor kapott anyag a sz@jamatomhoz kapott segédanyaghoz
hasonl6an angol nydlwolt.

Munkamat a vezétanarom egyik cikkéhez [1] kapcsoltam, melyet N@dAborral
kozosen irtak, méghozza az adott masodfoku szaktésiszes hatvany egész bazissal és
diéder Galois-csoporttal rendelkez kevert szignatlraju negyedfokd ouitésének
kiszamitasarol. A hatvany egész bazisok keresékmtid szamtestekben — mondhatni —

klasszikus problémaja a modern szamelméletnek, ehebzerte a vilagon kutatnak



napjainkban. Tudni kell, hogy — természetesen —-€mimagasabb fokl egy szamtest, annal
nehezebb megkeresni a hatvany egész bazisait,nhsszest fokszamanak névekedésével
joval magasabb foku egyenleteket kell megoldan#ik én figyelmem éppen ezért a meég
viszonylag kénnyebben kezelbategyedfoklu szamtestekre iranyult, melynek teljessas,
teliesen komplex, illetve félig valds, félig kompléa tovabbiakban: kevert szignaturaja)
esetei kozul az utdbbit valasztottam ki. A felsbridpusu testek kdzil mindnek vannak
specidlis tulajdonsagaik, a kevert szignaturajlyadfpki szamtestek példaul nem bomlanak
fel masodfoku testek szorzatara, viszont a bennégotdand6é harmadfokd Thue-egyenlet
mindig el$- és masodfoku tényék szorzatara esik szét, valamint érdekesség, hogyen
negyedfoku testek diszkriminansa mindig negativ.

Gaal Istvan és Nyul Gabor 2001-ben megjelent ciKidea téma elméleti hatterét
szolgéltatta szamomra, valamint mddszert adottléabefelvazolt probléma megoldasara,
mig a cikk mellékletében néhany példan illusztkalgz eljarast. En tovabbi masodfoku
testekre szamoltam ki a hatvany egész bazisok gtemait.

Szakdolgozatom elsrészében 6sszefoglalom az algebrai szamelmélédajlesolddo
legfontosabb fogalmait, melyekkel az Olvasé tal@mntalalkozott egyetemi tanulmanyai
soran, de azok megemésztése utan a dolgozat tovése érthéwvé valik szamara. A
masodik szakaszban elmondom, hogy hogyan is égul fenddszer, amely a kivant
negyedfokl szamtesteket, illetve azok hatvany efégisainak generatorait szolgéltatja. A
szakdolgozat & részében pedig ismertetem az altalam elvégzethitzsokat, melyeket a
szamitasi hibak minimalizalasad(s teljes kikliszobolése) érdekében igyekeztem atdeh
leginkdbb automatizalni — ehhez a Maple ihewatematikai programcsomagot hivtam
segitségul. A rin végén ismertetem a legfontosabb Maple-parancsokatyek nagyban

megkonnyitették a munkamat.



1. Az algebrai szamelmélet ide vonatkozo6 fogalmai

Definicio: Az a OC szamot algebrabak nevezzilkQ felett, haf (X)DQ[X] nem azonosan

nulla polinom, hogyf (a) =0.

Definicio: Az aOC algebrai szam definialédpolinoma olyan racionalis egyittthatos, 1

féegyutthatds, minimalis fokszamu irreducibilis polin, melyneka gyoke.

Definicio: Ha L a K test részteste, akkor K-t az L testitesének mondjuk.

Definicig: Legyen K az L testdvitése. Ha K minden eleme algebrai L felett, akkeraz L
test algebrai dvité€nek nevezzik.

Definicio: Legyen K egy test, L K részteste é4 [1 K adott halmaz. K 6sszes olyan
résztestének metszetét, amely tartalmazza M-et-&s jeloljuk L(M)-mel. Ekkor M-et az
L(M) test L feletti generétorrendszsrek nevezzik.

Definicio: Ha K-nak van olyaraalgebrai eleme az L test felett, melyke= L(a), akkor K-t

az L test eqyszéralgebrai Bvité€nek nevezzik.

Definicio: A racionalis szamtest egys#ealgebrai Bvitéseit C -ben, algebrai szamtesnek

nevezzik.

Definici6: Az {Lw,,...,w,} szamn-es K test egész baziamennyiben
» bézisa K-nak, azazly[JK esetén
YV, YWt Y, (v 0Q);
* minden K-beli egésy-ra

V=2 +Z,0,+...+ZW, (z 0Q).

Az {1,0( o o “‘1} alaku egész bazist hatvany egész akisievezzik.



Definici6: Ha K =Q(a), akkor a definial6é dpolinom a?,...,a™ gyokeit a abszolit
konjugaljainak nevezzik. H8 DK olyan algebrai szam, melyre
B=VYo+ya+..+y, a"" (YyOQ),

akkor 3 K-ra vonatkozo relativ konjugédi:

(i)

gl =VO+V10((j)+~--+Vm1(0(n_1) (i=1....n).

Definicio: Legyen{l,a o ”‘1} egeész bazisa K-nak. Ekkor a K szamtest diszkringaa

(1) 1)|?
1 w’ ... W
1 2 w?

D =, 2 o O,
1 o oW

Az a algebrai szam diszkrimindriddasonloképpen szamithatjuk ki:

2
n-1
1 a® .. (0((1))
n-1
1 a® .. (a(z’) , Y:
D, = — (0(") —0("’)
: ) I<i<jsn
n-1
1 a™ .. (0((“))

Meqgjegyzés:D, értéke fuggetlen az egész bazis valasztasatol.

Definici6: Egy o algebrai szam indexé(a) = (O; :Z[a]+), ahol O, a K test egészeinek a

gyirije.
Megjegyzés:Egy a algebrai szam indexe a kdvetkkeppen szamithato ki:

(o) =ﬁn‘a“) —0(“)‘.

1<)



2. Eljaras (modszer)

A probléma alapja tehat egy adott M val6s masadfekamtest. Létezik egy gyors
algoritmus, amely éhllita az 0sszes olyan K negyedfokl szamtestetly nkevert
szignataraju (félig valos, félig komplex), M-et eésstként tartalmazza é€s van hatvany egész

bazisa. Az eljaras &lllitja tovabba a hatvany egész bazisok generétérban.

Az algebrai szamelmélet — mondhatni — klasszikoblpmaja eldénteni egy n-edfoku
N szamtestil, hogy abban létezik-e hatvany egész bazis, égdrg akkor hogyan adhatok
meg a hatvany egész bazisok lehetséges generdfimablyan szamtestet egyébként,
amelyben létezik hatvany egész bazis, monogénnedznik. A sokféle szamtest kozil tehat
én dr. Gaal Istvan és Nyul Gabor cikkére [1] épitmokat valasztottam ki, melyek

negyedfokuak, és a Galois-csoportjuk diédercsoport.

1. Lemma: Legyen K egy diéder Galois-csoporttal rendetkeegyedfoki szamtest, mely

résztestként tartalmazza az M masodfoklu szamtésdelK-nak létezik hatvany egész bazisa,

akkor D, +4D;, négyzetszam, ah@®, a K test, migD,, az M test diszkriminansa.

Megjegyzes: A diéder Galois-csoporttal rendelkezkevert szignatiraju negyedfoku

szamtestek diszkriminansa negativ, mig a tartalthaz@sodfokd szamtest valos.

2. Lemma: Legyen K egy kevert szignaturgju, diéder Galomposttal rendelkez

negyedfokd szamtest, mely résztestként tartalmazzl masodfoklu szamtestet. Ha K-nak

van hatvany egész bazisa, akkof | < 4D}, .

Megjegyzés: A lemma miatt csupan véges sok olyan kevert snigapi, diéder Galois-
csoporttal rendelkéznegyedfokd szamtest van, mely tartalmaz egy agdtts masodfoku

szamtestet €s van hatvany egész bazisa.



Eppen ezért, egy adott M valés masodfok( szangestieg tudjuk keresni az 6sszes
az ebbbi feltételeknek megfelél K negyedfokl szamtestet, melyre teljesil, hogy

|DK|s4Dfﬂ, majd azok kozul kell kivalasztani azokat, melyekdelkeznek hatvany egész

bazissal (ebben az éllemma lesz segitségiinkre).

Hatvany egész bazisok neqyedfokl szamtestekben

Tobb hatékony maédszer is létezik egy adott negyedK szamtest 6sszes hatvany

egeész bazisanakdadllitasara. llyen tobbek k6zott a [2], [3] cikkekbialalhato eljaras is.

Tegyuk fel, hogy K general6 elen@ felett &, vagyis K =Q(&). Ekkor legyen
f(t) =t*+at’+a,tt+ at+ g a & egész egyltthatds definialé polinomja. Legyen Ibtnéa
n= I(E)=(Z; :Z[E]+) a ¢ algebrai elem indexe. Ekkor minden K-beli egész elemet a

kovetkedképpen irhatunk fel:

AT A
£z

ahol a, x, y, z egész egyutthatok, ndglZ a kdzds oszto, amely altaldban nagyon kicsi

(1)

szam. Tudni kell még, hogy| .

3. Lemma: Az eldbbi feltételeknek megfelé] illetve az ebbbi alakban felirta hatvany
egeész bazist general K-ban akkor és csak akkaaz ledabbi harmadfokd egyenletnek létezik
egy (u,v)0Z* megoldasa:

6
(2) Fluv)=v-adw(ag 43 LFV+( 4a & ca ian)a3:viF.
A (2) egyenlet(u,v) parjat az (1) egyenletbel{x,y,z)-vel helyettesitve a kovetkéz
kvadratikus formak adédnak:

2

®  Q(xyg=x-axaj+(d- 29 xx( & ap ¥{- ,an ‘e Ja=;
QZ(X,y,Z):yZ—XZ—qu-I- q%: \



Egy korabbi megjegyzés szerint, azaz hcnij, a (2) egyenlet jobboldala egész

szam. Emiatt, ha af(u,v) formula reducibilis, akkor (2) felbontasa trivigliegyébként

pedig a (2) egyenlet egy harmadfokd Thue-egyeak. |

A (2) egyenlet minder(u,v) megoldasahoz meg kell konstrualnunk a (3) egyenlet
(x,y,2) megoldasat.
Tekintsuk a kdvetkézegyenletet:
Q(X,Y,Z)=uQ,(X,Y,2)-vQ,(X,Y,Z)=0,
ahol egy nem trivialis megoldast jeI('jIjUnl(xQ,yQ,zQ)-vaI. Tegyuk fel, hogy a
megoldasvektor komponensei koz} # 0 (a tobbi esetben is hasonlokeppen kell eljarnunk),
ekkor léteznek a p,qirQ paraméterek, melyek segitségével x-et, y-t ésifejezhetjik:

(4) X=MXq+p, Y=IY,+q, Z2=1Z,.

Miutan a (3) egyenlet barmelyx,y,z) megoldasa kielégiti aQ,(X,Y,Z)=0

egyenbséget, r(c1p+ czq) =gpP+ ¢ pg ¢o alaka kifejezést kapunk, melynek,,...,c,
konstansai egysziggn kiszamithatéak. Ezutdn a (4) egyenletrendszeoroszuk meg
(c,p+c,q)-val, és hasznaljuk a fenti relaciot, hogy elimjuiélr-et. Tovabba, ezeket az
egyenleteket — hogy egész egyutthatdkat kapjurdkorozzuk meg p és q kdzos nedjgnek

négyzetével, majd osszuk el az egyenleteket agplégnagyobb kdzés osztojaval. Ekkor az

egyenletek kovetkézalakjat kapjuk:

kx=f (p,q)=c,F + G,pa+ G, G .
(5) ky=f,(p.q) = ¢, + ¢, pa+ GG
kz=1,(p,0)=c,F+ c,pat+ G, 4



Cll ClZ Cl3
melynek magja aC=|c, C, Cy| matrix, és aholk>0, ¢,0Zés p,dlZ relativ

C31 C32 C33
et
primek. [3] szerint k-nak osztania kell % hanyadost, amely legtdbbszor egy
o

nagyon kicsi egész, igy természetesen k-ra is maggués lehetséges érték adodik. Minden
szOba johét k-ra az (5) egyenletrendszerbeli eredményeket dilehelyettesiteniink a (3)

egyenletrendszerbe, és igy a kdvetkegyenleteket kapjuk:

(6) F(r.d=Q[f(p.d.5(r.9 5( p.oJ= ko
(7) R(pa=Q[f(p.9 .5(p.q f( p.o]= k-

[3] szerint e két egyenlet egyike biztosan Thueeeipgt az eredeti K test felett. Az
egyenletet megoldva, megkapjuk a p és q paraméterekajd az (5) egyenletrendszer

segitségével a hozzajuk tartopq y, z) megoldast.
igy altalaban, hogy megadjuk egy K test hatvargsedéazisainak dsszes generatorat,

meg kell oldanunk egy harmadfokd, és néhany hozapcdol6dé negyedfokld Thue-

egyenletet.

Megjegyzes: A mi esetiinkben, tehat a diéder Galois-csoportiatielke?d negyedfoki K
szamtest esetén, a (2) egyerFFéu,v) formuldja mindig egy etgokdq, illetve egy masodfoku

polinom szorzatara bomlik, tovabba a felbontasalis.

Foglaljuk 6ssze még egyszer, hogy mi is tértémkakyoritmus végrehajtasa soran!
Elsdként kivalasztunk egy valés masodfokl szamtestetlymez meg akarjuk keresni az
dsszes olyan kevert szignataraju, diéder Galoipastal rendelke& negyedfoku szamtestet,
mely rendelkezik hatvany egész bazissal, és taataim az eredeti szamtestet. Ezen felll

megadjuk a hatvany egész bazisok generatoraiziglgoritmusnak harontfiépése van:

1) Megkeressik az dsszes kevert szignaturaju negyeadfdmtestet, mely kielégiti az 1.
és 2. lemmaban szerémgyenbtlenségeket, vagyis, amelyekre

10



D <|D|< 4D , illetve D |D, .

Ekkor viszonylag kevés szdba jotiéd negyedfokl test marad.

2.) A rostan fennmaradd K testek kozil kivalasztjuk katp amelyeknek a Galois-

csoportja diédercsoport, és csak azokat tartjuk meg

3) Amely testeknek van hatvany egész bazisuk, baaisok generéatoraitdllitjuk, mig

a tobbi test esetén féfitetjik, hogy nincs hatvany egész bazis.

11



3. Sajat szamitasok

Gaal Istvan és Nyul Gabor az [1] cikkik mellékims aQ(v2), Q(v3), Q(V5)
masodfoku testekre végezték el a szikséges szakdtasen pedig — nagysagrendi

megfontolasokbdl — aQ(\/l_B), iletve a Q(\/ﬁ) testekkel foglalkoztam, melyek

diszkriminansa viszonylag kezelliet

A meqgfeleb testek kivalasztasa

Elss lépésként kiszamoltam, hogy milyen hatarok kokett keresgélnem az egyes

testeket:
M :Q(Jl_s)
A 14413 ,
Ekkor D,, = 2 = 1_\/E— 1+713 =13.
, 1-V13 2 2 -
2

A korabbi lemmak szerint

D <|Dy|< 4D},
vagyis jelen esetben

1¥ <|D,|< 4013,

ami kiszamolva adja, hogy
169<|D | < 878¢.

Azokat a K negyedfoku testeket kellett kivalogatehat, melyek Galois-csoportja a

D, diédercsoport, diszkriminansa a megadott hataradotkévan, emellett igaz rajuk, hogy

D Dy , vagyis169 D, .

12



A [4] internetes oldal segitségével a kovetkex feltételeknek megfeletesteket talaltam:

Sorszam Diszkriminans| Dy szorzéja Generétor
1, -507 3 x4 =x3—x2=x +1
2. -2704 16 x*-3x*-1
3. -6591 39 X =X +2x2 - 9x+ 3
4. -7267 43 x*-2x*+x-3
5, -8112 48 x* -x?-3
6. -8619 53 x* =X —4x2 - 6x— 3
7. -8619 53 X% — 2% + 2x2 — X~ 3
w=o(7]
p 117 2 2
Ekkor D,, = 2 =(1_m— 1+*/T7J =17.
| 1-V17 2 2 -
2

A korabbi lemmak szerint ismét igaz, hogy

D <|Dy|< 4D},
vagyis ebben az esetben

17 <|D,|< 4017,

ami kiszamolva adja, hogy

289<| D, | < 1965..

Azokat a K negyedfoku testeket kellett kivalogatehat, melyek Galois-csoportja a

D, diédercsoport, diszkriminansa a megadott hatara@ddtkévan, emellett igaz rajuk, hogy

D Dy ., vagyis 289 D, .

13



A [4] internetes oldal segitségével kovetkeastek feleltek meg a keresési feltételeknek:

Sorszam Diszkriminans| Dy Szorzéja Generator

1. -1156 4 x*=x3-2x%-x+1
2. -2312 8 x*-3x*-2

3. -5491 19 x4 —2x® = 2x%+ 3x- 2
4. -9248 32 x*+3x*-2

5. -10404 36 x*=x®-x%*+7x-2
6. -12427 43 x*=2x°+4x* - 3x- 2
7. -13583 47 x*+2x%+9x? + 8x— 1
8. -15028 52 x*-4x*-13

9. -15028 52 x* —x3—8x2+19x- 12
10. -17051 59 x*=2x3+x-4
11. -18496 64 x* +2x% - 23x° — 92x— 9«
12. -19363 67 X' =2x3+2x°-x- 4
13. -19652 68 x*-17

Szamitasok a kikeresett testekben

0(13) testibvitésel

Elssként lefuttattam a Maple-lel @(\/f%) nekidnk megfelé bovitéséhez talalt hét

testnél az egész bazis parancsot. Ezzel akartanméneig hogy melyek azok a testek,
melyeknél egybl hatvany egész bazist ad ki a Maple, és melyek,anelyeknél nem — bar
ezeknél sincs kizarva, hogy mégis talalunk hatvégdsz bazist.

Az integral_basis (egész bazis) parancsot kiadkévatkesd egész bazisokat szolgaltatta a
Maple:

14



Sorszam Generator Egész bazis

1. x*=x3-x%?-x+1 [LX,XZ,XSJ
2. x*-3x*-1 [1,%,%,X]
3. x* =x3+2x2-9x+ 3 [1,x,x2 ,—+E x2+—1x3}
4 2 4
4. X4 —2x%+x-3 [1,%,%,X]
5. x*-x?-3 [1,x,x2,x3]
6. x*-x%-4x*-6x-3 [1,X,X2,X3]
7. x*=2x3+2x% - x- 3 [1,x,x2,x3]

Amint az lathato, a hét test kdzul hat esetébemosan van hatvany egész bazis,

azoknal meg kell keresniink a gener@l«jy, z) harmasokat, mig annal az egy testnél, ahol a

Maple nem hatvany egész bazist dobott ki, meg kekgalnunk, hogy valéban nincs-e

hatvany egész bazis.

1) x* —x®-x2-x+1|

* Diszkriminans: D, =-507
* Index: n=1
» K0z06s 0szto: d=1

F(u,v)= + #v- 3u¥- 6V==
F(u,v)=(u-2y( d + 3uw 3%)=+

u=+1:v=0

Q,=X2+Xy—y’ +3xz— 2yz+ Z == !

Q, =y’ -xz+yz-7Z=0C

15



Q,=+xQ,=0

Legyenx, =1; y, =0; z,=0. Ez minden test esetén megféletlasztas lesz, igy késb

kilon nem fogom feiintetni.

Ekkor
X=r
_ Q=P -rg+ po- ¢ = (
y=p - :
z=q rq=p +pq
valamint
xq=rq=p + po- d 1 1 -1
ya=pq C=0 1 O0O|= det(CF ,emiattk =+1.
zq=¢ 0 0 1

Megj: Az X, y, z paraméterezése szintén mindig elfasonlé lesz.
A kvadratikus formak egyenletei a kovetkképpen alakulnak tehat:

Q =(PP+pa- ) +( B+ pa- &) pe pa- B pa Y & 2p8 ‘ge
Q=p'+3pa+ 2p - 2p4- 4=+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(1- 3 (- 1.9 (- Lp( 1)

Q=-1=(p.9={(0-3 (0}

A (p,d) megoldasparokhoz tarto4d,y, z) harmasok a kovetkéek:

(.9 (xv.9)
-1 (213
(2.9 (0.9
(2 (213
19 (109
(0-9 (203
(03 (203
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A test hatvany egész bazisainak generatorai tehat:

(1,0,0; (-1-19; (-1,0,9).

2) x*-3x2-1
* Diszkriminans: D, =-2704
* Index: n=1
*  KOz0s oszto: d=1

F(u,v)= 0+ 3 w 4ui+ 12¢==+
F(u,v)=(u+ 3\0( g+ 4\?)21 :

u=+1;v=0

Q,=x*—3y*+6xz+ 87 ==
Q, =y -xz-3Z7=¢C
Q,=+xQ,=0

Ekkor
Q=p"-rg-3¢f = C
rq=p’ - 3¢
valamint

xq=rq=p - 3 1 0 -3

yq=pq C=|0 1 O|= det(CF ,emiattk =%1.
zq=(f 00 1

A kvadratikus formak egyenletei a kdvetkkeppen alakulnak tehat:
Q=p'-3d-d=¢:

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:
Q=1=(p.9={(-19 (1.9

Q=-1=(p.9={(0-3 (0}

A test hatvany egész bazisainak generatorai a gdeaek behelyettesitése utan:
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(1,0,0); (-3,0.3).

3.) x* —x®+2x°-9x+ 3

Diszkriminans: D, =-6591

K6z0s 0szto:
Mivel a Maple nem dobott ki hatvany egész bazistheetkesd egész bazisbol

kell megallapitanunk a kdz6s osztot:

1,X, %X §+1 x2+—1 X2,
4 2 4

Eblbl latszik, hogy a k6zos 0szto jelen esetben 4, igadyy4.

Index:
Most nem jelenthetjik ki, hogy a test indexe 1,argg annyit tudunk, hogy

n| d®, vagyis jelen esetbed 64. Emiatt az indexet képlettel kell

kiszamolnunk:

‘Xi _Xj‘zé')

1 vl 1
DZI(G):—\/ED‘G()_G(])‘_ 6591D

ahol x, (i =1,..,4) a general6 polinom gyokei, vagyis konjugaltjai.

F(u,v)= t* - 21f v 3ué- 60V=+ 102

F(u,v)=(u-59( ¢ + 3uw 12%)=+ 102

Ekkor 6sszesen 22 egyenletrendszert kellett megoédilaple segitségével az egész szamok

halmazan, hogy azok kozul valamelyik szolgaltasdaink a megfelél (u,v) megoldaspart:

u-5v=1 _
u® + 3uv+ 12V = 102/

u® + 3uv+ 12V = 517

{U—SV: 2
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u-5v=1024
u’+3uv+ 12¥ = 1

majd ugyanez negativégellel is:
u-5v=-1 _
u? +3uv+ 12V = 1024

u-5v=-2 .
u® + 3uv+ 12V = 517

u-5v=-1024
u?+3uv+ 12V =1

A Maple egyik esetben sem taléll,v) 07% megoldast, igy e testnek nincs hatvany egész

bazisa.

4) x*—2x%+x-3

* Diszkriminans: D, =-7267
* Index: n=1
* K0z06s 0szto: d=1

F(u,v)= ¢+ 104 w 119=+ .
F(u,v)=(u+ v)( U — uw 11\9)=i :

u=+1;:v=0

Q, =X*+2xy+ 4xz+ yz- Z =+ !

Q, =y’ —xz+2yz=Q

Q, =pP° — rgq+ 2pg= (
rq=p°+ 2pq
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valamint

Xq=rq= '+ 2p 120
yq=pq C=|0 1 O|= det(CF ;, emiattk =+1.
zq=q 0 01

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:

Q =p'+6pqr 129 4+ 9pd- &=+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-19 (19

Q =-1=(p.9={(0-} (0} (- 3)( 3}

A test hatvany egész bazisainak generatorai a gaeaek behelyettesitése utan:

(1,0,0; (-1,0,9; (3,-3,9); (15,3,).

5.) x*-x*-3

» Diszkriminans: D, =-8112

* Index: n=1

» K0z0s oszto: d=1
F(u,v)= U0+ 0 v+ 12uf + 12v¥=1%
F(u,v)=(u+ v)( o+ 12\?)21 :

valamint
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Xq=rq=p" - ¢f 1 0 -1
yq=pq C=|0 1 O0|= det(CF ,emiattk =%1.
zq=q 00 1

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:
Q=p'+2dd-ad=x:

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-19 (1Y

Q =-1=(p,q=0

A test hatvany egész bazisainak generatora a ptgegkdehelyettesitése utan:

(1,0,0.

6.) x* —x®—4x* - 6x- 3

* Diszkriminans: D, =-8619
* Index: n=1
* K0z06s 0szto: d=1

F(u,v)= 0+ 41F w 18uf+ 15%=+
(u,v)=(u+ v)(Lf+ 3uw 15%)21 ;

u=+1;:v=0

Q, = x> +xy—4y’ +9xz- 10yz 72=+

Q, =y —xz+yz-4Z=C(

QO = iQZ =
Ekkor
Q, =p° - rg+ pg- 4d = (
rq=p’ + pg- 4q
valamint
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Xq=rq= g + pg- 44 11 -4
ya=pq C=|0 1 O |= det(CF ,emiattk ==+1.
zq=¢ 0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kdvetkkeppen alakulnak tehat:

Q =p'+3pa- P d- 13p4- 13-+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-23 (- 2.9( 2 (1P

Q =-1=(p,q=0

A test hatvany egész bazisainak generatorai a @aeaek behelyettesitése utan:

(1,0,0; (-2,-2,.

7) x*—2x%+ 2x° - x- 3

* Diszkriminans: D, =-8619
* Index: n=1
* K0z06s 0szto: d=1

F(u,v)= ¢ - 20 w 14u¥- 13%=1+
F(u,v)=(u- v)(u"— U+ 13\?)21 ;
u==£1; v=0

Q, =X’ +2xy+ 2y’ + 3yz— 7=+ !
Q, = y* —xz+ 2yz+ 27 = (
Q,=xQ,=0

Ekkor

Q, =p° - rg+ 2pg+ 24 = (
rq = p? + 2pat+ 24 ’

valamint
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Xq=rq=p’ + 2pa+ 24 1 2 2

yq=pq C=|0 1 O|= det(CF , emiattk =+1.

zq=¢ 0 01

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:
Q,=p'+6p'q+ 145 G+ 15p0+ 3tF+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-19 (1.9

Q =-1=(p,q=0

A test hatvany egész bazisainak generatora a ptgsgkdehelyettesitése utan:

(1,0,0.

Q(v17) testtbvitései

Az integral_basis (egész béazis) parancsot kiadv&oOeetked egész bazisokat
szolgaltatta a Maple:

Sorszam Generator Egész bazis
1. X =x3-2x?-x+1 [LX,XZ,Xs]
1 1
2. 4 _3x%- 1,x,x2,—x2+—x3}
X" =3x° -2 [ 5 5
3. x*=2x3-2x%+ 3x— 2 [LX, X2, X3]
4. x*+3x%-2 [1,x,x2,x3}
5. Xt =x3=Xx%+7x-2 [1,X,X2,1X2+£X3}
2 2
6. X*=2x3+ 4x% - 3x— 2 [LX,XZ,XS]
1 1 1 1 1
7. 442X +9x% + 8x— LX =+ X+=xX —+=%
X"+ 2X7+9x“+ 8x—-1 [ 575 5 5t }
1 1 1 1 1 1
8. 4 —4x% - 1,x,—+—x2,—+—x+—x2+_x3}
X maxo13 [ 2 2774 4 4 4
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9- X4_X3_8X2+19X_1:.: |:11X)X2)X3
10. x4 =253+ x— 4 [1,x,x2,x3
11. x* +2x° - 23x2 - 92x- O [Lx,%,
12. Xt =2x3+2x2-x- 4 [LX,XZ,

1 1 1 1 1 1
13. 4_ LX=+=x S+ x+—=x+=x°
3 x -1 [ 2 2774 47 4 }

1) x* —x®-2x-x+1]

* Diszkriminans: D, =-1156
* Index: n=1
* K0z06s 0szto: d=1

F(u,v)= ¢+ 20 v 3ud- 10v¥==+
F(u,v)=(u- 2\&( ¢+ duw 5%)=i :

u=+1;:v=0

Q,=xX*+Xxy—2y’ +5xz- 3yz+ 4Z=1%

Q, =y —xz+yz-2Z=C(

Q=%Q,=0

Ekkor

Q, =p° —rg+ po- 2G = (

rq=p°+ pg- 2

valamint
1 1 -2

C=|0 1 O|= det(CF ,emiattk ==+1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kdvetkkeppen alakulnak tehat:
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Q=p'+3pqa+r pd- 4pd- 20=+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-2.9 (3 ) ( Lp(- L}

Q=-1=(p.9={(-1-3 (- L2( & R( L}

A test hatvany egész bazisainak generatorai a gaeaek behelyettesitése utan:

(1,0,0; (-2,-1,9; (0,19); (-9,-2,4).

2) x*-3x2-2|
* Diszkriminans: D, =-2312
* K0z06s 0szto: d=2
* Index: n=2

F(u,v)= 0+ 30 w 8ui+ 24¥=1+ 3

F(u,v)=(u+ 3y( ¢+ 87) =+ 3

Ekkor 6sszesen 12 egyenletrendszert kellett megbédilaple segitségével az egész szamok

halmazan, hogy azok kozul valamelyik szolgaltasdaink a megfelél (u,v) megoldaspart.
A Maple egyik esetben sem taléll,v) 07% megoldast, igy e testnek nincs hatvany egész

bazisa.

3.) x* —2x3— 2x° + 3x— 2

* Diszkriminans: D, =-5491
* Index: n=1
* K0z06s 0szto: d=1

F(u,v) =+ 20 w 2ui+ 159=+
(u,v)=(u+ 3\&( 0 - uw 5\3)=i ;

u=+1:v=0
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Q, =xX*+2xy— 2y’ + 8xz— yz+ 8Z=1
Q, = y*—xz+2yz—- 27 = (
Q,=xQ,=0

Ekkor

Q, =pP° - rg+ 2pg 24 = (
rq=p°+ 2pg- 24

valamint
1 2 -2

C=|0 1 O0|= det(CF ., emiattk =%1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:

Q =p'+6p g+ 105 G+ 3p&— 4t==

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-19 (1.9

Q =-1=(p,q =0

A test hatvany egész bazisainak generatora a ptgsgkdehelyettesitése utan:

(1,0,0.

4.) x*+3x2 -2
* Diszkriminans: D, =-9248
* Index: n=1
»  KOz0s o0szto: d=1

F(u,v)= U0’ - 3 w 8ui—- 24v¥=x+
(u,v)=(u- 3\&( d + 8\7)=i :

u=+1;v=0
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Q, =xX*+3y°—6xz+ 77 =+

Q,=y*-xz+3Z=C

Q,=%xQ,=0

Ekkor

Q,=p’ - rg+ 3 = C

rq=p’ + 3 ’

valamint
1 2 -2

C=|0 1 O0|= det(CF ., emiattk =%1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kdvetkkeppen alakulnak tehat:

Q=p'+ 3¢~ 2¢=x

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.g={(-29 (19 3p(- 3 (- 3)4: 3 )}

Q =-1=(p,9=0

A test hatvany egész bazisainak generatorai a gdeaek behelyettesitése utan:

(1,0,0; (57,12,1§; (57,-12,19.

5.) x*—x®-x2+7x-2|

* Diszkriminans: D, =-10404
* K0z06s 0szto: d=2
* Index: n=2

F(u,v)= ¢+ ¢ v+ uf- 39V =1+ 3

F(u,v)=(u- 3\&( f+ 4uwr 13?/)21 3

Ekkor 6sszesen 12 egyenletrendszert kellett megoédilaple segitségével az egész szamok

halmazan, hogy azok kozul valamelyik szolgaltasdaink a megfelél (u,v) megoldaspart.
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A Maple egyik esetben sem taléll, v) 07Z? megoldast, igy e testnek nincs hatvany egész

bazisa.

6.) x* —2x3+4x2- 3x- 2

» Diszkriminans: D, =-12427
¢ Index: n=1
¢ K0Oz0Os oszto: d=1

F(u,v)= U0 - 40 w 14uf- 33%==+
(u,v)=(u- 3\&( g - uw 11%)=i :

u=+1;v=0

Q, = X*+2xy+ 4y’ — 4xz+ 5yz# 87=+
Q, = y*—xz+2yz+ 47 = (
Q,=+xQ,=0

Ekkor

Q, =P —rq+ 2pa+ 4G = (
rq=p’+ 2po+ 44

valamint
1 2 4

C=|0 1 O|= det(CF , emiattk =+1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:
Q,=p'+6pq+ 16p g+ 21py+ 8¢

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-1.9 (L3}
Q =-1=(p,q=0

A test hatvany egész bazisainak generatora a ptgsgkdehelyettesitése utan:
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(1,0,0.

7)) x*+2x3+9x° + 8x— 1

* Diszkriminans: D, =-13583
¢ K0Oz0Os oszto: d=2
¢ Index: n=4

F(u,v)= U0~ 9 w 20u¥- 96%==+ 1

F(u,v)=(u- 8\&( f - uw 12%)=i 1

Ekkor 6sszesen 10 egyenletrendszert kellett megoédilaple segitségével az egész szamok

halmazan, hogy azok kozul valamelyik szolgaltasdaink a megfelél (u,v) megoldaspart.

A Maple egyik esetben sem taléll, v) 07Z? megoldast, igy e testnek nincs hatvany egész

bazisa.

8.) x*—4x*-13
» Diszkriminans: D, =-1502¢&
¢ K0Oz0Os o0szto: d=4
¢ Index: n=8

F(u,v)= U+ 40 w 52uf+ 208¥=+ 51

F(u,v)=(u+ 4y ( b + 52¥) == 51

Ekkor 6sszesen 20 egyenletrendszert kellett megobédilaple segitségével az egész szamok

halmazan, hogy azok kozul valamelyik szolgaltasdaink a megfelél (u,v) megoldaspart.

A Maple két esetben talalt megfeiefu, v) 1 Z* megoldast:

u+4v=_8 _
u>+52V = 64
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u+4v=-8
u?+52vV = 64

A megoldasoku =+8; v=0.

Q=X -4y’ +8xz+ 37 =% ¢
Q, =y -xz-4Z=0
Q,=+xQ,=0

Ekkor
Q,=p°—rq-4cd = (
rq=p’ - 4cf

valamint

1 0 -4
C=|0 1 O|= det(CF ,emiattk ==+1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkképpen alakulnak tehat:
Q=p' -4 -13¢=1= ¢

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q =1=(p,q =0

Q =-1=(p,9=0

Nincs megoldas, igy nem létezik a testnek hatv@égzbéazisa.

9.) x* —x* -8x2+19x— 13

* Diszkriminans: D, =-1502¢&
* Index: n=1
¢ K0Oz0Os oszto: d=1

F(u,v)= U+ 80 w 33uf+ 68Y=1+

F(u,v)=(u+ 4y)( ¢+ duw 17%) ==

30



u=+1;:v=0

Q, =X*+xy—8y*+17xz+ 11lya 70z=%

Q, =y’ —xz+yz-872=(

Q,=%Q,=0
Ekkor
Q, =p* —rgq+ pg- 84 = (
rq=p’ + po- 8¢
valamint

1 1 -8

C=|0 1 O0|= det(CF ,emiattk ==+1.

0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kdvetkkeppen alakulnak tehat:

Q =p'+3pq 50 d+ 4pd- 26+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.d={(-1- 3} (- 1.9 ( LP( L}

Q =-1=(p,q =0

A test hatvany egész bazisainak generatorai a gdeaek behelyettesitése utan:

(1,0,0; (-6,19).

10.) x* - 2x°+x - 4|

* Diszkriminans: D, =-17051
* Index: n=1
¢ K0Oz0Os oszto: d=1

F(u,v)= 0+ 14ud + 159=+
F(u,v)=(u+ v)(LF— U+ 15\?)21 .’

u=+1;v=0
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Q, = X* + 2Xy+ 4xz+ yz- 2Z ==+ !

Q, =y’ —xz+2yz=Q

Q, =P° — rgq+ 2pg= (
rq=p°+ 2pq
valamint

1 20
C=|0 1 O|= det(CF ., emiattk =+1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kdvetkkeppen alakulnak tehat:

Q =p'+6pqg+r 125 4+ 9pd- 24+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-19 (1.9

Q =-1=(p,q =0

A test hatvany egész bazisainak generatora a ptgsgkdehelyettesitése utan:

(1,0,0.

[11.) x* +2x° - 23%° - 92x— 94

* Diszkriminans: D, =-1849¢
¢ Index: n=1
¢ K0Oz0Os oszto: d=1

F(u,v)= 0+ 23¢ w 192uf%+ 5601=+
F(u,v)=(u+ 7y)( & + 16uw 80%) ==

u=+1;v=0
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Q, = x*—2xy- 23y + 50xz 46yz 6197=+
Q, =y’ —xz-2yz- 2372 = (
Q,=+xQ,=0

Ekkor

Q, =P° - rq- 2pg- 23¢= |
rq=p° - 2pg- 234§

valamint
1 -2 -23

C=|0 1 0 |= det(CF . emiattk =+1.
0 O 1

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:
Q=p'-6pq- 115 4~ 8pg- 22

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9g={(-19 (- 1L2( LP( = B

Q =-1=(p,q=0

A test hatvany egész bazisainak generatorai a @deaek behelyettesitése utan:

(1,0,0; (-87,-2,9.

12) x* —2x3+ 2x2 - x- 4|

* Diszkriminans: D, =-19363
¢ Index: n=1
¢ K0Oz0Os oszto: d=1

F(u,v)= U - 20 w 18uf- 17%=+
(u,v)=(u- v)(LF— UV 17\?)21 ;
u=+1;, v=0

Q,=X*+2xy+ 2y’ + 3yz- 27 =%
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Q, = y* —xz+ 2yz+ 27 = (
Q,=+xQ,=0

Ekkor

Q, =P° —rgq+ 2pg+ 24 = (
rq = p? + 2pat+ 24 ’

valamint
1 2 2

C=|0 1 O|= det(CF , emiattk =+1.
0 0 1

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:
Q,=p'+6p g+ 14p5 4+ 15py+ 24+

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q=1=(p.9={(-19 (1.9

Q =-1=(p,q =0

A test hatvany egész bazisainak generatora a ptgsgkdehelyettesitése utan:

(1,0,0.

13.) x* —4x>-13

* Diszkriminans: D, =-19652
¢ K0Oz0Os o0szto: d=4
¢ Index: n=8

F(u,v)= ¢’ + 68u¥ =+ 51

F(u,v) = u( & + 687) =+ 51

Ekkor 6sszesen 20 egyenletrendszert kellett megoédilaple segitségével az egész szamok

halmazan, hogy azok kozil valamelyik szolgaltasdaink a megfelél (u,v) megoldaspart.

A Maple két esetben talalt megfeiefu, v) 1 Z* megoldast:
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u=8 _
u’+ 68V = 64

u=-8
u?+ 68V = 64

A megoldasoku =+8; v=0.

Q,=x-177=+8
Q, =y’ ~x2=0

Q,=+8Q,=0

Ekkor
Q=p’-1q=0
rq=p’
valamint

1 00

C=|0 1 O|= det(CF ., emiattk =+1.
0 01

A kvadratikus formak egyenletei a kovetkkeppen alakulnak tehat:
Q=p'-17d=+¢

Ekkor a negyedfokd Thue-egyenlet megoldasai:

Q =1=(p,q=0

Q =-1=(p,9 =0

Nincs megoldas, igy nem létezik a testnek hatv@gégzbazisa.
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Ellendrzés

A kapott eredményeket valamilyen modon elleniink kell, hiszen a mdédszer soran
megenged lépéseket tettlink, melyekkel olyan megoldasokehettek a képbe, amelyek

nem szolgaltatnak hatvany egész bazist. Az @lgsnél azt vizsgaljuk, hogy vajon az

(x,y, z) megoldasok altal éall6 a szam indexe 1-e, ugyanis olyan testben, melynek va

hatvany egész bazisa, minden szam indexe 1.

Az ellersrzés soran kisrtem néhény(x,y,z) szdmhérmast, most nézzik a végleges

tablazatot, melyben 6sszefoglalom, hogy melyek aaoilelyek valéban hatvany egész bazist

generalnak a testekben:

o(Vt3)
Sorszam Test generatora | Index | Ko6zGs 0szto Hatvany egész bazisok
1. x*-x3-x?-x+1 1 1 (1,0,0; (-1-19; (-1,0,9
2. x*-3x2-1 1 1 (1,0,0; (-3,0,9)
3. x*=x3+2x*-9x+3| 4 4 nincs
1. x*=2x3+x-3 1 1 (1,0,0; (3,-39)
5. x*-x*-3 1 1 (10,0
6. x*-x®-4x*-6x-3| 1 1 (1,0,0; (-2,-2,9)
7. x*-2x3+2x*-x-3| 1 1 (10,0
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Sorszam Test generatora Index | K6zos osztd Hatvany egész bazisok
(1L0,0; (-2,-1);
1. x*=x3-2x?-x+1 1 1
(0,19; (-9,-2,4
2. x*-3x*-2 2 2 nincs
3. x4 —2x% - 2x% + 3x— 2 1 1 (10,9
(1,0,0; (57,12,1§;
4. x*+3x°-2 1 1
(57,-12,1§
5. x*=x3-x*+7x-2 2 2 nincs
6. x*—2x%+4x* - 3x- 2 1 1 (1,0,0
7. x*+2x%+9x° + 8x— 1 2 4 nincs
8. x*-4x*-13 4 8 nincs
9. x* —x°—8x2+19x~- 1% 1 1 (1,0,0; (6,19
10. x4 =2x3+x-4 1 1 (10,0
11, | x*+2x°-23¢-92x- 9¢| 1 1 (1.0.9
12. x*-2x*+2x* - x-4 1 1 (10,09
13. x*-17 4 8 nincs

37




4. Maple-parancsok

Ebben a rovid szakaszban leirom a legfontosablanpaokat, amelyeket be kellett
irnom a Maple ney matematikai programcsomagba ahhoz, hogy végul apggi a hatvany
egész bazisok generatorat. Két testet mutatok néddplént, egy olyat, melynél hatvany

egeész bazist adott ki, és egy olyat, amelynél nem.
1) x*=x®-x*-x+1

Elssként, amint megnyitottuk a Maple-t, a with(numthgoparanccsal érhetjuk el
specialisnak szamité szamelméleti algoritmusokabgramban:
>with(numtheory);
[B, F, Glgcd, J, L, M, bernoulli, bigomega, cfracfracpol, cyclotomic, divisors, euler,
factorEQ, factorset, fermat, ifactor, ifactors, goait, index, integral_basis, invcfrac, invphi,
isolve, isprime, issqrfree, ithprime, jacobi, kroker, lambda, legendre, mcombine,
mersenne, minkowski, mipolys, mlog, mobius, mroosgrt, nearestp, nextprime, nthconver,
nthdenom, nthnumer, nthpow, order, pdexpand, ghinpoot, prevprime, primroot, quadres,

rootsunity, safeprime, sigma, sq2factor, sum2sar, thue]

A kovetke® lépésben azt szeretnénk megtudni, hogy vajontaetesnilyen egész bazisat
adja ki a Maple:
>f 1= XM-x"3-x"2-X+1;
fi=x*-x*-x?-x+1
>integral_basis(f);

[1, X, X%, x3]

Latjuk, hogy a Maple rogton egy hatvany egész babott ki nekink, ezutan tudjuk, hogy
az index és a kdzos 0szto egyarant 1.

Most az F(u, v)-t kell meghataroznunk. Mivel a képletet sokszoszmaljuk fel, ezért 8bb
altalanos alakban visszik be, aztan az egyutthhedkettesitésével szamolunk az egyes

testeknél:
>fuv = un3-a2*u"2*v+(al*a3-4*ad)*u*v"2+(4*a2*a4-d2-al"2*ad)*v"3,;
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fuv=u’-a, 0 v+(aa- 43 u%/+( 42 g & iaA)a 3
Most helyettesitjik be az aktualis test polinomiaegyitthatoit:
>fl :=subs(al =-1,a2 =-1,a3 =-1, a4 = 1, fuv)
f1:=u®+u’v-3uv - 6V
Most pedig szorzatta alakitjuk a harmadfoku kiféptz

>factor(fl);
(-2v+ u)(3\/2 + 3uw+ l})

Megoldjuk az egyenletrendszert u-ra és v-re (tudpaigy F(u, V) =+ 1):

>solve({u-2*v = 1, u2+3*u*v+v"2 = 1});

{v=0,u=13 ’{Vzl_i ,uz—Tsl’}

Ugyanezt természetesen el kell végefhi-1)-re, (-1,1)-re és(-1,-1)-re, és akkor azt

kapjuk, hogy a harmadfoku, kétismeretlenes egyenégjoldasau =+1; v=0.
Ezek utan a kvadratikus formékat kell meghataroknsrintén elbb &ltalanos képlettel:
>l = x"2-al*x*y+a2*y"2+(al”2-2*a2)*x*z+(a3-al*ady*z+(-al*a3+a2"2+ad)*z"2;

ql=x-axytay+(4d- 23 xz( & ap y{- ,an 8 Ja*=
>f2 :=subs(al =-1,a2 =-1,a3 =-1,a4 = 1,ql);

f2:=x>+xy-y*+3xz—-2yz+ 7

A g2-t ,szabad kézzel”, vagyis fejben is kiszamijllg hiszen ott eléggé egys#en
behelyettesités.
Ezek utan kiszamitjuk, hogy a p-vel és a g-val mikgaraméterezzik az x-et, y-t és z-t, majd
a paramétereket helyettesitjuk g1, aktualisan pedigpletébe:
>f2 :=subs(al =-1,a2 =-1,a3 =-1,a4 = 1,x = @*2+q"2,y = p*q,z = 9"2,q1);

2
f2:=(p*+pa- ) +( P+ po- d) per P&+ B H pa Y & 204
Egyszetisitiink, vagyis elvégezzik a szikségdw/eteteket és dsszesitjik az egyltthatokat

(ezt is egy paranccsal):
>g := simplify(f1);

g=p'+3pq+ 26 ¢- 2p4- ¢
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Mar csak egy lépés maradt, meg kell oldanunk a edfgkd Thue-egyenletet, ez az egyetlen
lépés, amely miatt be kellett Gtnlink a with(hnumtlyggarancsot, a tobbi ugyanis alagvet
Maple-parancs.
>thue(g = 1,[p, ql);

[P=1,09=-1[p=-1,9=0],[p=-1,9=Tp=1,9=0]
> thue(g = -1,[p, q));

[P=0,9=-1],[p=0,09=1]

Lathatjuk, hogy a Maple szolgéltatta nekink az afptek megoldasparjait. Ebb

visszaszamolhatjuk az x, y és z értékeket.
2.) x*=x3+2x*-9x+ 3

>f 1= XM-XN3+2*xN2-9*x+3;
fi=x*-x*+2x*-9x+3
> integral_basis(f);
[1, X, X2 E NI XS}
4 2 4
Latjuk, hogy a kdz6s 0szto 4, viszont az indexeételi szamolnunk:
>g := fsolve(f,x,complex);
g :=-.6513878189-1.969383037*1, -.6513878189+1383®37*1, .3586271064,
1.944148531

Megkaptuk a polinom gyokeit, melyeket egy négydiemktorban tarol a Maple, és melynek

elemeire agi]-vel tudunk hivatkozni.

Kiszamitjuk az indexre vonatkozo6 képlet produktumésszét:
>i := abs(g[1]-g[2])*abs(9[1]-9[3])*abs(g[1]-g[4])bs(g[2]-g[3])*abs(g[2]-g[4]) *abs(9[3]-
9[4]);
i 1= 324.7398958

Most pedig az indexet ugy, hogy tudjuk a diszkriémga abszolut értekét (6591):
>index := i/evalf(sqrt(6591));

index := 3.999999999
Lathatjuk tehat, hogy a testindex értéke 4.

Most az ebz6héz hasonldan kiszamitjuk(u, v)-t.
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A kovetked egyenlet adédik:
F(u,v)= U - 2u v 3uf- 60v=1+ 102

F(u,v)=(u-5Y( ¢ + 3uw 12%) ==+ 102

Megnézziik, hogy a baloldalon a masodik zaréjekértéhet-e negativ:

>solve({ur2+3*u*v+12*v"2 = 0});

o2 b (-

Lathatjuk, hogy csupan komplex megoldasa adédilkegyenletrendszernek, tehat igy 44
helyett csupan 22 egyenletrendszert kell lefuttaknu
>solve({u-5*v = 1, u2+3*u*v+12*v 2 = 1024});

{u = 5*RootOf(52* 7"2+13* Z-1023)+1, v = RootOf(527/2+13* Z-1023)}

>solve({u-5*v = 1024, u"2+3*u*v+12*v"2 = 1});
{v = 1/2*RootOf(13* Z"2+6656* Z+1048575), u =
5/2*RootOf(13* Z"2+6656* Z+1048575)+1024}
>solve({u-5*v = -1, u"2+3*u*v+12*v"2 = 1024});
{v = RootOf(52*_z"2-13* Z-1023), u = 5*RootOf(52* "2-13* 7-1023)-1}

>solve({u-5*v = -1024, u"2+3*u*v+12*v 2 = 1});
{u = 5/2*RootOf(13*_Z"2-6656* Z+1048575)-1024, vi#2*RootOf(13*_Z"2-
6656* Z+1048575)}
Sehol sem adodtak egész megoldasok, vagyis az letngeniszernek nincs megolda%a-

ben, ezutan pedig nem kell folytatnunk a test \ak@gt.
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Ezuton szeretnék kdszonetet mondani mindazoknalk akellemileg és erkdlcsileg

tamogattak abban, hogy idaig eljuthattam, nem datasrban, hogy szakdolgozatomat

elkészithettem. Koszonettel tartozom témauviameek, Gadl Istvannak, akihez mindig

bizalommal fordulhattam kérdéseimmel, valamint aszés matematikatanaromnak, akik

igyekeztek megkedveltetni velem ezt a targyat. Viédgl nem utolsé sorban kdszonet illeti a

szeretteimet is, akik nyugodt légkort teremtetteknsomra a munkahoz.
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