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KOSZONETNYILVANITAS

Ezuton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik lehet6vé tették és
tamogattak egyetemi tanulmanyaimat, illetve ezen szakdolgozat elkészitését.
Kiilon koszonet illeti témavezetémet, Dr. Péles Zsoltot, szakmai segitségéért,
tlurelméért, bizalmaért.
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ELOszoO

Dolgozatom célja, hogy felhivjam a figyelmet a bizonyitasok folyamatos
kiszorulasara a kozépiskolai matematikabdl, és a bizonyitasok gondolkodast és
problémamegoldast fejleszté hatasara. Bemutatok néhany bizonyitdsi sémat,
melyek elsajatitasa tobb esetben hasznos, esetleg Gtletadd lehet. Az altalam
megjelolt tipusbizonyitasok onkényes, nem teljes korti besorolds eredményei.
Természetesen sok esetben tisztan ezek a modszerek nem feltétleniil vezetnek
eredményre, olykor ezek egyiittes alkalmazéasa sziikséges, esetleg teljesen 1j
otletekre van sziikség, de jonéhany, a kozépiskolaban tanitott bizonyitasi
feladatban hasznalhatok. Torekedtem arra, hogy egy jo, kozépiskolaban
hasznosithaté bizonyitasi feladatokat tartalmazo feladatgytjteményt allitsak
ossze, melyet inkabb az emelt szinten matematikat tanulok és tanitok fi-
gyelmébe ajanlok. Mivel ugy vélem, a mai didkoknak komoly gondot
okoz a szovegértés, és nehezen tudjak a hétkoznapi nyelven megfogalmazott
allitasokat matematikai formalizmussal leirni, torekszem ra, ahol csak lehet,
hogy allitdasaimat szovegesen, és matematikai jelolésekkel is megadjam. Itt
teszek emlitést arrol, hogy a szakdolgozathoz késziilt egy tanari szakdolgo-
zat is, mely a bizonyitasok szerepét inkabb didaktikai, filozéfiai szempontbol
vizsgalja, s az aktudlis dllaspontokat, véleményeket Gsszegzi. [5]
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A BIZONYITASOKROL ROVIDEN

Az ember szinte 1étezésétdl kezdve torekszik megismerni az 6t koriilvevo
vilagot. Mar az okori gorog polihisztorok is torekedtek ra, hogy allitasaikat bi-
zonyitsak, gondolatmeneteiket logikusan felépitsék. A logikus gondolatmenet
levezetésére sziikség is volt, hiszen nem voltak tigyvédek, mindenki magat
képviselte a politikai felszolalasokon és gytiléseken.

Az igazsag, az igazsag létezése ma is az embereket foglalkoztatd filozdfiai
kérdés. Az igazsag, egy adott szituacioban kiillonbozé emberek szamara mast
és mast jelenthet. Ezt a matematikaban nem engedhetjik meg. Az igazsagnak
mindenki szamara azonos, objektiv fogalomnak kell lennie.

A modern matematikara a kovetkezdé moddszer jellemzo. 7 A valdsiag egy-
egy jelenségcsoporjanak lényeges elemeit, Osszefiiggéseit megfigyelve, fogal-
makat és ezek kozott Osszefiiggéseket allapit meg, tgynevezett matematikai
modellt alkot. A modellben értelmezett fogalmak kozotti Osszefliggéseket
ugynevezett axiomak formajaban fogalmazza meg. Ezekbol logikai uton
tételeket bizonyit. A kapott tételeket, vagy azok tovabbi kovetkezményeit
azutan a tanulmanyozott jelenségcsoportban mérheté adatokkal, eseményekkel
veti Ossze. Ha a kivanalmaknak megfelel6 pontossagi egyezést tapasztal, akkor
a modell jdl irja le a kérdéses jelenségcsoportot.”[4, 488. oldal] Ha nem, akkor
finomabb modellt kell alkotni.

Ejtsiink néhany szét magukrol a bizonyitasokrol, bizonyitasi modszerekrol.
Mar Szokratész idejében alkoté okori gorog matematikusok is torekedtek ra,
hogy allitasaikat igazoljak, meglévé ismereteikbol logikai 1épések segitségével
magyarazzak.  Sok, ma is elfogadott bizonyitast, bizonyitasi moddszert
olvashatunk Arisztotelész Organonjaban és Eukleidesz Flemek cimli mivében,
illetve néhol Platéon miiveiben. A matematikaban csak az olyan allitdsokat fo-
gadjuk el igaznak, melyek a mar meglévo ismereteinkbol levezethetok, gon-
dolati uton elérhetok. Pusztan tapasztalati eredményeket nem tekintiink
bizonyitasnak. Kivételt képeznek ez aldl bizonyos alapallitasok, az un.
axiomak, melyeket alapvetoen igaznak fogadunk el, és nem bizonyitunk. Csak
joval késobb, a XIX. szédzadi nagy matematikusok, logikusok, mint Cauchy,
Weierstrass, Abel, Bolzano, Frege voltak azok, akik leirtak a szigord bi-
zonyitaselemzés eljarasat, melynek lényege, hogy nem elegendo a bizonyitast
hihetének, elfogadhatéonak itélni, alaposan elemzés ala kell vetni a bizonyités
1épéseit magukat is.

Nézziik pontosan mit is tekintiink ma bizonyitasnak.
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” Angolul a ’bizonyit’ (prove) régies vagy koznapi jelentése 'kiprébal’ (“try
out’), ’ellendriz’, 'tesztel’ (test’), megéllapitja a valédi tényallast (*determine
the true state of affairs’). Mi koéze ehhez a sz6 matematikai jelentésének? |...]

A gond csak az, a 'matematikai bizonyitasnak’ is két jelentése van. Egy
gyakorlati és egy elméleti. Megmutatjuk a didkoknak a gyakorlatban, mi
az a bizonyitds, és elmondjuk nekik, elméletben mit jelent. A sz6 két
értelme nem egyezik. [...] A bizonyitds els6é szamu jelentése, a gyakorlati
jelentés formalizdlatlan és pontatlan. A gyakorlati értelemben vett matema-
tikai bizonyitas nem mas, mint amit akkor hajtunk végre, amikor el akar-
juk hitetni a tételeinkrdl, hogy igazak. Olyan érvelés, amely meggy6zi a
dorzsolt és kérkedd hozzaértot. [...] A mésodik jelentés - az elméleti jellegii
matematikai bizonyitds - formalizalt. Arisztotelész dolgozta ki az alapjait,
majd késobb Boole, Peirce, Frege, Russel, Hilbert és Godel is formalizalta.
Adott szimbdélumsorok (formélis mondatok) a logika adott szabdlyai (példdul
modus ponens) szerinti médositast jelenti. Szigortan deduktiv logikat koveto,
vagy szigorian deduktiv logikara visszavezetheto 1épések sorozata, amit ”for-
malizalasnak, idealizacionak, a bizonyitasrol alkotott elképzelés racionalis
rekonstrukcidjanak” (P. Ernest személyes kozlése) fognak fel.”[10, 52-53. oldal]

Az idézet szerinti elsé bizonyitds alapveté modszere a dedukcié elvén alap-
szik. A matematika deduktiv jellege a gorog kulturaban alakult ki. A de-
duktiv felépitési modszer a gorog filozofidban jelent meg eldszor, s innen kertilt
at a matematikaba. ”A matematika tudomanyanak az a mai s alapvetoen
meghatarozo vondsa, hogy allitasait, tételeit logikai eszkozokkel bizonyitja
egyszerliibb, a szemléletre, a tapasztalatra valé hivatkozassal igaznak tekin-
tett allitdsokbdl.” [4, 482. oldal]

A matematikaoktatasban, a matematikai tételek bizonyitdasanal a szigoru de-
dukcids targyalasmodot alkalmazzak. Lakatos Imre a Bizonyitdasok és cafolatok
c. konyvében - ahogy egyik egyetemi tanarom, Dr. Kéantor Sandorné irta -
"a tudomanyfilozéfianak egy 1j iranyzatat, a kétségbevonhatésag filozofiajat
fejlesztette ki, a matematika tanitdsanak egy 1j elképzelését dolgozta ki, az
un. Lakatos-féle heurisztikat, amelyben egy problémabdl, egy sejtésbol kiin-
dulva parhuzamosan keresi a bizonyitdst, és az ellenpéldat.”[6, 225. oldal]
Modszerének 1ényege, hogy a didk el6szor sejtse meg a bizonyitando allitéast,
majd ne elégedjen meg azzal, hogy bizonyitotta, hanem a bizonyitast is vesse
tovabbi vizsgalatok ala. Ellenorizze, allitdsa minden esetben igazolhaté-e,
vagy adhaté-e ré ellenpélda. Vizsgdlja, milyen valtozasokat kell eszkozolni
a bizonyitasban, ha az allitas szempontjabdl fontos feltételek valamelyikét
megvaltoztatja. Célja, hogy az 4j eredményt a didk maga konstrualja meg,
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és igazolja, nem pedig az, hogy egy készen kapott eredményt formalis tton
bizonyitson.

Lakatos tézise a kovetkez6: 7Az informaélis, kvaziempirikus nem a
kétségbevonhatatlanul megalapozott tételek szamanak egyhangi novekedése
révén fejlodik, hanem a talalgatasok sziintelen helyesbitésével, az elmélkedés
és a kritika, a bizonyitasok és cafolatok logikaja segitségével.”[6, 232. oldal]

Mi a bizonyitasok szerepe altalaban? Mi a bizonyitdsok szerepe a matema-
tika oran?

G. H. Hardy szerint, "tulajdonképpen olyan, hogy matematikai bizonyitas,
nem létezik; végiilis nem tehetiink mast, csak kiemeliink, |...] a bizonyitdsok
[...] dagalyos szévirdagok, céljuk a lélektani hatds, szemlélteté abrak az ok-
tatasban, eszkozok a didkok képzeletének serkentésére.”

Wilder szerint a bizonyitas ”csak intuitiv sugallataink ellenérzésére hasznalt
eljaras.”

Hozzam Pélya Gorgy elképzelése all legkozelebb, miszerint a bizonyitasok,
még ha nem is teljesek, kapcsolatokat létesitenek a matematikai tények
kozott, s ez elosegiti, hogy emlékezetiinkben megorizziik oket; a bizonyitasok
mnemotechnikai! rendszert eredményeznek.|8]

A matematika tanitdsanak humanista megkozelitése szerint a bizonyitas - és
altalaban a tanitas - célja a megértés. Attdl fliggden részletezi, vagy roviditi le
a bizonyitast, hogy mit gondol, hogyan fogja jobban megérteni a fogalmakat,
eljardsokat és felhasznélasukat maga a didk. Nem matematikus osztalyban a
mottd az legyen: ” A bizonyitas a tanarért és a didkért van, nem bilincs, hogy
korlatozza Oket.” A leend6 matematikusok tanitasaban ez gy mddosul, hogy
”A bizonyitas a kutatas szolgalatdban &all, nem bilincs, ami a matematikus
fantaziajat hivatott korlatozni.” A bizonyitas képes meggyozni, és megma-
gyarazni. A kutatdsban a meggyozés az elsodleges. A kozépiskoldban és az
egyetemen a magyarazat. [10, 64-65. oldal]

Talan éppen ez az oka annak, hogy kozépiskolaban, egy kevésbé motivalt
osztalyban a deduktiv bizonyitasi eljarasok keriilnek csupan bemutatasra.
De egy emeltszintli csoportban, vagy egy szakkoron, ahol kellben motivalt,
matematikaval foglalkozni akard tanuldk dolgoznak egytitt, érdemes a Lakatos-
féle modszerrel probalkozni.

Szintén hasznos lehet megfogadni Polya Gyorgy tanacsait, aki A gondolko-
das iskolaja c. miivében az oktatasban jol hasznosithato kérdésgytujteményt

I\nemonika (gorog eredetil szd): az emlékezés miikodését mesterségesen megkonnyité, a mechanikus
emlékezést segitd eljarasok, fogasok elnevezése.
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allitott oOssze. Ezen kérdésekbol a feladatmegoldasoknal igyekszem minél
tobbet idézni.

1. A MATEMATIKAI LOGIKA ESZKOZEI ES MODSZEREI

A matematikai logika fejlodése bizonyos mértékig a geometria fejlodéséhez
hasonlé. A logika az emberi gondolkodas torvényszertiségeivel foglalkozd tu-
domany. A logikus gondolkodés formalis tulajdonsagait mar a régi gorogok is
vizsgaltak. fgy alakult ki a formalis logika. Fejlédése az okori gorogoktol indult
el. A legnagyobb logikdval foglalkoz6 dkori tudds Arisztotelész (i.e. 384-322)
volt, aki a logikai kovetkeztetések vizsgalatahoz mar szimbdélumokat is hasznalt
Organon cimi mivében. Késobb Descartes, majd az tdjkorban Leibniz az,
aki a logika matematikai eszkozokkel valé felépitésének programjat megfogal-
mazta. Az elsd, matematikai logikardl sz6l6 munka G.Bool (1815-1864) A
logika matematikai elemzése cimi muve volt. 1913-ban egy Ehrenfest nevi
francia fizikus tett emlitést otletérdl, miszerint a matematikai logika eszkozeit
aramkorok lefrasara is lehet hasznélni. Ezt a gondolatot felhasznalva, tobbek
kozott a magyar szarmazasi Neumann Janos munkassiga nyoman sziiletett
meg az elso, programvezérlési szamitogép terve. Ezek alapjan kijelenthetjiik,
hogy az informatika tudomanyanak egyik legfontosabb alapkove a matematikai
logika.

A logika sz6 hétkoznapi jelentése rendszeresség, kovetkezetesség, ugyanakkor
egy tudomanyszak neve is, melynek {6 feladata a helyes kovetkeztetés fo-
galmanak szabatos meghatarozasa, torvényszeriiségeinek feltarasa.

A logikai kovetkeztetés egy gondolati eljaras, melynek soran a kiin-
dul6 informaciokbdl, az allitasokbdl (premisszdkbdl) igazoljuk a kinyert in-
formaciokat, a kovetkezmény(eke)t (konkluziot). A logika feladata a pre-
misszak és a konklizio kozotti osszefliggés tanulmanyozasa.

A matematikai logika alapfogalmai a kijelentés, az igaz és a hamis. Egy kije-
lentés igaz, ha az informéaciotartalma a valésagnak megfeleld, egyébként hamis,
fiiggetleniil tudasunktol. Annak a kijelentésnek van logikai értéke, amelyrdl az
adott targyalasban egyértelmiien eldonthetd, hogy igaz-e vagy hamis.

1.1. Definicié. Egy kijelenté mondat dllitds vagy itélet, ha egyértelmi in-
forméaciét hordoz és igazsagértékkel bir.

Az itéleteket altalaban latin nagybetiikkel jeloljiik. A formalis logika nem
vizsgalja a kijelentések tartalmat, csak a logikai értékiiket. Az A itélet logikai
értékének lefrasara az |A| jelolést hasznaljuk.

Nézziink néhany példat és ellenpéldat kijelentésekre és itéletekre!
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A 100 Osszetett szam.

A 100 oszthatd 9-cel.
A 100 szép kerek szam.

Ennek az allitasnak a logikai értéke igaz.

Ennek az allitasnak a logikai értéke hamis.

Ennek az kijelentésnek nincs logikai értéke, ugyanis nem értelmeztiik, hogy
mit jelent a "szép kerek szam” kifejezés.

QE» QW

Arisztotelész alapelver:

1) Az ellentmonddstalansdg elve: Egyetlen allitas sem lehet igaz is és hamis is
egyszerre.

2) A kizdrt harmadik elve: Nincs olyan allitas, amely sem nem igaz, sem nem
hamis.

Lathatjuk, hogy egy kovetkeztetésben szerepld premisszak és konkluziok
maguk is allitasok, itéletek.

1.2. Definicié. Egy kovetkeztetés helyes kovetkeztetés, ha igaz premisszak
esetén a konkluzio csak igaz lehet, illetve helytelen a kovetkeztetés, ha igaz
premisszak esetén is megtorténhet, hogy a konklizié hamis.

Az itéletek kozott logikai miiveleteket értelmeziink. Nézziik ezek koziil a
legfontosabbakat. Legyen A, B, C' {télet.

1.3. Definicié. Az A itélet negdcidjan (tagaddsan) azt a kijelentést értjiik,
amely igaz, ha A hamis, és hamis, ha A igaz. Jelolés: = A

1.4. Definicié. Az A és B itélet konjunkciojan azt a kijelentést értjiik, amely
pontosan akkor igaz, ha a két eredeti itélet egyidejileg igaz. Jelolés: A A B.

1.5. Megjegyzés. A konjunkciét masképpen logikai és miveletnek is szokas
nevezni. A hétkoznapi nyelvben a konjunkcio miiveletét és, de, noha, pedig,
bar, mégis, tovabba, valamint, illetve, stb. kotoszok valamelyikével fejezhetjiik
ki.

1.6. Definicié. Az A és B itélet diszjunkciojan azt a kijelentést értjiik, amely
pontosan akkor hamis, ha a két eredeti itélet egyidejiileg hamis. Jelolés: AV B.

1.7. Megjegyzés. A diszjunkciot masképpen logikai megengedd vagy
miiveletnek is szokas nevezni. A hétkoznapi nyelvben a diszjunkcio miiveletét
vagy, vagy-vagy, stb. kotoszok valamelyikével fejezhetjiik ki.
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1.8. Definicio. Az A elétag és B utétag implikdciojan azt az itéletet értjiik,
amely pontosan akkor hamis, ha az el6étag igaz, de az utétag hamis. Az
elétagot feltételnek, az utétagot kovetkezménynek nevezzik. Jelolés: A D B
vagy A = B.

1.9. Megjegyzés. A hétkoznapi nyelvben a diszjunkcié miiveletét ha ...
akkor ... tipusu oOsszetett mondatokkal fejezhetjiik ki. A matematikai tételek
tobbsége ha A, akkor B tipusu. Egyes tételeknél a két Osszetevit felcserélve
hamis, masoknal igaz allitasokat kapunk. Ez utébbiaknal A = B és B = A
egyszerre teljestil.

1.10. Definicio. Az A és B itéletek ekvivalencidjan azt az itéletet értjiik, amely
pontosan akkor igaz, ha a két Osszetevo logikai értéke megegyezik. Jelolés:
A& B

1.11. Megjegyzés. A matematikaban gyakran el6fordul, hogy két kijelentés
ugyanazt a gondolatot fejezi ki, azaz a két kijelentés egyenértékii. Ha ez tel-
jesiil, akkor a két kijelentést a kovetkez6 szavakkal kapcsolhatjuk oOssze: . ..
akkor és csak akkor, ha...; ... pontosan akkor, ha...; ... ekvivalens azzal,
hogy.... Fontos, hogy az ilyen tipusu allitasok gyakorlatilag két allitasbol
allnak, mindkét iranyt igazolni kell!

Az eddig megemlitett logikai miiveletek igazsagtablai a kovetkezoképpen
néznek ki.

P, O itéletek

Megacia: ~F
Pl F
I H
H I
Konjunkecid: PG Diszjunkcid: P..Q
PTG P.0 Pl | PQ
I I I I I I
I H H I H I
H I H H I I
H | H H H | H H
Implikacid: P=0 Ekvivalencia: P=0
Pl o [P=0 P | U | Ped
I I I I I I
I H H I H H
H I I H I H
H | H I H | H I
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[gazsagtablak segitségével tetszoleges, kvantormentes formula igazsdgértéke
konnyen meghatarozhato. Nézziink erre egy példat. Ahhoz, hogy ki tudjuk
tolteni az igazsagtablat, ismerni kell a miiveleti sorrendet a logikai miiveletek
kozott. Balrdl jobbra haladva a miiveleti sorrend a kovetkezo: —, A, V, =, <.

1.12. Probléma. Igazoljuk, hogy a kovetkezo két dllitas ekvivalens eqymassal:

P1: Ha az 5 primszam, akkor kék az ég.
P2: Vagy az 5 nem primszam, vagy kék az éq.

Bizonyitds. Els6 ranézésre, semmi értelme a feladatnak. Nem latunk értelmes
osszefiiggést a tagmondatok kozott. De pontosan az a lényege a formalis bi-
zonyitasnak, hogy nem vessziik figyelembe az itéletek hétkoznapi tartalmat,
csupan az igazsagértékeiket és a kozottiik allé logikai osszefliggéseket. Arrol
nem beszélve, hogy a feladat nem az itéletek igazsagértékére kérdez ra, hanem
a két itélet ekvivalencidjara. Formalizaljuk a feladat itéleteit.

A: az 5 primszam

B: kék az ég

A két megadott allitasbol mar megadhatéd mindkét, feladatbeli {télet:

Pl1: A= B
P2:. AV B

Az allitas szerint a két formula ekvivalens, azaz

(A= B) & (=AV B)

Al =B |le||la/v]s
T A R A = O O
IH‘H‘I H|I|H|H
B 1|1 |1 |1 |®|1]|1
g1 || 1|1 |B|1|®H

Az ekvivalencia definicié szerint akkor igaz, ha mindkét részformula egysz-
erre igaz vagy hamis. Ha megnézzik az igazsagtablat, lathatjuk, hogy A és
B igazsagértékétol fiiggetleniil a két allitas egyszerre igaz, vagy hamis, igy az
ekvivalencia fennall. Az allitast igazoltuk.

]

A logika és igy a matematikai logika legfontosabb feladatai kozé tartozik a
helyes kovetkeztetési szabalyok feltarasa, illetve az egyes kovetkeztetési médok
helyességének eldontése. A kovetkezokben megadok néhany kovetkeztetési
sémat, és hozzajuk néhany példat.
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1.13. Tétel. Legyen P, Q, R itélet. Ekkor a kovetkezd kovetkeztetési szabalyok,
melyekben a vonal folott szerepelnek a premisszdak, a vonal alatt a konklizio,
helyes kovetkeztetést tesznek lehetové:

1.
(PANQ)= R,PN—-R
—Q
2. modus ponens:
R R=P
P
3. indirekt bizonyitds:
P =-Q,Q
P
4. kontrapozicio:
P=qQ
Q) = P
5. hipotetikus szillogizmus:
P=R R=(Q
P=qQ

Bizonyitds. Felhasznalva az igazsagtablakat, vizsgaljuk példaul az elso
kovetkeztetési szabalyt.

Ha |P A =R| = igaz, akkor |P| = igaz és |R| = hamis. Mivel |R| = hamis,
a |[(PAQ) = R| = igaz csak akkor teljesiil, ha |P A Q| = hamis. Mivel
|P| = igaz, kell, hogy |Q| = hamis legyen. De ekkor |-Q| = igaz. Ezzel az
allitast igazoltuk. Hasonldéan okoskodassal a tobbi kovetkeztetési szabaly is
igazolhato.

Az emlitett levezetési szabdlyok mindegyike igazolhato tovabba igazsagtab-
laval, 1gy, hogy a premisszakra elvégezve a logikai és miiveletet, majd
ehhez implikaciéval kapcsolva a konkluziot, a tabla implikacié alatti oszlo-
paban csupa igaz értéknek kell szerepelnie. (Ezen levezetésektél most el-
tekintiink. ) O

1.14. Probléma. Igazoljuk, hogy az alabbi kovetkeztetések helyesek:

1) P1: Ha Hdéfehérke talalkozik a gonosz mostohdval, és beleharap a mérgezett
almaba, akkor meghal.
P2: Hofehérke taldlkozott a gonosz mostohdval, de nem halt meg.
Q): Tehat Hofehérke nem harapott bele a mérgezett almdba.
2) P1: Ha egy adott szdm nem oszthatd 2-vel, akkor nem prim.
P2: Az adott szam prim.
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Q): Tehdt az adott szdm oszthato 2-vel.
3) P1: Sokat tanulok.
P2: Ha sokat tanulok, okos leszek.
Q): Okos vagyok.
4) P1: Ha kifogy a benzin, az autd ledll.
P2: Ha ledll az auto, elkésunk.
Q): Tehat ha kifogy a benzin, elkéstink.
5) P1: A konvex érinténégyszog két-két szemkozti oldaldnak dsszege megegye-
zik.
Q: Tehdt, ha a konvex néqyszog két-két szemkozti oldaldnak 6sszege mem
eqyezik meg, akkor nem érintonéqgyszog.

Bizonyitds. Formalizaljuk a premisszakat és a konkluziokat.

1) P: Hofehérke talalkozik a mostohaval.
QQ: Hofehérke beleharap a mérgezett alméaba.
R: Hofehérke meghal.
Ezekre az itéletekre alkalmazhato a 1.13. Tétel 1. kovetkeztetési szabalya,
melyrol belattuk, hogy helyes logikai kovetkeztetést eredményez.
2) P: Az adott szam oszthatd 2-vel.
Q: Az adott szam prim.
Ezekre az itéletekre alkalmazhaté a 1.13. Tétel indirekt bizonyitas
kovetkeztetési szabalya, melyrol belathatd, hogy helyes logikai kovetkeztetést
eredményez.
3) R: Sokat tanulok.
P: Okos leszek.
Ezekre az itéletekre alkalmazhaté a 1.13. Tétel modus ponens kovetkeztetési
szabalya, melyrol belathato, hogy helyes logikai kovetkeztetést eredményez.
4) P: Kifogy a benzin.
Q: Az auto leall.
R: Elkéstink.
Ezekre az itéletekre alkalmazhaté a 1.13. Tétel hipotetikus szillogiz-
mus kovetkeztetési szabdalya, melyr6l belathaté, hogy helyes logikai
kovetkeztetést eredményez.
5) P: A konvex négyszog érinténégyszog.
Q: A konvex négyszog két-két szemkozti oldalanak osszege megegyezik.
Ezekre az itéletekre alkalmazhato a 1.13. Tétel kontrapozicié kovetkeztetési
szabalya, melyrdl belathato, hogy helyes logikai kovetkeztetést eredményez.

L]
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A logika témakorébe tartoznak olyan feladatok is, melyekben hasznaljuk
ugyan a logikai szabdlyokat, a helyes logikai kovetkezetéseket, de nem explicit
modon; a formalizmust elhagyjuk. Ezen feladatokban nagy jelentésége van a
jo otletnek, és a heurisztikanak.

Pélya Gyorgy igy irja le a heurisztikat: ”Heurisztika vagy ”ars inveniendi”
egy bizonyos, nem tul szabatosan kortiilhatarolt tudomanyag neve volt, amely
a logikahoz, filozéfidhoz vagy lélektanhoz tartozott. Sokszor véazoltak fel
nagy vonalakban, ritkdn targyaltak részleteiben; ma mar dgyszolvan teljesen
feledésbe meritilt. A heurisztika célja a felfedezés és feltalaldas modszerének és
szabélyainak tanulmanyozasa. [...] Heurisztikus okoskodés olyan okoskodas,
amely nem végleges, hanem csak dtmeneti és plauzabilis®; célja a kitlizott fe-
ladat megoldasa. A heurisztikus okoskodds 6nmagaban j6. A rossz az, ha a
heurisztikus okoskodast osszevegyitjik a szigoru bizonyitassal. Még rosszabb
az, ha a heurisztikus okoskodast szigoru bizonyitasként akarjuk feltiintetni.”
[8, 117-118. oldal]

Nézziink egy ilyen gondolkodtaté logikai feladatot, melyet heurisztikus
okoskodassal oldunk meg.

1.15. Probléma. (Matematikusok a kannibdlok szigetén) Matematikusok egy
csoportja hajotorést szenved, de szerencséjikre eqy mentdocsonak segitségével
méqgis partot érnek eqy aprocska szigetnél. Szerencsétlenségikre a szigeten
kannibalok élnek, akik fogsdgba 1is ejtik oOket, am nem eszik meg azonnal
vendégeiket, hanem tesznek nekik eqy ajanlatot. Az ajanlat igy hangzik: eqymds
mogé sorakoztok, majd mindeqyikotok fejére tesziink eqy piros, vagy eqy fehér
sapkdt. Mindenki csak az elotte dllokat latja. Eloszor a sor végén dllo, majd
az elotte allo, és igy tovdabb, mindenki tippelhet, milyen szini sapka van a
fegén. Aki eltalalja, életben marad, aki nem, azt megessziik. Muieldtt kiosztjuk
a sapkdkat, kaptok néhdny percet tandcskozni. Hdanyan menekilhetnek meg?
Ady olyan eljdrast, hogy a lehetd legtobben éljék tul a probat!

Konnyen lathatd, hogy ha minden méasodik matematikus az elotte allé fején
1évo sapka szinét mondja, akkor a tarsasag fele biztosan megmenekiil. De
lehet-e tobb biztos t1lél6? Megmutathatd, hogy egy jo stratégiaval az egész
tarsasag egy ember kivételével biztosan megmenekiil. Csak az az egy ember
nem menekiil meg feltétleniil, aki a sor végén all, és eloszor mond szint, nyilvan
ugy, hogy azzal a tobbieket informalja. Mibdl induljak ki? [8] Mivel két
szin szerepel a feladatban, sejthetd, hogy a kettes szamrendszernek, illetve a
paritasnak nagy jelentosége van a megoldasban.

2hihetd, elfogadhaté, valészini
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Bizonyitds. 1. eset: Ha n = 2k db matematikus van, akkor az utolsé személy
paratlan szamu tarsat latja. Ez azt jelenti, hogy a két szin kozil az
egyikbol paros, a masikbdl paratlan szamu van. Ha a matematikusok
megegyeznek, hogy az utolsé azt a szint mondja, amelyikbdl példaul
paratlan szamut lat, akkor mindenki fogja tudni, milyen szint sapka
van a fején, az alapjan, amit addig hall és amit maga elott lat. Példaul
ha az i. (1 < i < 2k — 1) matematikus latja, hogy el6tte, és hallja,
hogy mogotte hany piros és fehér sapka van, akkor ha ezeket szinenként
osszeadja, tudni fogja, a sajat fején mi van. Ha példaul pirosbdl paros
szamut szamolt Ossze, és az utolsé ember a pirosat mondta, akkor az
¢. matematikus fején is piros van, ha paratlan pirosat szamolt, akkor
az 0 fején fehér van.

2. eset: Ha n = 2k + 1 db matematikus van, akkor a fenti okoskodas nem
jo. Ekkor az utolsé matematikus kivételével paros a létszam, ez csak
ugy lehet, ha mindkét szinbol paros szamu van, vagy mindkét szinbol
paratlan. Ebben az esetben meg kell egyezniiik, hogy példaul, ha
mindkét szinbol paros van, akkor az utolsé a piros szint mondja, ha
mindkettébdl paratlan, akkor a fehér szint. fgy hasonléan az el6z6
esethez, mindenki tudhatja, milyen szinti sapka van a fején.

Van-e olyan megoldas, mely mindkét esetet egyszerre kezeli?

Szemléljik kicsit absztraktabban a problémat! Jelolje a piros szint a 0, a
fehéret az 1 szam, igy egy csak 0-kbol és 1-esekbdl allo sorozatot kapunk. Az
utolsé matematikus Osszegezze az el6tte 1évé szamokat (szineket) ( mod 2),
azaz vegye az Osszeg maradékat kettovel osztva, s az igy kapott szamnak
megfelel¢ szint mondja! Minden matematikus elvégzi ezt a szamitdst, az
alapjan, amit maga el6tt 1at, és amit maga mogiil hall, majd a kapott szamot
oszehasonlitja azzal, amit az utols6 mondott. Ha a két szam megegyezik, akkor
az aktualis matematikushoz a 0 szam tartozik, tehat piros sapka van a fején,
egyébként pedig fehér. Ezzel az eljardassal mindkét eset kezelhetd, teljesen
mindegy, hogy hany matematikusrol van szo. ]

2. GEOMETRIAI ALLITASOK BIZONYITASA

2.A. A GEOMETRIA FEJLODESENEK TORTENETI ATTEKINTESE. A geomet-
ria a matematika egyik legésibb dga. Maga a geometria sz6 gorogiil eredetileg
foldmérést jelentett. A geometria fejlédése a teriilet, és térfogat szamitas illetve
csillagaszat tapasztalatai alapjan indult el. I.e. VI. szazadban valt el tapasz-
talati gyokereitol, tobbek kozott Zénon és Thalész munkéassaganak hatasara.
Euklidesz kortlbeliil i.e. 300 kortl élt, és alkotott, Elemek c. konyvében
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foglalta Gssze az addigi geometriai eredményeket. Az Elemekben a geometriai
objektumok tulajdonsagait viszonylag kis szamu axiémabodl vezeti le, igy a
modern matematika axiomatikus mdodszerének uttoroje volt. 7 Az axiémakat a
gorog filozofusoktol eredeztethetéen gy szokas felfogni, mint olyan egyszeri
és nyilvanvalé empirikus vagy intuitiv tapasztalatok matematikai megfogal-
mazasait, a tér olyan alapveto tulajdonsagait, melyekben épeszii ember nem
kételkedik.” [2] Kozépiskoldban geometria alatt alapvetéen az euklideszi ge-
ometridkat értjiik. A manapsag kozépiskolaban tanitott tételek tobbsége meg-
talalhaté Fuklidesz 2000 éves konyvében.

Az euklideszi geometria preciz, pontositott axiomatikus leirdasat David
Hilbert (1862-1943) adta meg. Az euklideszi geometria szinte 2000 évig az
egyetlen elfogadott geometriai elmélet volt. Az 1800-es években Carl Friedrich
Gauss, Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij, Bolyai Janos, Henri Poincaré, Bern-
hard Riemann munk&assaganak hatasara megsziilettek a nemeuklideszi ge-
ometriak.

2.B. MATEMATIKAI HATTER. Mindenek elétt vezessiink be néhdny jelolést,
és konvencio6t.

Legyen E # () halmaz, elemeit nevezzik pontoknak, L legyen az F
halmaz bizonyos részhalmazainak halmaza, mely részhalmazokat egyene-
seknek neveziink, és P az E halmaz bizonyos részhalmazainak halmaza, mely
részhalmazokat pedig sikoknak neveziink. A pont, egyenes, sik alapfoga-
lom, melyet nem definidlunk. Az alapfogalmak kozotti kapcsolat legyen az
illeszkedés. Ha egy pont eleme egy egyenesnek, vagy egy siknak, azt mondjuk,
hogy a pont illeszkedik az egyenesre, illetve sikra, vagy forditva, az egyenes,
illetve sik illeszkedik a pontra. Ezentil a pontokat jeloljik az angol abécé nagy-
betiiivel (A, B,C,...), az egyeneseket pedig a kisbettivel (a,b,c,...), mig a
sikokat Si,.5,... mddon.

2.1. Axiéma. Illeszkedési axiomak: Tekintsik a (E, L, P) hdrmast.

H1: Barmely két pontra pontosan eqy egyenes illeszkedik.

H2: Barmely eqyenesre illeszkedik legalabb két pont.

H3: Létexik legaldabb harom olyan pont, melyek nem illeszkednek eqy egyenesre
(nem kollinedrisak).

H/: Barmely harom, nem kollinedris pontra illeszkedik pontosan eqy sik.

Hb5: Egyetlen sik sem treshalmaz (minden siknak van legaldbb egy pontja).

H6: Ha egy egyenes két pontja illeszkedik eqy sikra, akkor az egyenes minden
pontja illeszkedik a sikra.

H7: Két nem diszjunkt siknak legalabb két kozos pontja van.
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HS8: Létezik legalabb 4 pont, melyek nem illeszkednek eqy sikra.

2.2. Definicié. Az (FE, L, P) harmast Hilbert féle illeszkedési térnek nevezziik,
ha eleget tesz a 2.1. Axiémanak .

2.3. Megjegyzés. Egy H # () halmaz, és A, B C H halmazok esetén, az A és
B halmazokat diszjunktnak nevezziik, ha ANB =0 és AUB = H.

2.4. Definicié. Az (E, L) part Hilbert féle illeszkedési siknak nevezziik, ha
teljestul ra H1, H2, HS.

2.5. Axiéoma. (Vonalzé axioma) Az (E, L, P) illeszkedési térben teljesiil a vo-
nalzo arioma, ha:

V1: Adott eqy d : E x E — R leképezés.

V2:¥l € L esetén df : | — R bijekcio, melyhez VP,(Q € E esetén

[f(P)—f(Q)| =d(P,Q), ahol d egy tdvolsagfiiggvény, [ pedig azl egyenes
koordindtazdsa.

2.6. Axiéma. (Félsik axiéma) Az (E, L, P) illeszkedési térben teljesiil a félsik
axioma, ha ¥S C P sik és VI C S egyenes esetén léteznek a Hy, Hy nemaires,
diszjunkt, konvex halmazok, melyekre teljestilnek a kovetkezok:

F1H1UH2=S\Z L L
F2: A € Hi és B € Hy, akkor ABN1 # (), ahol AB az A és B végponti
szakaszt jelenti.

Ekkor Hi-et és Hy-t [ hataregyenest nyilt félsiknak nevezziik.

2.7. Definicid. Egy (F, L, P) illeszkedési teret folytonosan rendezett illeszkedési
térnek nevezziik, ha eleget tesz 2.5. Axiéménak és 2.6. Axiémanak .

2.8. Axiéma. (Szogméro axioma) Azt mondjuk, hogy eqy (E, L, P) folytonosan

rendezett illeszkedési téren teljesul a szogmérd axioma, ha adott a tér

széguonalainak halmazadt a [0, 7] intervallumba képzd m leképezés gy, hogy

S1: (a szégmérés additivitisa) Eqy adott AOBX konvexr szdgtartomdny P
pontjdra m(AOBXL) = m(AOPAL) + m(POBX).

S2: (. szé’g_.sz>erkesztész’ posztuldtum) Adott eqy H félsik és ennek hatdreg_)yenesén
eqy OA félegyenes, akkor Wt € {0, 7} esetén egyértelmien létezik OB C H,
hogy m(AOBXA) = t.

Ekkor az m(AOBX) az AOBX-héz tartozo konvex szogtartomdny mértéke.

2.9. Definicié. Két szog kongruens, ha mértékiik megegyezik.
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2.10. Axiéma. (Kongruencia axiéma) Ha két, nem feltétlenil kilonbozd
haromszog kozott létezik olyan bijektiv leképezés, melynél az eqyik hdromszog
két oldala kongruens a mdsik hdromszog megfelelo két oldaldaval, és az dltaluk
bezart szogek is kongruensek, akkor a két hdromszog kongruens.

2.11. Definicié. Az (F, L, P,d,m) 6t0s abszolit tér, ha (E, L, P) illeszkedési
tér, melyre teljesiil 2.5. Axioma , 2.6. Axioma , 2.8. Axiéma és 2.10. Axiéma .

2.12. Axiéma. (Parhuzamossagi axioma) Megadva egy egyenest €s eqy arra
nem illeszkedd pontot, legfeljeb eqy olyan egyenes létezik, mely tartalmazza a
pontot, és pdrhuzamos az eqyenessel.

2.13. Definicié. Egy abszolat teret euklideszi térnek neveziink, ha eleget tesz
a 2.12. Axiémanak .

Kovetkezmény. Eqgy euklideszi térben pontosan eqy olyan egyenes van, mely
lleszkedik az adott pontra, és pdrhuzamos az eqyenessel.

Ezzel megadtuk az euklideszi geometria axiomatikus felépitését, melyre
tamaszkodva a kozépiskoldban tanitott geometriai allitasok nagy része iga-
zolhato.

2.C. A MODSZER BEMUTATASA. A geometriai bizonyitdsok tipikusan de-
duktiv gondolkodasmodot igényelnek, hiszen minden 1j eredményt a fent leirt
modon felépitett axiomarendszerbol probalnak levezetni.
A j6 abranak oridsi lehet a jelentésége a probléma megoldésara vonatkozdan.
Egy jol elkészitett, szemléletes abra fél siker. Nézziink olyan bizonyitasokat,
melyekben egy jol kitalalt abra adja meg a kulcsot.

2.14. Probléma. Pitagorasz-tétel: Ha a és b eqy derékszogu hdromszog két
befogoja, c pedig az dtfogoja, akkor a hdaromszog oldalaira az

a’ + b =

osszeftiggés dll fonn.
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o c
Ty
a b b a b
#)
C C
b Ty pb c
T3
c
C b
a T, C aq o
d b b a
1. felosztas 2. felosztas

Bizonyitds. Sikidomok atdarabolasaval végezziik.

Rajzoljunk két egybevagd a + b oldalhosszisdgi négyzetet, majd a
négyzeteket osszuk fel négyzetekre, és egybevagd derékszogli haromszogekre
két kiilonbozo modon, az abranak megfeleléen. Mindkét felosztasnal keletkezik
négy-négy egybevagod haromszog, hiszen mind a nyolc haromszogben a és b
azonos, a kozbezart szog pedig 90°. Adjuk meg a sikidomok tertiletét.

Ty =V
TQZCL2
T3:C2

ab
T4:§

Mivel kezdetben tugy vettiik fel a két négyzetet, hogy azok egybevagdak,
teriiletiik is egyenld. Igy a kovetkezo egyenloségek teljesiilnek:

Ty + T, + AT, = Ty + 4T,
T+ T =T,

a’ + b =
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Gyakran el6fordul, hogy viszonylag nehéz, bonyolultnak tiiné algebrai
osszefiiggéseket geometriai tton konnyen, latvanyosan lehet igazolni. Ha a
didkok képesek felismerni a képletek mogott rejtozé geometriai tartalmat, a
bizonyitas szinte leolvashaté az abrakrol. Nézziink néhany ilyen példat.

2.15. Probléma. Igazoljuk két nemnegativ valds szam szamtani és mértani
kozepe kozotti osszefiugést, azaz

a—;—bz\/@,

tetszbleges 0 < a,b € R esetén.

Bizonyitds. A szemléletesség kedvéért emeljik négyzetre az egyenlGtlenség
mindkét oldalat, majd szorozzuk meg 4-gyel. A négyzetre emelést most
elvégezhetjilk, hiszen mindkét oldalon pozitiv kifejezés all, igy az atalakitas
az eredetivel ekvivalens egyenlotlenséget eredményez.

(a+b)?
4

(2.1) (a+b)* = 4ab

Vizsgaljuk az egyenldtlenség két oldalat. Nem ismersz valam: rokonfelada-
tot? Nem tudndd felhaszndlni a mddszerét?[1] Vajon milyen geometriai alakza-
tot tudunk mogé képzelni? Az el6z6 feladat otletet adhat, hiszen ott az ab
szorzatot egy derékszogli haromszog teriiletével hoztuk kapcsolatba, illetve
talalkoztunk egy (a + b) oldali négyzettel is.

A bal oldalon az (a+0b)? jelentse nekiink egy (a+b) oldalti négyzet teriiletét,
a jobb oldalon lathato ab pedig egy a, b oldalu téglalap teriiletét. Rajzoljuk
meg a négyzetet, majd az alabbi abran lathaté médon minden oldalon jeloljiik
ki az a és b szakaszokat, majd a téglalapokat is szerkessziik meg. Lathato,
hogy a (2.1) egyenl6tlenség bal oldalan az (a + b) oldali négyzet teriilete &ll,
jobb oldalan pedig négy a, b oldalhosszusagu, egybevago téglalap tertilete.

Ugyanakkor leolvashaté az dbrérdl, hogy az (a + b) oldali négyzet teriilete
négy egybevagd téglalap, és egy (b — a) oldali négyzet teriiletének Gsszegével
egyezik meg, azaz

= ab

(a+b)* = 4ab + (b —a)’.

Tehat az allitas igaz, hiszen az a + b oldali négyzet teriilete egy (b — a)
oldalhosszusagu négyzet teriiletével nagyobb, mint a négy téglalap teriiletének
osszege.

Tovabba az is leolvashato az dbrardl, hogy egyenléség akkor all fenn, ha
eltiinik a (b — a) oldali négyzet, azaz ez a kiilonbség 0 lesz, vagyis a = b.
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a b a b
a a
b 5
b b
a a
b a b a
Nem tudndd mdsképen is levezetni az eredményt? 8] ]

2.16. Megjegyzés. Ezt a problémat késébb (3.12. Probléma) bizonyitjuk al-
gebrai modszerekkel is.

A kovetkez6 probléma igazolasa elott kimondunk egy tételt, melyre a bi-
zonyitas soran sziikség lesz.

2.17. Tétel. Barmely haromszogben egy oldal négyzetét megkapjuk, ha a masik
két oldal négyzetének osszeqébol kivonjuk a két oldal és a kozbezdrt szog koszi-
nuszanak kétszeres szorzatdt.

a® = b* + ¢ — 2bccos a
[4, 446. oldal]
2.18. Probléma. Igazoljuk a kévetkez6 egyenldtlenséget, ha 0 < z,y,u € R:

Vaz+y? < \/x2+u2—\/§xu+\/u2+02—\/§yu.

Bizonyitds. Vizsgaljuk az egyenlotlenség két oldalat. A két gyokos kifejezés
miatt nehézkes lehet algebrai modszerekel probalkozni. Préobaljunk a képletek
mogé geometriai jelentést képzelni.

Nézziik eloszor a bal oldalt, idézziik fel geometriai ismereteinket. Nem
ismersz olyan tételt, aminek haszndt vehetnéd?[8] Van olyan képlet, tétel,
osszefiiggés, melynek alakja megegyezik, vagy legalabb hasonlit a bal oldalra?
Egy jol felkésziilt, matematikaban jartas kozépiskolas észre kell vegye, hogy
a négyzetgyokjel alatt két szam négyzetosszege all, ami a Pitagorasz-tételre
(2.14. Probléma) emlékeztet minket: a négyzetgyokjeles kifejezés egy x,y be-
fogoju derékszogli haromszog atfogojat irja le. Rajzoljunk tehat egy z,y be-
fogbéju derékszogli haromszoget.
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A jobb oldal bonyolultabbnak tiinik, de az hamar feltiinik, hogy két azonos
szerkezetii kifejezés talalhatd. Ha a bal oldal esetén felismertiik a Pitagorasz-
tételt, felfedezhetjiik, hogy itt annak altaldanos esetét, a koszinusz tételt
(2.17. Tétel ) hasznalhatjuk f6l. Ugy tiinik, a két kifejezés két &ltalanos
haromszog egyik oldalat jelenti. De hogyan rajzoljuk be ezt a két haromszoget
az abrankba? A koszinusz tételnek megfelel6en

V2ru = 2z cos ¥ \/§yu = 2yu cos 0

V2 =2-cosy V2 =2-cosd
V2 V2
7:Cosfy 7:(:085

ahol v az x és u oldal altal kozbezart szog, o az y és u oldal altal kozbezart
SZOg.

Most mar az egyenlotlenség jobb oldalat is tudjuk abrazolni. Rajzoljunk
egy tetszoleges hosszusagu u szakaszt x és y metszéspontjabdl kiindulva ugy,
hogy x-szel és y-nal is 45°-0s szoget zarjon be. A kozos pontbdl kiinduld z, v, u
szakaszok végpontjait osszekotve t, z, v szakaszokat kapjuk, ahogy az az abran
is lathato.

452
45°

Y

Ha eddig eljutottunk, mar kénnyt dolgunk van. Az allitasban szereplo
egyenlotlenség megegyezik a kovetkezo egyenlotlenséggel:

t > z+w,

ami nem mas, mint a haromszog-egyenlotlenség, tehat az allitasban szereplo
egyenlotlenség teljesiil. Egyenloség akkor all fenn, ha a z és v is a t szakaszra
illeszkedik, azaz t = z + v.

L]

A kovetkezo probléma elott tekintsiink at néhany sziikséges definiciét, és
allitast.
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2.19. Definicié. Legyen egy derékszogii haromszog két befogdja a és b,
az a oldallal szemkozti szog «, atfogdja pedig c¢.  Ekkor a kovetkezo
szogfiggvényeket értelmezziik:

. a
siha = —
c

b

cosSox = —
c

; a
ano = —
b

b
ctanoe = —
a

2.20. Tétel. Tetszoleges haromszog terilete megegyezik két tetszoleges oldal és
a kozbezdrt szoq szinuszanak szorzatanak felével.

2.21. Probléma. Igazoljuk két szoqg 0sszegének szinuszdra vonatkozo addicios
tételt, azaz:

sin(d + w) = sind cosw + cos d sinw

Bizonyitdas. Készitsiink egy abrat. Rajzoljunk egy olyan haromszoget, melynek
egyik szoge (0 + w), és a O,w szOgek hatardn 1évé, 1 hosszisigi szakasz
meréleges a (§ + w) szoggel szemkozti oldalra (1d. dbra).

Az abc oldali haromszog teriiletét kétféleképpen is kiszamithatjuk.
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Egyrészt

T_ absin 2(5+w)’

a 2.20. Tétel szerint.
Masrészt két haromszog tertiletének osszegeként:

z-1 y-1
I'= — + —
2 * 2’

mivel a haromszogek teriilete megegyezik egy x, 1, illetve y, 1 oldalu téglalap
teriiletének felével.

Adjuk meg az dbran lathaté ismeretlen mennyiségeket a ¢ és az w szogek
segitségével.

tan(5:z tanu):g
1 1
tand = x tanw =y
1 1
cos) = — COSW = —
a b
1 1

=a = b.

cos 0 CcOS W

frjuk be ezeket a menyiségeket a teriiletképletekbe, az igy kapott kife-
jezéseknek egyenléeknek kell lenniiik:

1 1 ) tand tanw
-sin (0 +w) = 5 + 5

sin (0 +w) sind  sinw

cosd cosw

cosdcosw  Cosd  COSW
Ha a kapott egyenletet beszorozzuk cos d cos w-val, akkor

sin(d + w) = sind cosw + cos d sinw

egyenletet kapjuk, mely pontosan a bizonyitando osszefiiggés.
O

Gyakori hiba, hogy egy rossz abra hibas kovetkeztetésre ad lehetoséget.
Tipikus példa egy olyan feladat, melyben altalanos haromszogre tesziink
valamilyen allitast, de a didk "véletlenil” valamilyen specialis haromszoget
rajzol (derékszogiit, vagy egyenlGszarut, esetéleg szabdlyosat), s annak
segitségével mar nem feltétleniil helytallé kovetkeztetéseket von le. Ezért
nagyon fontos, hogy a tanar is készitsen abrat a tablara, és hangsilyozza, hogy
a tablan 1évo dbrat minél inkabb hasonléan maésoljak a fiizetbe, figyeljenek az
aranyokra, szogekre!
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3. ALGEBRAI MODSZER

3.A. AZ ALGEBRA ES KIALAKULASA. Az algebra a matematika aritmetikai
miiveletekkel, azok tulajdonsigaival, fajtaival foglalkozo aga. Résztertiletei
a kovetkezok: elemi algebra, absztrakt algebra, linedaris algebra, univerzalis
algebra, algebrai szamelmélet, algebrai kombinatorika, algebrai geometria.
Ezek kozil kozépiskolaban az elemi algebrat targyaljuk, és érintjiik a linearis
algebrat, bar inkabb csak a gyakorlati eredményeit hasznaljuk, az elméletet
nem részletezziik.

Mar 4000 évvel ezelott az 6kori babiloniaiak is foglalkoztak algebraval. Kife-
jlesztettek egy algebrai modszeren alapuld aritmetikai rendszert. A kovetkezo
kétezer évben kinai, indiai és gorog matematikusok legféképpen linedris,
masod-, harmad- negyedfoku és tobbvaltozés egyenletek, linearis egyenletrend-
szerek, diofantoszi egyenletek gyokeinek, megolddsainak meghatarozasaban
dolgoztak ki modszereket, megoldasokat. Az indiai Brahmagupta volt az els6
matematikus, aki altalanos modszert alkalmazott az elsé- és masodfoku egyen-
letek megoldasara, és diofantoszi egyenleteket is tudott kezelni.

A Bakhshali kéziratban mar alfabetikus jeleket és képleteket haszndltak
az Otvaltozés linedris egyenletek megoldasara és harmad-, negyedfoku egyen-
letekkel is foglalkoztak.

Euklidesz gorog matematikus az Elemek cimli miivébol egy egész fejezetet
szentel masod- és harmadfoku egyenleteknek, melyeket geometriai modon old
meg. 150 koril az alexandriai Héron harom koteten at ir az algebrai egyen-
letekrol, majd 200-ban az algebra atyja, Diophantosz egyiptomban él6 matem-
atikus megirja Arithmetica cimi konyvét, melyben szamelméleti problémakkal
és algebrai egyenletekkel foglalkozik. A késobbiekben, koriilbeliil ezer évig csak
Europan kiviil foglalkoztak érdemben matematikaval, indiai, perzsa és kinai
matematikusok.

"Maga az algebra szé az arab eredl "al-jabr” szdbdl szarmazik, mely Abu
Abdallah Muhammad ibn Musza al-Hvarizmi perzsa matematikus Kitab al-
Jabr wa-l-Muqabala (ejtsd: ”Hisab al-dzsabr walmukabala” ,sz6 szerint ” A
rovidités és torlés tudomdnya”) cimi, 820-ban irt értekezésének cimében
talalhaté. Az 7al-jabr” szé ujraegyesiilést jelent, a valtozdk redukalasara
vonatkozik.” [1]

Az algebra gyors titemi fejlodése 1535 utan indult el, miutan Leonardo Fi-
bonacci (1170-1250) Pisdban megirta Liber Acci cimi miivét. ” A magasabb-
fokt egyenletek megoldasainak keresése sok és nehéz kérdést vetett fel. Je-

lentésebb eredményt a XVI. szazadban a Bolognaban élt matematikusoknak
sikeriilt elérni. S. Ferro (1465-1526), N. Tartaglia (1500-1557), G. Cardano
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(1501-1576) nevéhez flizédik a harmadfokd, L. Ferrari nevéhez pedig (1522-
1565) a negyedfoku egyenletek megoldasa.

N. Abel (1802-1829) norvég matematikus 1826-ban bebizonyitotta, hogy az
otod- és magasabbfoki egyenletekre nem létezik altalanos megolddképlet.”
[4, 289. oldal]

R. Bombelli (1526-1572) hasznéalta el6szor az imaginarius szamokat, melyek
értelmezését késobb K. F. Gauss (1777-1855) irta le, s 6 vezette be a komplex
szam elnevezést is.

A linedris algebra kialakuldsdban nagy szerepet jatszott Kowa Seki japan
matematikus, a determinans fogalmanak bevezetésével, Gottfried Leibnitz
(1646 - 1716), a linedris egyenletek matrixok segitségével torténé megoldasaval
és Gabriel Cramer (1704-1752) a réla elnevezett szabdaly felismerésével.

3.B. A MODSZER MATEMATIKAI HATTERE. Kozépiskoldban a valés szdmtest-
ben (R-ben) dolgozunk. Ez azt jelenti, hogy adott a valés szamok halmazan
értelmezett két miivelet, az Osszeadds(+) és a szorzas (+).

Az igy kapott (R, +, ) struktira test, azaz a kévetkezok teljesiilnek:

1) (R, +) kommutativ csoport, hiszen tetszoleges a, b, c € R esetén
i) A mivelet asszociativ, azaz (a +b) +c=a+ (b+ ¢),
ii) 30 € R neutrélis elem, melyre a + 0 =0+ a = a,
iii) Ja’ = —a inverz elem, melyre a + (—a) = (—a) + a = 0,
iv) A miivelet kommutativ, azaz a +b = b + a.
2) (R\{0}, -) kommutativ csoport, hiszen tetszéleges a, b, c € R\{0} esetén
i) A mivelet asszociativ, azaz (a-b)-c=a- (b-c),
ii) 31 6 R\{O} neutrélis elem, melyre a-1=1-a=a,
iii) da’ = = inverz elem, melyre a - 1 1 ca =1,
iv) A miivelet kommutativ, azaz a - b ~b-a.
3) Az Osszeadds a szorzasra nézve disztributiv, azaz a- (b+c¢) =a-b+a-c.

Természetesen egy kozépiskolas diaknak nem kell ismernie az absztrakt al-
gebra elemeit, igy a test struktira definiciéjat sem, de fontos, hogy ezeket az
alapveto miuveleteket, és azok tulajdonsdgait jol ismerje. Ezekre a miiveletekre
épitve 1jabb miveleteket is be kell vezetni, mint pl.: a kivonas, osztas,
hatvanyozas, ezek ismerete és hasznalata is kovetelmény. Ezek olyan alapveto
ismeretek, melyekkel mar egy nyolcadik osztalyos gyerek is rendelkezik.

Ezeket a miiveleteket és kiilonbozé mennyiségeket felhasznalva matematikai
osszefliggéseket irhatunk le. Elofordulhat, hogy tudjuk, egy adott men-
nyiség milyen kapcsolatban all mas mennyiségekkel, de a konkrét értékét
nem ismerjiik. Ilyenkor ezeket ismeretlenekkel (valtozdkkal) jeloljiik. Igy
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bizonyos problémakat formalizalva, algebrai kifejezésekkel, egyenletekkel,
egyenlotlenségekkel, s ezek rendszerével tudjuk leirni.

3.1. Definicié. Konstansokra, ismeretlenekre, illetve ezek hatvanyaira alkal-
mazva a négy alapmuveletet, algebrai kifejezést kapunk. A kifejezés egytagii,
ha csak a szorzas és osztas muveletek segitségével allitottuk elo, és tobbtagi, ha
az Osszeadas és kivonas miiveleteket is alkalmaztuk. Attdl fiiggben, hogy egy
algebrai kifejezésben egy, vagy tobb ismeretlen szerepel, egyismeretlenes, és
tobbismeretlenes algebrai kifejezésrol beszéliink. Egy egyismeretlenes algebrai
kifejezés fokszaman, a benne szerepl6 ismeretlen legnagyobb kitevojét értjuk.

3.2. Definicié. Az a,,a,_1,...a1, a9 egylutthatékkal felirt
" 4 ap_ 12"t ar+ag =0, (a,#0, ncN\{0})

egyenletet egyismeretlenes n-ed foku egyenletnek, mas széval algebrai egyen-
letnek nevezziik.[4, 285. oldal] A fontebb leirt feltételek mellett

ant" + ap_12" P+t ar+ag A O,

A € {<,> 5,2} esetén egyismeretlenes n-ed foki egyenl6tlenségrél
beszéliink.

Természetesen tobbismeretlenes egyenlet és egyenltlenség is definidlhato,
de ezek kezelése messze meghaladja a kozépiskolai szintet.
A 3.2. Definiciéban szereplé egyenlet bal oldaldn egy z-t6l fiiggd poli-
nomfiiggvény all, melyet f(z)-szel jelolve
flz) =0
alaku egyenletet kapjuk. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az egyenlet

megoldasai az f(z) fliggvény zérushelyei. Az f(x) fiiggvény értelmezési tar-
tomanya az egyenlet alaphalmaza.

3.3. Definicid. Az olyan atalakitdsokat, amelyeknek segitségével egy egyen-
letbdl olyan masik egyenlethez jutunk, hogy mindkettonek az alaphalmaza
ugyanaz és koziiliik barmelyik egyenletnek minden gyoke (a tobbszorosségiiket
is figyelembe véve) a masik egyenletnek is gyoke, ekvivalens dtalakitdsoknak
nevezziik.[4, 295. oldal]

Nézziink néhany ilyen gyakran hasznalt atalakitast:

a) konstans hozzdadasa, kivondsa mindkét oldalbdl

b) ismeretlen, illetve ismeretlen konstansszorosinak hozzdaddsa, kivonasa
mindkét oldalbol

c) algebrai kifejezés hozzdadasa, kivonasa mindkét oldalbdl
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d) midkét oldal nullatdl kiillonb6zé konstanssal torténd szorzasa

3.4. Megjegyzés. Ezek az atalakitasok ekvivalens atalakitasok az egyenlGt-
lenségekre nézve is, azzal a kiegészitéssel, hogy a d) pontban emlitett konstan-
soknak pozitivaknak kell lennitik.

3.5. Megjegyzés. A négyzetgyokvonas és a hatvanyozas nem minden eset-
ben eredményez ekvivalens atalakitast. Ezek hasznalata el6zetes vizsgalodast
igényel.

Egyenletek (egyenlétlenségek) Osszessége egyenletrendszert (egyenlotlenség-
rendszert) alkot.

3.6. Definicié. Tetszéleges a;; és b; (i € {1,2,...m},j € {1,2,...n}) kons-
tansok mellett az
a1,1T1 + -+ a1 Ty = b1

Qm,1T1 + ApmITn = bm
egyenletrendszert n ismeretlenes, m egyenletbol allo linedris egyenletrend-
szernek nevezziik [3, 63. oldall.

3.7. Definicié. Két n ismeretlenes linearis egyenletrendszert ekvivalensnek
neveziink, ha 0sszes megoldasaik halmaza megegyezik.

3.8. Tétel. Gauss-féle elimindcios modszer: Az aldabbi dtalakitasok a linedris

egyenletrendszer vele ekvivalens linedris eqyenletrendszerbe viszik dt
(ld. [3, 67. oldal]):

Egyenlet szorzdsa nemnulla szammal.

Eqgy egyenlethez hozzdaadni eqy madsik egyenlet lambdaszorosdt.

Olyan egyenlet elhagyadsa, mely a megmaradoak linedris kombindcidja.
Egyenletek sorrendjének felcserélése.

Az ismeretlenek sorrendjének felcserélése az egyutthatoikkal egyitt, minden
egyenletben.

AR

3.9. Megjegyzés. Az atalakitasok ugy értendok, hogy az egyenletek mindkét
oldalaval ugyanazt az atalakitast kell végrehajtani

3.C. A MODSZER BEMUTATASA. René Descartes szerint minden egyes
probléma visszavezethetd algebrai probléma megoldasara. Az altala kidol-
gozott egyetemes mddszer a kovetkezé ([9, 37. oldal]):

1. Minden problémat vezessiink vissza matematikai problémaral!
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2. Minden matematikai problémat vezessiink vissza algebrairal
3. Minden algebrai problémat vezessunk vissza egyetlen egyenlet megoldasaral

Azt gondolom, ez a mddszer tulsagosan altalanos, a vilagunk minden teriiletén
fellépé problémék nem feltétleniil irhatok le matematikai nyelven. De a
matematika teriiletén fellépo problémak jelentés része formalizalhato, algeb-
rai moédszerekkel megoldhatd. A kérdéses adatokat ismeretlenekkel jelolve,
a probléma oOsszefiiggéseit figyelembe véve egyenleteket irhatunk fel, melyek
megoldésa az eredeti probléma megoldasat is szolgaltatja.

Az algebrai moédszer segitségével torténo bizonyitas lényege, hogy a probléma
formalizalasa utan, az allitas feltételeit felhasznalva, ekvivalens atalakitasokkal
megkapjuk a bizonyitani kivant allitast.

3.10. Probléma. Legyen (a,) egy szamtani sorozat, melynek differencidja (két
szomszédos elemének kilonbsége) d € R. Igazoljuk, hogy e sorozat elsé n db
elemének osszege

n(a; +a,) n(2a; + (n—1)d)

2 2

ahol a1 a sorozat elso, a, a sorozat n-dik eleme.

Bizonyitas. Az &llitds csupan algebrai eszkozokkel igazolhaté.  Teljes in-
dukciéval igazolhatd, hogy a szdmtani sorozat esetén a, = a; + (n — 1)d
(5.11. Probléma ).

Ekvivalans atalakitas az, ha egy egyenletet megszorzunk egy konstans
szammal, és az is, ha két egyenletet 0sszeadunk.

frjuk fel az els6 n elem 0Osszegét explicit modon:

S,=a;+ay+...a,-1+ a,

Majd irjuk fel ugyanezt az egyenletet, gy hogy a jobb oldalon szerepl6
osszeget forditott sorrendben irjuk fol:

S, =a,+a,-1+...a2 + a
A két egyenletet Osszeadva a kovetkezot kapjuk:
(3.1) 25, = (a1 +a,) + (a2 + an—1) + ... (ap—1 + ag) + (a, + a1)
Tetszbleges i € {1,...,n — 1} esetén
a;+ap_iy1=lar+ (G —Dd+{a1+[(n—i+1)—1]d} =
= (a1 + (i —1)d)+ (a1 +(n—i)d) =a + a1 +[(i = 1) + (n —i)|d =
=art+a+(n—1)d=a;+ay,
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Ezért a (3.1)-ben a jobb oldalt a kovetkezOképpen is irhatjuk:
28, = (a1 +ap) + (a1 +ap) + ... (a1 + an) + (a1 + ay),

ahol az (a; + a,) 6sszeg n-szer szerepel. loy
25, =n(a1 + ay)

n(a, + ap)
2
Ha a,, helyére behelyettesitjiik a a, = a1+ (n—1)d kifejezést, majd elvégezziik
a lehetséges Osszevonasokat, megkapjuk az allitas masik részét, miszerint

_ n(2a; + (n — 1)d)
Sp = 5

fgy a teljes allitast igazoltuk. ]

Sy =

A kovetkez6 feladathoz tekintsiuk az
(3.2) ar? +br+c¢=0, abceR

nullira redukalt mésodfokid egyenletet, melynek gyoke xq,x9, s igy
gyoktényezos alakja
(3.3) a(x —z1)(x — x9) = 0.

Igazoljuk a masodfoku egyenlet gyokei (megoldasai), és egytitthatdi kozotti

osszefiiggéseket, azaz a Viete-formulat.

3.11. Probléma. Viete-formula: Legyen x1,xs az ax?® + bx + ¢ = 0 egyenelt
két egymastol nem feltétlenul kulonbozo wvalos gyoke.  Ekkor a kovetkezd
osszefuggések dllnak fenn:

b

c
e —(z1 + x2) s ~ =11

Bizonyitds. Induljunk ki a (3.3)-bdl, az ismeretleneket tartalmazd tényezok
osszeszorzasa utan a kovetkezo alakot kapjuk:

a(a:2 — xw) — Ty + x129) = 0

Kiemelés segitségével érjikk el, hogy az ismeretlen egyiitthatéi kiolvashatok
legyenek az egyenletbol.

(3.4) alx? — (21 + 29)x + 2129) = 0
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Most a (3.2)-bél emeljiik ki a-t:
b

(3.5) a <x2+—x+f) ~0
a a

Mivel eddig csak ekvivalens atalakitasokat végeztiink, (3.4) és (3.5) ekvi-
valens egymadssal, s mivel 22 egyiitthatéja mindkettében megegyezd, igy a
tobbi egytitthaténak is meg kell egyezniiik. Ezek alapjan

x egylutthatoja:

b
— = —(5131 -+ Iz)
a
a konstans:
c
— = T122
a

]

3.12. Probléma. Igazoljuk két nemnegativ valos szam szdmtani és mértani
kozepe kozotti osszefugést, azaz

a—;—sz’

tetszdleges 0 < a,b € R esetén.

Bizonyitds. Csupan algebrai modszerekkel.

Emeljik négyzetre az egyenlotlenség mindkét oldalat. Ez jelen esetben
megengedett dtalakitds, mivel az 4llitas feltétele szerint 0 < a, b, igy 0 < a+b és
0 < ab, igy a négyzetre emeléssel nem keletkezik 1j gyoke az egyenl6tlenségnek.
Ezt kovetoen szorozzuk meg 4-el az egyenlotlenséget:

(a+b)?
4
(a + b)* = 4ab

1A%

ab

3.13. Megjegyzés. A bizonyitas menete eddig megegyezik a 2.15. Probléma-
nal megadott bizonyitas elso lépéseivel.

Hogyan mengiink tovabb?[8] Milyen tovabbi atalakitasokat végezhetiink? Al-
kalmazzuk az egyenlStlenség bal oldaldra az (a + b)? = a? + 2ab + b? nevezetes
azonossagot, majd mindkét oldalbol vonjunk ki 4ab-t:

a® 4 2ab + b* 2> 4ab
a? —2ab+b* > 0.
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Fel kell ismerni, hogy az atalakitott egyenlotlenségiink bal oldalan djra egy
nevezetes azonossag all ((a — b)?* = a* — 2ab + b?), melyet alkalmazva

(a—b)220.

Mivel a bal oldalon egy négyzetszam all, melyrdl tudjuk, hogy mindig nem-
negativ, igy az egyenlotlenség tetszoleges a,b szamokra teljesil. Az utolséd
egyenlotlenség teljesiilése pedig maga utan vonja az allitas teljestilését is, mivel
csak ekvivalens atalakitasokat alkalmaztunk. Az utolsé egyenlotlenséghdl az
is kiolvashato, hogy egyenléség akkor all fenn, ha a — b = 0, vagyis a = b.

O]

4. INDIREKT BIZONYITASI MODSZER

4.A. A MODSZER KIALAKULASA, ES MATEMATIKAI HATTERE. Az indirekt
bizonyitasi eljaras kialakuldsa szoros kapcsolatban all a matematikai logika
fejlodésével. A vele rokon modszert, a reductio ad absurdum-ot az eleatak
tették a filozéfidban gyakoriva és feltételezhetoen innen épiilt be a matem-
atikaba is.

4.B. A MODSZER BEMUTATASA. A mddszer 1ényege, hogy feltarjunk egy el-
lentmondast. A bizonyitdas formaja a céafolat, vagyis oly médon bizonyitjuk
valaminek az igazat, hogy az ellenkezojét megcafoljuk - ekkor kétségtelentil
igaz lesz az eredeti allitasunk. Az indirekt bizonyitas az allitas helyességét
ugy igazolja, hogy bebizonyitja az ellentétes allitas hamissagat.

Legyen P és @ allitas ( 1d. 1.1. Definici6 ), ha a P allitasbol kovetkezik,
hogy a () allitas hamis, akkor ha () igaz, ebbdl kovetkezik, hogy P hamis.
( 1.13. Tétel )

4.1. Probléma. A /2 irraciondlis szdm.

Bizonyitds. (1) Induljunk ki az allitds tagaddsabél, azaz abbdl, hogy a /2
szam nem irraciondlis, hanem tegyiik fel, hogy racionalis. Ekkor v/2 felirhaté
7 alakban, ahol a,b € Z, és a,b relativ primek, azaz (a,b) = 1, igy a tort nem
egyszerlsitheto tovabb. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd az egyenletet
atrendezve a kovetkezo egyenletet kapjuk:

20? = o
Ekkor
2120 s 2|a®
Mivel a? egy négyzetszam, viszont 2 nem négyzetszam, igy
(4.1) 2|a
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Ebbol viszont az kovetkezik, hogy
4la®  és  4)2b, = 2|b?
Mivel b? egy négyzetszdm, viszont 2 nem négyzetszam, igy
(4.2) 2|b

Ezzel ellentmondésra jutottunk, hiszen a (4.1) és a (4.2) egyenletek szerint
a ¢s b is oszthato 2-vel, tehdt a feltételezéstinkkel ellentétben az 3 tort
egyszerlsithetd. Ez csak akkor lehetséges, ha hibas volt a feltevésiink, tehat a

v/2 nem frhaté fel két egész szam hényadosaként, {gy irracionélis. ]

Bizonyitds. (2) Szintén indirekt, de geometriai médszereket is felhasznal.
Legyen ABC' egy egyenlOszaru derékszogli haromszog, melynek atfogdja m,
befogdi n hosszusaguak. A Pitagorasz tétel miatt 7 = V2.
Indirekt tegytk fel, hogy m,n € Z, m és n relativ primek, azaz az =
tort mar nem egyszerfisithelé.> A-bdl kiindulva rajzoljunk m sugaru korivet,
melynek metszéspontja az AB félegyenessel E, és n sugari korivet, melynek

metszéspontja az AC félegyenessel D. Az ED, BC szakaszok metszéspontjat
pedig jelolje F'. (Id. dbral)

A
m

n

D

m-—n

m-n g 2n—m

C

m—-n

Az igy kapott szakaszokra teljesiil, hogy AB = AD, AC = AF és BACXK
és DAFEA szogek kongruensek. Ekkor a 2.10. Axiéma miatt az ABCA és
az ADE/A egybevagd. Az EBF A derékszog, és az egybevigdsag miatt a
BEFA = 45°, igy az EBF /A szintén egyenlészard, derészogli haromszog.
Ezért BE = m —n és BF = m —n. A szimmetria miatt DF = m — n,
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DC = m —n és FDCA szintén egyenlészara derékszogli haromszog. Ekkor
az FC =n—(m—n) =2n—m. Mivel mn € Z, a2n —m,m —n € Z is
teljesiil, és 2n —m < m, m —n < n. fgy az FFDC/A kisebb, egyenloszart,
derékszogli haromszog, mint az ABC/A, azaz az atfogd és egy befogd aranya
szintén /2. Ez viszont ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy az o tort
egyszerlsitheto. [

4.2. Probléma. Pitagorasz tétel megforditisa: Ha eqy haromszog két oldalanak
négyzetosszege eqyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a hdromszog

derékszogi. Formalisan, ha adott eqy hdaromszog, melynek oldalar k, [, m, akkor
ha

k* 412 = m?,
akkor a hdromszog derékszogii.

Bizonyitds. Indirekt. Tegytiik fel, hogy egy k, [, m oldali haromszogre teljesiil
a tétel feltétele, miszerint

(4.3) k2 + 12 =m?

de a konklizié6 mar nem, azaz a haromszog nem derékszogii. Tekintsiink egy
olyan derékszogu hdaromszoget, melynek két befogdja k és [, atfogdja m’ # m.
(1d dbra!) Ekkor Pitagorasz tétele (2.14. Probléma) miatt

(4.4) K2+ 12 =m"”.

(4.3) és (4.4) miatt m = m’, ami ellentmonddshoz vezet. Hiszen két
haromszog egybevagd, ha megfeleld oldalaik hossza megegyezik, igy a k', I', m’
haromszognek is derékszogiinek kell lennie, ami ellentmond feltevésiinknek,
miszerint nem derékszogii.
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5. A TELJES INDUKCIO MODSZERE

5.A. MATEMATIKAI HATTER. A teljes indukcié mdédszere a természetes
szamok halmazanak létezésére és tulajdonsagaira épiil, és halmazelméleti
alapokra vezetheto vissza. Tekintsiik a valds szamok halmazat (R).

5.1. Definicié. Az A C R halmaz induktiv,hal € Aésx € Aeseténz+1€ A
is teljestl.

5.2. Tétel. Létezik az R-nek induktiv részhalmaza.

Bizonyitds. Az R maga is iduktiv halmaz, illetve tetszoleges szamu induktiv
halmaz metszete is induktiv. Ezért az R 6sszes induktiv halmazanak metszete
is induktiv. Ez a metszet a legsziikebb induktiv részhalmaza R-nek. ]

A valds szamok legsziikebb induktiv részhalmazanak elemeit természetes
szamoknak, magat a halmazt a természetes szamok halmazanak nevezzik,
és N-nel jeloljiik. Jeldlje 2" az x € N elem rakovetkezdjét, és ' := x + 1.

5.3. Tétel. N teljesiti a Peano axiémakat, azaz:
(i) 1 € N.
(11) n € N akkor n’ € N.
(1) Han € N, akkor n' # 1.
(i) Haon,m € N és n' =m/, akkor n = m.
(v HoACNéleAés(ne A=n'e€ A) akkor A= N.[7, 19-20. oldal]

5.4. Tétel. Legyen T, az n € N-re vonatkozo dllitds, és legyen (T,,) tulaj-
donsdgoknak olyan sorozata, hogy (11) igaz és ha (T,) igaz, akkor (T,i1) is
1gaz. Ekkor T, minden n € N esetén teljesul.

Bizonyitds. Legyen A :={n e N | T, igaz}. Ekkor A induktiv halmaz, s
mivel N a legsziikebb induktiv halmaz, igy N C A. Ugyanakkor az A halmaz
definiciéja alapjan A C N. Ez azt jelenti, hogy A = N, azaz T, minden
n € N-re teljesiil.[7, 19-20. oldal] O

Ez az eljards teszi lehetové, hogy a természetes szamokra vonatkozd
allitasokat tudjunk bebizonyitani.

5.B. A MODSZER BEMUTATASA. A teljes indukcié els6 {rdsos emléke szerint
1575-ben Francesco Maurolico Arithmeticorum libri fuo cimi mivében bi-
zonyitotta, hogy az elsé n paratlan szdm Osszege n?.

A moddszer célja, hogy egy, a természetes szamokra vonatkozé allitast iga-
zoljunk. Ehhez sziikséges, hogy a tanulok tisztdban legyenek a természetes

szamok fogalméval. Kozépiskolaban nem tesziink emlitést a fenti tételekrdl, és
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a Peano axiomakrol, az N halmazt igy definidljuk, hogy megadjuk az elemeit.
N :=1,2,3,... (azaz a pozitiv egész szamok halmaza, megéllapodds szerint a
0 is hozzavehetd). Az eljards a kovetkezo:

1) Igazoljuk az allitdst a lehet6 legkisebb n-re! Ez altaldban az n = 1 esetet
jelenti.

2) Indukcids feltétel: tételezziik fel, hogy az éllités teljesill az n = k (k =
1,2,...) esetre.

3) Bizonyitsuk be az indukcids feltétel segitségével, hogy az éllitds teljesiil az
n =k 4+ 1 esetre is.

Természetesen az utolsd 1épés jelenti a nehézséget. Eszre kell venni, hogyan
lehet felhasznalni az indukcios feltételt.

Nézziik, hogyan kell alkalmazni a teljes indukcié modszerét egy konkrét
példan keresztiil. A gyerekek szamara altaldban nehéz latni, miért is helytalld
ez a modszer. Ezért torekszem ra, hogy az egymast kovetd esetek kozotti
kapcsolatra ramutassak, majd pedig az altaldanos esetet is levezetem.

5.5. Probléma. Az elsé n darab pdratlan szdm osszege n®.

El6szor vizsgaljunk meg jénéhany esetet, és prébaljunk a k-di (kK =1,2,...)
és k + 1-dik eset kozott osszefiiggést felfedezni.

n=1 = 1=1 1 =1
n=2 = 1+3=4 2° =4
n=1+1 = 1+3=4 (1+1)P2=1"+2-1-1+1"=4
n=3 = 1+34+5=9 32=9
n=2+1 = 44+45=9 (2+1)P2=2"4+2-2-1+1°=9
n =4 = 1+3+5+7=16 4* =16
n=3+1 = 9+7=16 (3+1)P2=3"+2-3-1+1*=16
n=>5 = 1+3+5+7+9=25 5% =25
n=4+1 = 164+9=25 (4+1)P2=4>4+2-4-14+12=25
n =6 = 1+34+5+7+9+11=36 6% = 36
n=5+1 = 254+11=36 (5+1)P2=5"+2-5-1+12=236



5. A TELJES INDUKCIO MODSZERE 35
Prébaljuk felirni az allitast az altalanos esetben:
n==k = 1+3-+(2k—1) =k
n=k+1 = 1+34+ - +Qk—D+[20k+1) -1 = (k+1)

Ugy tiinik, ha teljesiil a k. (k=1,2,...), akkor segitségével az k + 1. allitas
is igazolhat6. Most nézziik, hogyan alkalmazhato az allitasra a teljes indukcid
modszere!

Bizonyitds. Teljes indukcidval.
1) Vizsgaljuk az n = 1 esetet!

1=1 és 12=1

Az allitas teljestl.
2) Tegytik fel, hogy az n = k (k=1,2,...) esetre az allitas teljestil, tehat:

1+34--+2k—1) =k
3) Vizsgaljuk az n = k + 1 esetet! Az éllitas szerint
143+ + k=1 +2(k+1)—1] = (k+1)?
Induljunk ki az egyenlet bal oldalabol!
143+ +2k—1)+2k+1)—-1]=143+---+2k—1)+ (2k+1)
Mivel az indukciés feltétel szerint
T4+3+-+(2k—1) =k
ezért
1434+ 2D+ 2k+1) =k + 2k +1) = k* + 2k + 1.
Az (a+b)* = a® + 2ab + b? nevezetes azonossag miatt:
k2 +2k+1=(k+1)?
foy 143+ 4+@2k—1)+[2(k+1) — 1] = (k + 1)? teljesiil.
Tehat az allitas teljestl tetszoleges n € N esetén. Il

A kovetkez6 példank elott tisztaban kell lenntink a kovetkez6 fogalmakkal!

5.6. Definicié. Ha A és B halmazok, és A minden eleme B-nek is eleme, akkor
azt mondjuk, hogy A a B-nek részhalmaza (A C B vagy B O A). Ha ezen
til B-nek van olyan eleme, mely A-nak nem eleme, akkor A a B-nek wvalodi
részhalmaza (A C B vagy B D A).
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5.7. Megjegyzés. Természetesen tetszoleges A halmaznak van legalabb ketto
részhalmaza, az tireshalmaz () C A), és onmaga (A C A).

5.8. Probléma. Eqgy n elemi halmaz részhalmazainak szama 2".

Bizonyitds. Teljes indukcidval.

1) Vizsgdljuk az n = 1 esetet. Legyen A egy egyelemii halmaz, azaz |A| = 1,
A = {a}. Az 5.7. Megjegyzés szerint () C A) és (A C A), tovabbi
részhalmaz nincs, hiszen A-nak nincs a-n kivil mas eleme. Tehat A
részhalmazainak szdma 2 = 2!, igy az allités igaz.

2) Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil az allitds, azaz ha |A| = k, akkor a
részhalmazainak szdma 2%,

3) Vizsgaljuk az n = k+ 1 esetet. Az igazolandé allitas szerint ha |A| = k+1,
akkor A részhalmazainak szdma 2!, Ha elvesziink egy z € A elemet
az A halmazbodl, akkor egy olyan A’ halmazt kapunk, melyre |A'| = k, és
A'U{z} = A vagyis A’ C A. Ez azt jelenti, hogy A" minden részhalmaza
A-nak is részhalmaza, igy az indukcids feltétel szerint A-nak biztosan van
2% részhalmaza. Az igy kapott részhalmazok mindegyikéhez hozzavéve
az el6bb elvett = elemet, tjabb, az eddigiektd] kiilonbozé 2 részhalmazt
képeziink.

DcA, zeA =0U{z}CA
VBC A, ze€A =BU{z}CA

ACA =xzeA =Au{r}CA

fgy el6allitottuk A Gsszes részhalmazat, melynek szama

28 428 = 2.2k = oM,
Tehat az allitas teljestil tetszoleges n € N esetén. [

A kovetkez6 példa elott tisztazzuk a kovetkezd definicidkat.

5.9. Definicié. A porzitiv, egész szamok halmazan értelmezett fliggvényt
sorozatnak nevezzik. [4, 332. oldal]

Jelolés: (ay)

5.10. Definicié. Az olyan (a,) sorozatot, melyben barmely két egymast
koveto tag kiillonbsége allandd, szamtani sorozatnak nevezziikk. Az allandé
kiilonbséget differencianak nevezziik, és d-vel jeloljik.
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5.11. Probléma. Legyen (a,) egy szamtani sorozat, melynek differencidja d €
R. E sorozat n-edik eleme a kovetkezoképpen szamolhato:

a, =a;+ (n—1)d

Bizonyitds. Teljes indukcidval.

1) Az n = 1 eset trividlis, azonossagot eredményez. Nézziik az n = 2 esetet is!
Definici6 szerint as — a1 = d. Hozzaadva a;-t, és kivonva d-t,

a9 = a1 + d
osszefiiggést kapjuk. Ugyanakkor a bizonyitandé képletbol kiindulva:
aa=a+2—-1)d=a+d

2) Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil az allitas, azaz a = a1 + (k — 1)d.
3) Vizsgaljuk az n = k + 1 esetet!

apy1 = ag + d,
definicié szerint. Az indukcios feltétel szerint
ag+d=a1+(k—1)d+d=a1+kd=a;+ [(k+1)—1]d.
Tehat az allitast igazoltuk.
]

A teljes indukcié modszerének nehézsége a diakok szaméra abban rejlik, hogy
nehezen ismerik fol, hogyan lehet az indukciés feltételt alkalmazni. Nézziink
egy példat, mi torténhet, ha rossz indukcios 1épést alkalmazunk.

5.12. Probléma. Hol a hiba a kovetkezd bizonyitasban? Allitds: Barmely n
pozitiv egészre a1t = 1, ahol a > 0 tetszbleges szdm.

Bizonyitds. Han =1, akkor a" ' =al"t =a" =1
Ha feltessziik, hogy a tétel igaz az 1,2, - - - n esetre, akkor azt kapjuk, hogy
a(nJrl)fl —q" = an—lan—l _ 1-1 _ 1,
an—2 1
tehat a tétel (n + 1) esetére is igaz. [11, 159. oldal] ]

Megoldas: A hiba létezése nyilvanvald, konnyedén tudunk ellenpéldat mu-
tatni: legyen @ = 2, minden 1 < n € N esetén a" ! # 1. Ha megvizsgdljuk
az algebrai atalakitasokat, nem talalunk benniik hibat. Ugy tinik, a hiba
az indukciés 1épésben keresendS. A levezetés szerint a” ' = 1, és a" 2 = 1.
Ugyanakkor az indukciods feltétel csak az el6z6, n — 1-edik esetre vonatkozik.
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Itt viszont az n-edik eset bizonyitasakor a feltételt az n — 1-edik, és n — 2-edik
esetre is alkalmaztuk. Ez okozta a hibat, melynek kovetkeztétben egy hamis
allitast véltiink igazolni.
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OSSzZEGZES

Napjaink oktatéasi rendszerében a kompetencidk keriiltek elotérbe. A leg-
fontosabb matematikai kompetencia a logikus gondolkodas, és a problé-
mamegoldas. Azt gondolom, a matematikai bizonyitasok nem feltétlentl
arra valok, hogy szigori matematikai elméleteket épitsenek fol didkjaink,
hanem azért, hogy gondolkodasukat fejlesszék. Ahhoz, hogy valaki jé
problémamegold6 legyen, rengeteg problémat kell latnia és megoldania.
Tobbek kozott ezért is sziikséges, hogy a didkjainkat a matematikai allitasok
igazoldsara osztonozziik. Ehhez képest egyre kevesebb hangsily keril a
bizonyitasok tanitasara, hiszen a kozépszinti érettségin egydltalan nem
kovetelmény a bizonyitas.

Célom az volt, hogy a matematikai bizonyitasokat néhany szempont
szerint csoportositsam, és néhany levezetést bemutassak. Bizom benne,
hogy ha egy kozépiskolds kezébe kapna ezt a dolgozatot, konnyedén
megértené a leirdasaimat, és jé otletanyagnak taldlnd a megoldott fe-
ladatokat. Természetesen azzal a feltétellel, hogy bizonyos matematikai
eloismeretekkel rendelkezik, hiszen ezen dolgozatban helytakarékossag miatt
nem volt lehetoseég minden hasznalt fogalmat precizen definialni.

Gyakorlotanitdsom soran volt szerencsém bizonyitasokat tanitani. Elmény
volt szamomra, hogy az altalam tanitott eléismeretekbdol meritve az osztaly
szinte segitség nélkiil tudott szamukra 14j tételeket bizonyitani. Tisztaban
vagyok vele, hogy ez nem az én néhany hetes munkam eredménye volt,
hanem vezetotandrom addigi moédszereinek koszonhetd, mégis megnyugtatd
szamomra, hogy az altalam befektetett munka gytimolcsozonek bizonyult. Ez
mindenképp azt bizonyitja szamomra, hogy igazan van helye és jelentosége a
bizonyitasoknak a kozépiskolai matematika oran.

Végezetiil egy ismeretlen kolléga szavait idézem: ” Azzal, hogy a kozépszintii
anyagbol kikeriiltek a bizonyitasok éppen csak a matematikaoktatas lényege
sériilt: az 6nallé kovetkeztetések levonasara vald képességre nevelés.” [5]
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1. A MATEMATIKAI LOGIKA ESZKOZEI ES MODSZEREI

2. GEOMETRIAI ALLITASOK BIZONYITASA

2.A. A GEOMETRIA FEJLODESENEK TORTENETI ATTEKINTESE
2.B. MATEMATIKAI HATTER

2.C. A MODSZER BEMUTATASA

3. ALGEBRAI MODSZER

3.A. AZ ALGEBRA ES KIALAKULASA

3.B. A MODSZER MATEMATIKAI HATTERE

3.C. A MODSZER BEMUTATASA

4. INDIREKT BIZONYITASI MODSZER

4.A. A MODSZER KIALAKULASA, ES MATEMATIKAI HATTERE
4.B. A MODSZER BEMUTATASA

5. A TELJES INDUKCIO MODSZERE

5.A. MATEMATIKAI HATTER

5.B. A MODSZER BEMUTATASA
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