DIPLOMAMUNKA

Szaboné Balla Henrietta

Debrecen
2007



Debreceni Egyetem

Informatika Kar

Jatékos logikai feladvanyok

Témavezeto: Készitette:

Dr. Veréb Krisztian Szaboné Balla Henrietta

egyetemi adjunktus programtervezd matematikus szakos hallgat6
Debrecen

2007



A logikaban semmi sem véletlen...

(Wittgenstein)
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1. Bevezetés

A logika a gorog logosz sz6bdl szarmazik. Jelentése: gondolat, sz6, ész. A logika az egyik
legrégebbi tudomény, szinte egyidds az emberiséggel. Mint tudomdny megjelenése
hozzavetdleg az dkorra tehetd. Az elsé jelentds logikdval foglalkozo tudés Arisztotelész volt.
Arisztotelész logikai irdsai az Organon ciml gytijtemény részei, ezen beliil a Herméneutika,
az FEls0 Analitika, és a Mdsodik Analitika cimii konyvek a legjelentdsebbek, melyben
tulajdonképpen megalapozta a logikat. Arisztotelész szerint a logika feladata igaznak tekintett
allitasokbol levezetett igaz kovetkeztetések levondsa. A kovetkeztetésekben mar betiikkel
jelolte a valtoztathaté részeket. Kimondta a kétértékii logika alapvetd torvényeit, harom
logikai alapszabdlyt hatarozott meg, melyek sokdig az egyetlen alapjat képezték a
matematikdnak. Ezek a kovetkezdk voltak: azonossag elve, ellentmondés elve és a harmadik
kizarasanak elve. Az arisztotelészi logika nagy hatdst gyakorolt a gondolkoddkra, tudésokra

mintegy kétezer éven keresztiil. Az dkorban alakult ki a sztoikus logika rendszere is.

A kozépkorban a skolasztikus logika fejlodott ki, ami az arisztotelészi hagyomany
folytatdsanak tekinthetd. Ezutdn sokdig lassan fejlodott a matematikai logika, a kozépkorban

kozel azonos szinten maradit.

Az tdjkorra a modern szimbolikus vagy formalis logika létrejotte a jellemzd. A fordulépont
Boole, De Morgan és Frege nevéhez flizodik. Boole és De Morgan egy idoben mutatta ki,
hogy a formdlis logika torvényeit a matematikaban is lehet haszndlni, s leirta az altala

bevezetett szimbolumokkal a logika legalapvetdbb torvényeit.

A Cantor 4ltal felépitett halmazelméletben tobb ellentmondés is felmeriilt, melyek koziil az
els6t Cantor maga tarta fel. Ez a matematikai krizis azonban djabb lendiiletet adott a logika

fejlodésének, hiszen az ellentmonddsok mindegyike a harmadik kizardsanak elvén alapult.

A huszadik szdzadban a klasszikus logika torvényeit megtagad6 elméletek lattak napvildgot.
Megjelent a tobbértékli logika elmélete, amely Lukasiewicz nevéhez kotddik szorosan. A
tobbértékll logika elmélete elutasitja a kizart harmadik torvényét: egy dllitdsnak hdrom logikai
értéke lehet: igaz, hamis, a harmadik lehetdség az eldonthetetlen vagy a lehetséges. A fuzzy
logika még tovabb ment. A kétértékii logikaval ellentétben itt barmely 0 és 1 kozotti logikai

érték lehetséges. A hagyomdnyos kétértékii logika és a technika révén keletkezett a



szamitogép, a fuzzy-logika pedig foként a vezérlést forradalmasitotta, e technika segitségével

késziilnek a vide6 kamerdk, porszivok, mosogépek.

A dolgozatot 6 f0 részre tagoltam. Az elsd részben ismertetek harom logikai feladvanyt
jatékos formaban. A feladvdnyok kigondoldsdban a Smullyan konyvek [6, 7, 8, 9, 10] nagy
szerepet kaptak, viszont a feladatokat magam taldltam ki, ami késobb bosszisdgot jelentett
megoldasuk sordn, a feladatok bonyolultsdga miatt. Egyszdval az egyediségre val6 torekvés

az egyszeriiség rovasara ment, amivel sajat magamnak okoztam nehézséget.

A maésodik részben kapott helyet a logika elméleti oldalrél torténd bemutatdsa (logika
elmélet). A diplomamunkédnak nem az a f6 feladata, hogy az elméleti anyagot ismertesse, de
mivel nélkiilozhetetlen a gyakorlati feladatok megolddsa sordn, ezért a megoldashoz
sziikséges elméleti részt néhol jobban ismertetem. Az elmélet targyaldsa nem teljes, a logika
szertedgazd ismeretanyaginak csak azon részével foglalkozom, amely az adott gyakorlati
feladatok megolddsahoz szorosan kotddik. Ennek koszonhetd tehdt az is, hogy a konkrét
megoldasi részben is szerepel némi elméleti anyag, mely remélhetden az olvasét nem zavarja

oOssze.

A harmadik résztdl tobbféle megoldasi modot fejtek ki. A feladatok megoldésa sordn, a logika
gyakorlatban val6 hasznositdsdnak bemutatdsa a cél, igy tehdt nem kovetem mereven a
levezetések és helyességbizonyitisok merev logikai 1épéseit, hanem azok felhaszndldsdval
egy vegyes technikdt mutatok be. Fontos persze kiemelnem, hogy természetesen a logika
szabdlyait mindig pontosan kovettem és betartottam, csak épp bizonyos — a jatékos logikai
feladvanyok megolddsa kozben kevésbé relevans részeket — 4atugrottam, illetve maés
technikakkal helyettesitettem (példaul a Quine tabldk esetén nem tdrekszem propoziciondlis
tautologidk megkeresésére, stb.) A szdraz matematikai levezetések mellett igyekeztem az
érthetdségre is torekedni, és a matematikai logika alkalmazéasa mellett az in. emberi logikat is
felhaszndlni a feladatok megolddsdndl. Ez utébbi természetesen szintén formalizdlhatd a
megoldas keresése kdzben, de gyakran épit ,.ki nem mondott” vagy épp ,,magitdl értetddd”

allitasokra.

El6szor csupan az elébb emlitett emberi logikdval, €s csak kis matematikai logika
segitségével oldom meg a feladatokat, igy ezeket a megolddsokat logikaval nem foglalkoz6

ember is konnyebben megérti.



A negyedik részben a logikai torvények alkalmazasat ismerhetjiik meg, és gyakorolhatjuk be.
A logikai torvények nagyon fontos részét képezik a logika tudomdnydganak, hiszen azok
képezik a kalkulusok axiémarendszereit, illetve azok keresése €s bizonyitdsa mindig fontos
szerepet toltott be a matematika torténetében. Epp ezért hasznélatukra én is kelld hangsilyt

fektetek.

A kovetkezd részben a Quine-tdbla felhaszndldsat mutatom be a feladatok megoldédsa sordn.
Nem teljes Quine-tablaval dolgozok (nem tautoldgidkat keresek), hanem csak részlegessel,

azaz csak az allitasok kielégithetdsége érdekel engem

Az utols6 részben a Gentzen-kalkulus gyakorlati alkalmazasat szemléltetem, mind papiron,

mind program segitségével.



2. Feladatok

Képzeljiik el, hogy egy tjfajta, - manapsdg oly népszerli - televizios vetélkeddn vesziink részt,
ahol probdra tehetjiik logikus gondolkoddsunkat. A téma vadonatij: a bOrondokon 1évo felirat
és egy kis segitség alapjan kell eldonteni, hogy melyik borond rejti a pénzt. A feladatok
koronként egyre nehezednek, a tét egyre nagyobb. Az els6 korben 100 ezer forintot, a
masodik korben 500 ezer forintot, és a harmadik korben egymillié forintot lehet nyerni teli

borondonként.

1. Elso6 korben két borond koziil kell valasztani. A kovetkezo feliratok allnak a bérondokon:

1. Ebben a 1l.Eza
barandben bardnd dres

van a pénz! gs az [. felirat
hamis!

Segitségként azt kapjuk, hogy annak a bérondnek a felirata igaz, amelyikben a pénz van,

és az iires borond felirata pedig hamis.

2. Ha kezdiink belerazddni, €s ilyen konnytiek a feladatok, akkor gyljtsiink még egy kis

P P

pénzt!

11. Ebben a II. Az 1.
barondben felirat hamis
van a penz és ebben a
vagy ez a bdrandben

bdrand dres! van a penz!

Itt is érvényes, hogy annak a borondnek a felirata igaz, amelyikben a nyeremény taldlhato,

a masik felirat hamis.



3. Kovetkezik a harmadik forduld, ahol egy kicsit nehezitiink a dolgon. Most a pénzzel teli,
€s az iires borondon kiviil olyan borondot is lehet valasztani, amelyik lenulldzza az eddig
Osszegyljtott pénzt. Egy borondben biztosan taldlhaté pénz, de iires vagy nulldzo

borondbdl barmennyi lehet, akér nulla is.

A pénzzel teli borond felirata igaz, az iiresé hamis, és amelyik bérondben a nulldzé

talalhato, az lehet igaz is és hamis is. Lassuk hét a borondoket:

IL Ez a bdrind
I. Mem EtltlEI'I ures wagy a

a bdrandben pénz paratlan
van a penz! szamu ba-
rindben van!

I A II. Iv. A IL

felirat igaz
vagy a IIL.
felirat igaz!

felirat igaz!

Sok szerencsét, vagy inkabb jo fejtorést a jatékhoz!



3. Elmélet

Vegyiik a kovetkezo jeloléseket (logikai jeleket):
—: tagadds, negacid

A : €s, konjunkcio

v : vagy (megengedd vagy), diszjunkcid

O : kovetkezik, implikacié

=: akkor és csak akkor, ekvivalencia

& 1 definicid szerint

Kijelentés (itélet): Olyan kijelenté mondat, amely egyértelmiien igaz vagy hamis (a kettd

egylitt nem lehet). A kijelentéseket latin nagybetiikkel jeloljik: A, B, C, ....

Logikai érték: Az a tulajdonsag, hogy egy kijelentés igaz vagy hamis, a kijelentés logikai
értéke.

Kijelentés-logika (itélet-kalkulus):[3]

A Kkijelentés-logika targya: A kijelentések kozotti miiveletek vizsgdlata és a kijelentések

kiilso szerkezetének formalizalasa.

Kijelentés-logikai miiveletek: Kijelentések kozotti miiveletekrol csak abban az esetben
beszéliink, ha a két kijelentésbdl kapott dsszetett mondat is kijelentés, és annak logikai értékét

a komponensek logikai értéke egyértelmiien meghatarozza.
Negacioé (tagadas): Egy tetszdleges A kijelentés negdcidjan azt a — A Kkijelentést értjik,
amely pontosan akkor igaz, ha az A hamis.

A negacio logikai értéke:

A — A
I h
h i

A negaci6 tulajdonsagai:

— Kettds tagadds: =~ A=A



Konjunkcié (és): Tetszoleges A, B kijelentések konjunkciéjan azt a A A B kijelentést értjiik,

amely pontosan akkor igaz, ha a két eredeti kijelentés egyidejiileg igaz.

A konjunkcio logikai értéke:

~ o~ >
~ S~ S| Y
~ S S S>>

A konjunkcio tulajdonsagai:

— Kommutativ.: AAB=BAA
— Asszociativ: AA(BAC)=(AAB)AC

— Idempotens: AAA=A

Diszjunkcié (vagy): Tetszéleges A, B kijelentések diszjunkciéjan azt az Av B kijelentést

értjiik, amely pontosan akkor hamis, ha mindkét kijelentés egyidejiileg hamis.

A diszjunkcié logikai értéke:

~ e~
~ S~ S

~ =~ |~ <L

A diszjunkcié tulajdonsagai:

— Kommutativ: AvB=BV A

— Asszociativ: Av(BvC)=(AvB)vC

— Idempotens: AvVA=A

— Disztributiv: AA(BvC)=(AAB)Vv(AAC)
AV(BAC)=(AvB)A(AvC)

— De Morgan-képletek:
—(AAB)=—Av-B
—(Av B)=—AA—-B

Implikacié (,,ha...akkor”): Tetszéleges A, B kijelentések implikdcidjan azt az A> B

kijelentést értjiik, amely pontosan akkor hamis, ha az A kijelentés logikai értéke igaz, és a B



logikai értéke hamis. Az A-t feltételnek vagy premisszdnak, a B-t kovetkezménynek vagy

konkliziénak nevezziik.

Az implikacié logikai értéke:

A
h
h
i
i

N.S‘N.S‘m
~ ||~ |=|U

Az implikacié nem kommutativ, nem asszociativ és nem idempotens.

Ekvivalencia (pontosan akkor, akkor és csak akkor): Tetszéleges A, B kijelentések
ekvivalencidjdn azt az A =B kijelentést értjiik, amely pontosan akkor igaz, ha az A és B

logikai értéke egyidejiileg megegyezik.

Az ekvivalencia logikai értéke:

A B A=B
h h i
h i h
I h h
i i i
Az ekvivalencia tulajdonsagai:
—  Kommutativ: A=B=B=A
— Asszociativ: A>(B>C)=(AoB)oC=A>B>C
— Nem idempotens: AD A=i
Az nyelv A formuldja az Al, . .. ,Ak formuldk Boole-kombinicidja, ha az A formula az Al, .

.. ,Ak formuldakbdl logikai 6sszekot” ojelek segitségével épiil fel, kvantorok nélkiil. Az Ai -ket

(i=1,...,n) komponenseknek nevezziik.
A komponensek logikai értéke meghatdrozza a formula értékét.
Az Q nyelv (Q= (Srt, Cnst, Fn, Pr) - els6rendll logikai nyelv) A formuldja az A,,..., A,

Q -beli formuldk Boole-kombinécidja, ha az A formula A,,..., A, -bdl épiil fel a logikai jelek

segitségével, kvantorok alkalmazdsa nélkiil.



A Quine-féle tdbla [12] arra ad vélaszt, hogy hogyan fiigg az A formula igazsagértéke az

A,...,A, formuldk értékétdl. A Quine-tdbldban a sorok az A,,...,A, formuldk Osszes

kiilonbozo lehetséges értékeit tartalmazzak. A 0 és az 1 Osszes lehetséges kombinicidja adja

az oszlopokat az A,,...,A, formuldk alatt. Elvégezve a logikai miiveleteket megkapjuk a

féoszlopot. A féoszlop a formula f6 logikai 6sszekotdjele alatt keletkezik.

Az olyan Boole-kombinécidt, melyhez tartozé értéktablazatban a fooszlop csupa 1 értékbol

all, propoziciondlis tautolégianak nevezziik.

Minden propoziciondlis tautolégia logikai torvény (a megforditds nem igaz).

Meg kell emliteni még néhdny fontos logikai dsszefiiggést:

Kettos tagadas tétele: Egy kijelentés tagaddasanak a tagaddsa maga az eredeti kijelentés.
—(—A)=A

A harmadik kizarasanak tétele: (1asd lentebb: ,,szabvany igaz”) egy kijelentés vagy igaz,
vagy nem igaz, harmadik lehet6ség nincs.

Az ellentmondas tétele: (lasd lentebb: ,szabvany hamis”) egy kijelentés és tagadasa
egyidejiileg nem lehet igaz.

A Gentzen-kalkulus:[14]

Legyenek I' és A véges formulahalmazok, A,B,... formuldk. Egy szekvent egy (T,A) par

(késébb: I'—>A). A — jel implikdciét reprezentdl. A szekventben I' és A véges

formulasorozat.

Azt mondjuk, hogy egy szekvent teljesiil, ha amikor a nyil baloldalan 1év6 minden formula

igaz, a nyil jobboldalan 1évd formuldk legalabb egyike igaz.
Egy szekventet a Gentzen-kalkulusban levezethetonek neveziink, ha
- vagy axiéma

- vagy olyan levezetési szabdly, melyben ez a vonal alatti szekvent és a vonal feletti

szekvent(ek) levezethetoek.

10



A Gentzen-kalkulus helyes, mert ha az A, A,....,A, = B,,B,,...,B, szekvent levezethetd a

Gentzen-kalkulusban, akkora A, A A, A..A A, D B, A B, A...A B, formula logikai torvény.

A szekvent kalkulus teljes, mert ha az A formula logikai térvény, akkor a — A szekvent

levezetheto a Gentzen-kalkulusban.

A Gentzen-kalkulus axiomasémai: A’ > A A, 1>, - T

A Gentzen-kalkulus levezetési szabdlyait a feladat megolddsa sordn ismertetem, és csak

azokat irom le, amelyeket felhaszndlok a levezetés soran.

Es most ldssuk az elmélet alkalmazésat a gyakorlatban!
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4. Megoldasok

4. 1. Altalanosan

1.

Az elsé borond felirata lehet igaz €s hamis is, igy tehdt a masodik borond felirata fog

donteni.

Vegyiik azt az allitast, miszerint a borondben pénz van, legyen ennek az éllitdsnak A a

jele.
A kovetkez0 éllitasunk legyen az, hogy a borond iires, ennek a jele legyen B.

Természetesen egy borond nem lehet egyidejlileg tele €s lires is, ezért az A és a B allitas
kizarjdk egymast. A kizar6 vagy logikai értéke akkor hamis, ha mindkét kijelentés logikai
értéke egyidejlileg hamis (vagy éppen igaz). A logikai érték akkor igaz, ha az elsé

kijelentés igaz (hamis), és a masik kijelentés hamis (igaz).
Van még egy allitdsunk, ami ugy sz6l, hogy az I. felirat hamis, ezt jeloljik C-vel.

Tudjuk, hogy amelyik bdrondre igaz az A kijelentés, annak a feliratnak igaznak kell

lennie.

Tehat a masodik boérond feliratat vizsgaljuk, amiben a B és C kijelentés logikai és-el van
osszekapcsolva. Ha azt feltételezziik, hogy ebben a borondben van a pénz, vagyis erre a
borondre igaz az A allitas, akkor azt kell megnézniink, hogy a felirat igaz-e. Ahhoz, hogy

a B A Cigaz legyen, ahhoz a B-nek és a C-nek is igaznak kell lennie:

BAC

N.S‘N.}‘Q

B
h
h
i
i

| |=|=>

De a B nem lehet igaz, mert az A és a B éllitas kizarjdk egymadst, igy a felirat hamis, tehat

az I felirat az igaz, miszerint abban a bérondben van a pénz.

Most egy kicsit Osszetettebb feladattal dllunk szemben. Eldszor is bontsuk fel a két-két
kijelentésbdl allo feliratokat atomjaira:
Az I-es borondben van a pénz: A

A 1L felirat igaz: B.

12



Az 1. felirat hamis: C.

A II-es borondben van a pénz: D

Tegyiik fel, hogy az I. felirat a hamis. Ebbdl az is rogton kovetkezik, hogy a masodik

felirat az igaz. A feliratban taldlhat6 két allitast vagy logikai 6sszefiiggés kapcsolja 6ssze.

Av B

A
h
h
i
i

~ ||~

v
h
i
i
i

Ekkor mind a két kijelentésnek, az A-nak és B-nek is hamisnak kell lennie, vagyis a
borond iires €s a II. felirat hamis. Ellentmondésra jutottunk, mivel a kezdeti feltevésiink az

volt, hogy a Il felirat az igaz.

Most tegyiik azt fel, hogy a I. felirat az igaz. Ebbdl kovetkezik, hogy a II. felirat a hamis.

A B Av B
h h h
h i i
i h ]
i i i
C D CAD
h h h
h i h
i h h
i i i

Itt mar tobb lehetdség koziil valaszthatunk, a diszjunkcié és a konjunkcid is 3-3 esetben ad
szamunkra megfeleld logikai értéket. Prébaljuk a sok lehetdség koziill megtaldlni a

megfeleldt, és kizarni a tobbit.

Tehat, ha a II. felirat a hamis, akkor legaldabb az egyik kijelentésnek hamisnak kell lennie,
ami rogton teljesiil, mivel a felirat tartalmazza a D allitast, miszerint ebben a béréndben
van a pénz, és ekkor a feliratnak, mint tudjuk igaznak kell lennie, és most ennek éppen az

ellenkezdjét feltételezziik. A C dllitas jelenleg még lehet akdr igaz vagy hamis is, a

13



feliraton szerepld C A D Allitas logikai értékét nem befolydsolja. Egyébként, ha a kezdeti

feltételezést nézziik, hogy az I. felirat igaz, a C kijelentés logikai értéke is hamis.

Térjiink vissza az 1. felirathoz. Tudjuk, hogy ez a felirat igaz, vagyis a két kijelentés koziil
valamelyiknek igaznak kell lennie, de a B allitasrél mar tudjuk, hogy hamis, mert eleve az
ellenkez6jét feltételeztiik, ezért az A kijelentésnek kell igaznak lennie, annak, hogy az els6
bdrondben taldlhaté a pénz. Tehat az a feltétel is teljesiilt, hogy annak a boérondnek a

felirata igaz, amelyikben a pénz van.

. A legegyszeriibb, ha az I-es szadmu borond felirataval kezdjiik. Ha a felirat hamis lenne,
akkor az azt jelentené, hogy ebben a bérondben van a pénz, de ez azért nem lehetséges,
mivel a pénzes bérond felirata igaznak kell, hogy legyen. gy a felirat biztosan igaz, ez azt
jelenti, hogy vagy pénz van benne, amit a felirat eleve céfol, vagy nulldzét tartalmaz, ezért

a borond biztosan nullazét tartalmaz.

Vegyiik a IV-es feliratot! A feliratot bontsuk fel két allitasra. Jelolje A azt az allitast,
miszerint a Il-es felirat igaz, B, hogy a Ill-as felirat igaz. Viszont ott a III. felirat is, ami
pont azt mondja ki, hogy a II. felirat igaz. Itt B magéval vonja A-t, vagyis, ha B igaz,
akkor A is, de ha B hamis, akkor A is hamis.

Av B

A
h
h
i
i

N.S‘N.S‘w

v
h
i
i
i

A TV-es felirat lehet hamis, és ekkor mind az A, mind a B logikai értékének hamisnak kell
lennie a diszjunkci6 igazsagtibldja miatt. Ezzel azt kapnéank, hogy a Il-es, IIl-as, IV-es
felirat is hamis, ami nem lehetséges, mert tudjuk, hogy valamelyik borondben pénznek
kell lenni, és ennek a bdorondnek a felirata igaz, és az egyetlen igaznak taldlt feliratd
borondben —a I-esben- biztos, hogy nincs pénz. Tehat azt kaptuk, hogy a IV-es felirat
biztosan igaz, ami vagy azt jelenti, hogy ebben taldlhat6 a pénz, vagy a nulldz6. Ahhoz,
hogy a felirat igaz legyen legalabb az egyik kijelentésnek igaznak kell lenni (lasd az

igazsagtabla tobbi sorat). Vegyiik sorra ezeket az eseteket:
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A-hamis “Lellentmondds A-igaz L ellentmondds A-igaz

B-igaz => A-igaz B-hamis => A-hamis B-igaz => A-igaz

Példaul a masodik esetben az A igaz, a B hamis, de mivel a B azt mondja ki, hogy A igaz,

€s ez az 4llitds hamis, ezért lesz az A hamis. Es mert az A v — A formula tautoldgia, a

harmadik kizdrdsénak tétele (14sd 9.0.) azt jelenti, hogy egy dllitds vagy igaz vagy nem

igaz, harmadik lehet0ség nincs, ezért ezt az esetet is kizarjuk.

Egy esetiink maradt, ahol az A és a B dllitas is igaz. Az, hogy a B dllitas igaz, magéval
vonja az A kijelentés igaz értékét. A jelenlegi eredmények szerint mindegyik felirat igaz,

és a pénz az Il-es, a Ill-as, vagy a IV-es bérond valamelyikében lehet.

Mar csak a II-es borondot kell vizsgalnunk. A bérond felirata biztosan igaz, tehat a két

kijelentés koziil valamelyiknek igaznak kell lenni.

B Av B
h

I I

Sl S

A
h
h
i
i

Az az éllitas, miszerint a bérond iires, kétségteleniil hamis, mert az csak akkor teljesiilne,
ha a felirat hamis lenne. Akkor annak musz4j igaznak lenni, hogy a pénz pdratlan szamu
borondben van, ami kizdrja a Il-es, és a IV-es szamu borondot. Egyszéval a pénz a Ill-as

borondben van, €s az 9sszes tobbiben nullazoé talalhato.

Most nézziik meg mindezt a logika nyelvén!
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4. 2. Logikai torvények alkalmazasaval

1. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

AF: Az I-es borond felirata
— BF: A Il-es borond felirata
— A: Az I-es bérondben van a pénz
— B: A lI-es borondben van a pénz

Most azt kell logikai jelekkel leirni, hogy vagy az elsd borond felirata igaz és az elso
bérondben van a pénz, és nem a masodik bérondben, vagy a mdasodik felirat az igaz és a

madsodik bérondben van a pénz, nem pedig az elsdben:
(AAAF A—B)v (B A BF A—A)

Ezt a képletet altalanosan lehet haszndlni ezeknél a feladatokndl. Kiilonbség a feliratok

kiillonb6z6ségénél van.

Itt az els6 borond felirata azt mondja ki, hogy ebben a bérondben van a pénz, ami pontosan

megfelel az A kijelentésnek, vagyis: AF < A.

A masodik borond felirata azt allitja, hogy a masodik bdrond iires, ami azt jelenti, hogy nem
ebben a borondben van a pénz, vagyis: —B, és az elso felirat hamis, tehat: =AF , ami az elso

felirat alapjan (AF < A): —A.

A megfelel6 jeleket behelyettesitve az eredeti képletbdl a kdvetkezot kapjuk:
(ArAA= B)V(BA= BA— An— A)

Egyszertsithetjiik a kapott képletet a logikai torvények [2] segitségével.

Idempotencia: X A X ~ X

Igy ezt kapjuk: (A AT B)v (B AT BA— A)
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»dzabvany hamis™: & X A—X

(An—= B)v (LA A)
Miiveletek szabvany formuldkkal: 1 A X ~L

(A/\—| B) v.>

Miveletek szabvany formuldkkal: L v X ~ X
AA— B

Megkaptuk az eredményt, miszerint szavakba foglalva az I-es borondben van a pénz és nem a

II-es borondben.

2. Itt is az el6zdvel megegyezo jeloléseket vezetiink be:
— AF: Az I-es borond felirata

— BF: A Il-es borond felirata

A: Az I-es borondben van a pénz
— B: A lI-es borondben van a pénz

Az elso felirat (AF) szerint ebben a bérondben van a pénz, vagyis A, vagy a bdrond iires,

vagyis = A . Igy van formalizdlva az I-es felirat: AF < Av— A
»dzabvanyigaz”: T X v— X

AF & T

A Il-es felirat azt dllitja, hogy az I-es felirat hamis (— AF ), és ebben a borondben van a pénz
(B), 1igy: BF & — AFAB, az AF-be behelyettesithetiink, ¢és ezt kapjuk:

BF & —(Av— A)AB
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De Morgan azonossag: — (X 4 Y)~ - XAmY
BF &= AA—= =2 AAB
Kettos tagadas tétele: = = X ~ X
BF &= AANAAB

»dzabvany hamis™: & X A—X
BF <1 AB

Miiveletek szabvany formuldkkal: 1 A X ~L

BF <1

Tulajdonképpen mar meg is kaptuk az eredményt, mivel az els6 borond felirata mindig igaz,
és ezdltal a mdsodik borond felirata mindig hamis, és tudjuk, hogy annak a borondnek a
felirata igaz, amelyikben a pénz taldlhat6, ezért a pénz az els6 borondben van. Bizonyitsuk be

ezt az elso feladatban meghatérozott képlet szerint is.
(AAAF A—B)v (B A BF A—A)
Helyettesitsiink be a fenti altalanos képletiinkbe:

(AATA-B)v (BA L A-A)

Miiveletek szabvéany formuldkkal: TA X ~ X
(A AT B)v (BA L A—A)
Miveletek szabvany formuldkkal: L A X ~1
(An— BN L

Miveletek szabvany formuldkkal: L v X ~ X
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AA— B

Tehat a képlettel szdmolva is azt kaptuk, hogy a pénz az els6 bdérondben van és nem a

masodikban.
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4. 3. Quine-tablaval

3. Maradjunk a mar megszokott jeloléseknél:
— AF: Az I-es borond felirata
— BF: A Il-es borond felirata
— CF: A 1ll-as borond felirata
— DF: A IV-es borond felirata
— A: Az I-es bordondben van a pénz
— B: A lI-es borondben van a pénz
— C: A IlI-as béréndben van a pénz
— D: AIV-es borondben van a pénz

AF &= A
BF &= Bv(AvCA— BA= D)
CF & BF

DF < BF v CF

A CF < BF miatt CF < — Bv(AvC/\—| BA—= D), és DF < BF v BF |, ez pedig az

idempotencia (XvX~X) miatt DF < BF v BF = DF < BF =

DF < — Bv(AvC A= BA= D).

Vegyiik az altalanos képletiinket és bovitsiik ki egy kicsit:

(A/\AF/\—| BA—= CA— D)v(B/\BF/\—| AA= C A D)v
(CACF A= AA— BA=D)v(DADF A= Ar—= BA— C)
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Most helyettesitsiik be a feliratok kifejezéseit:

(A/\—|A/\—| BA—= CA= D)v

(B/\(—| Bv(AvC/\—| B A= D))/\—| AN CAm D)v
C/\(—| Bv(AvC/\—| B A= D))v

(D/\(—| Bv(AvC/\—| BA— D))/\—| AA— BA— C)

A képlet elsO részébe taldlhaté az AA— A Kkifejezés, ami a ,Szabvany hamis™:

1ls X A—X , és a miveletek szabvany formuldkkal: L A X ~1 logikai torvények miatt L .

1lv (B/\(_I Bv(AvC/\—| BA— D»/\—| AA= CAm D)v
(A= Bv(AvCA=BA=D)A— Ar— BA= D)v
(D/\(—| Bv(AvC/\—| BA— D))/\—| AA— BA— C)

Miveletek szabvany formuldkkal: L v X ~ X

(BA(HBv(AvC A= BA= D))A= AA= CA— D)v
(C/\(—| Bv(AvC/\—| B A= D))/\—| AAN= BA— D)v
(DA(=Bv(AvC A= BA= D)A= Ar= BAa=C)

Disztributivitis: X A(Y vZ)~ (X AY)v (X A Z)

(BA= B)v(BA(AVC A= BA= D))A= AA= CA= D)V
((C/\—| B)v(C/\(AvC/\—| BA— D))/\—| AA— BA— D)v
(DA=B)v(DA(AvCA=BA=D)A= Ar=BA=C)

»Szabvany hamis”: 1 & X A—X |, miiveletek szabvany formuldkkal: 1 v X ~ X

((B/\(AVC/\—| BA— D»/\—| AN C A= D)v
(cA=B)vica(dAvC A= BA= D)A= Ar— Ba— D)v
((D/\—| B)\/(D/\(A\/C/\_l BA— D))/\—| AA— BA— C)

Lathatjuk, hogy nagyon bonyolult kifejezést kaptunk, ezért mésfeldl kell megkozeliteniink a

megoldast.

21



Vegyiik azt a kezdeti feltételt, hogy amelyik bérondben van a pénz, annak a felirata igaz. Ez a
kapcsolat ,ha...akkor” vagy ,,abbdl kovetkezik” kapcsolat lesz. Az A (B,C,D) lesz a
premissza, az AF (BF,CF,DF) pedig a konklizid.

(Ao AF)A(B> BF)A(C o CF)A(D o DF)
Helyettesitsiik be a feliratok kifejezéseit:

(A= A)A

(BD(—| Bv(AvC/\—| BA— D)))/\
(C:)(—| Bv(AvC/\—| BA= D)))/\
(D> Bv(AvCa— Ba- D))

Ellentmondas az implikdciéban: X D — X ~— X
- A
-

(B
(c

A
(< Bv(AvC A= BA— D))A
S Bv(AvCa— Ba— D))A

:>(—| Bv(AvC/\—| B A= D)))

Tovabb alakitani nem sziikséges. Probaljuk megoldani a feladatot Quine-tabla
felhasznéldsdval. Nem hasznaljuk fel az A, B, C, D formuldk 0sszes kiilonboz6 lehetséges
értékeit, mert tudjuk, hogy pénz csak egy borondben taldlhatd, és igy nem adhatjuk egyszerre

két vagy tobb formuldnak az 1-es értéket.
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Ezutdn az 0Osszes Quine-tdbldban is ezekkel az értékekkel fogunk dolgozni, ebben a

sorrendben.
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F<:)—|A/\(BD(—le(AvC/\—|B/\—|D)))/\(CD(—le(AvC/\—|B/\—|D)))/\(DD(—|Bv(AvC/\—|B/\—|D)))

A logikai jelek prioritdsa csokkend sorrendben:

AN

Azonos prioritds esetén a jobbra all6 az erdsebb. () kerek zardjelek haszndlataval a precedencia feliilbiralhato.
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Eredményiil azt kaptuk, hogy két sor logikai értéke is 1, ahol a C és a D logikai értéke igaz,
vagyis ezek koziil valamelyikben van a pénz, A, B értéke 0. Igy tehat nem kaptunk egyértelmii

valaszt arra, hogy melyik borondben van az eredmény.

Vegyiik észre, hogy a II. feliratban az iires borondre a —B jelolést haszndltuk, ami igaz, de
nem elégiti ki az iires meghatdrozdsat, mert ha nincs benne a pénz, attél még nulldzé lehet
benne, és akkor is igaz a felirat. Kovetkezésképpen az eldz6 két feladatndl haszndlt dltalanos

képlet ehhez a feladathoz nem megfeleld, €s Gjabb jeloléseket kell bevezetni.
Legyen:

AO0: az 1. borondben nullaz6 van,

BO: a 1l. bérondben nulldzé van,

CO: a III. borondben nullazé van,

DO0: a IV. borondben nullazo6 van.

Az 4j képletbe pedig azt formalizéljuk le, hogy az egyes borondokben vagy benne van a pénz,
és ekkor a borond felirata igaz, és nem a nulldz6 van benne, vagy a nulldzé van benne, és igaz
a felirat, és nincs benne pénz, vagy iires a bérond, és ekkor nincs benne pénz, se nullazoé, és a
felirat hamis Mivel igy az Osszes lehetséges esetet szamba vessziik, ezért az egyes borondok

eseteit és logikai kapcsolattal kell dsszekapcsolni.

(AAAF A= A0)V(AOAAF A= A)v(5 AA— AOA— AF))A
(B ABF A= BO)v(BOABF A= B)v(= BA— BOA— BF))A
(cACF A= cOV(COACF A= C)v(m CAm COA CF))A
(D A DF A= DOV (DOADF A= D)v (= DA= DOA— DF))

A képlet nagysdga miatt az egyes borondoket kiilon targyaljuk €s majd a végén kapcsoljuk

Ossze és-sel.
Lassuk az I-es borondot:

(AAAF A= AO)v (AOA AF A= A)v (= AA— AOA— AF))
Tudjuk, hogy AF < — A, és ezt behelyettesitve a kovetkezot kapjuk:

(AA—= Ar= 40)v(A0A— AA—= A)v(m Ar— A0A— (= A))
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Kettos tagadds torvénye: - = X ~ X, és egyszerUsités utdn:

(AA—= An— A0)v(A0A—= A)v (= An— ADA A))

»dzabvany hamis”: & X A—X

(L A= A0)v (A0 A= A)v (= A0A 1))

Miiveletek szabvany formuldkkal: L A X ~L

(Lv(a0a— aM 1)

Miiveletek szabvéany formuldkkal: 1 v X ~ X
AOA— A

Ha az nullizé6 van a borondben, akkor nincs benne pénz és a borond felirata igaz,

tehit AQ & — A A AF . Ezt behelyettesitve:
“AANAF A A
Egyszeriisités, és a AF < — A felhaszndldsdval megkapjuk a legegyszerlibb format:
-1 A

Irjuk be ide mar most a Quine-tdblahoz sziikséges értékeket (az A értékeit a fenti tdblazat

alapjan):
- |A
0 1
1 0
1 0
1 0
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Nézziik a masodik borondot! Itt mir nem az egyszerlsitésekre, és a logikai torvények

alkalmazdaséra fektettem a hangsulyt, hanem a kiértékelésre.
[rjuk fel a felirat és a nulldzé definicigjat.

BF & (= BA— BO)v(AvC A= BA— D)
B0 -~ BABFA(AvCv D)

Itt egy picit gondolkodnunk kell, mert a felirat és a nullaz6 definicidja egymadsra hivatkozik,
igy nincs mit tenni, az egyik valtozot bent kell hagyni a képletben. A BF azt mondja ki, hogy

a borond iires, vagyis nincs benne pénz.

BF & (= BA— BF)v(AvCA—= BA— D)

Itt viszont az a gond, hogy a BF Onmagdra hivatkozik, és igy az Onmagdba vald
behelyettesitése végtelen ciklus lenne, ezért elnevezziik a BF-et X-nek, mely egy 0j véltozo,

értéke szintén 1 vagy 0 lehet, és definicidja megegyezik BF-el.

X & (= BAa=BF)v(AvCA— BA—= D)

Tehat a végtelen ciklus elkeriilése érdekében a

BF & (= BAa— X)v(AvC A= BA— D)

Képletet fogom alkalmazni (a harmadik és negyedik borond esetében a definiciébdl ad6do
BF =X

tétel miatt BF helyett mindeniitt X-et hasznalok.)

Nézziik a képletet.

(B A BF A= BO)v (BOA BF A— B)v (= BA— BOA— BF))
Behelyettesitjiikk a BF-et és a BO-t:

(B/\((—| B A= X)v(AvC/\—| BA— D))/\ﬂ (—| B/\X/\(AvaD)))v
((—| B/\X/\(AvaD))/\((—' B A= X)v(AvC/\—| B A= D))/\—| B)v
(~BAa= (tBAXA(AvCVD)A= (- BA= X)v(AvC A= BA— D))
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Tekintettel arra, hogy ismét nagy terjedelmill a képletiink, bontsuk fel a vagy-okndl harom
részre, és majd a végén Osszekapcsoljuk. Célszerii ezért elnevezni a részeket. Legyenek: BI,

B2, B3.

A kifejezések értékeit a tablazatnak megfelelden irjuk be kétszer, mert az X 0 és 1 értékét is

meg kell vizsgéljuk.

Az eredmény oszlopot kiemelem a tdblazatbdl.
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Ble (Ba( BA— X)v(AvCa= BA= D)a— (= BAX A(AvCv D))

gl A v v A A ol M 7 7 sl A xl A al Ve
1/0]0 1 1 0 1 0(ojo0j1jojrj1{1|1j1jo
0|1]0 0 0 0 0 0/0]1]0]|1]{0]1{0]|0|0]|O0O
1/0]/0 1 1 1 1 010]10|1|0]1]|1{1]|0|1]1
1100 0 0 0 0 I[fojoy1(0y1{1{1(0/1{0
110[1 1 1 0 1 0(0|1|1]0[{0]|0O[O]|L|1]O0O
0|1]0 0 0 0 0 0/0]1]0]|1]{0]0[{0]|0|0O]O0O
110[1 1 1 1 1 0]0]11]1]|0]{0]0[{0]|0|1]1
1101 1 0 0 0 1fol1,1/0/0{0[0O|0OI1]|O
B2 & ((—| B/\X/\(AvaD))/\((—' BA— X)v(AvC/\—| BA— D))/\—| B)
Ayl A c D - - Vial Vel M sl A Tl A
111 0 0 1 0 1]1{1]0/0|1]|0]1|1]|0]1
0[1(0 0 0 0 0 0[{0/0]0/0|0O|1]0O|1|O0]fO0O
111 1 0 1 0 1jOoj1|1j1|1]|0[1|1]|0]1
1]1]1 0 1 1 0 0[{0(0]0|0|1]|0]|0O|0O|1]O
0[0(0 0 0 1 1 1/1/1/0({0]1]0[1]1]0]0
0/0(0 0 0 0 1 0/{0(0]0/0|0O|1]0O|1|0]fO
0[0(0 1 0 1 1 101 1{1]1]|0[1]1]0]0
0/0(0 0 1 1 1 1/0/0/0({0]1]0[{0]0]1]0
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BB(:)(—| B A— (—| B/\X/\(AvaD))/\—' ((—| BA— X)v(AvC/\—| BA— D)))

1 A A A \' \' A\ Al T \'2 \'2 A\ A\

Most, hogy ki van értékelve mind a harom rész, most értékeljiik ki Oket egyiitt. A II. borondre

vonatkoztatott kiértékelés eredményét szintén pirossal emelem ki.

Bl | v B2 | v B3

0 1 1 1 1

Johet a III. bérond!
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((c ACF A= CO)V(COACF A= C)v (= C A COA— CF))

CF < BF , itt elég ennyit megadnunk, nem kell a BF definicigjat kiilon beirni

C0= - CACFA(AVBVYD) = CO&-CAXA(AVBVD)
Helyettesitsiink be.

(C/\X/\—| (—| C/\X/\(AvaD)))v
((—. C/\X/\(A\/B\/D))/\X/\_l C)v
(~cAam (= CcAXxA(AvBYD)A— X)

Bontsuk fel C1, C2, C3 kisebb formuldkra az egész kifejezést, és nézziik egyenként Oket.

C1<:>(C/\X/\_| (—| C/\X/\(AvaD)))

CIA|IX|A]l=a|a|ClA|X|A|A|Vv | IB|V|D

A ((—| CAXA(AVBvV D))/\ XA C ) kifejez€s a konjunkcié asszociativ tulajdonsdga

miatt egyszeriisithetd, igy a ((A VBVD)AX A= C ) kifejezést kapjuk.
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C2< (AvBvD)AX A= C)
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A III. bérondre vonatkozé kiértékelés a kovetkezd tdblazatban pirossal van kijelolve.

Cl |v |C2|v |C3

Elérkeztiink a IV. utolsé borond elemzéséhez.

(D ADF A= DO)v (DOADF A= D)v (= D A= DOA= DF))

DF < BF

DO - DADFA(AVBVC) = DO - DAXA(AVBVC)
Helyettesitsiik be a fenti értékeket a képletbe.

(DAX A= (G DAX A(AVBVO))V
(t DAXA(AVBVC)AX A= D)V
(—| D A= (—. D/\X/\(AvaC))/\—' X)

Bontsuk fel 3 formulara ezt a nagy formulénkat, itt is legyen DI, D2, D3.

A ((—| DAXA(AVBVC ))/\ X A= D) formula itt is latvanyosan egyszeriisithetd, és ezért

kevesebb munka van vele. A konjunkcié asszociativ tulajdonsdga miatt egyszertisithetd, igy a

((A VBVC)AX AT D) kifejezést kapjuk.
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D1<:>(D/\X/\_l (—| D/\X/\(AvaC)))
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D3 (= DA- (-t DAXA(AVBYVC))A— X)

Kapcsoljuk 0ssze vagy-okkal a részkifejezéseket.

DI | v D2 | v D3

Es most elérkezett az id6, hogy a kezdeti nagy képletet értékeljiik ki. A nagy képlet négy

boérondjére vonatkozé allitdsokat a borondok sorszamaval jeloljiik.
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I. A |IL | A [IIL] A |IV.

1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0

Az eredmény oszlopban csupédn egy 1-es érték van, tehat megtaldltuk a megoldast! A sorhoz

tartozo logikai értékek a kovetkezok:

Eszerint a II. borond felirata ( BF < X ) igaz, €s a III. bérondben van a pénz (C).
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4. 4. Gentzen-kalkulussal

Ebben a fejezetben tehdt a Gentzen kalkulussal oldom meg a feladatokat. A levezetésben
kialakul6 levezetési fat szintenként taglalom, igy, hogy mindegyik 1épésben odairom, melyik
szabdly keriilt alkalmazasra (fontos djfent kijelentenem, hogy nem torekszem a Gentzen-
kalkulus teljes részletekben torténd bemutatdsara, csak egy lehetséges alkalmazdsat akarom

szemléltetni).

A szabdlyok [5] nevei azt mutatjdk, hogy a nyil melyik oldalardl elimindljuk a megadott
logikai 0Osszekotdjelet, igy tehat beszélhetiink Nyil/Implikacié illetve Implikdcio/Nyil
szabalyrdl, stb.

1. Az eddig hasznalt jelolésekkel dolgozunk itt is.
[rjuk fel az elsd képlet behelyettesitett valtozatat!

(A/\A/\—| B)\/(B/\—| BA— AA— A)

Tegyiik fel, hogy az els6é borondben van a pénz. Ezt gy irjuk fel, hogy a fenti képletbdl
kovetkezik (implikécid) A.

(ANAA= B)V(BA=BA—= Ar— A)D A

—>(A/\A/\—| B)v(B/\—| BA—= AA— A)DA

IX >AY

Nyil/Implikacié szabaly:
y P y I'>AXDY

(ANAA= B)V(BA=BA—= Ar— A)> A

I'X>A TIY—>SA
I XvY—>A

Diszjunkcié/Nyil szabdly:

AANAA—=B— A BA—=BA—=AA— A= A
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IX, Y >A

Konjunkcié/Nyil szabély:
ILXAY 5A

AALm B—> A BB A—~A—>A

A baloldali 4gon nem kell tovdbb haladnunk, hiszen az mar le van vezetve, mert mindkét

oldalon van megegyezd formula.

I' oA X

Negacio/Nyil szabaly:
g Y y X -—>A

B, A—-A—>AB

X

Bebizonyitottuk a kezdeti feltevést. Most préobaljuk meg mindezt B-vel.

—>(A/\A/\—| B)v(B/\—| BA—= AA— A)DB

IX ->AY

Nyil/Implikacié szabaly: ————
yivimp T TSAXSY

(A/\A/\—| B)\/(B/\—| BA— AA— A)—)B

.. ) IX—>AT,Y—>A
Diszjunkci6/Nyil szabaly:

IXvY—>A
AANAA—- B—B BA=BA—= AA— A—>B
. . ILX,Yy > A
Konjunkcié/Nyil szabdly: A=A
ILXAY 5A
A,A,—= B—B B~ B—-A—-A->B

X
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I —AX
Negdci6/Nyil szabaly: — >
=X —>A

A,A— B,B

Nem minden 4g zarult le, ezért a levezetni kivant szekvent nem logikai torvény, vagyis a

kovetkeztetésiink nem volt helyes.

Megoldasként most is azt kaptuk, hogy az I-es bérondben van a pénz (A).
2. Tegyiik fel, hogy az I-es bérondben van a pénz (A).
(An(Av= A)A=B)v(BA(HAv— A)AB)A—A)> A

Itt most nem a logikai torvények alkalmazdsaval foglalkozunk, és nem az egyszeriisitésre
fektetjik a hangsulyt, hanem a levezetési szabdlyok alkalmazdsara, ezért a formulat igy

hagyjuk ahogy van.
>(Ar(Av=A)a-B)v(BA(HAV— A)AB)rA—4)> A

IX —>AY

Nyil/Implikacié szabaly: ————
yivmp T TSAXSY

(Ar(Av= A)a=B)v(BAAV— A)AB)A—A)— A

I'X>ATI,Y—>SA

Diszjunkcié/Nyil szabdly:

I XvY—>A
An(Av—= A)A—-B > A BAHAvV— A)JAB)A-A > A
Konjunkcié/Nyil szabaly: Lxr=>4a
IXAY > A
AlAv—A)-B—>A B—~(Av— A)AB,—A—> A

X
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Konjunkcié/Nyil szabély: LXr—=4

ILXAY A
B,_|(A\/ — A)3B7_|A — A
I —AX
Negdci6/Nyil szabaly: — >
=X —>A
BaB _> A,A,A\/_l A
Nyil/Diszjunkcié szably: ——— 22 %1
I'>AXVY
BaB - A,A,A,_l A
Nyfl/Negici6 szabdly: — > >4
I'>A— X

B,B,A—A,AA

X

Nézziik, mi a helyzet akkor, ha a B-t feltételezziik helyesnek.
(An(Av= A)A=B)v(BAHAvV— A)AB)A—A)> B
- (A/\(Av—| A)/\—|B)v (B/\(—|(Av—| A)/\B)/\_IA)D B

IX >AY

Nyil/Implikacié szabaly: ————
yivimp T TSAXSY

(A/\(Av—| A)/\—|B)v (B/\(—|(Av—| A)/\ B)/\—lA)—> B

INX>A T, Y>SA
IXVvY—>A

Diszjunkci6/Nyil szabaly:

An(Av— A)A—B > B BA(HAv— A)AB)A—A > B
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IX, Y —>A

Konjunkcié/Nyil szabély:
ILXAY 5A

A, Av— A,—B— B

IX>AT,Y—>A

Diszjunkci6/Nyil szabaly:
I XvY—>A

A,A,—B— B

I' oA X

Negacié/Nyil szabaly, ——
Baclonty "ToX oA

A,A,—B— B

I' A X

Negacio/Nyil szabaly, —————
g Y y X -—>A

A,A— B,B

B,~(Av— A)AB,~A—> B

X

A,— A,—B—>B

A,—B — B,A

X

Nem minden &g zarult le, vagyis ez a kovetkeztetésiink nem helyes. Megoldasként azt kaptuk,

hogy az I-es borondben van a pénz (A).

3.feladat: a fentiekhez hasonléan a harmadik feladat megolddsahoz is alkalmazhat6 a Gentzen

kalkulus, bar ott bizonyos triikkkoket is be kell vezetni a kordbban mar ismertetett problémak

miatt. A dolgozat terjedelme miatt ezzel tehét a tovabbiakban nem foglalkozom, de a kedves

olvasé kiprébalhatja az ismertetett 1épéseket.
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4. 5. Gentzen - program segitségével

Munkank megkonnyitése céljabdl irtam egy ,,Gentzen - programot”. Ide csak be kell irni a
premisszdkat és a konkliziot és mar meg is kapjuk az eredményt, miszerint logikai
kovetkezmény-e a formuldnk vagy sem. Ezutdn nem kell bonyolult szdmitdsokba
bocsatkoznunk, mert megteszi ezt helyettiink a program. Ha levezethetd a formula Gentzen-

kalkulussal, akkor levezeti nekiink.

A feladat implementdldsat Java nyelven hajtottam végre.

Alkalmazott szimbdélumok:

Miveleti jelek: ! negacio
& konjunkcié
A% diszjunkcio
i implikécié

Zarojelek: <, >
Propozicionalis betlik: A,B,C,...,Z
Implementalas:

A FaG osztaly val6sitja meg a Gentzen-kalkulus szabdlyait, melynek segitségével eldonthetd,
hogy az adott formula logikai kdvetkezménye-e valamely formuldknak. A program csak

teljesen bezaro6jelezett formuldra miikkodik helyesen.
Az osztaly konstruktora segitségével a szekventbdl fat épit fel.

Az osztaly tartalmazza:

adat tarolja a csicshoz tartozé miiveleti jelet vagy miiveleti jel nélkiili
szekventet

szekvent a csucshoz tartozo szekvent

jobb megadja a csucs jobb oldali szekventjét

bal megadja a csucs bal oldali szekventjét

levezetheto jelzi, az adott csucs levezethetd-e: ,,false” ha nem, ,,true” ha igen
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seged visszaadja a szekvent miiveleti jellel rendelkez6 formuldjat, vagy
,»hincs” szot, ha ilyen formula nem taldlhat6 a szekventben
cimkezes a felépitett faban a levezetheto tulajdonsiagokat éllitja be

getLevezetheto  a felcimkézett faban lekérdezi a gyokér levezetheto tulajdonsagat

String adat;

String szekvent;

private FaG jobb;

private FaG bal;

private Vector premisszak;

private String konkluzio;

public boolean levezetheto=false; //ha levezetheto true, kulonben false

public static StringBuffer sb = new StringBuffer();

A fa felépitése rekurziv médon torténik, ami a kovetkezo 1épésekbdol all:

A FaG osztédly konstuktora a paraméterként kapott szekventre a kovetkezd 1épéseket hajtja

végre:

1. Az osztily seged metédusa segitségével meghatdrozza, hogy melyik formuldra kell

alkalmazni szabalyt. Ezt egy dtmeneti valtoz6ban tarolja (tmp).

public static String seged(String test2){
String muvjelek = new String("&vil");
//kivesszuk a bal oldalat
StringBuffer bf;
int muvjelszam=0,i=0,j=0,
kezdo=0, veg =test2.length() ,elsomuvjel=0,f=0,szj =-1;
szj = test2.indexOf("-");
//ha nincs benne vesszo, a szekvent jobb oldala egy formula
//balrol jobbra visszaadja az elso formulat, amiben muveleti jel van
//1. meg kell keresni az elso muveleti jelet
for(j = 0; j<test2.length();j++)
for (i = 0; i<muvjelek.length();i++)
if(muvijelek.charAt(i) == test2.charAt(j) && f==0)
{elsomuvijel =j;f++;3}

if(elsomuvjel > 0){
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//baloldal
if(elsomuvijel < szj ){
f=0;
for(i=elsomuvjel;i>0;i--)
if(test2.charAt(i)=="," && f==0)
{ kezdo =i; f++;}
veg = szj;
f=0;
for(i=elsomuvijel; i<szj ;i++)
if(test2.charAt(i)=="," && f==0)
{veg =i+1; f++;}
b
//jobboldal
else{
kezdo = szj+1;
f=0;
for(i= elsomuvijel ;i >szj ;i--)
if(test2.charAt(i)==",' && f==0)
{ kezdo =i; f++;}
veg =test2.length();
f=0;
for(i=elsomuvjel; i<test2.length() ;i++)
if(test2.charAt(i)==","' && f==0)
{veg =i; f++;}

3
String s = test2.substring(kezdo,veg);

bf = new StringBuffer(s);
muvjelszam=0;
for(j=0;j<muvjelek.length();j++)
for(i=0;i<bf.length();i++)
if(bf.charAt(i) == muvjelek.charAt(j))
muvjelszam++;
if(muvjelszam !'= 0) {
for(i=0; i< bf.length();i++)
if(bf.charAt(i) ==",") {
bf.deleteCharAt(i);
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b
else {bf = new StringBuffer("nincs");} //ekkor mar csak nagybetuk vannak
benne
return bf.toString();
b

2. Ha a tmp értéke ,nincs” akkor azt jelenti, hogy a benne 1évé szekvent csupa
propoziciondlis betlibdl épiil fel. Ezt az adat részben tidrolom. Kiilonben a tmp-ben egy

formula van.

Ebben a formuldban (adat) a f6 miveleti jel pozicidjat egy valtozoval jelezziik (akt). A
miveleti jel elé vagy mogé rakunk egy ,,.—-t attdl fiiggden, hogy ez az adott miiveleti jel a
szekvent melyik oldaldn taldlhaté. Ezzel a karakter kombinécidval jelzi, hogy melyik szabdlyt

kell alkalmazni. Az aktudlis szekventet egy bf valtozdban tarolja.

StringBuffer muvjel = new StringBuffer();
String muvjelek = new String("&vil");
String tmp;

StringBuffer bf = new StringBuffer(_adat);

int kulso=0, akt=0,level=0,sz=0;
_adat = _adat.trim();
//megkeressuk a szekvent poziciojat '-'
if((sz = bf.indexOf("-,")) !'= -1) bf = bf.deleteCharAt(sz+1);
if(bf.charAt(bf.length()-1) =='," ) bf = bf.deleteCharAt(bf.length()-1);
tmp = seged(bf.toString());
//a tmpben van a szekvent jobb oldali elso szétbonthato formula
//jobboldali szabalyok alkalmazasa
if(tmp.compareTo("") =0 ) {
if (tmp.startsWith("<") && tmp.endsWith(">")) //toroljuk a kulso zarojeleket
tmp = tmp.substring(1,tmp.length()-1);
//megkeressuk azt az muvjelet, ami nincs bezarojelezve
szekvent = new String(bf.toString());
sb.append("Szekvent: "+ bf.toString());
for (inti = 0; i < tmp.length(); i++){
if (tmp.charAt(i) == '<") level++;
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else if (tmp.charAt(i) == '>") level--;

if (level == 0 && muvjelek.indexOf(tmp.charAt(i)) '= -1){
kulso++;
muvijel = muvjel.append(tmp.charAt(i));
akt =i;

b

//levelelem
if ( tmp.compareTo("nincs")==0 ){
sb.append("\n");
//ki kell szedni a szekventbol a zarojeleket
bf = new StringBuffer( bf.toString().replaceAll(" ",""));
for(inti = 0; i<bf.length();i++)
if(bf.charAt(i) == '<' || bf.charAt(i) == '>") bf = bf.deleteCharAt(i);
adat = bf.toString();
//a levelelem levezethetoseget is be kell allitani
//akkor levezetheto, ha a szekvent bal ill jobb oldalan szerepel ua az a betu
intf =0, h=0;
for(inti = 0;i< bf.indexOf("-");i++)
for(int j= bf.indexOf("-"); j< bf.length();j++){
if( Character.isUpperCase(bf.charAt(i)) &&
Character.isUpperCase(bf.charAt(j)) &&
bf.charAt(i) == bf.charAt(j) && f ==0) f++;
b
for(int i = 0;i< bf.length();i++){
if( (Character.isUpperCase(bf.charAt(i)) != true &&
bf.charAt(i) '=",' &&
bf.charAt(i) != '-') && h==0)
h=1;
b
if(f==1 & & h==0) levezetheto = true;
bal = null;
jobb = null;
b
//operatorok
else { //1&vi
if(bf.indexOf("-") < (bf.indexOf(tmp)+akt) ){
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adat = "-"+tmp.substring(akt,akt+1); // muveleti jel

b
else{

adat = tmp.substring(akt,akt+1)+"-"; // muveleti jel

3. Az igy megkapott szabalyt alkalmazzuk:

IX—>A
F%A,ﬁ X

" yn
e

Ha a szabaly , akkor a bf-bdl a feldolgozandé formulat torli a jobb oldalrél, majd

beszurja a bal oldalra ,,!”” - jel nélkiil. Az aktudlis faelem jobb oldaldn folytatédik tovabb a
felépités az igy elddllitott bf szekventtel.

A szabdlyhoz tartoz6 Java kod a kovetkezo:

if(adat.compareTo("-1") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: -\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");

bf.delete(bf.indexOf(seged,szj),bf.indexOf(seged,szj)+
seged.length());

bf.insert(0,tmp.substring(akt+1).substring(1,tmp.substring(akt+1).length()-1
)+II,|I ;
bf = new StringBuffer( this.tisztitas(bf.toString()) );

jobb = new FaG(bf.toString());

by

I'>AX T'T>AY
I'>AXAY

Ha a szabdly "-&'"', akkor a bf-bdl a feldolgozandé formulét toroli a jobb oldalrél. Az igy
eléallt formulat bf lemadsolja b, illetve j d&tmeneti valtozéba. A & miveleti jel bal oldalat

beszurja a b szekvent elejére. A & miiveleti jel jobb oldalat beszirja a j szekvent végére.
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Az aktudlis faelem bal oldaldn folytatédik a felépités a b szekventtel. Az aktudlis faeclem

jobb oldalan folytatédik a felépités a j szekventtel.

if(adat.compareTo("-&") == 0 ){

sb.append(" Szabaly: -&\n");

int szj = bf.indexOf("-");

String seged = new String("<"+tmp+">");

bf.delete(bf.indexOf(seged,szj),bf.indexOf(seged,szj)+
seged.length());

StringBuffer b = new StringBuffer(bf.toString()) , j = new
StringBuffer(bf.toString());

b.append(","+tmp.substring(0,akt));

b = new StringBuffer( this.tisztitas(b.toString()) );

j.append(","+tmp.substring(akt+1));

j = new StringBuffer( this.tisztitas(j.toString()) );

bal = new FaG(b.toString());

jobb = new FaG(j.toString());

b

I'>AX,)Y
I'>AXVY

Ha a szabdly '"-v", akkor a bf-bdl a feldolgozandé formulét torli a jobb oldalrél. A v
miveleti jel bal és jobb oldaldt beszirja a bf szekvent végére vesszOvel elvdlasztva. Az

aktudlis faelem jobb oldaldn folytatddik a felépités a bf szekventtel.

if(adat.compareTo("-v") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: -v\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");
bf.delete(bf.indexOf(seged,szj),bf.indexOf(seged,szj)+
seged.length());
bf.append(","+tmp.substring(0,akt)+","+tmp.substring(akt+1));
bf = new StringBuffer( this.tisztitas(bf.toString()) );
jobb = new FaG(bf.toString());

b
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IX >AY
I'->AXDY

Ha a szabdly "-i"", akkor a bf-bdl a feldolgozandd formulat torli a jobb oldalrdl. Az i
miuveleti jel bal oldalét a bf elejére az i miiveleti jel jobb oldalat a bf végére mésolja. Az

aktudlis faelem jobb oldaldn folytatddik a felépités a bf szekventtel.

if(adat.compareTo("-i") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: -i\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");
bf.delete(bf.indexOf(seged),bf.indexOf(seged)+seged.length()+1);
bf.insert(0,tmp.substring(0,akt)+",");
bf.append(","+tmp.substring(akt+1));
bf = new StringBuffer( this.tisztitas(bf.toString()) );
jobb = new FaG(bf.toString());

¥

I' >AX
I X —>A

Ha a szabaly '"!-", akkor a bf-bdl a feldolgozandd formuldt torli a bal oldalr6l, majd
beszirja a jobb oldalra ,,!” - jel nélkiil. Az aktudlis faclem jobb oldaldn folytatédik tovabb
a felépités az igy eldallitott bf szekventtel.

if(adat.compareTo("!-") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: !'-\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");
bf.delete(bf.indexOf(seged,0),bf.indexOf(seged,0)+ seged.length());
bf.append(","+tmp.substring(akt+1));
bf = new StringBuffer( this.tisztitas(bf.toString()) );
jobb = new FaG(bf.toString());

b

IX, Y > A
IXAY SA
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Ha a szabdly "&-", akkor a bf-bdl a feldolgozandé formulat torli a bal oldalrél. Az &
miveleti jel bal és jobb oldaldt beszirja a bf szekvent elejére vesszOvel elvdlasztva. Az

aktudlis faelem jobb oldaldn folytatodik a felépités a bf szekventtel.

if(adat.compareTo("&-") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: &-\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");
bf.delete(bf.indexOf(seged,0),bf.indexOf(seged,0)+ seged.length());
bf.insert(0,tmp.substring(0,akt)+","+tmp.substring(akt+1)+",");
bf = new StringBuffer( this.tisztitas(bf.toString()) );
jobb = new FaG(bf.toString());

¥

IX—>AT,Y—>SA
IXvY —>A

Ha a szabdly "'v-", akkor a bf-bdl a feldolgozand6 formulat torli a bal oldalrdl. Az igy
eléallt formulét bf lemésolja b, illetve j atmeneti véaltozéba. A v miiveleti jel bal oldalat
beszirja a b szekvent elejére. A & miiveleti jel jobb oldalét beszirja a j szekvent elejére.
Az aktudlis faelem bal oldaldn folytatédik a felépités a b szekventtel. Az aktudlis faeclem

jobb oldalan folytatédik a felépités a j szekventtel.

if(adat.compareTo("v-") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: v-\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");
bf.delete(bf.indexOf(seged,0),bf.indexOf(seged,0)+ seged.length());
StringBuffer b = new StringBuffer(bf.toString()) , j = new
StringBuffer(bf.toString());
b.insert(0,tmp.substring(0,akt)+",");
b = new StringBuffer( this.tisztitas(b.toString()) );
j.insert(0,tmp.substring(akt+1)+",");
j = new StringBuffer( this.tisztitas(j.toString()) );
bal = new FaG(b.toString());
jobb = new FaG(j.toString());

by

50



I'->AX TY 5 A
INX>oY—>A

Ha a szabdly "i-", akkor a bf-bdl a feldolgozandé formulat torli a bal oldalrdl. Az igy
eléallt formuldt bf-bdl lemdsolja b, illetve j dtmeneti véltozéba. Az 1 miiveleti jel bal
oldalat beszurja a b szekvent végére. A & miveleti jel jobb oldalat besztrja a j szekvent
elejére. Az aktudlis faelem bal oldalan folytatédik a felépités a b szekventtel. Az aktudlis

faelem jobb oldalédn folytatédik a felépités a j szekventtel.

if(adat.compareTo("i-") == 0 ){
sb.append(" Szabaly: i-\n");
int szj = bf.indexOf("-");
String seged = new String("<"+tmp+">");
bf.delete(bf.indexOf(seged,0),bf.indexOf(seged,0)+ seged.length());
StringBuffer b = new StringBuffer(bf.toString()) , j = new
StringBuffer(bf.toString());
b.append(","+tmp.substring(0,akt));
b = new StringBuffer( this.tisztitas(b.toString()) );
j.insert(0,tmp.substring(akt+1)+",");
j = new StringBuffer( this.tisztitas(j.toString()) );
bal = new FaG(b.toString());
jobb = new FaG(j.toString());

b

A feladatok levezetését Java applet-ben lehet megtekinteni. A vizsgdl gombra kattintdssal a
premisszanak és a konkluziénak implikacidval torténd 6sszekapcesolasabodl keletkezett formula
keriil levezetésre Gentzen-kalkulussal. Ha egyszerre tobb premissza keriil megadésra, akkor

azokat &-ekkel kapcsoljuk Ossze. A vizsgal gombhoz tartoz6 forraskod a kovetkezo:

private void jButton4ActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
Vector p=new Vector();
StringTokenizer strtok =new StringTokenizer(Prem.getText() );
String szekvent;
StringBuffer prems = new StringBuffer();

textArea3.setText("Vizsgal");
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while(strtok.hasMoreTokens())
{
p.addElement(new String(strtok.nextToken(",")));
b
String k=new String(Konkluzio.getText());
for(int i=0;i<p.size();i++){
prems.append(((String)p.elementAt(i)).toString()+"&");
b
prems = new StringBuffer(prems.substring(0,prems.length()-1));
if (p.size()>1)
szekvent = new String("-<<"+prems+">i"+k+">".replaceAll("&i","i"));
else
szekvent = new String("-<"+prems+"i"+k+">".replaceAll("&i","i"));
textArea3.setText(szekvent);
FaG gentzen = new FaG(szekvent);
textArea3.append("\n"+(gentzen.getLevezetheto() == true ? "Igen":"Nem")+"
logikai kdvetkezmény.");
if(gentzen.getlLevezetheto() == true){
textArea3.append("\nLevezetese:");

textArea3.append("\n"+gentzen.sb.toString());
b

A torol gombra kattintdskor torlédik az el6zonek megadott premissza, konlkizi6 és az el6z6

levezetés. A tordl gombhoz tartozé forrdskdd az alabbiakban lathato:

private void jButton3ActionPerformed(java.awt.event.ActionEvent evt) {
textArea3.setText("");
Prem.setText("");

Konkluzio.setText("");

Az elsd feladat levezetése a kovetkezOképpen néz ki az applet-ben:
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Gentzen-kalkulus:

Premisszak:

sosaf=fafzrbalaBermyasaBe B faslafnmalafzmmns |

Konkliizio:

=p= |

| wizsgal | | Torol

Levezetés:

—sassfxRapAresl=Brroyss=sBefxlzBrr 2 f==lcAr =l mmnnjaAns

lgen logikai kévetkezmeény.

Levezetese:

Szekvent: -=====h=g=Ar>E&=l=BrroysaaBri=l=Brrrfaclaprm el A== Szabaly -
Szekvent s===f=E&=pz=Eel=BerryaaaBrial=Brrrbaalapzm=lapmrrrr—A= Szabaly: v
Szekvent: s<=A=g=A==f==B===-=A= S7abaly. &

Szekvent: =<A=g<f== <l<B==-=f= S7abaly. &

Szakvent <A= <A= <I<B==—<A> Szabaly: -

Szekvent <A <A=-<A= <B=

Szekvent: <<<B=&<l<B=>>§&=<l<A>=&<l<A===>-<A> Szabaly: &

Szekvent: <<B=&<l<B==> <<l<A==f<l<A=>>-<A> Szabaly: &

Szekvent: <B= <l<B=> <<l<p=>§{<l<A=>=-<A> Szabaly: -

Szekvent: =B= <<l<f==&<l<p>>>-<A> <B> Szabaly. &

Szekvent: <l<A=> <l<f>> «B=-<A> <B> Szabaly I-

Szekvent; =l=f== =B=-<A= =B= =4= Szabaly; -

Szekvent: =B=-<A= «<B> <A= <A> M

1} ] [i]

B konkldziét megadva eredményiil azt kapjuk, hogy a formula nem logikai kovetkezmény:

Gentzen-kalkulus:

Premisszak:

e b A s kb LS S R LS s ‘

Konklizid:

=B= ‘

| Mizsgdl | | Tl

Levezetés:

—assssfefalsefalaBeroysasBaslaBeen faclafenelafmmnnnjaHes

Mem logikai kivetkezmeény.

< i | [i]
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A masodik feladat megoldasa:

Premisszak:

<sdfEhasfmylafsrmsfaleBrrsysaasBr Gl simy=l 2 An s mn f B r el e Ammnn

Konklizio:

[~

| |\_l|zsgél | | Tordl

Levezetés:

—oaaaa oyl fssesRalaBrrmyaaaa e falasfsyslafzmmmn e falafmmmnja s

lgen logikai kivetkezmény.

Levezetese:

Szekvent -====ep=facfsy=lapzorsfalaBromyasaaBefelaafzylaAzmmen LB falapzmamjai== Szabaly: -
Szekvent ===<A=fa=pzy=lzf=mesgalaBeroyacacB e falaafoyalapzmmnn LaBemgalafnm=m—al= Szabaly: v-
Szekvent: <=<p=f=<Azy<lap====f<l<B===-<A> Szabaly: &

Szekvent; <==A=g=<p=y=lcpz=e= <l<B==-<A> Szabaly: &

Szekvent: =f= ==f=y=laf=== <l<B==-=A= Szabaly: v

Szekvent: =A= <A= =l=B==-=A= Szabaly. I-

Szekvent: =f= <A=-=f= «<B=

Szekvent: =l<f== =A= <l=B==-=4= Szabaly |-

Szekvent: =A= <l=B==-=f= =A= Szabaly. I

Szekvent: =f=-=A= =f= <B=

Szekvent: ====B=&=<l==p=y=lapzrrr=f2B==f=l=A===-=A> Szabaly. &

Szekvent ===B=&=l==p=y=lapzr=e=f2B=> <l<f==-=A= Srabaly. &-

Szekvent: ==B=g&<lw=f=y=lzf=r=== <B= =lof==—<A= Srabaly &

Szekvent: =B= =l=<A=y=lef==== <B= =l2f==-=A= Szabaly. |-

Szekvent: =B= =B= =l<A==-=A= =<f=y=lof=== Szabaly -

Szekvent: =B= =B=-<A= =<f=y=l=f=== =A= Szabaly. v

Gentzen-Kalkulus:

Premisszak:

soaaf=laszyclafeennfclaQeoemyacasBefalas oyl fenennRaBemfelafnnns

Konkldzid:

=B=

| Mlzsgél | | Tordl

Levezetés:

—easssfzlashoyslafnnenbalaBeroysassBeflasfaoysla e faBee BalafnemnjsBes
Mem logikai kivetkezmeény.
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Lathatjuk, hogy A-t megadva kovetkezménynek helyes logikai kdvetkezményt kapunk, mig

B-t megadva helytelen a logikai kovetkezményiink.

Ezzel végéhez is értiink a feladvanyok kiilonféle megolddsainak.
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5. Osszefoglalas

A diplomamunkdmhoz el6zetesen tdmasztott célkitlizéseimnek - Ggy érzem - eleget tettem.
Sikeriilt sajat feladatokat kitaldlnom, azokat megoldanom, és a megolddasokat bizonyitanom.
Mindenek eldtt az érthetdségre torekedtem, és természetesen a matematikai logika

szabdlyainak, tételeinek pontos alkalmazasara.

Az elméletnek valéban csak azt a csekély részét ismertettem, ami elengedhetetlen volt a
feladatok megolddsdhoz. Mint mar emlitettem, nem az elmélet ismertetése volt a cél, arra

nagyon sok jé konyvet taldlhatunk, pl. a konyvtarban.

A feladatok megoldasa néhol némi nehézségbe iitk6zott, de remélem a kész munkdn ennek

mar nyoma sincs.

Persze nem csak azok a levezetési technikdk léteznek, amiket ismertettem, de a dolgozat
sziikre szabott terjedelme miatt ennyi mddszer bemutatasara futotta. Ha a kedves olvasét
érdekelnek mas feladat-megolddsi mddszerek is, netdn ez a dolgozat keltette fel érdeklodését
a logika irdnt, akkor ajdnlom az irodalomjegyzékben szerepld konyvekkel, jegyzetekkel vald
ismerkedést. Remélem, ahhoz az olvas6hoz is kozelebb keriilt a logika vildga, aki eddig

szkeptikusan allt e tudomédnyéaghoz, vagy netaldan idegenkedett tdle.
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