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1. Hattér

A mindennapi gazdasagi ¢életben a véletlen jelenségek
hatasanak vizsgalata egyre nagyobb szerepet jatszik. Ennek
megfelelden fokozott figyelmet kell forditani a sztochasztika
tanitasara. Korabban a matematika alkalmazésainak
tanitasdval foglalkoz6 konferenciakon szekcidkat szerveztek
a témaban, majd teljes konferencidkat szenteltek neki (lasd
példaul az 1982-es Voorburgi ISI TOTSAS konferenciat,
melynek témaja "Teaching Statistics in Schools throughout
the World" volt [B82]). Az 1990-ben irt Fischbein-cikk
[F90] (Training Teachers for Teaching Statistics) a téma
iranyado, f0 hivatkozédsa. Idézziikk Fischbein professzor
megallapitasat a tanarképzésben megoldandé feladatrol: ,,A
tanarok valdszinliségszamitasi ¢€s statisztikai oktatdsdnak
tartalmaznia kell a megfeleld intuitiv hattér kialakitasara
alkalmas teriiletek és modszerek megismertetését.” Ugyanezt
a kivanalmat hangsulyoztak mas résztvevok is, lasd Hawkins,

A. [H89].

Az 1977-es helyzetet foglalja 6ssze Bognar — Nemetz
cikke [BN77]. A kiilonboz6é orszagokban Iényegesen eltérd
mélységben tanitanak statisztikat és valdszinliségszamitast, €s
a tanitott anyag tematikaja is lényegesen eltér. [N97

Hazankban az é&ltalanos iskola als6 tagozataban 20
évvel ezelott nemzetkdzileg nagyra becsiilt volt a
valoszinliségszamitas, statisztika tananyag. [V63].

A téma oktathatosdgahoz elengedhetetleniil sziikséges,
hogy a tanarok rendelkezzenek a megfelel6é ismeretekkel,
és hajlandoak legyenek az anyagot tanitani.



A hazénkban a tandri gyakorlatot egy csendes ellenallas
jellemzi. Ennek alapvetd oka a biztonsdgérzet hianya. A
tananyag oktatasdhoz kisérletek elvégzésére van sziikség.
Ahogyan azt maga a ,,véletlen” sz6 is mutatja, a kisérletek
kimeneteleit a tanar nem tudja pontosan elére megmondani,
¢s nincs felkészitve a lehetséges eltérések magyardzasara,
értelmezésére. Ezért nekik is sziikségiik van egy
magyarazatokkal ellatott oktatdsi anyag Osszedllitasara.
Dolgozatom elkészitéséhez egy ilyen anyag Osszeallitasa volt
a f6 motivacios erd.

1975 6ta rendszeresen foglalkozom ezzel a témaval, a
valdszinliségszamitds  témakorében a  foglalkozasokba
beépitett anyagot allanddéan gazdagitom. Tapasztalataimat a
Berzsenyi Déniel Gimnaziumon kiviil a Méricz Zsigmond
Gimnaziumban és a Fazekas Mihaly Fovarosi Gyakorlo
Altalanos Iskola és Gimnaziumban gytijtottem Gssze.

Kombinatorikus bevezetés helyett javasolom, kezdjiink
az egyszerl helyettesitéses titkosiras megfejtésével. Kidertilt,
hogy ez rendkiviili mértékben motivalja a tanulokat
statisztikai  felmérések  tervezésére és  konkrét
végrehajtasara. Ezen a teriileten nagy gazdagsaggal all
rendelkezésre statisztikai forras az irott nyelv formajaban. A
dolgozatban beszamolok ezen a teriileten kifejlesztett
modszereimrdl, 0Osszedllitott oktatasi anyagaimrol, és az
orakon szerzett kozel 30 éves tapasztalataimrol.

A valésziniiségszamitas és statisztika
alkalmazasahoz sziikséges szemléletmod kialakitasahoz
elengedhetetlen, hogy alkalmas elméleti modelleket
valasszunk, és azokat az oktatasra alkalmas formaban
talaljuk. Segitségiil hivhatjuk a kovetkezd tankonyveket:



Hajnal Imre-Nemetz Tibor-Pintér Lajos Matematika IIL.-IV
[HNP92] [HNPU94] ¢és Nemetz, T.: Valdszinliségszamitas
[N78]. A kozépiskolas anyagon is tulmutatd ismereteket és
kitiiné feladatanyagot kaphatunk Nemetz, T. — Wintsche, G.
(1999): Valoszinliség ¢és statisztika mindenkinek cimi
konyvébol. [NW99]

A dolgozatban foglaltak kidolgozdsa soran ugyancsak
alapvetd volt a modern valészinliségszamitasi, statisztikai
fogalmak iskolai o6rdn tanithatd anyagdnak kialakitsa,
bevezetése, amelyek a témakdrre irdnyitjdk a tanulok
figyelmét, ramutatva a matematikai statisztika altal nyujtott
megoldasokra. Tapasztalataink szerint a tanulok Onmaguk
képesek sziikséges statisztikai vizsgalatok kezdeményezésére,
¢s hajlandok ilyen vizsgalatokat folytatni.

A tananyag megvalasztasa mellett ugyancsak fontosak a
modszertani  kérdések, tehdt az oktatds formadjanak,
metodikdjanak megvalasztésa.

Az éltalam képviselt szemléletmdd Osszhangban van a
nemzetkozileg elfogadott  véleménnyel, hogy a
valésziniliségszamitas ¢és a statisztika tanitasanak
parhuzamosan kell megvalésulnia. [M90]

Elképzeléseimet a jelen dolgozaton kiviil az utobbi
néhany évben tanari tovabbképzéseken is rendszeresen
ismertettem. Ezek a tovabbképzések rendkiviil pozitiv
visszhangra talaltak. Varhatéan szeptembert6l indul
akkreditalt tanfolyamom a kétszintii érettségi 1j témakoreihez
kapcsolodoan, ahol a képzési Oraszam mintegy felében a
statisztika és a valoszinliségszamitas kérdéseivel — elméleti
alapjaival €s tanitdsanak mddszertandval - foglalkozunk.



II. A legegyszeriibb véletlen sorozatok: fej-iras sorozatok

,Mennyire véletlen a véletlen?” teszi fel a kérdést
Révész Pal akadémiai székfoglaldjdban. Az iskolai oktatas
szamara fontos azt megismerni, hogy a tanulok milyen
kialakult véleménnyel rendelkeznek a témarol.

Varga Tamadsnak tulajdonitand6 az az otlet, hogy a
véletlenrdl alkotott tanuldi vélemények megismerését a
legismertebbnek feltételezhetd teriilettel kell kezdeni. Ez a
teriilet szerinte a szabalyos érmével torténd fej-irads sorozatok
vildga. Tapasztalataim megegyeznek vele, és allithato, hogy a
tanulok nagyon hatarozott elképzelésekkel rendelkeznek ezen
a teriileten.

Varga Tamds bevezetésként azt kérte III-IV. osztalyos
altalanos iskolai tanuloktoél, hogy irjanak le két fej-iras
sorozatot, az egyiket egy érme feldobaldsa segitségével, a
masik sorozatot ,.fejbdl” irjdk, tehat vgy, ahogy egy
lehetséges valodi fej-irds sorozat szerintik keletkezhet.
Megvizsgalva a két leirt sorozatot, arra vallalkozott, hogy
megmondja, melyiket irtak, és melyiket dobtak.

A dontés alapja a fej, illetve irds sorozatokbdl alld
futamok hossza volt: amelyik sorozatban ez hosszabb volt,
azt valasztotta dobott sorozatnak. Ez a dontési eljaras
rendkiviil tekintélyt parancsold eljaras: Az esetek tobb mint
80 %-ban helyesen adta meg a dobott sorozatot.

Sajat tanitasi gyakorlatomban tobb mint 25 éve én is
ennek egy varidansat kovetem. Tapasztalataim rendkiviil
pozitivak, és csak javasolni tudom masoknak is ezt a
bevezetést.



A leghosszabb futam elméleti vizsgalata

A fej-irds sorozatok véletlen szamsorozatok, tehat a
fliggetlen, azonos eloszlas sorozatok legegyszeriibb
megjelenését adjak.

A véletlen szamsorozatokat altalaban rendkiviil hamisan
interpretaljak. Ez a nagy szamok torvényének helytelen
alkalmazéasabol adodik. Ez a hamis interpretdlds vezet ,,a
fejek ¢€s irasok szdma barmely pillanatban majdnem azonos”
tipusu gondolathoz. A val6sag azonban nem ez.

Bebizonyitom, hogy a leghosszabb futam hossza
log (n) koriili.

A kovetkezOkben annak a valoszinliségét hatarozzuk
meg, hogy egy n hosszusdgh fej-irds sorozatban a
leghosszabb azonos elemekbdl 4116 futam hossza pontosan .

A valésziniségek meghatarozasa el6tt azon n
hosszusagu fej-irds sorozatok szamat hatdrozzuk meg,
amelyekben a leghosszabb azonos elemekbdl allo futam
hossza pontosan r. A meghatadrozasdhoz egy rekurzidt adunk
meg, és megvizsgaljuk tulajdonséagait.

I11. Hianyos sorozatok helyreallitasa: statisztikai
szemléletformalas

Harom tipusu kiegészitendd hidnyos sorozatot
vizsgaltam. A kiegészitendd sorozatok a véletlen harom arcat
segitenek megmutatni. Ezek:

e A kornyezetétol nagyon fliggo, csaknem
determinisztikus véletlen karakterek



e A kornyezettdl alig fiiggd, mindazonaltal fliggd véletlen
jelek
e A kornyezettdl teljesen fiiggetlen véletlen jelenségek.

Betistatisztikak tanuloi meghatarozasa. Grafikus
abrazolas

A val6szinliségszamitds €és a matematikai statisztika
eddigi oktatasaban jelentés id6t kellett eltolteni a grafikus
abrazolas lehetdségeinek bemutatdsaval.

A gyakorisdgok pontos ismerete mellett fontos egy jo
stratégia  kialakitdsdhoz, a ,rédkovetkezési” sorrendek
ismerete, ezért ezeket is meghataroztuk.

IV. Az egyszerii helyettesitéses titkosiras fejtése

A sztochasztika oktatasa soran rendkiviil fontos feladat
annak elérése, hogy a tanuldk felfedezzék a statisztika
felhasznalhatdsagat gyakorlati feladatok megoldasara. Ennek
egyik hatdsos mddszere a titkositott szovegek megfejtésében
valé felhasznalhatosdg. A legegyszeribb titkosiras az
egyszeri helyettesités.

4.1. Tétel. Ha egy egyszerli helyettesitéses titkosirds
megfejthetd valamilyen kodabécé esetén, akkor megfejthetd
akkor is, ha a kodabécé megegyezik a forrds (szoveg)
abécéjével.

V. Pozicidcserés titkosito eljaras fejtése

Kidolgoztam a poziciocserés titkosiras megfejtésére egy
olyan lehetséges modot, amely természetes a tanulok
szamara. Ezzel az eljarassal is a statisztika alkalmazasara



szeretnék egy kozépiskolai szinten konnyen kovethetd
eljarast adni, amely bizonyos statisztikai adatgytjtés
sziikségességét is mutatja. A valoszinliségi fogalmak koziil
lehetéség nyilik az egyiittes eloszlas, feltételes eloszlas
szemléletes bevezetésére is.

Ez az alkalmazads a statisztikai hipotézis vizsgalatok
tertiletére is hasznos bevezetd lehet.

VI. Elsé l1épések a valosziniiség szamszeri jellemzéséhez

A tanulok szamdara vilagossa valik, hogy a véletlen
események bekovetkezési esélyének jellemzésére sziikség
van egy mérOszdmra, ¢és az elméleti mérdszam
megvalasztdsdhoz az is elengedhetetlen, hogy az elméleti
modelleket a konkrét kisérletek végrehajtasa soran szerzett
megfigyelések figyelembevételével alakitsuk ki.

A modell kiépitését a korabban szerzett tapasztalatokra
tdmaszkodva, néhany véletlen szampélda segitségével
mutatom be. A kdvetett utat tobb éves iskolai tapasztalatomra
tamaszkodva alakitottam ki. Egy kovethetd elemzést mutatok
be a klasszikus valdsziniliségszamitas interpretalasara.

A binomialis eloszlas néhany alapfeladata utan
fontosnak tartom a geometriai eloszlas megismertetését is.

A geometriai eloszlds tagjai monoton csokkend
sorozatot alkotnak. Ez a megéllapitds ebben a formaban
teljesen nyilvanvald. Ha azonban azt kérdezziik, hogy ha egy
kockat rendkiviil sokszor az elsd hatosig dobunk fel, mennyi
lesz a legtobbszor megfigyelt sziikséges dobasszam, akkor az
»egy”’ valasz tobbnyire a legjobb tanulok szdmara is
hihetetlen lesz.



Csak statisztikai modell 1étezik

Kiilondsen fontosnak tartom ezt a fejezetet, ahol nem
lehet kombinatorikus megfontolasokat alkalmazni. Egy
magyar nyelvii szépirodalmi konyvet véletlenszeriien
kinyitottunk. Megszamlaltuk, hogy héany betli volt az els6
kivalasztott jelig a lapon, majd innen kezdve hany betl
fordult el6 a masodikig, aztdn innen a harmadikig, és igy
tovabb a huszadikig. Azt kell kitalalni, az ,,a” , az ,,e” vagy a
»t 7 betll volt-e a kivalasztott jel. Azt kell tehat eldonteniink,
hogy a minta gyakorisag-eloszlaisa a hirom betl
gyakorisdg-eloszlasa koziil melyikre hasonlit legjobban.

VII. Kézvélemény kutatas: statisztikai mintavétel

Napjainkban gyakran esik sz6 a kozvélemény
kutatasrol, reprezentativ mintavételrol. Jelen fejezetben azt
mutatjuk meg, hogy milyen egyszeriien lehet a tanuléi
gondolatvilagot helyes mederbe terelni. Nem akarunk szigora
¢s nehéz matematikai bizonyitasokkal operalni, olyan
statisztikai feladatokat végziink el, amelyek meggy6zden
mutathatjdk be, hogy megfeleld eljardsok tényleg a valos
kozvélemény megismerését teszik lehetévé. A vélemény
kialakitasanak kulcsmondata: bizonyitas helyett meggyodzés.

[S04]
VIII. A magyar nyelv entropiaja

Vizsgalatainkhoz régebbi folyoiratokbol és
napilapokbdl 400 betlis, szdmjegyeket nem tartalmazé
cikkrészleteket valasztottunk. A szovegekben az elsd néhany
szOt valtozatlanul hagytuk, azutdn betliket hagytunk ki
bizonyos szabalyok szerint. Megmutatom, hogy miként
adhato fels6 becslés a feladatlapokon szerepld hidnyos



szovegtipusok rekonstrualhatésaganak felhasznaldsaval az

crer

Koszonetnyilvanitas

Ez(ton 1s szeretnék koszonetet mondani témavezetOmnek,
Dr. Nemetz Tibornak aki egyetemista éveim Ota, tobb, mint
30 éve segiti szakmai munkamat. Célt és iranyt mutatd
tanacsai, folyamatos biztatdsa €s ezernyi segitd, tényleges
kozremiikodése nélkiil sem a publikaciok, sem ez a dolgozat
nem johetett volna létre.



Summary
I. Background

The analysis of the effects of random processes plays
an increasing role in the economy and also in everyday life.
Accordingly, there are increasing concerns about the teaching
of statistics and probability. There were only sections devoted
to the topic in the conferences on the teaching of the
applications of mathematics in the past. Recently there are
conferences themselves on the issue. (cf. the conference in
Voorburg in 1982: "Teaching Statistics in Schools throughout
the World" [B82]). Fischbein’s article written in 1990 is still
the fundamental reference of the subject. Let me invoke
Professor Fischbein’s opinion on the tasks of teachers’
training. The statistics and probability theory training of
teachers should contain the education of methods and fields,
which make it possible to create the adequate intuitive
background. Similar requirements were emphasized by
various participants, cf Hawkins, A. [H89]

The 1977 scene is outlined in the article of Bognar-
Nemetz [BN77]. Statistics and probability is presented on
significantly different levels in various countries and there are
also great differences between national syllabuses. [N97]

Hungary possessed a highly recognized program of
teaching probability and statistics in the first grades of
elementary school as early as 20 years ago. [V63].

To improve the situation it is indispensable that
teachers acquire the relevant pieces of knowledge as well as
they be willing to teach the topic.
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The actual attitude of teachers in Hungary is silent
resistance — basically because they feel insecure about the
topic. Experiments are essential components of the teaching
process. Since they are basically about random events,
teachers cannot predict the results accurately and they are not
prepared to explain and interpret the eventual deviations.
Being so, teachers desperately need a kind of annotated
teaching note. The main purpose of my paper is to provide
them with an appropriate teaching aid.

I have been involved in the teaching of probability
and statistics since 1975 and my skills have been improving
with experience. I have been working in distinguished high
schools in Budapest, such as Berzsenyi Daniel, Moricz
Zsigmond and Fazekas Mihaly.

Instead of the usual combinatorial introduction I
propose to get started with deciphering of simple
transposition ciphers. Experience has revealed that students
are extremely well motivated to devise and actually perform
statistical tests this way. Printed texts provide a rich field of
statistical sources. In my paper I give a detailed account of
my methods developed in the course of 30 years.

To develop the right attitude about the
applications of probability and statistics it is essential to
choose the proper theoretical models and also to present
them in the classroom in a digestible way. The following
textbooks might be of help: Hajnal Imre-Nemetz Tibor-Pintér
Lajos: Matematika 111.-1V [HNP92] [HNPU94] and Nemetz,
T.: Valosziniiségszamitas [N78]. Information beyond the high
school level as well as excellent problems can be found in
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Nemetz, T. — Wintsche, G. (1999): Valosziniiség és statisztika
mindenkinek [NW99

While preparing my thesis I was deeply concerned
with the selection of the concepts of modern probability and
statistics that can be presented in the classroom to set up the
theoretical framework where individual problems can be
discussed and solved. According to my experience students
are able to initiate and accomplish the necessary statistical
tests even by themselves.

Apart from preparing an adequate program I am
convinced that methodological issues are also playing an
eminent role in the teaching of the topic.

I am convinced that the teaching of probability and
statistics are parallel processes. [M90] This is not just my
personal opinion but it is consistent with internationally
confirmed experience.

Apart from this paper my results have been regularly
presented on various teachers’ training courses in the past
few years. The audience’s reaction was highly reassuring.
From September I am going to start an accredited course
covering the new topics appearing in the two-level state
exam. In at most half of the time allotted we are going to
discuss various problems of probability and statistics, both
those of the theory and the methodology of teaching.

II. The simplest random sequences generated by a fair
coin

,,Jo what extent is randomness random?”” asks Révész
P4l in his habilitation paper. It is important for us to acquire

12



information about the intuitive views of students about
randomness.

The idea that the students’ opinion about randomness
should be surveyed by discussing the most familiar situations
is attributed to Varga Tamds. According to him the
investigation of sequences generated by flipping a fair coin is
just the right point to do this. My experience confirms his
approach and I’ve found that students actually have strong
intuitive image about randomness.

Varga Tamas used to ask 9-10 year old students to
prepare two sequences of heads and tails, respectively: one of
these was expected to be produced by actually flipping a coin
while the other one was to be constructed by the students
themselves doing their best to be as ,,random” as possible. He
then announced to be able to tell the actual random sequence
from the fake one.

His decision was based on the length of runs
contained in the sequences: these are homogenous blocks of
the same kind. He chose the one to be genuinely random
where the longest run was longer. The show was spectacular
indeed: his guess proved to be correct in about 80% of the
cases.

I still have been using a variant of this trick in my
classes. My experience is extremely positive and I strongly
recommend this introduction to the willing colleagues.

Theoretical investigation of the longest run

The head-tail sequences provide the simplest example
for independent random variables of the same distribution.

13



They are usually misinterpreted. The reason is a kind of
misunderstanding of the law of large numbers yielding the
typical fallacy that most of the time the number of heads and
tails are more or less equal. Nothing is further from reality!

I give a demonstration that the length of the longest
run is approximately log(n). Then I find the probability that
the length of the longest run in an n-long binary sequence is
exactly r.

The actual proof is preceded by devising a recurrence
for the number of those n-long binary sequences where the
length of the longest run is exactly r. Analyzing the
properties of this recurrence one arrives to the desired results.

II1. Reconstruction of incomplete sequences: attitudes
about statistics

I have investigated three kinds of incomplete
sequences where missing terms were to be inserted.

J Quasi-random missing terms that are almost determined
by their environment

. Random terms that are weekly or hardly determined by
their environment

o Random terms independent of their environment

14



Letter frequencies and their graphical representation

According to my experience one has to devote a
significant amount of time to various aspects of graphical
representation when teaching probability and statistics.

In order to devise efficient strategies it is also
important to find the joint distribution frequencies besides the
usual frequency tables.

IV. Deciphering simple substitotional ciphers

While teaching probability and statistics it is
important to show that certain problems can in fact be solved
by statistical methods. This can be efficiently demonstrated
by deciphering secret codes. The simplest ciphers are the so
called substitutional codes.

4.1. Theorem. If a simple transposition code can be broken
for some alphabet then it can also be broken if the code
alphabet and the source alphabet are identical.

V. Deciphering transposition codes

I have developed a method that is natural for the
students to break transposition codes. It raises the demand for
a natural method of statistical sampling. On the theory level
one can introduce the notions of joint distribution, conditional
distribution and even hypothesis testing.

VI. Quantitative capturing of probability: first attempts

The students by now have a clear demand for a
numerical value to be assigned to the chance of the occurring

15



of a random event. They must be aware that the relevant
theoretical models should be formed on the basis of actual
experiments.

The presented model is based on numerical examples
from previous experiments. The method has been refined in
the course of my teaching experience. Finally I present a
consistent interpretation of the classical combinatorial
model.

Having solved some basic exercises about the
binomial distribution I find it important to introduce the
geometric distribution as well. The terms of the geometric
distribution are decreasing — this is a straightforward
observation. However, if one asks about how many times we
have to roll a fair dice to obtain a six for the first time, the
answer “one” is highly counterintuitive.

No other model but statistics

This chapter is extremely important because the
combinatorial approach is useless here. Having chosen a
letter, one of ,,a” , ,e” or ,t ” we count the number of
characters up to the first occurrence of this chosen letter on a
random page of a Hungarian book, possibly literature. We
proceed up to the second occurrence, etc, altogether up to the
twentieth occurrence. One has to guess if the chosen letter
was ,,a”’ , e’ or ,t 7, that is the students are supposed to
compare the sample distribution to the distributions generated
by the three letters, respectively.
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VII. Surveying: statistical sampling

Surveying and representative sampling are hot issues
nowadays. This chapter shows how simple is to direct the
students to the right way of thinking. 1 try to avoid
demanding mathematical proofs here; the presented statistical
methods convincingly demonstrate how one can access
public opinion in a reliable way. The central approach is
convincing, instead of proofing. [S04]

VIII. The entropy of the Hungarian language

I have selected 400 letter blocks of Hungarian text
from periodicals and journals. The text does not contain
numbers. After the first few words there are letters omitted
from the text according to certain rules. I show how one can
estimate the entropy of written Hungarian text based on the
extent to which the original texts can be reconstructed. [S89]
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