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1 Bevezetés

Altalanositott kupszeleten az n - dimenzids valés koordinatatér olyan
alakzatat értjlik, melynek pontjaira egy rogzitett K halmaz pontjaitél
mért atlagos tavolsag ugyanakkora. A K halmaz elemeit nevezziik fo-
kuszoknak. A fokuszok nem feltétlenill véges szamossagn ponthalmazt
alkotnak, mint ahogy a tavolsdgmérés sordn sem feltétleniil az euklideszi
tavolsag jatszik szerepet. Mindezeken tul az atlagolasi eljarasra vonat-
kozoan is kiilonboz6képpen jarhatunk el: stlyozott (de véges) tsszegek,
integral stb. Ebbe a koncepciéba a szakirodalomban fellelhet§ altala-
nositasok tobbsége beilleszthets. A klasszikusok koziil emlitést érdemel
a multifokalis ellipszisek témakére, melyek pontjaira a véges K halmaz
pontjaitol mért tavolsagok Gsszege (vagy, ha ugy tetszik, szamtani ko-
zepe) allando. A multifokalis ellipszisek szorosan kapcsolodnak optima-
lizalasi feladatokhoz [16], [25]. Ezek kozos eredete a Fermat-féle prob-
léma: keressiik azt a P pontot az ABC haromszog sikjaban, melyre a
PA+ PB+ PC 6sszeg minimélis. A multifokalis ellipszisek alkalmazasi
teriilete meglepGen széles: az épitészettsl az ithdlézatok tervezésén at a
kortars tervezéselmélet altal teriileti tervezésnek (spatial planning) neve-
zett irdnyzattal bezarolag [33]. A véges sok ponttél mért tavolsagosszeg-
fiiggvény minimumbhelyének jellemzését Vazsonyi Endre oldotta meg [44].
Ugyancsak 6 vetette fel a kérdést, hogy vajon approximalhaté-e minden
konvex sikgorbe multifokalis ellipszisekkel, ha a fokuszok szédma elegen-
déen nagy — ez a polinomiélis lemniszkata-approximacié additiv verzidja.
Erdés Pal és Vincze Istvan igazolték, hogy egy szabdlyos haromszogvo-
nal nem kozelithet6 meg tetszbleges pontossiggal ilyen modon [11], 1d.



még [42]. Mas szoval ez a szabalyos alakzat nincs benne a multifoka-
lis ellipszisek halmazanak topologikus lezartjaban a Hausdorff-metrikara
nézve.

Termeészetesen a definicidéban szerepld szamtani kozép helyett méas ko-
zepeket is tekinthetiink. Sudlyozott szamtani kozép alkalmazasaval pél-
daul hiperbolakat kaphatunk, tovabba ha a fékuszok k6zott pontokon
kiviil egyeneseket is megengediink, akkor a parabolakat is megkaphat-
juk. C. Gross és T.-K. Strempel vetették fel a nem véges fokuszsereggel
rendelkezd kupszeletek vizsgalatanak probléméjat a [18] dolgozatukat
lezard nyitott problémdk fejezetben. Itt szamtani kozép helyett integra-
las segitségével mérjiik az atlagos tavolsagot. Integralkizelits osszegeket
véve, ebben az esetben a kapott alakzatok tetszéleges pontossaggal ko-
zelithetSk multifokalis ellipszisekkel.

A disszertaciéban az altalanositott kupszeletek egy differencidlgeomet-
riai és egy tomografiai alkalmazasat mutatjuk be. A differencialgeo-
metriai alkalmazasra az un. altalanositott Berwald-terek elméletének
keretein beliil keriil sor. Az altalanositott Berwald-tér fogalméat V.V.
Wagner vezette be 1943-ban. A Finsler-terek egy specilis osztalyérol van
sz0. A Finsler-geometridban az alapsokasagon adott gérbék ivhosszat a
szokasos integralformula segitségével mérjiik, csakhogy az érintévekto-
rok hossza nem csupan a hely, hanem az irany fiiggvénye is. A Finsler-
sokasag altalanositott Berwald-sokasdgga valik, ha megadhato egy line-
aris konnexié az alapsokasagon gy, hogy az é4ltala indukalt parhuzamos
eltolasok meg6rzik az érintGvektorok Finsler-féle hosszat. Ha a linearis
konnexié torziémentes, akkor a klasszikus Berwald-sokasagokat kapjuk.
Ezek osztalyozasaval Szabo Zoltan [38] munkaja foglalkozik. Az oszta-
lyozési tételhez vezets eredmények egyike, hogy a Berwald-terek kitiinte-
tett (linearis) konnexiéja Riemann-metrizalhato, azaz megadhaté olyan
Rimeann-féle metrikus tenzor az alapsokasidgon, melynek Lévi-Civita
konnexidja egybeesik a Berwald-tér kanonikus konnexiéjaval. A bizo-
nyités soran hasznalt eszkdzok szorosan kapcsolédnak a Lie-csoportok,



Lie-algebrak és a szimmetrikus terek elméletéhez, kiilonos tekintettel J.
Simons [37] eredményeire. A probléma egy mésik megkozelitése Vincze
Csaba [39] dolgozataban talalhato, ahol a Finsler-sokasag érinttereinek
egységgdmbjein integralva a Riemann-Finsler metrikit (mely szintén a
pont és az irany fliggvénye) egy csatolt Riemann-féle metrikus tenzor
keriil bevezetésre — ez természetesen nem csupan specialis Finsler te-
rek esetén, hanem teljes altaldnossagban lehetséges. Alapvets eredmény,
hogy ha megadhaté egy linearis konnexié az alapsokasagon tgy, hogy az
altala indukalt parhuzamos eltolasok megérzik az érintGvektorok Finsler-
féle hosszat, akkor ez a konnexié sziikségképpen metrikus az atlagolt
Riemann-Finsler metrikira, azaz a csatolt Rimeann-féle metrikus ten-
zorra nézve. M. Crampin [10] a csatolt Riemann-féle metrikus tenzort,
illetve az atlagolasi technikat illetGen, kiindulépontként hivatkozik a [39]
dolgozatra. Hasonlé értelemben idézi a dolgozatot V. S. Matveev és M.
Troyanov |24]: ,Severeal such constructions have been proposed in recent
years. One of the oldest constructions seems to be that of Cs. Vincze ...”.
A modszer tobb szerzé (M. Crampin, R. J. Torrome, V.V. Matveev et
al., T. Aikou) érdeklsdését felkeltette, akik tovabbi eredmeényekkel gaz-
dagitottak a témakoért az elmult években.

A probléma megforditasa a kovetkez6: tekintsiink egy Riemann-soka-
sagot és egy a sokasagon adott metrikus (nem feltétleniil torzidmentes)
V linearis konnexiot. Milyen feltételek mellett garantalhaté olyan nem
Riemann &ltalanositott Berwald-sokasag létezése, melynek (egyik) kitiin-
tetett konnexidja éppen V7 A kérdésre a vélasz az, hogy amennyiben a
sokasag egy adott p € M pontjaban vett euklideszi egységvektornak
a holonomiacsoportra nézve vett palyaja nem strid az (euklideszi) egy-
séggbmbon, akkor a konnexié szigort értelemben Berwald-metrizalhato,
azaz konstrualhaté olyan nem Riemann altalanositott Berwald-sokasag,
hogy a V 4ltal indukalt parhuzamos eltoldsok megérzik az érintévektorok
Finsler-féle hosszat. Szabo Zoltan Gtletét atvéve, a feladat egy az origdt
a belsejében tartalmazé konvex test (egységgémbtest) konstrukcidja a



pont folétti érintétérben, mely a holonémiacsoporttal szemben invarians
és a hatara nem kvadratikus sima hiperfeliilet. Ezt a testet parhuzamos
eltolassal juttathatjuk el az (Osszefiiggs) sokasag barmely pontjaba. Az
1j egységgombsereggel ellatva pedig a sokasig altalanositott Berwald-
sokasagga valik:  Finsler geometry is a non-Riemannian geometry in a
finite number of dimensions. The differentiable structure is the same as
the Riemannian one but distance is not uniform in all directions. Instead
of the FEuclidean spheres in the tangent spaces, the unit vectors form the
boundary of general convex sets containing the origin in their interiors”.
M. Berger

Mivel a parhuzamos eltolastol eltekintve a probléméat egy adott pont
folotti érintétérben kell megoldani, a kdvetkezSképpen fogalmazhatjuk
at: Tekintsiik az RY euklideszi koordinatatéer linearis izometriacsoport-
janak egy G részcsoportjat. Tegyiik fel, hogy valamely euklideszi egység-
vektor G csoportra nézve vett palydja nem stird az (euklideszi) egység-
gombon. A cél olyan nem euklideszi Minkowski-funkcional megadésa a
vektortéren, melyre nézve G elemei még izometridk maradnak. A Min-
kowski-funkcionédlokkal szemben megkovetelt pozitiv homogenitasi tu-
lajdonsagra tekintettel (2.4 alfejezet) elegendd egy olyan G-invarians, az
origot a belsejében tartalmazé konvex testet konstrudlni, melynek ha-
tara nem kvadratikus, sima hiperfeliilet. A konstrualt test, mint egység-
gébmb, éppen a kivant metrikus strukturat szarmaztatja. A Minkowski-
geometria tehat az euklideszi geometria alternativija a G csoport sza-
maéra. A f6 eredmény az, hogy az invarians test mindig megadhato altala-
nositott kupszeletként alkalmas G-invarians fékuszsereg f616tt integralva
(azaz atlagolva) az euklideszi tavolsagfiiggvényt. Riemann-sokasagok ese-
tében a pontrol pontra kapott egységgdmbok serege egy Finsler-teret ad,
mint a Riemann-geometria alternativajat a holonémiacsoport, illetve a
linearis konnexié szamara [27|, 1d. még [28]. Ennélfogva az &ltalanositott
Berwald-terek kitiintetett (linearis) konnexioi egyrészt mindig Riemann-
metrizdlhatok, masrészt pedig dtmetrizdlhatok nem Riemann értelem-



ben agy, hogy az egységgombok altalanositott kipszeletek, szemben a
Riemann-geometria klasszikus kupszeleteivel.

A multifokalis ellipszisek példaul alkalmasak olyan lineédris konnexidk
adtmetrizalasara, melyek holonémiacsoportja invaridnsan hat a fékuszok
(véges) halmazéan. Véges invarians rendszer létezése azonban tulsédgo-
san erds megszoritds a holondémiacsoportra nézve — leginkabb speciélis
esetekben fordul el§ (2-dimenzids eset, zérd gorbiilettd, linearis konne-
xiok esete). Ezért tulajdonképpen természetes modon vetsdik fel egy
olyan kupszeletfogalom kidolgozasinak igénye, melynél a fokuszok nem
véges, de geometriai/differencial-geometriai szempontbol kezelhetd hal-
mazt (gorbét, feliiletet stb.) alkotnak, az atlagos euklideszi tavolsagot
pedig integraldssal hatarozzuk meg. Ezek elmélete még fejlesztés alatt
all, ugyanis - altalanossdgban szo6lva - gyokos kifejezések integralasa a
feladat, melyek mar a legegyszertibb gorbek, illetve feliiletek (korok,
illetve gombok) esetében is elliptikus integralokat adnak. Valoszintileg
ennek a komoly technikai probléménak koszonhets, hogy ez a kipsze-
letfogalom, amit Gross és Strempel a méar emlitett [18] dolgozat open
problems cimszava alatt szerepeltet, mint lehetséges altalanositast, so-
kiig kiaknazatlan maradt. Tortént azonban az évek sordn néhany &t-
torés: 2004-ben, illetve 2005-ben cikkek jelentek meg H. Alzer és S-L.
Qiu [4], illetve K. C. Richards [35] szerzoktol elliptikus integralokra, il-
letve a Gauss-féle hipergeometrikus fiiggvényre vonatkozé becslésekrdl.
Segitségiikkel sikeriilt ezt a kupszeletfajtat beépiteni az altalanositott
Berwald-sokasagok elméletébe [28]. Az érintSterekben altalanositott kap-
szeletek szerepelnek, mint az origét a belsejiikben tartalmazé konvex hi-
perfeliiletek (Finsler-struktura) és az indukalt Finsler-féle alapfiiggvény
a Riemann-struktturara nézve metrikus linedris konnexiét nem Riemann-
féle értelemben atmetrizélja. A reducibilis esetben az invarians altér altal
a gombbdl kimetszett alacsonyabb dimenziés gémbdoket szerepeltethet-
jiik, mint fékuszcsaladot, irreducibilis esetben pedig az orbitok konvex
burkat. Mindkét szitudcioban az alapveté kérdés, hogy a fékuszoktol



mért atlagos euklideszi tavolsidg allandésagaval definialt hiperfeliiletek
nem euklideszi geometriat szarmaztatnak-e (ellipszoid-probléma). En-
nek eldontésére (reducibilis esetben) az elliptikus integrélokra, illetve a
Gauss-féle hipergeometrikus fiiggvényre vonatkoz6 becsléseket haszndl-
tuk fel, irreducibilis esetben pedig az alternativik tételét, ami az alta-
lanositott kupszeletfogalom tovabbfejlesztését is kikényszeriti (1d. 2.4 és
2.5 alfejezetek).

Ha az euklideszi tavolsag helyett az un. taxicab/Manhattan normabol
szarmazo tavolsagfiggvényt hasznaljuk, akkor az atlagos tavolsdgot mérd
fiiggvenynek és szinthalmazainak (az altalanositott kupszeleteknek) a
geometriai tomografidban vehetjik hasznat [29], [30], és [31]. Ezt
késziti el§ a rontgenfiiggvényekkel (halmazok specidlis - példaul adott
irannyal parhuzamos - szeleteinek a mértékét megado fliggvényekkel)
kapcsolatos 3. fejezet.

A geometriai tomogréfia célja, hogy informéciot szerezziink olyan geo-
metriai alakzatokrol, amelyeknek csak metszeteit vagy vetiileteit (eset-
leg mindkett6t) ismerjiik. A geometriai sz6 itt arra utal, hogy a vizsgalt
objektum homogénnek tekinthetd, ezért nem egy strdségfiiggvényt kell
visszaallitanunk, hanem csak az alakzat formaja érdekel benniinket. A
(parhuzamos) rontgenfiiggvények olyan valds fiiggvények, amelyek RY
egy korlatos, mérhet§ részhalmazanak egy rogzitett N — 1-dimenzids
altérrel valé metszeteinek mértékét szolgaltatja. A rontgenfiiggvények-
hez kapcsolodé rekonstrukeios feladat az, hogy taldljuk meg RN egy
kompakt részhalmazat, amelynek csak néhany irdnyban vett rontgen-
fliggvénye adott. Mivel ez a probléma gyakran nehéznek bizonyul, ezért
legtébbszor az is elegendd, ha tudunk mutatni egy olyan halmazsoroza-
tot, amely a rekonstrualandé halmazhoz konvergal valamilyen metrikira
nézve (ez a metrika altalaban a kompakt halmazok Hausdorff-tavolséga).

A probléma megoldasihoz természetesen hasznalhatok az altalano-
sabb inhomogén alakzatok visszaallitasara kidolgozott eljarasok (lasd [6],
[19],[20]), de ezek nem hasznaljak ki a homogenitasbol adodo specialis



tulajdonsagokat és ezért indokolatlanul sok bementi adatra taAmaszkod-
nak (azaz tul sok vetiiletet hasznélnak). Mas esetekben probalkozhatunk
a probléma diszkretizélasaval és diszkrét tomografiai modszerekkel ke-
resni a probléma megoldasat [21], ezt azonban csak akkor tehetjiik meg,
ha a vizsgalt objektum jol kozelithet6 diszkrét alakzatokkal. Tovabba,
ha minimalisra szeretnénk csokkenteni a rekonstrukciéhoz sziikséges iréa-
nyok szamat, illetve a megoldas egyértelmiiségére vonatkozé allitasokat
szeretnénk megfogalmazni, sziikség van a vizsgélt alakzatok kirének szi-
kitésére. Tekinthetjiik példaul a konvex, kompakt halmazok csaladjat,
amely esetben elegendd négy megfelelGen vilasztott irdny a megoldas
egyértelmtségéhez ([15],[13]). Ezen eredmény felhasznalasaval 2007-ben
Gadner és Kiderlen egy a rontgenfiiggvények kozvetlen dsszehasonlitasan
alapulé, konvex sikidomok rekonstrukciojara alkalmas eljarast adtak meg
[14]. S6t azt is sikeriilt bizonyitaniuk, hogy az eljaras akkor is megfelels
eredményt szolgaltat, ha a bemeneti adatok mérési hibaval terheltek. Az
algoritmus hatranya azonban, hogy csak konvex alakzatok esetén alkal-
mazhaté és az eljaras sordn egy nehezen kezelheté nemlinearis progra-
mozasi feladatot kell megoldani, ami miatt a gyakorlati implementalast
csak 2014-re sikeriilt megoldani [3]. Ezzel szemben nekiink sikeriilt egy
a konvex halmazoknal valamivel altaldnosabb, horizontalisan és vertiké-
lisan konvex (azaz hv-konvex) halmazok rekonstrukciojat lehetéve tevs
algoritmus megalkotni.

A disszertacié 4. fejezete a sfk hv-konvex halmazainak rekonstrukcio-
jara alkalmas algoritmust mutat be a konvexitasi irdnyoknak megfeleld
rontgenfiiggvényekbdl kiindulva (4.2 alfejezet). Az algoritmus bizonyi-
tottan konvergens (4.3 alfejezet), a gyakorlatban pedig egy 0-1 véltozos
linearis programozési feladat megoldéaséara vezet (4.4 alfejezet). Az algo-
ritmust a MAPLE segitségével futtattuk is konkrét esetekben.

Legyen K egy kompakt sikidom (azaz tegyiik fel, hogy nemiires, dssze-
fiiggs és belsejének lezértja maga a K halmaz). Ha az fx fliggvény értéke



a stk P pontjaban

fk(P) = [ di(X,P)dX,
/

azaz a di(P,X) taxicab téavolsag integralja K folott, akkor az egyes
véltozék szerinti masodrendd parcilis derivaltak a megfelel6 koordi-
natairanyra meréleges metszet mértékét adjak (majdnem mindeniitt)
konstans szorzotol eltekintve. A [16] dolgozatban igazolast nyert, hogy
fx = fr akkor és csak akkor, ha a koordinata-irdnyokban vett ront-
genfiiggvények majdnem mindeniitt egybeesnek. Az is igaz, hogy a K
halmaz koordinatairdnyokban vett rontgenfiiggvényei segitségével az fx
fliggvény explicite kiszamithaté. Ez azt jelenti, hogy a két informacio
gyakorlatilag (a rekonstrukcios algoritmus futtatésa szempontjabol a szo
szoros értelmében véve), elméleti szempontbol pedig egy nullmértéki
halmaz pontjaitol eltekintve, egyenértékid. A csatolt fx fiiggvényen ke-
resztiil alkalmazhatjuk a konvex analizis és optimalizalas eszkozeit to-
mografiai probléméak megoldaséra. Fzek egyike a halmaz rekonstrukcei-
6ja a koordinatairanyokban vett rontgenfiiggvények alapjan. Az elméleti
hatteret a K — fx kupszelet fliggvény-hozzarendelés folytonosséga biz-
tositja bizonyos halmazosztéalyok (sszefiiggs hv-konvex halmazok oszté-
lya, konvex halmazok osztalya) f6l6tt; 1d. 4.1.1-4.1.3 alfejezetek. A ront-
genfliggvények hozzarendelése a K halmazhoz, mint leképezés, nem ren-
delkezik ilyen folytonossagi tulajdonsaggal, kivéve specidlis halmazosz-
talyokat (konvex halmazok osztalya), vagy a Hausdorff téavolsig szerinti
konvergencianal erésebb feltételeket elirva (X-regularités, 3.2 alfejezet).
A folytonossagi tulajdonsag alapjan adodik, hogy amennyiben fr ~ fx,
azaz fr, .elég kozel” van az fi fiiggvényhez, akkor L ~ K*, azaz L .elég
kozel” van egy olyan K* halmazhoz, melyre fx = fg+. Ez azt jelenti
- korabban idézett eredményiink szerint -, hogy K és K* koordinata-
rontgenfiiggvényei egybeesnek (majdnem mindeniitt). Néhany konkrét
futtatasi eredményt szerepeltetiink a 4.... alfejezetben.



A dolgozat tovabbi részében jelslje RV az N-dimenziés valés koor-
dinatateret (N € N, N # 0) ellatva az (ej,...,ey) kanonikus bézis-
sal. RN elemeit egyarant nevezhetjiik pontoknak vagy vektoroknak és
z = (z1,72,...,2y5) modon jeldljilk. Tovabba RY el van latva a (.,.)
kanonikus bels6 szorzéassal, ahol

N
(zy) =) ziti.
=1

Haz € RN , akkor zt jeloli a x ortogonélis komplementumét a kanonikus
belsG szorzésra nézve. Tetszoleges p € N, p # 0 és z € RY esetén llzll,
jeloli az x p-normdjat és dp, a p-normabodl szarmazé tavolsigfiiggvényt:

N

> lwiles dyplay) = [z -yl

i=1

Jelolje tovabba m € {1,..., N} esetén \,, az m-dimenzios Lebesgue-
meértéket.

1.0.1. Definicié. Legyen adott egy d: RN — R metrika és eqy p mér-
tck a K C RN kompakt halmazon gy, hogy 0 < p(K) < +oo. A K
halmazhoz tartozé (silyozatlan) &ltalanositott kupszeletfiiggvényen az

fk: RN SR, z— fx(z):= /g (d(g,g)) duy, (1.1)
K

leképezést értyik, ahol g: R — R egy szigorian monoton novekvd, konvex
figgvény, amelyre g(0) = 0. A K halmaz pontjait fokuszoknak nevezziik,
a g fliggvényt pedig magfiiggvénynek.

A K halmazhoz tartozd sulyozott altalanositott kupszeletfiiggvényen

az
1

Fg: RN SR, zv Fr(z) = ——
@) (K)

fr(z)



leképezést értjik. A Cx = {g € RY|fx(z) < c} alakid szinthalmazokat
altalanositott kapszeleteknek nevezzik.

Legyen £ az ay,a, € R? fokuszokkal rendelkezd ellipszis. Tekintsiik
a K = {a;,a,} kételemi fokuszhalmazt és jelentse p a szamlalé mér-
téket a K halmazon, d pedig az euklideszi tavolsagot a sikon. Ekkor &
olyan K fokuszhalmazu altalanositott kupszeletnek a hatara, amelynek
magfiiggvénye g(t) = t.

Lathato tehét, hogy a klasszikus ellipszisek altalanositott ktpszeletek
a fenti értelemben és ugyanigy lathaté ez a multifokalis ellipszisek esetén.
Ugyanakkor, ha hiperbolakat és parabolékat is szeretnénk az altalanosi-
tott kupszeletek kozé sorolni, akkor altalanosabb magfiiggvényre lenne
sziikségiink és megengedni, hogy a fékuszhalmazban pontokon kiviil més
alakzatok (egyenesek) is szerepelhessenek. A fenti definicié azonban ele-
gend§ lesz szdmunkra mind a differencidlgeometriai, mind a geometriai
tomografiai alkalmazasok szempontjabol és megfelel a C. Gross és T.-K.
Strempel altal felvetett nem véges fokuszhalmazzal rendelkezd altalano-
sitott kiupszeletfogalomnak.
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2 Kuapszeletek alkalmazasa a
differencidlgeometridban

2.1. Az altalanositott kapszeletfiiggvény

Az altalanositott kupszeletek egy fontos alkalmazéasara bukkanunk, ha a
definiciéban szereplé K halmazt differencialhat6 struktaraval latjuk el.

L. Bieberbach igazolta, hogy egy zérus gorbiiletd, kompakt Riemann-
sokasag holonémiacsoportja véges. Tekintsiik egy nemzérus elemnek a H
holonémia csoportra nézve vett palyajat a p pont f6lotti érintétérben. Ez
egy véges fokuszsereget ad, melyre nézve vett barmely multifokalis ellip-
szis/ellipszoid is nyilvanvaloan invarians a H csoporttal szemben. Pér-
huzamos eltoldssal az invarians multifokalis ellipszoid barmely pontba
eljuttathaté. Ez az egységgombsereg egy Finsler-sokasagot hataroz meg,
mint a Riemann-geometria alternativdjat a Lévi-Civita konnexié sza-
mara.

A holonémiacsoport azonban &ltalaban nem véges. Eppen ezért sziik-
ségiink van a multifokalis ellipszisek helyett olyan alakzatokat tekinteni,
amelyek pontjainak egy nem véges fokuszseregtsl mért atlagos tavolsiga
allando. Igy jutunk el az altaldnositott kupszeletek egy fontos differenci-
algeometriai alkalmazasahoz. Az altalanositott kipszeletek olyan konvex
testet szolgaltatnak, amelyek invariansak a p-beli holonémia csoport ele-
meivel szemben, tovabba olyan L, Minkowski-funkcionélt szarmaztat az
érint6téren, amelyre nézve a holonémiacsoport elemei linearis izomet-
ridk. Ezutdn parhuzamos eltoldsok segitségével ezt a funkcionalt kiter-
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jesztve a teljes sokasdgra a funkcionalok egy olyan sima gytjteményét
kapjuk, amely invarians a Lévi-Civita konnexié altal szarmaztatott par-
huzamos eltolasokkal szemben. Mindehhez az altalanositott kiipszeletek
definiciojaban szereplé K halmazt Riemann-struktiraval latjuk el és az
integralas sordn az indukalt Riemann-féle térfogati format vessziik ala-
pul.

2.1.1. Definicié. Legyen I' C RY olyan korldtos, irdnyithaté részsoka-
sdg, amelyre VolT' < oo az indukdlt Riemann-térfogatra nézve. Ekkor a
I'-hoz tartozo altalanositott kipszeletfiiggvényen az

1
Fr(z) = g
I

v d(z,y)dy  (zeRY)

leképezést értjik. Tovdbbd az
{z e RY|Fr(z) = ¢, ce R}

alaki halmazokat altalanositott kupszeleteknek nevezziik, amelynek
fokuszhalmaza T.

2.1.1. Lemma. Tetszéleges I fokuszhalmaz esetén az Fr dltaldnositott
kipszeletfiggvény konvex és eleget tesz a

F
lim inf r(z) >0

Iz o0 |||

novekedési feltételnek, ahol ||.|| az euklideszi norma RYN -en.
Bizonyitds: Vilagos, hogy rogzitett v € I'-ra a

d(.,7): RN =R, z+ d(z,7)
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leképezés konvex, ezért tetszéleges z,y € RN és A € [0, 1] esetén

FOx+(1-A)y) = / Az + (1 - Ny, ) dy <
T

< /Ad(x,'y) + (1 = A)d(y,v) dy =
T

) / d(z, ) dy + (1 - N / dy.7) dy = AF(z) + (1 - NF(y)
I r

adodik, ami épp azt jelenti, hogy F' konvex fliggvény.
Mivel T" korlatos, igy 1étezik a K := sup,cr [|v|| valés szdm. Ekkor

dzy) Mzl =l o K o)1
[Ed] [Ed]

-zl o

teljesiil az ||z|| > nK feltételt kielégits pontokra. Kévetkezésképp

liminf &) S <.

lzll—oo [lz]|

2.1.1. Tétel. Az F dltaldnositott kupszeletfiiggvény szinthalmazai kon-
vex, kompakt halmazok.

Bizonyitds: Legyen ¢ € RT tetszbleges és tekintsiik az
M = {QERN}F@) <c}

szinthalmazt. Ha z,y € M és X € [0,1] tetszdlegesek, akkor F' konvexi-
tasa alapjan

FAz+(1=XNy) <AF(z)+ (1 =NF(y) < e+ (1-Ne=c,
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igy Az + (1 — Ny € M is teljesiil, azaz M konvex.

Masrészt ismert, hogy minden konvex fliggvény folytonos értelmezési
tartomanyanak belsé pontjaiban, igy F folytonos az egész RN téren.
Mivel minden z € RY esetén F(z) > 0, ezért M nem més, mint a [0, ]
zart intervallum F altali sképe, ami F' folytonossdga miatt zart halmaz.

Ezutéan mar csak azt kell megmutatnunk, hogy M korlatos, hiszen RY
minden korlatos, zart részhalmaza kompakt. Indirekt médon tegyiik fel,
hogy M nem korlatos. Ekkor létezik olyan (z,,),~, pontsorozat, hogy

z, €M (n e N)

Jim [z, || = +-o0.
Igy
fminf Z@&) o F@) oy © — 0,
lzl—oo |lzl| T nooo |zl n—oo [z,

ami ellentmond az el6z8 lemmaban szereplé névekedési feltételnek. Tehét
F szinthalmazai valé6ban korlatosak. m

2.1.1. Kovetkezmény. Az F' dltaldnositott kipszeletfiiggvénynek léte-
21k globdlis minimumhelye.

Bizonyitds: Weierstrass tétele 7] szerint ha R egy nemiires, zart rész-
halmazan értelmezett folytonos fiiggvény szinthalmazai korlatosak, ak-
kor annak a fiiggvénynek létezik globélis minimumbhelye. m

2.1.2. Tétel. Ha ¢ > sup.cr ||| (¢ € RT), akkor az F dltaldnositott
kipszeletfiiggvény
M = {QERN‘F@) <c}

szinthalmazdnak az origé belsé pontja.
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Bizonyitds: Legyen € > 0 tetszdleges és z € By(e), ahol
By(e) :={z € RN‘H@H <e}
az origd kozépponti € sugara nyilt gomb. Ekkor
F dy < —— Kdvy= K
(@) < Vw/u I+ Illdr < g [+ Kdy =2+ K,
r

ahol K := sup.r ||7]|. Igy ha e €]0,c — K[, akkor minden z € By(e)
esetén F(x) < ¢, azaz By(e) C M. m

2.1.3. Tétel. Ha ®: RN — RN olyan linedris izometria, amelyre ® (T)
I', akkor a I'-hoz tartozé dltaldnositott kupszeletfiigguény minden M szint-
halmazdra ®(M) = M.

Bizonyitds: Legyen ¢ € RT és M az ehhez tartozo szinthalmaz. Tekint-
siink tovabba egy tetszbleges x € M pontot. Mivel @ linearis izomet-
ria, ezért Jp Jacobi-determinansanak abszolut értéke 1, tovdbba minden
z,y € RY esetén d(z,y) = d (®(z), ®(y)). Ezt felhaszndlva

F(®@) = o [ 4@@) dv= o [ d(@@).0) ds -
r o(T)
- Vollf / d(®(z), ®()) - |Jo| dy = ﬁ d(®(z), (7)) dy =
(T (T)
:Vollf /d(m,'y) dvzﬁ d(z,v) dy = F().
(T r

Tehat azt kapjuk, hogy F (®(z)) = F(z), ezért € M pontosan akkor
teljesiil, ha ®(z) € M, azaz (M) = M a ® invertalhatosdga miatt. m

15



2.2. Elliptikus integralok

Az el6z6 szakaszban definialt altalanositott kiupszeletfiiggvénnyel végzett
szamolasok soran probléméat okoz, hogy gyakran elliptikus integralok 1ép-
nek fel. Eppen ezért sziikséges az elliptikus integralokrol és a kapcsolodo
becslesekrsl néhény szot ejteni ([1], [43], [35]).

2.2.1. Definicio ([1] 589. oldal). Legyen R valds kétvdltozds raciond-
lis tortfigguény, amely a mdsodik vdltozdjdnak legaldbb egqy pdratlan ki-
tevdjd hatvdnydt tartalmazza, valamint legyen P egy harmad- vagy ne-

gyedfoki polinom, amelynek minden gyoke kiilonbozd és ¢ € R konstans.
Ekkor az

fiigguényt elliptikus integrdlnak nevezzik.

2.2.2. Definici6. Legyenek k €]0,1[ és n € R valds konstansok. Ekkor
az

¢
/ do
1-— k281n29
0
o]
k) :/\/1 ~ k2sin® 0 dé
0

(n; 6, k) ! a6

\/1—nsm 0v/1— k2sin20

fiiggvényeket rendre elso-, masod- és harmadfaja elliptikus integ-
raloknak nevezziik.
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A fenti fliggvények ¢ = sinf és x = sin ¢ helyettesitéssel a kovetkezd
alakra hozhatok:

-/ . it
V- -ee)

/\/1 —Re
(z; k)
V-t
sin ¢
1 1

Hmom) = | s i —mei—e

A megfelel§ redukcios formulak alkalmazasaval lathatd, hogy minden

elliptikus integral kifejezhetd raciondlis tortfiiggvények integréljainak és
elsé-, masod- vagy harmadfaju elliptikus integralok segitségével.

2.2.3. Definicio. Az el6zd definicicban szerepld elliptikus integrdlok ¢ =

w/2-ben felvett értékeit teljes elliptikus integrdloknak nevezzik. Ennek
megfelelden a

/2 1
/ / dt

1—k251n20 1—t2 (1 — k%t2)
0 0

w/2 2 2

1—
—/ 1—k2sin29d9—/ kt
0 0
/2

1 1
k):/ do
, V1—nsin20+/1— k2sin20
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fiiggvényeket rendre teljes els6-, masod- és harmadfaju elliptikus
integraloknak nevezziik.

2.2.1. Allitas. Legyenek a,b,c € R olyanok, amelyek kilonboznek min-
den nem pozitiv egész szamtol. Ekkor a

hatvdanysor konvergenciasugara 1, ahol a™ az a szdm n-edik emelkedd
faktoridlisdt jeloli, azaz

a"=ala+1)(a+2)-...-(a+n—1).

Bizonyitds: Tekintsiik az (a,)5, sorozatot, ahol

a™b”
L (n € N).
Ha 2z = 0, akkor vilagos, hogy az &llitdsbeli hatvanysor konvergens.

Egyébként tetszéleges n > 1 esetén képezhetd a kovetkezs hanyados:

an+lbn+1 n+1

Unt1 e iyl (a+n)(b+n)z_ n2+(a+b)n+abz
an ‘gﬁ’jz" C(e+n)(n+1)"  nZ+(c+n+ec
Igy
limsup | L = liminf |22 = fim (2L ),
n—oo Qg n—00 an, n—o0 an

A D’Alembert-féle hanyadoskritérium szerint |z| < 1 esetén az allitasban
szereplé hatvanysor abszolut konvergens, mig |z| > 1 esetén divergens.
Ez épp azt jelenti, hogy konvergenciasugar 1. m
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2.2.4. Definicié. Ha a,b,c,z € R olyanok, hogy ¢ kilinbozik minden
nem pozitiv eqész szamtdl és |z| < 1, akkor az

ab" 2"

oFi(a,byc: z) = Z

n=0

a nl
fiigguényt Gauss-féle hipergeometrikus fiiggvénynek nevezziik.

A fenti definici6é értelmes, hiszen ha a és b egyike sem 0 vagy negativ
egész, akkor az eléz6 allitas garantéilja a jobboldali hatvanysor konver-
gencidjat, egyébként pedig lathatd, hogy a részlettsszegek sorozata egy
bizonyos indext6] kezdve konstanssa valik.

2.2.2. Allitas. Legyenek a,b,c,z € R olyanok, mint az el6z6 definicio-
ban. Ekkor

1
LG —c) b—1 —b—1
—————= 9 F(a,b; = ) 1—-1)° dt.
T -oF1(a,b;c: z) / ( )

0
2.2.3. Allitas. A teljes elsé- és mdsodfaji teljes elliptikus integrdlok ki-
fejezhetdk a Gauss-féle hipergeometrikus fiigguény segitségével a kdvet-
kezd modon:

11

K(k F 1:k%

(k) = 21(22 )s
T 11

E(k) = =oF 1:k?

(k) 221(22 k).

2.2.5. Definici6. Tetszdleges p € R, p #0, A € [0,1] és r €]0, 1] esetén
az
My(A,7) = (1= A) + A1 —r)P)"/?

valds szdmot p-edik hatvanykozépnek nevezziik.
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2.2.1. Tétel (Richards [35]). Legyenek a,b,c € R olyanok, hogy b >
0, a <1 és max{—a,b} < c teljesil. Ha ¢ > max {1 — 2a, 2b}, akkor

(2F1(—a,b;c: r))l/a > M, <b,r> (r €]0,1])

c
pontosan akkor teljesil, ha p < (a+¢)/(1+c).

2.2.1. Kovetkezmény. Az

s (2 o ()

egyenldtlenség pontosan akkor teljesil minden k €]0,1[ esetén, ha p <
3/4.

2.3. A koralapia kapszeletek

2.3.1. Definici6é. Legyen (Qi)i]\;1 olyan bdzisa az RN térnek, amely or-
togondlis a kanonikus belsé szorzdsra nézve. Ekkor az

N
FE = {xERN’x:Zwibi, Z‘%—l—...-FCU?V:l}
=1

alaki halmazt N-dimenziés ellipszoidnak nevezziik.

Az N = 2 esetben a kétdimenzios ellipszoid helyett az ellipszis elneve-
zés hasznalatos. Vegyiik tovabbd észre, hogy ha a definiciéban szerepld
z € RN pontot a (b;)Y; bazisban irjuk fel, ahol

- b.
b= ———  (i=1,...,N)

RV
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akkor

2
n

N 2
E = RN‘ I S 1 T
{xe ET 2 ey T @)
Z:1 n n

Ekkor tehat megkapjuk az ellipszoidok klasszikus koordinédtas felirasat
egy alkalmasan valasztott ortonormaélt bazisra vonatkozéan.
Legyen
v:[0,27] = R3, ~(t) := (cost,sint,0)

az egységkorvonal az xy-koordinatasikban és tekintsiik a hozza tartozo6

2m
F(m,y,z) = ;T/\/(x—cost)2+ (y—sint)2+z2dt.
0

altalanositott kupszelet-fiiggvényt. Ekkor az F(x,y, z) = % feliilet alta-
lanositott kupszelet, amelynek fokuszhalmaza S7. Vilagos, hogy ez egy
az

2m
/\/cos2t+ (y —sint)2 +22dt =8
0

yz-sikbeli gérbe altal meghatarozott forgasfeliilet.

2.3.1. Tétel (Vincze, N. [28]). Az F(z,y,2) = 5 egyenlet dltal meg-
hatdrozott feliilet nem ellipszoid.

Bizonyitds: Vilagos, hogy az allitasbeli feliilet az

21
/\/cos2t+ (y—sint)2+z2dt:8
0

21



yz-sikbeli gorbe altal meghatarozott forgasfeliilet, ezért elegendd meg-
mutatni, hogy

2
/\/0082t+ (y—sint)2+z2dt:8
0

nem egy ellipszis az yz-koordindtasfkban. Ha y = 0, akkor azt kapjuk,

hogy
g\ 2
=4 — ] —1.
=(3)

Masfelsl ha z = 0, akkor az

2m
/\/COSQt + (y — sint)th =8
0

egyenlet megoldésai y = £1, ezért az egyetlen lehetséges ellipszis a ko-
vetkezd:

8\ 2
y(s) =coss és z(s) = <2> — lsins.
7r

Tekintsiik a kdvetkezs segédfiiggvényt:

2
v(s) == / \/cos.2 t+ (y(s) — sint)2 + 22(s) dt.
0

Elég annyit megmutatnunk, hogy ez nem konstans fiiggvény. Tovabbala-

kitva
27

v(s) = / V1 +y(s)2? + 22(s) — 2y(s) sint dt =

0
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= / \/1 +y(8)? + 22(s) + 2y(s) cos(t + g) dt =
0
2m

- / V14 y(s)2 + 22(s) + 2y(s) cost dt =

= 2/ V14 y(s)2 + 22(s) + 2y(s) cos(2t) dt =
0

= 2/ \/1 +y(8)2 + 22(s) + 2y(s)(1 — 2sin*t) dt =
0

/2

=4 / \/(1 + y(s))2 + 22(s) — 4y(s) sin® t dt.

Legyenek
— 2 ) 2.y . 4 Y(5)
B(s)i= /(L4 y()* + 22(s) és r2(s) = Eor
Ekkor v(s) a kovetkez6 alakban irhato
/2
v(s) = 4h(s) / 1 —r2(s)sin? t dt = 4h(s)E(r(s)),
0

ahol E(k) a teljes masodfaju elliptikus integral. Alkalmazva Richards
tételének 2.2.1 kovetkezményét

0(s) 2 2e(s)y [y (57200 )
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adodik p = % valasztéssal. Megmutatjuk, hogy a

g(s) :=2mh(s) Mp<;, 7“2(5)) (0 <s<2m)
fiiggvénynek szigoru lokalis minimuma van az s = 7/2 helyen. Egyszert
szamolassal adodik, hogy g(m/2) = 8 > 0, ezért elegends belatni, hogy
a g2 fiiggvénynek szigort lokdlis minimuma van s = 7/2-ben, ugyanis a
négyzetgyokfiiggvény szigorian monoton ndévekvs. Nézziik az s-szerinti
els6 és masodik derivaltakat 7/2-ben:

()= /(5= v (5)-s

)=t ) R () () 0 -(3)
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GGG T BE G @ G))
B G G)) e G
S0 G)) 50 E) T e () -

@) (5) =m0 (5) s (5) (5)vaeee (5) (4 (34)) () =
@ (5) = ) () (300) (D)o ) (5) (4 () (5)+

4

+872h? (g) (Mpc,r?))ﬁ (g) = 16m% — 128 = 7= > 0

Tehat a g? fiiggvénynek és igy g-nek is szigort lokalis minimuma van
7/2-ben. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan 0 < s* < T paraméter,
hogy

8=9(3) <9(s) < o(s")

kovetkezésképp v(s) nem lehet konstansfiiggvény. m
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2.4. Minkowski-funkcionalok

2.4.1. Definicié. Egy A C RN halmazt elnyelének neveziink, ha min-
den x € RY pont benne van valamely tA alaki halmazban, ahol t € R
pozitiv valds szdm, azaz ha

]RN:UtA

teRt

2.4.2. Definicié. Legyen A C RN konvez, elnyeld halmaz. Ekkor az A
halmaz Minkowski-funkcionaljan az

Ly:RY 5 R, 2+ Ly(z) :=inf {t e R" | 2z € tK}
fligguényt értyik.

2.4.3. Definicié. Egy A C RY halmazt kbrszertinek nevezink, ha
AA C A minden X\ € [—1,1] esetén.

2.4.1. Allitas. Ha Ly az A konvex elnyeld halmaz Minkowski-funkcio-
ndlja, akkor L 4

1. szubadditiv, azaz
La(z+y) < La(z)+Laly); (z,y€RY)
2. elséfoki pozitiv homogén, azaz

La(Az) = ALa(z); (AeRT, zeRY)

3. elsdfoki abszolit homogén, amennyiben A kdrszeri, azaz

La(Az) = [\ La(z); (A€R, z€RY)
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2.4.2. Allitas. Ha A C RN olyan konvex, kompakt halmaz, amely szim-
metrikus az origdra nézve és belsejében tartalmazza az origdt, akkor a
hozzd tartozé Minkowski-funkciondl norma RY szamdra, amelyre nézve
B a zdrt egységgomb és bd B az egységgomb-feliilet.

A fenti tételben szereplé halmaz Minkowski-funkcionalja értelmezve
van, hiszen R¥-ben az origé minden kornyezete elnyeld, igy minden olyan
halmaz is az, amelynek az origd belsé pontja.

2.4.4. Definicié. Egy A C RY elnyeld halmaz Minkowski-funkciondljdt
euklideszinek nevezziik, ha olyan norma RN szémdra, amely belsé szor-
zatbol szarmazik.

2.4.1. Tétel. Ha egy norma RN -en belsé szorzatbdl szdrmazik, akkor az
ezen normdhoz tartozd eqységgomb-felilet ellipszoid.

Bizonyitds: Legyen g: RY — RV az a bels§ szorzat, amelybél a norma
szarmazik és jelolje M az ebbél szarmazé norma egységgdmbjét, azaz

M :={z e RV |g(z,z) < 1}.

Tetszoleges © € RY esetén a Y <g, y> leképezés egy linearis funkcional,
igy létezik egy egyértelmtien meghatarozott Tz € R", hogy

<§, g> =g (Tg, g) minden y-ra.
Konnyen lathaté, hogy
T:]RN—HRN,QHTQ
egy lineéris transzformacio, tovabba

9(Tz,y) =(z,y) = (yz) =9 (Ty,z) = g (2, Ty),
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igy T 6nadjungélt a g-re nézve. Kovetkezésképp létezik T' sajatvektorai-
bol 4llo (Qi)i]il g-re nézve ortonormalt bazis. Jeloljék a megfelels sajat-
ertékeket (A, ,. Ekkor

)\i) ha ¢ :j7
(wirvy) = g (Tw;, ) = Nig (v, 25) = { 0, hai#j.

Tehat a (yi)fvzl bézis ortogonélis a kanonikus bels§ szorzatra nézve is.
Igy a g-b6l szarmazé norma egységgombfeliilete:

N
bsz{xeRN’g(x,x)zl}:{xGRN‘x:invi,x%—&-...—i—x?\,:l},

i=1

azaz, M valéban ellipszoid a 2.3.1 definici6 értelmében. m

2.4.1. Kovetkezmény. Legyen

27
F(z,y,z) = 2177/\/(1: fcost)2 + (y — sint)2 + 22 dt.
0

FEkkor az
M= {@2) € BP0 < 5 )
T

halmaz Minkowski-funkciondlja nem euklideszi.

Bizonyitds: Korabban lattuk, hogy az F' altalanositott kapszeletfiigg-
vény szinthalmazai konvex kompakt halmazok. Méasrészt az allitasbeli
altalanositott kupszeletfiiggvény fokuszhalmaza az S7 egység-korvonal,
amelyre

sup |7 =1 < —,
sup Il =1< o
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igy az 2.1.2 tétel szerint M az origét a belsejében tartalmazza. Tovabba
S1 szimmetrikus az origéra nézve, amibdél az 2.1.3 tétel alapjan koévet-
kezik, hogy az M szinthalmaz is ilyen. Ekkor a 2.4.2 Allitas szerint M
Minkowski-funkcionalja, Ly norma R? szamara, amelyre nézve

bt = {(@.1.2) € B¥|Flon) = o |

27
az egységgomb-feliilet. A 2.3.1 tétel szerint azonban bd M nem ellipszoid,
igy a fenti tétel alapjan nem szarmazhat belsé szorzath6l. m

2.4.5. Definicidé. Tetszdleges L 4 Minkowski-funkciondl linedris izomet-
ridjan olyan ®: RN — RN linedris leképezést értink, amelyre Ly o ® =
L4 teljesiil.

2.4.2. Tétel. Ha ®: RY — RY olyan linedris izometria, amelyre ® (I') =
I', és M a I'-hoz tartozd dltaldnositott kipszeletfiigguény olyan szinthal-
maza, amely az origot o belsejében tartalmazza. Ekkor ® linedris izomet-
ria az Ly Minkowski-funkciondlra nézve.

Bizonyitds: Az 2.1.3 tétel szerint ®(M) = M. Legyen ezutan z € RV és
jelolje e, az origdébdl induléd z-re illeszkeds félegyenest. Mivel M konvex
és az origd belsd pontja, ezért e, legfeljebb egy pontban metszi bd M-t,
ugyanakkor M korlatossédga miatt legaldbb egy pontban metszi. Legyen
p = ez N (bd M). Vilagos, hogy ekkor

Ly(z) = 17—
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Mivel z-et tetsz6legesen valasztottuk adodik, hogy Lyjo® = Lys. m

A nem-euklideszi Minkowski-funkcionalok lineéris izometria-csoportja
legtobb esetben trividlis, ugyanakkor euklideszi esetben a teljes orto-
gonalis csoporttal egyezik meg. A kovetkezSkben ezért szeretnénk olyan
Minkowski-funkcionélokat megadni, amelyek linearis izometria-csoportja
tartalmazza az ortogondlis csoport egy el6re rogzitett G valodi részcso-
portjat, de nem euklidesziek. Ebben lesznek segitségiinkre az altalanosi-
tott kupszeletek.

2.5. A reducibilis részcsoportok esete

Legyen G C O(N) egy valodi részesoportja az RY (euklideszi) tér orto-
gondlis csoportjanak. Ha G reducibilis és N = 2, akkor mindig talalhatd
egy olyan I' = {4z, x5} véges ponthalmaz, amely invarians G elemeire
nézve. Ez azért igaz, mert N = 2 miatt az invarians altér 1-dimenzios,
azaz egy origora illeszkeds egyenes, akarcsak annak ortogondlis komp-
lementuma. Ezen egyenesek egység-iranyvektoraik és azok ellentettjei
alkotjak a I' halmazt. gy minden olyan multifokalis ellipszis, amelynek
fokuszhalmaza I olyan Minkowski-funkcionalt indukal, amelynek linearis
izometria-csoportja tartalmazza G-t. Amennyiben a dimenzié legalabb
3, akkor G reducibilitdsa miatt tekinthetjiik az

ST CSyC...C Sy_o

euklideszi egységgombok valamelyikét, mint a G elemeire nézve invari-
ans halmazt (egydimenzios invarians altér esetén térjiink at annak or-
togonalis komplementumara). Ha Sy_1-et valasztjuk fokuszhalmaznak,
akkor olyan altalanositott kupszeletet kapunk, amely a teljes ortogondlis
csoport minden elemére nézve invarians, hiszen maga Sy_1 is ilyen. Ko-
vetkezésképp a kapott altalanositott kapszelet (N — 1)-dimenziés gomb.
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Ugyanakkor a 2.4.1 kévetkezmény és 2.4.2 tétel szerint S esetén meg-
adhatd olyan nem-euklideszi Minkowski-funkcional, amelynek linearis
izometria-csoportja tartalmazza G-t. Tovabbiakban megvizsgaljuk, mit
allithatunk, ha Sy az invarians halmaz, ahol 2 <k < N — 2.

Legyenek tehat N > 4 és 2 < k < N — 2 rogzitett egész szamok.
S € RY megadéasahoz tekintsiik a

pr—1: H = Sj_1 C REXRY=* ahol H ¢ R¥1 és pr_1(uw) = (p(w),0)
leképezést, amely az Si_1 gbmb pontjait adja meg. Ekkor

T T
-, =

pr: HX| 2] — S C RFFURN=(+D) - (4, 0) = (p(uw) cos(v), sin(v), 0).

Mivel Si_1 és S els6 alapforméinak determindnsaira a
det gij(u,v) = (COS2(U))k_1 det h;j(w)

osszefiiggés teljesiil, igy minden x € RY esetén

w/2
/d(x,'y) dy = / / D(z, 7, v) cos™ ! (v) dv dr,
Sk Sgp—1 —7/2
ahol
k
D(z,7,v) == Y _(wi—icos(v))’+(@p11—sin(v))* + (w12)*+. .+ (zn)*.
i=1
Legyen

1
Fi(z) = Vol 5, / d(z,)dy
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és tekintsiik az Fi(x) = ¢ alaku altalanositott kipszeletek metszeteit az
Ilz...:xkzo és xk+3:...:xN:0
egyenletd sfkokkal. Ezek nem maésok, mint az

/2

ey, 2z) = / V14 y2 + 22 — 2ysintcos !t dt
—7/2

fliggvény szinthalmazai az y 1= 211 és 2 := zp4o jelolések bevezetésével.
Az egyszertiség kedvéért legyen [ := k — 1. Ekkor

/2 /2
Jr(1,0) = / V2(1 —sint) cos' t dt = v/2 / (cos; — sin ;) cos' t dt =
—7/2 —7/2
2 ¢ t t £\
=2 / (cos 5~ sin 2) <C082 5~ sin? 2) dt =
—/2
/4
=2V2 / (cosz —sinx) (0082 x — sin® a:)l dr =
—r/4
7/4 m/4
= 2V2 / Ccos T (COSz.%' — sin? x)l dr =22 / COsS T (1 — 2sin? x)l dx.
—r/4 —7/4

Itt

!
/cosx (1 —2sin? x)l dx = /cosxz <l> (=2)! " (sin )2 =) dz =
i
=0
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-y (i) (—2) / cos z(sin )¢ dz =

l
=0

l
; l _o\l—i/g; 2(1—i)+1 _
2 20 —i) 11 <z)( 2)"""(sinz) -

l
= si 1 l 2 =i
= SIDIZ‘Z% m (1/) (—2 S1n ) .

Kovetkezésképp

l
fi(1,0) =43 mﬁ_%(ﬁ)(‘””-
1=0

Tetszoleges t > 0 egész szam esetén
t

T C)(—W’i =

1 & 2wt AV
21420+ 1-2i\i -

1

t

t
1=0

B %ﬁrl 2 C) (0 2ti 125 +21i— 2i @ (™

=0
t

2 i t!
= -1 t—zz
2t+122t+1—2ii!(t—i)!( )

t

B 1 (t— 1) i
N 2t+1Z2t+1—2i(i_1)1(t_i)!(_1) =




t—1
2t 1 t—1 4
— _1t—1—7,
2t+1z2t+1—2i—2< i >( )’

igy az ad6dik, hogy
ol+2 .11

Jx(1,0) = [OESh

2.5.1. Tétel (Vincze, N. |28]). Az Fi(z) = % feliilet nem ellip-
szoid, ahol
ol+2 .1
l = 2 = — 1.
=Gz @ Lk

Bizonyitds: Elegendd belatni, hogy az

w/2

/ V1412 + 22 — 2ysintcos! tdt = ¢(l)

—7/2

gbérbe nem ellipszis az yz-koordinatasikban. Ha y = 0, akkor azt kapjuk,

hogy
w/2

V14 22 / cosl tdt = ¢(l).
—7/2
Itt ha [ paratlan (azaz k paros), akkor

/2

_ I
/cosltdt:2(l DL

m o
—7/2
egyébként pedig
w/2

-1
/cosltdtzw( l”) .

—7/2
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Tehat az egyetlen lehetséges ellipszis

y(s) =coss és z(s) =0b(l)sins,

ahol
% — 1, hal paratlan,
b(l) :=
% — 1, hal paros.
Tekintsiik a
w/2
UZ(S) = / \/1+y2(5)+32(3)—2y(8)slnt(303ltdt
—7/2

segédfiiggvényt. A 2.2.2 allitas szerint

r2(&l) 11+1

ahol

Alkalmazva a
I'(m)=(m-1)!, F<;) =m és T(z+1)=2zI(2)

azonossagokat azt kapjuk, hogy

S e
Ti+1) R0 +1
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igy Richards tétele alapjan p = 2%13) valasztéssal

adodik minden —7/2 < s < m/2 esetén. Legyen

= 570(1) 17“ s
0(6) 1= h(s) i [0 (5,079 )

A 2.3.1 tétel bizonyitasdban latottakhoz hasonléan lathato, hogy

(§)-150 6 (D=0 @

1 (5) = s (077 (5) -0 (5)) -

1 1
=——(1-V(1)— — ——— ).
b%w+1( © l+21+qu
Megmutatjuk, hogy

1 1
——>0. (2.1)

1-0%() - —
(0 I+2 1+0b%(1)

FEz az egyenl6tlenség a kovetkezs alaktura hozhaté

(2= @*(1) + 1)) + 1)1 +2) > 1,
amelyrdl kénnyen lathats, hogy I = 1,2 esetén teljesiil. Indirekt moédon
tegyiik fel, hogy az egyenl6tlenség nem teljesiil valamely [ € N-re és

legyen [ a legkisebb ilyen. Ekkor [ > 3 és

2— @)+ 1)) +1)(1+2) <1,
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valamint

(2—B*1—-2)+ 1)1 -2)+ 1) > 1,

ezért
2- () + DD +1)(+2) _
2—-m2(1—-2)+1)*(1—2)+ 1) —
Teh4t ahhoz, hogy ellentmondésba keriiljiink elegendé megmutatni, hogy

2—-*1+2)+ 1)1 +2)+1)(1+4)

- O+ )EO )i+ (22)
teljesiil minden [ > 0 egész esetén. Itt
PI+2)+1  A1+2) (1+2\°  22(1+221+2)?2  (2+4)*
v +1 () <z+1) C(20+3)2(20+5)2 (20 +4)2 —1)2]

igy az egyenlGtlenség

2—O*(1+2)+1)Q2L+4)* (1 +4) > (22— O* ) +1))((21+4)* —1)* (1 +2),

. 220+ 4)* (1 +4) — (VP +2)+1) 2L+ 4)* (1 +4) >
>2((20+4) - 1)2(1+2) — (B*() +1) (21 +4)* - 1)*(1 +2),

kovetkezésképp

220+ ) (1 +4) —2((21+4)* - 1)*(1+2) — (VP +2)+1) 2L+ 4)* (1 +4) >

>— (B2 +1) (20 +4)> = 1)*(L+2).
Ebbsl

(V*(14+2)+1) (2L +4)* (1 +4) 2(21 + )M +4)— (2t +4)2% -1)2(1+2) 1
OO+ 1) ((20+4)2-1)2(1+2) @) +1)((20+49)2-1)2(1+2) ’
azZaz
20+ 441 +4) — (21 +4)2 - 1)%(1+2) - 204+ 4)8(14+4) — (21 +4)%2 - D41 +2)

G+ 1) ((21+4)2 -1)2(1+2) ((2l+4)2-1D*(1+2) ’

2
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és igy
G 2L+ 1 +4) — ((21+4)2 - 1)2(1+2)

2R+ = ) o R ) — (@ 47 = DI+ 2)

>b*(1)+ 1. (2.3)

Ennek igazolasahoz alkalmazzunk teljes indukciét I-re. Az [ = 1,2 esetek
kozvetlen szamolassal ellenérizhetSk. Tegyiik fel ezutan, hogy az egyen-
I6tlenség teljesiil minden [ — 1-nél kisebb egész szdmra, ahol | > 4, azaz

D41 +2) — ((20)2 — 1)%
(20)8(1+2) — ((21)2 — 1)4

2((20)% — 1)? > b2(1—2) + 1.

Megszorozva mindkét oldalt a % kifejezéssel

D1 +2) — ((20)2 — 1)

2(21)" (2031 +2) — ((20)2 =14

> b3(1) + 1

adodik, igy elegendd belatni, hogy

o (20 +4)4 (1 +4)
(20 +4)8(1 +4)

(204 (1 +2) — ((21)2 — 1)

(2081 +2) — ((20)%2 — DA

ami ekvivalens a p(l) > 0 egyenl6tlenség teljesiilésével, ahol

2((20 +4)* — 1)

EQZ +4)2 - 1)%(1 +2) -

—(
— (21442 -1D*(1+2)

> 2(20)*

p(x) := 32768022 + 35717122 + 1502412820 + 2728345627 + 444928025 —

—64296448x7 — 10139494425 — 512575362° + 91349122 + 1498284823+
4225971222 — 10545902 — 258300.

Mivel p(2) > 0 és

P(2)>0, p"(2)>0,..., p92) >0, pV2) >0,
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ezért a p(l) > 0 egyenlGtlenség valoban teljesiil minden | > 2 egész ese-
tén, kovetkezéskepp az (2.1) egyenlStlenség is fennall. Ebbgl viszont az
adodik, hogy (92)” (%) > 0, ami (92)’ (g) = (0-val egyiitt azt jelenti,
hogy a ¢? fiiggvénynek 7/2-ben szigort lokilis minimuma van. Mivel
g(m/2) > 0 és a négyzetgyokfiiggvény szigortian monoton novekvd, igy a
g fiiggvénynek is szigori lokalis minimuma van m/2-ben, amibdl kévet-
kezik, hogy létezik olyan 0 < s, < 7/2 paraméter, amelyre

v(84)

c(l)

kovetkezésképp v(s) nem konstans fiiggvény. m

1 <g(s) <

2.6. Az irreducibilis részcsoportok esete

2.6.1. Lemma. Az ortogondlis csoport bdrmely zdrt irreduciblis G rész-
csoportja esetén az origd belsd pontja a nem trividlis palydk konvex bur-
kdanak.

Bizonyitds: El6szor is vegylik észre, hogy a palydk konvex burkai in-
varidnsak G-re nézve és mindegyik zart, amibél adédéan kompakt rész-
halmazok. Ha az origd nem eleme a konvex buroknak, akkor tekintve
a konvex burok (egyértelmiien meghatérozott) origohoz legkozelebb esd
pontjat kénnyen lathatd, hogy ez a pont fixpontja G minden elemének,
igy G nem lehet irreducibilis. Ha az origé része a konvex buroknak, de
nem bels§ pontja annak, akkor tekinthetjiik origéra illeszkedd tdmasz-
hipersikok H metszetét. Ez nem iires halmaz, hiszen az origd nem része
egyetlen nem trividlis palyanak sem és igy a Krein-Milmann tétel alap-
jan nem lehet extrémalis pontja a konvex buroknak. H nyilvanvaléan egy
G-re nézve invarians lineéris altér, igy G ismét nem lehet irreducibilis. m
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2.6.1. Kovetkezmény. Ha G nem tranzitiv, zdrt és irreducibilis, akkor
barmely nem trividlis pdlya konvex burka olyan nem-cuklideszi Minkowski-
funkciondlt indukdl, amelynek linedris izometria csoportja tartalmazza

G-t.

Bizonyitds: Legyen G zart és irreducibilis. Ha egy nem trivialis palya
konvex burka egy origd kdzéppontu ellipszoid, akkor annak G irreduci-
bilitasa miatt egy euklideszi értelemben vett gémbnek kell lennie. Igy G
tranzitiv és minden lehetséges Minkowski-funkcional euklideszi. m

A kovetkezd példa illusztralja, hogy integraldssal hogyan lehet kikii-
szO0bolni a szingularitasokat. Tekintsiik a

[—1,1] x [-1,1]

négyzet szimmetriacsoportjit az euklideszi sikban. Ekkor minden nem
trivialis palya konvex poligon, azaz a konvex burkuk hatara mindig tar-
talmaz szingularitasokat. A

I'={(-1,-1),(1,-1),(1,1),(-1,1)}

palya éppen a szuprémum-normét indukalja:

1
(@ y)] = 5 max {Jz], [yl}

A szingularitasok kikiiszoboléséhez tekintsiik az

11

F(z,y) ::i//\/(x—t)2+(y—s)2dsdt

—-1-1

fiiggvényt. Itt az F(z,y) = const. alaka gérbék conv I'-fokusza altalano-
sitott kupszeletek.
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A kévetkezs szamolas azt mutatja, hogy ezek legalabb egyike nem kor.
Az x, t és y, s valtozok szerepének szimmetriajat felhasznélva a gradiens
vektormezd koordinatai:

1 1

1 r—t
D F(z,y) = 4/1/1 N CET R TEE dsdt

_ 1 y—s s
DQF(x?y)_‘l//l\/(l'—t)Q—i—(y—s)zd dt

Itt

Dy F(z,y) = —é [(s — /(=124 (y—s)2+

+—1)*In ((8—y)+\/($—1)2+(y—$)2> + (s =y (@ +1)2 + (y — )2+

+(z+1)21n ((s —y)+ V@ 1)+ (y - 5)2>Tl

valamint
D2F(':U7y) = DlF(ya'r)

Ezek felhasznalasaval tekintsiik a
v(x,y) = yD1F(x,y) — xDoF(x,y)

fliggvényt annak mérésére, hogy az altalanositott kupszeletek és kordk
gradiensvektorai mennyire térnek el. Ekkor

9 9 1
v(2,1) = =213 + 51113— 51n(—2—|—\/ﬁ) +§ln(—2—|—\/g) —8In2+

+4In(=3+V13) +4In(v5+1) +8

amirdl lathato, hogy kiilonbozik nullatél.

41



2.6.1. Definicio. Legyen G az ortogondlis csoport zdrt részcsoportja,
z € Sn_1 rogzitett pont és tekintsik z pdlydjat I',-t. Ha z, € Sn—1 olyan
pont, amelynél az

a:= min ( max d(y,7)>

||y||:1 yEconvl, =
minimum fellép, akkor z,-ot a I', pdlya minimax pontjanak nevezziik.

Tekintsiik a

0 ha t<a
1
(t—a)e" =2 ha t>a.

fTR=R, f(t) :—{

fliggvényt. Standard kalkulus segitségével lathato, hogy ez egy sima, kon-
vex valos fiiggvény. Legyen

g(t) ==t + f(t)
és nézzik az
F@)i= [ dwydr e Fe)i= [ gdwn)dy

conv T, convT,

fliggvényeket. Vilagos, hogy
F(z,) =F(z,) = c
ahol z, a I', palya minimax pontjat jeloli. Masrészt az
F(z)=c ¢s F(z)=c

szinthalmazok kiilonboznek a gémbtdl kivéve, ha a

y € Sy_1— max_ d(y,7)
- y€convl, —

leképezés allando. Mivel I'; C Sny_1 ez csak gy lehetséges, ha convI',
maga az egységgomb és igy G tranzitiv.
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2.6.1. Tétel (Vincze, N. [28]). Ha G olyan zirt, irreducibilis rész-
csoportja az ortogondlis csoportnak, amely nem tranzitiv az eqységgém-

bon, akkor a

conv 'y

convI'y

/ d(z,v)dy=c és / g(d(z,7))dy=c

hiperfeliletek legaldbb egyike olyan nem euklideszi Minkowski-funkciondlt

indukdl, amelynek linedris izometria csoportja tartalmazza G-t.

A kovetkez6 tablazatban osszefoglaljuk mindazon kompakt Lie-rész-
csoportokat, amelyek tranzitivak az Sy_1 euklideszi egységgombon [17].

SO(N) SO(N) SO(N) SO(7) | SO(8) S0(16)
- U(2k+1) U(2k) - U(4) U(s)

- SU(2k+1) | SU(2k) - SU(4) SU(8)

_ _ Sp(k) — Sp(2) Sp(4)

- - Sp(k)-50(2) | — Sp(2)-50(2) | Sp(4)-50(2)
- — Sp(k)-Sp(1) | — Sp(2)-Sp(1) | Sp(4)-Sp(1)
= - - Gy Spin(7) Spin(9)
N=2k+1# 7| N=2(%+1) | N=4k# 8, 16 | N=7 | N=8 N=16
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2.7. Alkalmazasok

I. Legyen most (M, ) egy Osszefiiggé Riemann-sokasag, amelyen adott a
p € M pont. Ha a p pontbeli holonémiacsoport lezartja nem tranzitiv a
T, M érintétér egységgdmbjén, akkor a fenti tételek szerint megadhatunk
egy olyan konvex testet, amely az origot a belsejében tartalmazza, inva-
rians a p-beli holonémiacsoport elemeivel szemben, tovabba olyan nem
euklideszi L, Minkowski-funkcionalt szarmaztat az érint6téren, amelyre
nézve a holonémiacsoport elemei lineéris izometriak. Ezutan parhuzamos
eltolasok segitségével ezt a funkcionalt kiterjesztve a teljes sokaséigra a
funkciondlok egy olyan sima gytijteményét kapjuk, amely invaridns a
Lévi-Civita-konnexi6 dltal szarmaztatott parhuzamos eltolasokkal szem-
ben. Az ilyen strukturaval ellatott sokasagokat (nem Riemann) Berwald-
sokasagoknak nevezziik, amelyek a Finsler-sokasidgok egy speciélis osz-
talyat képviselik.

2.7.1. Tétel. Ha egy dsszefiiggd Riemann-sokasdg holondmiacsoportjd-
nak lezdrtja nem tranzitiv a az érintdtér egységgombjén, akkor a Lévi-
Civita-konnexio (szigori értelemben) Berwald-metrizdlhato dltaldnositott
kipszeletek segitségével.

Borel and Lichnerowicz tétele szerint a leszikitett holonémiacsoport
(az egységelemet tartalmazé maximalis Osszefiiggs részcsoport) zéart rész-
csoportja az ortogondlis csoportnak. Mivel a holonémiacsoport megszam-
lalhaté sok komponensbdl all; ezért a zartsag csak a komponensek szamé-
tol fiigg (véges vagy végtelen). Simons [37] bebizonyitotta, hogy ha egy
lokalisan irreducibilis Riemann-sokasag holonémiacsoportja nem tranzi-
tiv az egységgdmbon, akkor az egy 2 ranga lokdlisan szimmetrikus tér.
Igy holonémiacsoportot tartalmazza az a G csoport, amely a gérbiileti
tenzort a sokasag egy pontjaban invaridnsan hagyo orotgonélis transzfor-
mécidkbol 4ll. Ez a G csoport nyilvanvaldan zért és ha a gorbiileti tenzor
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nem tinik el, akkor az egységelemet tartalmaz6é maximalis Gsszefiiggd
részcsoport megegyezik a lesziikitett holon6miacsoporttal [37]. Kovetke-
zésképp a holondémiacsoportnak legfeljebb annyi komponense lehet, mint
G-nek, és mindemellett zart részcsoport |38].

II. A kovetkez§ 1épésben altalanositjuk a 2.7.1 tételt.

2.7.1. Definici6. Legyen M egy dsszefiiggd differencidlhats sokasdg az
érintdtereken elldtva sima Minkowski funkciondloknak eqy

p = Lyp: T,M — R

sima csalddjdval 1 1igy, hogy barmely p € M pont és v € T,M nemzérus
vektor esetén a
gv: TpyM x T,M — R
82

1
go(w, 2) 1= 55 <(s, t) — §L120(” + tw + sz))

t=0,s=0

leképezés pozitiv definit bilinedris forma. Az
L:TM — R, L(v):= Ly(v)

leképezést alapfiiggvénynek és az (M, L) pdrt Finsler-sokasagnak nevez-
ziik, amig g Riemann-Finsler metrika.

2.7.2. Definicié. Ha az alapfiiggvény invaridns valamely V linedris kon-
nexid dltal indukdlt pdrhuzamos eltolisokkal szemben, akkor V-ra nézve
altalanositott Berwald-sokasagot kapunk.

Az alatlanositott Berwald-sokasdgok legfontosabb specialis osztalyai a
kovetkezsk:

!Sima csaladon azt értjiik, hogy barmely a sokasagon adott regularis c: [0,1] — M
gorbe esetén a ¢ — L) (¢(t)) leképezés sima.
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e lokalisan Minkowski-sokasagok (V zérus torzidju és a gorbiileti ten-
zor eltiinik)

e Berwald-sokasagok (V zérus torzidju)

o (egrakt) Wagner-sokasagok [40], ahol a torzio

T:;(1®da—da®1>

valamely a: M — R sima fiiggvénnyel [41].

A torzidtol fiiggetleniil egy ilyen linearis konnexié mindig Riemann-
metrizalhato [2] és igy a holonémiacsoportja O(n) részcsoportjanak te-
kinthetd, ahol n = dim M. K&vetezésképp a lezartja nem lehet tranzitiv
az érint6tér egységgdmbjén, amennyiben nem Riemann-féle &ltaldnosi-
tott Berwald-sokasdg adott. Megforditva, ha M egy olyan 0Osszefiiggs
Riemann-sokasag egy V metrikus konnexiéval, amelynek holonémiacso-
portja nem tranzitiv az egységgdmbon, akkor megadva egy L, nem euk-
lideszi Minkowski funkciondlt a sokasig egy p pontjaban, a V altal indu-
kalt parhuzamos eltoldsokkal kiterjeszthetjiik ezt a funkcionalt az egész
sokasagra. Egy ilyen L, funkcionél konstrukcidja vildgos a fenti tételek
alapjan és igy a 2.7.1 tétel kovetkezd altalanositdsdhoz jutunk.

2.7.2. Tétel (Vincze, N. [28]). Legyen M egy dsszefiiggé Riemann-
sokasdg. Ha egy metrikus (de nem feltétleniil torzidmentes) V lined-
ris konnerid holondmiacsoportjdnak lezdrtja nem tranzitiv az érintdie-
rek egységgombjein, akkor NV (szigori értelemben) Berwald-metrizdlhato
dltaldnositott kiupszeletek segitségével.
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3 Geometriai tomografia

A geometriai tomografia a matematika egy, a mai napig aktivan kutatott
teriilete. Célja, hogy informécidt szerezziink olyan geometria alakzatok-
r6l, amelyeknek csak metszeteit, vetiileteit, vagy esetleg ezeket egyiitte-
sen ismerjiik. Maga a tomografia szé a gorog tomos és graphein szavak
Osszetételébdl szarmazik, amelyek jelentése szelet és irni.

A szamitogépes tomografia, vagy ahogy az angol roviditése alapjan
legtobben ismerik CT (Computed Tomography), az orvostudomanyban
gyakran alkalmazott radiolégiai eljaras. Ennek sordn a vizsgélt személy-
r6] kiilonboz6 irdnyokban rontgenfelvételeket készitenek, amelyek segit-
ségével rekonstrudljak a térbeli képet. Ez matematikailag nem jelent
mést, mint egy strtségfiiggvény visszaallitasat az alapjan, hogy ismerjiik
az értelmezési tartoméany kiilonb6zé irdanyokkal parhuzamos metszetei fe-
letti integralokat. Tudvalévs azonban, hogy fiiggetleniil attol milyen (vé-
ges) sok irdnyban allnak rendelkezéstinkre ezek a metszetek a megoldas
altaldban nem egyértelmt, ezért a visszaallitott kép mindig egy koze-
lités eredménye. Ugyanakkor, ha feltessziik, hogy a vizsgalt objektum
kelléen homogén, akkor a keresett stirtiségfiiggvény egy alkalmas halmaz
karakterisztikus fiiggvényével helyettesithets. Ekkor a megfelel§ integ-
rélértékek nem fejeznek ki mast, mint az emlitett halmaz metszeteinek
mértekeit. Igy jutunk el a geometriai tomografishoz, mint a szamito-
gépes tomografia specidlis esetéhez. Itt mar megszabadulva a striség
kiszamithatatlansagatol elérhetd, hogy bizonyos feltételek mellett egyér-
telmtd megoldisokat kapjunk.

A geometriai tomografia kdzponti kérdése, hogy milyen feltételek mel-
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lett garantalhato, hogy a geometriai alakzatokat bizonyos iranyban vett
metszeteik és/vagy vetiileteik egyértelmien meghatarozzak. A téma ki-
valé attekintését nyudjtja Richard Gardner Geometric Tomography cimd
konyve [12], amely szamos erre vonatkozo eredményt tartalmaz. Jelen
fejezetben a geometriai tomografidban meghatdrozo szerepd réntgen-
fliggvények vizsgalataval foglalkozunk, a szerepls alakzatok konvexité-
sdnak feltételezése nélkiil. Elgszor fényt deritiink arra, hogy a milyen
konvergencia-tulajdonsigoknak tesznek eleget. Ezutan pedig megvizsgél-
juk, hogyan lehet a kiilonb6z6 irdnyokban vett rontgenfiiggvények altal
hordozott informéciot egyetlen fiiggvénybe siiriteni.

Emlékeztetiink, hogy tetszéleges m € {1,..., N} esetén \,, az m-
dimenziés Lebesgue-mértéket. Azt mondjuk, hogy az R™ téren értelme-
zett f1, fo Am-mérhet§ fiiggvények majdnem mindeniitt megegyeznek, ha
az f1— fo fiiggvény egy A, szerint nullmértéki halmaztoél eltekintve min-
den pontban zérus. Ezt f; ~ fo médon jeloljiikk. Hasonl6an tetszéleges
FEy, Es € R™ \p-mérhet6 halmazok esetén Fq ~ FEs jelentse azt, hogy
az By és E5 halmazok szimmetrikus differencidja, F1AFEs a A\, mérték
szerint nullmértékd. Sziikségiink van tovabba a halmazok tavolsaganak
mérésére.

3.0.3. Definicié. Ha K,L € RN nemiires, kompakt halmazok, akkor a
dy (K, L) :== max {max d(z, L), max d(y, K)}
zeK yeL

valds szamot a K és L halmazok Hausdorff-tavolsaganak newvezzik.
Tovdbbd azt mondjuk, hogy a K, (n € N) kompakt halmazokbsl dllo
sorozat a K kompakt halmazhoz konvergal Hausdorff-értelemben,
ha barmely € > 0-hoz létezik ng € N, hogy n > ng esetén dy(K,, K) < €.

Jel: K, B K.

Megmutathato, hogy az RY-beli nemiires, kompakt halmazok a Haus-
dorff-tavolsaggal teljes metrikus teret alkotnak, amelyet KV modon jels-
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liilnk. Ennek bizonyitéasa és a KV-tér alapvets tulajdonsagainak vizsga-
lata megtalalhat6 [22] 14. fejezetében illetve [36] 1.8 fejezetében. A fenti
definicié nem tul szemléletes, ezért tekintsiik a kdvetkezGt:

3.0.4. Definicié. Legyen A € RN nemiires halmaz és € > 0. Ekkor az

Ac = A+ By(e) = | Bale)
acA

halmazt az A kiils6 e-parhuzamos halmazanak nevezzik, ahol By(e)
a p € RN pont kériili € sugari zdrt gombot jeloli.

Lathat6, hogy ha A zart, akkor A. nem maés, mint azon pontok hal-
maza RV-ben, amelyek A-t6] mért tavolsaga legfeljebb e [36, 48. oldall.
Igy kompakt halmazok Hausdorff-tévolsagara a kivetkezs alternativ de-
finicié adhato:

dy(K,L) :=min{e >0|K C L,,L C K.}

Egy K C RY nemiires, kompakt, Osszefiiggé halmazat testnek neve-
ziink, amennyiben clint(K) = K, azaz a K halmaz belsejének a lezartja
megegyezik a K halmazzal. A sikban, azaz ha N = 2, a testeket sik-
idomoknak nevezziik. Nem nehéz belatni, hogy egy nemiires, kompakt,
konvex halmaz pontosan akkor test, ha belseje nemiires. Jeldlje IC(])V a
kompakt, konvex testek terét ellatva a Hausdorff-tavolsaggal.

3.1. Rontgenfiiggvények
Ebben az alfejezetben megismerkediink a geometriai tomografiAban meg-

hatarozé szerepl rontgenfiiggvények fogalméval, majd attekintjiik az
ezekre vonatkoz6 legfontosabb eredményeket.
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3.1.1. Definicié. Legyen E C RN (N > 2) egy korldtos, mérhetd hal-
maz tovibbd H eqy N — 1 dimenzids altér RN -ben, amelynek egy or-
tonormdlt bdzisa (yl,...,yN_l). Ekkor az E halmaznak a H altérrel
pdrhuzamos rontgenfiiggvényének nevezzik az

XyE :R— R, t'—>)\1((tw+H)ﬂE)

leképezést, ahol (Ql, e UNCTs Q) ugyanolyan irdnyitdsi ortonormdlt bd-
zisa RN -nek, mint az (eq,...,ey) kanonikus bdzis. (3.1 dbra)

3.1. 4bra. Az (z—4)2+(y—>5)? < 4 egyenlett korlap (cos(w/3), sin(7/3))
irdnyt rontgenfiiggvénye

Az gf, ceey gﬁ alterekkel parhuzamos rontgenfiiggvényeket koordinéta-
rontgenfiiggvényeknek nevezziik és a kdvetkez6 modon jeldljiik:

XiK=X,K, (i=1,...,N).
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Ha N = 2, akkor barmely N — 1-dimenziés altér ortonormalt bazisa
egyetlen v egységvektorbdl &ll, igy ebben az esetben w-irdnyd réntgen-
fliggvényrsl beszélhetiink.

Tetsz6leges korlatos, mérhets F halmaz esetén Fubini tétele biztositja,
hogy X, F a A\;_1 mértékre nézve majdnem mindeniitt jol definialt mér-
het6, s6t integralhato fiiggvény v-n. Ha azonban F egy Borel-halmaz,
akkor ennél t6bb is igaz.

3.1.1. Allitas. Minden B C RF korldtos Borel-halmaz és H N — 1-
dimenzids altér esetén Xy B jol definidlt R minden pontjdban.

Bizonyitds: Legyen (Ql, . ,nyl) a ‘H altér egy ortonormadlt béazisa,
tovabba w € RY ugyanolyan egységvektor, mint amilyen a réntgenfiigg-
vények definici6jdban szerepel és tekintsiik az r := 1+sup { ||p|| |[p € B}
valos szamot. Ekkor By(r), a 0 koriili r-sugart nyilt gémb tartalmazza
B-t. Jelolje B, RN Borel-algebrdjanak lesztikitését a By(r) halmazra,
azaz azt a halmazcsaladot, amelynek minden tagja egy Borel-halmaz és
By(r) metszeteként all el§. Vilagos, hogy B, nem mas, mint a By(r)-beli
nyilt halmazok &altal generalt o-algebra. Legyen ezutan C azon By(r)-
beli halmazok csaladdja, amelynek minden C' tagjara tetszdleges t € R
esetén a C' N (tw + H) halmaz \j;-mérhets. Mivel a By(r) N (tw + H)
halmaz mindig A;-mérhetd és By(r) korlatos, igy minden C' € C halmaz
esetén A\ (C'N (tw + H)) véges. Kovetkezésképp tetszéleges C' € C hal-
maz esetén Xy C jol definidlt az egész R-en. Koénnyd atgondolni, hogy
C egy o-algebra (ez visszavezethetG a A\; mérték megfelels tulajdonsaga-
ira). Masrészt minden By(r)-beli nyilt halmaz eleme C-nek, hiszen egy
ny{lt halmaz metszete egy egyenessel az egyenes egy nyilt halmazat adja,
amely Aj-mérhetS. A fentiek alapjan ez nem jelent mast, mint hogy
B, C C. Igy B € B, miatt B € C kovetkezik, azaz Xy B jol definialt
minden ¢ € R pontban. m

Specidlisan a kompakt halmazok is Borel-halmazok R¥-ben, igy a
kompakt halmazok réntgenfiiggvényei j6l definiadltak. Konnyen igazol-
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haté tovabba, hogy barmely E C RY kompakt halmaz és H N — 1-
dimenzioés altér esetén az Xy B rontgenfiiggvény nem negativ, kompakt
tartoju, korlatos, integralhato fiiggvény.

Nem nehéz példat mutatni olyan kiilonbdz6 korlatos, mérhetd halma-
zokra, amelyek egy vagy esetleg tobb irdnyban vett rontgenfiiggvényei
megegyeznek.

3.1.1. Példa. Tekintsiik a

k k
K = conv ¢ (cos —W, sin
8 8
k k
K5 = conv { (cos %, sin g)
kompakt, konvex halmazokat. (3.1 &bra) Vildgos, hogy ekkor Kj és

Ky nem egybevagok és az is konnyen ellenérizhets, hogy a koordinata-
irdnyokban vett rontgenfiiggvényeik megegyeznek.

)

k=0,234,6,728,10,11,12, 14, 15}

k=0,24,56,78,10,12,13, 14, 15}

3.1.2. Definici6. Legyen £ korldtos, mérhetd halmazok egy csalddja és
S altereknek eqy rogzitett halmaza RN -ben. Ekkor azt mondjuk, hogy
az S-beli alterekkel parhuzamos rontgenfiiggvényei meghatarozzak az
E € & halmazt, ha birmely E' € & esetén XyFE ~ XyE' (H € S)
maga utdn vonja, hogy E ~ E', azaz E és E' szimmetrikus differencidja
nullmértékd.

A geometriai tomografia kdzponti kérdése, hogy hany iranyt és hogyan
kell megvalasztanunk ahhoz, hogy tetszéleges korlatos mérhets halmaz
meghatirozhat6 legyen az ezen irdnyokban vett réntgenfiiggvényeibgl.
Fzen kérdés vizsgalata lényegesen egyszertibbé valik, ha a vizsgalt geo-
metriai objektumok korét a konvex, kompakt halmazokra szikitjiik, ép-
pen ezért a geometriai tomografidban elért eredmények jelent6s része
ilyen halmazokra vonatkozik.
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3.2. dbra. Nem egybevagd konvex sokszogek megegyez§ koordinata rént-
genfliggvényekkel

3.1.1. Tétel (Gardner, McMullen [15]). R2-ben megadhats négy o-
lyan irdny, hogy barmely konvex (sikbeli) testet meghatdrozzdk az ezen
irdnyokkal pdrhuzamos rontgenfiiggvényei, de semelyik hdrom irdny nem
rendelkezik ugyanezzel a tulajdonsdggal.

Késsbb Gardner és Gritzman [13] sikeresen bizonyitotta, hogy ponto-
san azok az irdnynégyesek rendelkeznek a fenti tulajdonséggal, amelyek
meredekségeibdl névekvd sorrendben képrett kettdsviszony értéke olyan
racionélis szam, amely nem a kovetkezok valamelyike: 3/2, 4/3, 2, 3, 4.

3.1.2. Tétel. Legyenek vy, vy € R? tetszbleges linedrisan fiiggetlen ird-
nyok és jelolje D azon R2-beli konvex testek halmazdt, amelyek eqyér-
telmiden meghatdrozotiak az ezen iranyokkal pdrhuzamos rontgenfiggué-
nyeik dltal. Ekkor D mdsodik kategoridjid halmaz /C(])V térben.
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Ezzel szemben, ha mell§zziik a konvexitast, szdmos nehézséghe {itko-
ziink. A legszembetiinébb példaja ennek a kévetkezd tétel, amely lehetet-
lenné teszi a fentiekhez hasonlé eredmények elérést az altalanos korlatos,
meérhets halmazok esetén.

3.1.3. Tétel. Nem adhaté meg véges sok irdny R?-ben gy, hogy bdrmely
korlatos, mérhetd (vagy akdr kompakt) testet meghatdrozzdk az ezen ird-
nyokkal pdrhuzamos réntgen-fiigguényes.

A nemkonvex geometriai tomografiAban ezért leginkabb csak specialis
korlatos, mérhetd illetve kompakt halmazokkal foglakoznak. Ilyen jellegi
vizsgalatok megtalalhatok [12] 2. fejezetében.

3.2. A rontgenfiiggvények konvergenciaja

Az eléz6 alfejezetben lathattuk, hogy bizonyos halmazosztalyok (pl. sik-
beli, konvex, kompakt halmazok) elemei az osztalyon beliil egyértelmiien
meghatarozottak véges sok rontgenfiiggvényiik altal. Ugyanakkor, ha
adottak is szamunkra ezen réntgenfiiggvények, az még nem vilagos, hogy
hogyan tudjuk rekonstrudlni ezen adatokbdl magit a halmazt. Ez egy
sokkal nehezebb probléma, amelyet a sikbeli, konvex, kompakt halmazok
esetében R. Gardner és M. Kiderlen oldottak meg teljesen 2007-ben [14].
A probléma megoldasahoz lényegében annak bizonyitasara van sziikség,
hogy a sfkbeli, konvex, kompakt halmazokhoz adott iranyu rontgenfiigg-
vényiiket rendeld leképezes folytonos (megfeleld fiiggvényteret tekintve).
Célunk egy olyan rekonstrukcids algoritmus megadésa, amely a konvex,
kompakt halmazoknal b6vebb halmazosztaly esetén alkalmazhaté. Ehhez
el6szor megvizsgaljuk, hogy a réntgenfiiggvények milyen konvergencia
tulajdonsagoknak tesznek eleget az alakzatok konvexitdsanak feltétele-
zése nélkiil. Mas szavakkal megvizsgaljuk, hogy ha egy halmazsorozat
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valamilyen értelemben konvergdl egy rogzitett F korlatos, mérhetd hal-
mazhoz, akkor a rontgenfiiggvények is konvergalnak-e valamilyen érte-
lemben az F halmaz rontgenfiiggvényéhez. A halmazsorozatok szdmos
kiilonb&z6 értelemben lehetnek konvergensek. Az egyik kézenfekvd értel-
mezési lehet&ség a mértékbeli konvergencia.

3.2.1. Definicié. Legyen E C RY korldtos, mérhetd halmaz. Azt mond-
juk, hogy az E, C RN (n € N) korldtos, mérhetd halmazokbdl dllé sorozat
FE-hez konvergal mértékben, ha

lim \y(EAE,) =0
n—oo
azaz, ha a szimmetrikus differencidk Ay mértéke nulldhoz tart.

Kompakt halmazokat tekintve pedig rendelkezésiinkre all egy maésik
j6l ismert konvergencia-fogalom, a Hausdorff-konvergencia. Miel6tt ra-
térnénk ezeknek a réontgenfiiggvényekkel valo kapcsolatanak vizsgélatéra,
nézziik meg hogyan viszonyulnak egymashoz.

Vilagos, hogy a halmazok mértékbeli konvergenciajabol nem kovet-
kezik a Hausdorff-konvergencia. Ehhez elég tekinteniink egy K C RN
kompakt halmazt és egy olyan K, halmazsorozatot, amelynek minden
tagja a K és egy K-n kiviili rogzitett p pont uniojaként &all els. Ekkor
a KAKpy szimmetrikus differencia mindig egyetlen ponthol all, igy a
mértéke 0. Masrészt a p pont K-t6l mért (euklideszi) tavolsaga pozitiv,
és definicid szerint a Hausdorff-tavolsdga nem lehet ennél kisebb. A ko-
vetkezd példa azonban megmutatja, hogy a Hausdorff-konvergencia sem
garantalja a halmazok mértékbeli konvergenciajat.

3.2.1. Példa (Vincze, N. [29]). Legyen K C R? a (0,-1), (1,-1),
(1,1), (0,1) pontok konvex burkaként elgallo téglalap. Tovabba tetszd-
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leges n € N, esetén legyen

[n/2]-1 . . . .
L, = U conv{(mﬁ),<2l+1,0>,(22,1),(2Z+171)}7
et n n n n

ahol [n/2] az n/2 felsé egész részét jeloli. Tekintsiik a

K,:=K\L, (neN)

halmazsorozatot (3.2 abra). Ekkor nyilvanvaléan K,, C K C K, minden
n € N esetén. Tovabba barmely p € L,, pontra

. 1
d(p, Ky) :=inf {d(p,q) ¢ € Kn} < -

igy ha 1/n < e, akkor L, C (K,). és kévetkezésképp K C (K,)..
Vilagos, hogy barmely € > 0 esetén létezik ng € N, hogy n > ng esetén
1/n < € és ekkor K C (K,), kévetkezik. Ez K, C K. alapjan épp azt

jelenti, hogy K, % K. Masrészt

No(KAKL) = ha(K) = de (Kn) = Ao (Ln) = | 5 -

ezért K, nem konvergilhat mértékben K-hoz.

Fubini tétele alapjan tudjuk, hogy ha K, Ko C RY olyan kompakt
halmazok, hogy Xy K; ~ X3 Ky (azaz majdnem mindeniitt egyenlsk)
valamely H C RY N —1-dimenziés altérre, akkor Ay (K1) = Ay (K>). Igy
a fenti példa egyittal azt is mutatja, hogy a Hausdorff-konvergenciaboél
még csak majdnem mindeniitt sem kévetkezik a rontgenfiiggvények kon-
vergencidja. S6t a kdvetkezs példa alapjan megallapithatd, hogy a mér-
tékbeli és a Hausdorff-konvergencia egyiittesen sem eredményezi a rént-
genfiiggvények majdnem mindeniitti konvergencidjat.
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_________________

3.3. abra. A K5 és Kg halmazok a példaban szereplé p ponttal

3.2.2. Példa (Vincze, N. [29]). Legyen K a (0,—1), (1,-1), (1,1),
(0,1) pontok konvex burkaként el6allo teglalap. Tovabba tetszéleges n €
N, esetén legyen k,, az a legkisebb természetes szam, amelyre

ZZ k+1)2n

és definidljuk a d, szamot a kévetkezéképp

d _ kn_ll _ (kn o 1) kn
mn - 2
=0
Ezutan
—d, -1 n—d, n—d,—1 n—d,
L —conv{( " 7),< o ,0),( ; 7>7( e ,1)}
Végiil

K, :=c(K\L,) (neN).
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3.4. dbra. A Kg, Ky (fent), illetve a Kj9 és K13 halmazok (lent) a pél-
daban szerepl§ p ponttal

Ekkor nyilvanvaléan K, C K C K. minden n € N esetén. Tovabba

barmely p € L,, pontra
1
d(p,0Ly,) < —,
kr,
igy ha 1/k, < €, akkor L, C (K,), és kovetkezésképp K C (K,)..
Vilagos, hogy a k, N-beli sorozat monoton névekvs, s6t barmely € > 0
esetén letezik ng € N, hogy n > ng esetén 1/k,, < € és ekkor K C (K,,)

£

kovetkezik. Ez a fentiek alapjan épp azt jelenti, hogy K, XK. Masrészt
1

) - ?7
n

amibdl 1/k, — 0 alapjan adodik, hogy A2 (K;) — A2(K).

Ao () = o (K) — Aa(Lp) = Ao(K
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Most megmutatjuk, hogy av = (0,1) irdny esetén X, K, (z) /A X, K(x)
egy a A; mértékre nézve pozitiv mértékd halmazon. Tekintsiink egy
tetszbleges © € ]0,1[ irracionalis szamot. A K, halmazsorozat konst-
rukciojabol adodoan barmely n € N esetén ha X, K,(x) = 1, akkor
Xy Knt1(z) = 2, tovabba ha X, K, (z) = 2 akkor létezik m € N n <
m <n+dyy1 —dp + 1, hogy X, Ky, () = 2. Mivel az X, K, (z) sorozat
értékkeszlete az {1,2} halmaz, a sorozat csak gy lehet konvergens, ha
dng € N, hogy minden n > ng esetén X, K, (z) = 1 vagy minden n > ng
esetén X, K, (z) = 2 teljestl. Ez azonban a fentiek alapjan nem lehetsé-
ges. Tovabba jol ismert, hogy a |0, 1| intervallum irracionalis pontjaibol
all6 halmaz Lebesgue szerint pozitiv mértékd, igy megmutattuk, hogy az
X, Ky () rontgenfliggvények divergensek egy pozitiv mértéki halmazon.

Miutan két mar jol ismert konvergencia tipusrol is kideriilt, hogy nem
garantaljik a rontgenfiiggvények konvergenciajat, mas eszkdzokhoz kell
folyamodnunk. Definialjuk egy 1j konvergencia-fogalmat.

3.2.2. Definici6. Legyen E C RN korlitos, mérheté halmaz. Ekkor azt
mondjuk, hogy az E, C RN (n € N) korldtos, mérheté halmazokbol dlls
sorozat X -regularisan konvergal az E halmazhoz, ha

. 1\ . . 2\
nh_}IIolo v (Ey) = AN (BE)  és nh_}n;O v (ER) = AN (E)
teljesiil, ahol
E):=|JEUE E:=()\EnNE
Jel: E, 5 E.

3.2.1. Tétel. Legyen E C RY korldtos, mérhetd, és legyenck E, (n €
N) olyan korldtos, mérhetd halmazok, amelyekre E, X E. Ekkor tetszo-
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leges H C RN N — 1-dimenzids altér esetén

lim X, E, ~ X, FE

n—oo
azaz az XyE, fliggvénysorozat \i-re nézve majdnem minden pontban
konvergens és hatdrfiggvénye Xy E.

Bizonyitds: Els6ként megmutatjuk, hogy barmely n € N esetén Ay (E}L)
véges. Ehhez indirekt médon tegyiik fel ennek ellenkezGjét. A regula-
ris konvergencia miatt létezik ng € N, hogy minden n > ng esetén
AN(E)) — AN(E) < 1, ezért csak véges sok n € Nere lehet Ay (Ej)
végtelen. Legyen N* a legnagyobb ilyen index. Ekkor azonban a mér-
tek szubadditivitasa miatt Ay (Ex.) < An(En+ UE) 4+ An(Ej.), ami
nyilvanvaléan ellentmondas, hiszen a jobboldalon egy véges Gsszeg 4ll.

Tehat Ay (E%) valoban véges minden n € N-re. Ez Fubini tétele alap-
jan azt eredményezi, hogy az X3, E} rontgen-fiiggvények integralhatok.
A feltétel szerint

+oo

0= lim (v (EY) = AN (B)) = lim (XuEL(z) — XnE(2)) dv
—0o0
Az E} halmazok monoton csokkend sorozatot alkotnak, igy a rontgen-
fiiggvények definiciojabol adédéan az Xy E} fiiggvénysorozat monoton
csOkkend. Masrészt ezek a fliggvények kozos als6 korlattal rendelkeznek,
hiszen E C E! minden n € N-re, ezért A\;-majdnem mindeniitt konver-
galnak valamely hatarfiiggvényhez. S6t ezek a fiiggvények integralhatok
és a monoton csdkkenés miatt egy kozos integralhato fiiggveny, Xy El
alatt maradnak, igy alkalmazhaté Lebesgue tétele, amely szerint az in-
tegralds és a hatadratmenet sorrendje felcserélhets. Tehat azt kapjuk,

hogy
+oo

/ ( lim Xy EL(z) — XHE(x)> dz =0

n—oo
—0o0
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amibdl
lim XyEl ~ X3 E

n—o0

adodik. Ismét a regularis konvergencidbdl adéddan

+o0
0= lim (An (E) =X\ (E2)) = lim [ (XyE(z) — XyE2(2)) dx

n—0o0 n—oo
—00

Itt az E2 halmazok sorozata monoton névekvs, igy az Xy E2 fiiggvény-
sorozat is monoton névekvs. Masrészt ezek a fiiggvények k6zos fels kor-
lattal rendelkeznek, hiszen E2 C F minden n € N-re, ezért majdnem
mindeniitt konvergilnak valamely hatarfliggvényhez. S&t integralhatok
és egy kozos integralhatoé fliggvény, Xy E alatt maradnak, igy ismét Le-
besgue tétele alapjan az integralas és a hataratmenet sorrendje felcserél-
hets. Azt kapjuk tehat, hogy

+00
/ lim (XHEi(x) — XyE(z)) dz =0

n—o0
—00

amibol
lim Xy B2 ~ Xy E

n—oo
Végiil vegyiik észre, hogy E2 C E,, C E! miatt
XyE} < XyEn < XyE,
ezért a renddr elv alkalmazasaval

lim XyFE, ~ XyF

n—oo

adodik. m

61



Tehat a fenti tétel szerint az X-regularis konvergencia elegendg felté-
tel a korlatos, mérhetd halmazok rontgenfiiggvényeinek majdnem min-
deniitti konvergencidjahoz. Felvetédik a kérdés, hogy a regularis kon-
vergencia hogyan hozhaté kapcsolatba a jol ismert mértékbeli, illetve
Hausdorff-konvergenciaval. Az vildgos, hogy ez utébbiak egyiittes fenn-
allasabol sem kovetkeztethetiink a regularis konvergenciara, kiilonben a
rontgenfiiggvények (majdnem mindeniitt) egybeesnének, ami a korabbi
példak szerint nem lehetséges. Ugyanakkor

EAE, = (EUE,)\ (ENE,) C E}\ E?

alapjan lathato, hogy a regularis konvergencia maga utan vonja a mér-
tékbeli konvergenciat. A most kévetkez6 példa azonban megmutatja,
hogy a Hausdorff-konvergenciat nem.

3.2.3. Példa (Vincze, N. [29]). Legyen K C R? a (0,-1), (1,—1),
(1,0), (0,0) pontok konvex burkaként elgallo téglalap. Tovabba tetszd-
leges n € N, esetén legyen

K, = K Uconv {(0,0), (i,o) , (:L 1) . (0, 1)}

Mivel K C K, minden n € N-re és a K, halmazok monoton csékkend
sorozatot alkotnak, igy K} = K, és K2 = K. Vilagos, hogy

)\Q(Kn) = /\Q(K) + 1/n — )\Q(K)
Ezek alapjan tehat
lim A\ (K}) = lm s (K,) = Ao (K)

n—oo n—oo
valamint

lim Ao (K7) = \a(K)

n—oo

62



Ugyanakkor (0,1) € K,, tetszSleges n € N esetén, ezért ¢ = 1/2 valasz-
tassal K,, ¢ K. minden n € N-re, kivetkezésképp K, 4 K.

Tehat megallapithatd, hogy a regularis és a Hausdorff-konvergencia
kéziil egyik sem erdsebb kitétel a méasiknal abban az értelemben, hogy
egyik fennéllasa esetén sem kovetkezik a mésik. A kovetkezékben megmu-
tatjuk, hogy mindezek ellenére Hausdorff-konvergencia bizonyos tovabbi
feltételekkel hasznos a rontgenfiiggvények konvergencidjanak vizsgalata
soran.

3.2.1. Lemma. Ha K. a K C RN kompakt halmaz kiilsé pdarhuzamos
halmaza, akkor K. \y-mérhetd és

lim Ay (K.) = Ay (K)

e—0t

Bizonyitds: Koénnyen lathato, hogy K kompaktsaga miatt a K. halmaz
zart, kovetkezésképp mérhets [36, 48. oldal|. Legyen r, — 07 és tekint-
siik az

T = sup{rm | m > n)
sorozatot. Ekkor

lim z, = limsupr, =0
n—oo n—o00

A kiils§ parhuzamos halmazokra
K CK,, C K,, (3.1)
amib6l adodik, hogy
AN(K) < AN(K;,) < AN(Ka,)

MaAsrészt

oo
Ky DKy D ... DKy, Do és K= () Ky, (3.2)

n=1
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ezért a mérték folytonossaga alapjan Ay(K,,) — An(K), kovetkezés-
képp
lim A\y(K,,) = An(K)

n—00
]

3.2.2. Tétel. Legyen K C RY kompakt, és legyenek K, (n € N) olyan
kompakt halmazok, amelyekre K, ' teljesiil. Ekkor

o0

Tim Ay (U K;U K) =\ (K)
=n

Bizonyitds: Vildgos, hogy K, K esetén K,UK X Kis teljesiil, hiszen

ha K,, C K., akkor (K, UK) C K, tovibba K C K, UK C (K, UK)..

Legyen 0 > 0 tetsz6leges. Ekkor Ay (K:) — An(K), ezért Je > 0, hogy

An(K2) — An(K) < 6. Tovabba K, U K 2 K miatt Ing € N, amelyre
Vn > ng esetén K C K, UK C K. teljesiil. gy nyilvanvaléan

o0
KC UKiUKCKE
=n

is fennall, amibdl A\ (K.) — Mg (K) < § szerint

Ay <D KiUK> —An(K)<§

=n
kovetkezik. Mivel § > 0 tetszbleges volt, ezért adodik az allitas. m

3.2.1. Kévetkezmény. Ha K C R”Y kompakt, és K,, D K (n € N)

olyan kompakt halmazok, amelyekre K, i g teljesiil, akkor tetszdleges
H C RN N — 1-dimenzids altér esetén

lim XHKn ~ XHK

n—o0
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4 Kuapszeletek alkalmazasa a
geometriai tomografiaban

4.1. Rontgenfiiggvények és kapszeletek

Ebben a szakaszban utana jarunk annak a kérdésnek, hogy leirhato-e
egyetlen fiiggvény segitségével mindaz az informacié egy kompakt hal-
mazrél, amelyhez a kiillénb6z6 irdnyokban vett réntgenfiiggvényei Aal-
tal jutunk. Kideriil, hogy R"-ben minden K kompakt test esetén egy
megfelelen valasztott altaldnositott kupszeletfiiggvény mésodik parcia-
lis derivaltjai magukban hordozzak mindazt az informéaciot, amelyet a
K testnek a koordinata-rontgenfiiggvényei altal hordoznak. Raadéasul ez
az altalanositott kupszeletfliggvény szép viselkedést mutat a Hausdorft-
konvergencisval. Altaldnositott kupszeletfiiggvényen ebben fejezetben a
kévetkezst értjiik:

4.1.1. Definicié. A K c RY kompakt halmazhoz tartozé altalanosi-
tott kupszeletfiiggvényen az

fi: RY SR, e fr(z) = /dl(x,y) dy
K
leképezést értjiik.
Vilagos, hogy igy egy altalanositott kupszeletfiiggvényt definidlunk a

bevezets fejezetben szereplé 1.0.1 definicidonak értelmében a Lebesgue-
meértékkel, a d; tavolsagfiiggvénnyel és a g(t) = ¢t magfiiggvénnyel.
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4.1.1. Tétel. Az fx dltaldnositott kipszeletfiiggvény konver és eleget

tesz a
lim inf Tk ()

llzll,—oo ||2z||2

>0

ndvekedési feltételnek és igy az dltaldnositott kipszeletek kompakt rész-
halmazai az RN térnek.

Bizonyitds: A konvexitas nyilvanvalé kovetkezménye a tévolsagfiiggvény
konvexitasanak az els¢ valtozoban. Masfeldl

Jr(z) > / do(z,y) dy,

K

és igy

fr(z) > /1+ da(z,y) — ||zl dy.

[P

A haromszog egyenlGtlenség alapjan

Izl < lyll, +d2 (z.9).,

ami mutatja, hogy

Jx(z) | /1 gl ay
[E4[P lzll2 =
K

Tovabba

lyll2 1
/1— == dy > Av(K) [ 1- sup [|y[2
ozl lzll2 yer

ezért a novekedési feltétel Ay (K) és sup,ci [|yll2 végességébdl kovetke-
zik. B
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Végiil ha egy frx < ¢ szinthalmaz nem lenne korlatos, akkor egy olyan

z,, sorozatot tekintve, amelyre ||z, || — oo a kévetkezd adodna:

Jie(2n) > 1 =0

oo [lzy 2 T nmoo [lalla

0> lim

ami ellentmond a novekedési feltételnek. m
A tovabbiakban alkalmazzuk az alabbi jeléléseket:

c<i K ={zeK|c<z} (i=12,...,N),
K<jc={zeK|z,<c} (1=12,...,N),
c=K={ze€K|c=z} (i=12,...,N).

4.1.1. Lemma. Az fx dltaldnositott kipszeletfiggvénynek léteznek az
elsd parcidlis derivdltjai és a kovetkezdképpen szamithatok ki:

Difr(z) = AN(K <i x;) — An(zi < K) (i=1,2,...,N)
Bizonyitds: Legyen h tetszéleges pozitiv valés szam. Ekkor
[z +he;) = fr(z) _
h

1 = ,
=% /Z}Ij—yﬂLh‘Sﬂ—’%—yﬂdﬂ =
j=1

:/|$i+h—yih—|$i—yi|dy: / |Ii+h_yi‘_‘xi_yi|dg+
K

h
K<;x;

n / |xi+h_yi}l_37i_yi‘dy+ / ‘xi+h_y2_|$i_yi’dy_
r; <, K<;x;+h z;i+h<;K
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lzi +h —yi| — |z — il
h

= )\N(K < xi)—/\N(xi—i—h < K)+ /

x; <, K<;zi+h

dy

Az integrandus korlatos, hiszen

|zi + h — yi| — |2 — i

<1
h — )
tovabba
lim )\N(acz- <K<uzi+ h) =0.
h—0t
Kévetkezésképp
he.) —
lim fK(&‘i‘ Q) fK(i) = /\N(K < .%'l) — )\N(acz- <3 K)
h—0t h i

Hasonléan, ha h egy tetsz6leges negativ valos szam, akkor

fr(z+ he;) — [r(z)
h

= )\N(K <; x; + h) — )\N(SL‘Z' < K)‘l‘

|zi + h — il — |z — il
h

_l’_

zi+h<,K<;xz;

dy.

A h — 07 hataratmenetet képezve pedig

i JEE+hei) — fre(z)
h—0— h

= )\N(K <; xz) — )\N(:EZ' <; K)
|

4.1.1. Kovetkezmény. Fgy pont pontosan, akkor globdlis minimumbhe-
lye az fx dltalanositott kipszeletfiiggvénynek, ha az erre a pontra il-
leszkedd és a koordindtairdnyokra merdleges hipersikok mindegyike két
eqyenld A\y-mértékd részre osztja a K halmaczt.
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A globélis minimumbhely fenti jellemzését felhasznalva egy sztochaszti-
kus algoritmus adhat6 a globdlis minimumbhely megkeresésére, amelynek
részletei megtalalhatok a [5] dolgozatban.

4.1.2. Tétel (Vincze, N. [29]). Tetszdleges K, K* C RN kompakt hal-
mazok esetén pontosan akkor teljesil frr = fr+, ha mindeni € {1,2,...,n}
esetén X; K = X; K* majdnem mindenditt.

Bizonyitds: A Cavalieri-elv [8] szerint
)\N(K < :El) = / XZK(t) dt )\N l‘z <; K /XK

Igy a 4.1.1 lemma és Lebesgue differencialas tétele alapjan
DiD; fk(z) = 2X;K (z;)

majdnem mindeniitt. Hasonld szdmolassal a K* halmaz esetén azt kap-
juk, hogy frx = fr~ esetén

egy nullmértéki halmaztél eltekintve. Masfeldl

/ZLTZ yz| dy— Z/u‘z yz’ dy—

le

=> / i — yil An—1(yi =i K)dyi =) / |z — yil XiK (yi)dy;
=17 =17

Ez alapjan lathaté, hogy ha X; K = X; K* majdnem mindeniitt teljesiil
minden i € {1,2,...,n} esetén, akkor fx = fx+ pontonként. m
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Sulyozott altalanositott kupszeletek esetén az allitas a kidvetkezSképp
moédosul: tetszdleges K, K* C RY kompakt halmazok esetén pontosan
akkor teljesiil Fx = Fg+, ha minden 7 € {1,2,...,n} esetén

fin (K)
Mn(K*)

majdnem mindentitt.

Lathato tehat, hogy a koordindta-rontgenfiiggvények helyettesithetsk
az altalanositott kipszeletfiiggvénnyel, amely a teljes RV téren értelme-
zett konvex (és ezért folytonos) fiiggvény, szemben a koordinata-ront-
genfliggvényekkel, amelyeknek akir végtelen sok szakadasi helye lehet.
Ehhez tekintsiik a kévetkezé példét:

4.1.1. Példa. Legyen (a,) egy olyan pozitiv valds szamokbdl dllé soro-
zat, amelybdl képzett _ a, sor konvergens. Mivel a raciondlis szamok
halmaza megszdmldlhatld, ezért létezik eqy o N — Q sziirjektiv leképezés.
Tetszdleges x € [0, 1] esetén értelmezhetjiik az N, = {n € N|0 < p(n) < x}
halmazl. Tekinlsik ezuldn az

f:[071]_>R7 f(x)zzan

nGNz

fligguényt. Ekkor f eqy olyan szigorian monoton névekvd fiiggvény, amely-
nek [0, 1] minden raciondlis pontjiban szakaddsi helye van, de folytonos
az irraciondlis pontokban. A siknak az f fiigguény grafikonja és az elsd
koordindta tengely kézé esd pontjai egy olyan kompakt halmazt hatdroz-
nak meg, amelynek eqyik koordindta-rontgenfiigguénye éppen f.

Most pedig megmutatjuk, hogy a mértékbeli és a Hausdorff-konvergencia

egyiittesen elegend§ feltételnek bizonyul az altalanositott kupszeletfiigg-
vények konvergencidjihoz.
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4.1.3. Tétel. Legyen K C RN kompakt halmaz, és tegyiik fel, hogy
K, Cc RN (n €N) olyanok, hogy K, B K és AN (Ky) = AN(K). Ekkor

lim fx,(z) = fr(z).

n—oo

Bizonyitds: Legyen ry, := dy(K,, K); ekkor

fr(@) < fik,),, (@) = fulz)+

+ / dq (g, g) dy.
(Kn)rp \Kn
Mivel
(Kn)rn C (Krn)rn C K2r‘n

kévetkezik, hogy
fK(l) < fn(l) + M(g, 27"n) ()\N(K2rn) - )\N(Kn))a

ahol
M(z,¢) := max{d; (g,y) |y € K.},

amely az S K. pontban 1ép fel. A kiils§ parhuzamos halmaz definicidja
szerint létezik olyan y € K, hogy

da (Q’Qa) <e
és igy
dy (gyg) <di (z,y) + du (g,ge> <
< M(z,0)+V2e
Kovetkezésképp

fr(@) < fr, (@) + (M(2,0) + 22 1) (An (Kar,) — An (KR))-
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Hasonléan adédik, hogy
Fra (@) < frel(2) + (M(2,0) + V2 ) v (K, = Av(Kn)).

Ezutan az n — oo hatardtmenetet véve a fenti egyenlGtlenségek alapjan

lim fg,(z) = fx(x),

n—oo

amit bizonyitani akartunk. m

4.1.2. Kévetkezmény. Legyen K C RY kompakt halmaz, legyenek K,, C
RN (n € N) olyan kompakt halmazok, hogy K, K ¢ AN(Ky) —
AN (K). Ekkor

lim Fg, (z) = Fi(z).

n—oo

Végiil rdadasként az is megmutathatd, hogy a stlyozatlan altalanosi-

tott kuapszeletfiiggvények elss parcialis derivaltjainak konvergencidjahoz
is elegends a mértékbeli és Hausdorff-konvergencia egyiittes fennallasa.
Hasonlé 4llitds nem mondhaté ki a masodik parcidlis derivaltakra, hi-
szen ekkor a koordinatairanyokban vett rontgenfiiggvények egybeesése
kovetkezne, ami ellentmondana egy korabbi példanak.

4.1.4. Tétel. K C RN kompakt halmaz, legyenek K, C RN (n € N)
olyan kompakt halmazok, hogy K, B K ¢ AN (Ky) — AN(K). Ekkor

n—oo
Bizonyitds: Tetszoleges K, L C RY halmazok esetén jelslje KAL a K és

L halmazok szimmetrikus differenciajat. Mivel tetszéleges i € {1,..., N}
és x € RY esetén

(K < l‘l) U (L < xl) = (KUL) <; Tj
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N (K <ijzi)N(L < 2;) =(KNL) < @y,
ezért

N (K <i 2,AK <; z;) = AN((KR,AK) < 2) < Av(K,AK) — 0,
amibdl kovetkezik, hogy

lim Ay (K, <; x;) = AN(K <; z;).

n—oo

Hasonl6an kaphato, hogy
lim )\N(xi < Kn) = )\N(xi < K)

n—oo

Ezutidn a 4.1.1 lemmabol kozvetleniil adédik az allitas. m

4.1.1. A kapszeletfiiggvény leképezés folytonossaga

Ebben a fejezetben RY tér helyett a joval specialisabb R? sik kompakt
részhalmazait vessziik vizsgalt ala. Jeldlje tovabbra is K2 a sikbeli nem-
iires, kompakt halmazok metrikus terét a Hausdorff-tavolsaggal. Ebben
a fejezetben megmutatjuk, hogy az értelmezési tartomanyt K2 egy al-
kalmas kompakt részhalmazara megszoritva a kompakt halmazokhoz a
hozza tartozé altalanositott kupszeletet rendeld leképezés folytonos. Le-
gyenek pry és pry a koordinata-tengelyekre valéo meréleges vetitések és te-
kintsiink egy B téglalapot, amelynek oldali parhuzamosak a koordinata-
tengelyekkel. A pr; x pry leképezésnek a B-hez tartozd szinthalmaza

Ly ={LeK?|pry(L) x pry(L) = B}.

A B-hez tartozo alsé szinthalmazon pedig a kovetkezét értjiik:
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ahol az uniét mindazon B* téglalapokra vessziik, amelyek oldalai par-
huzamosak a koordinata-tengelyekkel és benne vannak a B téglalapban.

4.1.1. Allitas. Az L and Mp halmazok kompaktak o Hausdorff-tdvol-
sdgra nézve.

Bizonyitds: Mivel R? teljes, igy K2 is teljes. Hausdorff tétele szerint
egy teljes metrikus tér barmely zart és teljesen korlatos részhalmaza
kompakt. Az hogy az Lp és M p halmazok teljesen korlatosak kévetkezik
Blaschke szelekcios tételébsl kompakt halmazokra [36] [1.8.4 Tétel]. A
zartsdgot a

L pry(L) x pry(L),

leképezés folytonossaga biztositja. A merdleges vetitések pedig nyilvanva-
l6an folytonos leképezések a Hausdorff-tavolsagra nézve, hiszen barmely
zart gomb meréleges vetiilete egy alacsonyabb dimenziés zart gémb. Te-
hat kiils6 parhuzamos halmaz vetiilete megegyezik a vetiilet (ugyanolyan
sugart) kiilsé parhuzamos halmazaval. m

4.1.2. Allitas. Az Lp és Mp halmazok konvezek abban az értelemben,
hogy ha Ly € Lp/Mp és Ly € Lg/Map, akkortL1+(1—t)Ly € L/ Mp
bairmely 0 <t <1 esetén.

Bizonyitds: Mivel a meréleges vetitések megérzik a konvex kombinéci-
okat, igy az allitas kozvetleniil adodik az L5/ Mp halmazok definicidja
alapjan. m

4.1.5. Tétel. A ®: L € Lp — fr leképezés konkdv abban az értelem-
ben, hogy birmely L1, Ly € Lp és 0 < t < 1 valamint (z,y) € R?
esetén

ftL1+(1—t)L2($, y) > tfr, (x,y) + (1 = 1) fr,(z,y).
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Bizonyitds: Legyen (o, 3) € B rogzitett. Ekkor
(Oé = (tLl + (1 — t)LQ)) D (tOé =1 tLl) + ((1 — t)Oé = (1 — t)LQ),

(B=2 (tL1+ (1 —t)L3)) D (t8 =2 tL1) + ((1 — )8 =2 (1 — t)L2).

Mivel az o« =1 L; (i = 1,2) halmazok egyike sem iires, igy a
o1 :=inf{y | (ta,y) € tL1} =tinf{y | (a,y) € L1},
dy :=sup{y | (ta,y) € tL1} = tsuply | (o, y) € L1}
és
cg i=nf{y | (1 —t)e,y) € (1 =t)La} = (1 — 1) inf{y | (a,y) € Lo}

do :=suply | (1 —t)a,y) € (1 —t)La} = (1 —t)sup{y | (a,y) € L2

szdmok végesek. Tekintsiik a

P = (ta,c1) + (1 — t)( =1 L2) C conv {(a,c1 + c2), (v, ¢1 + da) }
és

Q= ((1 —t)a,ds) + t(a =1 Ly) C conv {(av,dg + c1), (o, d2 + dy) }
halmazokat. Ekkor

PUQC (=1 tLy + (1 —1t)Ly)
és ebbdl adodoan
Yir,+(1-0)L, (@) 2 A(PUQ) = A (P) + M(Q).

Kovetkezésképp

Yii+(-Lo (@) 2 1Yp, (@) + (1 = 1)1, (@) (4.

)

}

1)
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és hasonloan

X 4(1-t1o (B) 2t X1, (B) + (1 = 1) X1,(B). (4.2)

Ezutan

ftLl-‘r(l—t)Lg(x?y) > thl (I’,y) + (1 - t)fL2 (.’L’, y) (O <t< 1) (43)
teljesiil barmely (z,y) € R? esetén. m

A fent leirtak alapjin integraldssal adédik, hogy
Ao(tLy + (1 — t)Lo) > tha(L1) + (1 — t)A2(L2).

A fenti tétel nem igaz abban az esetben, ha megengedjiik, hogy a hal-
marzok kiilénb6z6 hatarolé téglalapokkal rendelkezzenek, mint ahogy ezt
a kovetkezd példa mutatja:

Li=[-3,3]x[-3,3], Lo=[-1,1x[-11],

1
7L1+ L2 [—2,2] x [-2,2]
és

A9 <;L1 + ;L2> = 16, %AQ(Ll) + %)\Q(Lg) = %36 + %4 = 20.
A koz6s hatarolo téglalap miatt az o =1 L; (¢ = 1,2) halmazok egyike
sem ires, hiszen L1, Lo € Lp.

Mivel az altalanositott kapszeletfiiggvényeket a fékuszhalmaz feletti
integralként értelmezziik, ezért a ® leképezés természetes médon megérzi
a halmazok tartalmazasaval kapott rendezést. Ebbél a pedig azonnal
adodik @ feliilrsl félig folytonossdga pontonként, azaz barmely (z,y) €
R? esetén

lim sup an(l‘,y) < fL(xvy)a

n—oo
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ahol az L,, sorozat az L € K2 halmazhoz konvergal a Hausdorff-tavolsagra
nézve.

A tovdbbiakban jelélje K?  a sikbeli, nemiires, kompakt, hv-konvex
halmazok metrikus terét a Hausdorff-tavolsaggal. Legyen B = [a,b] X
[c,d] és Lp azon sikbeli nemiires kompakt L halmazok csalddja, ame-

lyekre
pry(L) x pry(L) = B. (4.4)

Tetszoleges L € R? nemiires, Osszefiiggs, kompakt, hv-konvex halmaz
esetén értelmezhetjiik a felsd illetve alsé hatarold fliggvényeket:

hr(s) :=sup {t| (s,t) € L} és gr(s) :=inf {t | (s,t) € L}  (4.5)
Koénnyt megmutatni, hogy ekkor
L={(s,t) |a<s<band gr(s) <t < hp(s)}.

Masfelsl
X1L(s) = hi(s) — gu(s) (s €R)

és tetszbleges s, — s sorozat esetén

limsup X3 L(s;,) < limsup hL(sn)—lirr_l)infgL(sn) < hr(s)—gr(s) = X1 K(s),

n—00 n—oo

ami azt jelenti, hogy az X;L koordinata rontgenfiiggvény feliilr§l fé-
lig folytonos. Hasonld gondolatmenet alapjan kaphaté Xs L feliilrél félig
folytonossaga is.

4.1.2. Lemma. Az aldbbi
Ly =rpnki, (4.6)

halmaz mindazon nemiires, dsszefiiggd, kompakt, hv-konvex halmazok dsszes-
sége, amelyek hatdrolo téglalapja B. Tovdbbd az

MY = Mpn K3, (4.7)
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mindazon nemiires, 6sszefiiggd, kompakt, hu-konvexr halmazok 6sszessége,
amelyek hatdrolo téglalapjdt tartalmazza B.

Bizonyitds: Legyen L egy nemiires, kompakt, hv-konvex halmaz, amely
eleget tesz a (4.4) feltételnek és indirekt modon tegyiik fel, hogy L nem
osszefiiggs. Ekkor létezik olyan f: L — {0, 1} folytonos fiiggvény, amely
nem konstans. Mivel L hv-konvex, {gy az f fliggvény konstans minden
L-ben halad¢ fiiggsleges és vizszintes szakasz mentén. Kévetkezésképp
megadhat6 olyan f: pri(L) — {0,1} folytonos fliggvény, amellyel a

Ll 01

pry 4 S f
pry(L)

diagram kommutativ. Ez azonban ellentmond pr; (L) = [a, b] Osszefiig-
gbségének. m

4.1.3. Lemma. Bdrmely L nemdiires, dsszefiiggd, kompakt, hv-konvez
halmaz és e > 0 esetén az L® kiilsd pdrhuzamos halmaz szintén 6sszefiiggd
és hv-konvexz.

Bizonyitds: ElGszor tegyiik fel indirekt médon, hogy L® nem hv-konvex.
Az altaldnossag sérelme nélkiil feltehetd, hogy ekkor van egy olyan Q1 =
(0,0) és egy Q2 = (0,m) pont az L° halmazban, amelyeket 9sszekots
szakasz tartalmaz egy a halmazhoz nem tartozé @ = (0,y) pontot, ahol
0 < y < m. A kiils6 parhuzamos halmaz definici6ja szerint léteznek
Py, = (z1,y1) és Po = (w2,y2) pont az L halmazban, amelyek rendre ele-
mei a @ illetve Q)2 pontok koriili € sugaru zart kérlapoknak. Tovabba
az L halmaz diszjunkt a @) pont koriili € sugarta zart D kérlaphoz. Ekkor
nyilvanvaldan y; < y < yo. Masfeldl x1 # xo, kiilénben a fliggtleges ira-
nyu konvexitis miatt L metszené a D korlapot. Tegyiik fel, hogy példaul
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x1 < x9 teljesiil. Jelélje hy az L halmaz fels§ hatarolé fiiggvényét, mig
g1, az alsé hatarolo figgvényt (4.5). A definicio alapjan vilagos, hogy
hr(z2) > y2 > vy, ugyanakkor y; < hp(z1) < y, hiszen ellenkezd esetben
a P = (x1,y1) és (z1,hr(x1)) pontokat Gsszekots fiiggsleges egyenes
metszené a D korlapot. Tekintsiik ezutan a kovetkez6 s valos szamot:

0 <s:=sup{t>0]|hp(zr) <y barmely x € [x1,x1+t] esetén} < zo—x;.

Ekkor kivalaszthatunk egy olyan s — s sorozatot, amelynek elemeire
hr(st) > vy teljesiil. Mivel a hy fels¢ hatarolo fiiggveny feliilrél félig
folytonos, ezért

y < limsuphp(s,)) < hr(s).

n—oo

kovetkezik. Ugyanakkor kivalaszthatunk egy masik s, — s sorozatot is,
amelynek elemeire gr.(s;,) < hr(s,) < y. Itt az als6 hatarolo fiiggvény
alulroél félig folytonossaga miatt

y = limint g (s) > 91(s).

n—oo
adodik. Igy azonban az (s, gr(s)) és (s, hr(s)) pontokat dsszekots sza-
kasznak metszenie kell a D korlemezt, ami ellentmondéas. Azt kapjuk

tehat, hogy az L® kiils6 parhuzamos halmaz is hv-konvex.
Mivel L kompakt, 6sszefiiggs és hv-konvex, ezért a 4.1.2 lemma szerint

pri(L) X pry(L) = B,
ahol B = [a,b] X [c,d] az L hatérolo téglalapja. Kovetkezésképp
pri(L°) x pry(Lf) =[a—e,b+¢| X [c —e,d + €]

és igy a 4.1.2 lemma alapjan addédik az dsszefligg6ség. m
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4.1.4. Lemma. Legyen (L,) kompakt, dsszefiiggd, hv-konvex halmazok-
naok egy olyan sorozata, amelyre L, — L a Hausdorff-tdvolsdgra nézve.
Ekkor az L halmaz szintén hv-konvex és dsszefiiggd.

Bizonyitds: A vizszintes iranyt konvexitast bizonyitjuk (a fliggdleges iré-
nyu konvexitas hasonloan igazolhat6). Indirekt modon tegyiik fel, hogy
léteznek olyan P, = (x1,y) € L, és Py = (x22,y) € L pontok, ame-
lyeket 6sszekots szakasz tartalmaz egy olyan @ = (z,y) pontot, amely
nem eleme az L halmaznak. Mivel a ) pont euklideszi tavolsaga az L
halmaztol nem nulla, ezért megadhaté olyan € > 0 pozitiv valés szam,
amelyre az L% kiils6 parhuzamos halmaz diszjunkt a Q pont koriili e su-
garu zart D korlaphoz. Az L, — L konvergencia miatt van olyan n € N,
hogy L, C L* és L C L¢ teljesiil. Ekkor a P; illetve P pontok koriili
€ > 0 sugart zart D; illetve Dy korlapok rendre tartalmaznak egy-egy
Ry illetve Ry pontot az L,, halmazbol. Mivel LS C (L) C L?, igy L&,
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4.2. abra.

diszjunkt a D korlaphoz.

Tekintsiik ezutan a D; és Do korlemezek kozos kiilsé érint6 egyeneseit:
e és f. A 4.1.3 lemma szerint az Lj, kiils6 parhuzamos halmaz szintén
hv-konvex és belseje 0sszefiiggs, amely tartalmazza az L, halmazt. Ko6-
vetkezésképp int L;, ivszerien is Osszefiiggs, és igy 1étezik egy az R és
Ry pontokat 6sszekotd v C int LS, folytonos iv. Ugyanakkor LS a v iv-
vel egyiitt diszjunkt a D korlaphoz. Kénnyen lathaté, hogy ez csak tgy
lehetséges, ha v metszi az e és f pontok valamelyikét egy S1 és egy So
pontban. Ekkor azonban az S; és Sy pontokat 6sszekdts vizszintes sza-
kasz metszi a D korlapot, ami Lf, hv-konvexitdsa miatt ellentmondéshoz
vezet.

Az L bsszefiigg@sége egyszeriien adddik a 4.1.2 lemmabdl, hiszen

B =pry(L) x pry(L)

nem mas, mint a B, = pry(Ly) X pry(L,) téglalapok sorozatédnak hatér-
értéke a Hausdorff-tavolsagra nézve. m

4.1.3. Kévetkezmeény. Az LY és MY metrikus terek elldtva a Hausdorff-
tdavolsdggal kompaktak.
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4.1.5. Lemma. Legyen € > 0 letszdleges €s lekinisiik eqy P véges egy-
szertd tordttvonalat a sikban. Ekkor

Ao (P°) < 2le + &2m, (4.8)
ahol | jeloly o P térottvonal hosszat. Tovdbbd ha P zdrt, akkor
A2 (PF) < 2le. (4.9)

Bizonyitds: Alkalmazzunk m € N szerinti teljes indukciét, ahol m a
torottvonalat alkoto egyenes szakaszok szama. Ha P egyetlen egyenes
szakaszbol all, akkor nyilvanvald, hogy a (4.8) egyenl6tlenség egyenls-
séggel teljesiil. Tegyiik fel, hogy a (4.8) egyenl6tlenség minden legfeljebb
m egyenes szakaszt tartalmazé toréttvonal esetén teljesiil. Tekintsiink
ezutdn egy tetszéleges m + 1 egyenes szakaszt tartalmazo Py, tOrott-
vonalat, amelynek osztopontjai és végpontjai rendre P, ..., Ppy1, Pmto-
Tekintettel arra, hogy

Pm—i—l = Pm U Pm+1Pm+2

lathato, hogy a Py, kiils6 parhuzamos halmaz nem més, mint Py, va-
lamint a P41 és P42 pontokat 6sszekots egyenes szakasz kiilsé parhu-
zamos halmazanak unidja.

Ekkor a P11 koriil irt e sugaru zart korlap legfeljebb annyival jarul
hozza a Py, kiils6 parhuzamos halmaz teriiletéhez, mint amekkora te-
riiletd részt a P, és P41 illetve a P41 és P42 pontokat 6sszekots
szakaszok kiils6 parhuzamos halmazainak uniéja kétszeresen lefed beléle
(4.1.1 abra). Kovetkezeésképp

A2 (Prii) < A2 (Pr) + Xa((Prns1 Pt2)®) — €7,

ahol a P41 és P42 pontokat 0sszekotd egyenes szakasz kiilsé parhu-
zamos halmazanak mértéke

Ao (P 1Prnt2)®) = 2 - do(Prs1, Psa) + 7.
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m+1

m+2

4.3. abra.
Igy
A2 (Piy1) < X2 (Pr,) + 2 - da(Pry1, Prt2)

és az indukcios feltevés a kivant egyenlétlenséget adja
Ao (PE41) < 2le +&m

Az (4.9) egyenlétlenség a (4.8) egyenlétlenséghdl adodik ugy, hogy ki-
vonjuk a P41 és P40 = P koré irt korlapok altal 1étrejott kétszeresen
lefedett rész teriiletét. m

4.1.6. Tétel (Vincze, N. [31]). Legyen L C R? nemiires, dsszefiiggd,
kompakt hv-konvez halmaz, amelynet a B = [a, b] X [c, d] téglalap hatdrol.
Ekkor

)\2 (Le) - )\Q(L) < QkE,
ahol k =2(b—a) +2(d — ¢) a B téglalap keriilete.

Bizonyitds: Legyen r, — 0T tetsz6leges sorozat és a = xp < 11 < ... <
Tm = b, c =19y < y1 < ... < ym = d olyan felosztésok, amelyekre
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diam Bj% <1y, teljesiil. Tekintsiik tovabba a

BZL] = [.’Ei_l,l‘i] X [y]—lvy]] (7’7] = 1,27...,77’1)

téglalapokat és legyen

L,.= |J B}
B NLAD

az L halmaz minimalis lefedése a B téglalapokkal. Ekkor H(Ly, L) <
Tn, 68 igy az L, sorozat tart L-hez a Hausdorff-tavolsagra nézve. Mésfelsl
A2(Lyn) — A2(L) hiszen L C L,, C L™ Igy barmely £ > 0 esetén

A2 (LF) — Xo(L) = Ao (LF) — li_>m Xo(Ly) = li_>m (A2 (LF) — Na(Ly))
amibdl

AQ (La) - A2(L) < 7LII—>H<}O ()\2 (Li) - )\Q(Ln))

felhasznélva, hogy L C L,. Megmutatjuk, hogy L, hv-konvex.

A horizontalis konvexitast bizonyitjuk (a vertikalis konvexitas hason-
l6an igazolhato). Indirekt modon tegyiik fel, hogy léteznek olyan P (x1,y),
Py(z2,y) € L, pontok, amelyekre a P, P, szakasz tartalmaz egy @ =
(z,y) ¢ Ly, pontot. Ez azt jelenti, hogy Py és P két diszjunkt B, és
B, teglalapba esik. Az L, minimélis definici¢ja alapjan ezek a téglala-
pok tartalmaznak egy R; és egy Ry pontot az L halmazbél, de a () pontot
tartalmaz6 B, téglalap diszjunkt L-hez. Mivel L kompakt, ezért van
olyan 0 < ¢, amelyre L‘SﬁBl-;lj3 = (. A 4.1.3 lemma szerint L° Gsszefiiggs,
akércsak a belseje. Kovetkezésképp (int L)® ivszerten is Osszefiiged, te-
hat az Ry, Ry pontok 6sszekitheték egy folytonos gorbével, amely L°
belsejében halad. Ezutan az érvelés hasonléan folytathatd, mint a 4.1.4
lemma bizonyitasaban (a korlemezeket téglalapokkal helyettesitve).

Mivel
pri(Ly) x pro(Ly,) = B,

84



ezért a 4.1.3 lemma szerint L,, dsszefliged. Ugyanakkor L, hatara egy
véges egyszerd zart tordttvonal P, amelynek hossza P, éppen a B tég-
lalap keriiletével egyenls. Mivel LE \ L,, C P; igy a 4.1.5 lemma szerint

Ao (L5) — Aa(Lp) = Xa(L;, \ Ly) < Xa(Py) < 2ke

és kovetkezésképp
Ao (L) — Ao(L) < 2ke.

4.1.7. Tétel (Vincze, N. [31]). Jelolje C(B) a B = [a,b] X [c,d] tég-
lalapon értelmezett kétvdltozos folytonos fiiggvények terét elldtva a

Hfusup = sup |fr(z1,20)]
(:El,ZQ)EB

normdval. Ekkor a ®: M%” — C(B),L — fr leképezés folytonos, ahol
fr oz L halmazhoz tartozd dltaldnositott kiupszeletfiigguénynek a B tég-
lalapra vald leszikitését jelols.

Bizonyitds: Legyen (L) ./\/l%”—beli halmazok olyan sorozata, amelyre
L, — L a Hausdorff-tavolsagra nézve. Jeldlje r, az L, és L halmazok
Hausdorff-tavolsagat. Ekkor az altaldnositott kapszeletfiggvények defi-
nici6ja alapjan lathato, hogy tetszéleges z = (w1, 22) € R? pontban

Fo, (@) < fim(@) = fule) + / 21— | + 22— ol dyrdya, (4.10)
Lrn\L

ahol L™ az L halmaz r, sugari kiils¢ parhuzamos halmaza. Vilagos,
hogy L™ C B™ és L C B, tovabba barmely z € B™ \ B ésy € B
pontok esetén d; (g, y) < 2ry,. Az is nyilvanvalé, hogy B barmely két
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pontjanak di-tavolsaga legfeljebb a k = 2(b — a) + 2(d — ¢) keriilet fele,
igy tetszéleges x € B és y € L' \ L pontok esetén

di (z,y) < g + 2ry, (4.11)

Kovetkezésképp

fr. (@) < fr(z) + <l; + 2rn> (ML) = Ao(L)) <

fr(z)+ <]; - 2rn> 2kry,

adodik, felhasznalva a 4.1.6 tétel eredményét. Masfelsl

Fo(@) < fum(@) = fu (@) + / 1 — 11| + |22 — ol dyrdys.
L\ Ly

Itt az el6z6hoz hasonld becslést alkalmazva ismét a 4.1.6 tétel alapjan

fr(@) < fu(@)+ (’; ; m) CalZi) = Aa(Ln) <

k
Juaa) + (5 20 )2
Mindezek alapjin a
k
|fr(z) — fr,(2)] < 9 + 2ry | 2Ty, (4.12)
egyenl6tlenséghez jutunk, ahol a jobb oldalon all6 kifejezés az L és L,
halmazok Hausdorff-tavolsidganak egy masodfoku polinomja, amely fiig-

getlen az x € B pont valasztasatol. Tehat a fr, — fr konvergencia
egyenletes a B téglalapon, amib6] kovetkezik a tétel allitédsa. m
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4.1.4. Kovetkezmény. Jelilje L'(B) a B = [a,b] x [c,d] téglalapon
értelmezett kétvaltozds integrdlhatd figgvények terét elldtva az

Ifllr:= [ [fo(21, 22)| doidas
/

normdval. Ekkor a ®: M — LY(B), K — fx leképezés folytonos, ahol
fr a K halmazhoz tartozo dltaldnositott kiupszeletfiigguénynek a B tég-
lalapra valo lesziikitését jelols.

A fenti tétel bizonyitasa alapjan lathato, hogy a @ leképezés akkor is
folytonos, ha az /\/l}]g}’ tér helyett az E%” téren értelmezziik.

4.1.5. Kévetkezmény. Ha (L,) egy olyan nemiires, kompakt, 0ssze-
fiiggd, hv-konvex halmazokbdl dllo sorozat, amely konvergdl valamely L €
F(R?) halmazhoz a Hausdorff-tdvolsdgra nézve, akkor tetszdleges (w1, x2) €
R? pont esetén

Jim fr, (21, 22) = fr(z1,22). (4.13)

Bizonyitds: A 4.1.4 lemma szerint L szintén Osszefiiggs és hv-konvex és
igy a 4.1.7 tételt egy megfelels méretti B téglalapra alkalmazva kapjuk
az allitast. m

4.1.8. Tétel (Vincze, N. [31]). Legyen K € M™% és (L,) nemiires,
kompakt, dsszefiiggd, hv-konvexr halmazoknak eqy olyan sorozata, amely-
nek minden tagja részhalmaza a B = [a, b] X [c, d] téglalapnak. Ha fr, —
fx a C(B) vagy az L*(B) fiiggvényterek valamelyikében, akkor (L,) bdr-
mely konvergens részsorozata konvergdl egy olyan K' € /\/l}}g” halmazhoz,
amelynek koordindta-rontgenfiigguényei majdnem mindenttt megegyez-
nek K koordindta-réntgenfiiggvényeivel. Tovdbbd, ha a K halmaz eqgy-
értelmiien meghatdrozott a koordindta-rontgenfiigguényei dltal, akkor K’
legfeljebb nullmértékd halmaztdl eltekintve megegyezik K-val.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy fr, — fx a C(B) fiiggvénytérben és
tekintsiik az L,, részsorozatot, amelynek hatéarértéke K’. Ekkor

1o = ficlloo.s < I1ficr = Froy lloous + I1fzn, — fic .5,

ahol a 4.1.7 tétel szerint az els6 tag nulla, akircsak a masodik tag a
fr., — fr konvergencia miatt. Ezutdn a k — oo hataratmenetet véve

HfK’ - fKHsup =0,

ami azt jelenti, hogy tetszdleges (z1,z2) € B pont esetén fr(x1,x2) =
frr(x1,22), hiszen az altalanositott kupszeletfiiggvények folytonosak.
Kovetkezésképp K’ és K koordinata-rontgenfliggvényei majdnem min-
deniitt megegyeznek. m

A fenti allitdsok a kovetkezSképpen is megfogalmazhatok: Béarmely
K € M%” halmaz és ¢ > 0 esetén léteznek dgp > 0 és 61 > 0 valds
szamok azzal a tulajdonsaggal, hogy ha egy L € /\/l%” halmaz esetén

HfL - fKHsup < oo vagy HfL - fKH1 <

teljesiil, akkor H(L,K') < e valamely K’ € M’ halmazzal, amely-
nek koordinata-rontgenfiiggvényei majdnem mindeniitt megegyeznek K
koordinata-réntgenfiiggvényeivel.

Ez azt fejezi ki, hogy ha az fr, és fx altalanositott kipszeletfiiggvények
elég kozel vannak egymashoz egy megfeleld fiiggvénytérben, akkor az L
halmaz is kozel van ®~!(fx) halmaznak legalabb az egyik eleméhez a
Hausdorff-tavolsagra nézve.

4.2. Rekonstrukciés algoritmus

Bemenet: n € N, és X1 K, XoK, azaz a koordinata-rontgenfiiggvényei
egy K hv-konvex sikidomnak.
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Az eljards a kovetkezd 1épésekbdl all:

1. lépés: Meghatarozzuk K hatarold téglalapjat a koordinata-réntgen-
fiiggvények segitségével:

B = [a,b] x [c,d] = supp X1 K X supp Xo2K,

ami a K = cl(int K) tulajdonsig és az Osszefiiggdség miatt lehetséges.
2. lépés: Legyenek t; € [a,b] és s; € [c,d], (i = 0,...,n) egyméstol
egyenld tavolsdgokra 1évd osztdpontok ugy, hogy tg = a, t, = bés so = d,
s, = c. Tehat

b—a d—c

ti=a+1 , Ssi=d—1
n n

(1=0,...,n)

3. lépés: Tekintsiik ezutén a B]} = [tj_1,t;] % [si,8i-1] (i, =1,...,n)
téglalapokat.

4. 1épés: Jeloljiik ki ezutan az ellenérzési pontok G halmazat a kdvet-
kez&képp:

n o {gijeBK‘i,jzl,...,n},

ahol
ti1+t; si1+ 8 25 —1 2t —1
= = b— d— d— .
yy = (B sty (B a0 2t

Zij 2 2

5. lépés: Szamitsuk ki az fx altalanositott kupszeletfiiggvény értékeit az
ellenérzési pontokban a koordinata-rontgenfiiggvények segitségével (lasd
4.1.2 tétel).

b d
fK(xl,xg) :/‘Il—t’XlK(t)dt+/|Ji2—t‘XQK(t)dt
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6. lépés: Legyen H azon L € ﬂév halmazok gytijteménye, amelyek els-
allnak valamely Bj’ téglalapok uni6jakeént, tovabba eleget tesznek a

fily,) = fx(y,;) (yij < G7fl{>

feltételnek.
7. 1épés: Vilasszuk azt az L, halmazt H-bol, amelyre az

Zn: an(yZ‘j) - fK(g”)
n2

ij=1

kifejezés értéke minimaélis.

Az utolso 1épés lehetséges alternativéja:
7.% lépés: Valasszuk azt az L, halmazt H-bol, amelyre a

ggleag;(?( (an(y”) - fK(gU)> :
kifejezés értéke minimalis.
Kimenet: L,

4.2.1. A konvergencia bizonyitasa

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy az algoritmus kimeneteként kapott
L,, halmazokbol képzett (L) halmazsorozat barmely konvergens részso-
rozata egy olyan K* kompakt, dsszefiiggs, hv-konvex halmazhoz konver-
gal, amelyre fx = fi~ ésigy K* koordinata-réntgenfliggvényei majdnem
mindeniitt megegyeznek K koordinata-rontgenfiiggvényeivel a 4.1.2 té-
tel értelmében. Abban az esetben, ha K egyértelmiien meghatérozott a
rontgenfiiggvényei altal, akkor L, — K* a Hausdorff-tavolsagra nézve
és Ao(K A K*) = 0. A bizonyitast egy egyszert, de fontos észrevétellel
kezdjiik.
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4.2.1. Lemma. Bdrmely K C B = [a,b] X [¢,d] kompakt halmaz és
T,y € R? pontok esetén

[fre(@) = fre(y)] < ||z — yl|, p2(K)

Bizonyitds: Valasszuk a z = (21,22) € B pontot ugy, hogy z1 = x1
valamint zo = yo és tekintsiik az

f1:00,1] = R, s = fr(z+s(z —z))
illetve

f21[0,1] = R, t = fr(z+t(y —2))
fiiggvényeket. Ekkor

f1(s) = (22 — 22) D1 fx (z + s(z — )
és

fo(t) = (y1 — z1) Dafrc(z + t(y — 2)),

tovabba a 4.1.1 lemma szerint

sup | D1 fi(z)| = sup [Da fr(z)| = A2(K).
zeB z€B

Masfelél

fi(1) < f1(0)+(1-0)- sup fi(s), f2(1) < f2(0)+(1—0)- sup f(t)
5€]0,1] t€]0,1]

a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint. Igy tehat

fr(2) < fr(z) + |22 — 22| A2 (K),  fr(y) < fr(2) + [y1 — 21 A2 (K)
és ekkor
fr(y) < fr(@)+(lyr — 21| +]22 — 22 Xa(K) = fre(z) 4|y — 2|, Ao (K).

Ezutan x és y szerepét felcserélve hasonlé gondolatmenettel adodik az
allitas. m

91



4.2.1. Tétel (Vincze, N. [30]). Legyen K C R? egy hv-konvex sik-
idom és jelolje (Ly) az algoritmus kimeneteként kapott L, halmazokbdl
képzett halmazsorozatot. Ekkor (Ly,) barmely konvergens részsorozata eqy
olyan K* kompakt, Osszefiiggd, hv-konvex halmazhoz konvergdl, amely-
nek koordindta-rontgenfiiggvényei majdnem mindeniitt megegyeznek o K
réntgenfiiggvényeivel.

A fenti tétel gy is megfogalmazhato, hogy barmely € > 0 esetén talal-
hato n € N gy, hogy H(L,, K*) < € valamely K* C R? kompakt, dssze-
fligegd, hv-konvex halmazzal, amelynek koordinata-réntgenfiiggvényei majd-
nem mindeniitt megegyeznek a K réntgenfiiggvényeivel.

Bizonyitds: ElGszor az algoritmus 7. 1épésben szerepls célfiiggvényt ala-
pul véve végezziik el a bizonyitast. Az integralas els6 kdzépérték tételének
felhasznélaséaval

[ 1@ = fc@ldz= 3 [ 1f2.(2) - f@)ldz =
B

i,j:lB%

)\2(B> zn: ‘an@z‘j) - fK(L‘j)|

n2

ij=1
valamely z;; € B;; pontokkal. Az Y, ellenérzési pontok segitségével a
kovetkez6 egyenlGtlenséget frjuk fel:

zn: ’an(xij)n; Tr(z;;)] < zn: |fL"($ij>n_2fL”(yij)‘+

i,j=1 i,j=1

5 .

2 0 2 =

i,j=1 i,j=1
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gy a 4.2.1 lemma alapjan
Yl & 1 fea(y;,) — fi(

Qz’j”

n ii) — i " Hgi‘_fi' AL
Z |an(x])n2 fK(@])‘ S 2)\2(B) Z %4_2 J n2

ij=1 ij=1 ij=1
Itt egyrészt

k
Lij — Y, Hl = 4n %7
ahol k = 2(b—a) + 2(d — ¢) a B téglalap keriilete, masrészt L,, minima-
lizalja a masodik tagot a H-beli halmazok kdrében, ezért

2

n
|an(£ij)_fK(fz] | fr: (y fK( )’
2. 2 SYEDEEDS ,
3,j=1 B,)= 1 2,j=1
ahol
L= |J B
BENK D

a K halmaz minimalis lefedése!. Barmely Yy € G esetén

3 ()~ Tl = iz )~ P o) = [ ) de < DalLi\E),

L \K

ahol a B téglalap keriiletének fele éppen a B atmérGje az 1-norméra
nézve. A minimalis lefedések (L)) sorozata nyilvanvaléan konvergal K-
hoz a Hausdorff-tavolsagra nézve, tovabba K C L; is teljesiil, ezért a
konvergencia regularis abban az értelemben, hogy

lim Ao(L5\ K) = Tim Ao(L;) — Aa(K) = 0.

1Az L7 minimalis lefedés mindig eleme H-nak.
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Kévetkezésképp

i |an(§ij)_fK($ij)| < Xo(B) i k " i ‘fLZ(gij)_fK(gij)‘

¥ n? Land £ n? -
i,7=1 i,0=1 3,0=1
n n
k k
A2(B) E w3 +Cn E o2’
i,7=1 i,7=1

ahol a ¢, := Aa(L}) — A2(K) valos szamokbol képzett sorozat nulldhoz
tart. Végiil tehat

. | fra (i) — fre ()] .k ko
Jdm D T <e(B) lim 5ok g Jim n =0,
,)=

ami azt eredményezi, hogy

Jim [ 12,0 - (o)l dz =0,
B

Ez azt jelenti, hogy fr, konvergdl az fx altalanositott kupszeletfiigg-

vényhez az L'(B) fiiggvénytérben igy az 4llitds a 4.1.8 tétel kozvetlen

kévetkezménye.

Abban az esetben, ha az algoritmus 7.* 1épésben szerepld ceélfiigg-
vényt minimalizaljuk a bizony{tas a kévetkez6képpen alakul: Mivel az 4l-
talanositott kupszeletfiiggvény teljes R%-n értelmezett konvex fiiggvény,
ezért folytonos is és igy létezik olyan z* € B pont, amelyre

sup |, (z) — fx ()| = |fL, (") — fr(z)].

xEB

Legyen y* az z* pontot tartalmaz6 Bj: résztéglalap kézéppontja. Ekkor
a 4.2.1 lemma felhasznalasaval adodik, hogy

[fLa(2%) = fr(z7)] <
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[ frn(2™) = fLa WOl + 12, (") = fr (O + 1 Fx(y") — fr(2P)] <

2X2(B) [lz" = y* |l + |z, (") — fr(y")l.
Mivel y* része az ellen6rzési pontok halmazanak, ezért

e (e) = Fe@)] < XaB)S + sup (71, ) ~ Frely )l

yEG

Végiil az L} miniméalis lefedés segitségével az el6z6 részhez hasonléan
fejezhets be a bizonyitas:

[frn(27) = fre(2")] < Aa(B )k+ sup [ fr; (y,;) = fre(y;)l <

Yy E€G

S k k
AQ(B)E + 5)\2@; \K) = )\2(3); +5en

A hataratmenetet véve adodik, hogy
lim SuplfL (z) - fr(z)| =
z€B

n—o0

A konvergencia sebességének megallapitasahoz a ¢, = Aa(L)) — A2 (K)
valos szamsorozatot kell vizsgalnunk. Ha 7, jeloli a By résztéglalapok
(koz0s) atmeérgjét az n-edik lépésben, akkor nyilvanvaléan

Cp = )\Q(L:;) — )\Q(K) < )\Q(KT") — )\Q(K)

Itt
d
T'n = —,
n
a B hatarolo téglalap d atmeérsjével. Igy a 4.1.6 tétel szerint

d
cn < )\Q(Kr") — )\Q(K) < Qkﬁ’

ahol k =2(b—a) +2(d — ¢) a B téglalap keriilete.
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4.2.2. Linearizalas és egészértékii programozas

Legyen a tovabbiakban n € N rogzitett. Az algoritmus 7. lépésében
lénygében a kiévetkez§ feladatot kell megoldani:

Min: Z <fL(y@'j) - fK(yij)) '

Y,;€CGk
ahol L € H.

A K halmaz koordinata-rontgenfiiggvényei adottak, és ezért az fx fligg-
vény értékei is, igy
Z fK(ng) =: Cy.

Y;;€C0K

egy rogzitett konstans, ami miatt a fenti programozési feladat redukal-
hato:

Min: Z fr (gij),

¥,;,€Gk
ahol L eH.
Rogzitett L € H halmaz esetén definialhatjuk az
- { 1 ha ’B,?l/c L
0 egyébként

véaltozokat. Ezek segitségével

n

fo="> aufsp

k=1

és vilagos, hogy

> fily,;) = >y wufy (y,;) = T Iy ()

gijEG’;{ gi],GG?{ k,l=1 k,l=1 y. . €G%

3
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Itt tetszGleges k,l € {1,...,n} indexek esetén az
Z Iy, (Qij) =: P

Y;;€C%

valés szdmok értékei szintén rogzitettek. Kovetkezésképp a megoldando
programozéasi feladat

n
Min: Z Tri1Fr,
k=1

ahol L =|J{Bp|zm =1} € .

4.2.1. Definici6. Egy A = (ai;) € M(n) négyzetes mdtrizot interval-
lum matrixnak neveziink, ha minden eleme 0 vagy 1, tovdbbd minden
i € {1,...,n} sorindex esetén az i-edik sor minden eleme 0, vagy létez-
nek j1,j2 € {1,...,n}, j1 < jo indexek, amelyekkel

Qi = 1 ha’jléjéj%
Y 0 egyébként.

Egy A = (a;5) € M(n) négyzetes mdtrizot duplan intervallum matrixnak
neveziink, ha intervallummdiriz és a transzpondltja is intervallummdiriz.

Kénnyen lathato, hogy egy A = (a;;) € M(n) 0 — 1-méatrix pontosan
akkor duplan intervallum matrix, ha valahényszor ay; = 0, akkor igaz az
alabbi két tulajdonsag:

1. ajy =0 minden ¢ € {1,...,k}, vagy minden i € {k,...,n} esetén,
2. a; = 0 minden j € {1,...,l}, vagy minden j € {[,...,n} esetén.

Vilagos, hogy a fenti két tulajdonsig a kdvetkezSképpen is megfogal-
mazhato:
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i=1 i=k
2.
l n
Hlfakj + ][ = ary) =1
j=1 j=l

[gy adodik, hogy egy A = (a;;) € M(n) 0 — 1-métrix pontosan akkor

duplan intervallum métrix, ha tetszéleges k, [ € {1,...,n} indexek esetén
l n k n
[T = ar) + T] = axy) (Hu —aq)+ [J1 - aﬂ)> >1— ay.
j=1 j=l i=1 i=k

Vegyiik észre, hogy a ap; = 1 esetén a fenti egyenl&tlenség mindkét ol-
dalan 0 szerepel.

4.2.2. Tétel. Az L=/ {B,?l‘xkl = 1} kompakt halmaz pontosan akkor
eleme a ‘H halmaznak, ha o kévetkezd egyenldtienségek teljesiilnek:

n n
d =1 D wim =1, (4.14)
i=1 i=1
l n k n
[T = 2e) + ] — 2y) (H(l —zq) + [ (1 l‘il)) > 1 — ap,
j=1 j=l i=1 i=k
(4.15)
(k,l=1,...,n)
n—1
Zfﬁkg 1Tk+15 + Zl’k]fﬂkﬂg + kaj—i-lxk—‘rl] > 1, (4.16)
Jj=2 j=1 j=1
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n

> aufsp, (y,;) = Ix(y,;) (y,; € Gk): (4.17)
k=1

Bizonyitds: Az x;; (i,j = 1,...,n) valtozok segitségével képezhetjiik
az A = (x;;) matrixot. Tegyiik fel el6szor, hogy L € H. Mivel L Gssze-
fiiggs és hatarolo téglalapja megegyezik a B téglalappal, ezért A minden
sora és oszlopa tartalmaz legalabb egy l-est. A (4.14) egyenlétlenségek
bal oldalan az elsé illetve az utolsd oszlopban 1év§ elemek Gsszege sze-
repel, igy ezek az egyenlGtlenségek nyilvanvaléan fenn allnak. Tovabba
a hv-konvexitas miatt az A matrix duplan intervallum maéatrix, ezért ko-
rabbi észrevételiink szerint a (4.15) egyenlétlenségek is teljesiilnek. Te-
kintsiik ezutan az A méatrix tetsz6leges k-adik sorat (k € {1,...,n — 1}).
Az L Gsszefiiggfsége miatt a kovetkezs sornak tartalmaznia kell egy
olyan xp11; = 1 elemet, amellyel egyiitt az xj;_1, Tg; és xgj41 val-
tozok legalabb egyike 1. Igy a (4.16) egyenl6tlenségek mindegyikének
bal oldalan a szerepls Gsszeadanddk koziil legalabb egy értéke 1 és eb-
b6l adoddan teljesiilnek ezek az egyenl6tlenségek. Végiil vegyiik észre,
hogy a (4.17) egyenlétlenségek mindegyike kozvetlen kiovetkezménye az
fL(gZ.j) > fK(Qij) egyenl6tlenségeknek, ahol Y, € G%.

Tegyiik most fel, hogy a (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) egyenl6tlenségek
mindegyike teljesiil. Korabbi észrevételiink szerint a (4.15) egyenl6tlen-
ségek miatt A egy duplan intervallum méatrix. Masrészt (4.16) miatt az
els6 kivételével a matrix tetsz6leges k € {1,...,n — 1} esetén a k+1-edik
sora tartalmaz egy xjy1; = 1 elemet (maskiilénben az egyenl6tlenségek
valamelyikének bal oldaldn 0 szerepelne). Tovabbé az ezt megeléz6 k-
adik sorban az xy;_1, Tkj és wp ;41 elemek koziil legalabb az egyik 1.
Ez azt eredményezi, hogy a k + 1-edik sorban szerepld els6 1-es oszlop-
indexe nem lehet legalabb kettével nagyobb, mint a k-adik sor utolsé
1-esének oszlopindexe. Ugyanigy a k + 1-edik sorban szerepld utolso 1-es

99



oszlopindexe nem lehet legalabb kettével kisebb, mint a k-adik sor elsd
1-esének oszlopindexe. Tehat az L halmaz Gsszefiiggs kell, hogy legyen,
tovabba az A halmaz els6 sora is tartalmaz 0-t6] kiilonboz6 elemet. Igy
az Osszefliggiséggel egyiitt abbdl, hogy A duplan intervallum matrix, az
L hv-konvexitasara kovetkeztethetiink. A (4.14) egyenl6tlenségek mutat-
jék, hogy A els§ és utolso oszlopa is tartalmaz 0-t6l kiilonbozd elemet,
ami azzal egylitt, hogy minden sorra is igaz ez a kijelentés azt jelenti,
hogy az L halmaz hatéarolo téglalapja B. Végiil lathato, hogy az (4.17)
egyenl6tlenségek miatt fL(Qij) > fK(yZ.j) teljesiil minden Y, € G ese-
tén. m

A 4.2.2 tétel értelmében a kivetkezs programozési feladatot fogalmaz-
hatjuk meg:

n
Min: Z Tr1Fr,
k=1
ahol zy; € {0,1} (k,l =1,...,n) és teljesiilnek a (4.14), (4.15), (4.16),
(4.17) egyenl&telenségek.

Itt 6sszesen n? valtozo, n? +2 linearis és n? +n — 1 nem linearis egyen-
16tlenség szerepel. Ez egy 0-1 valtozos polinomialis feltételekkel adott
programozasi feladat, amely feladattipus megoldaséra szamos mddszer
létezik a szakirodalomban (lasd [23] 11. és 12. fejezet). Egyike ezen mod-
szereknek egy linearizdlasi eljaras, amelyet a kovetkez§ észrevétel tesz
lehet6vé, ha a célfiiggvény lineéris.

4.2.3. Tétel (Li, Sun|23]). Legyen adott a kivetkezd polinomidlis egyen-
[0ség

(i.4)€S
ahol z;; € {0,1} (i, =1,...,n), S C {(z’,j) i,j = 1,...,n} és riyj €
NT, r = Z(ij)eS rij. Ekkor a (4.18) egyenldség pontosan akkor teljesii,
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ha igazak a

Z rijxij—ygr—l,
(i.9)€s
— Z TijTi5 + 1Y <0.
(i,5)€S

linedris eqyenldtlenségek.

Lehet&ségiink van tehat a polinomidlis egyenlétlenségekben minden
egyes monomot egy 1j valtozdval helyettesiteni kettd linearis egyenldt-
lenség hozzdadasaval. A modszer hatranya azonban az, hogy a paron-
ként kiilénb6z6 monomok szama igen nagy lehet. Lathat6 példaul, hogy
a (4.15) egyenl6tlenségek bal oldalan a zardjeleket felbontva szamtalan
monom jelenik meg. Kz azonban szerencsére konnyen kikiiszobolhets, ha
bevezetjiik az 4j

Zij = 1-— Tij

valtozokat. Ekkor az (4.14) és (4.17) egyenl6tlenségek a kovetkezs alakot
oltik:

n n
n—> z1>1 n—> zin>1, (4.19)
i=1 =1

n

) - Z Zklkaz (yw) > fK(gZJ) (yw € G?()v (4'20)

fBK (glj
k=1

Ugyanakkor (4.15) és (4.16) uj alakja

l n l
24l

k n n n
ai+ [ [z [T e+ 1] 20 [L 2wi + T 2 [ L 205 = 200 (4:20)
=k =1 =1 =l i=k =l

i=1  j=1 i=k
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n n n—1
(3n—=2)=) " (zkj1 + 2rp17) =Y (2hy + 2k415) =D (Bhj1 + 2h15) +
j=2 j=1 j=1
n n n—1
Shj1Zhi1s + D ZkiZhals D Zkje1zkar; > 1o (4.22)

J=1 J=1

<
Il

(k=1,...,n—1)

A célfiiggvény az tjonnan bevezetett valtozokkal:

n n n
Z (1 - Zkl)Fkl = Z Fkl — Z Zlekl- (4.23)

k=1 k=1 k=1
Ezen célfiiggvény minimumhelyének megkeresése ekvivalens a
n
Z 2 F -

k=1

célfiiggvény maximumhelyének megtalalasaval.
A linearizalashoz sziikséges 1j valtozokkal irjuk &t a (4.21) egyenl6t-
lenségeket a kovetezSképp:

upg + Ui + Uiy + Uy > 2w (k1=1,...,n), (4.24)

ahol u’k‘l a (4.21) bal oldalan szerepl$ h-adik Gsszeadandonak felel meg,
h € {1,...,4}. Ezutén a hozzdadjuk az egyenlStlenség rendszerhez a
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kovetkezs linearis egyenlGtlenségeket a 4.2.3 tételnek megfelelGen:

s+ my—uy <k+l-1 (kil=1,...,n), (4.25a)
n l
Sz my—uwh <n—k+l (ki=1,...,n), (4.25b)
i=k j=1
k n
SoautY my—ufy <ntk—1 (ki=1,...,n), (4.25¢)

STz 4> my—uh <2m—k—1+1 (ki=1,...,n), (4.25d)

—sz—zz,ﬂ (k+Duk, <0 (k,1=1,...,n), (4.26a)

—Zziz—zzkj—i—(n—k—kl—kl)u%l§O (k,1=1,...,n), (4.26b)
k n

—Zzﬂ—szjJr(nJrk—lH)ui,go (k,1=1,...,n), (4.26¢)

—sz—Z% @n—k—1+2ud <0 (k1=1,...,n). (4.26d)
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2 2 o 1 o 2 4
A (4.22) egyenl6tlenségekben a zj ;124415 = Vkjs ZhjZht1j = Ujj, €8
2 jp12k415 = v,%jhelyettesitést elvégezve:

n n n—1
(3n=2)=  (zhj-1+ 2e415) =Y (3h5 + 2e415) = (g1 + 26115) +
j=2 j=1 j=1

n n—1

n
D vk Y R Y v =1 (4.27)
=2 J j=1

=1
(k=1,...,n—1)
Végiil a 4.2.3 tételnek megfelels egyenlGtelenségeket hozzaadjuk az egyen-
16tlenség rendszerhez:
ij,1—|—2k+1]—vi]§1 (]7k:1a7na]7é17k7én)a (4283)
Zk]+Zk+1]_'U]%]§1 (]>k:117nak?£n)7 (428b)
ij+1—|—zk+1j—1)]%j§1 (j,k:zl,...,n—l), (4.28C)

*Zk]_1*2k+1]+2’0]1,]§0 (]7k:1aan’]#1’k7§n)7 (4298“)
—ij—Zk+1j+2'Uzj <0 (J,k=1,....,n;k #n), (4.29b)
—Zkj41 — 21+ 200 <0 (Gk=1,...,n—1). (4.29¢)
4.2.4. Tétel (Vincze, N. [30]). A rekonstrukcids algoritmus 7. lépé-

sében szerepld programozdsi feladat ekvivalens a kévetkezd egészértéki
linedris programozdsi feladattal:

n
Maz: > zF (4.30)
k=1
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ahol

e {01} (ki=1,....n),
uf € {01} (ki=1,...,n),(i=1,...,4),
o, €401} (Gk=1,...,n55 # Lk #n),
vi; €40,1} (L k=1,...,nk #n),

vl e{0,1} (k=1,...,n-1),

és teljestilnek a (4.19), (4.20), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29)
eqyenldtlenségek.

Itt Gsszesen n? + 4n? + (n — 1)(3n — 2) = 8n? — 5n + 2 valtozd és
24+ n24+n?2+8n24n—-1+2n—1)(3n—2) = 16n? — 9n + 5 linea-
ris egyenlGtlenség szerepel. A lineéaris programozési feladatok megoldasa
soran legtobbszor csupén egyetlen optimadlis megoldast keresiink meg.
Itt azonban lehetGség van az Gsszes optimaélis megoldés megkeresésére a
kovetkez6 modszer segitségével: ha a z7; (i,j =1,...,n) 0-1 értékd val-
tozdk egy optimalis megoldasat adjak a fenti problémanak, akkor legyen
I azon (ij) indexparok halmaza, amelyre 2;; = 1 és legyen J azon (ij)
indexparok halmaza, amelyre z;; = 0. Ezutan adjuk hozza az egyenl6t-
lenségrendszerhez a

Zzij— Z Zij§|f‘—1

(ig)el (ig)ed

egyenldtlenséget, ahol |I| az I halmaz elemszamat jeloli. A z7; valtozok
nem tesznek eleget ennek az egyenlGtlenségnek, azonban ezen valtozok
barmelyikét megvaltoztatva mar teljesiil az egyenlStlenség. Igy az ere-
deti egyenl6tlenség-rendszernek eleget tevé megoldasok koérébdl ki tud-
juk zarni pontosan az altalunk talalt egy megoldést. Ezutan megoldva
az 1j programozasi feladatot, ha a célfiiggvény értéke valtozatlan, akkor
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egy Gjabb megoldast talaltunk, amit ismét egy 1j egyenlStlenség hozzé-
adéasaval kizarhatunk. Ezt addig folytatjuk, amig a célfiiggvény értéke
megvaltozik, ekkor ugyanis mar az eredeti programozasi feladatnak egy
nem optimalis megoldasat taldljuk és a kordbban megtaldlt optimalis
megoldasokon kiviil, mar nincs tjabb.

Végiil két példat szeretnénk mutatni az algoritmus altal adott eredmé-
nyekre. Sajnos az egészértékd programozési feladatokat altaldban nem
lehet hatékonyan megoldani, ezért csak alacsony felbontas mellett sike-
rillt az algoritmust kiprobalni. Lehetdség van azonban az alacsony fel-
bontéasra kapott optimélis megoldasbél kiindulva egyszerti mohé algorit-
mussal nagyobb elbontast megoldasokat keresni.

4.2.1. Példa. Legyen K az a halmaz, amelyet feliilrél az

)2—(x—1)2, ha x € [1,%],

7—3\/(
21,7 R, r) = :
fii [L7 =R, fi(z) )2_@_7)27 ha z €]3,7],

T3l

N[O | N

alulrél pedig a

143 \/(%) (x —1)2, haxe[l,%],
14+ 23/(8)° - @-72 hace]%7],

fliggvények hatarolnak, azaz

[1 7]—>R 91

K={(z,9) eR*1<z <7, gi(x) <y < fi(a)}.

Ekkor
fit) —g1(t), hatell,7],
0, egyébként.

fa(t) —g2(t), hatell,T7],
0, egyébkeént,
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ahol

f21 [1,7] — R, fg(ﬂ?) =

(%)2—(36—1)2, ha x € [1,%],
15

(T)z—(m—ﬂ?, haze]%,?],

1+23y/(3)" - (@-12 haze[l, Y],
g (L7 S B, go(a) = 4T3V ) T U e e L4
L+3(D° ~@-7%  baze]R.7].

Ezek felhasznélasaval az algoritmus a 4.4. 4bran balra lathat6 kimenetet
adja n = 6 felbontas mellett (pirossal). Moho algoritmus segitségével ezt
tovabb finomitva n = 48 felbontéastra a végeredmény a 4.4. 4bran jobbra
lathato (pirossal).

4.2.2. Példa. Tekintsik a

D::conv{(OJD,<2,§>,(2ﬂﬂ,<0,§>}

paralelogrammat és tetsz6leges n € N illetve k € {O, 1,...,3"7 1 — 1}
esetén legyenek

Topg =conv{Py, 1, Por2, Porst, Tnko=conv{P,ia Pyks Prke},

ahol
23k + 1) 4(3k + 1) 2(3k +2) 4(3k +2)
Pn,k,l = 3n ) 3n+1 ) n,k,2 = 3n ’ 3n+1 )
_(2Bk+1) 4BK+2)Y L (23k+1) 2 4B+
n,k,3 — 3n ) 3n+1 ) n,k,4 — 3n y 3 3n+1 )

4@k+m>’ Rm£=<%%HQ) 4@k+U>.

24
3n ) 3 3n+1

2(3k +2) 2
P":k:5 = ( 3n ’ g + 3n+l
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Képezziik a kovetkezd halmazt

00 3m71_1

K=cl|D)\ U U Tk Ul k2 )
n=1 k=0

amelyet a 4.5. dbran lathatunk. A koordinata-rontgenfiiggvényeket a 4.6.
abra szemlélteti. Ezeket, mint bemeneti adatokat felhaszndlva az algo-
ritmus n = 6 felbontas mellett a 4.7. lathato megoldast adja (pirossal).

Lathato6, hogy mindkét példa esetén problémat okoz a K halmazhoz
tartozo altalanositott kupszeletfiiggvény értékeinek meghatarozasa az el-
lendrzési pontokban (ez az algoritmus 5. lépése). Az els§ példa esetén
elliptikus integralok 1épnek fel, mig a masodik példa esetén mar a rént-
genfiiggvény értékeinek a megadésa is nehéz feladat. Valojaban ebben
az esetben nem is varhatjuk el, hogy a koordinata-rontgenfiiggvények
valamilyen egyszeri képlettel megadhatok legyenek, hanem csupéan arra
szamithatunk, hogy a réntgenfiiggvény értékek allnak rendelkezésiinkre
egy kell6en stird halmazon. Az is konnyen lathato, hogy az elliptikus
integralok kozelité értékét dgy is kiszamithatjuk, hogy bizonyos véges
szamud alappontban meghatarozzuk az integralandé fiiggvény értékeit,
majd ezen pontok kézott konstansnak tekintve a fiiggvényt végezziik az
integralast, és végiil az alappontok szamanak névelésével stritjiik a fel-
osztast. Szerencsére a [32] dolgozatban sikeresen bizonyitottuk, hogy a
koordinata-réntgenfiiggvények véges sok alappontban vett mérési ada-
taibol megfelel§ moédon képzett fiktiv rontgenfiiggvényeket felirva az al-
goritmus kimeneteként kapott halmazsorozathoz tartozé kupszeletfiigg-
vények konvergalnak a K kupszeletfiiggvényéhez, amennyiben az alap-
pontokat egyre stritjiik. S6t bizonyitésra keriilt, hogy a sztochasztikus
konvergencia is fennall, amennyiben a mérési adatok véletlen hibaval
terheltek.
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0s

4.4. abra.

4.5. dbra.
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4.6. abra.

4.7. abra.

110



Osszefoglalas

Altalanositott kupszeleten az N - dimenziés valés koordinatatér olyan
alakzatat értjlik, melynek pontjaira egy rogzitett K halmaz pontjaitél
mért atlagos tavolsag ugyanakkora. A K halmaz elemeit nevezziik fo-
kuszoknak. A fokuszok nem feltétlenill véges szamossagn ponthalmazt
alkotnak, mint ahogy a tavolsdgmérés sordn sem feltétleniil az euklideszi
tavolsag jatszik szerepet. Mindezeken tul az atlagolasi eljarasra vonat-
kozdan is kiilonboz6képpen jarhatunk el: stlyozott (de véges) tsszegek,
integral stb. Ebbe a koncepciéba a szakirodalomban fellelhetd altalano-
sitasok tobbsége beilleszthetd, mint példaul a multifokalis ellipszisek.

A disszertaciéban az altalanositott kupszeletek egy differencidlgeomet-
riai és egy tomografiai alkalmazasat mutatjuk be. A differencidlgeo-
metriai alkalmazashoz a fokuszhalmazt sokasagstruktaraval ruhdzzuk
fel és az altalanositott kupszeletek a kovetkezSképp definialjuk.

1. Definici6. Legyen T' € RN olyan korldtos, irdnyithato részsokasdg,
amelyre Vol ' < 0o az indukdlt Riemann-térfogatra nézve. Ekkor a I'-hoz
tartozo altalanositott kiapszeletfiiggvényen az

Fr(z) : !

_ N
= op [P e dr (zeRY)

r

leképezést értjik. Tovdbbd az

{z e RY|Fp(z) = ¢, c € RT}
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alaki halmazokat altalanositott kupszeleteknek nevezziik, amelynek
fokuszhalmaza T'.

A Finsler-geometridban az alapsokasdgon adott goérbék ivhosszat a
szokasos integralformula segitségével mérjiik, csakhogy az érintévektorok
hossza nem csupén a hely, hanem az irdny fiiggvénye is. A Finsler-sokasag
altalanositott Berwald-sokasagga valik, ha megadhato egy lineéris konne-
xi6 az alapsokasigon tgy, hogy az altala indukalt parhuzamos eltoldsok
megbrzik az érintGvektorok Finsler-féle hosszat. Ha a linedris konnexio
torziobmentes, akkor a klasszikus Berwald-sokasagokat kapjuk. Ezek osz-
talyozasaval Szabo Zoltan [38] munkaja foglalkozik. Az osztalyozasi tétel-
hez vezets eredmények egyike, hogy a Berwald-terek kitiintetett (linea-
ris) konnexioja Riemann-metrizalhato, azaz megadhato olyan Rimeann-
féle metrikus tenzor az alapsokasagon, melynek Lévi-Civita konnexidja
egybeesik a Berwald-tér kanonikus konnexi6javal.

A probléma megforditasa a kovetkezs: tekintsiink egy Riemann-soka-
sagot és egy a sokasagon adott metrikus (nem feltétleniil torziomentes)
V linearis konnexiét. Milyen feltételek mellett garantalhat6é olyan nem
Riemann &altaldnositott Berwald-sokasag létezése, melynek (egyik) kitiin-
tetett konnexidja éppen V7 A kérdésre a vélasz az, hogy amennyiben a
sokasig egy adott p € M pontjidban vett euklideszi egységvektornak
a holon6miacsoportra nézve vett palyaja nem strd az (euklideszi) egy-
séggdmbon, akkor a konnexié szigori értelemben Berwald-metrizalhato,
azaz konstrualhaté olyan nem Riemann altalanositott Berwald-sokasag,
hogy a V &ltal indukalt parhuzamos eltolasok megérzik az érintévektorok
Finsler-féle hosszat. Szab6 Zoltan otletét atvéve, a feladat egy az origot
a belsejében tartalmazé konvex test (egységgémbtest) konstrukcidja a
pont f6létti érintétérben, mely a holonémiacsoporttal szemben invarians
és a hatara nem kvadratikus sima hiperfeliilet. Ezt a testet parhuzamos
eltolassal juttathatjuk el az (Osszefiiggs) sokasag barmely pontjaba. Az
1j egységgombsereggel ellatva pedig a sokasig altaldnositott Berwald-
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sokasagga valik.

Tekintsiik tehat az RY euklideszi koordinatatér linearis izometriacso-
portjanak egy G részcsoportjat. Tegyiik fel, hogy valamely euklideszi
egységvektor G csoportra nézve vett péalyaja nem sird az (euklideszi)
egységgombon. A c¢él olyan nem euklideszi Minkowski-funkciondl meg-
adasa a vektortéren, melyre nézve G elemei még izometridk maradnak.
A Minkowski-funkcionélokkal szemben megkovetelt pozitiv homogeni-
tasi tulajdonsigra tekintettel elegendd egy olyan G-invaridns, az origdt
a belsejében tartalmazo6 konvex testet konstrualni, melynek hatara nem
kvadratikus, sima hiperfeliilet. A konstrudalt test, mint egységgdémb, ép-
pen a kivant metrikus strukturat szarmaztatja. A {6 eredmény az, hogy
az invarians test mindig megadhaté altalanositott kipszeletként.

A G csoport reducibilitasa szerint két esetet kiilonboztetiink meg. Re-
ducibilis csoport esetén tekinthetjiik az

S1 CSyC...C Sy_o

gombok valamelyikét, mint a G elemeire nézve invaridns halmazt (a cso-
port reducibilitasanak megfelelGen).
1. Tétel (Vincze, N. [28]). Az Fg, (z) = % egyenlettel definidlt
dltaldnositott kupszelet nem ellipszoid, ahol
21+2 )
l)i=——— §és l:=k—1.
‘D= gy
Kowvetkezésképp olyan nem euklideszi Minkowski-funkciondalt indukdl, amely-
nek linedris izometria csoportja tartalmazza G-t.

Ha a G csoport irreducibilis, akkor tekintsiik egy z € Sy_1 pont I',
orbitjat. Egy megfelel§en valasztott ¢ € R konstanssal és g: R — R
szigorian monoton névekvd, konvex fliggvénnyel a kovetkezs tételt fo-
galmazhatjuk meg:
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2. Tétel (Vincze, N. [28]). Ha G olyan zdrt, irreducibilis részcsoportja
az ortogondlis csoportnak, amely nem tranzitiv az eqységgombon, akkor
a

/ d(z,vy)dy=c és / g(d(z,v))dy=c

convI'y conv Iy

hiperfeliiletek legaldbb egyike olyan nem euklideszi Minkowski-funkciondlt
mdukdl, amelynek linedris izometria csoportja tartalmazza G-t.

Ezen két tétel segitségével a fent leirt gondolatmenet alapjan a kovet-
kez6t fogalmazhatjuk meg:

3. Tétel (Vincze, N. [28]). Legyen M egy dsszefiiggd Riemann-sokasdg.
Ha egy metrikus (de nem feltétleniil torziomentes) V linedris konnezid
holonomia csoportjanak lezdrtjo nem tranzitiv az érintdterek egységgomb-
jein, akkor ¥V (szigori értelemben) Berwald-metrizdlhats dltaldnositott
kupszeletek segitségével.

Ha az euklideszi tavolsag helyett az un. taxicab/Manhattan normabol
szarmazo tavolsagfiggvényt hasznaljuk, akkor az atlagos tavolsdgot mérd
fiiggvenynek és szinthalmazainak (az altalanositott kupszeleteknek) a
geometriai tomografiAban vehetjiik hasznat.

2. Definicié. A K C RN kompakt halmazhoz tartozé altalanositott
kupszeletfiiggvényen az

fi: RY SR,z fi(z) :Z/dl(x,y)dy
K

leképezést értyiik.
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A geometriai tomografia célja, hogy informaciot szerezziink olyan geo-
metriai alakzatokrol, amelyeknek csak metszeteit vagy vetiileteit (eset-
leg mindkettGt) ismerjiik. A geometriai sz6 itt arra utal, hogy a vizsgalt
objektum homogénnek tekinthetd, ezért nem egy stirtiségfiiggvényt kell
visszaallitanunk, hanem csak az alakzat formaja érdekel benniinket. A
(parhuzamos) rontgenfiiggvények olyan valds fiiggvények, amelyek RN
egy korlatos, mérhets részhalmazanak egy rogzitett N — 1-dimenzids
altérrel valé metszeteinek mértékét szolgéltatja.

3. Definicié. Legyen E C RN (N > 2) egy korldtos, mérheté halmaz
tovdbbd H eqy N — 1 dimenzids altér RN -ben, amelynek egy ortonormdlt
bazisa (yl, e ,QNfl). Ekkor az E halmaznak a H altérrel parhuzamos
rontgenfiliggvényének nevezziik az

XyE:R—R t— M\ (lw+H)NE)

leképezést, ahol (yl, .. ,QN_l,w) ugyanolyan irdnyitdsi ortonormdlt bd-
zisa RN -nek, mint az (eq,...,ex) kanonikus bdzis.

Azet,..., gﬁ alterekkel parhuzamos rontgenfiiggvényeket koordinéta-
rontgenfiiggvényeknek nevezziik és a kdvetkezé modon jeldljiik:

XiK=X,K, (i=1,...,N).

Ha N = 2, akkor barmely N — 1-dimenzi6és altér ortonormalt béazisa
egyetlen v egységvektorbol all, igy ebben az esetben v-irdnyd rontgen-
fiiggvényrsl beszélhetiink.

A rontgenfiiggvényekhez kapcsolédo rekonstrukeios feladat az, hogy
taldljuk meg az RV tér egy kompakt részhalmazat, amelynek csak né-
hany irdnyban vett rontgenfiiggvénye adott. Mivel ez a probléma gyak-
ran nehéznek bizonyul, ezért legtébbszor az is elegendd, ha tudunk mu-
tatni egy olyan halmazsorozatot, amely a rekonstruilandé halmazhoz
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konvergél valamilyen metrikiara nézve (ez a metrika altalaban a kom-
pakt halmazok Hausdorff-téavolsédga). A probléma nehézsége (to6bbek ko-
z6tt) abban all, hogy egy kompakt halmaz rontgenfiiggvényei altalaban
nem folytonosak, s6t a szakadasi helyek halmaza lehet megszamlalha-
toan végtelen, strd részhalmaza a valos szdmoknak. A szakirodalomban
ezért gyakran egy specidlisabb halmazosztaly tagjainak rekonstrukciojat
vizsgaljak, mint példaul a konvex halmazok osztélya.

A kovetkez6 tétel szerint barmely RY-beli kompakt halmaz koordinata-
rontgenfiiggvényei helyettesithet6k az altalanositott kupszeletfiiggvény-
nyel, amely a teljes RY téren értelmezett konvex (és ezért folytonos)
fliggvény.

4. Tétel (Vincze, N. [29]). Tetszileges K, K* C RN kompakt halma-
zok esetén pontosan akkor teljesil fx = fi+, ha mindeni € {1,2,...,n}
esetén X; K = X; K* majdnem mindeniitt.

Ez a tétel lehet&séget ad szamunkra, hogy a sikbeli konvex halmazok-
nal valamivel dltalanosabb hv-konvex (horizontalisan és vertikalisan kon-
vex) halmazok rekonstrukcidjara. Ehhez elGszor egy lokalizacios tételre
van sziikségiink, amely konvergens halmazsorozatok esetén az &ltalano-
sitott kupszeletfiiggvények konvergenciajat biztositja.

Tetszéleges B = [a,b] x [c,d] téglalap esetén legyen MY mindazon
sikbeli, nemiires, 6sszefiiggs, kompakt, hv-konvex halmazok Osszessége,
amelyek hatarolo téglalapjat tartalmazza B. Jelolje C(B) a B = [a, b] X
[c,d] téglalapon értelmezett kétvaltozos folytonos fiiggvények terét el-
latva a

Hstup = sup |fr(z1,22)]
(z1,z2)€B
norméval.

5. Tétel (Vincze, N. [31]). A &: M¥ — CO(B),L + f leképezés
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folytonos, ahol fr, az L halmazhoz tartozd dltaldnositott kipszeletfiigg-
vénynek a B téglalapra vald leszikitését jeloli.

Ennek kozvetlen kévetkezménye a kovetkezd tétel.

6. Tétel (Vincze, N. [31]). Ha K € M és (L,) C M™% olyan hal-
mazsorozat, amelyre fr. — frx a C(B) figgvénytérben, akkor (Ly) bdr-
mely konvergens részsorozata konvergdl eqy olyan K' € M%“ halmazhoz
(a Hausdorff-tdvolsdgra nézve), amelynek koordindta-rontgenfiggvénye-
© majdnem mindentitt megegyeznek K koordindta-réntgenfiiggvényeivel.
Tovabbd, ha o K halmaz egyértelmiien meghatdrozott a koordindta-ront-
genfiigguényei dltal, akkor K' legfeljebb nullmértéki halmaztdl eltekintve
megegyezik K-val.

A fenti tétel segitségével egy elméleti algoritmus adhato egy M™% -beli
halmaz rekonstrualasara a koordinata-rontgenfiiggvényei alapjan. Ez az
algoritmus viszont megfogalmazhaté egy egészértékd linearis programo-
zéasi feladatkeént, amely megoldasara szdmos modszer alkalmazhato. [30]
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Summary

Generalized conics are the level sets of functions measuring the average
distance from a given set of points K in the Euclidean coordinate space
RY . Elements of the set K are called foci. The set K is not necessarily
finite and the distance may also be different from the Euclidean distance.
Moreover we can choose different types of averaging processes like taking
finite weighted sums or integration. Most generalizations of conics found
in the literature (e.g. polyellipses) fit into this concept.

Applications of generalized conics in differential geometry and geomet-
ric tomography are presented in this PhD dissertation. For the applica-
tion in differential geometry we consider the set of foci as manifolds
and generalized conics are defined as follows.

Definition 1 Let T be a bounded orientable submanifold in RN such
that vol I' < oo with respect to the induced Riemannian volume form d~y.
The generalized conic function corresponding to I' is the mapping

1
Fr(e):= 3o
N

v d(z,y)dy  (zeRY).

Hypersurfaces of the form
{z e RY|Fr(z) = ¢, ce R}

are called generalized conics with foci v € I
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In Finsler geometry arc length of curves in the base manifold is mea-
sured via line integrals where the length of tangent vectors doesn’t de-
pend only on position but on the direction also. A Finslerian manifold
is a generalized Berwlad manifold if there is a linear connection on the
base manifold such that parallel transport induced by the connection
preserve the Finslerian length of tangent vectors. If this linear connec-
tion is torsion free, then we have (classical) Berwald manifold. Classifi-
cation of Berwald manifolds is due to Zoltan Szabé [38]. One of the most
important tools used for the classification is the fact that the Berwald
connection of a Berwald manifold is Riemann-metrizable, i.e. there is a
Riemannian metric on the manifold the Lévi-Civita connection is the
Berwald connection.

The converse of this problem is the following: let M be a Riemannian
manifold and let V be a metrical (but not necessarily torsion free) linear
connection on M. Under what conditions is there a non-Riemannian
Finsler structure, such that the Berwald connection is V7 The answer:
if the orbit of a unit tangent vector in the point p € M with respect to
the holonomy group is not dense in the (Euclidean) unit sphere, the the
connections is strictly Berwald metrizable, i.e. there is a non-Riemannian
generalized Berwald manifold with linear connection V such that parallel
transport induced by V preserve the Finslerian length of tangent vectors.
By a similar idea as Szab6’s we must find a convex body in the tangent
space containing the origin in its interior which is invariant under the
elements of the holonomy group and has smooth boundary which is
not a quadratic hypersurface. This induces a not Euclidean Minkowski
functional in the tangent space having the elements of the holonomy
group as linear isometries. Extending this functional by the help of the
parallel transport with respect to the Riemannian structure we have
a smooth collection of functionals such that it is invariant under the
parallel transport with respect to the Lévi-Civita connection.

Consider now a closed subgroup G of the group of linear isometries in
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the Euclidean space RY. Assume that the orbit of some unit vector under
the elements of G is not dense on the unit sphere. Our goal is to find
non-Euclidean Minkowski-functional in RY such that the elements of
G remain isometries. Because of the positive homogenity of Minkowski
functionals it is enough to find a G-invariant convex body containing
the origin in its interior which has smooth boundary different from any
quadratic hypersurface. This is the indicatrix of the desired functional.
The main result of this work is that this body can be represented as a
generalized conic.

We have two different cases of the problem according to the reducibil-
ity of G. If GG is reducible we can take one of the Euclidean unit spheres

S1 CSyC...C Sy_o

as the invariant set under the elements of G according to the reducibility.
If G is reducible we can take one of the Euclidean unit spheres

ST CSyC...C Sn_o
as the invariant set under the elements of G' according to the reducibility.

Theorem 1 (Vincze, N. [28) | The generalized conic defined by for-
c(l)

mula Fs, (v) = yorg,, where
2H—2 N
C(l) = W and l = k -1

is not an ellipsoid. Consequently it induces a non-Euclidean Minkowski
functional containing the elements of G as linear isometries.

If G is an irreducible group, then consider the orbit I', of the element
z € Sy—_1. With the help of the proper right-hand-side constant ¢ € R
and strictly monotone increasing, convex function g: R — R we can
state the following theorem.
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Theorem 2 (Vincze, N. [28) [ IfG is not transitive on the unit sphere,
closed and irreducible then one of the hypersurfaces

/ d(z,v)dy=c and / g(d(z,7))dy=c

convI'y convI'y

induces a not Fuclidean Minkowski functional L such that G is the sub-
group of the linear isometries with respect to L.

Finally we can sate our main theorem.

Theorem 3 (Vincze, N. [28) [ Let M be a connected Riemannian man-
ifold; if the closure of the holonomy group of a metrical (but not necessar-
ily torsion-free) linear connection YV is not transitive on the unit sphere
in the tangent space then M can be changed into a non-Riemannian
generalized Berwald manifold by generalized conics with respect to the
Riemannian structure.

If we use the distance function induced by the taxicab norm instead
of the Euclidean distance, then we can find application of the average
distance function and its level sets in geometric tomography.

Definition 2 The generalized conic function corresponding to the
compact set K C RN is the mapping

i RY =R,z fr(z) = /dl@«%y) dy.
K

Geometric tomography is the area of mathematics dealing with the
retrieval of information about a geometric object from data about its
intersections, or projections, or both. The word geometric is used here
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because we assume that the object is homogeneous in contrast to tomog-
raphy. In other words we are only interested in the shape of the object.
Parallel X-rays are functions that measure the intersection of a given set
with hyperplanes parallel to a fixed subspace of co-dimension 1 of RY.

Definition 3 Let E C RY (N > 2) be a bounded, measurable set and
H is a linear subspace of co-dimension 1 of RN with an orthonormal
basis (yl, e ,QNfl), Then the X-ray of the set E parallel to H is the
mapping

XyE R — R, t'—>A1((tw+H)ﬂE),

where (217 e ,nyl,y) an orthonormal basis of RN with the same ori-
entation as the standard basis (eq,...,ex)-
X-rays parallel to to the subspaces gf, . ,Qkf are called coordinate

X-rays and denoted by
XiK=X_K, (i=1,...,N).

If N = 2, then subspaces of co-dimension 1 are 1-dimensional and any
basis of such a subspace consist of only one vector v. Thus we can say
X-ray parallel to the direction v when the dimension is two.

The reconstruction problem concerning parallel X-rays is to recon-
struct a compact subset of RY if the parallel X-rays of this set into some
directions are given. In many cases it is enough to construct a sequence
of sets that converges to a compact set with respect to the Hausdorff
distance, and has the given X-rays. This problem is hard in general,
since X-rays of a compact set may be discontinuous, moreover, the set of
discontinuities can form an infinite dense subset of R. Therefore in the
literature more specialized families of sets are investigated such as the
collection of convex sets.

However, our following theorem sates that the coordinate X-rays of any
compact set K C RN can be replaced by the generalized conic function
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corresponding to K which is a convex (and consequently continuous)
function on RYV.

Theorem 4 (Vincze, N. [29) | For compact bodies K and K* in RN
fx = fx~ if and only if X;K = X;K* for all i € {1,...,N} almost
everywhere.

This theorem allows us to obtain reconstruction result for a slightly
wider class of sets than the convex sets in the plane, namely for the
class of hv-convex (horizontally and vertically convex) sets. First of all
we need a localization theorem providing the convergence of generalized
conic functions of a convergent sequence of planar hv-convex sets.

If B = [a,b] x [c,d] is a n arbitrary rectangle then let M™% denote
the set of all non-empty, compact, connected, hv-convex subsets in the
plane which are inside the rectangle B. Let C(B) denote the set of
all continuous functions of two variables defined on the rectangle B =
[a,b] X [c,d] equipped with the norm

Hf”sup ‘= Sup ’fL(xlny)’-
(z1,z2)€B
Theorem 5 (Vincze, N. [31) | The mapping ®: M — C(B), L
fr is continuous, where fr, is the generalized conics function correspond-
ing to the set L restricted to the rectangle B.

An immediate consequence of this theorem is the following:

Theorem 6 (Vincze, N. [31) | If K € M¥ and (L,) C M% is a
sequence of sets such that fr, — fx in C(B), then any convergent
subsequence of (Ly) converges to a set K' € M™ (with respect to the
Hausdorff distance) with the same coordinate X-rays as K almost every-
where. If the set K is determined by its coordinate X-rays then K' differs
from K at most of a set of measure zero.
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We can establish an algorithm for the reconstruction of any set in
./\/11]9” by its coordinate X-rays with the help of the above theorem. This
algorithm can be turned into the solution of a linear integer programming
problem [30].
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