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1 Bevezetés

Általánosított kúpszeleten az n - dimenziós valós koordinátatér olyan
alakzatát értjük, melynek pontjaira egy rögzített K halmaz pontjaitól
mért átlagos távolság ugyanakkora. A K halmaz elemeit nevezzük fó-
kuszoknak. A fókuszok nem feltétlenül véges számosságú ponthalmazt
alkotnak, mint ahogy a távolságmérés során sem feltétlenül az euklideszi
távolság játszik szerepet. Mindezeken túl az átlagolási eljárásra vonat-
kozóan is különböz®képpen járhatunk el: súlyozott (de véges) összegek,
integrál stb. Ebbe a koncepcióba a szakirodalomban fellelhet® általá-
nosítások többsége beilleszthet®. A klasszikusok közül említést érdemel
a multifokális ellipszisek témaköre, melyek pontjaira a véges K halmaz
pontjaitól mért távolságok összege (vagy, ha úgy tetszik, számtani kö-
zepe) állandó. A multifokális ellipszisek szorosan kapcsolódnak optima-
lizálási feladatokhoz [16], [25]. Ezek közös eredete a Fermat-féle prob-
léma: keressük azt a P pontot az ABC háromszög síkjában, melyre a
PA+ PB + PC összeg minimális. A multifokális ellipszisek alkalmazási
területe meglep®en széles: az építészett®l az úthálózatok tervezésén át a
kortárs tervezéselmélet által területi tervezésnek (spatial planning) neve-
zett irányzattal bezárólag [33]. A véges sok ponttól mért távolságösszeg-
függvény minimumhelyének jellemzését Vázsonyi Endre oldotta meg [44].
Ugyancsak ® vetette fel a kérdést, hogy vajon approximálható-e minden
konvex síkgörbe multifokális ellipszisekkel, ha a fókuszok száma elegen-
d®en nagy � ez a polinomiális lemniszkáta-approximáció additív verziója.
Erd®s Pál és Vincze István igazolták, hogy egy szabályos háromszögvo-
nal nem közelíthet® meg tetsz®leges pontossággal ilyen módon [11], ld.
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még [42]. Más szóval ez a szabályos alakzat nincs benne a multifoká-
lis ellipszisek halmazának topologikus lezártjában a Hausdor�-metrikára
nézve.
Természetesen a de�nícióban szerepl® számtani közép helyett más kö-

zepeket is tekinthetünk. Súlyozott számtani közép alkalmazásával pél-
dául hiperbolákat kaphatunk, továbbá ha a fókuszok között pontokon
kívül egyeneseket is megengedünk, akkor a parabolákat is megkaphat-
juk. C. Gross és T.-K. Strempel vetették fel a nem véges fókuszsereggel
rendelkez® kúpszeletek vizsgálatának problémáját a [18] dolgozatukat
lezáró nyitott problémák fejezetben. Itt számtani közép helyett integrá-
lás segítségével mérjük az átlagos távolságot. Integrálközelít® összegeket
véve, ebben az esetben a kapott alakzatok tetsz®leges pontossággal kö-
zelíthet®k multifokális ellipszisekkel.
A disszertációban az általánosított kúpszeletek egy di�erenciálgeomet-

riai és egy tomográ�ai alkalmazását mutatjuk be. A di�erenciálgeo-
metriai alkalmazásra az ún. általánosított Berwald-terek elméletének
keretein belül kerül sor. Az általánosított Berwald-tér fogalmát V.V.
Wagner vezette be 1943-ban. A Finsler-terek egy speciális osztályáról van
szó. A Finsler-geometriában az alapsokaságon adott görbék ívhosszát a
szokásos integrálformula segítségével mérjük, csakhogy az érint®vekto-
rok hossza nem csupán a hely, hanem az irány függvénye is. A Finsler-
sokaság általánosított Berwald-sokasággá válik, ha megadható egy line-
áris konnexió az alapsokaságon úgy, hogy az általa indukált párhuzamos
eltolások meg®rzik az érint®vektorok Finsler-féle hosszát. Ha a lineáris
konnexió torziómentes, akkor a klasszikus Berwald-sokaságokat kapjuk.
Ezek osztályozásával Szabó Zoltán [38] munkája foglalkozik. Az osztá-
lyozási tételhez vezet® eredmények egyike, hogy a Berwald-terek kitünte-
tett (lineáris) konnexiója Riemann-metrizálható, azaz megadható olyan
Rimeann-féle metrikus tenzor az alapsokaságon, melynek Lévi-Civita
konnexiója egybeesik a Berwald-tér kanonikus konnexiójával. A bizo-
nyítás során használt eszközök szorosan kapcsolódnak a Lie-csoportok,
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Lie-algebrák és a szimmetrikus terek elméletéhez, különös tekintettel J.
Simons [37] eredményeire. A probléma egy másik megközelítése Vincze
Csaba [39] dolgozatában található, ahol a Finsler-sokaság érint®tereinek
egységgömbjein integrálva a Riemann-Finsler metrikát (mely szintén a
pont és az irány függvénye) egy csatolt Riemann-féle metrikus tenzor
kerül bevezetésre � ez természetesen nem csupán speciális Finsler te-
rek esetén, hanem teljes általánosságban lehetséges. Alapvet® eredmény,
hogy ha megadható egy lineáris konnexió az alapsokaságon úgy, hogy az
általa indukált párhuzamos eltolások meg®rzik az érint®vektorok Finsler-
féle hosszát, akkor ez a konnexió szükségképpen metrikus az átlagolt
Riemann-Finsler metrikára, azaz a csatolt Rimeann-féle metrikus ten-
zorra nézve. M. Crampin [10] a csatolt Riemann-féle metrikus tenzort,
illetve az átlagolási technikát illet®en, kiindulópontként hivatkozik a [39]
dolgozatra. Hasonló értelemben idézi a dolgozatot V. S. Matveev és M.
Troyanov [24]: �Severeal such constructions have been proposed in recent
years. One of the oldest constructions seems to be that of Cs. Vincze ...�.
A módszer több szerz® (M. Crampin, R. J. Torrome, V.V. Matveev et
al., T. Aikou) érdekl®dését felkeltette, akik további eredményekkel gaz-
dagították a témakört az elmúlt években.
A probléma megfordítása a következ®: tekintsünk egy Riemann-soka-

ságot és egy a sokaságon adott metrikus (nem feltétlenül torziómentes)
∇ lineáris konnexiót. Milyen feltételek mellett garantálható olyan nem
Riemann általánosított Berwald-sokaság létezése, melynek (egyik) kitün-
tetett konnexiója éppen ∇? A kérdésre a válasz az, hogy amennyiben a
sokaság egy adott p ∈ M pontjában vett euklideszi egységvektornak
a holonómiacsoportra nézve vett pályája nem s¶r¶ az (euklideszi) egy-
séggömbön, akkor a konnexió szigorú értelemben Berwald-metrizálható,
azaz konstruálható olyan nem Riemann általánosított Berwald-sokaság,
hogy a∇ által indukált párhuzamos eltolások meg®rzik az érint®vektorok
Finsler-féle hosszát. Szabó Zoltán ötletét átvéve, a feladat egy az origót
a belsejében tartalmazó konvex test (egységgömbtest) konstrukciója a
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pont fölötti érint®térben, mely a holonómiacsoporttal szemben invariáns
és a határa nem kvadratikus sima hiperfelület. Ezt a testet párhuzamos
eltolással juttathatjuk el az (összefügg®) sokaság bármely pontjába. Az
új egységgömbsereggel ellátva pedig a sokaság általánosított Berwald-
sokasággá válik: �Finsler geometry is a non-Riemannian geometry in a
�nite number of dimensions. The di�erentiable structure is the same as
the Riemannian one but distance is not uniform in all directions. Instead
of the Euclidean spheres in the tangent spaces, the unit vectors form the
boundary of general convex sets containing the origin in their interiors�.
M. Berger
Mivel a párhuzamos eltolástól eltekintve a problémát egy adott pont

fölötti érint®térben kell megoldani, a következ®képpen fogalmazhatjuk
át: Tekintsük az RN euklideszi koordinátatér lineáris izometriacsoport-
jának egy G részcsoportját. Tegyük fel, hogy valamely euklideszi egység-
vektor G csoportra nézve vett pályája nem s¶r¶ az (euklideszi) egység-
gömbön. A cél olyan nem euklideszi Minkowski-funkcionál megadása a
vektortéren, melyre nézve G elemei még izometriák maradnak. A Min-
kowski-funkcionálokkal szemben megkövetelt pozitív homogenitási tu-
lajdonságra tekintettel (2.4 alfejezet) elegend® egy olyan G-invariáns, az
origót a belsejében tartalmazó konvex testet konstruálni, melynek ha-
tára nem kvadratikus, sima hiperfelület. A konstruált test, mint egység-
gömb, éppen a kívánt metrikus struktúrát származtatja. A Minkowski-
geometria tehát az euklideszi geometria alternatívája a G csoport szá-
mára. A f® eredmény az, hogy az invariáns test mindig megadható általá-
nosított kúpszeletként alkalmas G-invariáns fókuszsereg fölött integrálva
(azaz átlagolva) az euklideszi távolságfüggvényt. Riemann-sokaságok ese-
tében a pontról pontra kapott egységgömbök serege egy Finsler-teret ad,
mint a Riemann-geometria alternatíváját a holonómiacsoport, illetve a
lineáris konnexió számára [27], ld. még [28]. Ennélfogva az általánosított
Berwald-terek kitüntetett (lineáris) konnexiói egyrészt mindig Riemann-
metrizálhatók, másrészt pedig átmetrizálhatók nem Riemann értelem-
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ben úgy, hogy az egységgömbök általánosított kúpszeletek, szemben a
Riemann-geometria klasszikus kúpszeleteivel.
A multifokális ellipszisek például alkalmasak olyan lineáris konnexiók

átmetrizálására, melyek holonómiacsoportja invariánsan hat a fókuszok
(véges) halmazán. Véges invariáns rendszer létezése azonban túlságo-
san er®s megszorítás a holonómiacsoportra nézve � leginkább speciális
esetekben fordul el® (2-dimenziós eset, zéró görbület¶, lineáris konne-
xiók esete). Ezért tulajdonképpen természetes módon vet®dik fel egy
olyan kúpszeletfogalom kidolgozásának igénye, melynél a fókuszok nem
véges, de geometriai/di�erenciál-geometriai szempontból kezelhet® hal-
mazt (görbét, felületet stb.) alkotnak, az átlagos euklideszi távolságot
pedig integrálással határozzuk meg. Ezek elmélete még fejlesztés alatt
áll, ugyanis - általánosságban szólva - gyökös kifejezések integrálása a
feladat, melyek már a legegyszer¶bb görbék, illetve felületek (körök,
illetve gömbök) esetében is elliptikus integrálokat adnak. Valószín¶leg
ennek a komoly technikai problémának köszönhet®, hogy ez a kúpsze-
letfogalom, amit Gross és Strempel a már említett [18] dolgozat open
problems címszava alatt szerepeltet, mint lehetséges általánosítást, so-
káig kiaknázatlan maradt. Történt azonban az évek során néhány át-
törés: 2004-ben, illetve 2005-ben cikkek jelentek meg H. Alzer és S-L.
Qiu [4], illetve K. C. Richards [35] szerz®kt®l elliptikus integrálokra, il-
letve a Gauss-féle hipergeometrikus függvényre vonatkozó becslésekr®l.
Segítségükkel sikerült ezt a kúpszeletfajtát beépíteni az általánosított
Berwald-sokaságok elméletébe [28]. Az érint®terekben általánosított kúp-
szeletek szerepelnek, mint az origót a belsejükben tartalmazó konvex hi-
perfelületek (Finsler-struktúra) és az indukált Finsler-féle alapfüggvény
a Riemann-struktúrára nézve metrikus lineáris konnexiót nem Riemann-
féle értelemben átmetrizálja. A reducibilis esetben az invariáns altér által
a gömbb®l kimetszett alacsonyabb dimenziós gömböket szerepeltethet-
jük, mint fókuszcsaládot, irreducibilis esetben pedig az orbitok konvex
burkát. Mindkét szituációban az alapvet® kérdés, hogy a fókuszoktól
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mért átlagos euklideszi távolság állandóságával de�niált hiperfelületek
nem euklideszi geometriát származtatnak-e (ellipszoid-probléma). En-
nek eldöntésére (reducibilis esetben) az elliptikus integrálokra, illetve a
Gauss-féle hipergeometrikus függvényre vonatkozó becsléseket használ-
tuk fel, irreducibilis esetben pedig az alternatívák tételét, ami az álta-
lánosított kúpszeletfogalom továbbfejlesztését is kikényszeríti (ld. 2.4 és
2.5 alfejezetek).
Ha az euklideszi távolság helyett az ún. taxicab/Manhattan normából

származó távolságfüggvényt használjuk, akkor az átlagos távolságot mér®
függvénynek és szinthalmazainak (az általánosított kúpszeleteknek) a
geometriai tomográ�ában vehetjük hasznát [29], [30], és [31]. Ezt
készíti el® a röntgenfüggvényekkel (halmazok speciális - például adott
iránnyal párhuzamos - szeleteinek a mértékét megadó függvényekkel)
kapcsolatos 3. fejezet.
A geometriai tomográ�a célja, hogy információt szerezzünk olyan geo-

metriai alakzatokról, amelyeknek csak metszeteit vagy vetületeit (eset-
leg mindkett®t) ismerjük. A geometriai szó itt arra utal, hogy a vizsgált
objektum homogénnek tekinthet®, ezért nem egy s¶r¶ségfüggvényt kell
visszaállítanunk, hanem csak az alakzat formája érdekel bennünket. A
(párhuzamos) röntgenfüggvények olyan valós függvények, amelyek RN
egy korlátos, mérhet® részhalmazának egy rögzített N − 1-dimenziós
altérrel való metszeteinek mértékét szolgáltatja. A röntgenfüggvények-
hez kapcsolódó rekonstrukciós feladat az, hogy találjuk meg RN egy
kompakt részhalmazát, amelynek csak néhány irányban vett röntgen-
függvénye adott. Mivel ez a probléma gyakran nehéznek bizonyul, ezért
legtöbbször az is elegend®, ha tudunk mutatni egy olyan halmazsoroza-
tot, amely a rekonstruálandó halmazhoz konvergál valamilyen metrikára
nézve (ez a metrika általában a kompakt halmazok Hausdor�-távolsága).
A probléma megoldásához természetesen használhatók az általáno-

sabb inhomogén alakzatok visszaállítására kidolgozott eljárások (lásd [6],
[19],[20]), de ezek nem használják ki a homogenitásból adódó speciális
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tulajdonságokat és ezért indokolatlanul sok bementi adatra támaszkod-
nak (azaz túl sok vetületet használnak). Más esetekben próbálkozhatunk
a probléma diszkretizálásával és diszkrét tomográ�ai módszerekkel ke-
resni a probléma megoldását [21], ezt azonban csak akkor tehetjük meg,
ha a vizsgált objektum jól közelíthet® diszkrét alakzatokkal. Továbbá,
ha minimálisra szeretnénk csökkenteni a rekonstrukcióhoz szükséges irá-
nyok számát, illetve a megoldás egyértelm¶ségére vonatkozó állításokat
szeretnénk megfogalmazni, szükség van a vizsgált alakzatok körének sz¶-
kítésére. Tekinthetjük például a konvex, kompakt halmazok családját,
amely esetben elegend® négy megfelel®en választott irány a megoldás
egyértelm¶ségéhez ([15],[13]). Ezen eredmény felhasználásával 2007-ben
Gadner és Kiderlen egy a röntgenfüggvények közvetlen összehasonlításán
alapuló, konvex síkidomok rekonstrukciójára alkalmas eljárást adtak meg
[14]. S®t azt is sikerült bizonyítaniuk, hogy az eljárás akkor is megfelel®
eredményt szolgáltat, ha a bemeneti adatok mérési hibával terheltek. Az
algoritmus hátránya azonban, hogy csak konvex alakzatok esetén alkal-
mazható és az eljárás során egy nehezen kezelhet® nemlineáris progra-
mozási feladatot kell megoldani, ami miatt a gyakorlati implementálást
csak 2014-re sikerült megoldani [3]. Ezzel szemben nekünk sikerült egy
a konvex halmazoknál valamivel általánosabb, horizontálisan és vertiká-
lisan konvex (azaz hv-konvex) halmazok rekonstrukcióját lehet®vé tev®
algoritmus megalkotni.

A disszertáció 4. fejezete a sík hv-konvex halmazainak rekonstrukció-
jára alkalmas algoritmust mutat be a konvexitási irányoknak megfelel®
röntgenfüggvényekb®l kiindulva (4.2 alfejezet). Az algoritmus bizonyí-
tottan konvergens (4.3 alfejezet), a gyakorlatban pedig egy 0-1 változós
lineáris programozási feladat megoldására vezet (4.4 alfejezet). Az algo-
ritmust a MAPLE segítségével futtattuk is konkrét esetekben.

Legyen K egy kompakt síkidom (azaz tegyük fel, hogy nemüres, össze-
függ® és belsejének lezártja maga aK halmaz). Ha az fK függvény értéke
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a sík P pontjában

fK(P ) =

∫

K

d1(X,P ) dX,

azaz a d1(P,X) taxicab távolság integrálja K fölött, akkor az egyes
változók szerinti másodrend¶ parciális deriváltak a megfelel® koordi-
nátairányra mer®leges metszet mértékét adják (majdnem mindenütt)
konstans szorzótól eltekintve. A [16] dolgozatban igazolást nyert, hogy
fK = fL akkor és csak akkor, ha a koordináta-irányokban vett rönt-
genfüggvények majdnem mindenütt egybeesnek. Az is igaz, hogy a K
halmaz koordinátairányokban vett röntgenfüggvényei segítségével az fK
függvény explicite kiszámítható. Ez azt jelenti, hogy a két információ
gyakorlatilag (a rekonstrukciós algoritmus futtatása szempontjából a szó
szoros értelmében véve), elméleti szempontból pedig egy nullmérték¶
halmaz pontjaitól eltekintve, egyenérték¶. A csatolt fK függvényen ke-
resztül alkalmazhatjuk a konvex analízis és optimalizálás eszközeit to-
mográ�ai problémák megoldására. Ezek egyike a halmaz rekonstrukci-
ója a koordinátairányokban vett röntgenfüggvények alapján. Az elméleti
hátteret a K 7→ fK kúpszelet függvény-hozzárendelés folytonossága biz-
tosítja bizonyos halmazosztályok (összefügg® hv-konvex halmazok osztá-
lya, konvex halmazok osztálya) fölött; ld. 4.1.1-4.1.3 alfejezetek. A rönt-
genfüggvények hozzárendelése a K halmazhoz, mint leképezés, nem ren-
delkezik ilyen folytonossági tulajdonsággal, kivéve speciális halmazosz-
tályokat (konvex halmazok osztálya), vagy a Hausdor� távolság szerinti
konvergenciánál er®sebb feltételeket el®írva (X-regularitás, 3.2 alfejezet).
A folytonossági tulajdonság alapján adódik, hogy amennyiben fL ≈ fK ,
azaz fL �elég közel� van az fK függvényhez, akkor L ≈ K∗, azaz L �elég
közel� van egy olyan K∗ halmazhoz, melyre fK = fK∗ . Ez azt jelenti
- korábban idézett eredményünk szerint -, hogy K és K∗ koordináta-
röntgenfüggvényei egybeesnek (majdnem mindenütt). Néhány konkrét
futtatási eredményt szerepeltetünk a 4.... alfejezetben.
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A dolgozat további részében jelölje RN az N -dimenziós valós koor-
dinátateret (N ∈ N, N 6= 0) ellátva az (e1, . . . , eN ) kanonikus bázis-
sal. RN elemeit egyaránt nevezhetjük pontoknak vagy vektoroknak és
x = (x1, x2, . . . , xN ) módon jelöljük. Továbbá RN el van látva a 〈., .〉
kanonikus bels® szorzással, ahol

〈
x, y
〉

=
N∑

i=1

xiyi.

Ha x ∈ RN , akkor x⊥ jelöli a x ortogonális komplementumát a kanonikus
bels® szorzásra nézve. Tetsz®leges p ∈ N, p 6= 0 és x ∈ RN esetén ‖x‖p
jelöli az x p-normáját és dp a p-normából származó távolságfüggvényt:

‖x‖p = p

√√√√
N∑

i=1

|xi|p, dp(x, y) =
∥∥x− y

∥∥
p
.

Jelölje továbbá m ∈ {1, . . . , N} esetén λm az m-dimenziós Lebesgue-
mértéket.

1.0.1. De�níció. Legyen adott egy d : RN → R metrika és egy µ mér-
ték a K ⊂ RN kompakt halmazon úgy, hogy 0 < µ(K) < +∞. A K
halmazhoz tartozó (súlyozatlan) általánosított kúpszeletfüggvényen az

fK : RN → R, x 7→ fK(x) :=

∫

K

g
(
d(x, y)

)
dµy, (1.1)

leképezést értjük, ahol g : R→ R egy szigorúan monoton növekv®, konvex
függvény, amelyre g(0) = 0. A K halmaz pontjait fókuszoknak nevezzük,
a g függvényt pedig magfüggvénynek.
A K halmazhoz tartozó súlyozott általánosított kúpszeletfüggvényen

az

FK : RN → R, x 7→ FK(x) :=
1

µ(K)
fK(x)
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leképezést értjük. A CK =
{
x ∈ RN |fK(x) ≤ c

}
alakú szinthalmazokat

általánosított kúpszeleteknek nevezzük.

Legyen E az a1, a2 ∈ R2 fókuszokkal rendelkez® ellipszis. Tekintsük
a K = {a1, a2} kételem¶ fókuszhalmazt és jelentse µ a számláló mér-
téket a K halmazon, d pedig az euklideszi távolságot a síkon. Ekkor E
olyan K fókuszhalmazú általánosított kúpszeletnek a határa, amelynek
magfüggvénye g(t) = t.
Látható tehát, hogy a klasszikus ellipszisek általánosított kúpszeletek

a fenti értelemben és ugyanígy látható ez a multifokális ellipszisek esetén.
Ugyanakkor, ha hiperbolákat és parabolákat is szeretnénk az általánosí-
tott kúpszeletek közé sorolni, akkor általánosabb magfüggvényre lenne
szükségünk és megengedni, hogy a fókuszhalmazban pontokon kívül más
alakzatok (egyenesek) is szerepelhessenek. A fenti de�níció azonban ele-
gend® lesz számunkra mind a di�erenciálgeometriai, mind a geometriai
tomográ�ai alkalmazások szempontjából és megfelel a C. Gross és T.-K.
Strempel által felvetett nem véges fókuszhalmazzal rendelkez® általáno-
sított kúpszeletfogalomnak.
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2 Kúpszeletek alkalmazása a
di�erenciálgeometriában

2.1. Az általánosított kúpszeletfüggvény

Az általánosított kúpszeletek egy fontos alkalmazására bukkanunk, ha a
de�nícióban szerepl® K halmazt di�erenciálható struktúrával látjuk el.
L. Bieberbach igazolta, hogy egy zérus görbület¶, kompakt Riemann-

sokaság holonómiacsoportja véges. Tekintsük egy nemzérus elemnek a H
holonómia csoportra nézve vett pályáját a p pont fölötti érint®térben. Ez
egy véges fókuszsereget ad, melyre nézve vett bármely multifokális ellip-
szis/ellipszoid is nyilvánvalóan invariáns a H csoporttal szemben. Pár-
huzamos eltolással az invariáns multifokális ellipszoid bármely pontba
eljuttatható. Ez az egységgömbsereg egy Finsler-sokaságot határoz meg,
mint a Riemann-geometria alternatíváját a Lévi-Civita konnexió szá-
mára.
A holonómiacsoport azonban általában nem véges. Éppen ezért szük-

ségünk van a multifokális ellipszisek helyett olyan alakzatokat tekinteni,
amelyek pontjainak egy nem véges fókuszseregt®l mért átlagos távolsága
állandó. Így jutunk el az általánosított kúpszeletek egy fontos di�erenci-
álgeometriai alkalmazásához. Az általánosított kúpszeletek olyan konvex
testet szolgáltatnak, amelyek invariánsak a p-beli holonómia csoport ele-
meivel szemben, továbbá olyan Lp Minkowski-funkcionált származtat az
érint®téren, amelyre nézve a holonómiacsoport elemei lineáris izomet-
riák. Ezután párhuzamos eltolások segítségével ezt a funkcionált kiter-
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jesztve a teljes sokaságra a funkcionálok egy olyan sima gy¶jteményét
kapjuk, amely invariáns a Lévi-Civita konnexió által származtatott pár-
huzamos eltolásokkal szemben. Mindehhez az általánosított kúpszeletek
de�níciójában szerepl® K halmazt Riemann-struktúrával látjuk el és az
integrálás során az indukált Riemann-féle térfogati formát vesszük ala-
pul.

2.1.1. De�níció. Legyen Γ ⊂ RN olyan korlátos, irányítható részsoka-
ság, amelyre Vol Γ < ∞ az indukált Riemann-térfogatra nézve. Ekkor a
Γ-hoz tartozó általánosított kúpszeletfüggvényen az

FΓ(x) :=
1

Vol Γ

∫

Γ

γ 7→ d(x, γ) dγ (x ∈ RN )

leképezést értjük. Továbbá az

{
x ∈ RN

∣∣FΓ(x) = c, c ∈ R+
}

alakú halmazokat általánosított kúpszeleteknek nevezzük, amelynek
fókuszhalmaza Γ.

2.1.1. Lemma. Tetsz®leges Γ fókuszhalmaz esetén az FΓ általánosított
kúpszeletfüggvény konvex és eleget tesz a

lim inf
‖x‖→∞

FΓ(x)

‖x‖ > 0

növekedési feltételnek, ahol ‖.‖ az euklideszi norma RN -en.

Bizonyítás: Világos, hogy rögzített γ ∈ Γ-ra a

d(. , γ) : RN → R, x 7→ d(x, γ)
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leképezés konvex, ezért tetsz®leges x, y ∈ RN és λ ∈ [0, 1] esetén

F (λx+ (1− λ)y) =

∫

Γ

d(λx+ (1− λ)y, γ) dγ ≤

≤
∫

Γ

λd(x, γ) + (1− λ)d(y, γ) dγ =

= λ

∫

Γ

d(x, γ) dγ + (1− λ)

∫

Γ

d(y, γ) dγ = λF (x) + (1− λ)F (y)

adódik, ami épp azt jelenti, hogy F konvex függvény.
Mivel Γ korlátos, így létezik a K := supγ∈Γ ‖γ‖ valós szám. Ekkor

d(x, γ)

‖x‖ ≥
‖x‖ − ‖γ‖
‖x‖ ≥ 1− K

‖x‖ ≥ 1− 1

n

teljesül az ‖x‖ > nK feltételt kielégít® pontokra. Következésképp

lim inf
‖x‖→∞

F (x)

‖x‖ ≥ 1 > 0.

2.1.1. Tétel. Az F általánosított kúpszeletfüggvény szinthalmazai kon-
vex, kompakt halmazok.

Bizonyítás: Legyen c ∈ R+ tetsz®leges és tekintsük az

M :=
{
x ∈ RN

∣∣F (x) ≤ c
}

szinthalmazt. Ha x, y ∈ M és λ ∈ [0, 1] tetsz®legesek, akkor F konvexi-
tása alapján

F
(
λx+ (1− λ)y

)
≤ λF (x) + (1− λ)F (y) ≤ λc+ (1− λ)c = c,
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így λx+ (1− λ)y ∈M is teljesül, azaz M konvex.
Másrészt ismert, hogy minden konvex függvény folytonos értelmezési

tartományának bels® pontjaiban, így F folytonos az egész RN téren.
Mivel minden x ∈ RN esetén F (x) ≥ 0, ezért M nem más, mint a [0, c]
zárt intervallum F általi ®sképe, ami F folytonossága miatt zárt halmaz.
Ezután már csak azt kell megmutatnunk, hogyM korlátos, hiszen RN

minden korlátos, zárt részhalmaza kompakt. Indirekt módon tegyük fel,
hogy M nem korlátos. Ekkor létezik olyan (xn)∞n=0 pontsorozat, hogy

xn ∈M (n ∈ N)

lim
n→∞

‖xn‖ = +∞.

Így

lim inf
‖x‖→∞

F (x)

‖x‖ ≤ lim
n→∞

F (xn)

‖xn‖
= lim

n→∞
c

‖xn‖
= 0,

ami ellentmond az el®z® lemmában szerepl® növekedési feltételnek. Tehát
F szinthalmazai valóban korlátosak.

2.1.1. Következmény. Az F általánosított kúpszeletfüggvénynek léte-
zik globális minimumhelye.

Bizonyítás: Weierstrass tétele [7] szerint ha RN egy nemüres, zárt rész-
halmazán értelmezett folytonos függvény szinthalmazai korlátosak, ak-
kor annak a függvénynek létezik globális minimumhelye.

2.1.2. Tétel. Ha c > supγ∈Γ ‖γ‖ (c ∈ R+), akkor az F általánosított
kúpszeletfüggvény

M :=
{
x ∈ RN

∣∣F (x) ≤ c
}

szinthalmazának az origó bels® pontja.
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Bizonyítás: Legyen ε > 0 tetsz®leges és x ∈ B0(ε), ahol

B0(ε) :=
{
x ∈ RN

∣∣‖x‖ < ε
}

az origó középpontú ε sugarú nyílt gömb. Ekkor

F (x) ≤ 1

Vol Γ

∫

Γ

‖x‖+ ‖γ‖ dγ < 1

Vol Γ

∫

Γ

ε+K dγ = ε+K,

ahol K := supγ∈Γ ‖γ‖. Így ha ε ∈]0, c − K[, akkor minden x ∈ B0(ε)
esetén F (x) ≤ c, azaz B0(ε) ⊂M .

2.1.3. Tétel. Ha Φ: RN → RN olyan lineáris izometria, amelyre Φ (Γ) =
Γ, akkor a Γ-hoz tartozó általánosított kúpszeletfüggvény mindenM szint-
halmazára Φ(M) = M .

Bizonyítás: Legyen c ∈ R+ és M az ehhez tartozó szinthalmaz. Tekint-
sünk továbbá egy tetsz®leges x ∈ M pontot. Mivel Φ lineáris izomet-
ria, ezért JΦ Jacobi-determinánsának abszolút értéke 1, továbbá minden
x, y ∈ RN esetén d(x, y) = d

(
Φ(x),Φ(y)

)
. Ezt felhasználva

F (Φ(x)) =
1

Vol Γ

∫

Γ

d (Φ(x), γ) dγ =
1

Vol Γ

∫

Φ(Γ)

d (Φ(x), β) dβ =

=
1

Vol Γ

∫

Φ(Γ)

d (Φ(x),Φ(γ)) · |JΦ| dγ =
1

Vol Γ

∫

Φ(Γ)

d (Φ(x),Φ(γ)) dγ =

=
1

Vol Γ

∫

Φ(Γ)

d (x, γ) dγ =
1

Vol Γ

∫

Γ

d (x, γ) dγ = F (x).

Tehát azt kapjuk, hogy F (Φ(x)) = F (x), ezért x ∈ M pontosan akkor
teljesül, ha Φ(x) ∈M , azaz Φ(M) = M a Φ invertálhatósága miatt.
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2.2. Elliptikus integrálok

Az el®z® szakaszban de�niált általánosított kúpszeletfüggvénnyel végzett
számolások során problémát okoz, hogy gyakran elliptikus integrálok lép-
nek fel. Éppen ezért szükséges az elliptikus integrálokról és a kapcsolódó
becslésekr®l néhány szót ejteni ([1], [43], [35]).

2.2.1. De�níció ([1] 589. oldal). Legyen R valós kétváltozós racioná-
lis törtfüggvény, amely a második változójának legalább egy páratlan ki-
tev®j¶ hatványát tartalmazza, valamint legyen P egy harmad- vagy ne-
gyedfokú polinom, amelynek minden gyöke különböz® és c ∈ R konstans.
Ekkor az

f(x) :=

x∫

c

R
(
t,
√
P (t)

)
dt

függvényt elliptikus integrálnak nevezzük.

2.2.2. De�níció. Legyenek k ∈]0, 1[ és n ∈ R valós konstansok. Ekkor
az

F (φ, k) =

φ∫

0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ

E(φ, k) =

φ∫

0

√
1− k2 sin2 θ dθ

Π(n;φ, k) =

φ∫

0

1√
1− n sin2 θ

1√
1− k2 sin2 θ

dθ

függvényeket rendre els®-, másod- és harmadfajú elliptikus integ-
ráloknak nevezzük.
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A fenti függvények t = sin θ és x = sinφ helyettesítéssel a következ®
alakra hozhatók:

F (x; k) =

x∫

0

1√
(1− t2)(1− k2t2)

dt

E(x; k) =

x∫

0

√
1− k2t2√
1− t2

dt

Π(n;φ|m) =

sinφ∫

0

1√
1− nt2

1

(1−mt2)
√

1− t2
dt

A megfelel® redukciós formulák alkalmazásával látható, hogy minden
elliptikus integrál kifejezhet® racionális törtfüggvények integráljainak és
els®-, másod- vagy harmadfajú elliptikus integrálok segítségével.

2.2.3. De�níció. Az el®z® de�nícióban szerepl® elliptikus integrálok φ =
π/2-ben felvett értékeit teljes elliptikus integráloknak nevezzük. Ennek
megfelel®en a

K(k) =

π/2∫

0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ =

1∫

0

1√
(1− t2)(1− k2t2)

dt

E(k) =

π/2∫

0

√
1− k2 sin2 θ dθ =

1∫

0

√
1− k2t2√
1− t2

dt

Π(n, k) =

π/2∫

0

1√
1− n sin2 θ

1√
1− k2 sin2 θ

dθ
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függvényeket rendre teljes els®-, másod- és harmadfajú elliptikus
integráloknak nevezzük.

2.2.1. Állítás. Legyenek a, b, c ∈ R olyanok, amelyek különböznek min-
den nem pozitív egész számtól. Ekkor a

∞∑

n=0

anbn

cnn!
zn

hatványsor konvergenciasugara 1, ahol an az a szám n-edik emelked®
faktoriálisát jelöli, azaz

an = a(a+ 1)(a+ 2) · . . . · (a+ n− 1).

Bizonyítás: Tekintsük az (an)∞n=0 sorozatot, ahol

an :=
anbn

cnn!
zn (n ∈ N).

Ha z = 0, akkor világos, hogy az állításbeli hatványsor konvergens.
Egyébként tetsz®leges n ≥ 1 esetén képezhet® a következ® hányados:

an+1

an
=

an+1bn+1

cn+1(n+1)!
zn+1

anbn

cnn!
zn

=
(a+ n)(b+ n)

(c+ n)(n+ 1)
z =

n2 + (a+ b)n+ ab

n2 + (c+ 1)n+ c
z.

Így

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = lim inf
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = |z|.

A D'Alembert-féle hányadoskritérium szerint |z| < 1 esetén az állításban
szerepl® hatványsor abszolút konvergens, míg |z| > 1 esetén divergens.
Ez épp azt jelenti, hogy konvergenciasugár 1.
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2.2.4. De�níció. Ha a, b, c, z ∈ R olyanok, hogy c különbözik minden
nem pozitív egész számtól és |z| < 1, akkor az

2F1(a, b; c : z) :=
∞∑

n=0

anbn

cn
zn

n!

függvényt Gauss-féle hipergeometrikus függvénynek nevezzük.

A fenti de�níció értelmes, hiszen ha a és b egyike sem 0 vagy negatív
egész, akkor az el®z® állítás garantálja a jobboldali hatványsor konver-
genciáját, egyébként pedig látható, hogy a részletösszegek sorozata egy
bizonyos indext®l kezdve konstanssá válik.

2.2.2. Állítás. Legyenek a, b, c, z ∈ R olyanok, mint az el®z® de�níció-
ban. Ekkor

Γ(b)Γ(b− c)
Γ(c)

· 2F1(a, b; c : z) =

1∫

0

(1− tz)−atb−1(1− t)c−b−1 dt.

2.2.3. Állítás. A teljes els®- és másodfajú teljes elliptikus integrálok ki-
fejezhet®k a Gauss-féle hipergeometrikus függvény segítségével a követ-
kez® módon:

K(k) =
π

2
2F1(

1

2
,
1

2
; 1 : k2),

E(k) =
π

2
2F1(−1

2
,
1

2
; 1 : k2).

2.2.5. De�níció. Tetsz®leges p ∈ R, p 6= 0, λ ∈ [0, 1] és r ∈]0, 1[ esetén
az

Mp(λ, r) :=
(
(1− λ) + λ(1− r)p

)1/p

valós számot p-edik hatványközépnek nevezzük.
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2.2.1. Tétel (Richards [35]). Legyenek a, b, c ∈ R olyanok, hogy b >
0, a ≤ 1 és max {−a, b} ≤ c teljesül. Ha c ≥ max {1− 2a, 2b}, akkor

(
2F1(−a, b; c : r)

)1/a ≥Mp

(
b

c
, r

) (
r ∈]0, 1[

)

pontosan akkor teljesül, ha p ≤ (a+ c)/(1 + c).

2.2.1. Következmény. Az

E(k)2 ≥
(π

2

)2
Mp

(
1

2
, k2

)

egyenl®tlenség pontosan akkor teljesül minden k ∈]0, 1[ esetén, ha p ≤
3/4.

2.3. A köralapú kúpszeletek

2.3.1. De�níció. Legyen (bi)
N
i=1 olyan bázisa az RN térnek, amely or-

togonális a kanonikus bels® szorzásra nézve. Ekkor az

E :=

{
x ∈ RN

∣∣∣x =

N∑

i=1

xibi, x
2
1 + . . .+ x2

N = 1

}

alakú halmazt N-dimenziós ellipszoidnak nevezzük.

Az N = 2 esetben a kétdimenziós ellipszoid helyett az ellipszis elneve-
zés használatos. Vegyük továbbá észre, hogy ha a de�nícióban szerepl®
x ∈ RN pontot a (b̃i)

N
i=1 bázisban írjuk fel, ahol

b̃i :=
bi√
〈bi, bi〉

, (i = 1, . . . , N)
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akkor

E =

{
x ∈ RN

∣∣∣x =

N∑

i=1

xib̃i,
x2

1

〈b1, b1〉
+ . . .+

x2
n

〈bn, bn〉
= 1

}
.

Ekkor tehát megkapjuk az ellipszoidok klasszikus koordinátás felírását
egy alkalmasan választott ortonormált bázisra vonatkozóan.
Legyen

γ : [0, 2π]→ R3, γ(t) := (cos t, sin t, 0)

az egységkörvonal az xy-koordinátasíkban és tekintsük a hozzá tartozó

F (x, y, z) :=
1

2π

2π∫

0

√(
x− cos t

)2
+
(
y − sin t

)2
+ z2 dt.

általánosított kúpszelet-függvényt. Ekkor az F (x, y, z) = 8
2π felület álta-

lánosított kúpszelet, amelynek fókuszhalmaza S1. Világos, hogy ez egy
az

2π∫

0

√
cos2 t+

(
y − sin t

)2
+ z2 dt = 8

yz-síkbeli görbe által meghatározott forgásfelület.

2.3.1. Tétel (Vincze, N. [28]). Az F (x, y, z) = 8
2π egyenlet által meg-

határozott felület nem ellipszoid.

Bizonyítás: Világos, hogy az állításbeli felület az

2π∫

0

√
cos2 t+

(
y − sin t

)2
+ z2 dt = 8
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yz-síkbeli görbe által meghatározott forgásfelület, ezért elegend® meg-
mutatni, hogy

2π∫

0

√
cos2 t+

(
y − sin t

)2
+ z2 dt = 8

nem egy ellipszis az yz-koordinátasíkban. Ha y = 0, akkor azt kapjuk,
hogy

z = ±
√(

8

2π

)2

− 1.

Másfel®l ha z = 0, akkor az

2π∫

0

√
cos2 t+

(
y − sin t

)2
dt = 8

egyenlet megoldásai y = ±1, ezért az egyetlen lehetséges ellipszis a kö-
vetkez®:

y(s) = cos s és z(s) =

√(
8

2π

)2

− 1 sin s.

Tekintsük a következ® segédfüggvényt:

v(s) :=

2π∫

0

√
cos2 t+

(
y(s)− sin t

)2
+ z2(s) dt.

Elég annyit megmutatnunk, hogy ez nem konstans függvény. Továbbala-
kítva

v(s) =

2π∫

0

√
1 + y(s)2 + z2(s)− 2y(s) sin t dt =
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=

2π∫

0

√
1 + y(s)2 + z2(s) + 2y(s) cos(t+

π

2
) dt =

=

2π∫

0

√
1 + y(s)2 + z2(s) + 2y(s) cos t dt =

= 2

π∫

0

√
1 + y(s)2 + z2(s) + 2y(s) cos(2t) dt =

= 2

π∫

0

√
1 + y(s)2 + z2(s) + 2y(s)(1− 2 sin2 t) dt =

= 4

π/2∫

0

√(
1 + y(s)

)2
+ z2(s)− 4y(s) sin2 t dt.

Legyenek

h(s) :=

√(
1 + y(s)

)2
+ z2(s) és r2(s) := 4

y(s)

h2(s)
.

Ekkor v(s) a következ® alakban írható

v(s) = 4h(s)

π/2∫

0

√
1− r2(s) sin2 t dt = 4h(s)E(r(s)),

ahol E(k) a teljes másodfajú elliptikus integrál. Alkalmazva Richards
tételének 2.2.1 következményét

v(s) ≥ 2πh(s)

√
Mp

(
1

2
, r2(s)

)
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adódik p = 3
4 választással. Megmutatjuk, hogy a

g(s) := 2πh(s)

√
Mp

(
1

2
, r2(s)

)
(0 ≤ s ≤ 2π)

függvénynek szigorú lokális minimuma van az s = π/2 helyen. Egyszer¶
számolással adódik, hogy g(π/2) = 8 > 0, ezért elegend® belátni, hogy
a g2 függvénynek szigorú lokális minimuma van s = π/2-ben, ugyanis a
négyzetgyökfüggvény szigorúan monoton növekv®. Nézzük az s-szerinti
els® és második deriváltakat π/2-ben:

y
(π

2

)
= 0; y′

(π
2

)
= −1; y′′

(π
2

)
= 0

z2
(π

2

)
=

(
8

2π

)2

− 1;
(
z2
)′ (π

2

)
= 0;

(
z2
)′′ (π

2

)
= 2− 2

(
8

2π

)2

h2
(π

2

)
=

(
8

2π

)2

(
h2
)′ (π

2

)
= 2

(
1 + y

(π
2

))
y′
(π

2

)
+
(
z2
)′ (π

2

)
= −2

(
h2
)′′ (π

2

)
= 2

(
y′
(π

2

))2
+2
(

1 + y
(π

2

))
y′′
(π

2

)
+
(
z2
)′′ (π

2

)
= 4−2

(
8

2π

)2

r2
(π

2

)
= 4

y
(
π
2

)

h2
(
π
2

) = 0

(
r2
)′ (π

2

)
= 4

y′
(
π
2

)

h2
(
π
2

) − 4y
(π

2

) (h2
)′ (π

2

)

h4
(
π
2

) = −4

(
2π

8

)2

(
r2
)′′ (π

2

)
= 4

y′′
(
π
2

)

h2
(
π
2

)−8y′
(π

2

) (h2
)′ (π

2

)

h4
(
π
2

) −4y
(π

2

)((h2
)′

h4

)′ (π
2

)
= −16

(
2π

8

)4

Mp

(
1

2
, r2
(π

2

))
=

(
1

2
+

1

2

(
1− r2

(π
2

))p)1/p

= 1
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(
Mp

(
1

2
, r2
))′ (π

2

)
=

=
1

p

(
1

2
+

1

2

(
1− r2

(π
2

))p) 1
p−1 p

2

(
1− r2

(π
2

))p−1 (
−
(
r2
)′ (π

2

))
= 2

(
2π

8

)2

(
Mp

(
1

2
, r2
))′′ (π

2

)
=

=
1

p

(
1

p
− 1

)(
1

2
+

1

2

(
1− r2

(π
2

))p) 1
p−2(p

2

(
1− r2

(π
2

))p−1 ((
r2
)′ (π

2

)))2

+

+
1

p

(
1

2
+

1

2

(
1− r2

(π
2

))p) 1
p−1 p(p− 1)

2

((
r2
)′ (π

2

))2
+

+
1

p

(
1

2
+

1

2

(
1− r2

(π
2

))p) 1
p−1 p

2

(
1− r2

(π
2

))p−1 (
−
(
r2
)′′ (π

2

))
=

= 4(p+ 1)

(
2π

8

)4

= 7

(
2π

8

)4

g2
(π

2

)
= 4π2

(
h2
) (π

2

)
Mp

(
1

2
, r2
(π

2

))
= 64

(
g2
)′ (π

2

)
= 4π2

(
h2
)′ (π

2

)
Mp

(
1

2
, r2
)(π

2

)
+4π2h2

(π
2

)(
Mp

(
1

2
, r2
))′ (π

2

)
= 0

(
g2
)′′ (π

2

)
= 4π2

(
h2
)′′ (π

2

)
Mp

(
1

2
, r2
)(π

2

)
+8π2

(
h2
)′ (π

2

)(
Mp

(
1

2
, r2
))′ (π

2

)
+

+8π2h2
(π

2

)(
Mp

(
1

2
, r2
))′′ (π

2

)
= 16π2 − 128− π4

4
> 0

Tehát a g2 függvénynek és így g-nek is szigorú lokális minimuma van
π/2-ben. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan 0 < s∗ < π

2 paraméter,
hogy

8 = g
(π

2

)
< g(s∗) ≤ v(s∗)

következésképp v(s) nem lehet konstansfüggvény.
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2.4. Minkowski-funkcionálok

2.4.1. De�níció. Egy A ⊂ RN halmazt elnyel®nek nevezünk, ha min-
den x ∈ RN pont benne van valamely tA alakú halmazban, ahol t ∈ R
pozitív valós szám, azaz ha

RN =
⋃

t∈R+

tA

2.4.2. De�níció. Legyen A ⊂ RN konvex, elnyel® halmaz. Ekkor az A
halmaz Minkowski-funkcionálján az

LA : RN → R, x 7−→ LA(x) := inf
{
t ∈ R+

∣∣ x ∈ tK
}

függvényt értjük.

2.4.3. De�níció. Egy A ⊂ RN halmazt körszer¶nek nevezünk, ha
λA ⊂ A minden λ ∈ [−1, 1] esetén.

2.4.1. Állítás. Ha LA az A konvex elnyel® halmaz Minkowski-funkcio-
nálja, akkor LA

1. szubadditív, azaz

LA(x+ y) ≤ LA(x) + LA(y);
(
x, y ∈ RN

)

2. els®fokú pozitív homogén, azaz

LA(λx) = λLA(x);
(
λ ∈ R+, x ∈ RN

)

3. els®fokú abszolút homogén, amennyiben A körszer¶, azaz

LA(λx) = |λ|LA(x);
(
λ ∈ R, x ∈ RN

)
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2.4.2. Állítás. Ha A ⊂ RN olyan konvex, kompakt halmaz, amely szim-
metrikus az origóra nézve és belsejében tartalmazza az origót, akkor a
hozzá tartozó Minkowski-funkcionál norma RN számára, amelyre nézve
B a zárt egységgömb és bdB az egységgömb-felület.

A fenti tételben szerepl® halmaz Minkowski-funkcionálja értelmezve
van, hiszen RN -ben az origó minden környezete elnyel®, így minden olyan
halmaz is az, amelynek az origó bels® pontja.

2.4.4. De�níció. Egy A ⊂ RN elnyel® halmaz Minkowski-funkcionálját
euklideszinek nevezzük, ha olyan norma RN számára, amely bels® szor-
zatból származik.

2.4.1. Tétel. Ha egy norma RN -en bels® szorzatból származik, akkor az
ezen normához tartozó egységgömb-felület ellipszoid.

Bizonyítás: Legyen g : RN → RN az a bels® szorzat, amelyb®l a norma
származik és jelölje M az ebb®l származó norma egységgömbjét, azaz

M :=
{
x ∈ RN

∣∣g(x, x) ≤ 1
}
.

Tetsz®leges x ∈ RN esetén a y 7→
〈
x, y
〉
leképezés egy lineáris funkcionál,

így létezik egy egyértelm¶en meghatározott Tx ∈ Rn, hogy
〈
x, y
〉

= g
(
Tx, y

)
minden y-ra.

Könnyen látható, hogy

T : RN → RN , x 7→ Tx

egy lineáris transzformáció, továbbá

g
(
Tx, y

)
=
〈
x, y
〉

=
〈
y, x
〉

= g
(
Ty, x

)
= g

(
x, Ty

)
,
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így T önadjungált a g-re nézve. Következésképp létezik T sajátvektorai-
ból álló (vi)

N
i=1 g-re nézve ortonormált bázis. Jelöljék a megfelel® saját-

értékeket (λi)
N
i=1. Ekkor

〈
vi, vj

〉
= g

(
Tvi, vj

)
= λig

(
vi, vj

)
=

{
λi, ha i = j,
0, ha i 6= j.

Tehát a (vi)
N
i=1 bázis ortogonális a kanonikus bels® szorzatra nézve is.

Így a g-b®l származó norma egységgömbfelülete:

bdM =
{
x ∈ RN

∣∣g(x, x) = 1
}

=

{
x ∈ RN

∣∣∣x =

N∑

i=1

xivi, x
2
1 + . . .+ x2N = 1

}
,

azaz M valóban ellipszoid a 2.3.1 de�níció értelmében.

2.4.1. Következmény. Legyen

F (x, y, z) :=
1

2π

2π∫

0

√(
x− cos t

)2
+
(
y − sin t

)2
+ z2 dt.

Ekkor az

M :=

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣F (x, y, z) ≤ 8

2π

}

halmaz Minkowski-funkcionálja nem euklideszi.

Bizonyítás: Korábban láttuk, hogy az F általánosított kúpszeletfügg-
vény szinthalmazai konvex kompakt halmazok. Másrészt az állításbeli
általánosított kúpszeletfüggvény fókuszhalmaza az S1 egység-körvonal,
amelyre

sup
γ∈S1

‖γ‖ = 1 <
8

2π
,
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így az 2.1.2 tétel szerint M az origót a belsejében tartalmazza. Továbbá
S1 szimmetrikus az origóra nézve, amib®l az 2.1.3 tétel alapján követ-
kezik, hogy az M szinthalmaz is ilyen. Ekkor a 2.4.2 állítás szerint M
Minkowski-funkcionálja, LM norma R3 számára, amelyre nézve

bdM =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣F (x, y, z) =
8

2π

}

az egységgömb-felület. A 2.3.1 tétel szerint azonban bdM nem ellipszoid,
így a fenti tétel alapján nem származhat bels® szorzatból.

2.4.5. De�níció. Tetsz®leges LA Minkowski-funkcionál lineáris izomet-
riáján olyan Φ: RN → RN lineáris leképezést értünk, amelyre LA ◦ Φ =
LA teljesül.

2.4.2. Tétel. Ha Φ: RN → RN olyan lineáris izometria, amelyre Φ (Γ) =
Γ, és M a Γ-hoz tartozó általánosított kúpszeletfüggvény olyan szinthal-
maza, amely az origót a belsejében tartalmazza. Ekkor Φ lineáris izomet-
ria az LM Minkowski-funkcionálra nézve.

Bizonyítás: Az 2.1.3 tétel szerint Φ(M) = M . Legyen ezután x ∈ RN és
jelölje ex az origóból induló x-re illeszked® félegyenest. Mivel M konvex
és az origó bels® pontja, ezért ex legfeljebb egy pontban metszi bdM -t,
ugyanakkor M korlátossága miatt legalább egy pontban metszi. Legyen
p := ex ∩ (bdM). Világos, hogy ekkor

LM (x) =
‖x‖
‖p‖ .

Felhasználva, hogy Φ lineáris izometria és Φ(M) = M

LM (Φ(x)) = LΦ(M) (Φ(x)) =
‖Φ(x)‖∥∥Φ(p)

∥∥ =
‖x‖
‖p‖ = LM (x).
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Mivel x-et tetsz®legesen választottuk adódik, hogy LM ◦ Φ = LM .

A nem-euklideszi Minkowski-funkcionálok lineáris izometria-csoportja
legtöbb esetben triviális, ugyanakkor euklideszi esetben a teljes orto-
gonális csoporttal egyezik meg. A következ®kben ezért szeretnénk olyan
Minkowski-funkcionálokat megadni, amelyek lineáris izometria-csoportja
tartalmazza az ortogonális csoport egy el®re rögzített G valódi részcso-
portját, de nem euklidesziek. Ebben lesznek segítségünkre az általánosí-
tott kúpszeletek.

2.5. A reducibilis részcsoportok esete

Legyen G ⊂ O(N) egy valódi részcsoportja az RN (euklideszi) tér orto-
gonális csoportjának. Ha G reducibilis és N = 2, akkor mindig található
egy olyan Γ = {±x1,±x2} véges ponthalmaz, amely invariáns G elemeire
nézve. Ez azért igaz, mert N = 2 miatt az invariáns altér 1-dimenziós,
azaz egy origóra illeszked® egyenes, akárcsak annak ortogonális komp-
lementuma. Ezen egyenesek egység-irányvektoraik és azok ellentettjei
alkotják a Γ halmazt. Így minden olyan multifokális ellipszis, amelynek
fókuszhalmaza Γ olyan Minkowski-funkcionált indukál, amelynek lineáris
izometria-csoportja tartalmazza G-t. Amennyiben a dimenzió legalább
3, akkor G reducibilitása miatt tekinthetjük az

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ SN−2

euklideszi egységgömbök valamelyikét, mint a G elemeire nézve invari-
áns halmazt (egydimenziós invariáns altér esetén térjünk át annak or-
togonális komplementumára). Ha SN−1-et választjuk fókuszhalmaznak,
akkor olyan általánosított kúpszeletet kapunk, amely a teljes ortogonális
csoport minden elemére nézve invariáns, hiszen maga SN−1 is ilyen. Kö-
vetkezésképp a kapott általánosított kúpszelet (N − 1)-dimenziós gömb.
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Ugyanakkor a 2.4.1 következmény és 2.4.2 tétel szerint S1 esetén meg-
adható olyan nem-euklideszi Minkowski-funkcionál, amelynek lineáris
izometria-csoportja tartalmazza G-t. Továbbiakban megvizsgáljuk, mit
állíthatunk, ha Sk az invariáns halmaz, ahol 2 ≤ k ≤ N − 2.
Legyenek tehát N ≥ 4 és 2 ≤ k ≤ N − 2 rögzített egész számok.

Sk ⊂ RN megadásához tekintsük a

ρk−1 : H → Sk−1 ⊂ Rk×RN−k, ahol H ⊂ Rk−1 és ρk−1(u) = (ρ(u), 0)

leképezést, amely az Sk−1 gömb pontjait adja meg. Ekkor

ρk : H×[−π
2
,
π

2
]→ Sk ⊂ Rk+1×RN−(k+1), ρk(u, v) = (ρ(u) cos(v), sin(v), 0).

Mivel Sk−1 és Sk els® alapformáinak determinánsaira a

det gij(u, v) = (cos2(v))k−1 dethij(u)

összefüggés teljesül, így minden x ∈ RN esetén

∫

Sk

d(x, γ) dγ =

∫

Sk−1

π/2∫

−π/2

√
D(x, γ, v) cosk−1(v) dv dγ,

ahol

D(x, γ, v) :=
k∑

i=1

(xi−γi cos(v))2+(xk+1−sin(v))2+(xk+2)2+. . .+(xN )2.

Legyen

Fk(x) :=
1

VolSk

∫

Sk

d(x, γ) dγ
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és tekintsük az Fk(x) = c alakú általánosított kúpszeletek metszeteit az

x1 = . . . = xk = 0 és xk+3 = . . . = xN = 0

egyenlet¶ síkokkal. Ezek nem mások, mint az

fk(y, z) =

π/2∫

−π/2

√
1 + y2 + z2 − 2y sin t cosk−1 t dt

függvény szinthalmazai az y := xk+1 és z := xk+2 jelölések bevezetésével.
Az egyszer¶ség kedvéért legyen l := k − 1. Ekkor

fk(1, 0) =

π/2∫

−π/2

√
2(1− sin t) cosl t dt =

√
2

π/2∫

−π/2

(
cos

t

2
− sin

t

2

)
cosl t dt =

=
√

2

π/2∫

−π/2

(
cos

t

2
− sin

t

2

)(
cos2 t

2
− sin2 t

2

)l
dt =

= 2
√

2

π/4∫

−π/4

(cosx− sinx)
(
cos2 x− sin2 x

)l
dx =

= 2
√

2

π/4∫

−π/4

cosx
(
cos2 x− sin2 x

)l
dx = 2

√
2

π/4∫

−π/4

cosx
(
1− 2 sin2 x

)l
dx.

Itt

∫
cosx

(
1− 2 sin2 x

)l
dx =

∫
cosx

l∑

i=0

(
l

i

)
(−2)l−i(sinx)2(l−i) dx =
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=
l∑

i=0

(
l

i

)
(−2)l−i

∫
cosx(sinx)2(l−i) dx =

=

l∑

i=0

1

2(l − i) + 1

(
l

i

)
(−2)l−i(sinx)2(l−i)+1 =

= sinx

l∑

i=0

1

2l + 1− 2i

(
l

i

)
(−2 sin2 x)l−i.

Következésképp

fk(1, 0) = 4

l∑

i=0

1

2l + 1− 2i

(
l

i

)
(−1)l−i.

Tetsz®leges t > 0 egész szám esetén

t∑

i=0

1

2t+ 1− 2i

(
t

i

)
(−1)t−i =

=
1

2t+ 1

t∑

i=0

2t+ 1

2t+ 1− 2i

(
t

i

)
(−1)t−i =

=
1

2t+ 1

t∑

i=0

(
t

i

)
(−1)t−i +

1

2t+ 1

t∑

i=0

2i

2t+ 1− 2i

(
t

i

)
(−1)t−i =

=
2

2t+ 1

t∑

i=1

i

2t+ 1− 2i

t!

i!(t− i)! (−1)t−i =

=
2t

2t+ 1

t∑

i=1

1

2t+ 1− 2i

(t− 1)!

(i− 1)!(t− i)! (−1)t−i =
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=
2t

2t+ 1

t−1∑

i=0

1

2t+ 1− 2i− 2

(
t− 1

i

)
(−1)t−1−i,

így az adódik, hogy

fk(1, 0) =
2l+2 · l!

(2l + 1)!!
.

2.5.1. Tétel (Vincze, N. [28]). Az Fk(x) = c(l)
VolSk

felület nem ellip-
szoid, ahol

c(l) :=
2l+2 · l!

(2l + 1)!!
és l := k − 1.

Bizonyítás: Elegend® belátni, hogy az

π/2∫

−π/2

√
1 + y2 + z2 − 2y sin t cosl t dt = c(l)

görbe nem ellipszis az yz-koordinátasíkban. Ha y = 0, akkor azt kapjuk,
hogy

√
1 + z2

π/2∫

−π/2

cosl t dt = c(l).

Itt ha l páratlan (azaz k páros), akkor

π/2∫

−π/2

cosl t dt = 2
(l − 1)!!

l!!
,

egyébként pedig
π/2∫

−π/2

cosl t dt = π
(l − 1)!!

l!!
.
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Tehát az egyetlen lehetséges ellipszis

y(s) = cos s és z(s) = b(l) sin s,

ahol

b(l) :=





√
c2(l)l!!2

4(l−1)!!2
− 1, ha l páratlan,

√
c2(l)l!!2

π2(l−1)!!2
− 1, ha l páros.

Tekintsük a

vl(s) :=

π/2∫

−π/2

√
1 + y2(s) + z2(s)− 2y(s) sin t cosl t dt

segédfüggvényt. A 2.2.2 állítás szerint

vl(s) = 2lh(s)
Γ2
(
l+1
2

)

Γ(l + 1)
F (−1

2
,
l + 1

2
, l + 1, r2(s)),

ahol

h(s) :=
√

(1 + y(s))2 + z2(s) és
1

4
r2(s) :=

y(s)

h2(s)
.

Alkalmazva a

Γ(m) = (m− 1)!, Γ

(
1

2

)
=
√
π, és Γ(z + 1) = zΓ(z)

azonosságokat azt kapjuk, hogy

2l
Γ2
(
l+1
2

)

Γ(l + 1)
=

c(l)√
b2(l) + 1

,
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így Richards tétele alapján p = 2l+3
2(l+2) választással

vl(s) ≥ h(s)
c(l)√
b2(l) + 1

√
Mp

(
1

2
, r2(s)

)

adódik minden −π/2 < s < π/2 esetén. Legyen

g(s) := h(s)
c(l)√
b2(l) + 1

√
Mp

(
1

2
, r2(s)

)
.

A 2.3.1 tétel bizonyításában látottakhoz hasonlóan látható, hogy

g
(π

2

)
= 1 > 0,

(
g2
)′ (π

2

)
= 0 és

(g2)′′
(π

2

)
=

1

b2(l) + 1

(
(h2)′′

(π
2

)
− (4− 2p)h−2

(π
2

))
=

=
2

b2(l) + 1

(
1− b2(l)− 1

l + 2

1

1 + b2(l)

)
.

Megmutatjuk, hogy

1− b2(l)− 1

l + 2

1

1 + b2(l)
> 0. (2.1)

Ez az egyenl®tlenség a következ® alakúra hozható

(2− (b2(l) + 1))(b2(l) + 1)(l + 2) > 1,

amelyr®l könnyen látható, hogy l = 1, 2 esetén teljesül. Indirekt módon
tegyük fel, hogy az egyenl®tlenség nem teljesül valamely l ∈ N-re és
legyen l a legkisebb ilyen. Ekkor l ≥ 3 és

(2− (b2(l) + 1))(b2(l) + 1)(l + 2) ≤ 1,
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valamint
(2− (b2(l − 2) + 1))(b2(l − 2) + 1)l > 1,

ezért
(2− (b2(l) + 1))(b2(l) + 1)(l + 2)

(2− (b2(l − 2) + 1))(b2(l − 2) + 1)l
≤ 1.

Tehát ahhoz, hogy ellentmondásba kerüljünk elegend® megmutatni, hogy

(2− (b2(l + 2) + 1))(b2(l + 2) + 1)(l + 4)

(2− (b2(l) + 1))(b2(l) + 1)(l + 2)
> 1 (2.2)

teljesül minden l > 0 egész esetén. Itt

b2(l + 2) + 1

b2(l) + 1
=
c2(l + 2)

c2(l)

(
l + 2

l + 1

)2

=
24(l + 2)2(l + 2)2

(2l + 3)2(2l + 5)2
=

(2l + 4)4

((2l + 4)2 − 1)2
,

így az egyenl®tlenség

(2− (b2(l + 2) + 1))(2l + 4)4(l + 4) > (2− (b2(l) + 1))((2l + 4)2 − 1)2(l + 2),

azaz
2(2l + 4)4(l + 4)−

(
b2(l + 2) + 1

)
(2l + 4)4(l + 4) >

> 2((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)−
(
b2(l) + 1

)
((2l + 4)2 − 1)2(l + 2),

következésképp

2(2l + 4)4(l + 4)− 2((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)−
(
b2(l + 2) + 1

)
(2l + 4)4(l + 4) >

> −
(
b2(l) + 1

)
((2l + 4)2 − 1)2(l + 2).

Ebb®l
(
b2(l + 2) + 1

)
(2l + 4)4(l + 4)

(b2(l) + 1) ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)
−2

(2l + 4)4(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)

(b2(l) + 1) ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)
< 1,

azaz

2
(2l + 4)4(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)

(b2(l) + 1) ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)
>

(2l + 4)8(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)4(l + 2)

((2l + 4)2 − 1)4(l + 2)
,
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és így

2((2l + 4)2 − 1)2
(2l + 4)4(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)

(2l + 4)8(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)4(l + 2)
> b2(l) + 1. (2.3)

Ennek igazolásához alkalmazzunk teljes indukciót l-re. Az l = 1, 2 esetek
közvetlen számolással ellen®rizhet®k. Tegyük fel ezután, hogy az egyen-
l®tlenség teljesül minden l − 1-nél kisebb egész számra, ahol l ≥ 4, azaz

2((2l)2 − 1)2 (2l)4(l + 2)− ((2l)2 − 1)2l

(2l)8(l + 2)− ((2l)2 − 1)4l
> b2(l − 2) + 1.

Megszorozva mindkét oldalt a (2l)4

((2l)2−1)2
kifejezéssel

2(2l)4 (2l)4(l + 2)− ((2l)2 − 1)2l

(2l)8(l + 2)− ((2l)2 − 1)4l
> b2(l) + 1

adódik, így elegend® belátni, hogy

2((2l + 4)2 − 1)2 (2l + 4)4(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)2(l + 2)

(2l + 4)8(l + 4)− ((2l + 4)2 − 1)4(l + 2)
>

> 2(2l)4 (2l)4(l + 2)− ((2l)2 − 1)2l

(2l)8(l + 2)− ((2l)2 − 1)4l
,

ami ekvivalens a p(l) > 0 egyenl®tlenség teljesülésével, ahol

p(x) := 327680x12 + 3571712x11 + 15024128x10 + 27283456x9 + 4449280x8−

−64296448x7 − 101394944x6 − 51257536x5 + 9134912x4 + 14982848x3+

+2259712x2 − 1054590x− 258300.

Mivel p(2) > 0 és

p′(2) > 0, p′′(2) > 0, . . . , p(6)(2) > 0, p(7)(2) > 0,
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ezért a p(l) > 0 egyenl®tlenség valóban teljesül minden l ≥ 2 egész ese-
tén, következésképp az (2.1) egyenl®tlenség is fennáll. Ebb®l viszont az
adódik, hogy

(
g2
)′′ (π

2

)
> 0, ami

(
g2
)′ (π

2

)
= 0-val együtt azt jelenti,

hogy a g2 függvénynek π/2-ben szigorú lokális minimuma van. Mivel
g(π/2) > 0 és a négyzetgyökfüggvény szigorúan monoton növekv®, így a
g függvénynek is szigorú lokális minimuma van π/2-ben, amib®l követ-
kezik, hogy létezik olyan 0 < s∗ < π/2 paraméter, amelyre

1 < g(s∗) ≤
v(s∗)
c(l)

,

következésképp v(s) nem konstans függvény.

2.6. Az irreducibilis részcsoportok esete

2.6.1. Lemma. Az ortogonális csoport bármely zárt irreduciblis G rész-
csoportja esetén az origó bels® pontja a nem triviális pályák konvex bur-
kának.

Bizonyítás: El®ször is vegyük észre, hogy a pályák konvex burkai in-
variánsak G-re nézve és mindegyik zárt, amib®l adódóan kompakt rész-
halmazok. Ha az origó nem eleme a konvex buroknak, akkor tekintve
a konvex burok (egyértelm¶en meghatározott) origóhoz legközelebb es®
pontját könnyen látható, hogy ez a pont �xpontja G minden elemének,
így G nem lehet irreducibilis. Ha az origó része a konvex buroknak, de
nem bels® pontja annak, akkor tekinthetjük origóra illeszked® támasz-
hipersíkok H metszetét. Ez nem üres halmaz, hiszen az origó nem része
egyetlen nem triviális pályának sem és így a Krein-Milmann tétel alap-
ján nem lehet extrémális pontja a konvex buroknak.H nyilvánvalóan egy
G-re nézve invariáns lineáris altér, így G ismét nem lehet irreducibilis.
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2.6.1. Következmény. Ha G nem tranzitív, zárt és irreducibilis, akkor
bármely nem triviális pálya konvex burka olyan nem-euklideszi Minkowski-
funkcionált indukál, amelynek lineáris izometria csoportja tartalmazza
G-t.

Bizonyítás: Legyen G zárt és irreducibilis. Ha egy nem triviális pálya
konvex burka egy origó középpontú ellipszoid, akkor annak G irreduci-
bilitása miatt egy euklideszi értelemben vett gömbnek kell lennie. Így G
tranzitív és minden lehetséges Minkowski-funkcionál euklideszi.

A következ® példa illusztrálja, hogy integrálással hogyan lehet kikü-
szöbölni a szingularitásokat. Tekintsük a

[−1, 1]× [−1, 1]

négyzet szimmetriacsoportját az euklideszi síkban. Ekkor minden nem
triviális pálya konvex poligon, azaz a konvex burkuk határa mindig tar-
talmaz szingularitásokat. A

Γ = {(−1,−1), (1,−1), (1, 1), (−1, 1)}

pálya éppen a szuprémum-normát indukálja:

|(x, y)| := 1√
2
max {|x|, |y|}

A szingularitások kiküszöböléséhez tekintsük az

F (x, y) :=
1

4

1∫

−1

1∫

−1

√
(x− t)2 + (y − s)2 ds dt

függvényt. Itt az F (x, y) = const. alakú görbék conv Γ-fókuszú általáno-
sított kúpszeletek.
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A következ® számolás azt mutatja, hogy ezek legalább egyike nem kör.
Az x, t és y, s változók szerepének szimmetriáját felhasználva a gradiens
vektormez® koordinátái:

D1F (x, y) =
1

4

1∫

−1

1∫

−1

x− t√
(x− t)2 + (y − s)2

ds dt

D2F (x, y) =
1

4

1∫

−1

1∫

−1

y − s√
(x− t)2 + (y − s)2

ds dt

Itt

D1F (x, y) = −1

8

[
(s− y)

√
(x− 1)2 + (y − s)2+

+(x− 1)2 ln

(
(s− y) +

√
(x− 1)2 + (y − s)2

)
+ (s− y)

√
(x+ 1)2 + (y − s)2+

+(x+ 1)2 ln

(
(s− y) +

√
(x+ 1)2 + (y − s)2

)]1

−1

valamint
D2F (x, y) = D1F (y, x)

Ezek felhasználásával tekintsük a

v(x, y) := yD1F (x, y)− xD2F (x, y)

függvényt annak mérésére, hogy az általánosított kúpszeletek és körök
gradiensvektorai mennyire térnek el. Ekkor

v(2, 1) = −2
√

13 +
9

2
ln 3− 9

2
ln(−2 +

√
13) +

1

2
ln(−2 +

√
5)− 8 ln 2+

+4 ln(−3 +
√

13) + 4 ln(
√

5 + 1) + 8

amir®l látható, hogy különbözik nullától.
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2.6.1. De�níció. Legyen G az ortogonális csoport zárt részcsoportja,
z ∈ SN−1 rögzített pont és tekintsük z pályáját Γz-t. Ha z∗ ∈ SN−1 olyan
pont, amelynél az

a := min
‖y‖=1

(
max

γ∈conv Γz

d(y, γ)

)

minimum fellép, akkor z∗-ot a Γz pálya minimax pontjának nevezzük.

Tekintsük a

f : R→ R, f(t) :=

{
0 ha t ≤ a

(t− a)e−
1

t−a ha t > a.

függvényt. Standard kalkulus segítségével látható, hogy ez egy sima, kon-
vex valós függvény. Legyen

g(t) := t+ f(t)

és nézzük az

F (x) :=

∫

conv Γz

d(x, γ) dγ és F̃ (x) :=

∫

conv Γz

g(d(x, γ)) dγ

függvényeket. Világos, hogy

F (z∗) = F̃ (z∗) =: c

ahol z∗ a Γz pálya minimax pontját jelöli. Másrészt az

F (x) = c és F̃ (x) = c

szinthalmazok különböznek a gömbt®l kivéve, ha a

y ∈ SN−1 7→ max
γ∈conv Γz

d(y, γ)

leképezés állandó. Mivel Γz ⊂ SN−1 ez csak úgy lehetséges, ha conv Γz
maga az egységgömb és így G tranzitív.
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2.6.1. Tétel (Vincze, N. [28]). Ha G olyan zárt, irreducibilis rész-
csoportja az ortogonális csoportnak, amely nem tranzitív az egységgöm-
bön, akkor a

∫

conv Γz

d(x, γ) dγ = c és

∫

conv Γz

g(d(x, γ)) dγ = c

hiperfelületek legalább egyike olyan nem euklideszi Minkowski-funkcionált
indukál, amelynek lineáris izometria csoportja tartalmazza G-t.

A következ® táblázatban összefoglaljuk mindazon kompakt Lie-rész-
csoportokat, amelyek tranzitívak az SN−1 euklideszi egységgömbön [17].

SO(N) SO(N) SO(N) SO(7) SO(8) SO(16)

− U(2k+1) U(2k) − U(4) U(8)

− SU(2k+1) SU(2k) − SU(4) SU(8)

− − Sp(k) − Sp(2) Sp(4)

− − Sp(k)·SO(2) − Sp(2)·SO(2) Sp(4)·SO(2)

− − Sp(k)·Sp(1) − Sp(2)·Sp(1) Sp(4)·Sp(1)

− − − G2 Spin(7) Spin(9)

N=2k+1 6= 7 N=2(2k+1) N=4k 6= 8, 16 N=7 N=8 N=16
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2.7. Alkalmazások

I. Legyen most (M,γ) egy összefügg® Riemann-sokaság, amelyen adott a
p ∈M pont. Ha a p pontbeli holonómiacsoport lezártja nem tranzitív a
TpM érint®tér egységgömbjén, akkor a fenti tételek szerint megadhatunk
egy olyan konvex testet, amely az origót a belsejében tartalmazza, inva-
riáns a p-beli holonómiacsoport elemeivel szemben, továbbá olyan nem
euklideszi Lp Minkowski-funkcionált származtat az érint®téren, amelyre
nézve a holonómiacsoport elemei lineáris izometriák. Ezután párhuzamos
eltolások segítségével ezt a funkcionált kiterjesztve a teljes sokaságra a
funkcionálok egy olyan sima gy¶jteményét kapjuk, amely invariáns a
Lévi-Civita-konnexió által származtatott párhuzamos eltolásokkal szem-
ben. Az ilyen struktúrával ellátott sokaságokat (nem Riemann) Berwald-
sokaságoknak nevezzük, amelyek a Finsler-sokaságok egy speciális osz-
tályát képviselik.

2.7.1. Tétel. Ha egy összefügg® Riemann-sokaság holonómiacsoportjá-
nak lezártja nem tranzitív a az érint®tér egységgömbjén, akkor a Lévi-
Civita-konnexió (szigorú értelemben) Berwald-metrizálható általánosított
kúpszeletek segítségével.

Borel and Lichnerowicz tétele szerint a lesz¶kített holonómiacsoport
(az egységelemet tartalmazó maximális összefügg® részcsoport) zárt rész-
csoportja az ortogonális csoportnak. Mivel a holonómiacsoport megszám-
lálható sok komponensb®l áll, ezért a zártság csak a komponensek számá-
tól függ (véges vagy végtelen). Simons [37] bebizonyította, hogy ha egy
lokálisan irreducibilis Riemann-sokaság holonómiacsoportja nem tranzi-
tív az egységgömbön, akkor az egy 2 rangú lokálisan szimmetrikus tér.
Így holonómiacsoportot tartalmazza az a G csoport, amely a görbületi
tenzort a sokaság egy pontjában invariánsan hagyó orotgonális transzfor-
mációkból áll. Ez a G csoport nyilvánvalóan zárt és ha a görbületi tenzor
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nem t¶nik el, akkor az egységelemet tartalmazó maximális összefügg®
részcsoport megegyezik a lesz¶kített holonómiacsoporttal [37]. Követke-
zésképp a holonómiacsoportnak legfeljebb annyi komponense lehet, mint
G-nek, és mindemellett zárt részcsoport [38].
II. A következ® lépésben általánosítjuk a 2.7.1 tételt.

2.7.1. De�níció. Legyen M egy összefügg® di�erenciálható sokaság az
érint®tereken ellátva sima Minkowski funkcionáloknak egy

p 7→ Lp : TpM → R

sima családjával 1 úgy, hogy bármely p ∈M pont és v ∈ TpM nemzérus
vektor esetén a

gv : TpM × TpM → R

gv(w, z) :=
∂2

∂t∂s

(
(s, t) 7→ 1

2
L2
p(v + tw + sz)

)

t=0,s=0

leképezés pozitív de�nit bilineáris forma. Az

L : TM → R, L(v) := Lp(v)

leképezést alapfüggvénynek és az (M,L) párt Finsler-sokaságnak nevez-
zük, amíg g Riemann-Finsler metrika.

2.7.2. De�níció. Ha az alapfüggvény invariáns valamely ∇ lineáris kon-
nexió által indukált párhuzamos eltolásokkal szemben, akkor ∇-ra nézve
általánosított Berwald-sokaságot kapunk.

Az álatlánosított Berwald-sokaságok legfontosabb speciális osztályai a
következ®k:
1Sima családon azt értjük, hogy bármely a sokaságon adott reguláris c : [0, 1] → M

görbe esetén a t 7→ Lc(t)

(
ċ(t)

)
leképezés sima.
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• lokálisan Minkowski-sokaságok (∇ zérus torziójú és a görbületi ten-
zor elt¶nik)

• Berwald-sokaságok (∇ zérus torziójú)

• (egzakt) Wagner-sokaságok [40], ahol a torzió

T =
1

2

(
1⊗ dα− dα⊗ 1

)

valamely α : M → R sima függvénnyel [41].

A torziótól függetlenül egy ilyen lineáris konnexió mindig Riemann-
metrizálható [2] és így a holonómiacsoportja O(n) részcsoportjának te-
kinthet®, ahol n = dim M . Követezésképp a lezártja nem lehet tranzitív
az érint®tér egységgömbjén, amennyiben nem Riemann-féle általánosí-
tott Berwald-sokaság adott. Megfordítva, ha M egy olyan összefügg®
Riemann-sokaság egy ∇ metrikus konnexióval, amelynek holonómiacso-
portja nem tranzitív az egységgömbön, akkor megadva egy Lp nem euk-
lideszi Minkowski funkcionált a sokaság egy p pontjában, a ∇ által indu-
kált párhuzamos eltolásokkal kiterjeszthetjük ezt a funkcionált az egész
sokaságra. Egy ilyen Lp funkcionál konstrukciója világos a fenti tételek
alapján és így a 2.7.1 tétel következ® általánosításához jutunk.

2.7.2. Tétel (Vincze, N. [28]). Legyen M egy összefügg® Riemann-
sokaság. Ha egy metrikus (de nem feltétlenül torziómentes) ∇ lineá-
ris konnexió holonómiacsoportjának lezártja nem tranzitív az érint®te-
rek egységgömbjein, akkor ∇ (szigorú értelemben) Berwald-metrizálható
általánosított kúpszeletek segítségével.
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3 Geometriai tomográ�a

A geometriai tomográ�a a matematika egy, a mai napig aktívan kutatott
területe. Célja, hogy információt szerezzünk olyan geometria alakzatok-
ról, amelyeknek csak metszeteit, vetületeit, vagy esetleg ezeket együtte-
sen ismerjük. Maga a tomográ�a szó a görög tomos és graphein szavak
összetételéb®l származik, amelyek jelentése szelet és írni.
A számítógépes tomográ�a, vagy ahogy az angol rövidítése alapján

legtöbben ismerik CT (Computed Tomography), az orvostudományban
gyakran alkalmazott radiológiai eljárás. Ennek során a vizsgált személy-
r®l különböz® irányokban röntgenfelvételeket készítenek, amelyek segít-
ségével rekonstruálják a térbeli képet. Ez matematikailag nem jelent
mást, mint egy s¶r¶ségfüggvény visszaállítását az alapján, hogy ismerjük
az értelmezési tartomány különböz® irányokkal párhuzamos metszetei fe-
letti integrálokat. Tudvalév® azonban, hogy függetlenül attól milyen (vé-
ges) sok irányban állnak rendelkezésünkre ezek a metszetek a megoldás
általában nem egyértelm¶, ezért a visszaállított kép mindig egy köze-
lítés eredménye. Ugyanakkor, ha feltesszük, hogy a vizsgált objektum
kell®en homogén, akkor a keresett s¶r¶ségfüggvény egy alkalmas halmaz
karakterisztikus függvényével helyettesíthet®. Ekkor a megfelel® integ-
rálértékek nem fejeznek ki mást, mint az említett halmaz metszeteinek
mértékeit. Így jutunk el a geometriai tomográ�ához, mint a számító-
gépes tomográ�a speciális esetéhez. Itt már megszabadulva a s¶r¶ség
kiszámíthatatlanságától elérhet®, hogy bizonyos feltételek mellett egyér-
telm¶ megoldásokat kapjunk.
A geometriai tomográ�a központi kérdése, hogy milyen feltételek mel-
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lett garantálható, hogy a geometriai alakzatokat bizonyos irányban vett
metszeteik és/vagy vetületeik egyértelm¶en meghatározzák. A téma ki-
váló áttekintését nyújtja Richard Gardner Geometric Tomography cím¶
könyve [12], amely számos erre vonatkozó eredményt tartalmaz. Jelen
fejezetben a geometriai tomográ�ában meghatározó szerep¶ röntgen-
függvények vizsgálatával foglalkozunk, a szerepl® alakzatok konvexitá-
sának feltételezése nélkül. El®ször fényt derítünk arra, hogy a milyen
konvergencia-tulajdonságoknak tesznek eleget. Ezután pedig megvizsgál-
juk, hogyan lehet a különböz® irányokban vett röntgenfüggvények által
hordozott információt egyetlen függvénybe s¶ríteni.
Emlékeztetünk, hogy tetsz®leges m ∈ {1, . . . , N} esetén λm az m-

dimenziós Lebesgue-mértéket. Azt mondjuk, hogy az Rm téren értelme-
zett f1, f2 λm-mérhet® függvények majdnem mindenütt megegyeznek, ha
az f1−f2 függvény egy λm szerint nullmérték¶ halmaztól eltekintve min-
den pontban zérus. Ezt f1 ' f2 módon jelöljük. Hasonlóan tetsz®leges
E1, E2 ∈ Rm λm-mérhet® halmazok esetén E1 ' E2 jelentse azt, hogy
az E1 és E2 halmazok szimmetrikus di�erenciája, E1∆E2 a λm mérték
szerint nullmérték¶. Szükségünk van továbbá a halmazok távolságának
mérésére.

3.0.3. De�níció. Ha K,L ∈ RN nemüres, kompakt halmazok, akkor a

dH (K,L) := max

{
max
x∈K

d(x, L),max
y∈L

d(y,K)

}

valós számot a K és L halmazok Hausdor�-távolságának nevezzük.
Továbbá azt mondjuk, hogy a Kn (n ∈ N) kompakt halmazokból álló
sorozat a K kompakt halmazhoz konvergál Hausdor�-értelemben,
ha bármely ε > 0-hoz létezik n0 ∈ N, hogy n > n0 esetén dH(Kn,K) < ε.

Jel: Kn
H→ K.

Megmutatható, hogy az RN -beli nemüres, kompakt halmazok a Haus-
dor�-távolsággal teljes metrikus teret alkotnak, amelyet KN módon jelö-
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lünk. Ennek bizonyítása és a KN -tér alapvet® tulajdonságainak vizsgá-
lata megtalálható [22] 14. fejezetében illetve [36] 1.8 fejezetében. A fenti
de�níció nem túl szemléletes, ezért tekintsük a következ®t:

3.0.4. De�níció. Legyen A ∈ RN nemüres halmaz és ε > 0. Ekkor az

Aε = A+B0(ε) =
⋃

a∈A
Ba(ε)

halmazt az A küls® ε-párhuzamos halmazának nevezzük, ahol Bp(ε)
a p ∈ RN pont körüli ε sugarú zárt gömböt jelöli.

Látható, hogy ha A zárt, akkor Aε nem más, mint azon pontok hal-
maza RN -ben, amelyek A-tól mért távolsága legfeljebb ε [36, 48. oldal].
Így kompakt halmazok Hausdor�-távolságára a következ® alternatív de-
�níció adható:

dH(K,L) := min {ε > 0 |K ⊂ Lε, L ⊂ Kε }

Egy K ⊂ RN nemüres, kompakt, összefügg® halmazat testnek neve-
zünk, amennyiben cl int(K) = K, azaz a K halmaz belsejének a lezártja
megegyezik a K halmazzal. A síkban, azaz ha N = 2, a testeket sík-
idomoknak nevezzük. Nem nehéz belátni, hogy egy nemüres, kompakt,
konvex halmaz pontosan akkor test, ha belseje nemüres. Jelölje KN0 a
kompakt, konvex testek terét ellátva a Hausdor�-távolsággal.

3.1. Röntgenfüggvények

Ebben az alfejezetben megismerkedünk a geometriai tomográ�ában meg-
határozó szerep¶ röntgenfüggvények fogalmával, majd áttekintjük az
ezekre vonatkozó legfontosabb eredményeket.
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3.1.1. De�níció. Legyen E ⊂ RN (N ≥ 2) egy korlátos, mérhet® hal-
maz továbbá H egy N − 1 dimenziós altér RN -ben, amelynek egy or-
tonormált bázisa

(
v1, . . . , vN−1

)
. Ekkor az E halmaznak a H altérrel

párhuzamos röntgenfüggvényének nevezzük az

XHE : R −→ R, t 7−→ λ1 ((tw +H) ∩ E)

leképezést, ahol
(
v1, . . . , vN−1, w

)
ugyanolyan irányítású ortonormált bá-

zisa RN -nek, mint az (e1, . . . , eN ) kanonikus bázis. (3.1 ábra)

3.1. ábra. Az (x−4)2 +(y−5)2 ≤ 4 egyenlet¶ körlap (cos(π/3), sin(π/3))
irányú röntgenfüggvénye

Az e⊥1 , . . . , e
⊥
N alterekkel párhuzamos röntgenfüggvényeket koordináta-

röntgenfüggvényeknek nevezzük és a következ® módon jelöljük:

XiK = Xe⊥i
K, (i = 1, . . . , N).
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Ha N = 2, akkor bármely N − 1-dimenziós altér ortonormált bázisa
egyetlen v egységvektorból áll, így ebben az esetben v-irányú röntgen-
függvényr®l beszélhetünk.
Tetsz®leges korlátos, mérhet® E halmaz esetén Fubini tétele biztosítja,

hogy XvE a λk−1 mértékre nézve majdnem mindenütt jól de�niált mér-
het®, s®t integrálható függvény v⊥-n. Ha azonban E egy Borel-halmaz,
akkor ennél több is igaz.

3.1.1. Állítás. Minden B ⊂ Rk korlátos Borel-halmaz és H N − 1-
dimenziós altér esetén XHB jól de�niált R minden pontjában.

Bizonyítás: Legyen
(
v1, . . . , vN−1

)
a H altér egy ortonormált bázisa,

továbbá w ∈ RN ugyanolyan egységvektor, mint amilyen a röntgenfügg-
vények de�níciójában szerepel és tekintsük az r := 1 + sup

{
‖p‖

∣∣p ∈ B
}

valós számot. Ekkor B0(r), a 0 körüli r-sugarú nyílt gömb tartalmazza
B-t. Jelölje Br RN Borel-algebrájának lesz¶kítését a B0(r) halmazra,
azaz azt a halmazcsaládot, amelynek minden tagja egy Borel-halmaz és
B0(r) metszeteként áll el®. Világos, hogy Br nem más, mint a B0(r)-beli
nyílt halmazok által generált σ-algebra. Legyen ezután C azon B0(r)-
beli halmazok családja, amelynek minden C tagjára tetsz®leges t ∈ R
esetén a C ∩ (tw +H) halmaz λ1-mérhet®. Mivel a B0(r) ∩ (tw +H)
halmaz mindig λ1-mérhet® és B0(r) korlátos, így minden C ∈ C halmaz
esetén λ1 (C ∩ (tw +H)) véges. Következésképp tetsz®leges C ∈ C hal-
maz esetén XHC jól de�niált az egész R-en. Könny¶ átgondolni, hogy
C egy σ-algebra (ez visszavezethet® a λ1 mérték megfelel® tulajdonsága-
ira). Másrészt minden B0(r)-beli nyílt halmaz eleme C-nek, hiszen egy
nyílt halmaz metszete egy egyenessel az egyenes egy nyílt halmazát adja,
amely λ1-mérhet®. A fentiek alapján ez nem jelent mást, mint hogy
Br ⊂ C. Így B ∈ Br miatt B ∈ C következik, azaz XHB jól de�niált
minden t ∈ R pontban.
Speciálisan a kompakt halmazok is Borel-halmazok RN -ben, így a

kompakt halmazok röntgenfüggvényei jól de�niáltak. Könnyen igazol-
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ható továbbá, hogy bármely E ⊂ RN kompakt halmaz és H N − 1-
dimenziós altér esetén az XHB röntgenfüggvény nem negatív, kompakt
tartójú, korlátos, integrálható függvény.
Nem nehéz példát mutatni olyan különböz® korlátos, mérhet® halma-

zokra, amelyek egy vagy esetleg több irányban vett röntgenfüggvényei
megegyeznek.

3.1.1. Példa. Tekintsük a

K1 = conv

{
(cos

kπ

8
, sin

kπ

8
)

∣∣∣∣ k = 0, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15

}

K2 = conv

{
(cos

kπ

8
, sin

kπ

8
)

∣∣∣∣ k = 0, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 14, 15

}

kompakt, konvex halmazokat. (3.1 ábra) Világos, hogy ekkor K1 és
K2 nem egybevágók és az is könnyen ellen®rizhet®, hogy a koordináta-
irányokban vett röntgenfüggvényeik megegyeznek.

3.1.2. De�níció. Legyen E korlátos, mérhet® halmazok egy családja és
S altereknek egy rögzített halmaza RN -ben. Ekkor azt mondjuk, hogy
az S-beli alterekkel párhuzamos röntgenfüggvényei meghatározzák az
E ∈ E halmazt, ha bármely E′ ∈ E esetén XHE ' XHE′ (H ∈ S)
maga után vonja, hogy E ' E′, azaz E és E′ szimmetrikus di�erenciája
nullmérték¶.

A geometriai tomográ�a központi kérdése, hogy hány irányt és hogyan
kell megválasztanunk ahhoz, hogy tetsz®leges korlátos mérhet® halmaz
meghatározható legyen az ezen irányokban vett röntgenfüggvényeib®l.
Ezen kérdés vizsgálata lényegesen egyszer¶bbé válik, ha a vizsgált geo-
metriai objektumok körét a konvex, kompakt halmazokra sz¶kítjük, ép-
pen ezért a geometriai tomográ�ában elért eredmények jelent®s része
ilyen halmazokra vonatkozik.
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3.2. ábra. Nem egybevágó konvex sokszögek megegyez® koordináta rönt-
genfüggvényekkel

3.1.1. Tétel (Gardner, McMullen [15]). R2-ben megadható négy o-
lyan irány, hogy bármely konvex (síkbeli) testet meghatározzák az ezen
irányokkal párhuzamos röntgenfüggvényei, de semelyik három irány nem
rendelkezik ugyanezzel a tulajdonsággal.

Kés®bb Gardner és Gritzman [13] sikeresen bizonyította, hogy ponto-
san azok az iránynégyesek rendelkeznek a fenti tulajdonsággal, amelyek
meredekségeib®l növekv® sorrendben képzett kett®sviszony értéke olyan
racionális szám, amely nem a következ®k valamelyike: 3/2, 4/3, 2, 3, 4.

3.1.2. Tétel. Legyenek v1, v2 ∈ R2 tetsz®leges lineárisan független irá-
nyok és jelölje D azon R2-beli konvex testek halmazát, amelyek egyér-
telm¶en meghatározottak az ezen irányokkal párhuzamos röntgenfüggvé-
nyeik által. Ekkor D második kategóriájú halmaz KN0 térben.
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Ezzel szemben, ha mell®zzük a konvexitást, számos nehézségbe ütkö-
zünk. A legszembet¶n®bb példája ennek a következ® tétel, amely lehetet-
lenné teszi a fentiekhez hasonló eredmények elérést az általános korlátos,
mérhet® halmazok esetén.

3.1.3. Tétel. Nem adható meg véges sok irány R2-ben úgy, hogy bármely
korlátos, mérhet® (vagy akár kompakt) testet meghatározzák az ezen irá-
nyokkal párhuzamos röntgen-függvényei.

A nemkonvex geometriai tomográ�ában ezért leginkább csak speciális
korlátos, mérhet® illetve kompakt halmazokkal foglakoznak. Ilyen jelleg¶
vizsgálatok megtalálhatók [12] 2. fejezetében.

3.2. A röntgenfüggvények konvergenciája

Az el®z® alfejezetben láthattuk, hogy bizonyos halmazosztályok (pl. sík-
beli, konvex, kompakt halmazok) elemei az osztályon belül egyértelm¶en
meghatározottak véges sok röntgenfüggvényük által. Ugyanakkor, ha
adottak is számunkra ezen röntgenfüggvények, az még nem világos, hogy
hogyan tudjuk rekonstruálni ezen adatokból magát a halmazt. Ez egy
sokkal nehezebb probléma, amelyet a síkbeli, konvex, kompakt halmazok
esetében R. Gardner és M. Kiderlen oldották meg teljesen 2007-ben [14].
A probléma megoldásához lényegében annak bizonyítására van szükség,
hogy a síkbeli, konvex, kompakt halmazokhoz adott irányú röntgenfügg-
vényüket rendel® leképezés folytonos (megfelel® függvényteret tekintve).
Célunk egy olyan rekonstrukciós algoritmus megadása, amely a konvex,
kompakt halmazoknál b®vebb halmazosztály esetén alkalmazható. Ehhez
el®ször megvizsgáljuk, hogy a röntgenfüggvények milyen konvergencia
tulajdonságoknak tesznek eleget az alakzatok konvexitásának feltétele-
zése nélkül. Más szavakkal megvizsgáljuk, hogy ha egy halmazsorozat
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valamilyen értelemben konvergál egy rögzített E korlátos, mérhet® hal-
mazhoz, akkor a röntgenfüggvények is konvergálnak-e valamilyen érte-
lemben az E halmaz röntgenfüggvényéhez. A halmazsorozatok számos
különböz® értelemben lehetnek konvergensek. Az egyik kézenfekv® értel-
mezési lehet®ség a mértékbeli konvergencia.

3.2.1. De�níció. Legyen E ⊂ RN korlátos, mérhet® halmaz. Azt mond-
juk, hogy az En ⊂ RN (n ∈ N) korlátos, mérhet® halmazokból álló sorozat
E-hez konvergál mértékben, ha

lim
n→∞

λN (E∆En) = 0

azaz, ha a szimmetrikus di�erenciák λN mértéke nullához tart.

Kompakt halmazokat tekintve pedig rendelkezésünkre áll egy másik
jól ismert konvergencia-fogalom, a Hausdor�-konvergencia. Miel®tt rá-
térnénk ezeknek a röntgenfüggvényekkel való kapcsolatának vizsgálatára,
nézzük meg hogyan viszonyulnak egymáshoz.
Világos, hogy a halmazok mértékbeli konvergenciájából nem követ-

kezik a Hausdor�-konvergencia. Ehhez elég tekintenünk egy K ⊂ RN
kompakt halmazt és egy olyan Kn halmazsorozatot, amelynek minden
tagja a K és egy K-n kívüli rögzített p pont uniójaként áll el®. Ekkor
a K∆KN szimmetrikus di�erencia mindig egyetlen pontból áll, így a
mértéke 0. Másrészt a p pont K-tól mért (euklideszi) távolsága pozitív,
és de�níció szerint a Hausdor�-távolsága nem lehet ennél kisebb. A kö-
vetkez® példa azonban megmutatja, hogy a Hausdor�-konvergencia sem
garantálja a halmazok mértékbeli konvergenciáját.

3.2.1. Példa (Vincze, N. [29]). Legyen K ⊂ R2 a (0,−1), (1,−1),
(1, 1), (0, 1) pontok konvex burkaként el®álló téglalap. Továbbá tetsz®-
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leges n ∈ N, esetén legyen

Ln :=

dn/2e−1⋃

i=0

conv

{(
2i

n
, 0

)
,

(
2i+ 1

n
, 0

)
,

(
2i

n
, 1

)
,

(
2i+ 1

n
, 1

)}
,

ahol dn/2e az n/2 fels® egész részét jelöli. Tekintsük a

Kn := K\Ln (n ∈ N)

halmazsorozatot (3.2 ábra). Ekkor nyilvánvalóan Kn ⊂ K ⊂ Kε minden
n ∈ N esetén. Továbbá bármely p ∈ Ln pontra

d(p,Kn) := inf {d(p, q) |q ∈ Kn } <
1

n
,

így ha 1/n < ε, akkor Ln ⊂ (Kn)ε és következésképp K ⊂ (Kn)ε.
Világos, hogy bármely ε > 0 esetén létezik n0 ∈ N, hogy n > n0 esetén
1/n < ε és ekkor K ⊂ (Kn)ε következik. Ez Kn ⊂ Kε alapján épp azt

jelenti, hogy Kn
H→ K. Másrészt

λ2(K∆Kn) = λ2(K)− λ2 (Kn) = λ2 (Ln) =
⌈n

2

⌉
· 1

n
−→ 1

2
,

ezért Kn nem konvergálhat mértékben K-hoz.

Fubini tétele alapján tudjuk, hogy ha K1,K2 ⊂ RN olyan kompakt
halmazok, hogy XHK1 ' XHK2 (azaz majdnem mindenütt egyenl®k)
valamelyH ⊂ RN N−1-dimenziós altérre, akkor λN (K1) = λN (K2). Így
a fenti példa egyúttal azt is mutatja, hogy a Hausdor�-konvergenciából
még csak majdnem mindenütt sem következik a röntgenfüggvények kon-
vergenciája. S®t a következ® példa alapján megállapítható, hogy a mér-
tékbeli és a Hausdor�-konvergencia együttesen sem eredményezi a rönt-
genfüggvények majdnem mindenütti konvergenciáját.
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3.3. ábra. A K5 és K6 halmazok a példában szerepl® p ponttal

3.2.2. Példa (Vincze, N. [29]). Legyen K a (0,−1), (1,−1), (1, 1),
(0, 1) pontok konvex burkaként el®álló téglalap. Továbbá tetsz®leges n ∈
N, esetén legyen kn az a legkisebb természetes szám, amelyre

kn∑

i=0

i =
kn (kn + 1)

2
≥ n

és de�niáljuk a dn számot a következ®képp

dn :=

kn−1∑

i=0

i =
(kn − 1) kn

2
.

Ezután

Ln := conv

{(
n− dn − 1

kn
, 0

)
,

(
n− dn
kn

, 0

)
,

(
n− dn − 1

kn
, 1

)
,

(
n− dn
kn

, 1

)}
.

Végül

Kn := cl(K\Ln) (n ∈ N) .
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3.4. ábra. A K8, K9 (fent), illetve a K12 és K13 halmazok (lent) a pél-
dában szerepl® p ponttal

Ekkor nyilvánvalóan Kn ⊂ K ⊂ Kε minden n ∈ N esetén. Továbbá
bármely p ∈ Ln pontra

d(p, ∂Ln) <
1

kn
,

így ha 1/kn < ε, akkor Ln ⊂ (Kn)ε és következésképp K ⊂ (Kn)ε.
Világos, hogy a kn N-beli sorozat monoton növekv®, s®t bármely ε > 0
esetén létezik n0 ∈ N, hogy n > n0 esetén 1/kn < ε és ekkor K ⊂ (Kn)ε

következik. Ez a fentiek alapján épp azt jelenti, hogy Kn
H→ K. Másrészt

λ2(Kn) = λ2(K)− λ2(Ln) = λ2(K)− 1

kn
,

amib®l 1/kn → 0 alapján adódik, hogy λ2 (Kn)→ λ2(K).
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Most megmutatjuk, hogy a v = (0, 1) irány eseténXvKn(x) 6→ XvK(x)
egy a λ1 mértékre nézve pozitív mérték¶ halmazon. Tekintsünk egy
tetsz®leges x ∈ ] 0, 1 [ irracionális számot. A Kn halmazsorozat konst-
rukciójából adódóan bármely n ∈ N esetén ha XvKn(x) = 1, akkor
XvKn+1(x) = 2, továbbá ha XvKn(x) = 2 akkor létezik m ∈ N n <
m ≤ n+ dn+1 − dn + 1, hogy XvKm(x) = 2. Mivel az XvKn(x) sorozat
értékkészlete az {1, 2} halmaz, a sorozat csak úgy lehet konvergens, ha
∃n0 ∈ N, hogy minden n > n0 esetén XvKn(x) = 1 vagy minden n > n0

esetén XvKn(x) = 2 teljesül. Ez azonban a fentiek alapján nem lehetsé-
ges. Továbbá jól ismert, hogy a ] 0, 1 [ intervallum irracionális pontjaiból
álló halmaz Lebesgue szerint pozitív mérték¶, így megmutattuk, hogy az
XvKn(x) röntgenfüggvények divergensek egy pozitív mérték¶ halmazon.

Miután két már jól ismert konvergencia típusról is kiderült, hogy nem
garantálják a röntgenfüggvények konvergenciáját, más eszközökhöz kell
folyamodnunk. De�niáljuk egy új konvergencia-fogalmat.

3.2.2. De�níció. Legyen E ⊂ RN korlátos, mérhet® halmaz. Ekkor azt
mondjuk, hogy az En ⊂ RN (n ∈ N) korlátos, mérhet® halmazokból álló
sorozat X-regulárisan konvergál az E halmazhoz, ha

lim
n→∞

λN
(
E1
n

)
= λN (E) és lim

n→∞
λN
(
E2
n

)
= λN (E)

teljesül, ahol

E1
n :=

∞⋃

i=n

Ei ∪ E E2
n :=

∞⋂

i=n

Ei ∩ E

Jel: En
X→ E.

3.2.1. Tétel. Legyen E ⊂ RN korlátos, mérhet®, és legyenek En (n ∈
N) olyan korlátos, mérhet® halmazok, amelyekre En

X→ E. Ekkor tetsz®-
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leges H ⊂ RN N − 1-dimenziós altér esetén

lim
n→∞

XvEn ' XvE

azaz az XHEn függvénysorozat λ1-re nézve majdnem minden pontban
konvergens és határfüggvénye XHE.

Bizonyítás: Els®ként megmutatjuk, hogy bármely n ∈ N esetén λN
(
E1
n

)

véges. Ehhez indirekt módon tegyük fel ennek ellenkez®jét. A regulá-
ris konvergencia miatt létezik n0 ∈ N, hogy minden n > n0 esetén
λN (E1

n) − λN (E) < 1, ezért csak véges sok n ∈ N-re lehet λN
(
E1
n

)

végtelen. Legyen N∗ a legnagyobb ilyen index. Ekkor azonban a mér-
ték szubadditivitása miatt λN (E1

N∗) ≤ λN (EN∗ ∪E) + λN (E1
N∗+1), ami

nyilvánvalóan ellentmondás, hiszen a jobboldalon egy véges összeg áll.
Tehát λN

(
E1
n

)
valóban véges minden n ∈ N-re. Ez Fubini tétele alap-

ján azt eredményezi, hogy az XHE1
n röntgen-függvények integrálhatók.

A feltétel szerint

0 = lim
n→∞

(
λN
(
E1
n

)
− λN (E)

)
= lim

n→∞

+∞∫

−∞

(
XHE1

n(x)−XHE(x)
)
dx

Az E1
n halmazok monoton csökken® sorozatot alkotnak, így a röntgen-

függvények de�níciójából adódóan az XHE1
n függvénysorozat monoton

csökken®. Másrészt ezek a függvények közös alsó korláttal rendelkeznek,
hiszen E ⊂ E1

n minden n ∈ N-re, ezért λ1-majdnem mindenütt konver-
gálnak valamely határfüggvényhez. S®t ezek a függvények integrálhatók
és a monoton csökkenés miatt egy közös integrálható függvény, XHE1

1

alatt maradnak, így alkalmazható Lebesgue tétele, amely szerint az in-
tegrálás és a határátmenet sorrendje felcserélhet®. Tehát azt kapjuk,
hogy

+∞∫

−∞

(
lim
n→∞

XHE1
n(x)−XHE(x)

)
dx = 0
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amib®l
lim
n→∞

XHE1
n ' XHE

adódik. Ismét a reguláris konvergenciából adódóan

0 = lim
n→∞

(
λN (E)− λk

(
E2
n

))
= lim

n→∞

+∞∫

−∞

(
XHE(x)−XHE2

n(x)
)
dx

Itt az E2
n halmazok sorozata monoton növekv®, így az XHE2

n függvény-
sorozat is monoton növekv®. Másrészt ezek a függvények közös fels® kor-
láttal rendelkeznek, hiszen E2

n ⊂ E minden n ∈ N-re, ezért majdnem
mindenütt konvergálnak valamely határfüggvényhez. S®t integrálhatók
és egy közös integrálható függvény, XHE alatt maradnak, így ismét Le-
besgue tétele alapján az integrálás és a határátmenet sorrendje felcserél-
het®. Azt kapjuk tehát, hogy

+∞∫

−∞

lim
n→∞

(
XHE2

n(x)−XHE(x)
)
dx = 0

amib®l
lim
n→∞

XHE2
n ' XHE

Végül vegyük észre, hogy E2
n ⊂ En ⊂ E1

n miatt

XHE2
n ≤ XHEn ≤ XHE1

n

ezért a rend®r elv alkalmazásával

lim
n→∞

XHEn ' XHE

adódik.
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Tehát a fenti tétel szerint az X-reguláris konvergencia elegend® felté-
tel a korlátos, mérhet® halmazok röntgenfüggvényeinek majdnem min-
denütti konvergenciájához. Felvet®dik a kérdés, hogy a reguláris kon-
vergencia hogyan hozható kapcsolatba a jól ismert mértékbeli, illetve
Hausdor�-konvergenciával. Az világos, hogy ez utóbbiak együttes fenn-
állásából sem következtethetünk a reguláris konvergenciára, különben a
röntgenfüggvények (majdnem mindenütt) egybeesnének, ami a korábbi
példák szerint nem lehetséges. Ugyanakkor

E∆En = (E ∪ En) \ (E ∩ En) ⊂ E1
n \ E2

n

alapján látható, hogy a reguláris konvergencia maga után vonja a mér-
tékbeli konvergenciát. A most következ® példa azonban megmutatja,
hogy a Hausdor�-konvergenciát nem.

3.2.3. Példa (Vincze, N. [29]). Legyen K ⊂ R2 a (0,−1), (1,−1),
(1, 0), (0, 0) pontok konvex burkaként el®álló téglalap. Továbbá tetsz®-
leges n ∈ N, esetén legyen

Kn = K ∪ conv

{
(0, 0),

(
1

n
, 0

)
,

(
1

n
, 1

)
, (0, 1)

}

Mivel K ⊂ Kn minden n ∈ N-re és a Kn halmazok monoton csökken®
sorozatot alkotnak, így K1

n = Kn és K2
n = K. Világos, hogy

λ2(Kn) = λ2(K) + 1/n→ λ2(K)

Ezek alapján tehát

lim
n→∞

λ2

(
K1
n

)
= lim

n→∞
λ2 (Kn) = λ2(K)

valamint
lim
n→∞

λ2

(
K2
n

)
= λ2(K)
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Ugyanakkor (0, 1) ∈ Kn tetsz®leges n ∈ N esetén, ezért ε = 1/2 válasz-

tással Kn 6⊂ Kε minden n ∈ N-re, következésképp Kn
H9 K.

Tehát megállapítható, hogy a reguláris és a Hausdor�-konvergencia
közül egyik sem er®sebb kitétel a másiknál abban az értelemben, hogy
egyik fennállása esetén sem következik a másik. A következ®kben megmu-
tatjuk, hogy mindezek ellenére Hausdor�-konvergencia bizonyos további
feltételekkel hasznos a röntgenfüggvények konvergenciájának vizsgálata
során.

3.2.1. Lemma. Ha Kε a K ⊂ RN kompakt halmaz küls® párhuzamos
halmaza, akkor Kε λN -mérhet® és

lim
ε→0+

λN (Kε) = λN (K)

Bizonyítás: Könnyen látható, hogy K kompaktsága miatt a Kε halmaz
zárt, következésképp mérhet® [36, 48. oldal]. Legyen rn → 0+ és tekint-
sük az

xn := sup{rm | m ≥ n}
sorozatot. Ekkor

lim
n→∞

xn = lim sup
n→∞

rn = 0

A küls® párhuzamos halmazokra

K ⊂ Krn ⊂ Kxn (3.1)

amib®l adódik, hogy

λN (K) ≤ λN (Krn) ≤ λN (Kxn)

Másrészt

Kx1 ⊃ Kx2 ⊃ . . . ⊃ Kxn ⊃ . . . és K =

∞⋂

n=1

Kxn (3.2)
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ezért a mérték folytonossága alapján λN (Kxn) → λN (K), következés-
képp

lim
n→∞

λN (Krn) = λN (K)

3.2.2. Tétel. Legyen K ⊂ RN kompakt, és legyenek Kn (n ∈ N) olyan

kompakt halmazok, amelyekre Kn
H→ K teljesül. Ekkor

lim
n→∞

λN

( ∞⋃

i=n

Ki ∪K
)

= λN (K)

Bizonyítás: Világos, hogyKn
H→ K eseténKn∪K H→ K is teljesül, hiszen

ha Kn ⊂ Kε, akkor (Kn ∪K) ⊂ Kε, továbbá K ⊂ Kn∪K ⊂ (Kn ∪K)ε.
Legyen δ > 0 tetsz®leges. Ekkor λN (Kε) → λN (K), ezért ∃ ε > 0, hogy

λN (Kε) − λN (K) < δ. Továbbá Kn ∪K H→ K miatt ∃n0 ∈ N, amelyre
∀n > n0 esetén K ⊂ Kn ∪K ⊂ Kε teljesül. Így nyilvánvalóan

K ⊂
∞⋃

i=n

Ki ∪K ⊂ Kε

is fennáll, amib®l λk(Kε)− λk(K) < δ szerint

λN

( ∞⋃

i=n

Ki ∪K
)
− λN (K) < δ

következik. Mivel δ > 0 tetsz®leges volt, ezért adódik az állítás.

3.2.1. Következmény. Ha K ⊂ RN kompakt, és Kn ⊃ K (n ∈ N)

olyan kompakt halmazok, amelyekre Kn
H→ K teljesül, akkor tetsz®leges

H ⊂ RN N − 1-dimenziós altér esetén

lim
n→∞

XHKn ' XHK
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4 Kúpszeletek alkalmazása a
geometriai tomográ�ában

4.1. Röntgenfüggvények és kúpszeletek

Ebben a szakaszban utána járunk annak a kérdésnek, hogy leírható-e
egyetlen függvény segítségével mindaz az információ egy kompakt hal-
mazról, amelyhez a különböz® irányokban vett röntgenfüggvényei ál-
tal jutunk. Kiderül, hogy RN -ben minden K kompakt test esetén egy
megfelel®en választott általánosított kúpszeletfüggvény második parciá-
lis deriváltjai magukban hordozzák mindazt az információt, amelyet a
K testnek a koordináta-röntgenfüggvényei által hordoznak. Ráadásul ez
az általánosított kúpszeletfüggvény szép viselkedést mutat a Hausdor�-
konvergenciával. Általánosított kúpszeletfüggvényen ebben fejezetben a
következ®t értjük:

4.1.1. De�níció. A K ⊂ RN kompakt halmazhoz tartozó általánosí-
tott kúpszeletfüggvényen az

fK : RN → R, x 7→ fK(x) :=

∫

K

d1(x, y) dy

leképezést értjük.

Világos, hogy így egy általánosított kúpszeletfüggvényt de�niálunk a
bevezet® fejezetben szerepl® 1.0.1 de�níciónak értelmében a Lebesgue-
mértékkel, a d1 távolságfüggvénnyel és a g(t) = t magfüggvénnyel.
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4.1.1. Tétel. Az fK általánosított kúpszeletfüggvény konvex és eleget
tesz a

lim inf
‖x‖2→∞

fK(x)

‖x‖2
> 0

növekedési feltételnek és így az általánosított kúpszeletek kompakt rész-
halmazai az RN térnek.

Bizonyítás: A konvexitás nyilvánvaló következménye a távolságfüggvény
konvexitásának az els® változóban. Másfel®l

fK(x) ≥
∫

K

d2(x, y) dy,

és így
fK(x)

‖x‖2
≥
∫

K

1 +
d2(x, y)− ‖x‖2

‖x‖2
dy.

A háromszög egyenl®tlenség alapján

‖x‖2 ≤
∥∥y
∥∥

2
+ d2

(
x, y
)
,

ami mutatja, hogy
fK(x)

‖x‖2
≥
∫

K

1−
‖y‖2
‖x‖2

dy

Továbbá

∫

K

1−
‖y‖2
‖x‖2

dy ≥ λN (K)

(
1− 1

‖x‖2
sup
y∈K
‖y‖2

)

ezért a növekedési feltétel λN (K) és supy∈K ‖y‖2 végességéb®l követke-
zik.
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Végül ha egy fK ≤ c szinthalmaz nem lenne korlátos, akkor egy olyan
xn sorozatot tekintve, amelyre ‖xn‖2 →∞ a következ® adódna:

0 ≥ lim
n→∞

fK(xn)

‖xn‖2
≥ lim

n→∞
c

‖xn‖2
= 0

ami ellentmond a növekedési feltételnek.
A továbbiakban alkalmazzuk az alábbi jelöléseket:

c <i K := {x ∈ K | c < xi} (i = 1, 2, . . . , N),

K <i c := {x ∈ K | xi < c} (i = 1, 2, . . . , N),

c =i K := {x ∈ K | c = xi} (i = 1, 2, . . . , N).

4.1.1. Lemma. Az fK általánosított kúpszeletfüggvénynek léteznek az
els® parciális deriváltjai és a következ®képpen számíthatók ki:

DifK(x) = λN (K <i xi)− λN (xi <i K) (i = 1, 2, . . . , N)

Bizonyítás: Legyen h tetsz®leges pozitív valós szám. Ekkor

fK(x+ hei)− fK(x)

h
=

=
1

h



∫

K

n∑

j=1

∣∣xj − yj + hδij
∣∣−
∣∣xj − yj

∣∣ dy


 =

=

∫

K

|xi + h− yi| − |xi − yi|
h

dy =

∫

K<ixi

|xi + h− yi| − |xi − yi|
h

dy+

+

∫

xi<iK<ixi+h

|xi + h− yi| − |xi − yi|
h

dy+

∫

xi+h<iK

|xi + h− yi| − |xi − yi|
h

dy =
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= λN (K <i xi)−λN (xi+h <i K)+

∫

xi<iK<ixi+h

|xi + h− yi| − |xi − yi|
h

dy

Az integrandus korlátos, hiszen
∣∣∣∣
|xi + h− yi| − |xi − yi|

h

∣∣∣∣ ≤ 1,

továbbá
lim
h→0+

λN (xi < K < xi + h) = 0.

Következésképp

lim
h→0+

fK(x+ hei)− fK(x)

h
= λN (K <

i
xi)− λN (xi <i K).

Hasonlóan, ha h egy tetsz®leges negatív valós szám, akkor

fK(x+ hei)− fK(x)

h
= λN (K <i xi + h)− λN (xi <i K)+

+

∫

xi+h<iK<ixi

|xi + h− yi| − |xi − yi|
h

dy.

A h→ 0− határátmenetet képezve pedig

lim
h→0−

fK(x+ hei)− fK(x)

h
= λN (K <i xi)− λN (xi <i K).

4.1.1. Következmény. Egy pont pontosan, akkor globális minimumhe-
lye az fK általánosított kúpszeletfüggvénynek, ha az erre a pontra il-
leszked® és a koordinátairányokra mer®leges hipersíkok mindegyike két
egyenl® λN -mérték¶ részre osztja a K halmazt.
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A globális minimumhely fenti jellemzését felhasználva egy sztochaszti-
kus algoritmus adható a globális minimumhely megkeresésére, amelynek
részletei megtalálhatók a [5] dolgozatban.

4.1.2. Tétel (Vincze, N. [29]). Tetsz®legesK,K∗ ⊂ RN kompakt hal-
mazok esetén pontosan akkor teljesül fK = fK∗ , ha minden i ∈ {1, 2, . . . , n}
esetén XiK = XiK

∗ majdnem mindenütt.

Bizonyítás: A Cavalieri-elv [8] szerint

λN (K <i xi) =

xi∫

−∞

XiK(t) dt λN (xi <i K) =

∞∫

xi

XiK(t) dt

Így a 4.1.1 lemma és Lebesgue di�erenciálás tétele alapján

DiDifK(x) = 2XiK(xi)

majdnem mindenütt. Hasonló számolással a K∗ halmaz esetén azt kap-
juk, hogy fK = fK∗ esetén

XiK(xi) = XiK
∗(xi) (i = 1, . . . , n)

egy nullmérték¶ halmaztól eltekintve. Másfel®l

fK(x) =

∫

K

n∑

i=1

|xi − yi| dy =
n∑

i=1

∫

K

|xi − yi| dy =

=
n∑

i=1

∞∫

−∞

|xi − yi|λN−1(yi =i K) dyi =
n∑

i=1

∞∫

−∞

|xi − yi|XiK(yi)dyi

Ez alapján látható, hogy ha XiK = XiK
∗ majdnem mindenütt teljesül

minden i ∈ {1, 2, . . . , n} esetén, akkor fK = fK∗ pontonként.
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Súlyozott általánosított kúpszeletek esetén az állítás a következ®képp
módosul: tetsz®leges K,K∗ ⊂ RN kompakt halmazok esetén pontosan
akkor teljesül FK = FK∗ , ha minden i ∈ {1, 2, . . . , n} esetén

XiK(xi) =
µn(K)

µn(K∗)
XiK

∗(xi) (i = 1, . . . , n)

majdnem mindenütt.
Látható tehát, hogy a koordináta-röntgenfüggvények helyettesíthet®k

az általánosított kúpszeletfüggvénnyel, amely a teljes RN téren értelme-
zett konvex (és ezért folytonos) függvény, szemben a koordináta-rönt-
genfüggvényekkel, amelyeknek akár végtelen sok szakadási helye lehet.
Ehhez tekintsük a következ® példát:

4.1.1. Példa. Legyen (an) egy olyan pozitív valós számokból álló soro-
zat, amelyb®l képzett

∑
an sor konvergens. Mivel a racionális számok

halmaza megszámlálható, ezért létezik egy ϕ : N→ Q szürjektív leképezés.
Tetsz®leges x ∈ [0, 1] esetén értelmezhetjük az Nx = {n ∈ N| 0 ≤ ϕ(n) ≤ x}
halmazt. Tekintsük ezután az

f : [0, 1]→ R, f(x) =
∑

n∈Nx

an

függvényt. Ekkor f egy olyan szigorúan monoton növekv® függvény, amely-
nek [0, 1] minden racionális pontjában szakadási helye van, de folytonos
az irracionális pontokban. A síknak az f függvény gra�konja és az els®
koordináta tengely közé es® pontjai egy olyan kompakt halmazt határoz-
nak meg, amelynek egyik koordináta-röntgenfüggvénye éppen f .

Most pedig megmutatjuk, hogy a mértékbeli és a Hausdor�-konvergencia
együttesen elegend® feltételnek bizonyul az általánosított kúpszeletfügg-
vények konvergenciájához.
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4.1.3. Tétel. Legyen K ⊂ RN kompakt halmaz, és tegyük fel, hogy

Kn ⊂ RN (n ∈ N) olyanok, hogy Kn
H→ K és λN (Kn)→ λN (K). Ekkor

lim
n→∞

fKn(x) = fK(x).

Bizonyítás: Legyen rn := dH(Kn,K); ekkor

fK(x) ≤ f(Kn)rn
(x) = fn(x)+

+

∫

(Kn)rn\Kn

d1

(
x, y
)
dy.

Mivel
(Kn)rn ⊂ (Krn)rn ⊂ K2rn

következik, hogy

fK(x) ≤ fn(x) +M(x, 2rn)
(
λN (K2rn)− λN (Kn)

)
,

ahol
M(x, ε) := max{d1

(
x, y
)
| y ∈ Kε},

amely az y
ε
∈ Kε pontban lép fel. A küls® párhuzamos halmaz de�níciója

szerint létezik olyan y ∈ K, hogy

d2

(
y, y

ε

)
≤ ε

és így

d1

(
x, y

ε

)
≤ d1

(
x, y
)

+ d1

(
y, y

ε

)
≤

≤M(x, 0) +
√

2 ε.

Következésképp

fK(x) ≤ fKn(x) + (M(x, 0) + 2
√

2 rn)
(
λN (K2rn)− λN (Kn)

)
.
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Hasonlóan adódik, hogy

fKn(x) ≤ fK(x) + (M(x, 0) +
√

2 rn)
(
λN (Krn)− λN (Kn)

)
.

Ezután az n→∞ határátmenetet véve a fenti egyenl®tlenségek alapján

lim
n→∞

fKn(x) = fK(x),

amit bizonyítani akartunk.

4.1.2. Következmény. LegyenK ⊂ RN kompakt halmaz, legyenekKn ⊂
RN (n ∈ N) olyan kompakt halmazok, hogy Kn

H→ K és λN (Kn) →
λN (K). Ekkor

lim
n→∞

FKn(x) = FK(x).

Végül ráadásként az is megmutatható, hogy a súlyozatlan általánosí-
tott kúpszeletfüggvények els® parciális deriváltjainak konvergenciájához
is elegend® a mértékbeli és Hausdor�-konvergencia együttes fennállása.
Hasonló állítás nem mondható ki a második parciális deriváltakra, hi-
szen ekkor a koordinátairányokban vett röntgenfüggvények egybeesése
következne, ami ellentmondana egy korábbi példának.

4.1.4. Tétel. K ⊂ RN kompakt halmaz, legyenek Kn ⊂ RN (n ∈ N)

olyan kompakt halmazok, hogy Kn
H→ K és λN (Kn)→ λN (K). Ekkor

lim
n→∞

Difn(x) = DifK(x), (i = 1, . . . , N).

Bizonyítás: Tetsz®leges K,L ⊂ RN halmazok esetén jelölje K∆L a K és
L halmazok szimmetrikus di�erenciáját. Mivel tetsz®leges i ∈ {1, . . . , N}
és x ∈ RN esetén

(K <i xi) ∪ (L <i xi) = (K ∪ L) <i xi
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és
(K <i xi) ∩ (L <i xi) = (K ∩ L) <i xi,

ezért

λN (Kn <i xi∆K <i xi) = λN ((Kn∆K) <i xi) ≤ λN (Kn∆K)→ 0,

amib®l következik, hogy

lim
n→∞

λN (Kn <i xi) = λN (K <i xi).

Hasonlóan kapható, hogy

lim
n→∞

λN (xi <i Kn) = λN (xi <i K).

Ezután a 4.1.1 lemmából közvetlenül adódik az állítás.

4.1.1. A kúpszeletfüggvény leképezés folytonossága

Ebben a fejezetben RN tér helyett a jóval speciálisabb R2 sík kompakt
részhalmazait vesszük vizsgált alá. Jelölje továbbra is K2 a síkbeli nem-
üres, kompakt halmazok metrikus terét a Hausdor�-távolsággal. Ebben
a fejezetben megmutatjuk, hogy az értelmezési tartományt K2 egy al-
kalmas kompakt részhalmazára megszorítva a kompakt halmazokhoz a
hozzá tartozó általánosított kúpszeletet rendel® leképezés folytonos. Le-
gyenek pr1 és pr2 a koordináta-tengelyekre való mer®leges vetítések és te-
kintsünk egy B téglalapot, amelynek oldali párhuzamosak a koordináta-
tengelyekkel. A pr1 × pr2 leképezésnek a B-hez tartozó szinthalmaza

LB = {L ∈ K2 | pr1(L)× pr2(L) = B}.

A B-hez tartozó alsó szinthalmazon pedig a következ®t értjük:

MB =
⋃

B∗⊂B
LB∗
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ahol az uniót mindazon B∗ téglalapokra vesszük, amelyek oldalai pár-
huzamosak a koordináta-tengelyekkel és benne vannak a B téglalapban.

4.1.1. Állítás. Az LB andMB halmazok kompaktak a Hausdor�-távol-
ságra nézve.

Bizonyítás: Mivel R2 teljes, így K2 is teljes. Hausdor� tétele szerint
egy teljes metrikus tér bármely zárt és teljesen korlátos részhalmaza
kompakt. Az hogy az LB ésMB halmazok teljesen korlátosak következik
Blaschke szelekciós tételéb®l kompakt halmazokra [36] [1.8.4 Tétel]. A
zártságot a

L 7→ pr1(L)× pr2(L),

leképezés folytonossága biztosítja. A mer®leges vetítések pedig nyilvánva-
lóan folytonos leképezések a Hausdor�-távolságra nézve, hiszen bármely
zárt gömb mer®leges vetülete egy alacsonyabb dimenziós zárt gömb. Te-
hát küls® párhuzamos halmaz vetülete megegyezik a vetület (ugyanolyan
sugarú) küls® párhuzamos halmazával.

4.1.2. Állítás. Az LB ésMB halmazok konvexek abban az értelemben,
hogy ha L1 ∈ LB/MB és L2 ∈ LB/MB, akkor tL1+(1−t)L2 ∈ LB/MB

bármely 0 ≤ t ≤ 1 esetén.

Bizonyítás: Mivel a mer®leges vetítések meg®rzik a konvex kombináci-
ókat, így az állítás közvetlenül adódik az LB/MB halmazok de�níciója
alapján.

4.1.5. Tétel. A Φ: L ∈ LB → fL leképezés konkáv abban az értelem-
ben, hogy bármely L1, L2 ∈ LB és 0 ≤ t ≤ 1 valamint (x, y) ∈ R2

esetén

ftL1+(1−t)L2
(x, y) ≥ tfL1(x, y) + (1− t)fL2(x, y).
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Bizonyítás: Legyen (α, β) ∈ B rögzített. Ekkor
(
α =1 (tL1 + (1− t)L2)

)
⊃
(
tα =1 tL1

)
+
(
(1− t)α =1 (1− t)L2

)
,

(
β =2 (tL1 + (1− t)L2)

)
⊃
(
tβ =2 tL1

)
+
(
(1− t)β =2 (1− t)L2

)
.

Mivel az α =1 Li (i = 1, 2) halmazok egyike sem üres, így a

c1 := inf{y | (tα, y) ∈ tL1} = t inf{y | (α, y) ∈ L1},

d1 := sup{y | (tα, y) ∈ tL1} = t sup{y | (α, y) ∈ L1}
és

c2 := inf{y | ((1− t)α, y) ∈ (1− t)L2} = (1− t) inf{y | (α, y) ∈ L2},

d2 := sup{y | ((1− t)α, y) ∈ (1− t)L2} = (1− t) sup{y | (α, y) ∈ L2}
számok végesek. Tekintsük a

P := (tα, c1) + (1− t)(α =1 L2) ⊂ conv
{

(α, c1 + c2), (α, c1 + d2)
}

és

Q := ((1− t)α, d2) + t(α =1 L1) ⊂ conv
{

(α, d2 + c1), (α, d2 + d1)
}

halmazokat. Ekkor

P ∪Q ⊂
(
α =1 tL1 + (1− t)L2

)

és ebb®l adódóan

YtL1+(1−t)L2
(α) ≥ λ(P ∪Q) = λ1(P ) + λ1(Q).

Következésképp

YtL1+(1−t)L2
(α) ≥ tYL1(α) + (1− t)YL2(α) (4.1)
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és hasonlóan

XtL1+(1−t)L2
(β) ≥ tXL1(β) + (1− t)XL2(β). (4.2)

Ezután

ftL1+(1−t)L2
(x, y) ≥ tfL1(x, y) + (1− t)fL2(x, y) (0 ≤ t ≤ 1) (4.3)

teljesül bármely (x, y) ∈ R2 esetén.

A fent leírtak alapján integrálással adódik, hogy

λ2(tL1 + (1− t)L2) ≥ tλ2(L1) + (1− t)λ2(L2).

A fenti tétel nem igaz abban az esetben, ha megengedjük, hogy a hal-
mazok különböz® határoló téglalapokkal rendelkezzenek, mint ahogy ezt
a következ® példa mutatja:

L1 := [−3, 3]× [−3, 3], L2 = [−1, 1]× [−1, 1],

1

2
L1 +

1

2
L2 = [−2, 2]× [−2, 2]

és

λ2

(
1

2
L1 +

1

2
L2

)
= 16,

1

2
λ2(L1) +

1

2
λ2(L2) =

1

2
36 +

1

2
4 = 20.

A közös határoló téglalap miatt az α =1 Li (i = 1, 2) halmazok egyike
sem üres, hiszen L1, L2 ∈ LB.
Mivel az általánosított kúpszeletfüggvényeket a fókuszhalmaz feletti

integrálként értelmezzük, ezért a Φ leképezés természetes módon meg®rzi
a halmazok tartalmazásával kapott rendezést. Ebb®l a pedig azonnal
adódik Φ felülr®l félig folytonossága pontonként, azaz bármely (x, y) ∈
R2 esetén

lim sup
n→∞

fLn(x, y) ≤ fL(x, y),
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ahol az Ln sorozat az L ∈ K2 halmazhoz konvergál a Hausdor�-távolságra
nézve.
A továbbiakban jelölje K2

hv a síkbeli, nemüres, kompakt, hv-konvex
halmazok metrikus terét a Hausdor�-távolsággal. Legyen B = [a, b] ×
[c, d] és LB azon síkbeli nemüres kompakt L halmazok családja, ame-
lyekre

pr1(L)× pr2(L) = B. (4.4)

Tetsz®leges L ∈ R2 nemüres, összefügg®, kompakt, hv-konvex halmaz
esetén értelmezhetjük a fels® illetve alsó határoló függvényeket:

hL(s) := sup {t | (s, t) ∈ L} és gL(s) := inf {t | (s, t) ∈ L} (4.5)

Könny¶ megmutatni, hogy ekkor

L = {(s, t) | a ≤ s ≤ b and gL(s) ≤ t ≤ hL(s)}.

Másfel®l
X1L(s) = hL(s)− gL(s) (s ∈ R)

és tetsz®leges sn → s sorozat esetén

lim sup
n→∞

X1L(sn) ≤ lim sup
n→∞

hL(sn)−lim inf
n→∞

gL(sn) ≤ hL(s)−gL(s) = X1K(s),

ami azt jelenti, hogy az X1L koordináta röntgenfüggvény felülr®l fé-
lig folytonos. Hasonló gondolatmenet alapján kapható X2L felülr®l félig
folytonossága is.

4.1.2. Lemma. Az alábbi

LhvB = LB ∩ K2
hv (4.6)

halmaz mindazon nemüres, összefügg®, kompakt, hv-konvex halmazok összes-
sége, amelyek határoló téglalapja B. Továbbá az

Mhv
B =MB ∩ K2

hv (4.7)
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mindazon nemüres, összefügg®, kompakt, hv-konvex halmazok összessége,
amelyek határoló téglalapját tartalmazza B.

Bizonyítás: Legyen L egy nemüres, kompakt, hv-konvex halmaz, amely
eleget tesz a (4.4) feltételnek és indirekt módon tegyük fel, hogy L nem
összefügg®. Ekkor létezik olyan f : L→ {0, 1} folytonos függvény, amely
nem konstans. Mivel L hv-konvex, így az f függvény konstans minden
L-ben haladó függ®leges és vízszintes szakasz mentén. Következésképp
megadható olyan f̃ : pr1(L)→ {0, 1} folytonos függvény, amellyel a

L
f7−→ {0, 1}

pr1 ↓ ↗ f̃

pr1(L)

diagram kommutatív. Ez azonban ellentmond pr1(L) = [a, b] összefüg-
g®ségének.

4.1.3. Lemma. Bármely L nemüres, összefügg®, kompakt, hv-konvex
halmaz és ε > 0 esetén az Lε küls® párhuzamos halmaz szintén összefügg®
és hv-konvex.

Bizonyítás: El®ször tegyük fel indirekt módon, hogy Lε nem hv-konvex.
Az általánosság sérelme nélkül feltehet®, hogy ekkor van egy olyan Q1 =
(0, 0) és egy Q2 = (0,m) pont az Lε halmazban, amelyeket összeköt®
szakasz tartalmaz egy a halmazhoz nem tartozó Q = (0, y) pontot, ahol
0 < y < m. A küls® párhuzamos halmaz de�níciója szerint léteznek
P1 = (x1, y1) és P2 = (x2, y2) pont az L halmazban, amelyek rendre ele-
mei a Q1 illetve Q2 pontok körüli ε sugarú zárt körlapoknak. Továbbá
az L halmaz diszjunkt a Q pont körüli ε sugarú zárt D körlaphoz. Ekkor
nyilvánvalóan y1 < y < y2. Másfel®l x1 6= x2, különben a függ®leges irá-
nyú konvexitás miatt L metszené a D körlapot. Tegyük fel, hogy például
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x1 < x2 teljesül. Jelölje hL az L halmaz fels® határoló függvényét, míg
gL az alsó határoló függvényt (4.5). A de�níció alapján világos, hogy
hL(x2) ≥ y2 > y, ugyanakkor y1 ≤ hL(x1) < y, hiszen ellenkez® esetben
a P1 = (x1, y1) és (x1, hL(x1)) pontokat összeköt® függ®leges egyenes
metszené a D körlapot. Tekintsük ezután a következ® s valós számot:

0 ≤ s := sup{t ≥ 0 | hL(x) < y bármely x ∈ [x1, x1+t] esetén} ≤ x2−x1.

Ekkor kiválaszthatunk egy olyan s+
n → s sorozatot, amelynek elemeire

hL(s+
n ) ≥ y teljesül. Mivel a hL fels® határoló függvény felülr®l félig

folytonos, ezért

y ≤ lim sup
n→∞

hL(s+
n ) ≤ hL(s).

következik. Ugyanakkor kiválaszthatunk egy másik s−n → s sorozatot is,
amelynek elemeire gL(s−n ) ≤ hL(s−n ) < y. Itt az alsó határoló függvény
alulról félig folytonossága miatt

y ≥ lim inf
n→∞

gL(s−n ) ≥ gL(s).

adódik. Így azonban az (s, gL(s)) és (s, hL(s)) pontokat összeköt® sza-
kasznak metszenie kell a D körlemezt, ami ellentmondás. Azt kapjuk
tehát, hogy az Lε küls® párhuzamos halmaz is hv-konvex.
Mivel L kompakt, összefügg® és hv-konvex, ezért a 4.1.2 lemma szerint

pr1(L)× pr2(L) = B,

ahol B = [a, b]× [c, d] az L határoló téglalapja. Következésképp

pr1(Lε)× pr2(Lε) = [a− ε, b+ ε]× [c− ε, d+ ε]

és így a 4.1.2 lemma alapján adódik az összefügg®ség.
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4.1. ábra.

4.1.4. Lemma. Legyen (Ln) kompakt, összefügg®, hv-konvex halmazok-
nak egy olyan sorozata, amelyre Ln → L a Hausdor�-távolságra nézve.
Ekkor az L halmaz szintén hv-konvex és összefügg®.

Bizonyítás: A vízszintes irányú konvexitást bizonyítjuk (a függ®leges irá-
nyú konvexitás hasonlóan igazolható). Indirekt módon tegyük fel, hogy
léteznek olyan P1 = (x1, y) ∈ L, és P2 = (x2, y) ∈ L pontok, ame-
lyeket összeköt® szakasz tartalmaz egy olyan Q = (x, y) pontot, amely
nem eleme az L halmaznak. Mivel a Q pont euklideszi távolsága az L
halmaztól nem nulla, ezért megadható olyan ε > 0 pozitív valós szám,
amelyre az L2ε küls® párhuzamos halmaz diszjunkt a Q pont körüli ε su-
garú zárt D körlaphoz. Az Ln → L konvergencia miatt van olyan n ∈ N,
hogy Ln ⊂ Lε és L ⊂ Lεn teljesül. Ekkor a P1 illetve P2 pontok körüli
ε > 0 sugarú zárt D1 illetve D2 körlapok rendre tartalmaznak egy-egy
R1 illetve R2 pontot az Ln halmazból. Mivel Lεn ⊂ (Lε)ε ⊂ L2ε, így Lεn
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4.2. ábra.

diszjunkt a D körlaphoz.
Tekintsük ezután a D1 és D2 körlemezek közös küls® érint® egyeneseit:

e és f . A 4.1.3 lemma szerint az Lεn küls® párhuzamos halmaz szintén
hv-konvex és belseje összefügg®, amely tartalmazza az Ln halmazt. Kö-
vetkezésképp intLεn ívszer¶en is összefügg®, és így létezik egy az R1 és
R2 pontokat összeköt® γ ⊂ intLεn folytonos ív. Ugyanakkor Lεn a γ ív-
vel együtt diszjunkt a D körlaphoz. Könnyen látható, hogy ez csak úgy
lehetséges, ha γ metszi az e és f pontok valamelyikét egy S1 és egy S2

pontban. Ekkor azonban az S1 és S2 pontokat összeköt® vízszintes sza-
kasz metszi a D körlapot, ami Lεn hv-konvexitása miatt ellentmondáshoz
vezet.
Az L összefügg®sége egyszer¶en adódik a 4.1.2 lemmából, hiszen

B = pr1(L)× pr2(L)

nem más, mint a Bn = pr1(Ln)×pr2(Ln) téglalapok sorozatának határ-
értéke a Hausdor�-távolságra nézve.

4.1.3. Következmény. Az LhvB ésMhv
B metrikus terek ellátva a Hausdor�-

távolsággal kompaktak.
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4.1.5. Lemma. Legyen ε > 0 tetsz®leges és tekintsük egy P véges egy-
szer¶ töröttvonalat a síkban. Ekkor

λ2 (Pε) ≤ 2lε+ ε2π, (4.8)

ahol l jelöli a P töröttvonal hosszát. Továbbá ha P zárt, akkor

λ2 (Pε) ≤ 2lε. (4.9)

Bizonyítás: Alkalmazzunk m ∈ N szerinti teljes indukciót, ahol m a
töröttvonalat alkotó egyenes szakaszok száma. Ha P egyetlen egyenes
szakaszból áll, akkor nyilvánvaló, hogy a (4.8) egyenl®tlenség egyenl®-
séggel teljesül. Tegyük fel, hogy a (4.8) egyenl®tlenség minden legfeljebb
m egyenes szakaszt tartalmazó töröttvonal esetén teljesül. Tekintsünk
ezután egy tetsz®leges m + 1 egyenes szakaszt tartalmazó Pm+1 törött-
vonalat, amelynek osztópontjai és végpontjai rendre P1, . . . , Pm+1, Pm+2.
Tekintettel arra, hogy

Pm+1 = Pm ∪ Pm+1Pm+2

látható, hogy a Pεm+1 küls® párhuzamos halmaz nem más, mint Pεm va-
lamint a Pm+1 és Pm+2 pontokat összeköt® egyenes szakasz küls® párhu-
zamos halmazának uniója.
Ekkor a Pm+1 körül írt ε sugarú zárt körlap legfeljebb annyival járul

hozzá a Pεm+1 küls® párhuzamos halmaz területéhez, mint amekkora te-
rület¶ részt a Pm és Pm+1 illetve a Pm+1 és Pm+2 pontokat összeköt®
szakaszok küls® párhuzamos halmazainak uniója kétszeresen lefed bel®le
(4.1.1 ábra). Következésképp

λ2

(
Pεm+1

)
≤ λ2 (Pεm) + λ2((Pm+1Pm+2)ε)− ε2π,

ahol a Pm+1 és Pm+2 pontokat összeköt® egyenes szakasz küls® párhu-
zamos halmazának mértéke

λ2((Pm+1Pm+2)ε) = 2ε · d2(Pm+1, Pm+2) + ε2π.
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4.3. ábra.

Így
λ2

(
Pεm+1

)
≤ λ2 (Pεm) + 2ε · d2(Pm+1, Pm+2)

és az indukciós feltevés a kívánt egyenl®tlenséget adja

λ2

(
Pεm+1

)
≤ 2lε+ ε2π.

Az (4.9) egyenl®tlenség a (4.8) egyenl®tlenségb®l adódik úgy, hogy ki-
vonjuk a Pm+1 és Pm+2 = P1 köré írt körlapok által létrejött kétszeresen
lefedett rész területét.

4.1.6. Tétel (Vincze, N. [31]). Legyen L ⊂ R2 nemüres, összefügg®,
kompakt hv-konvex halmaz, amelynet a B = [a, b]× [c, d] téglalap határol.
Ekkor

λ2 (Lε)− λ2(L) ≤ 2kε,

ahol k = 2(b− a) + 2(d− c) a B téglalap kerülete.

Bizonyítás: Legyen rn → 0+ tetsz®leges sorozat és a = x0 < x1 < . . . <
xm = b, c = y0 < y1 < . . . < ym = d olyan felosztások, amelyekre
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diamBn
ij < rn teljesül. Tekintsük továbbá a

Bn
ij := [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] (i, j = 1, 2, . . . ,m)

téglalapokat és legyen
Ln :=

⋃

Bn
ij∩L6=∅

Bn
ij

az L halmaz minimális lefedése a Bn
ij téglalapokkal. Ekkor H(Ln, L) ≤

rn, és így az Ln sorozat tart L-hez a Hausdor�-távolságra nézve. Másfel®l
λ2(Ln)→ λ2(L) hiszen L ⊂ Ln ⊂ Lrn . Így bármely ε > 0 esetén

λ2 (Lε)− λ2(L) = λ2 (Lε)− lim
n→∞

λ2(Ln) = lim
n→∞

(λ2 (Lε)− λ2(Ln))

amib®l
λ2 (Lε)− λ2(L) ≤ lim

n→∞
(λ2 (Lεn)− λ2(Ln))

felhasználva, hogy L ⊂ Ln. Megmutatjuk, hogy Ln hv-konvex.
A horizontális konvexitást bizonyítjuk (a vertikális konvexitás hason-

lóan igazolható). Indirekt módon tegyük fel, hogy léteznek olyan P1(x1, y),
P2(x2, y) ∈ Ln pontok, amelyekre a P1P2 szakasz tartalmaz egy Q =
(x, y) /∈ Ln pontot. Ez azt jelenti, hogy P1 és P2 két diszjunkt B n

i1j1
és

B n
i2j2

téglalapba esik. Az Ln minimális de�níciója alapján ezek a téglala-
pok tartalmaznak egy R1 és egy R2 pontot az L halmazból, de aQ pontot
tartalmazó B n

i3j3
téglalap diszjunkt L-hez. Mivel L kompakt, ezért van

olyan 0 < δ, amelyre Lδ∩B n
i3j3

= ∅. A 4.1.3 lemma szerint Lδ összefügg®,
akárcsak a belseje. Következésképp (intL)δ ívszer¶en is összefügg®, te-
hát az R1, R2 pontok összeköthet®k egy folytonos görbével, amely Lδ

belsejében halad. Ezután az érvelés hasonlóan folytatható, mint a 4.1.4
lemma bizonyításában (a körlemezeket téglalapokkal helyettesítve).
Mivel

pr1(Ln)× pr2(Ln) = B,
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ezért a 4.1.3 lemma szerint Ln összefügg®. Ugyanakkor Ln határa egy
véges egyszer¶ zárt töröttvonal Pn, amelynek hossza Pn éppen a B tég-
lalap kerületével egyenl®. Mivel Lεn \ Ln ⊂ Pεn így a 4.1.5 lemma szerint

λ2 (Lεn)− λ2(Ln) = λ2(Lεn \ Ln) ≤ λ2(Pεn) ≤ 2kε

és következésképp
λ2 (Lε)− λ2(L) ≤ 2kε.

4.1.7. Tétel (Vincze, N. [31]). Jelölje C(B) a B = [a, b]× [c, d] tég-
lalapon értelmezett kétváltozós folytonos függvények terét ellátva a

‖f‖sup := sup
(x1,x2)∈B

|fL(x1, x2)|

normával. Ekkor a Φ: Mhv
B → C(B), L 7→ fL leképezés folytonos, ahol

fL az L halmazhoz tartozó általánosított kúpszeletfüggvénynek a B tég-
lalapra való lesz¶kítését jelöli.

Bizonyítás: Legyen (Ln) Mhv
B -beli halmazok olyan sorozata, amelyre

Ln → L a Hausdor�-távolságra nézve. Jelölje rn az Ln és L halmazok
Hausdor�-távolságát. Ekkor az általánosított kúpszeletfüggvények de�-
níciója alapján látható, hogy tetsz®leges x = (x1, x2) ∈ R2 pontban

fLn(x) ≤ fLrn (x) = fL(x) +

∫

Lrn\L

|x1 − y1|+ |x2 − y2| dy1dy2, (4.10)

ahol Lrn az L halmaz rn sugarú küls® párhuzamos halmaza. Világos,
hogy Lrn ⊂ Brn és L ⊂ B, továbbá bármely x ∈ Brn \ B és y ∈ B

pontok esetén d1

(
x, y
)
≤ 2rn. Az is nyilvánvaló, hogy B bármely két
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pontjának d1-távolsága legfeljebb a k = 2(b− a) + 2(d− c) kerület fele,
így tetsz®leges x ∈ B és y ∈ Lrn \ L pontok esetén

d1

(
x, y
)
≤ k

2
+ 2rn (4.11)

Következésképp

fLn(x) ≤ fL(x) +

(
k

2
+ 2rn

)(
λ2(Lrn)− λ2(L)

)
≤

fL(x) +

(
k

2
+ 2rn

)
2krn

adódik, felhasználva a 4.1.6 tétel eredményét. Másfel®l

fL(x) ≤ fLrn
n

(x) = fLn(x) +

∫

Lrn
n \Ln

|x1 − y1|+ |x2 − y2| dy1dy2.

Itt az el®z®höz hasonló becslést alkalmazva ismét a 4.1.6 tétel alapján

fL(x) ≤ fLn(x) +

(
k

2
+ 2rn

)(
λ2(Lrnn )− λ2(Ln)

)
≤

fLn(x) +

(
k

2
+ 2rn

)
2krn.

Mindezek alapján a

|fL(x)− fLn(x)| ≤
(
k

2
+ 2rn

)
2krn, (4.12)

egyenl®tlenséghez jutunk, ahol a jobb oldalon álló kifejezés az L és Ln
halmazok Hausdor�-távolságának egy másodfokú polinomja, amely füg-
getlen az x ∈ B pont választásától. Tehát a fLn → fL konvergencia
egyenletes a B téglalapon, amib®l következik a tétel állítása.
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4.1.4. Következmény. Jelölje L1(B) a B = [a, b] × [c, d] téglalapon
értelmezett kétváltozós integrálható függvények terét ellátva az

‖f‖1 :=

∫

B

|fL(x1, x2)| dx1dx2

normával. Ekkor a Φ: Mhv
B → L1(B),K 7→ fK leképezés folytonos, ahol

fK a K halmazhoz tartozó általánosított kúpszeletfüggvénynek a B tég-
lalapra való lesz¶kítését jelöli.

A fenti tétel bizonyítása alapján látható, hogy a Φ leképezés akkor is
folytonos, ha azMhv

B tér helyett az LhvB téren értelmezzük.

4.1.5. Következmény. Ha (Ln) egy olyan nemüres, kompakt, össze-
függ®, hv-konvex halmazokból álló sorozat, amely konvergál valamely L ∈
F(R2) halmazhoz a Hausdor�-távolságra nézve, akkor tetsz®leges (x1, x2) ∈
R2 pont esetén

lim
n→∞

fLn(x1, x2) = fL(x1, x2). (4.13)

Bizonyítás: A 4.1.4 lemma szerint L szintén összefügg® és hv-konvex és
így a 4.1.7 tételt egy megfelel® méret¶ B téglalapra alkalmazva kapjuk
az állítást.

4.1.8. Tétel (Vincze, N. [31]). Legyen K ∈ Mhv
B és (Ln) nemüres,

kompakt, összefügg®, hv-konvex halmazoknak egy olyan sorozata, amely-
nek minden tagja részhalmaza a B = [a, b]×[c, d] téglalapnak. Ha fLn →
fK a C(B) vagy az L1(B) függvényterek valamelyikében, akkor (Ln) bár-
mely konvergens részsorozata konvergál egy olyan K ′ ∈Mhv

B halmazhoz,
amelynek koordináta-röntgenfüggvényei majdnem mindenütt megegyez-
nek K koordináta-röntgenfüggvényeivel. Továbbá, ha a K halmaz egy-
értelm¶en meghatározott a koordináta-röntgenfüggvényei által, akkor K ′

legfeljebb nullmérték¶ halmaztól eltekintve megegyezik K-val.
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Bizonyítás: Tegyük fel, hogy fLn → fK a C(B) függvénytérben és
tekintsük az Lnk

részsorozatot, amelynek határértéke K ′. Ekkor

‖fK′ − fK‖∞,B ≤ ‖fK′ − fLnk
‖∞,B + ‖fLnk

− fK‖∞,B,

ahol a 4.1.7 tétel szerint az els® tag nulla, akárcsak a második tag a
fLn → fK konvergencia miatt. Ezután a k →∞ határátmenetet véve

‖fK′ − fK‖sup = 0,

ami azt jelenti, hogy tetsz®leges (x1, x2) ∈ B pont esetén fK(x1, x2) =
fK′(x1, x2), hiszen az általánosított kúpszeletfüggvények folytonosak.
Következésképp K ′ és K koordináta-röntgenfüggvényei majdnem min-
denütt megegyeznek.

A fenti állítások a következ®képpen is megfogalmazhatók: Bármely
K ∈ Mhv

B halmaz és ε > 0 esetén léteznek δsup > 0 és δ1 > 0 valós
számok azzal a tulajdonsággal, hogy ha egy L ∈Mhv

B halmaz esetén

‖fL − fK‖sup < δ∞ vagy ‖fL − fK‖1 < δ1

teljesül, akkor H(L,K ′) < ε valamely K ′ ∈ Mhv
B halmazzal, amely-

nek koordináta-röntgenfüggvényei majdnem mindenütt megegyeznek K
koordináta-röntgenfüggvényeivel.
Ez azt fejezi ki, hogy ha az fL és fK általánosított kúpszeletfüggvények

elég közel vannak egymáshoz egy megfelel® függvénytérben, akkor az L
halmaz is közel van Φ−1(fK) halmaznak legalább az egyik eleméhez a
Hausdor�-távolságra nézve.

4.2. Rekonstrukciós algoritmus

Bemenet: n ∈ N, és X1K, X2K, azaz a koordináta-röntgenfüggvényei
egy K hv-konvex síkidomnak.

88



Az eljárás a következ® lépésekb®l áll:

1. lépés: Meghatározzuk K határoló téglalapját a koordináta-röntgen-
függvények segítségével:

B = [a, b]× [c, d] = suppX1K × suppX2K,

ami a K = cl(intK) tulajdonság és az összefügg®ség miatt lehetséges.
2. lépés: Legyenek ti ∈ [a, b] és si ∈ [c, d], (i = 0, . . . , n) egymástól
egyenl® távolságokra lév® osztópontok úgy, hogy t0 = a, tn = b és s0 = d,
sn = c. Tehát

ti = a+ i
b− a
n

, si = d− id− c
n

(i = 0, . . . , n)

3. lépés: Tekintsük ezután a Bn
ij = [tj−1, tj ]× [si, si−1] (i, j = 1, . . . , n)

téglalapokat.
4. lépés: Jelöljük ki ezután az ellen®rzési pontok GnK halmazát a követ-
kez®képp:

GnK :=
{
y
ij
∈ BK

∣∣i, j = 1, . . . , n
}
,

ahol

y
ij

=

(
tj−1 + tj

2
,
si−1 + si

2

)
=

(
a+

2j − 1

2n
(b− a), d− 2i− 1

2n
(d− c)

)
.

5. lépés: Számítsuk ki az fK általánosított kúpszeletfüggvény értékeit az
ellen®rzési pontokban a koordináta-röntgenfüggvények segítségével (lásd
4.1.2 tétel).

fK(x1, x2) =

b∫

a

|x1 − t|X1K(t) dt+

d∫

c

|x2 − t|X2K(t) dt
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6. lépés: Legyen H azon L ∈ LhvB halmazok gy¶jteménye, amelyek el®-
állnak valamely Bn

ij téglalapok uniójaként, továbbá eleget tesznek a

fL(y
ij

) ≥ fK(y
ij

)
(
y
ij
∈ GnK

)

feltételnek.
7. lépés: Válasszuk azt az Ln halmazt H-ból, amelyre az

n∑

i,j=1

fLn(y
ij

)− fK(y
ij

)

n2

kifejezés értéke minimális.

Az utolsó lépés lehetséges alternatívája:
7.* lépés: Válasszuk azt az Ln halmazt H-ból, amelyre a

max
y
ij
∈Gn

K

(
fLn(y

ij
)− fK(y

ij
)
)
.

kifejezés értéke minimális.
Kimenet: Ln

4.2.1. A konvergencia bizonyítása

A továbbiakban bebizonyítjuk, hogy az algoritmus kimeneteként kapott
Ln halmazokból képzett (Ln) halmazsorozat bármely konvergens részso-
rozata egy olyan K∗ kompakt, összefügg®, hv-konvex halmazhoz konver-
gál, amelyre fK = fK∗ és ígyK∗ koordináta-röntgenfüggvényei majdnem
mindenütt megegyeznek K koordináta-röntgenfüggvényeivel a 4.1.2 té-
tel értelmében. Abban az esetben, ha K egyértelm¶en meghatározott a
röntgenfüggvényei által, akkor Ln → K∗ a Hausdor�-távolságra nézve
és λ2(K 4K∗) = 0. A bizonyítást egy egyszer¶, de fontos észrevétellel
kezdjük.
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4.2.1. Lemma. Bármely K ⊂ B = [a, b] × [c, d] kompakt halmaz és
x, y ∈ R2 pontok esetén

|fK(x)− fK(y)| ≤
∥∥x− y

∥∥
1
µ2(K)

Bizonyítás: Válasszuk a z = (z1, z2) ∈ B pontot úgy, hogy z1 = x1

valamint z2 = y2 és tekintsük az

f1 : [0, 1]→ R, s 7→ fK(x+ s(z − x))

illetve
f2 : [0, 1]→ R, t 7→ fK(z + t(y − z))

függvényeket. Ekkor

f ′1(s) = (z2 − x2)D1fK(x+ s(z − x))

és
f ′2(t) = (y1 − z1)D2fK(x+ t(y − z)),

továbbá a 4.1.1 lemma szerint

sup
x∈B
|D1fK(x)| = sup

x∈B
|D2fK(x)| = λ2(K).

Másfel®l

f1(1) ≤ f1(0) + (1− 0) · sup
s∈]0,1[

f ′1(s), f2(1) ≤ f2(0) + (1− 0) · sup
t∈]0,1[

f ′2(t)

a Lagrange-féle középértéktétel szerint. Így tehát

fK(z) ≤ fK(x) + |z2 − x2|λ2(K), fK(y) ≤ fK(z) + |y1 − z1|λ2(K)

és ekkor

fK(y) ≤ fK(x)+(|y1 − z1|+ |z2 − x2|)λ2(K) = fK(x)+
∥∥y − x

∥∥
1
λ2(K).

Ezután x és y szerepét felcserélve hasonló gondolatmenettel adódik az
állítás.
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4.2.1. Tétel (Vincze, N. [30]). Legyen K ⊂ R2 egy hv-konvex sík-
idom és jelölje (Ln) az algoritmus kimeneteként kapott Ln halmazokból
képzett halmazsorozatot. Ekkor (Ln) bármely konvergens részsorozata egy
olyan K∗ kompakt, összefügg®, hv-konvex halmazhoz konvergál, amely-
nek koordináta-röntgenfüggvényei majdnem mindenütt megegyeznek a K
röntgenfüggvényeivel.

A fenti tétel úgy is megfogalmazható, hogy bármely ε > 0 esetén talál-
ható n ∈ N úgy, hogy H(Ln,K

∗) < ε valamely K∗ ⊂ R2 kompakt, össze-
függ®, hv-konvex halmazzal, amelynek koordináta-röntgenfüggvényei majd-
nem mindenütt megegyeznek a K röntgenfüggvényeivel.
Bizonyítás: El®ször az algoritmus 7. lépésben szerepl® célfüggvényt ala-
pul véve végezzük el a bizonyítást. Az integrálás els® középérték tételének
felhasználásával

∫

B

|fLn(x)− fK(x)| dx =

n∑

i,j=1

∫

Bn
ij

|fLn(x)− fK(x)| dx =

λ2(B)
n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fK(xij)|
n2

valamely xij ∈ Bn
ij pontokkal. Az y

ij
ellen®rzési pontok segítségével a

következ® egyenl®tlenséget írjuk fel:

n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fK(xij)|
n2

≤
n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fLn(y
ij

)|
n2

+

n∑

i,j=1

|fLn(y
ij

)− fK(y
ij

)|
n2

+
n∑

i,j=1

|fK(y
ij

)− fK(xij)|
n2

.
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Így a 4.2.1 lemma alapján

n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fK(xij)|
n2

≤ 2λ2(B)
n∑

i,j=1

‖xij − yij‖1
n2

+
n∑

i,j=1

|fLn(y
ij

)− fK(y
ij

)|
n2

.

Itt egyrészt

‖xij − yij‖1 ≤
k

4n
<

k

2n
,

ahol k = 2(b− a) + 2(d− c) a B téglalap kerülete, másrészt Ln minima-
lizálja a második tagot a H-beli halmazok körében, ezért

n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fK(xij)|
n2

≤ λ2(B)
n∑

i,j=1

k

n3
+

n∑

i,j=1

|fL∗n(y
ij

)− fK(y
ij

)|
n2

,

ahol
L∗n :=

⋃

Bn
ij∩K 6=∅

Bn
ij

a K halmaz minimális lefedése1. Bármely y
ij
∈ GnK esetén

|fL∗n(y
ij

)−fK(y
ij

)| = fL∗n(y
ij

)−fK(y
ij

) =

∫

L∗n\K

d1(y
ij
, x) dx ≤ k

2
λ2(L∗n\K),

ahol a B téglalap kerületének fele éppen a B átmér®je az 1-normára
nézve. A minimális lefedések (L∗n) sorozata nyilvánvalóan konvergál K-
hoz a Hausdor�-távolságra nézve, továbbá K ⊂ L∗n is teljesül, ezért a
konvergencia reguláris abban az értelemben, hogy

lim
n→∞

λ2(L∗n \K) = lim
n→∞

λ2(L∗n)− λ2(K) = 0.

1Az L∗n minimális lefedés mindig eleme H-nak.
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Következésképp

n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fK(xij)|
n2

≤ λ2(B)
n∑

i,j=1

k

n3
+

n∑

i,j=1

|fL∗n(y
ij

)− fK(y
ij

)|
n2

≤

λ2(B)

n∑

i,j=1

k

n3
+ cn

n∑

i,j=1

k

2n2
,

ahol a cn := λ2(L∗n) − λ2(K) valós számokból képzett sorozat nullához
tart. Végül tehát

lim
n→∞

n∑

i,j=1

|fLn(xij)− fK(xij)|
n2

≤ λ2(B) lim
n→∞

k

n
+
k

2
lim
n→∞

cn = 0,

ami azt eredményezi, hogy

lim
n→∞

∫

B

|fLn(x)− fK(x)| dx = 0.

Ez azt jelenti, hogy fLn konvergál az fK általánosított kúpszeletfügg-
vényhez az L1(B) függvénytérben így az állítás a 4.1.8 tétel közvetlen
következménye.
Abban az esetben, ha az algoritmus 7.* lépésben szerepl® célfügg-

vényt minimalizáljuk a bizonyítás a következ®képpen alakul: Mivel az ál-
talánosított kúpszeletfüggvény teljes R2-n értelmezett konvex függvény,
ezért folytonos is és így létezik olyan x∗ ∈ B pont, amelyre

sup
x∈B
|fLn(x)− fK(x)| = |fLn(x∗)− fK(x∗)|.

Legyen y∗ az x∗ pontot tartalmazó Bn
ij résztéglalap középpontja. Ekkor

a 4.2.1 lemma felhasználásával adódik, hogy

|fLn(x∗)− fK(x∗)| ≤
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|fLn(x∗)− fLn(y∗)|+ |fLn(y∗)− fK(y∗)|+ |fK(y∗)− fK(x∗)| ≤

2λ2(B) ‖x∗ − y∗‖1 + |fLn(y∗)− fK(y∗)|.
Mivel y∗ része az ellen®rzési pontok halmazának, ezért

|fLn(x∗)− fK(x∗)| ≤ λ2(B)
k

n
+ sup
y
ij
∈Gn

K

|fLn(y
ij

)− fK(y
ij

)|.

Végül az L∗n minimális lefedés segítségével az el®z® részhez hasonlóan
fejezhet® be a bizonyítás:

|fLn(x∗)− fK(x∗)| ≤ λ2(B)
k

n
+ sup
y
ij
∈Gn

K

|fL∗n(y
ij

)− fK(y
ij

)| ≤

λ2(B)
k

n
+
k

2
λ2(L∗n \K) = λ2(B)

k

n
+
k

2
cn.

A határátmenetet véve adódik, hogy

lim
n→∞

sup
x∈B
|fLn(x)− fK(x)| = 0.

A konvergencia sebességének megállapításához a cn = λ2(L∗n)−λ2(K)
valós számsorozatot kell vizsgálnunk. Ha rn jelöli a Bn

ij résztéglalapok
(közös) átmér®jét az n-edik lépésben, akkor nyilvánvalóan

cn = λ2(L∗n)− λ2(K) ≤ λ2(Krn)− λ2(K).

Itt

rn =
d

n
,

a B határoló téglalap d átmér®jével. Így a 4.1.6 tétel szerint

cn ≤ λ2(Krn)− λ2(K) ≤ 2k
d

n
,

ahol k = 2(b− a) + 2(d− c) a B téglalap kerülete.
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4.2.2. Linearizálás és egészérték¶ programozás

Legyen a továbbiakban n ∈ N rögzített. Az algoritmus 7. lépésében
lénygében a következ® feladatot kell megoldani:

Min:
∑

y
ij
∈Gn

K

(
fL(y

ij
)− fK(y

ij
)
)
,

ahol L ∈ H.
A K halmaz koordináta-röntgenfüggvényei adottak, és ezért az fK függ-
vény értékei is, így ∑

y
ij
∈Gn

K

fK(y
ij

) =: C0.

egy rögzített konstans, ami miatt a fenti programozási feladat redukál-
ható:

Min:
∑

y
ij
∈Gn

K

fL(y
ij

),

ahol L ∈ H.
Rögzített L ∈ H halmaz esetén de�niálhatjuk az

xkl =

{
1 ha Bn

kl ⊂ L
0 egyébként

(k, l = 1, . . . , n).

változókat. Ezek segítségével

fL =

n∑

k,l=1

xklfBn
kl

és világos, hogy

∑

y
ij
∈Gn

K

fL(y
ij

) =
∑

y
ij
∈Gn

K

n∑

k,l=1

xklfBn
kl

(y
ij

) =

n∑

k,l=1

xkl
∑

y
ij
∈Gn

K

fBn
kl

(y
ij

).
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Itt tetsz®leges k, l ∈ {1, . . . , n} indexek esetén az

∑

y
ij
∈Gn

K

fBn
kl

(y
ij

) =: Fkl

valós számok értékei szintén rögzítettek. Következésképp a megoldandó
programozási feladat

Min:
n∑

k,l=1

xklFkl,

ahol L =
⋃{

Bn
kl

∣∣xkl = 1
}
∈ H.

4.2.1. De�níció. Egy A = (aij) ∈ M(n) négyzetes mátrixot interval-
lum mátrixnak nevezünk, ha minden eleme 0 vagy 1, továbbá minden
i ∈ {1, . . . , n} sorindex esetén az i-edik sor minden eleme 0, vagy létez-
nek j1, j2 ∈ {1, . . . , n}, j1 ≤ j2 indexek, amelyekkel

aij =

{
1 ha j1 ≤ j ≤ j2,
0 egyébként.

Egy A = (aij) ∈M(n) négyzetes mátrixot duplán intervallum mátrixnak
nevezünk, ha intervallummátrix és a transzponáltja is intervallummátrix.

Könnyen látható, hogy egy A = (aij) ∈ M(n) 0− 1-mátrix pontosan
akkor duplán intervallum mátrix, ha valahányszor akl = 0, akkor igaz az
alábbi két tulajdonság:

1. ail = 0 minden i ∈ {1, . . . , k}, vagy minden i ∈ {k, . . . , n} esetén,

2. akj = 0 minden j ∈ {1, . . . , l}, vagy minden j ∈ {l, . . . , n} esetén.

Világos, hogy a fenti két tulajdonság a következ®képpen is megfogal-
mazható:
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1.
k∏

i=1

(1− ail) +
n∏

i=k

(1− ail) ≥ 1,

2.
l∏

j=1

(1− akj) +

n∏

j=l

(1− akj) ≥ 1.

Így adódik, hogy egy A = (aij) ∈ M(n) 0− 1-mátrix pontosan akkor
duplán intervallum mátrix, ha tetsz®leges k, l ∈ {1, . . . , n} indexek esetén



l∏

j=1

(1− akj) +
n∏

j=l

(1− akj)



(

k∏

i=1

(1− ail) +
n∏

i=k

(1− ail)
)
≥ 1− akl.

Vegyük észre, hogy a akl = 1 esetén a fenti egyenl®tlenség mindkét ol-
dalán 0 szerepel.

4.2.2. Tétel. Az L =
⋃{

Bn
kl

∣∣xkl = 1
}
kompakt halmaz pontosan akkor

eleme a H halmaznak, ha a következ® egyenl®tlenségek teljesülnek:

n∑

i=1

xi1 ≥ 1

n∑

i=1

xin ≥ 1, (4.14)




l∏

j=1

(1− xkj) +

n∏

j=l

(1− xkj)



(

k∏

i=1

(1− xil) +

n∏

i=k

(1− xil)
)
≥ 1− xkl,

(4.15)
(k, l = 1, . . . , n)

n∑

j=2

xk j−1xk+1 j +
n∑

j=1

xkjxk+1 j +
n−1∑

j=1

xk j+1xk+1 j ≥ 1, (4.16)

98



(k = 1, . . . , n− 1)

n∑

k,l=1

xklfBn
kl

(y
ij

) ≥ fK(y
ij

) (y
ij
∈ GnK). (4.17)

Bizonyítás: Az xij (i, j = 1, . . . , n) változók segítségével képezhetjük
az A = (xij) mátrixot. Tegyük fel el®ször, hogy L ∈ H. Mivel L össze-
függ® és határoló téglalapja megegyezik a B téglalappal, ezért A minden
sora és oszlopa tartalmaz legalább egy 1-est. A (4.14) egyenl®tlenségek
bal oldalán az els® illetve az utolsó oszlopban lév® elemek összege sze-
repel, így ezek az egyenl®tlenségek nyilvánvalóan fenn állnak. Továbbá
a hv-konvexitás miatt az A mátrix duplán intervallum mátrix, ezért ko-
rábbi észrevételünk szerint a (4.15) egyenl®tlenségek is teljesülnek. Te-
kintsük ezután az A mátrix tetsz®leges k-adik sorát (k ∈ {1, . . . , n− 1}).
Az L összefügg®sége miatt a következ® sornak tartalmaznia kell egy
olyan xk+1 j = 1 elemet, amellyel együtt az xk j−1, xkj és xk j+1 vál-
tozók legalább egyike 1. Így a (4.16) egyenl®tlenségek mindegyikének
bal oldalán a szerepl® összeadandók közül legalább egy értéke 1 és eb-
b®l adódóan teljesülnek ezek az egyenl®tlenségek. Végül vegyük észre,
hogy a (4.17) egyenl®tlenségek mindegyike közvetlen következménye az
fL(y

ij
) ≥ fK(y

ij
) egyenl®tlenségeknek, ahol y

ij
∈ GnK .

Tegyük most fel, hogy a (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) egyenl®tlenségek
mindegyike teljesül. Korábbi észrevételünk szerint a (4.15) egyenl®tlen-
ségek miatt A egy duplán intervallum mátrix. Másrészt (4.16) miatt az
els® kivételével a mátrix tetsz®leges k ∈ {1, . . . , n− 1} esetén a k+1-edik
sora tartalmaz egy xk+1 j = 1 elemet (máskülönben az egyenl®tlenségek
valamelyikének bal oldalán 0 szerepelne). Továbbá az ezt megel®z® k-
adik sorban az xk j−1, xkj és xk j+1 elemek közül legalább az egyik 1.
Ez azt eredményezi, hogy a k + 1-edik sorban szerepl® els® 1-es oszlop-
indexe nem lehet legalább kett®vel nagyobb, mint a k-adik sor utolsó
1-esének oszlopindexe. Ugyanígy a k+ 1-edik sorban szerepl® utolsó 1-es
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oszlopindexe nem lehet legalább kett®vel kisebb, mint a k-adik sor els®
1-esének oszlopindexe. Tehát az L halmaz összefügg® kell, hogy legyen,
továbbá az A halmaz els® sora is tartalmaz 0-tól különböz® elemet. Így
az összefügg®séggel együtt abból, hogy A duplán intervallum mátrix, az
L hv-konvexitására következtethetünk. A (4.14) egyenl®tlenségek mutat-
ják, hogy A els® és utolsó oszlopa is tartalmaz 0-tól különböz® elemet,
ami azzal együtt, hogy minden sorra is igaz ez a kijelentés azt jelenti,
hogy az L halmaz határoló téglalapja B. Végül látható, hogy az (4.17)
egyenl®tlenségek miatt fL(y

ij
) ≥ fK(y

ij
) teljesül minden y

ij
∈ GnK ese-

tén.
A 4.2.2 tétel értelmében a következ® programozási feladatot fogalmaz-

hatjuk meg:

Min:
n∑

k,l=1

xklFkl,

ahol xkl ∈ {0, 1} (k, l = 1, . . . , n) és teljesülnek a (4.14), (4.15), (4.16),
(4.17) egyenl®telenségek.
Itt összesen n2 változó, n2 +2 lineáris és n2 +n−1 nem lineáris egyen-

l®tlenség szerepel. Ez egy 0-1 változós polinomiális feltételekkel adott
programozási feladat, amely feladattípus megoldására számos módszer
létezik a szakirodalomban (lásd [23] 11. és 12. fejezet). Egyike ezen mód-
szereknek egy linearizálási eljárás, amelyet a következ® észrevétel tesz
lehet®vé, ha a célfüggvény lineáris.

4.2.3. Tétel (Li, Sun[23]). Legyen adott a következ® polinomiális egyen-
l®ség

y =
∏

(i,j)∈S
x
rij
ij , (4.18)

ahol xij ∈ {0, 1} (i, j = 1, . . . , n), S ⊂
{

(i, j)
∣∣i, j = 1, . . . , n

}
és rij ∈

N+, r =
∑

(i,j)∈S rij. Ekkor a (4.18) egyenl®ség pontosan akkor teljesül,
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ha igazak a

∑

(i,j)∈S
rijxij − y ≤ r − 1,

−
∑

(i,j)∈S
rijxij + ry ≤ 0.

lineáris egyenl®tlenségek.

Lehet®ségünk van tehát a polinomiális egyenl®tlenségekben minden
egyes monomot egy új változóval helyettesíteni kett® lineáris egyenl®t-
lenség hozzáadásával. A módszer hátránya azonban az, hogy a páron-
ként különböz® monomok száma igen nagy lehet. Látható például, hogy
a (4.15) egyenl®tlenségek bal oldalán a zárójeleket felbontva számtalan
monom jelenik meg. Ez azonban szerencsére könnyen kiküszöbölhet®, ha
bevezetjük az új

zij := 1− xij
változókat. Ekkor az (4.14) és (4.17) egyenl®tlenségek a következ® alakot
öltik:

n−
n∑

i=1

zi1 ≥ 1 n−
n∑

i=1

zin ≥ 1, (4.19)

fBK
(y
ij

)−
n∑

k,l=1

zklfBkl
(y
ij

) ≥ fK(y
ij

) (y
ij
∈ GnK), (4.20)

Ugyanakkor (4.15) és (4.16) új alakja

k∏

i=1

zil

l∏

j=1

zkj +

n∏

i=k

zil

l∏

j=1

zkj +

k∏

i=1

zil

n∏

j=l

zkj +

n∏

i=k

zil

n∏

j=l

zkj ≥ zkl, (4.21)
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(k, l = 1, . . . , n)

(3n−2)−
n∑

j=2

(zk j−1 + zk+1 j)−
n∑

j=1

(zkj + zk+1 j)−
n−1∑

j=1

(zk j+1 + zk+1 j) +

n∑

j=2

zk j−1zk+1 j +
n∑

j=1

zkjzk+1 j +
n−1∑

j=1

zk j+1zk+1 j ≥ 1. (4.22)

(k = 1, . . . , n− 1)

A célfüggvény az újonnan bevezetett változókkal:

n∑

k,l=1

(1− zkl)Fkl =

n∑

k,l=1

Fkl −
n∑

k,l=1

zklFkl. (4.23)

Ezen célfüggvény minimumhelyének megkeresése ekvivalens a

n∑

k,l=1

zklFkl.

célfüggvény maximumhelyének megtalálásával.
A linearizáláshoz szükséges új változókkal írjuk át a (4.21) egyenl®t-

lenségeket a követez®képp:

u1
kl + u2

kl + u3
kl + u4

kl ≥ zkl (k, l = 1, . . . , n), (4.24)

ahol uhkl a (4.21) bal oldalán szerepl® h-adik összeadandónak felel meg,
h ∈ {1, . . . , 4}. Ezután a hozzáadjuk az egyenl®tlenség rendszerhez a
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következ® lineáris egyenl®tlenségeket a 4.2.3 tételnek megfelel®en:

k∑

i=1

zil +
l∑

j=1

zkj − u1
kl ≤ k + l − 1 (k, l = 1, . . . , n), (4.25a)

n∑

i=k

zil +
l∑

j=1

zkj − u2
kl ≤ n− k + l (k, l = 1, . . . , n), (4.25b)

k∑

i=1

zil +
n∑

j=l

zkj − u3
kl ≤ n+ k − l (k, l = 1, . . . , n), (4.25c)

n∑

i=k

zil +

n∑

j=l

zkj − u4
kl ≤ 2n− k − l + 1 (k, l = 1, . . . , n), (4.25d)

−
k∑

i=1

zil −
l∑

j=1

zkj + (k + l)u1
kl ≤ 0 (k, l = 1, . . . , n), (4.26a)

−
n∑

i=k

zil −
l∑

j=1

zkj + (n− k + l + 1)u2
kl ≤ 0 (k, l = 1, . . . , n), (4.26b)

−
k∑

i=1

zil −
n∑

j=l

zkj + (n+ k − l + 1)u3
kl ≤ 0 (k, l = 1, . . . , n), (4.26c)

−
n∑

i=k

zil −
n∑

j=l

zkj + (2n− k − l + 2)u4
kl ≤ 0 (k, l = 1, . . . , n). (4.26d)
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A (4.22) egyenl®tlenségekben a zk j−1zk+1 j = v1
kj , zkjzk+1 j = v2

kj , és
zk j+1zk+1 j = v3

kjhelyettesítést elvégezve:

(3n−2)−
n∑

j=2

(zk j−1 + zk+1 j)−
n∑

j=1

(zkj + zk+1 j)−
n−1∑

j=1

(zk j+1 + zk+1 j) +

n∑

j=2

v1
kj +

n∑

j=1

v2
kj +

n−1∑

j=1

v3
kj ≥ 1. (4.27)

(k = 1, . . . , n− 1)

Végül a 4.2.3 tételnek megfelel® egyenl®telenségeket hozzáadjuk az egyen-
l®tlenség rendszerhez:

zk j−1 + zk+1 j − v1
kj ≤ 1 (j, k = 1, . . . , n; j 6= 1, k 6= n), (4.28a)

zkj + zk+1 j − v2
kj ≤ 1 (j, k = 1, . . . , n; k 6= n), (4.28b)

zk j+1 + zk+1 j − v3
kj ≤ 1 (j, k = 1, . . . , n− 1), (4.28c)

−zk j−1 − zk+1 j + 2v1
kj ≤ 0 (j, k = 1, . . . , n; j 6= 1, k 6= n), (4.29a)

−zkj − zk+1 j + 2v2
kj ≤ 0 (j, k = 1, . . . , n; k 6= n), (4.29b)

−zk j+1 − zk+1 j + 2v3
kj ≤ 0 (j, k = 1, . . . , n− 1). (4.29c)

4.2.4. Tétel (Vincze, N. [30]). A rekonstrukciós algoritmus 7. lépé-
sében szerepl® programozási feladat ekvivalens a következ® egészérték¶
lineáris programozási feladattal:

Max:
n∑

k,l=1

zklFkl (4.30)
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ahol

zkl ∈ {0, 1} (k, l = 1, . . . , n),

uikl ∈ {0, 1} (k, l = 1, . . . , n), (i = 1, . . . , 4),

v1
k,j ∈ {0, 1} (j, k = 1, . . . , n; j 6= 1, k 6= n),

v2
k,j ∈ {0, 1} (j, k = 1, . . . , n; k 6= n),

v3
k,j ∈ {0, 1} (j, k = 1, . . . , n− 1),

és teljesülnek a (4.19), (4.20), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), (4.28), (4.29)
egyenl®tlenségek.

Itt összesen n2 + 4n2 + (n − 1)(3n − 2) = 8n2 − 5n + 2 változó és
2 + n2 + n2 + 8n2 + n − 1 + 2(n − 1)(3n − 2) = 16n2 − 9n + 5 lineá-
ris egyenl®tlenség szerepel. A lineáris programozási feladatok megoldása
során legtöbbször csupán egyetlen optimális megoldást keresünk meg.
Itt azonban lehet®ség van az összes optimális megoldás megkeresésére a
következ® módszer segítségével: ha a z∗ij (i, j = 1, . . . , n) 0-1 érték¶ vál-
tozók egy optimális megoldását adják a fenti problémának, akkor legyen
I azon (ij) indexpárok halmaza, amelyre z∗ij = 1 és legyen J azon (ij)
indexpárok halmaza, amelyre z∗ij = 0. Ezután adjuk hozzá az egyenl®t-
lenségrendszerhez a

∑

(ij)∈I
zij −

∑

(ij)∈J
zij ≤ |I| − 1

egyenl®tlenséget, ahol |I| az I halmaz elemszámát jelöli. A z∗ij változók
nem tesznek eleget ennek az egyenl®tlenségnek, azonban ezen változók
bármelyikét megváltoztatva már teljesül az egyenl®tlenség. Így az ere-
deti egyenl®tlenség-rendszernek eleget tev® megoldások köréb®l ki tud-
juk zárni pontosan az általunk talált egy megoldást. Ezután megoldva
az új programozási feladatot, ha a célfüggvény értéke változatlan, akkor
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egy újabb megoldást találtunk, amit ismét egy új egyenl®tlenség hozzá-
adásával kizárhatunk. Ezt addig folytatjuk, amíg a célfüggvény értéke
megváltozik, ekkor ugyanis már az eredeti programozási feladatnak egy
nem optimális megoldását találjuk és a korábban megtalált optimális
megoldásokon kívül, már nincs újabb.
Végül két példát szeretnénk mutatni az algoritmus által adott eredmé-

nyekre. Sajnos az egészérték¶ programozási feladatokat általában nem
lehet hatékonyan megoldani, ezért csak alacsony felbontás mellett sike-
rült az algoritmust kipróbálni. Lehet®ség van azonban az alacsony fel-
bontásra kapott optimális megoldásból kiindulva egyszer¶ mohó algorit-
mussal nagyobb elbontású megoldásokat keresni.

4.2.1. Példa. Legyen K az a halmaz, amelyet felülr®l az

f1 : [1, 7]→ R, f1(x) =





7− 3
2

√(
3
2

)2 − (x− 1)2, ha x ∈
[
1, 5

2

]
,

7− 5
6

√(
9
2

)2 − (x− 7)2, ha x ∈
]

5
2 , 7
]
,

alulról pedig a

g1 : [1, 7]→ R, g1(x) =





1 + 5
3

√(
9
4

)2 − (x− 1)2, ha x ∈
[
1, 13

4

]
,

1 + 3
5

√(
15
4

)2 − (x− 7)2, ha x ∈
]

13
4 , 7

]
,

függvények határolnak, azaz

K =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ 1 ≤ x ≤ 7, g1(x) ≤ y ≤ f1(x)

}
.

Ekkor

X1K(t) =

{
f1(t)− g1(t), ha t ∈ [1, 7],

0, egyébként.

X2K(t) =

{
f2(t)− g2(t), ha t ∈ [1, 7],

0, egyébként,
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ahol

f2 : [1, 7]→ R, f2(x) =





7− 5
3

√(
9
4

)2 − (x− 1)2, ha x ∈
[
1, 13

4

]
,

7− 6
5

√(
15
4

)2 − (x− 7)2, ha x ∈
]

13
4 , 7

]
,

g2 : [1, 7]→ R, g2(x) =





1 + 3
5

√(
15
4

)2 − (x− 1)2, ha x ∈
[
1, 19

4

]
,

1 + 2
3

√(
9
4

)2 − (x− 7)2, ha x ∈
]

19
4 , 7

]
.

Ezek felhasználásával az algoritmus a 4.4. ábrán balra látható kimenetet
adja n = 6 felbontás mellett (pirossal). Mohó algoritmus segítségével ezt
tovább �nomítva n = 48 felbontásúra a végeredmény a 4.4. ábrán jobbra
látható (pirossal).

4.2.2. Példa. Tekintsük a

D = conv

{
(0, 0),

(
2,

4

3

)
, (2, 2),

(
0,

2

3

)}

paralelogrammát és tetsz®leges n ∈ N illetve k ∈
{

0, 1, . . . , 3n−1 − 1
}

esetén legyenek

Tn,k,1 = conv {Pn,k,1, Pn,k,2, Pn,k,3} , Tn,k,2 = conv {Pn,k,4, Pn,k,5, Pn,k,6} ,

ahol

Pn,k,1 =

(
2(3k + 1)

3n
,
4(3k + 1)

3n+1

)
, Pn,k,2 =

(
2(3k + 2)

3n
,
4(3k + 2)

3n+1

)
,

Pn,k,3 =

(
2(3k + 1)

3n
,
4(3k + 2)

3n+1

)
, Pn,k,4 =

(
2(3k + 1)

3n
,
2

3
+

4(3k + 1)

3n+1

)
,

Pn,k,5 =

(
2(3k + 2)

3n
,
2

3
+

4(3k + 2)

3n+1

)
, Pn,k,6 =

(
2(3k + 2)

3n
,
2

3
+

4(3k + 1)

3n+1

)
.
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Képezzük a következ® halmazt

K = cl


D \



∞⋃

n=1

3m−1−1⋃

k=0

Tn,k,1 ∪ Tn,k,2




 ,

amelyet a 4.5. ábrán láthatunk. A koordináta-röntgenfüggvényeket a 4.6.
ábra szemlélteti. Ezeket, mint bemeneti adatokat felhasználva az algo-
ritmus n = 6 felbontás mellett a 4.7. látható megoldást adja (pirossal).

Látható, hogy mindkét példa esetén problémát okoz a K halmazhoz
tartozó általánosított kúpszeletfüggvény értékeinek meghatározása az el-
len®rzési pontokban (ez az algoritmus 5. lépése). Az els® példa esetén
elliptikus integrálok lépnek fel, míg a második példa esetén már a rönt-
genfüggvény értékeinek a megadása is nehéz feladat. Valójában ebben
az esetben nem is várhatjuk el, hogy a koordináta-röntgenfüggvények
valamilyen egyszer¶ képlettel megadhatók legyenek, hanem csupán arra
számíthatunk, hogy a röntgenfüggvény értékek állnak rendelkezésünkre
egy kell®en s¶r¶ halmazon. Az is könnyen látható, hogy az elliptikus
integrálok közelít® értékét úgy is kiszámíthatjuk, hogy bizonyos véges
számú alappontban meghatározzuk az integrálandó függvény értékeit,
majd ezen pontok között konstansnak tekintve a függvényt végezzük az
integrálást, és végül az alappontok számának növelésével s¶rítjük a fel-
osztást. Szerencsére a [32] dolgozatban sikeresen bizonyítottuk, hogy a
koordináta-röntgenfüggvények véges sok alappontban vett mérési ada-
taiból megfelel® módon képzett �ktív röntgenfüggvényeket felírva az al-
goritmus kimeneteként kapott halmazsorozathoz tartozó kúpszeletfügg-
vények konvergálnak a K kúpszeletfüggvényéhez, amennyiben az alap-
pontokat egyre s¶rítjük. S®t bizonyításra került, hogy a sztochasztikus
konvergencia is fennáll, amennyiben a mérési adatok véletlen hibával
terheltek.
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4.4. ábra.

4.5. ábra.
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4.6. ábra.

4.7. ábra.
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Összefoglalás

Általánosított kúpszeleten az N - dimenziós valós koordinátatér olyan
alakzatát értjük, melynek pontjaira egy rögzített K halmaz pontjaitól
mért átlagos távolság ugyanakkora. A K halmaz elemeit nevezzük fó-
kuszoknak. A fókuszok nem feltétlenül véges számosságú ponthalmazt
alkotnak, mint ahogy a távolságmérés során sem feltétlenül az euklideszi
távolság játszik szerepet. Mindezeken túl az átlagolási eljárásra vonat-
kozóan is különböz®képpen járhatunk el: súlyozott (de véges) összegek,
integrál stb. Ebbe a koncepcióba a szakirodalomban fellelhet® általáno-
sítások többsége beilleszthet®, mint például a multifokális ellipszisek.
A disszertációban az általánosított kúpszeletek egy di�erenciálgeomet-

riai és egy tomográ�ai alkalmazását mutatjuk be. A di�erenciálgeo-
metriai alkalmazáshoz a fókuszhalmazt sokaságstruktúrával ruházzuk
fel és az általánosított kúpszeletek a következ®képp de�niáljuk.

1. De�níció. Legyen Γ ⊂ RN olyan korlátos, irányítható részsokaság,
amelyre Vol Γ <∞ az indukált Riemann-térfogatra nézve. Ekkor a Γ-hoz
tartozó általánosított kúpszeletfüggvényen az

FΓ(x) :=
1

Vol Γ

∫

Γ

γ 7→ d(x, γ) dγ (x ∈ RN )

leképezést értjük. Továbbá az

{
x ∈ RN

∣∣FΓ(x) = c, c ∈ R+
}
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alakú halmazokat általánosított kúpszeleteknek nevezzük, amelynek
fókuszhalmaza Γ.

A Finsler-geometriában az alapsokaságon adott görbék ívhosszát a
szokásos integrálformula segítségével mérjük, csakhogy az érint®vektorok
hossza nem csupán a hely, hanem az irány függvénye is. A Finsler-sokaság
általánosított Berwald-sokasággá válik, ha megadható egy lineáris konne-
xió az alapsokaságon úgy, hogy az általa indukált párhuzamos eltolások
meg®rzik az érint®vektorok Finsler-féle hosszát. Ha a lineáris konnexió
torziómentes, akkor a klasszikus Berwald-sokaságokat kapjuk. Ezek osz-
tályozásával Szabó Zoltán [38] munkája foglalkozik. Az osztályozási tétel-
hez vezet® eredmények egyike, hogy a Berwald-terek kitüntetett (lineá-
ris) konnexiója Riemann-metrizálható, azaz megadható olyan Rimeann-
féle metrikus tenzor az alapsokaságon, melynek Lévi-Civita konnexiója
egybeesik a Berwald-tér kanonikus konnexiójával.
A probléma megfordítása a következ®: tekintsünk egy Riemann-soka-

ságot és egy a sokaságon adott metrikus (nem feltétlenül torziómentes)
∇ lineáris konnexiót. Milyen feltételek mellett garantálható olyan nem
Riemann általánosított Berwald-sokaság létezése, melynek (egyik) kitün-
tetett konnexiója éppen ∇? A kérdésre a válasz az, hogy amennyiben a
sokaság egy adott p ∈ M pontjában vett euklideszi egységvektornak
a holonómiacsoportra nézve vett pályája nem s¶r¶ az (euklideszi) egy-
séggömbön, akkor a konnexió szigorú értelemben Berwald-metrizálható,
azaz konstruálható olyan nem Riemann általánosított Berwald-sokaság,
hogy a∇ által indukált párhuzamos eltolások meg®rzik az érint®vektorok
Finsler-féle hosszát. Szabó Zoltán ötletét átvéve, a feladat egy az origót
a belsejében tartalmazó konvex test (egységgömbtest) konstrukciója a
pont fölötti érint®térben, mely a holonómiacsoporttal szemben invariáns
és a határa nem kvadratikus sima hiperfelület. Ezt a testet párhuzamos
eltolással juttathatjuk el az (összefügg®) sokaság bármely pontjába. Az
új egységgömbsereggel ellátva pedig a sokaság általánosított Berwald-
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sokasággá válik.
Tekintsük tehát az RN euklideszi koordinátatér lineáris izometriacso-

portjának egy G részcsoportját. Tegyük fel, hogy valamely euklideszi
egységvektor G csoportra nézve vett pályája nem s¶r¶ az (euklideszi)
egységgömbön. A cél olyan nem euklideszi Minkowski-funkcionál meg-
adása a vektortéren, melyre nézve G elemei még izometriák maradnak.
A Minkowski-funkcionálokkal szemben megkövetelt pozitív homogeni-
tási tulajdonságra tekintettel elegend® egy olyan G-invariáns, az origót
a belsejében tartalmazó konvex testet konstruálni, melynek határa nem
kvadratikus, sima hiperfelület. A konstruált test, mint egységgömb, ép-
pen a kívánt metrikus struktúrát származtatja. A f® eredmény az, hogy
az invariáns test mindig megadható általánosított kúpszeletként.
A G csoport reducibilitása szerint két esetet különböztetünk meg. Re-

ducibilis csoport esetén tekinthetjük az

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ SN−2

gömbök valamelyikét, mint a G elemeire nézve invariáns halmazt (a cso-
port reducibilitásának megfelel®en).

1. Tétel (Vincze, N. [28]). Az FSk
(x) = c(l)

VolSk
egyenlettel de�niált

általánosított kúpszelet nem ellipszoid, ahol

c(l) :=
2l+2 · l!

(2l + 1)!!
és l := k − 1.

Következésképp olyan nem euklideszi Minkowski-funkcionált indukál, amely-
nek lineáris izometria csoportja tartalmazza G-t.

Ha a G csoport irreducibilis, akkor tekintsük egy z ∈ SN−1 pont Γz
orbitját. Egy megfelel®en választott c ∈ R konstanssal és g : R → R
szigorúan monoton növekv®, konvex függvénnyel a következ® tételt fo-
galmazhatjuk meg:
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2. Tétel (Vincze, N. [28]). Ha G olyan zárt, irreducibilis részcsoportja
az ortogonális csoportnak, amely nem tranzitív az egységgömbön, akkor
a ∫

conv Γz

d(x, γ) dγ = c és

∫

conv Γz

g(d(x, γ)) dγ = c

hiperfelületek legalább egyike olyan nem euklideszi Minkowski-funkcionált
indukál, amelynek lineáris izometria csoportja tartalmazza G-t.

Ezen két tétel segítségével a fent leírt gondolatmenet alapján a követ-
kez®t fogalmazhatjuk meg:

3. Tétel (Vincze, N. [28]). LegyenM egy összefügg® Riemann-sokaság.
Ha egy metrikus (de nem feltétlenül torziómentes) ∇ lineáris konnexió
holonómia csoportjának lezártja nem tranzitív az érint®terek egységgömb-
jein, akkor ∇ (szigorú értelemben) Berwald-metrizálható általánosított
kúpszeletek segítségével.

Ha az euklideszi távolság helyett az ún. taxicab/Manhattan normából
származó távolságfüggvényt használjuk, akkor az átlagos távolságot mér®
függvénynek és szinthalmazainak (az általánosított kúpszeleteknek) a
geometriai tomográ�ában vehetjük hasznát.

2. De�níció. A K ⊂ RN kompakt halmazhoz tartozó általánosított
kúpszeletfüggvényen az

fK : RN → R, x 7→ fK(x) :=

∫

K

d1(x, y) dy

leképezést értjük.
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A geometriai tomográ�a célja, hogy információt szerezzünk olyan geo-
metriai alakzatokról, amelyeknek csak metszeteit vagy vetületeit (eset-
leg mindkett®t) ismerjük. A geometriai szó itt arra utal, hogy a vizsgált
objektum homogénnek tekinthet®, ezért nem egy s¶r¶ségfüggvényt kell
visszaállítanunk, hanem csak az alakzat formája érdekel bennünket. A
(párhuzamos) röntgenfüggvények olyan valós függvények, amelyek RN
egy korlátos, mérhet® részhalmazának egy rögzített N − 1-dimenziós
altérrel való metszeteinek mértékét szolgáltatja.

3. De�níció. Legyen E ⊂ RN (N ≥ 2) egy korlátos, mérhet® halmaz
továbbá H egy N − 1 dimenziós altér RN -ben, amelynek egy ortonormált
bázisa

(
v1, . . . , vN−1

)
. Ekkor az E halmaznak a H altérrel párhuzamos

röntgenfüggvényének nevezzük az

XHE : R −→ R, t 7−→ λ1 ((tw +H) ∩ E)

leképezést, ahol
(
v1, . . . , vN−1, w

)
ugyanolyan irányítású ortonormált bá-

zisa RN -nek, mint az (e1, . . . , eN ) kanonikus bázis.

Az e⊥1 , . . . , e
⊥
N alterekkel párhuzamos röntgenfüggvényeket koordináta-

röntgenfüggvényeknek nevezzük és a következ® módon jelöljük:

XiK = Xe⊥i
K, (i = 1, . . . , N).

Ha N = 2, akkor bármely N − 1-dimenziós altér ortonormált bázisa
egyetlen v egységvektorból áll, így ebben az esetben v-irányú röntgen-
függvényr®l beszélhetünk.
A röntgenfüggvényekhez kapcsolódó rekonstrukciós feladat az, hogy

találjuk meg az RN tér egy kompakt részhalmazát, amelynek csak né-
hány irányban vett röntgenfüggvénye adott. Mivel ez a probléma gyak-
ran nehéznek bizonyul, ezért legtöbbször az is elegend®, ha tudunk mu-
tatni egy olyan halmazsorozatot, amely a rekonstruálandó halmazhoz
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konvergál valamilyen metrikára nézve (ez a metrika általában a kom-
pakt halmazok Hausdor�-távolsága). A probléma nehézsége (többek kö-
zött) abban áll, hogy egy kompakt halmaz röntgenfüggvényei általában
nem folytonosak, s®t a szakadási helyek halmaza lehet megszámlálha-
tóan végtelen, s¶r¶ részhalmaza a valós számoknak. A szakirodalomban
ezért gyakran egy speciálisabb halmazosztály tagjainak rekonstrukcióját
vizsgálják, mint például a konvex halmazok osztálya.
A következ® tétel szerint bármely RN -beli kompakt halmaz koordináta-

röntgenfüggvényei helyettesíthet®k az általánosított kúpszeletfüggvény-
nyel, amely a teljes RN téren értelmezett konvex (és ezért folytonos)
függvény.

4. Tétel (Vincze, N. [29]). Tetsz®leges K,K∗ ⊂ RN kompakt halma-
zok esetén pontosan akkor teljesül fK = fK∗, ha minden i ∈ {1, 2, . . . , n}
esetén XiK = XiK

∗ majdnem mindenütt.

Ez a tétel lehet®séget ad számunkra, hogy a síkbeli konvex halmazok-
nál valamivel általánosabb hv-konvex (horizontálisan és vertikálisan kon-
vex) halmazok rekonstrukciójára. Ehhez el®ször egy lokalizációs tételre
van szükségünk, amely konvergens halmazsorozatok esetén az általáno-
sított kúpszeletfüggvények konvergenciáját biztosítja.
Tetsz®leges B = [a, b] × [c, d] téglalap esetén legyen Mhv

B mindazon
síkbeli, nemüres, összefügg®, kompakt, hv-konvex halmazok összessége,
amelyek határoló téglalapját tartalmazza B. Jelölje C(B) a B = [a, b]×
[c, d] téglalapon értelmezett kétváltozós folytonos függvények terét el-
látva a

‖f‖sup := sup
(x1,x2)∈B

|fL(x1, x2)|

normával.

5. Tétel (Vincze, N. [31]). A Φ: Mhv
B → C(B), L 7→ fL leképezés
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folytonos, ahol fL az L halmazhoz tartozó általánosított kúpszeletfügg-
vénynek a B téglalapra való lesz¶kítését jelöli.

Ennek közvetlen következménye a következ® tétel.

6. Tétel (Vincze, N. [31]). Ha K ∈ Mhv
B és (Ln) ⊂ Mhv

B olyan hal-
mazsorozat, amelyre fLn → fK a C(B) függvénytérben, akkor (Ln) bár-
mely konvergens részsorozata konvergál egy olyan K ′ ∈ Mhv

B halmazhoz
(a Hausdor�-távolságra nézve), amelynek koordináta-röntgenfüggvénye-
i majdnem mindenütt megegyeznek K koordináta-röntgenfüggvényeivel.
Továbbá, ha a K halmaz egyértelm¶en meghatározott a koordináta-rönt-
genfüggvényei által, akkor K ′ legfeljebb nullmérték¶ halmaztól eltekintve
megegyezik K-val.

A fenti tétel segítségével egy elméleti algoritmus adható egyMhv
B -beli

halmaz rekonstruálására a koordináta-röntgenfüggvényei alapján. Ez az
algoritmus viszont megfogalmazható egy egészérték¶ lineáris programo-
zási feladatként, amely megoldására számos módszer alkalmazható. [30]
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Summary

Generalized conics are the level sets of functions measuring the average
distance from a given set of points K in the Euclidean coordinate space
RN . Elements of the set K are called foci. The set K is not necessarily
�nite and the distance may also be di�erent from the Euclidean distance.
Moreover we can choose di�erent types of averaging processes like taking
�nite weighted sums or integration. Most generalizations of conics found
in the literature (e.g. polyellipses) �t into this concept.

Applications of generalized conics in di�erential geometry and geomet-
ric tomography are presented in this PhD dissertation. For the applica-
tion in di�erential geometry we consider the set of foci as manifolds
and generalized conics are de�ned as follows.

De�nition 1 Let Γ be a bounded orientable submanifold in RN such
that vol Γ <∞ with respect to the induced Riemannian volume form dγ.
The generalized conic function corresponding to Γ is the mapping

FΓ(x) :=
1

Vol Γ

∫

Γ

γ 7→ d(x, γ) dγ (x ∈ RN ).

Hypersurfaces of the form

{
x ∈ RN

∣∣FΓ(x) = c, c ∈ R+
}

are called generalized conics with foci γ ∈ Γ.
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In Finsler geometry arc length of curves in the base manifold is mea-
sured via line integrals where the length of tangent vectors doesn't de-
pend only on position but on the direction also. A Finslerian manifold
is a generalized Berwlad manifold if there is a linear connection on the
base manifold such that parallel transport induced by the connection
preserve the Finslerian length of tangent vectors. If this linear connec-
tion is torsion free, then we have (classical) Berwald manifold. Classi�-
cation of Berwald manifolds is due to Zoltán Szabó [38]. One of the most
important tools used for the classi�cation is the fact that the Berwald
connection of a Berwald manifold is Riemann-metrizable, i.e. there is a
Riemannian metric on the manifold the Lévi-Civita connection is the
Berwald connection.
The converse of this problem is the following: let M be a Riemannian

manifold and let ∇ be a metrical (but not necessarily torsion free) linear
connection on M . Under what conditions is there a non-Riemannian
Finsler structure, such that the Berwald connection is ∇? The answer:
if the orbit of a unit tangent vector in the point p ∈ M with respect to
the holonomy group is not dense in the (Euclidean) unit sphere, the the
connections is strictly Berwald metrizable, i.e. there is a non-Riemannian
generalized Berwald manifold with linear connection∇ such that parallel
transport induced by∇ preserve the Finslerian length of tangent vectors.
By a similar idea as Szabó's we must �nd a convex body in the tangent
space containing the origin in its interior which is invariant under the
elements of the holonomy group and has smooth boundary which is
not a quadratic hypersurface. This induces a not Euclidean Minkowski
functional in the tangent space having the elements of the holonomy
group as linear isometries. Extending this functional by the help of the
parallel transport with respect to the Riemannian structure we have
a smooth collection of functionals such that it is invariant under the
parallel transport with respect to the Lévi-Civita connection.
Consider now a closed subgroup G of the group of linear isometries in
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the Euclidean space RN . Assume that the orbit of some unit vector under
the elements of G is not dense on the unit sphere. Our goal is to �nd
non-Euclidean Minkowski-functional in RN such that the elements of
G remain isometries. Because of the positive homogenity of Minkowski
functionals it is enough to �nd a G-invariant convex body containing
the origin in its interior which has smooth boundary di�erent from any
quadratic hypersurface. This is the indicatrix of the desired functional.
The main result of this work is that this body can be represented as a
generalized conic.
We have two di�erent cases of the problem according to the reducibil-

ity of G. If G is reducible we can take one of the Euclidean unit spheres

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ SN−2

as the invariant set under the elements of G according to the reducibility.
If G is reducible we can take one of the Euclidean unit spheres

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ SN−2

as the invariant set under the elements of G according to the reducibility.

Theorem 1 (Vincze, N. [28) ] The generalized conic de�ned by for-

mula FSk
(x) = c(l)

VolSk
, where

c(l) :=
2l+2 · l!

(2l + 1)!!
and l := k − 1

is not an ellipsoid. Consequently it induces a non-Euclidean Minkowski
functional containing the elements of G as linear isometries.

If G is an irreducible group, then consider the orbit Γz of the element
z ∈ SN−1. With the help of the proper right-hand-side constant c ∈ R
and strictly monotone increasing, convex function g : R → R we can
state the following theorem.
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Theorem 2 (Vincze, N. [28) ] If G is not transitive on the unit sphere,
closed and irreducible then one of the hypersurfaces

∫

conv Γz

d(x, γ) dγ = c and

∫

conv Γz

g(d(x, γ)) dγ = c

induces a not Euclidean Minkowski functional L such that G is the sub-
group of the linear isometries with respect to L.

Finally we can sate our main theorem.

Theorem 3 (Vincze, N. [28) ] LetM be a connected Riemannian man-
ifold; if the closure of the holonomy group of a metrical (but not necessar-
ily torsion-free) linear connection ∇ is not transitive on the unit sphere
in the tangent space then M can be changed into a non-Riemannian
generalized Berwald manifold by generalized conics with respect to the
Riemannian structure.

If we use the distance function induced by the taxicab norm instead
of the Euclidean distance, then we can �nd application of the average
distance function and its level sets in geometric tomography.

De�nition 2 The generalized conic function corresponding to the
compact set K ⊂ RN is the mapping

fK : RN → R, x 7→ fK(x) :=

∫

K

d1(x, y) dy.

Geometric tomography is the area of mathematics dealing with the
retrieval of information about a geometric object from data about its
intersections, or projections, or both. The word geometric is used here
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because we assume that the object is homogeneous in contrast to tomog-
raphy. In other words we are only interested in the shape of the object.
Parallel X-rays are functions that measure the intersection of a given set
with hyperplanes parallel to a �xed subspace of co-dimension 1 of RN .

De�nition 3 Let E ⊂ RN (N ≥ 2) be a bounded, measurable set and
H is a linear subspace of co-dimension 1 of RN with an orthonormal
basis

(
v1, . . . , vN−1

)
. Then the X-ray of the set E parallel to H is the

mapping
XHE : R −→ R, t 7−→ λ1 ((tw +H) ∩ E) ,

where
(
v1, . . . , vN−1, w

)
an orthonormal basis of RN with the same ori-

entation as the standard basis (e1, . . . , eN ).

X-rays parallel to to the subspaces e⊥1 , . . . , e
⊥
N are called coordinate

X-rays and denoted by

XiK = Xe⊥i
K, (i = 1, . . . , N).

If N = 2, then subspaces of co-dimension 1 are 1-dimensional and any
basis of such a subspace consist of only one vector v. Thus we can say
X-ray parallel to the direction v when the dimension is two.
The reconstruction problem concerning parallel X-rays is to recon-

struct a compact subset of RN if the parallel X-rays of this set into some
directions are given. In many cases it is enough to construct a sequence
of sets that converges to a compact set with respect to the Hausdor�
distance, and has the given X-rays. This problem is hard in general,
since X-rays of a compact set may be discontinuous, moreover, the set of
discontinuities can form an in�nite dense subset of R. Therefore in the
literature more specialized families of sets are investigated such as the
collection of convex sets.
However, our following theorem sates that the coordinate X-rays of any

compact set K ⊂ RN can be replaced by the generalized conic function
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corresponding to K which is a convex (and consequently continuous)
function on RN .

Theorem 4 (Vincze, N. [29) ] For compact bodies K and K∗ in RN

fK = fK∗ if and only if XiK = XiK
∗ for all i ∈ {1, . . . , N} almost

everywhere.

This theorem allows us to obtain reconstruction result for a slightly
wider class of sets than the convex sets in the plane, namely for the
class of hv-convex (horizontally and vertically convex) sets. First of all
we need a localization theorem providing the convergence of generalized
conic functions of a convergent sequence of planar hv-convex sets.
If B = [a, b] × [c, d] is a n arbitrary rectangle then let Mhv

B denote
the set of all non-empty, compact, connected, hv-convex subsets in the
plane which are inside the rectangle B. Let C(B) denote the set of
all continuous functions of two variables de�ned on the rectangle B =
[a, b]× [c, d] equipped with the norm

‖f‖sup := sup
(x1,x2)∈B

|fL(x1, x2)|.

Theorem 5 (Vincze, N. [31) ] The mapping Φ: Mhv
B → C(B), L 7→

fL is continuous, where fL is the generalized conics function correspond-
ing to the set L restricted to the rectangle B.

An immediate consequence of this theorem is the following:

Theorem 6 (Vincze, N. [31) ] If K ∈ Mhv
B and (Ln) ⊂ Mhv

B is a
sequence of sets such that fLn → fK in C(B), then any convergent
subsequence of (Ln) converges to a set K ′ ∈ Mhv

B (with respect to the
Hausdor� distance) with the same coordinate X-rays as K almost every-
where. If the set K is determined by its coordinate X-rays then K ′ di�ers
from K at most of a set of measure zero.
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We can establish an algorithm for the reconstruction of any set in
Mhv

B by its coordinate X-rays with the help of the above theorem. This
algorithm can be turned into the solution of a linear integer programming
problem [30].
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