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1. Bevezetés

Doktori értekezésemben kiilonbozé kvatumelméleti mo-
delleket (az egyszert kvantalt anharmonikus oszcillatort, a
Caldeira—Leggett-modell egyes valtozatait, a sine-Gordon-
modell nagyenergids kiterjesztését és a sine-Gordon-modell
egyik specialis altalanositasat) targyaltam a funkcionélis re-
normalasicsoport-maodszer (a tovabbiakban RG-modszer) se-
gitségével. Amint valamelyest a targyalt modellek sokszinii-
sége is mutatja, a modszer felhasznalésa rendkiviil sokoldald,
az RG szerteagazo alkalmazasi kore mind a szilardtestfizika,
mind a részecskefizika targykorébe tartozo fizikai rendszere-
ket felolel, lehetGséget nytdjtva statisztikus fizikai, kvantum-
mechanikai és kvantumtérelméleti modellek vizsgalatara.

Az RG-moddszer kvantumtérelméleti modellekre torténd
alkalmazasa soran a Feynman-féle palyaintegralos kvantala-
son alapulé funkcionalis formalizmus jelent kiindul6pontot.
Ez a formalizmus egyrészt lehetGséget nytjt arra, hogy a
kvantummechanikai modelleket specialis térelméleti model-
leknek tekintsiik, melyek térvaltozoja a klasszikus modellek
palyéinak felel meg, masrészt az imaginéarius idévaltozo beve-
zetésével kapott, in. euklideszi téridében tekintett kvantum-
térelméleti modelleket klasszikus statisztikus fizikai rendsze-
rekként targyalhatjuk. Ekkor a térelméleti tagyalas a diszk-
rét racspontokban elhelyezkedd, klasszikus modon viselkedd
spinvaltozokat tartalmazé modellek folytonos altalanositasa-
nak tekinthetd.

A szakirodalom alapjan az RG-nek legalabb kétféle meg-
kozelitését kiilonboztethetjiik meg. A torténetileg korabbi
Wilson—Polchinski-féle megkozelitésben tobbek kozott a ska-
lafligg$ hatasra vonatkozdé Wegner—Houghton-egyenletet, mig
az effektivhatés-formalizmusban az effektiv hatasra vonat-
kozo Wetterich-egyenletet vezethetjiik le. Amellett, hogy a



Wetterich-egyenlet megkozelitése a Wegner—-Houghton-egyen-
letnél altalanosabbnak tekinthetd, a kozvetleniil az effektiv
hatasra vonatkozo egyenlet rendkiviil elényds a vizsgalt elmé-
let jellemzése céljabol. Az effektivhatéas-formalizmus kereté-
ben bizonyos értelemben azt szemlélhetjiik, hogy a palyain-
tegrélos kvantalast fokozatosan figyelembe véve a klasszikus
modell hogyan 6lti magara a kvantalt elmélet tulajdonsagait.

A szamitasok kivitelezése soran néhany kivételes esettdl
eltekintve mindig kozelitések alkalmazasara kényszeriiliink,
melynek soran a funkcionalra vonakozoé differencialegyenletet
fiiggvényekre vonatkozo differencidlegyenlet-rendszerrel he-
lyettesitjiik. A gyakran alkalmazott lokalispotencial-kozelités
soran példaul csupan a hatas potencialis tagjanak skalafiig-
gését vessziik figyelembe. A modellt jellemz§ funkcionalnak
azokra a paramétereire, melyek valtozasat figyelemmel kisér-
jiik csatolasokként hivatkozunk. Technikai okokbol vizsgala-
tainkat gyakran a potencial sorfejtésének vezetd tagjai altal
szolgaltatott, skalafiiggs egytlitthatokra vonatkozo kozonsé-
ges differenicélegyenlet-rendszer megoldasaval végezziik.

Az RG-modszer hatékonysaga abban is megnyilvanul, hogy
bizonyos esetekben fontos kovetkeztetéseket vonhatunk le a
vizsgalt modellrél a csatolasokra vonatkozoé differencidlegyen-
letek teljes megoldasa nélkiil is, pusztan az egyenletek ming-
ségi viselkedésének leirasaval. A fazisszerkezet tanulméanyo-
zasa soran az egyenletek hiperbolikus, tin. Wilson—Fischer-
fixpontjanak létezését kimutatva két eltérd fazis 1étezését iga-
zolhatjuk, a fixpont koriil linearizalt egyenletek viselkedésé-
bél pedig a fazisdtalakuléast jellemzs kritikus exponensek ér-
tékére kovetkeztethetiink.

Mara a folytonos fazisatalakulédsok tanulmanyozasaban
elért sikereinek koszonhetGen az RG az elméleti kutatasok
egyik alapvetd eszkozévé valt. A modszer egyik legnagyobb
érdeme, hogy magyarazatot szolgaltatott a folytonos faziséat-
alakulasok soran fellépd kritikus jelenségek univerzalitaséra,



tovabba lehetdséget nytjtott a kritikus exponensek meghata-
rozasara és a kozottiik fennallo skalatorvények levezetésére.

Az RG-modszer a fazisatalakuldsok kutatésa mellett az
alapvetd kolcsonhatasokrol alkotott szemléletiink fejlédésére
is jelentés hatéssal volt. Az RG szemlélete altal ugyanis
konnyen belathato, hogy nem elég vizsgalatainkat a pertur-
bativan renormalhaté elméletekre korlatozni.

2. Célkittizések

Az RG-modszer alkalmazasa a szamos eddigi eredmény
ellenére tobb tovabbi kutatési kérdést is felvet mind az elja-
réas tovabbi fejlesztésének szempontjabol, mind az alkalmazas
tovabbi modellekre torténd kiterjesztését tekintve.

Az els6 csoportba tartozik a renormalési séma optima-
lizalasénak kérdése. Az RG-modszerrel végzett szamitasok
tobbféle, elvileg egyenértéki modon elvégezhetbek, ezért a
Wetterich-egyenletben szereplé regulator funkcional megva-
lasztésara szdmos lehetdség kinalkozik, igy a regulédtor meg-
valasztasa szerint szamos renormalasi sémat kiilonboztethe-
tiink meg. Ugyanakkor a szamitasok elvégzése soréan alkal-
mazott kozelitések kovetkeztében az eredmények fliggenek a
renormalasi séma megvalasztasatol, ezért az RG altal nyuj-
tott lehet&ségek maximalis kihasznélasara torekedve megke-
riilhetetlen a renormaléasi séma optimalizaldsanak vizsgalata.

Ertekezésemben egyik célként az optimalizalas kérdésé-
nek vizsgalatat tlztem ki, melyre az egydimenzios kvantalt
anharmonikus oszcillator viszonylag egyszertd modellje kivalo
lehetGséget biztosit. A technikai el6nyok mellett az alta-
lunk vizsgalt ¢* tipust potenciallal rendelkezé modell kereté-
ben lehet&ség nyilik szamitasi eredményeink pontosan ismert
irodalmi értékekkel torténd osszehasonlitasara, lehetGséget



nyujtva az alkalmazott kozelitések megbizhatosaganak ellen-
Orzésére. Bar a renormalasi séma optimalizalasat konvex po-
tencial esetén vizsgiltam, az egzakt eredményekkel torténd
osszehasonlitas konkav potencidl esetén is érdekes. Ez az
eset kihivast jelent az RG-moédszer szaméra, mert ekkor a
kvantummehanikai korrekcioknak koszonhetGen a kvantalt
modell az alapéallapot szimmetridja szempontjabol a klasszi-
kus modelltsl eltérs tulajdonsagokkal rendelkezik, ezaltal a
minGségi leiras a renormélas soran alkalmazott kozelitésekre
érzékennyé valik.

Az optimalizalas vizsgalatat idGszertivé teszi, hogy a ko-
zelmiltban valt ismertté, hogy az in. kompakt tartdja foly-
tonosan differencidlhato regulatornak (a tovabbiakban CSS-
regulatornak) a bevezetésével egyes gyakran alkalmazott re-
normalasi sémékra (a Litim-, az exponenciélis és a hatvany-
fliggvény regulator esetére) egyetlen tobb paraméterrel ren-
delkezé regulator altal definialt séma hatareseteiként tekint-
hetiink. Ez azért jelentSs, mert igy a CSS-regulatornak ko-
szonhetGen lehetGség nyilik az el6bb emlitett renormaélasi sé-
méknak a legkisebb érzékenység elve szerint torténd 6sszeha-
sonlitasédra. Ez az elv rendkiviil plauzibilis, azonban csupan
az azonos funkcionalis formaval rendelkezé regulatorok ko-
zOtti optimalizélasra alkalmazhato.

Az alkalmazasok kiterjesztése szempontjabol a kvantalt
Caldeira—Leggett-modell folytonos spektrumu valtozataiban
megjelend krititikus viselkedés tanulményozasat, a sine-Gor-
don-modell nagyenergias kiterjesztésének vizsgalatat, tovab-
béa a bozonizalt kvantumszindinamika alacsony-energias ko-
zelitésének vizsgalatat tiztiik ki célul.

A kvantalt Caldeira—Leggett-modell kiilonb6zé véltoza-
tai empirikus modellekként alapvetd szerepet toltenek be a
a nyilt kvantummechanikai rendszerek tanulményozasaban.
Az RG-modszer éltal alkalmazott palyaintegralos kvantalas
nézépontjat tekintve a modellek matematikai formaja olyan



klasszikus hatas altal definidlhatd, melyben a relevéns al-
rendszert jellemz6 tagok mellett az alrendszer és kérnyezete
kozott felléps kolesonhatést leird tag is megjelenik.  Ezt
a nemlokalis tagot a kornyezetre vonatkozo informaciokat
Osszefoglalo spektralfiiggvény hatérozza meg.

Az 1j tag altal a kornyezet szerepének figyelembevételele
alapvetd eltéréseket eredményez a zart alrendszer esetéhez
képest, ezaltal egyrészt lehetGséget nyujt a relevans rend-
szerre vonatkozé mozgasegyenletben disszipativ jarulék meg-
jelenésére, masrészt a kvantummechanikai modellek esetén
spontan szimmetriasértést tesz lehet6vé. Ennek kovetkezté-
ben a folytonos spektrumu kvantalt modellekben a spektral-
fiiggvény amplitudoja altal kontrollalt fazisatalakulas jelenik
meg, melyre kvantum-klaszszikus atmenetként is hivatkoz-
nak az irodalomban.

Bar a Caldeira-Leggett-modellnek mesterséges ellentag
szerepeltetésével értelmezett, tetszdleges frekvenciaju gerjesz-
tést megengedd valtozata is 1étezik, a fizikai rendszerek pon-
tosabb leirasa megkoveteli, hogy figyelembe vegyiik a kor-
nyezet nagyferekvenciajia gerjesztéseinek lecsengését. Erre a
modell olyan valtozatai nytjtanak lehet&séget, melyek spekt-
ralfiiggvényében frekvencialeviagést vezetiink be, elkeriilve a
fizikai jelentéssel nem bir6 divergald ellentag szerepelteté-
sét. A frekvencialeviagas bevezetésére, a levagas értékének
megvalasztasara tobb lehet6ség kinalkozik. Kihasznalva az
RG-modszernek a fazisatalakulasok leirasaban megnyilvanu-
16 rendkiviili hatékonysagat célul tiztiik ki a fazisatalaku-
lasi pont kornyezetében mutatott kritikus viselkedés tanul-
manyozasat és ezen keresztiil a modell kiilonb6z6 frekvencia-
levagassal definialt valtozatainak Osszehasonlitasat.

Az irodalomban jelentds érdeklédés ovezi azokat a tér-
elméleti modelleket is, amelyek periodikus onkolcsonhatast
tartalmaznak. E modellek koziil taldn a legismertebb a sine-
Gordon-modell, melynek targyalasidban az RG-modszer mar



jelentds sikereket ért el. A modell iranti érdeklédésben szere-
pet jatszanak a modell kiilonleges tulajdonsagai (periodici-
tas, Kosterlitz—Thouless tipusu topologikus fazisatalakulés,
integralhatosag) és a szilardtestfizikai rendszerek altal kinalt
alkalmazési lehetGségek is.

Az RG-modszer kordabbi eredményei ellenére a modell
nagyenergias kiterjesztései tovabbi megvélaszolatlan kérdeé-
seket vetnek fel. Ezek kozé tartozik példaul az aszimptotikus
biztonsag kérdése. Ennek RG-modszerrel torténé tanulma-
nyozésa nagyon iddszertinek tiinik, tekintettel a kvantum-
Einstein-gravitacio vizsgalataban a kozelmiultban elért ered-
ményekre.

Az RG-moédszer keretében a sine-Gordon-modell nagy-
energias kiterjesztésérdl a skalafliges csatoldsoknak az ultra-
ibolya-tartomanyban felvett értékeit meghatarozva nyerhe-
tiink informéciot. Ehhez a kiterjesztéshez olyan hatasfunk-
cional tartozik, amely a térvaltozé magasabb rendd deri-
valtjat is tartalmazza, igy impulzusfiiggé hullamfiiggvény-
renorméalas bevezetése valik sziikségessé. Kutatasunk soran
célul tiztiik ki olyan RG-egyenletek levezetését, melyek egy
1j csatolas figyelembevétele altal impulzusfiiggs hullamfiigg-
vény-renormélas alkalmazasara nytjtanak lehet&séget.

Az irodalomban a sine-Gordon-modell tébb &ltalanosi-
tasa ismert, melyek kozvetett médon mértékelméleti model-
lekhez is kapcsolodnak. Annak ellenére, hogy a fermionikus
modelleknek skalaris modelleket megfeleltets, bozonizéacio-
nak nevezett eljaras csupan kétdimenzios téridében értelme-
zett modellek esetén alkalmazhato, az ezirdnytu kutatasok is
hozzajarulhatnak a természet megismeréséhez, mivel az igy
nyert skalaris elméletek egyszertiségiiknek koszonhetSen ide-
alis gyakorloterepet kinalnak 1j elméleti modszerek kiproba-
lasara.



Az irodalomban a réteges sine-Gordon-modellnek megfe-
lel, bozonizalt kétdimenziés kvantum-elektrodinamika ese-
tén végzett sikeres vizsgélatok motivaciot szolgaltatnak a
kétdimenzios euklideszi téridében értelmezett kvantum-szin-
dinamika (a tovabbiakban QCD,) vizsgalatara. Kutatéasunk
soran célul tiztik ki az alacsony-energias viselkedésre foku-
szalva a réteges modell és a QCDy-nek megfelel6 bozonikus
modell kapcsolatanak tisztazasat.

Ehhez kulcsfontossédgi a bozonizalt QCD, alapallapotéa-
nak ismerete. A réteges sine-Gordon-modell esetén sikeresen
alkalmazott RG-vizsgalatoknak a bozonizalt QCD, alacsony-
energias kozelitésére torténd kiterjesztése trivialis alapalla-
poti térkonfiguraciot igényel. A kérdés megvélaszolasara a
Hamilton-stirtiséget minimalizald térkonfiguracié6 numerikus
meghatarozasa nyujt lehetGséget.

3. Eredmények

1. A kvantalt anharmonikus oszcillator esetén lokalispo-
tencial-kozelitésben a legkisebb érzékenység elve szempont-
jabol a Litim-regulatornal elényosebb regulatort hataroztam
meg, és megadtam ennek a regulatornak az impulzusinteg-
ral analitikus elvégzésére lehetséget kinald kozelitését és az
adott kozelitésre vonatkozo RG-egyenletet [1]. Emellett az
irodalmi értékekkel torténé osszevetés altal vizsgaltam a re-
normaélas sorédn alkalmazott kozelitések megbizhatosagat és
a csatolasok szama szerinti optimalizalast |1, 2].

2. A Caldeira—Leggett-modell folytonos spektrumi, kvan-
talt valtozatait vizsgalva meghataroztam a szuszceptibilitas
és a korrelacioshossz kritikus exponenseit a spektralfiigg-
vény ultraibolya-levagasa esetén és megmutattam, hogy a
leviagés Debye-féle és Drude-féle bevezetése esetén az expo-



nensek értéke a levagast jellemzd frekvencia pontos értékeé-
t6l fiiggetlen [3]. Vizsgalataim altal megmutattam, hogy a
Heaviside-féle egységugras-fiiggvénnyel jellemezheté Debye-
féle éles levagas és a Lorentz-fiiggvény tipusu lecsengéssel
jellemezhet6 Drude-féle levagas a kritikus exponensek meg-
hatarozésa szempontjabol egyenértékiinek tekinthetd.

Emellett az exponensek leolvasasara alkalmazott mod-
szer a Caldeira—Leggett-modellnek a levagas mell6zésével te-
kintett valtozatara vonatkozo korabbi irodalmi vizsgalatnal
pontosabb eredményt szolgaltatott. A Wegner—-Houghton-
sémaban nyert eredményeimet a szuszceptibilitas kritikus ex-
ponensére vonatkozoan a Litim-féle renormalasi séméban Dru-
de-féle levagas alkalmazasaval lokalispotencial-kozelitésben
végzett szamitasaim is megerdsitik.

3. Levezettem a magasabb derivaltas csatolassal kiegé-
szitett kétdimenzios sine-Gordon-modell targyalasara lehe-
téséget nyijtd RG-egyenleteket [4]. Ezaltal jelentés modon
hozzajarultam a sine-Gordon-modell nagyenergias kiterjesz-
tésében megjelend, az altalanosan értelmezett aszimptotikus
biztonsagot sérté uj fazis kimutatasahoz, tovabba a tomeges
sine-Gordon-modell és a vizsgalt kiterjesztés kozotti dualis
kapcsolat kimutataséhoz [5].

4. Meghataroztam az egy fermionizzel rendelkezé QCD,-
nek megfelel§ bozonizéalt modell alapallapotat, melynek is-
merete a modell alacsony-energias kozelitésének réteges sine-
Gordon-modellként torténd targyalasara nyujt lehetéséget.
Ezaltal jelentés mértékben hozzéjarultam annak igazolasa-
hoz, hogy az alacsony-energiés viselkedést tekintve a bozoni-
zalt modell a Zs-szimmetria szempontjabol egyetlen fazissal
rendelkezik [6].

Osszefoglalva téziseimet kutatasaimmal hozzajarultam az
RG-modszer tanulmanyozasahoz és alkalmazaséanak kiterjesz-
téséhez.



1. Introduction

In my dissertation different quantum theoretical models
(the simple quantized anharmonic oscillator, certain varia-
tions of the Caldeira-Leggett model, the high energy exten-
sion of the sine-Gordon model and a special generalization of
sine-Gordon model) were discussed by the help of the func-
tional renormalization group (RG) method. The diversity
of the discussed models shows that the application of the
method is extremely wide, covering systems both in area of
condensed matter physics and particle physics and it allows
investigation of statistical physical, quantum mechanical and
quantum field theoretical models.

For the application of the RG method for quantum theo-
retical models the starting point is the functional formalism
based on path integral quantization of Feynman. On the
one hand this formalism allows one to consider the quantum
mechanical models as special quantum field theoretical mo-
dels where the corresponding field variable is the path of the
classical model. On the other hand quantum field theore-
tical models considered in Euclidean spacetime obtained by
introducing the imaginary time variable can be discussed as
classical statistical physical systems. In this case the field
theoretical discussion can be considered as the generaliza-
tion of such models which describe classical spin variable in
discrete lattice points.

Based on literature at least two main approaches of the
RG can be distinguished. Historically the first is the Wilson-
Polchinski approach in which framework among others the
Wegner-Houghton equation can be deduced for scaledepen-
dent action. The other method is the effective action for-
malism in which we can deduce the Wetterich equation for
the effective action. Besides that the approach of the Wette-



rich equation is more general than the Wegner-Hougton equ-
ation, the direct equation for the effective action is extremely
advantageous for the characterization of the investigated the-
ory. In the framework of the effective action method one is
enabled in some sense to consider how the classical model is
dressed gradually by the properties of the quantized theory.

Aside from some exceptional cases, during the implemen-
tations of the computations approximations are always re-
quired, and applying these the differential equation for the
functional is replaced by system of differential equations for
functions. For example in the case of the often used local po-
tential approximation only the potential term of the action
is considered scale dependent. The parameters of the functi-
onal whose change is considered are referred to as couplings.
For technical reasons our investigations are generallyperfor-
med by solving the system of ordinary differential equations
for the scale dependent coefficients.

The efficiency of the RG method shows itself also therein
that in certain cases important consequences can be deduced
for the investigated model without the need of the complete
solutions for the running couplings only by studying the qu-
alitative behaviour of the equations. During investigation
of the phase structure, establishing existence of hyperbolic,
so-called Wilson-Fischer fixed point enables one to justify
the existence of two different phases and from the behaviour
of the linearized equations around the fixed point we can
extract the values of critical exponents.

Nowadays RG has become a fundamental device of the
theoretical researches due to its successes in the investigation
of continuous phase transition. It is one of the greatest merit
of the method, that it explains the universality of critical
phenomena occurring in the phase transitions, furthermore
it enables one to determine the critical exponents and deduce
the scaling laws which exist among them.
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Besides the description of the phase transition the RG
method significantly influenced the development of our view
on the fundamental interactions also. Namely in the fra-
mework of by the RG approach it can be easily recognized
that it is not sufficient to restrict our investigations to the
perturbatively renormalizable theories alone.

2. Goals

Despite of the numerous results that have been achieved,
the application of the RG method posed more open problems
in respect of both its further development and the extension
of its applications to further models.

The problem of the optimization of the renormalization
scheme belongs to the first group of such problems. Com-
putations by the RG method can be performed in various,
theoretically equivalent manner. So numerous possibilities
are available for the choice of the regulator occurring in the
Wetterich equation and - consequently - numerous renor-
malization schemes can be distinguished corresponding to
various choices of the regulator. However due to the approx-
imations that are made of use during the computations the
results depend on the choice of the renormalization scheme.
Thereby the optimization of the renormalization scheme can-
not be avoided when we endeavour to exploit maximally the
possibilities served by the RG.

It is one of my goal in my dissertation, the investiga-
tion of the optimization of the renormalization scheme, for
which an excellent possibility is ensured in the framework
of the relatively simple model of the one-dimensional quan-
tized anharmonic oscillator. Besides the technical adventa-
gesthe invetigated model with ¢* type potential enabled me
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to compare the results of my computations with the exactly
known values given in the literature, and to keep the app-
lied approximations under control. Though I investigated
the optimization of the renormalization scheme in case of
convex potential, the comparison with the exact values is in-
teresting in case of concave potential also. The latter is a
challenge for the RG method, because in this case the quan-
tized model possesses features with respect to the symmetry
of the ground state which are different of those of the classi-
cal model due to the quantum corrections, so that the qual-
itative description will be sensitive to the approximations
applied during the renormalization.

The investigation of the optimization has yet its actual-
ity since it has recently been realized that certain often used
regulators (the Litim, the exponential, and the power-law
regulators) can be considered as limits of a single regulator
depending on several parameters, the so-called compact sup-
ported smooth (CSS) regulator. This is very important, be-
cause it offers the possibility for the comparison of the above
mentioned renormalization schemes on the base of the prin-
ciple of minimal sensitivity by means of the CSS regulator.
This principleis extremely plausible, but it can be applied
only for optimization among regulators exhibiting the same
functional form.

In the respect of extension of the RG method, it was our
purposeto investigate the critical behaviour in various ver-
sions of the quantized Caldeira-Leggett model with continu-
ous spectrum, the high-energy extension of the sine-Gordon
model, and the low-energy approximation of the bosonized
two dimensional quantum chromodynamics.

The different versions of the quantized Caldeira-Leggett
model as empirical models play a fundamental role in the in-
vestigations of open quantum mechanical systems. In the vi-
ewpoint of the path integral quantization applied by the RG
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method the mathematical form of the models can be defined
by such classical action, in which besides the terms char-
acterizing the relevant subsystem also occurs a term which
describe the interaction between the relevant subsystem and
its environment. This non-local term is determined by the
spectral function which summarizes the information about
the environment.

By the consideration of the environment’s role this new
term results in the essentially different behaviour of the open
subsytem as compared to the closed one. On the one hand,
due to this term a dissipative term occurs in the equations
of motion for the relevant subsystem, on the other hand,
a phase with spontaneously broken symmetry occurs in the
quantum mechanical model. As a consequence, there ap-
pears a phase transition in the quantized models with con-
tinuous spectrum which is controlled by the amplitude of
the spectral function, and referred to in the literature as the
quantum-classical transition.

Although there exists a version of the Caldeira-Leggett
model allowing for excitations of arbitrary frequencies and
defined via the introduction of an artificial counterterm, the
more accurate description of physical systems requires to
take into account the fall off of the high-frequency excita-
tions of the environment. This is achieved by such versions
of the model in which a frequency cutoff is introduced. In
this manner one can avoid the introduction of the divergent
counterterm which has no physical meaning. There are sev-
eral possibilities to introduce the frequency cutoff and to
choose its value. Exploiting the rather high efficiency of the
RG method in the description of phase transitions we pro-
posed to investigate the critical behaviour around the point
of the phase transition and to compare the various versions
of the model in this way.
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In the literature considerable attention is paid to field
theoretical models possessing periodic self-interaction. Per-
haps among this models the best known is the sine-Gordon
model in whose investigation the RG method has achieved
considerable successes. This attention to the sine-Gordon
has appeared due to its specific features (periodicity, Koster-
litz-Thouless type topological phase transition, integrability)
and its applications in condensed matter physics.

Despite of the success of the application of the RG meth-
od to the sine-Gordon model, its high-energy extensions pose
further unresolved problems, among those asymptotic safety
is a rather hot topic. The investigation of this question by
the RG method is of great actuality owing to the recent
results obtained in the investigation of the quantum Einstein
gravity.

In the framework the RG method informations on the
high-energy extension of the sine-Gordon model can be ob-
tained by the determination of the values of the scale de-
pendent couplings in the ultraviolet regime. Such an exten-
sion is characterized by an action functional which contains
terms with higher order derivatives of the field variable, so
it demands the introduction of momentum dependent wave-
function renormalization. It was my purpose to deduce RG
equations taking the momentum dependent wave-function
renormalization into account via the introduction of a new
coupling.

In the literature several generalizations of the sine-Gordon
model are known which are connected to gauge theoreti-
cal models in indirect manner. Despite of the fact that
the method of bosonization which maps fermionic models to
scalar models is applicable only for models defined in two-
dimensional spacetime, investigations based on bosonization
may also contribute to the better understanding of the na-
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ture, since the bosonized models offer an ideal ground to try
out new theoretical methods.

The well-known success of the investigations in the frame-
work of the bosonized two-dimensional quantum electrody-
namics which corresponds to the layered sine-Gordon model
gives the motivation to investigate also the quantum chro-
modynamics defined in two-dimensional Euclidean spacetime
(QCDy). I focussed my investigationsto the low-energy be-
haviour of QCDs,, in order to clarify the connection between
the layered sine-Gordon model and the bosonized version of
QCDs.

In this respect the key point is the determination of the
ground state of the bosonized QCDs. The extension of the
known successful RG investigations of the layered sine-Gor-
don model to the low-energy approximation of the bosonized
QCDs demands a trivial field configuration in the ground
state. The problem of the ground state can be answered by
the numerical search for the field configuration which mini-
mizes the Hamilton density.

3. Results

1. In the case of the quantized anharmonic oscillator
in the local potential approximation I determined a regu-
lator which is more advantageous than the Litim regulator
in respect of the principle of minimal sensitivity. I gave the
approximation of this regulator in which the momentum inte-
gral can be performed analytically and I gave the RG equa-
tion for this approximation [1]. In addition, comparing my
results with those in the literature I investigated the confi-
dence of the approximations applied during the renormaliza-
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tion and the optimization with respect to the number of the
couplings [1, 2.

2. Investigating various versions of the quantized Caldei-
ra-Leggett model with continuous spectrum I determined the
critical exponents of the susceptibility and the correlation
length including the ultraviolet cutoff of the spectral func-
tion. I showed that the values of the exponents are indepen-
dent of the exact value of the frequency cutoff when the latter
is introduced as either the Debye or the Drude type cutoff
[3]. By my investigations I showed that the Debye type sharp
cutoff characterized by the Heaviside type unitstep function
and the Drude type cutoff characterized by the fall off of the
Lorentzian function can be considered equivalent in respect
of the determination of the critical exponents.

In addition my method applied to the reading off the ex-
ponents served more precise results than the previous inves-
tigations in the literature where the Caldeira-Leggett model
was considered without the inclusion of the frequency cutoff.
My results for the critical exponent of the suceptibility ob-
tained in the Wegner-Houghton scheme were affirmed by my
computations in the Litim scheme with Drude type cutoff in
the local potential approximation.

3. I deduced RG equations which enable one to discuss
the sine-Gordon model extended with the inclusion of higher-
order derivative terms [4]. In this manner I significantly
contributed to establishing the existence of the new phase in
the high-energy extension of the sine-Gordon model which
breaks asymptotic safety, as well as to establishing the dual
connection between the investigated extension of the sine-
Gordon model and the massive sine-Gordon model [5].

4. 1 determined the ground state of bosonized version
of QCDy with one fermion flavour. The knowledge of that
ground state enables one to discuss the low-energy approxi-
mation of the model as a layered sine-Gordon model. By this
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I contributed significantly to the justification of the existence
of a single phase with respect to the Z, symmetry, so far the
low-energy behaviour of the bosonized model is considered
[6].

Summarizing, my results have contributed to the investi-
gation of the RG method and the extension of its application.
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