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3.2 Momentum függvények egyenlete . . . . . . . . . . . . . . 60
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1

Bevezetés

A függvényegyenletek témaköre napjaink egyik olyan kutatási irányzata,
amelyben számos matematikus végez vizsgálatokat. Az első nagyszabású
munkát Aczél János 1961-ben megjelent könyvében (lásd [Acz61], [Acz66])
találhatjuk, mely az addig elért legfontosabb eredmények áttekintése. Szintén
jelentős, összefoglaló mű Marek Kuczma munkája (lásd [Kuc85]), melyből
átfogó képet kaphatunk arról, hogy a Cauchy-féle alapegyenletből kiinduló
vizsgálatoknak milyen sokféle iránya lehet, és hogy ezek a kutatások milyen
messzire vezethetnek. 1991-ben jelent meg Székelyhidi László monográfiája a
topologikus Abel-csoportokon értelmezett konvolúció-t́ıpusú függvényegyenle-
tekről ([Sze91]). Mivel a hipercsoportok ezen struktúrák általánośıtásai, ı́gy
ebben a könyvben sok olyan problémakör tárgyalására sor kerül, melyekhez ha-
sonlóakkal a disszertáció is foglalkozik.

A hipercsoportok olyan lokálisan kompakt terek, amelyeken a korlátos
Radon-mértékek Banach-algebrát alkotnak a mértékek közti konvolúcióval,
azonban a hipercsoportok elemei között semmilyen hagyományos értelemben
vett művelet nincsen értelmezve. Az általános elmélet kidolgozására az 1970-
es években került sor (lásd [Dun73], [Jew75], [Spe75]), a témában végzett ku-
tatások céljai többek között a harmonikus anaĺızis, a valósźınűségelmélet és
a reprezentációelmélet eszközeinek és eredményeinek kiterjesztése hipercsopor-
tokra.

Hipercsoportok esetén is meghatározó jelentősége van a függvényegyenletek
vizsgálatának. Alapvető kérdés például, hogy melyek azok a függvények,
amelyek kieléǵıtik a Cauchy-féle exponenciális függvényegyenletet, hiszen ezek
közül kerülnek ki a hipercsoport karakterei. Az értekezés célja a már ismert
eredmények általánośıtsa, illetve további fontos függvényegyenletek megoldása
speciális hipercsoportok esetén. A valósźınűségelméletben játszott szerepük mi-
att nagy hangsúlyt kapnak a momentum függvényeket léıró egyenletek. A dol-
gozat az elmúlt évek során részben Székelyhidi Lászlóval közösen, részben pedig
egyedül folytatott kutatásaim eredményeit tartalmazza.

A disszertáció három részből áll, az első fejezetben rögźıtjük a jelöléseket,
léırjuk a hipercsoportok defińıcióját és a velük kapcsolatos alapvető fogalmakat,
majd röviden ismertetünk néhány egyszerű konkrét példát hipercsoportokra.

A második fejezet a diszkrét polinomiális hipercsoportokkal foglalkozik.



2 BEVEZETÉS

Az első alfejezet tartalmazza az egyváltozós polinomiális hipercsoportok
defińıcióját, a már ismert eredmények közül azoknak az áttekintését, amelyeket
a későbbiekben felhasználunk és két konkrét példa léırását. A 2.2, 2.3, 2.4 és a
2.5 alfejezetek az egyváltozós polinomiális hipercsoportokkal kapcsolatos saját
eredményeket tartalmazzák. A 2.2 alfejezet alapját a Székelyhidi Lászlóval
közösen ı́rt [OrS05] cikk alkotja. Megadjuk benne, hogy pontosan melyek az
általánośıtott momentum függvények, továbbá szükséges és elégséges feltételt
adunk arra, hogy egy másodrendű momentum függvény sorozat seǵıtségével
általánośıtott várható értéket és varianciát lehessen definiálni. A 2.3 alfe-
jezet a szinusz és a koszinusz egyenlet megoldásait léıró tételeket és bi-
zonýıtásaikat tartalmazza, az itt alkalmazott módszer a spektrálszintézisen
alapszik, majd a következő alfejezetben megmutatjuk, hogy ez a módszer
sokkal általánosabb körülmények között is használható. Megadjuk a Levi–
Civita-egyenlet megoldásait olyan hipercsoportokon, amelyek rendelkeznek egy
megfelelő exponenciális sereggel, és két polinomiális hipercsoporton értelmezett
függvényegyenlet példáján keresztül szemléltetjük a tétel alkalmazhatóságát. A
Levi–Civita-egyenlettel kapcsolatos eredmények még nem publikáltak, de a szi-
nusz és koszinusz egyenletre vonatkozóak megtalálhatóak az [Oro06] cikkben.
A 2.5 alfejezetben rámutatunk, hogy polinomiális hipercsoportok esetén kétféle
módon is lehet konstans együtthatós lineáris differenciaegyenleteket értelmezni,
és hogy ezek valójában nemkonstans együtthatós egyenleteknek felelnek meg.
Mindkét lehetséges értelmezés esetén megadjuk a homogén differenciaegyenletek
általános megoldását, és néhány konkrét példa esetén alkalmazzuk is a vonatkozó
tételeket. Ezek az eredmények megtalálhatóak az [Oro06b] cikkben. A 2.6 alfe-
jezetben a többváltozós polinomiális hipercsoportok ismertetésére kerül sor, és
2.7 tartalmazza Székelyhidi Lászlóval közös eredményünket az általánośıtott
momentum függvények karakterizációjáról többváltozós polinomiális hipercso-
portok esetén (lásd [OrS04]).

A harmadik fejezetben Sturm–Liouville-hipercsoportokkal kapcsolatos ered-
mények szerepelnek. Két részből áll, az elsőben a Sturm–Liouville-hipercso-
portok defińıciója mellett néhány ismert tételt és példát ı́runk le. A második
alfejezetben kimondjuk az általánośıtott momentum függvényeket megadó tételt
Sturm–Liouville-hipercsoportok esetén, és léırjuk a bizonýıtását. Ez szintén
Székelyhidi Lászlóval közösen publikált eredmény ([OrS08]).
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1 Hipercsoportok

Ebben a fejezetben rögźıtjük a dolgozatban használt jelöléseket és alapfo-
galmakat, megadjuk a hipercsoportok defińıcióját, röviden áttekintjük a har-
monikus anaĺızis hipercsoportokon használható elemeit, majd léırunk néhány
konkrét példát.

1.1 Jelölések, terminológia

Legyen X egy lokálisan kompakt Hausdorff-tér, az X-en értelmezett
folytonos komplex értékű függvények halmazát jelölje C(X). A kompakt tartójú
folytonos függvények halmazát Cc(X) jelöli, és Cc(X) előáll a

Cc(X,K) = {f ∈ Cc(X)∣ supp f ⊂ K}

terek uniójaként, ahol a K ⊂ X halmazok kompaktak. Ha ezeket a tereket
ellátjuk az egyenletes konvergencia topológiájával, akkor Cc(X)-en természetes
módon kapunk egy lokálisan konvex topológiát, ami a Cc(X,K) topologikus
terek indukt́ıv limesze. Azt mondjuk, hogy � egy komplex Radon–mérték X-en,
ha � folytonos lineáris funkcionál Cc(X)-en. Egy f ∈ Cc(X) függvény � általi
képére az alábbi jelöléseket használjuk:

�(f) =

∫
X

f(x) d�(x) =

∫
X

f d�.

X összes komplex Radon–mértékeinek halmazát ℳ(X)-szel jelöljük, és ha � ∈
ℳ(X), akkor legyen

∣∣�∣∣ = sup{ ∣�(f)∣ ∣f ∈ Cc(X), ∣∣f ∣∣∞ ≤ 1}.

A � ∈ℳ(X) mérték korlátos mérték, ha ∣∣�∣∣ véges és valósźınűségi mérték, ha
� ≥ 0 és ∣∣�∣∣ = 1. X összes korlátos, illetve valósźınűségi mértékeinek halmazát
ℳb(X), illetve ℳ1(X) jelöli. Azt a �x ∈ℳ1(X) mértéket, amire

�x(f) = f(x) (f ∈ Cc(X)),

az x ∈ X pontbeli Dirac-mértéknek vagy pontmértéknek nevezzük.

Jelölje K(X) az X halmaz nemüres kompakt részhalmazainak terét, és legyen

KA(B) = {K ∈ K(X) ∣K ∩A ∕= ∅ és K ⊂ B} (A,B ⊂ X).
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Ha K(X)-et ellátjuk az úgynevezett Michael–topológiával ([Mic55]), aminek egy
szubbázisát adja a

{KA(B) ∣A,B nýılt részhalmaza X-nek}

halmazrendszer, akkor K(X) lokálisan kompakt Hausdorff-tér lesz. Erre a
topológiára teljesül, hogy haX kompakt, akkorK(X) is az, és ha (X, �) metrikus
tér, akkor a Michael–topológia ekvivalens a Hausdorff-topológiával ([KoS97]),
amit a

�(A,B) = inf{r ∣ A ⊂ Vr(B) és B ⊂ Vr(A)}

metrika generál, ahol

Vr(A) = {y ∈ X ∣ ∃x ∈ A : �(x, y) < r}.

1.2 Hipercsoportok mértékalgebrája

A hipercsoport kifejezés az 1930-as években jelent meg először, L. Marty
és H. S. Wall algebrai defińıcióival ([Mar35],[Wal37]), azonban a század során
számos, a mai hipercsoport konstrukciókhoz hasonló struktúrát tanulmányoztak
más nyelvezetet és jelöléseket használva ([BeK95]). Charles Dunkl ([Dun73]),
Robert Jewett ([Jew75]) és René Spector ([Spe75]) egymástól függetlenül ad-
tak meg olyan axiómarendszereket, amelyek lokálisan kompakt hipercsopor-
tokat definiálnak. Bár Jewett axiómái váltak széles körben használatossá, az
irodalomban a DJS-hipercsoport elnevezés szerepel a leggyakrabban.

Legyen K egy lokálisan kompakt Hausdorff-tér, amelyre teljesülnek az alábbi
axiómák:

H1 Azℳb(K) vektortéren adott egy ∗ bináris művelet, amellyel (ℳb(K),+, ∗)
algebra.

H2 Ha x, y ∈ K, akkor �x ∗ �y ∈ℳ1(K) és supp(�x ∗ �y) kompakt.

H3 Az (x, y) 7→ �x ∗ �y leképezés folytonos, ahol ℳ1(K) topológiája a Cc(K)
szerinti gyenge topológia.

H4 Az (x, y) 7→ supp(�x ∗ �y) leképezés folytonos, ahol K(K) topológiája a
Michael-topológia.

H5 Egyértelműen létezik egy olyan e ∈ K elem, amelyre �e ∗ �x = �x ∗ �e = �x
teljesül minden x ∈ K esetén.
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H6 Létezik egy ∨ : K → K homeomorfizmus, amelyre minden x ∈ K esetén
fennáll, hogy (x∨)∨ = x, és valamely x, y ∈ K elemekre e ∈ supp(�x ∗ �y)
pontosan akkor teljesül, ha x = y∨.

H7 Bármely x, y ∈ K elemekre (�x ∗ �y)∨ = �y∨ ∗ �x∨ teljesül, ahol egy
tetszőleges � ∈ℳb(K) mérték esetén �∨ az alábbi módon definiált:∫

K

f(x) d�∨(x) =

∫
K

f(x∨) d�(x) (f ∈ Cc(K)).

Ekkor azt mondjuk, hogy (K, ∗,∨ ) hipercsoport és a ∗ műveletet konvolúciónak,
a ∨ leképezést pedig involúciónak nevezzük. A (K, ∗,∨ ) hipercsoportra gyakran
hivatkozunk a rövidebb (K, ∗) illetve K jelölésekkel. Fontos megjegyezni, hogy
a K halmaznak önmagában nincs semmilyen algebrai struktúrája, minden tu-
lajdonságot a mértékalgebrán keresztül örököl azáltal, hogy a K halmaz elemeit
azonośıtjuk a hozzájuk tartozó Dirac-mértékkel.

A véges tartójú mértékek halmaza sűrű az ℳb(K) térben, ı́gy a konvolúció
folytonossága miatt minden �, � ∈ℳb(K) esetén

(� ∗ �)(f) =

∫
K

∫
K

(∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z)

)
d�(x)d�(y),

tehát a pontmértékek konvolúciója meghatározza a teljes hipercsoportot, ı́gy
az axiómákat elegendő ezekre ellenőrizni. Például, ha K egy lokálisan kom-
pakt topologikus csoport, �x ∗ �y = �xy és x∨ = x−1, akkor (K, ∗,∨ ) hipercso-
port. Valóban, a csoportművelet asszociativitása miatt H1 teljesül, a csoport
egységeleme a hipercsoportnak is egységeleme és e ∈ supp(�x ∗�y) = {xy} akkor
és csak akkor teljesül, ha x = y−1, továbbá

(�x ∗ �y)∨ = �(xy)−1 = �y−1x−1 = �y∨ ∗ �x∨ .

A hipercsoportok tehát tekinthetők a lokálisan kompakt csoportok általánośıtás-
ának, ahol a korlátos mértékek konvolúciója hasonlóan működik mint a mértékek
Banach-algebrája csoportok esetén.

A K hipercsoportot kommutat́ıvnak nevezzük, ha (ℳb(K),+, ∗) kommu-
tat́ıv algebra. Az olyan hipercsoportot, amelyen az involúció az identikus
leképezés, Hermite-t́ıpusúnak nevezzük. Az Hermite-t́ıpusú hipercsoportok
szükségképpen kommutat́ıvak, hiszen

�x ∗ �y = (�x ∗ �y)∨ = �y∨ ∗ �x∨ = �y ∗ �x.
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Ha K egy diszkrét Hermite t́ıpusú hipercsoport, akkor az axiómarendszer az
alábbi, egyszerűbb alakba ı́rható:

H1* Azℳb(K) vektortéren adott egy ∗ bináris művelet, amellyel (ℳb(K),+, ∗)
algebra.

H2* Ha x, y ∈ K, akkor �x ∗ �y ∈ℳ1(K).

H3* Egyértelműen létezik egy olyan e ∈ K elem, amelyre �e ∗ �x = �x ∗ �e = �x
teljesül minden x ∈ K esetén.

H4* supp(�x ∗ �y) véges minden x, y ∈ K esetén.

H5* Az x, y ∈ K elemekre e ∈ supp(�x ∗ �y) pontosan akkor teljesül, ha x = y.

A konvolúció operátor seǵıtségével hipercsoportokra is általánośıthatjuk a
csoportok esetén természetes módon létező transzláció fogalmát. Tekintsünk
egy f ∈ C(K) függvényt, és legyen x, y ∈ K. Ekkor az f függvény x-szel való
bal- illetve jobb-eltoltja az y pontban

T xf(y) =

∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z), Txf(y) =

∫
K

f(z) d(�y ∗ �x)(z).

A csoportoknál használható f(xy) kifejezés analógiájaként bevezetjük a T el-
tolás operátorral, vagy transzláció operátorral kapcsolatban az

f(x ∗ y) = T xf(y) =

∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z)

jelölést, habár x ∗ y önmagában nem értelmezhető.

Az f ∈ C(K) függvény és a � ∈ ℳb(K) mérték konvolúcióját az alábbi
összefüggések definiálják:

(f ∗ �)(x) =

∫
K

f(x ∗ y∨) d�(y) (x ∈ K),

illetve

(� ∗ f)(x) =

∫
K

f(y∨ ∗ x) d�(y) (x ∈ K).

Azt mondjuk, hogy az ! pozit́ıv mérték bal-invariáns vagy bal Haar-mérték,
ha minden f ∈ Cc(K) függvény esetén∫

K

T yf(x) d!(x) =

∫
K

f(x) d!(x) (y ∈ K),
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azaz !(�y ∗ f) = !(f) minden y ∈ K esetén. Hasonlóan definiálható a
jobb-invariáns mérték fogalma, és azokat a mértékeket amelyek jobb- és bal-
invariánsak is invariáns- vagy Haar-mértékeknek nevezzük. Habár egyenlőre
nem ismert, hogy van-e minden DJS-hipercsoporton (bal) invariáns-mérték, de
fontos speciális esetekben már bizonýıtották a létezését. Ha létezik Haar-mérték,
akkor az konstans szorzótól eltekintve egyértelmű ([Jew75]). Minden kommu-
tat́ıv hipercsoporton létezik Haar-mérték ([Spe78]). Minden kompakt hipercso-
porton létezik létezik bal Haar-mérték és ez egyben jobb-invariáns is ([Jew75]),
az ilyen hipercsoportokat unimodulárisnak nevezzük. Diszkrét hipercsoporto-
kon létezik bal-invariáns mérték ([Jew75]), de a csoport-esettel ellentétben nem
minden diszkrét hipercsoport unimoduláris ([KaW94]). Invariáns mértékekről
részletes léırást ad [BlH95], mi csak egy tételt emelünk ki:

1.2.1. Tétel. Ha K egy diszkrét hipercsoport, akkor létezik rajta bal-invariáns
mérték, és az !K({e}) = 1 normalizációs feltételnek eleget tevő bal Haar-mérték
pedig

!K({x}) =
1

(�x∨ ∗ �x)({e})
(x ∈ K).

B i z o n y ı́ t á s. Az egyszerűség kedvéért az egyelemű halmazokat jelölő
kapcsos zárójeleket elhagyjuk. Legyen x, y, z ∈ K. A konvolúció asszociativitása
miatt

(�x ∗ (�y ∗ �z))(e) = ((�x ∗ �y) ∗ �z)(e),

azaz ∑
t∈K

(�x ∗ �t)(e)(�y ∗ �z)(t) =
∑
t∈K

(�x ∗ �y)(t)(�t ∗ �z)(e).

Mivel a H6 axióma szerint (�x ∗ �y)(e) > 0 akkor és csak akkor teljesül, ha
x = y∨, ı́gy

(�x ∗ �x∨)(e)(�y ∗ �z)(x∨) = (�x ∗ �y)(z∨)(�z∨ ∗ �z)(e). (1.1)

Ha

!K =
∑
x∈K

�x
(�x∨ ∗ �x)(e)

,

akkor

(�y ∗ !K)(x∨) =
∑
z∈K

(�y ∗ �z)(x∨)

(�z∨ ∗ �z)(e)
.
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Az (1.1) egyenlőséget felhasználva

(�y ∗ !K)(x∨) =
∑
z∈K

(�x ∗ �y)(z∨)

(�x ∗ �x∨)(e)
=

1

(�x ∗ �x∨)(e)
= !K(x∨).

□

Ha egy hipercsoporton létezik ! invariáns mérték, akkor definiálhatjuk az
f, g ∈ C(K), !-szerint integrálható függvények konvolúcióját az

(f ∗ g)(x) =

∫
K

Txf(y)g(y∨) d!(y) (x ∈ K)

formulával.

Azt mondjuk, hogy a � ∈ C(K) függvény szemikarakter a (K, ∗,∨ ) kommu-
tat́ıv hipercsoporton, ha nem azonosan nulla és

�(x ∗ y) = �(x)�(y), �(x∨) = �(x) (x, y ∈ K)

teljesül. A K hipercsoport összes korlátos szemikaraktereinek, azaz karaktere-
inek halmazát K∧ jelöli. A � ∈ ℳb(K) mérték Fourier-transzformáltja az a
∧
� : K∧ → ℂ függvény, amelyre tetszőleges � ∈ K∧ esetén

∧
�(�) =

∫
K

�(x) d�(x).

Bármely �, � ∈ℳb(K) esetén teljesül, hogy

(� ∗ �)∧(�) =
∧
�(�)

∧
�(�) (� ∈ K∧).

Kompakt tartójú mértékek esetén a Fourier-transzformáció kiterjeszthető a
szemikarakterek halmazára, ezt Fourier–Laplace-transzformációnak nevezzük.

Az ! Haar-mérték szerint integrálható f függvény Fourier-transzformáltja
∧
f : K∧ → ℂ, ahol

∧
f(�) =

∫
K

f(x)�(x) d!(x) (� ∈ K∧),

és ha az f, g függvények ! szerint integrálhatóak, akkor

(f ∗ g)∧(�) =
∧
f(�)

∧
g(�) (� ∈ K∧).

A harmonikus anaĺızis hipercsoportokra való általánośıtásának témakörében
lásd [Jew75],[BlH82] és [BlH95].
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1.3 Példák hipercsoportokra

A dolgozat későbbi fejezeteiben szereplő eredmények olyan függvényegyen-
letekre vonatkoznak, amelyek diszkrét polinomiális, illetve Sturm–Liouville-
hipercsoportokon vannak értelmezve. Ezen speciális hipercsoportok részletes
léırására a megfelelő helyen sort keŕıtünk, azonban ezeken ḱıvül még számos
érdekes hipercsoport t́ıpus létezik. Most a teljesség igénye nélkül felsorolunk
néhány egyszerűbb példát ezek közül.

1.3.1. Példa. Kételemű hipercsoportok. Legyen � ∈ (0, 1] és K = {0, 1},
ahol a 0 a hipercsoport egységeleme lesz. Ekkor természetesen �0 ∗ �0 = �0,
�0 ∗ �1 = �1 ∗ �0 = �1, és az egyetlen nemtriviális konvolúció pedig

�1 ∗ �1 = ��0 + (1− �)�1.

Könnyen látható, hogy ha az involúció az identikus leképezés, akkor (K, ∗)
hipercsoport, és ha � = 1, akkor a ℤ2 kételemű csoportot kapjuk. A � = 0
esetet a H5* axióma miatt kell kizárni. Az 1.2.1. Tétel alapján !(0) = 1,
!(1) = 1/� invariáns mérték.

1.3.2. Példa. Véges osztály hipercsoportok. Legyen G egy tetszőleges véges
csoport, melynek konjugált osztályai C0 = {e}, C1, . . . , Cn, és tekintsük a ℂG
csoportalgebra c′i =

∑
g∈Ci

g, i = 1, . . . , n elemeit. Ekkor léteznek olyan Nk
ij

nemnegat́ıv egészek, amelyekre fennállnak az alábbi struktúra egyenletek:

c′ic
′
j =

n∑
k=1

Nk
ijc
′
k (i, j ∈ {1, . . . , n}). (1.2)

Ha pedig ci = c′i/∣Ci∣, i = 1, . . . , n esetén, akkor (1.2) az alábbi alakba ı́rható:

cicj =

n∑
k=1

nkijck,

ahol

nkij =
Nk
ij ∣Ck∣
∣Ci∣ ∣Cj ∣

.

Ekkor a következő összefüggések kommutat́ıv hipercsoport struktúrát definiálnak
a {c0, . . . , cn} halmazon:

�ci ∗ �cj =

n∑
k=1

nkij�ck (i, j ∈ {1, . . . , n}),
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c∨i =
1

∣Ci∣
∑
g∈Ci

g−1 (i ∈ {1, . . . , n}).

Az S3 szimmetrikus csoport esetén például

C0 = {e}, C1 = {(12), (23), (13)}, C2 = {(123), (132)},

és a struktúra egyenletekből adódóan

�c1 ∗ �c1 =
1

3
�c0 +

2

3
�c2 ,

�c1 ∗ �c2 = �c1 ,

�c2 ∗ �c2 =
1

2
�c0 +

1

2
�c2 .

Véges hipercsoportokkal kapcsolatos eredményeket találhatunk többek
között az alábbi cikkekben: [SuW03], [HJK05], és algebrai vonatkozású hiper-
csoport konstrukciók témájában lásd például [BlH95], [CDG04].

1.3.3. Példa. Folytonos polinomiális hipercsoportok. Legyen (Pn)n∈ℕ egy
Jacobi-t́ıpusú polinom rendszer, vagyis az I = [−1, 1] intervallumon az
(1− x)�(1 + x)� súlyfüggvényre nézve ortogonális rendszer, és tegyük fel, hogy
� ≥ � > −1, és � ≥ −1/2 vagy � + � ≥ 0. Ekkor (Pn)n∈ℕ-nek létezik az
úgynevezett szorzat formulája ([Gas70]), azaz bármely x, y ∈ I esetén létezik
olyan �x,y ∈ℳ1(I) mérték, amelyre

Pn(x)Pn(y) =

∫
I

Pn(z) d�x,y(z) (n ∈ ℕ)

teljesül, továbbá e = 1 esetén �e,x = �x. Belátható, hogy ekkor (I, ∗) hipercso-
port a �x ∗ �y = �x,y konvolúcióval ([CoS95]), tehát ekkor

f(x ∗ y) =

∫
I

f(z) d�x,y(z).

A hipercsoport karakterei éppen a Pn polinomok n ∈ ℕ esetén. Az ilyen hiper-
csoportok bizonyos értelemben véve duálisai a megfelelő diszkrét polinomiális
hipercsoportoknak, amelyekről a következő fejezetben lesz szó.
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2 Függvényegyenletek polinomiális hipercso-
portokon

Az ortogonális polinomrendszerek linearizációs, illetve szorzat formuláinak
seǵıtségével bizonyos esetekben mértékalgebrák konstruálhatók, ezek a diszkrét
polinomiális, illetve folytonos polinomiális hipercsoportok. Első alkalommal I. I.
Hirschman mutatott rá arra, hogy a harmonikus anaĺızis eszköz- és fogalomrend-
szere kialaḱıtható olyan környezetekben is, ahol az exponenciális függvények
szerepét ortogonális polinomok veszik át ([Hir56a], [Hir56b]). Később R.
Lasser és M. Voit dolgozta ki a polinomiális hipercsoportok defińıcióját és
elméletét ([Voi90], [Las83]). Ebben a fejezetben a diszkrét polinomiális hiper-
csoportok (röviden: polinomiális hipercsoportok) legfontosabb tulajdonságainak
áttekintése után ilyen hipercsoportokon értelmezett függvényegyenleteket fo-
gunk vizsgálni.

2.1 Egyváltozós polinomiális hipercsoportok

Legyenek (�n)n∈ℕ, (�n)n∈ℕ és (
n)n∈ℕ olyan valós sorozatok, amelyekre
fennállnak az alábbi tulajdonságok:

�0 = �0 = 0, 
n > 0, �n ≥ 0, �n+1 > 0 és �n + �n + 
n = 1

minden n természetes szám esetén. Definiáljuk a (Pn)n∈ℕ polinom sorozatot
úgy, hogy P0(x) = 1, P1(x) = x és

xPn(x) = �nPn−1(x) + �nPn(x) + 
nPn+1(x) (2.1)

minden n ≥ 1 egész és x valós szám esetén. Ekkor létezik olyan kompakt tartójú
� mérték, melyre nézve (Pn)n∈ℕ ortogonális polinom rendszer ([Fav35]), azaz∫

xtPn(x) d�(x) = 0

minden n ∈ ℕ és t = 0, 1, . . . , n − 1 esetén. Minden ortogonális polinom rend-
szernek van linearizációs formulája, azaz léteznek olyan c(n,m, k) konstansok
minden n,m, k természetes szám esetén, hogy

PnPm =

n+m∑
k=0

c(n,m, k)Pk (2.2)
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fennáll bármely n,m ∈ ℕ esetén, ahol

c(n,m, k) =

∫
Pk(x)Pn(x)Pm(x) d�(x)∫

P 2
k (x) d�(x)

, (2.3)

ezek az úgynevezett linearizációs együtthatók. A (Pn)n∈ℕ polinom rendszer or-
togonalitása miatt c(n,m, k) = 0, ha n > m + k vagy m > n + k, ezért (2.2)
át́ırható:

PnPm =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)Pk . (2.4)

Könnyen belátható, hogy Pn(1) = 1 minden n ∈ ℕ esetén, ezért

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k) = 1. (2.5)

2.1.1. Tétel. Legyen (Pn)n∈ℕ a (2.1) rekurźıv összefüggéssel definiált poli-
nom rendszer, és tegyük fel, hogy a linearizációs együtthatók nemnegat́ıvak, azaz
c(n,m, k) ≥ 0 minden n,m, k ∈ ℕ esetén. Ha �∨n = �n és

�n ∗ �m =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)�k , (2.6)

ahol n,m ∈ ℕ, akkor K = (ℕ, ∗,∨ ) hipercsoport.

B i z o n y ı́ t á s. Ellenőriznünk kell a diszkrét Hermite-t́ıpusú hipercsopor-
tokra vonatkozó axiómák teljesülését.

H1∗ (ℳb(ℕ),+, ∗) Banach-algebra, hiszen a konvolúció kiterjeszthető (2.6)
alapján tetszőleges �, � ∈ℳb(ℕ) = l1 mértékekre:

(� ∗ �)(k) =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

c(n,m, k)�(n)�(m),

és c(n,m, k) ≥ 0 illetve (2.5) miatt �∗� ∈ℳb(ℕ). Az asszociativitás (2.4)
következménye:

PnPmPl =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)PkPl =

n+m∑
k=∣n−m∣

k+l∑
t=∣k−l∣

c(n,m, k)c(k, l, t)Pt,
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ı́gy

(�n ∗ �m) ∗ �l = �n ∗ (�m ∗ �l) =

n+m∑
k=∣n−m∣

k+l∑
t=∣k−l∣

c(n,m, k)c(k, l, t)�t.

H2∗ Ha n,m ∈ ℕ, akkor (2.5) miatt �n ∗ �m ∈ℳ1(ℕ).

H3∗ Egyértelműen létezik e ∈ ℕ egységelem, mégpedig e = 0, ekkor ugyanis
tetszőleges n ∈ ℕ esetén

�0 ∗ �n = �n ∗ �0 =

n+0∑
k=∣n−0∣

c(n, 0, k)�k = c(n, 0, n)�n = �n.

H4∗ Tetszőleges n,m ∈ ℕ esetén supp(�n ∗ �m) véges halmaz:

supp(�n ∗ �m) = {∣n−m∣, . . . , n+m}.

H5∗ Ha e = 0 ∈ supp(�n ∗ �m) akkor n = m.

□

A K = (ℕ, ∗,∨ ), vagy röviden K = (ℕ, ∗) hipercsoportot a (Pn)n∈ℕ polinom
sorozat által generált (diszkrét) polinomiális hipercsoportnak nevezzük.

2.1.2. Lemma. Legyenek n,m, k ∈ ℕ, ∣n−m∣ ≤ k ≤ n+m esetén c(n,m, k) a
K = (ℕ, ∗) polinomiális hipercsoport linearizációs együtthatói. Ekkor

1. c(n,m, k) = c(m,n, k),

2. c(0, n, n) = 1,

3. c(1, n, n+ 1) = 
n, c(1, n, n) = �n, c(1, n, n− 1) = �n (n ∈ ℕ+),

4. c(n,m,m− n) = c(n− 1,m,m− n+ 1)
�m−n+1


n−1
(m ≥ n ≥ 1).

B i z o n y ı́ t á s. Az első két álĺıtás (2.4) következménye, ha pedig az
m = 1 helyetteśıtés után ezt összevetjük a (2.1) egyenlőséggel, akkor megkapjuk
a harmadik álĺıtást. Legyen most m ≥ n ≥ 1, tekintsük (2.1)-et n− 1 esetén, és
szorozzuk meg Pm-mel:

P1Pn−1Pm = �n−1Pn−2Pm + �n−1Pn−1Pm + 
n−1PnPm,
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azaz

m+n−1∑
k=m−n+1

c(n− 1,m, k)

k+1∑
l=∣k−1∣

c(1, k, l)Pl =

= �n−1

m+n−2∑
k=m−n+2

c(n− 2,m, k)Pk + �n−1

m+n−1∑
k=m−n+1

c(n− 1,m, k)Pk

+
n−1

m+n∑
k=m−n

c(n,m, k)Pk.

Összevetve Pm−n együtthatóját a bal- és a jobboldalon, az adódik, hogy

c(n− 1,m,m− n+ 1)c(1,m− n+ 1,m− n) = 
n−1c(n,m,m− n).

Mivel a harmadik álĺıtás szerint c(1,m−n+1,m−n) = �m−n+1, ı́gy a negyedik
álĺıtás is teljesül. □

2.1.3. Tétel. A (Pn)n∈ℕ polinom sorozat által generált K = (ℕ, ∗) hipercso-

porton a Haar-mérték ! =

∞∑
n=0

!(n)�n, ahol !(0) = 1,

!(n) =

1 . . . 
n−1
�1 . . . �n

(n ≥ 1),

és (�n)n∈ℕ, (
n)n∈ℕ a (2.1) rekurźıv összefüggésben szereplő sorozatok.

B i z o n y ı́ t á s. Az 1.2.1. Tétel alapján

!(n) =
1

(�n ∗ �n)(0)
=

1

c(n, n, 0)
,

és alkalmazva a 2.1.2. Lemma negyedik álĺıtását:

c(n, n, 0) = c(n− 1, n, 1)
�1


n−1
= c(n− 2, n, 2)

�2


n−2

�1


n−1
=

= ⋅ ⋅ ⋅ = c(1, n, n− 1)
�n−1 . . . �1


1 . . . 
n−1
=
�n�n−1 . . . �1


1 . . . 
n−1
.

□
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Kommutat́ıv csoportok esetén az exponenciális polinomoknak fontos sze-
repük van számos függvényegyenletekkel kapcsolatos probléma megoldásánál
([Sze91]). Mivel az exponenciális polinomok fogalma az addit́ıv és az expo-
nenciális függvényekre épül, az eltolás operátorok lehetővé teszik ezen alapvető
függvények definiálását hipercsoportok esetén is.

A (K, ∗,∨ ) hipercsoporton az a : K → ℂ folytonos függvényt addit́ıv
függvénynek nevezzük, ha

Tya(x) = a(x) + a(y) (x, y ∈ K), (2.7)

ami részletesebben azt jelenti, hogy∫
K

a(t) d(�x ∗ �y)(t) = a(x ∗ y) = a(x) + a(y)

fennáll minden x, y ∈ K esetén. Az m : K → ℂ folytonos függvényt multipli-
kat́ıv függvénynek vagy exponenciális függvénynek nevezzük, ha nem azonosan
nulla és

Tym(x) = m(x)m(y) (x, y ∈ K), (2.8)

más szóval m teljeśıti az alábbi függvényegyenletet:∫
K

m(t) d(�x ∗ �y)(t) = m(x ∗ y) = m(x)m(y).

Világos, hogy addit́ıv függvények lineáris kombinációja szintén addit́ıv, viszont
a csoport-esettel ellentétben exponenciális függvények szorzata nem feltétlenül
exponenciális. A defińıcióból közvetlenül adódik, hogy ha e a hipercsoport
egységeleme, akkor a(e) = 0 minden a addit́ıv és m(e) = 1 minden m ex-
ponenciális függvény esetén. A következőkben felidézünk két ismert álĺıtást,
amelyek megadják a polinomiális hipercsoportok addit́ıv illetve exponenciális
függvényeit.

2.1.4. Tétel. Legyen K = (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom sorozat által generált
polinomiális hipercsoport. Az a : ℕ → ℂ függvény akkor és csak akkor addit́ıv
K-n, ha

a(n) = cP ′n(1) (n ∈ ℕ)

fennáll valamely c komplex szám esetén.
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B i z o n y ı́ t á s. Ha a : ℕ → ℂ addit́ıv függvény, akkor minden n pozit́ıv
egész szám esetén fennáll, hogy

a(n) + a(1) = T1a(n) = a(n ∗ 1) =

n+1∑
k=n−1

c(n, 1, k)a(k) =

= c(n, 1, n− 1)a(n− 1) + c(n, 1, n)a(n) + c(n, 1, n+ 1)a(n+ 1).

Másrészt, minden n pozit́ıv egész és x valós szám esetén (2.4) alapján

xP (x) = c(n, 1, n− 1)Pn−1(x) + c(n, 1, n)Pn(x) + c(n, 1, n+ 1)Pn+1(x).

Ha az egyenletet x szerint deriváljuk, majd x = 1-et helyetteśıtünk, azt kapjuk,
hogy

1 + P ′n(1) = c(n, 1, n− 1)P ′n−1(1) + c(n, 1, n)P ′n(1) + c(n, 1, n+ 1)P ′n+1(1).

Ha mindkét oldat megszorozzuk a(1)-gyel, akkor látható, hogy az n 7→ a(n) és az
n 7→ a(1)P ′n(1) függvény is eleget tesz ugyanannak a rekurźıv összefüggésnek,
továbbá a(0) = P ′0(1) és a(1) = a(1)P ′1(1), tehát a(n) = a(1)P ′n(1) minden
n ∈ ℕ esetén.

A ford́ıtott álĺıtás bizonýıtásához differenciáljuk a (2.4) linearizációs for-
mulát, majd végezzük el az x = 1 helyetteśıtést:

Pn(1)P ′m(1) + P ′n(1)Pm(1) =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)P ′k(1) (n,m ∈ ℕ).

Mivel Pn(1) = Pm(1) = 1 minden n,m természetes szám esetén, ı́gy n 7→ P ′n(1)
valóban addit́ıv függvény, ahogyan n 7→ cP ′n(1) is az minden c komplex szám
esetén. □

2.1.5. Tétel. Legyen K = (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom sorozat által generált
polinomiális hipercsoport. Az m : ℕ → ℂ függvény akkor és csak akkor expo-
nenciális függvény K-n, ha létezik olyan � komplex szám, amelyre

m(n) = Pn(�) (n ∈ ℕ).
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B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel, hogy m egy exponenciális függvény K-n, és
legyen � = m(1). Ekkor

�m(n) = m(1)m(n) = m(1 ∗ n) =

n+1∑
k=n−1

c(n, 1, k)m(k) =

= c(n, 1, n− 1)m(n− 1) + c(n, 1, n)m(n) + c(n, 1, n+ 1)m(n+ 1).

Megjegyezzük, hogy ha a

Pn(x)Pm(x) =

n+m∑
k=0

c(n,m, k)Pk(x)

összefüggés minden x valós szám esetén fennáll, akkor minden komplex szám
esetén is. Mivel ugyanez a rekurzió teljesül az n 7→ Pn(�) függvényre mint az
n 7→ m(n) függvényre, továbbá m(0) = 1 = P0(�) és m(1) = � = P1(�), ı́gy
m(n) = Pn(�).

Megford́ıtva, ha m(n) = Pn(�), akkor

m(n ∗m) =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)m(k) =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)Pk(�) =

= Pn(�)Pm(�) = m(n)m(m).

□

A spektrálszintézis topologikus csoportok eltolásinvariáns függvénytereivel
foglalkozik ([Scz47], [Lef58], [Sze91]). Legyen adott egy kommutat́ıv topologikus
csoport összes folytonos komplex értékű függvényeinek tere a pontonkénti
vektortér műveletekkel és a kompakt halmazokon egyenletes konvergencia
topológiájával. A spektrálanaĺızis kérdése azt jelenti, hogy tartalmaz-e
minden varietás exponenciális függvényt. A spektrálszintézis pedig azt
vizsgálja, hogy igaz-e minden varietásra, hogy benne az exponenciális monomok
lineáris burka sűrű, ahol az exponenciális monomok addit́ıv és exponenciális
függvények szorzatai. Polinomiális hipercsoportok esetén a fenti problémákat
Székelyhidi László vizsgálta ([Sze02]), a következőkben röviden összefoglaljuk
főbb eredményeit.

Legyen K egy kommutat́ıv hipercsoport. A K-n értelmezett folytonos
függvények C(K) lineáris terének egy H alterét eltolásinvariánsnak nevezzük,
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ha minden f ∈ H és y ∈ K esetén Tyf ∈ H. A V ⊂ C(K) hal-
mazt varietásnak nevezzük, ha nemüres, zárt, eltolásinvariáns altér, és jelölje
�(f1, . . . , fn) az f1, . . . , fn ∈ C(K) függvények összes eltoltjai által generált
varietást. Világos, hogy ha m egy exponenciális függvény, akkor �(m) 1-
dimenziós, és megford́ıtva, tetszőleges nemüres, zárt, eltolásinvariáns alteret
szükségképpen egy exponenciális függvény generál, ı́gy a spektrálanaĺızis kérdése
természetes módon általánośıtható. Azt mondjuk, hogy a spektrálanaĺızis tel-
jesül K-n, ha K minden varietása tartalmaz egy exponenciális függvényt, azaz
egy minimális (1-dimenziós) varietást. A spektrálszintézis kérdése is megfogal-
mazható általánosan: akkor mondjuk, hogy a spektrálszintézis teljesül K-n, ha
K minden varietása előáll véges dimenziós varietások összegeként. Láttuk azon-
ban, hogy exponenciális függvények szorzata nem feltétlenül exponenciális, ı́gy
nem világos, hogy egy általános hipercsoport esetén milyen függvények vehetik
át az exponenciális monomok szerepét. Speciálisan, polinomiális hipercsoportok
esetén az alábbi defińıció lesz célravezető: azt mondjuk, hogy ' : ℕ → ℂ egy
exponenciális monom a K = (ℕ, ∗) polinomiális hipercsoporton, ha

'(n) =

k∑
j=0

cjP
(j)
n (�) (n ∈ ℕ),

ahol k egy nemnegat́ıv egész és �, c0, c1, . . . , ck komplex számok. Az expo-
nenciális monomok összegeként előálló függvényeket exponenciális polinomoknak
nevezzük. Ilyen t́ıpusú függvényekre teljesül az alábbi álĺıtás:

2.1.6. Tétel. Legyen V egy varietása a K = (ℕ, ∗) polinomiális hiper-
csoportnak, k egy pozit́ıv egész, és legyenek m1, . . . ,mk természetes számok,
�1, . . . , �k különböző komplex számok és ci,j komplex számok, ahol i = 1, . . . , k,
j = 0, 1, . . . ,mi. Ha a

'(n) =

k∑
i=1

mi∑
j=0

ci,jP
(j)
n (�i) (n ∈ ℕ)

exponenciális polinom eleme V -nek, akkor az n 7→ P
(j)
n (�i) függvények is elemei

V -nek minden i = 1, . . . , k és j = 0, 1, . . . ,mi esetén.

Ezen ḱıvül polinomiális hipercsoportok esetén igaz az is, hogy minden va-
rietás véges dimenziós, és tartalmaz legalább egy exponenciális függvényt, tehát
összefoglalásként megfogalmazhatjuk az alábbi tételt:
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2.1.7. Tétel. Legyen K = (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom sorozat által
generált polinomiális hipercsoport. Ekkor K-ra teljesül a spektrálszintézis és a
spektrálanaĺızis, továbbá ha V egy n-dimenziós varietás K felett, akkor léteznek
olyan m1, . . . ,mk természetes számok és �1, . . . , �k különböző komplex számok,

hogy m1+⋅ ⋅ ⋅+mk = n, és V -nek egy bázisát adják az n 7→ P
(j)
n (�i), i = 1, . . . , k,

j = 0, 1, . . . ,mi − 1 függvények.

Végezetül felsorolunk néhány olyan konkrét példát diszkrét polinomiális
hipercsoportokra, melyekben jól ismert ortogonális polinom rendszerek játszák
a generáló polinomok szerepét.

2.1.8. Példa. Csebisev-hipercsoport: A (Tn(x))n∈ℕ elsőfajú Csebisev-
polinomok a �(x) = 1/

√
1− x2 súlyfüggvényre vonatkozóan ortogonális rend-

szert alkotnak a [−1, 1] intervallumban, ahol

Tn(x) = xn −
(
n

2

)
xn−2(1− x2) +

(
n

4

)
xn−4(1− x2)2 − . . . .

Ebben az esetben a (2.1) háromtagú rekurzióban �n = 0, �n = 
n = 1/2 minden
n pozit́ıv egészre, és n > 1 esetén

xTn(x) =
1

2
Tn+1(x) +

1

2
T∣n−1∣(x) (x ∈ ℝ).

Teljes indukcióval megkapható a

Tm(x)Tn(x) =
1

2

(
Tn+m(x) + T∣n−m∣(x)

)
linearizációs formula, tehát egy f : ℕ→ ℂ függvény esetén

f(m ∗ n) =
1

2

(
f(m+ n) + f(∣m− n∣)

)
.

Az exponenciális függvények a 2.1.5. Tétel alapján m(n) = Tn(�), az addit́ıv
függvények pedig a 2.1.4. Tétel szerint a(n) = cn2 alakúak, ahol � illetve c
tetszőleges komplex számok.

2.1.9. Példa. Legendre-hipercsoport: A (Pn(x))n∈ℕ polinomok ortogonális
rendszert alkotnak a [−1, 1] intervallumban, ahol

Pn(x) =
1

2n!!

(
(x2 − 1)n

)(n)
(n ∈ ℕ).
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A háromtagú rekurzió

xPn(x) =
n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x) +

n

2n+ 1
Pn−1(x) (x ∈ ℝ)

alakú, ahol P0(x) = 1 és P1(x) = x. Az exponenciális függvények a 2.1.5. Té-
tel alapján m(n) = Pn(�), az addit́ıv függvények pedig a 2.1.4. Tétel szerint

a(n) = c
n(n+ 1)

2
alakúak, ahol � illetve c tetszőleges komplex számok.

2.2 Momentum függvények egyenlete

Ebben az alfejezetben léırjuk a momentum függvények egyenletének
megoldásait polinomiális hipercsoportokon, vázoljuk annak a lehetőségét, hogy
az ı́gy kapott általánośıtott másodrendű momentum sorozatok seǵıtségével
is definiálhatunk várható értéket és varianciát, végül szükséges és elégséges
feltételt adunk polinomiális hipercsoporton általánośıtott másodrendű momen-
tum sorozat létezésére.

A klasszikus valósźınűségszámı́tásban egy � valósźınűségeloszláshoz tartozó
k-adik momentum k = 0, 1, . . . esetén

mk(�) =

∫
xk d�(x),

és a binomiális tétel következményeként a �, � valósźınűségeloszlásokra, ha a
megfelelő integrálok léteznek, teljesül az alábbi összefüggés:

mk(� ∗ �) =

∫
xk d(� ∗ �)(x) =

=

∫
(x+ y)k d�(x)d�(y) =

k∑
j=0

(
k

j

)
mj(�)mk−j(�).

Speciálisan,

m0(� ∗ �) = m0(�)m0(�) = 1,

m1(� ∗ �) = m0(�)m1(�) +m1(�)m0(�) = m1(�) +m1(�),

m2(� ∗ �) = m0(�)m2(�) + 2m1(�)m1(�) +m2(�)m0(�) =

= m2(�) + 2m1(�)m1(�) +m2(�).
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Az első és a második momentum függvény meghatározza a várható értéket és a
varianciát:

E(�) = m1(�), V(�) = m2(�)−m2
1(�). (2.9)

Hipercsoportokon a variancia klasszikus defińıciója nem értelmezhető, vi-
szont a momentum függvények seǵıtségével (2.9) alapján mégis lehet definiálni
hasonló fogalmat (lásd [Zeu89], [Voi90], [Zeu92b]). A momentum függvények
létezése és megadása az egyes hipercsoportokon ennél fogva kiemelkedő
fontosságú kérdés. Ebben a fejezetben megadjuk a polinomiális hipercsopor-
tok általánośıtott momentum függvény sorozatait, ekkor nem követeljük meg,
hogy m0 = 1 teljesüljön, csak azt, hogy m0 exponenciális függvény legyen.

Legyen (K, ∗) egy hipercsoport és N egy természetes szám. A ' : K → ℂ
függvényt N -ed rendű momentum függvénynek nevezzük, ha léteznek olyan
'k : K → ℂ, k = 0, 1, . . . , N folytonos függvények, amelyekre '0 = 1, 'N = ',
és

'k(�x ∗ �y) =

k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'k−j(y) (2.10)

fennáll k = 0, 1, . . . , N és x, y ∈ K esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy a 'k,
k = 0, 1, . . . , N függvények egy N -edrendű momentum sorozatot alkotnak.

Az első és másodrendű momentum függvények általános alakját polinomiális
hipercsoportok esetén L. Gallardo határozta meg ([Gal98]), ezen eredményeket
fogjuk általánośıtani a '0 = 1 feltétel elhagyásával. Tehát a 'k, k = 0, 1, . . . , N
függvények a '0 által generált általánośıtott N -ed rendű momentum sorozatot
alkotnak, ha kieléǵıtik a (2.10) egyenletrendszert, ekkor ' = 'N általánośıtott
N -ed rendű momentum függvény. Például az N = 1 rendű momentum
függvények éppen az addit́ıv függvények, és az N = 1 rendű általánośıtott
momentum függvények a '0 függvénnyel kieléǵıtik a szinusz egyenletet (lásd
2.3 alfejezet):

'1(x ∗ y) = '0(x)'1(y) + '0(y)'1(x) (x, y ∈ K).

Megjegyezzünk, hogy hasonló függvényegyenlet rendszert vizsgált Aczél
János grupoidokon ([Acz77]). A következő tétel megadja az általánośıtott mo-
mentum függvényeket polinomiális hipercsoportokon.

2.2.1. Tétel. Legyen (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált poli-
nomiális hipercsoport és � tetszőleges komplex szám. A '0, '1, ..., 'N : K → ℂ
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függvények akkor és csak akkor alkotnak a '0(n) = Pn(�) exponenciális függvény
által generált általánośıtott N -ed rendű momentum sorozatot (ℕ, ∗)-on, ha

'k(n) = (Pn ∘ f)(k)(0) (2.11)

fennáll mined n ∈ ℕ és k = 0, 1, . . . , N esetén, ahol

f(x) =

∞∑
j=0

cj
j!
xj (x ∈ ℂ), (2.12)

c0 = � és cj , j = 1, 2, ... tetszőleges komplex számok.

B i z o n y ı́ t á s. Ha 'k : ℕ→ ℂ, k = 0, ..., N egy általánośıtott momentum
sorozat, akkor '0(0) = P0(�) = 1 és

'1(0) = '1(0 ∗ 0) = P0(�)'1(0) + P0(�)'1(0) = 2'1(0).

Tehát '1(0) = 0, és teljes indukcióval 'k(0) = 0 adódik k = 1, ..., N esetén.
Defińıció szerint minden n pozit́ıv egész esetén

Pn(�)'1(1) + �'1(n) = '1(n ∗ 1) =

= c(n, 1, n− 1)'1(n− 1) + c(n, 1, n)'1(n) +

+ c(n, 1, n+ 1)'1(n+ 1),

másrészt a linearizációs formula alapján

xPn(x) = c(n, 1, n− 1)Pn−1(x) + c(n, 1, n)Pn(x) + c(n, 1, n+ 1)Pn+1(x).

Ha a fenti egyenlőséget x-szerint deriváljuk, megszorozzuk '1(1)-gyel majd al-
kalmazzuk az x = � helyetteśıtést, akkor a következő összefüggést kapjuk:

P ′n(�)'1(1) + �P ′n(�)'1(1) = c(n, 1, n− 1)'1(1)P ′n−1(�) +

+ c(n, 1, n)'1(1)P ′n(�) +

+ c(n, 1, n+ 1)'1(1)P ′n+1(�).

Mivel n 7→ '1(n) és n 7→ P ′n(�)'1(1) ugyanazt a rekurźıv összefüggést eléǵıti
ki, továbbá '1(0) = 0 = P ′0(�)'1(1) és '1(1) = P ′1(�)'1(1), ı́gy

'1(n) = P ′n(�)'1(1) = (Pn ∘ f)′(0).
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Ezután tegyük fel, hogy 'k(n) = (Pn ∘ f)(k)(0) fennáll minden 0 ≤ k ≤ N − 1
esetén. Ekkor

'N (n ∗ 1) = P1(�)'N (n) + 'N (1)Pn(�) +

N−1∑
k=1

'k(1)'N−k(n) =

= c(n, 1, n− 1)'N (n− 1) + c(n, 1, n)'N (n) +

+ c(n, 1, n+ 1)'N (n+ 1).

Másrészt, ha N -szer deriváljuk az

f(x)(Pn ∘ f)(x) =

n+1∑
i=n−1

c(n, 1, i)(Pi ∘ f)(x)

egyenlőséget, akkor az x = 0 helyetteśıtés után azt kapjuk, hogy

[f(Pn ∘ f)]
(N)

(0) =

N∑
k=0

(
N

k

)
f (k)(0)(Pn ∘ f)(N−k)(0) =

= �(Pn ∘ f)(N)(0) + 'N (1)Pn(�) +

N−1∑
k=1

(
N

k

)
'k(1)'N−k(n)

= c(n, 1, n− 1)(Pn−1 ∘ f)(N)(0) +

+ c(n, 1, n)(Pn ∘ f)(N)(0) + c(n, 1, n+ 1)(Pn+1 ∘ f)(N)(0).

Mivel n 7→ 'N (n) és n 7→ (Pn ∘ f)(N)(0) kieléǵıtik ugyanazt a rekurźıv
összefüggést, és 'N (0) = 0 = (P0 ∘ f)(N)(0) illetve 'N (1) = (P1 ∘ f)(N)(0),
ı́gy

'k(n) = (Pn ∘ f)(k)(0)

minden 0 ≤ k ≤ N esetén.

Megford́ıtva, ha 'k(n) = (Pn∘f)(k), ahol k = 0, 1, ..., N , akkor a linearizációs
formula N -szeri differenciálásával a következő egyenlőséget kapjuk:

k∑
j=0

(
k

j

)
P (k−j)
n (x)P (j)

m (x) =

∣n+m∣∑
l=∣n−m∣

c(n,m, l)P
(k)
l (x),
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tehát

'k(n ∗m) =

k∑
j=0

(
k

j

)
(Pn ∘ f)(k−j)(0)(Pm ∘ f)(j)(0) =

=

∣n+m∣∑
l=∣n−m∣

c(n,m, l)(Pl ∘ f)(k)(0)

teljesül minden 0 ≤ k ≤ N esetén, ı́gy '0, '1, ..., 'N valóban egy általánośıtott
momentum sorozat. □

Valósźınűségszámı́tásbeli alkalmazásoknál, ha m1 és m2 első illetve
másodrendű momentum függvények a (K, ∗) hipercsoporton, akkor fel kell még
tételeznünk, hogy valós értékűek és eleget tesznek az

m2
1(x) ≤ m2(x) (x ∈ K)

összefüggésnek, lásd a (2.9) második egyenlőségét. Ezen feltételek garantálják,
hogy ha � ∈ℳ1(K) és m2(�) <∞, akkor az

E∗(�) = m1(�), V∗(�) = m2(�)−m2
1(�)

várható érték és variancia esetén teljesül az additivitás. Felmerül a kérdés, hogy
ha m0,m1,m2 egy általánośıtott másodrendű momentum sorozat a K hiper-
csoporton, akkor lehet-e a seǵıtségükkel várható értéket és varianciát definiálni.

Legyen (K, ∗) egy hipercsoport és � egy valósźınűségi mérték K-n. Azt
mondjuk, hogy az m exponenciális függvény nincs � spektrumában, ha m in-
tegrálható � szerint és

∫
K
md� ∕= 0. Ebben az értelemben � spektruma tar-

talmazza K azon exponenciális függvényeit, amelyek vagy nem integrálhatóak
� szerint vagy teljesül rájuk, hogy

∫
K
md� = 0. Speciálisan, ha K Hermite-

féle hipercsoport és � kompakt tartójú, akkor spektruma a Fourier–Laplace-
transzformáltjának zérushelyeiből áll.

Tegyük fel, hogy m2 ≥ 0, m0,m1,m2 valós értékű általánośıtott momentum
sorozat K-n, amelyet az m0 exponenciális függvény generál, és hogy

m2
1(x) ≤ m0(x)m2(x) (2.13)

fennáll minden x eleme K esetén. Ha az m0 exponenciális függvény nem tartozik
bele � spektrumába és m2 integrálható � szerint, akkor � általánośıtott várható
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értéke, illetve általánośıtott varianciája legyen a következő:

Em0(�) =
m1(�)

m0(�)
, Vm0(�) =

m2(�)

m0(�)
−
(
m1(�)

m0(�)

)2

.

A következő tétel mutatja, hogy az ı́gy definiált értékek is rendelkeznek az ad-
ditivitás tulajdonságával.

2.2.2. Tétel. Legyen (K, ∗) egy Hermite-féle hipercsoport és m0,m1,m2 valós
értékű folytonos függvényekből álló általánośıtott momentum sorozat, ahol m2

nemnegat́ıv és minden x ∈ K esetén

m2
1(x) ≤ m0(x)m2(x).

Ha �, � olyan valósźınűségi mértékek K-n, amelyeknek m0 nincs a spektrumában
és m2(�),m2(�) < ∞, akkor létezik � és � általánośıtott várható értéke és
varianciája, továbbá

Em0
(� ∗ �) = Em0

(�) + Em0
(�), Vm0

(� ∗ �) = Vm0
(�) + Vm0

(�).

B i z o n y ı́ t á s. A Fubini-tétel és a

(� ∗ �)∧ = �∧ ∗ �∧

konvolúciós-formula alapján m0 nem tarozik �∗� spektrumához. A �, � és �∗�
mértékek általánośıtott várható értékének és varianciájának létezése a Cauchy–
Schwartz-egyenlőtlenség és a (2.13) egyenlőtlenség következménye. Másrészt

Em0(� ∗ �) =

∫
m1 d(� ∗ �)∫
m0 d(� ∗ �)

=

∫ ∫
m1(x ∗ y) d�(x) d�(y)∫ ∫
m0(x ∗ y) d�(x) d�(y)

=

=

∫ ∫
m1(x)m0(y) d�(x) d�(y) +

∫ ∫
m1(y)m0(x) d�(x) d�(y)∫ ∫

m0(x)m0(y) d�(x) d�(y)
=

= Em0
(�) + Em0

(�).

Hasonló számı́tás adja a Vm0
-ra vonatkozó formulát. □

A 2.2.1. Tétel tétel felhasználásával kapjuk a következő eredményt (vö:
[Gal98], 4.2.10. Következmény).

2.2.3. Tétel. A (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált hipercsoporton pon-
tosan akkor létezik egy olyan m0,m1,m2 nem triviális, valós értékű általánośıtott
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momentum sorozat, amelyre m0(n) = Pn(�), � valós szám, m2 nemnegat́ıv és
teljesül (2.13), ha

sup
n>0

(P ′n(�))
2 − P ′′n (�) ⋅ Pn(�)

P ′n(�) ⋅ Pn(�)
<∞. (2.14)

B i z o n y ı́ t á s. A 2.2.1. Tétel alapján m0,m1,m2 pontosan akkor
általánośıtott momentum sorozat, ha valamely c0, c1, c2 számokra

m0(n) = Pn(c0),

m1(n) = c1P
′
n(c0),

m2(n) = c21P
′′
n (c0) + c2P

′
n(c0).

Ha � = c0 és a tétel feltételei teljesülnek, akkor

c21 (P ′n(�))
2 ≤ Pn(�)

(
c21P

′′
n (�) + c2P

′
n(�)

)
,

azaz

c21

(
(P ′n(�))

2 − P ′′n (�) ⋅ Pn(�)
)

P ′n(�) ⋅ Pn(�)
≤ c2,

és (2.14) fennáll.

Megford́ıtva, ha (2.14) teljesül, akkor léteznek olyan c1, c2 valós számok,
amikkel a fenti momentum függvény sorozat teljeśıti a tétel követelményeit. □

2.3 Szinusz és koszinusz egyenlet

Ebben az alfejezetben megadjuk a szinusz és a koszinusz egyenlet megoldásait
polinomiális hipercsoportokon. A módszer a spektrálanaĺızisen alapszik.

Tekintsük valamely (ℕ, ∗) polinomiális hipercsoporton az

f(n ∗m) = f(n)g(m) + f(m)g(n) (n,m ∈ ℕ) (2.15)

szinusz egyenletet, illetve az

f(n ∗m) = f(n)f(m)− g(n)g(m) (n,m ∈ ℕ) (2.16)
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koszinusz egyenletet. Ezeket az egyenleteket számos matematikus vizsgálta
különböző algebrai struktúrákon, lásd [Acz66], [CKN85], [Cor77], [Hos69],
[RoS60], [Seg63]. Egy adott polinomiális hipercsoporton (2.15) és (2.16)
nemállandó együtthatós differenciaegyenletekké transzformálódnak, mı́g például
a 2.1.8. Példaban szereplő elsőfajú Csebisev-polinomokhoz tartozó (ℕ, ∗) hiper-
csoport esetén a szinusz egyenlet a következő alakba ı́rható:

f(n+m) + f(∣n−m∣) = 2f(n)g(m) + 2f(m)g(n),

ahol f, g : ℕ → ℂ ismeretlen függvények. Ez a függvényegyenlet közeli kapcso-
latban áll a d’Alembert-egyenlet Wilson-féle általánośıtásához (lásd [Acz66]), de
az ∣n−m∣ tényező technikai problémákat okozhat a megoldás során. Ha azonban
a 2.1.7. Tételben ismertetett spektrálanaĺızis eszközeit felhasználjuk, akkor egy
általános polinomiális hipercsoporton is meg tudjuk vizsgálni az egyenleteket.
Először a szinusz egyenlet megoldásait adjuk meg.

2.3.1. Tétel. Legyen (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált hiper-
csoport és legyenek f, g : ℕ→ ℂ függvények, ahol f nem azonosan nulla. Az f
és g függvények pontosan akkor eléǵıtik ki a (2.15) egyenletet, ha feĺırhatóak az
alábbi alakok valamelyikébe:

I. f(n) = aPn(�), g(n) = Pn(�)/2,

II. f(n) = a
(
Pn(�1)− Pn(�2)

)
, g(n) =

(
Pn(�1) + Pn(�2)

)
/2,

III. f(n) = bP ′n(�), g(n) = Pn(�),

ahol a, b, �, �1 és �2 tetszőleges komplex számok.

B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel, hogy f és g kieléǵıti a szinusz egyenletet, és jelölje
�(f) az f által generált eltolásinvariáns alteret. Az egyenletből következik, hogy
f összes eltoltja előáll mint f és g lineáris kombinációja, ı́gy �(f) dimenziója
legfeljebb 2. A spektrálszintézis és spektrálanaĺızis polinomiális hipercsopor-
tokra vonatkozó 2.1.7. Tétele alapján (lásd [Sze02]) a �(f) alteret egy vagy két
exponenciális monom generálja. Három különböző eset lehetséges: ha �(f) egy-
dimenziós, akkor szükségképpen egy exponenciális függvény generálja, ha pedig
kétdimenziós, akkor vagy két különböző exponenciális függvény, vagy n 7→ Pn(�)
és n 7→ P ′n(�) alakú függvények generálják, ahol � egy komplex szám.

Az első esetben f és g egy rögźıtett exponenciális függvény skalárszorosai:

f(n) = aPn(�), g(n) = bPn(�),
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ahol a, b és � komplex számok. Behelyetteśıtve a (2.15) egyenletbe

f(n ∗m) = aPn(�)bPm(�) + aPm(�)bPn(�) = 2abPn(�)Pm(�)

adódik, másrészt
f(n ∗m) = aPn(�)Pm(�),

innen b = 1/2 és a tetszőleges komplex szám, ez a tétel I. esetét adja.

Ha két különböző exponenciális függvény generálja az alteret, akkor valamely
a, b, c, d és �1 ∕= �2 komplex számok esetén

f(n) = aPn(�1) + bPn(�2), g(n) = cPn(�1) + dPn(�2).

Ekkor f(0) = a+b, g(0) = c+d és a (2.15) egyenletből az m = 0 helyetteśıtéssel

f(n) = f(n)(c+ d) + (a+ b)g(n),

és
[aPn(�1) + bPn(�2)](1− (c+ d)) = (a+ b)[cPn(�1) + dPn(�2)].

Mivel n 7→ Pn(�1) és n 7→ Pn(�2) lineárisan függetlenek, ezért az együtthatóik
a bal- illetve a jobboldalon megegyeznek: a− ac− ad = ac+ bc azaz ad+ bc =
a(1 − 2c) és hasonlóan ad + bc = b(1 − 2d). Ha most m = 1-et helyetteśıtünk
(2.15)-be, azt kapjuk, hogy

f(n ∗ 1) = 2acPn(�1)�1 + 2bdPn(�2)�2 + (ad+ bc)[Pn(�2)�1 + Pn(�1)�2] =

= Pn(�1)[2ac�1 + (ad+ bc)�2] + Pn(�2)[2bd�2 + (ad+ bc)�1],

másrészt n 7→ Pn(�) multiplikativitását használva

f(n ∗ 1) = aPn∗1(�1) + bPn∗1(�2) = aPn(�1)�1 + bPn(�2)�2.

Itt az egyszerűség kedvéért Pn∗1(�1) jelöli az n 7→ '(n ∗ 1) függvényt, ahol
'(n) = Pn(�1). Összevetve az előző egyenlőségeket:

2ac�1 + (ad+ bc)�2 = a�1,

2bd�2 + (ad+ bc)�1 = b�2,

majd felhasználva az ad+ bc = a(1− 2c) = b(1− 2d) összefüggést:

a(1− 2c)(�2 − �1) = 0,

b(1− 2d)(�2 − �1) = 0.
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Mivel �1 ∕= �2, ezért c = d = 1/2. A szinusz egyenletbe m = n = 0-t ı́rva
(a+ b) = 2(a+ b)(c+ d) adódik, azaz b = −a. Tehát

f(n) = a(Pn(�1)− Pn(�2)), g(n) =
1

2
(Pn(�1) + Pn(�2)),

ami éppen a II. eset

Végül, ha a �(f) alteret a Pn(�) és a P ′n(�) függvények generálják, ahol �
egy komplex szám, akkor

f(n) = aPn(�) + bP ′n(�) és g(n) = cPn(�) + dP ′n(�)

valamely a, b, c, d komplex számok esetén. Ekkor f(0) = a, g(0) = c, f(1) =
a�+ b, g(1) = c�+ d és

f(n ∗ 0) = f(n)g(0) + f(0)g(n),

azaz
f(n)(1− c) = ag(n),

tehát
[aPn(�) + bP ′n(�)](1− c) = acPn(�) + adP ′n(�).

Innen a = 2ac és b− bc = ad, majd az m = 1 helyetteśıtéssel azt kapjuk, hogy

f(n ∗ 1) = f(n)g(1) + f(1)g(n) =

= [aPn(�) + bP ′n(�)](c�+ d) + (a�+ b)[cPn(�) + dP ′n(�)] =

= Pn(�)[a(c�+ d) + c(a�+ b)] + P ′n(�)[b(c�+ d) + d(a�+ b)].

Másrészt

f(n ∗ 1) = aPn∗1(�) + b(Pn∗1(�))′ = aPn(�)�+ bP ′n(�)�+ bPn(�) =

= Pn(�)(a�+ b) + b�P ′n(�),

ı́gy

a�+ b = 2ac�+ ad+ cb,

b� = bc�+ ad�+ 2bd.

A szinusz egyenletbe m = 0-t helyetteśıtve adódik, hogy a = 0, vagy c = 1/2
és b = 2ad. Előbbi esetben b = cb és b ∕= 0, tehát c = 1, ekkor b� = b� + 2bd,
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ezért d = 0. Az utóbbi esetben b� = b� + 2bd miatt vagy b = d = 0, amit már
lefedett az I. eset, vagy a = b = 0, ami ellentmond annak, hogy f nem azonosan
nulla. Tehát

f(n) = bP ′n(�), g(n) = Pn(�).

Megford́ıtva, könnyen ellenőrizhető, hogy az I.–III. esetekben szereplő
függvények valóban megoldásai a (2.15) egyenletnek. □

A következő tétel a koszinusz egyenlet általános megoldását adja meg poli-
nomiális hipercsoportokon.

2.3.2. Tétel. Legyen (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált hiper-
csoport és legyenek f, g : ℕ→ ℂ függvények, ahol f nem azonosan nulla. Az f
és g függvények pontosan akkor eléǵıtik ki a (2.16) egyenletet, ha feĺırhatók az
alábbi alakok valamelyikébe:

I. f(n) = aPn(�), g(n) =
√
a2 − aPn(�),

II. f(n) = aPn(�1) + (1− a)Pn(�2), g(n) =
√
a2 − a

(
Pn(�1)− Pn(�2)

)
,

III. f(n) = Pn(�) + b P ′n(�), g(n) = ± b P ′n(�),

ahol a, b, �, �1 és �2 tetszőleges komplex számok.

B i z o n y ı́ t á s. A 2.3.1. Tétel bizonýıtásában használt módszert alkalmazzuk.

Az első esetben f és g az alábbi alakba ı́rható:

f(n) = aPn(�), g(n) = bPn(�)

valamely a, b, � komplex számok esetén, tehát

f(n ∗m) = a2Pn(�)Pm(�)− b2Pm(�)Pn(�) = (a2 − b2)Pn(�)Pm(�),

és

f(n ∗m) = aPn(�)Pm(�).

Ekkor a = a2 − b2, és az I. esetben szereplő függvények adódnak megoldásként.

Ha a �(f) alteret két különböző exponenciális függvény generálja, akkor

f(n) = aPn(�1) + bPn(�2), g(n) = cPn(�1) + dPn(�2)
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valamely a, b, c, d és �1 ∕= �2 komplex számok esetén. Világos, hogy ekkor
f(0) = a + b és g(0) = c + d. A (2.16) egyenletbe helyetteśıtve m = 0-t, azt
kapjuk, hogy

aPn(�1) + bPn(�2) =

= (a+ b)(aPn(�1) + bPn(�2))− (c+ d)(cPn(�1) + dPn(�2)) =

= (a2 − c2)Pn(�1) + (b2 − d2)Pn(�2) + (ab− cd)(Pn(�1) + Pn(�2)).

Itt n 7→ Pn(�1) és n 7→ Pn(�2) lineárisan függetlenek, ı́gy

a− a2 + c2 = b− b2 + d2 = ab− cd. (2.17)

Ha m = 1-et helyetteśıtünk a (2.16) egyenletbe, akkor pedig

f(n ∗ 1) = [aPn(�1) + bPn(�2)](a�1 + b�2)− [cPn(�1) + dPn(�2)](c�1 + d�2)

és
f(n ∗ 1) = aPn∗1(�1) + bPn∗1(�2) = aPn(�1)�1 + bPn(�2)�2.

Ez azt jelenti, hogy

(a− a2 + c2)�1 = (ab− cd)�2,

(b− b2 + d2)�2 = (ab− cd)�1,

és felhasználva a (2.17) egyenletet ab− cd = 0, c =
√
a2 − a, d =

√
b2 − b és

ab = cd =
√
a2 − a

√
b2 − b.

Négyzetre emeléssel a + b = 1 adódik, mert az a = 0 vagy b = 0 eseteket már
tárgyaltuk. Tehát

f(n) = aPn(�1) + (1− a)Pn(�2), g(n) =
√
a2 − a

(
Pn(�1)− Pn(�2)

)
,

és ez éppen a II. eset.

Most tegyük fel, hogy a �(f) alteret az n 7→ Pn(�) és n 7→ P ′n(�) függvények
generálják valamely � komplex szám esetén, ekkor

f(n) = aPn(�) + bP ′n(�), g(n) = cPn(�) + dP ′n(�).

Nyilvánvaló, hogy f(0) = a, g(0) = c, f(1) = a�+ b és g(1) = c�+ d, majd az
m = 0 helyetteśıtéssel

f(n) = aPn(�) + bP ′n(�) = a[aPn(�) + bP ′n(�)]− c[cPn(�) + dP ′n(�)] =

= (a2 − c2)Pn(�) + (ab− cd)P ′n(�),
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azaz a = a2− c2 és b = ab− cd. Most végezzük el az m = 1 helyetteśıtést, innen

f(n ∗ 1) = f(n)f(1)− g(1)g(n) =

= [aPn(�) + bP ′n(�)](a�+ b)− (c�+ d)[cPn(�) + dP ′n(�)] =

= (�(a2 − c2) + ab− cd)Pn(�) + (b2 − d2 + �(ab− cd))P ′n(�).

Másrészt

f(n ∗ 1) = aPn∗1(�) + b(Pn∗1(�))′ =

= aPn(�)�+ bP ′n(�)�+ Pn(�)b =

= Pn(�)(a�+ b) + b�P ′n(�),

azaz
b� = b2 − d2 + �(ab− cd).

Felhasználva, hogy ab− cd = b, azt kapjuk, hogy b2 = d2, és a = a2 − c2 miatt
a = 1 és c = 0. Ekkor

f(n) = Pn(�) + bP ′n(�), g(n) = ± b P ′n(�),

ami a tételben szereplő III. eset.

Közvetlen behelyetteśıtéssel ellenőrizhetjük, hogy ezek a függvények valóban
kieléǵıtik a (2.16) egyenletet. □

2.4 Levi–Civita-egyenlet

Az előző, 2.3 alfejezetben használt eljárás kapcsán felmerül a kérdés, hogy
milyen általánosabb függvényegyenletekre lehet alkalmazni ezt a módszert, il-
letve, hogy milyen feltételek mellett lehet más hipercsoportokon is érvényes
tételeket megfogalmazni. Ebben a fejezetben a Levi–Civita-függvényegyenletet
fogjuk vizsgálni olyan hipercsoportokon, amelyeken a véges dimenziós el-
tolásinvariáns altereket olyan lineárisan független exponenciális monomok
generálják, amelyek előállnak egy egyparaméteres exponenciális függvénysereg
tagjainak deriváltjaiként. A kapcsolódó példákban polinomiális hipercsopor-
tokon értelmezett függvényegyenleteket fogunk tekinteni, de a megoldások
megadhatóak más olyan hipercsoporton is, amely rendelkezik a megfelelő expo-
nenciális sereggel, például Sturm–Lieuville-hipercsoportokon (lásd 3.1 alfejezet
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és [SzV10]). A Levi–Civita-függvényegyenlettel számos ı́rás foglalkozik, többek
között [Lev13], [Sta13], [Vin62], [Acz66], [Mck77], mı́g Abel-csoportok esetén az
általános megoldás léırása megtalálható [Sze91]-ben.

Legyen (K, ∗) egy kommutat́ıv hipercsoport, és tegyük fel, hogy léteznek
olyan Φ : K × ℂ → ℂ függvények, amelyek rendelkeznek az alábbi tulaj-
donságokkal:

1. az x 7→ Φ(x, �) függvény minden � ∈ ℂ esetén exponenciális függvény;

2. ha m egy exponenciális függvény K-n, akkor létezik egy � komplex szám,
melyre m(x) = Φ(x, �);

3. a � 7→ Φ(x, �) függvény minden x ∈ K esetén végtelen sokszor folytonosan
differenciálható.

Ekkor azt mondjuk, hogy K-n létezik egy exponenciális sereg, amelyet a
Φ függvény reprezentál. Most tegyük fel, hogy K minden n-dimenziós el-
tolásinvariáns altere generálható olyan függvényekkel, amelyek az alábbi alakba
ı́rhatóak:

x 7→ Φ(j)(x, �l) (l = 1, 2, . . . , k), (j = 0, 1, . . . , nl − 1),

ahol k és n1, n2, . . . , nk természetes számok, továbbá n1 + n2 + ⋅ ⋅ ⋅ + nk = n.
Tekintsük az alábbi, úgynevezett Levi–Civita-függvényegyenletet:

f(x ∗ y) =

n∑
i=1

gi(x)ℎi(y) (x ∈ K), (2.18)

ahol f, gi és ℎi ismeretlen komplex értékű függvények K-n i = 1, . . . , n
esetén, és ezen ḱıvül feltesszük még, hogy a {g1, . . . , gn} és {ℎ1, . . . , ℎn}
függvényrendszerek lineárisan függetlenek. Ekkor az f eltoltjai által generált
�(f) n-dimenziós altér tartalmazza a gi és a ℎi függvényeket i = 1, . . . , n esetén,
tehát léteznek �1, . . . , �k komplex számok úgy, hogy a �(f) alteret generálják
az x 7→ Φ(j)(x, �l) függvények l = 1, 2, . . . , k és j = 0, 1, . . . , nl − 1 esetén, ahol
n1 + n2 + ⋅ ⋅ ⋅ + nk = n. Az ismeretlen függvényeket ı́gy komplex együtthatók
seǵıtségével a következő formába ı́rhatjuk:

f(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

FljΦ(j)(x, �l), (2.19)
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gi(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

GiljΦ(j)(x, �l), ℎi(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

Hi
ljΦ(j)(x, �l).

Jelölje G és H azokat az n × n t́ıpusú mátrixokat, amelyek a gi és ℎi
függvényekhez tartozó (2.19)-ben szereplő együtthatók alkotnak: ha t ∈
{1, . . . , n} és t = n1 + ⋅ ⋅ ⋅+ nl−1 + (j + 1), akkor

Git = Gilj , Hit = Hi
lj . (2.20)

A következő tétel megadja a Levi–Civita-egyenlet megoldásait olyan K hiper-
csoportokon, amelyek rendelkeznek a fent léırt tulajdonságokkal.

2.4.1. Tétel. Az f, gi, ℎi : K → ℂ függvények akkor és csak akkor eléǵıtik ki a
(2.18) egyenletet, ha

H⊤ ⋅G = F,

ahol G és H a (2.20)-ban szereplő mátrixok és

F =

⎛⎜⎜⎝
B1 . . . . . . . . .
. . . B2 . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . Bk

⎞⎟⎟⎠ ,

ahol a Bl blokkmátrix l = 1, . . . , k esetén az alábbi nl × nl t́ıpusú mátrix:

Blts =

{(
(t−1)+(s−1)

s−1
)
Fl(t−1)

, ha (t− 1) + (s− 1) < nl

0, ha (t− 1) + (s− 1) ≥ nl

és F minden más eleme zérus.

B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel, hogy az f, gi és ℎi függvények i = 1, . . . , n
esetén kieléǵıtik a (2.18) egyenletet. A Φ függvény multiplikativitását használva
egyrészt

f(x ∗ y) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

FljΦ(j)(x ∗ y, �l) =

=

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

Flj

j∑
t=0

(
j

t

)
Φ(t)(x, �l)Φ

(j−t)(y, �l),
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másrészt

n∑
i=1

gi(x)ℎi(y) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

(
n∑
i=1

k∑
s=1

ns−1∑
r=0

Hi
srG

i
ljΦ(r)(y, �s)

)
Φ(j)(x, �l).

Rögźıtett l és j esetén Φ(j)(x, �l) együtthatói a fenti egyenlőségekben
szükségképpen megegyeznek, tehát

k∑
s=1

ns−1∑
r=0

(
n∑
i=1

Hi
srG

i
lj

)
Φ(r)(y, �s) =

nl−1∑
t=j

(
t

j

)
FltΦ

(t−j)(y, �l) =

=

nl−1−j∑
r=0

(
r + j

j

)
Fl(j+r)

Φ(r)(y, �l) ,

és ha s ∕= l akkor
∑n
i=1H

i
srG

i
lj

= 0 minden r = 0, . . . , ns − 1 esetén. Ha l = s,
akkor pedig

n∑
i=1

Hi
lrG

i
lj =

{(
r+j
j

)
Fl(r+j)

, ha r + j < nl

0, ha r + j ≥ nl
,

ami ekvivalens a tételben szereplő H⊤ ⋅ G = F kifejezéssel. Könnyen
ellenőrizhető, hogy a ford́ıtott álĺıtás is teljesül. □

2.4.2. Példa. Tekintsük az

f(n ∗m) = g(n)ℎ(m) + k(n) + l(m) (2.21)

függvényegyenletet egy diszkrét polinomiális hipercsoporton, amelyet a (Pn)n∈ℕ
polinomok generálnak. A (2.18)-ban szereplő jelöléseket használva

f(n ∗m) =

3∑
i=1

gi(n)ℎi(m),

ahol
g1 = g, ℎ1 = ℎ, g2 = k, ℎ2 = 1, g3 = 1, ℎ3 = l.

Feltéve, hogy a {g1, g2, g3} és a {ℎ1, ℎ2, ℎ3} függvényrendszerek lineárisan
függetlenek, a �(f) altér háromdimenziós. Mivel az azonosan 1 függvény egyike
a generáló exponenciális monomoknak, két eset lehetséges:
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1. 3 = 1 + 1 + 1, azaz a �(f) alteret a Pn(�1), Pn(�2) és az 1 függvények
generálják, ahol �1 ∕= �2 komplex számok;

2. 3 = 2+1, azaz a �(f) alteret a Pn(�), P ′n(�) és az 1 függvények generálják,
ahol � egy komplex szám.

Az első esetben

g1(n) = G1
10Pn(�1) +G1

20Pn(�2) +G1
30 , ℎ1(n) = H1

10Pn(�1) +H1
20Pn(�2) +H1

30 ,

g2(n) = G2
10Pn(�1) +G2

20Pn(�2) +G2
30 , ℎ3(n) = H3

10Pn(�1) +H3
20Pn(�2) +H3

30 ,

és H2
10 = H2

20 = G3
10 = G3

20 = 0, H2
30 = G3

30 = 1. Alkalmazva a 2.4.1. Tételt a
következő feltételeket kapjuk:⎛⎝F10 0 0

0 F20 0
0 0 F30

⎞⎠ =

⎛⎝H1
10 0 H3

10
H1

20 0 H3
20

H1
30 1 H3

30

⎞⎠⎛⎝G1
10 G1

20 G1
30

G2
10 G2

20 G2
30

0 0 1

⎞⎠ =

=

⎛⎝ H1
10G

1
10 H1

10G
1
20 H1

10G
1
30 +H3

10
H1

20G
1
10 H1

20G
1
20 H1

20G
1
30 +H3

20
H1

30G
1
10 +G2

10 H3
10G

1
20 +G2

20 H1
30G

1
30 +G2

30 +H3
30

⎞⎠ .

A második esetben

g1(n) = G1
10Pn(�) +G1

11P
′
n(�) +G1

20 , ℎ1(n) = H1
10Pn(�) +H1

11P
′
n(�) +H1

20 ,

g2(n) = G2
10Pn(�) +G2

11P
′
n(�) +G2

20 , ℎ3(n) = H3
10Pn(�) +H3

11P
′
n(�) +H3

20 ,

és H2
10 = H2

11 = G3
10 = G3

11 = 0, H2
30 = G3

30 = 1, ekkor⎛⎝F10 F11 0
F11 0 0
0 0 F20

⎞⎠ =

⎛⎝ H1
10G

1
10 H1

10G
1
11 H1

10G
1
20 +H3

10
H1

11G
1
10 H1

11G
1
11 H1

11G
1
20 +H3

11
H1

20G
1
10 +G2

10 H
3
10G

1
11 +G2

11 H
1
20G

1
20 +G2

20 +H3
20

⎞⎠ .

Összevetve ezeket az egyenlőségeket, az alábbi megoldások adódnak a (2.21)
egyenletre, itt {g, k} és {ℎ, l} szerepe felcserélhető, a konstansok pedig
tetszőlegesen választhatóak:

f(n) = G1
30H

1
30 +G2

30 +H3
30 ,

g(n) = G1
10Pn(�1) +G1

20Pn(�2) +G1
30 ,

ℎ(n) = H1
30 ,

k(n) = (−G1
10H

1
30)Pn(�1) + (−G1

20H
1
30)Pn(�2) +G2

30 ,
l(n) = H3

30 ,
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és
f(n) = G1

10H
1
10Pn(�) + (G1

20H
1
20 +H3

20 +G2
20) ,

g(n) = G1
10Pn(�) +G1

11P
′
n(�) +G1

20 ,
ℎ(n) = H1

10Pn(�) +H1
20 ,

k(n) = (−G1
10H

1
20)Pn(�) + (−G1

11H
1
20)P ′n(�) +G2

20 ,
l(n) = (−G1

20H
1
10)Pn(�) +H3

20 .

2.4.3. Példa. Tekintsük most a (2.15) szinusz egyenletet, amelynek általános
megoldását polinomiális hipercsoportok esetén a 2.3.1. Tételben adtuk meg. Ez
az egyenlet azonban speciális esete (2.18)-nak, ı́gy a 2.4.1. Tételt alkalmazva
könnyen megkaphatjuk a lineárisan független megoldásokat. Ha (2.18) jelölését

használjuk, akkor az egyenlet f(n ∗m) =
∑2
i=1 gi(n)ℎi(m) alakú, ahol

g1 = ℎ2 = f, g2 = ℎ1 = g.

Feltételezve a lineáris függetlenséget �(f) kétdimenziós, és két eset adódik:

1. 2 = 1 + 1, azaz a generáló függvények Pn(�1) és Pn(�2) valamely �1 ∕= �2
komplex számok esetén;

2. 2 = 2, azaz a generáló függvények Pn(�) és P ′n(�), ahol � egy komplex
szám.

Az első esetben

g1(n) = F10Pn(�1) + F20Pn(�2), ℎ1(n) = G2
10Pn(�1) +G2

20Pn(�2),

g2(n) = G2
10Pn(�1) +G2

20Pn(�2), ℎ2(n) = F10Pn(�1) + F20Pn(�2),

és(
F10 0
0 F20

)
=

(
G2

10 F10

G2
20 F20

)(
F10 F20

G2
10 G

2
20

)
=

(
2G2

10F10 G2
10F20 +G2

20F10

G2
10F20 +G2

20F10 2G2
20F20

)
.

A második esetben

g1(n) = F10Pn(�) + F11P
′
n(�), ℎ1(n) = G2

10Pn(�) +G2
11P

′
n(�),

g2(n) = G2
10Pn(�) +G2

11P
′
n(�), ℎ2(n) = F10Pn(�) + F11P

′
n(�),

és(
F10 F11

F11 0

)
=

(
G2

10 F10

G2
11 F11

)(
F10 F11

G2
10 G

2
11

)
=

(
2F10G

2
10 G2

10F11 +G2
11F10

G2
10F11 +G2

11F10 2G2
11F11

)
.
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A fentiek alapján a szinusz egyenletre az alábbi megoldásokat kapjuk:

f(n) = F10

(
Pn(�1)− Pn(�)

)
, g(n) =

1

2

(
Pn(�1) + Pn(�)

)
,

és

f(n) = F11P
′
n(�) , g(n) = Pn(�) ,

ahol F10 és F11 tetszőleges komplex számok. Megjegyezzük, hogy a lineárisan
függő f(n) = F10Pn(�) és g(n) = 1

2 Pn(�) függvények szintén kieléǵıtik az egyen-
letet.

2.5 Differenciaegyenletek

Ebben a fejezetben a konstans együtthatós lineáris differenciaegyenletek
megoldására alkalmazott módszerek egy részét általánośıtani fogjuk polinomiális
hipercsoportokra.

Legyen N egy rögźıtett természetes szám, és legyenek adottak az
a0, a1, . . . , aN , g : ℕ→ ℂ függvények, ahol aN nem azonosan nulla. Az

aN (n)fn+N + aN−1(n)fn+N−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ a1(n)fn+1 + a0(n)fn = gn

egyenletet nemállandó együtthatós lineáris differenciaegyenletnek nevezzük, ahol
f : ℕ → ℂ vagy f : ℤ → ℂ valamilyen ismeretlen függvény. A továbbiakban
mi az f : ℕ → ℂ esettel fogunk foglalkozni, és az f(m) illetve g(m) jelölést
fogjuk használni fm és gm helyett. A differenciaegyenletek klasszikus elmélete
alapján a fenti egyenlet teljes megoldása léırható a konstans együtthatós e-
setben, azaz, ha az a0, a1, . . . , aN függvények állandók. Ekkor a megoldások
terét olyan exponenciális monomok generálják, amelyeket az egyenlethez tartozó
karakterisztikus polinom gyökeinek seǵıtségével kaphatunk meg. Jóval keveseb-
bet tudunk azonban mondani a nemállandó együtthatós esetben, és mint látni
fogjuk, a polinomiális hipercsoportokon értelmezett konstans együtthatós dif-
ferenciaegyenletek valójában nemállandó együtthatós egyenleteket adnak.

A differenciaegyenletek elméletében egy függvény n-nel való eltoltja és az n-
szer való eltolása 1-gyel ugyanazt az eredményt adja minden n természetes szám
esetén. Hipercsoportoknál azonban két lehetőség adódik differenciaegyenletek
definiálására ezen két különböző értelmezés alapján. Az utóbbi eset vizsgálatát
végezzük el először.
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Legyen (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált hipercsoport és
vezessük be a

T f(n) = T1f(n) = f(n ∗ 1)

jelölést minden f : ℕ→ ℂ és n ∈ ℕ esetén, továbbá legyen T 0f = f és

T Nf = T (T N−1f)

minden N > 1 egész számra. Nyilvánvaló, hogy T lineáris operátor az ℕ-
en értelmezett komplex értékű függvények ℂℕ vektorterében. Egy Q komp-
lex együtthatós polinom esetén természetes módon adódik a Q(T ) operátor
jelentése. Legyen N egy pozit́ıv egész, a0, . . . , aN komplex számok és tegyük
fel, hogy aN ∕= 0. Tekintsük (ℕ, ∗)-on az alábbi függvényegyenletet:

Q(T )f = aNT Nf(n) + aN−1T N−1f(n) + ...+ a0f(n) = 0, (2.22)

amelyet az (ℕ, ∗) hipercsoporton adott Q-hoz tartozó N -ed rendű konstans
együtthatós homogén lineáris differenciaegyenletnek nevezünk. A Q polinomot
a (2.22) egyenlet karakterisztikus polinomjának nevezzük. A (2.22) egyenlet
megoldástere a Q(T ) lineáris operátor nulltere, tehát egy lineáris altér ℂℕ-ben.
Ezen felül a megoldástér eltolásinvariáns abban az értelemben, hogy ha f egy
megoldás, akkor T f szintén az.

2.5.1. Lemma. Ha Q egy N -edfokú komplex polinom, ahol N ≥ 1, akkor (2.22)
megoldástere N dimenziós.

B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel, hogy az f : ℕ→ ℂ függvény egy megoldása az
egyenletnek. Mivel f(0 ∗ 1) = f(1) és n ≥ 1 esetén

f(n ∗ 1) =

n+1∑
k=n−1

c(n, 1, k)f(k) = �nf(n− 1) + �nf(n) + 
nf(n+ 1),

ahol (�n)n∈ℕ, (�n)n∈ℕ és (
n)n∈ℕ a polinomiális hipercsoportok defińıciójában
szereplő sorozatok, lásd (2.1). A (2.22) egyenletet n = 0 esetén az

aN
N−1 ⋅ ⋅ ⋅ 
1
0f(N) +

N−1∑
i=0

kN,if(i) = 0

alakba ı́rható valamely kN,i komplex számok esetén, ahol i = 0, . . . , N − 1.
Mivel aN
N−1 ⋅ ⋅ ⋅ 
0 ∕= 0, ı́gy f(N) értékét meghatározzák az f(0), . . . , f(N−1)
számok, és teljes indukcióval könnyen belátható, hogy minden n ≥ N egészre
f(n) egyértelműen meghatározott az f(0), . . . , f(N − 1) értékek által. □
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2.5.2. Lemma. Ha a � komplex szám m multiplicitású gyöke a (2.22) egyenlet

karakterisztikus polinomjának, akkor az n 7→ P
(k)
n (�) függvény megoldása (2.22)-

nek minden k = 0, 1, . . . ,m− 1 esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Az n 7→ Pn(�) függvény exponenciális tulajdonságának
következtében

T Pn(�) = Pn(�)P1(�) = �Pn(�), T tPn(�) = �tPn(�),

ı́gy azonnal adódik, hogy ez a függvény megoldása az egyenletnek:

Q(T )Pn(�) = (�N + aN−1�
N−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ a1�+ a0)Pn(�) = 0 .

Annak bizonýıtásához, hogy az n 7→ P
(k)
n (�) függvény 1 ≤ k ≤ m esetén szintén

megoldás, szükségünk van P
(k)
n (�) eltoltjaira. Némi számolás után azt kapjuk,

hogy r ∈ ℕ esetén

T rP (k)
n (�) =

min(r,k)∑
t=0

(
r

t

)
�r−t

k!

(k − t)!
P (k−t)
n (�),

tehát

Q(T )P (k)
n (�) =

N∑
r=0

arT rP (k)
n (�) =

=

N∑
r=0

ar

⎛⎝min(r,k)∑
t=0

(
r

t

)
�r−t

k!

(k − t)!
P (k−t)
n (�)

⎞⎠ =

=

k∑
t=0

(
k

t

)( N∑
r=t

ar
r!

(r − t)!
�r−t

)
P (k−t)
n (�) = 0 ,

mivel 0 ≤ t ≤ m − 1 esetén a karakterisztikus polinom t-edik deriváltja a �
helyen zérus. □

A következő tétel megadja a (2.22) egyenlet összes megoldását.

2.5.3. Tétel. Legyen Q egy N ≥ 1 fokú komplex polinom, melynek gyökei
a �1, �2, . . . , �k különböző komplex számok, �j multiplicitása lj j = 1, 2, . . . , k
esetén és l1 + ⋅ ⋅ ⋅ + lk = N . Ekkor az f : ℕ → ℂ függvény pontosan akkor
megoldása a (2.22) egyenletnek, ha előáll az

n 7→ P (i)
n (�j) j = 1, 2, . . . , k; i = 0, 1, . . . , lj − 1
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függvények lineáris kombinációjaként.

B i z o n y ı́ t á s. Az álĺıtás közvetlenül adódik a 2.5.1. Lemma, a 2.5.2. Lem-

ma és annak felhasználásával, hogy a 2.1.7. Tétel szerint a P
(i)
n (�j) függvények

lineárisan függetlenek. □

Ezután térjünk rá a következő alakú differenciaegyenletek vizsgálatára:

aNTNf(n) + aN−1TN−1f(n) + ⋅ ⋅ ⋅+ a0f(n) = 0, (2.23)

ahol f : ℕ→ ℂ ismeretlen függvény, N egy pozit́ıv egész és aN , . . . , a0 komplex
számok. Megjegyezzük, hogy (2.23) az alábbi formába is ı́rható:

aNf(n ∗N) + aN−1f(n ∗ (N − 1)) + ⋅ ⋅ ⋅+ a0f(n) = 0.

Könnyen belátható, hogy (2.23) megoldástere egy N dimenziós altér ℂℕ-
ben. A következő tétel megmutatja, hogy a megoldásteret hasonló függvények
generálják, mint a (2.22) egyenlet esetén, de itt a hipercsoportot generáló poli-
nomoktól is függeni fog a karakterisztikus polinom.

2.5.4. Tétel. Az f : ℕ → ℂ függvény akkor és csak akkor megoldása a (2.23)
egyenletnek, ha előáll az

n 7→ P (i)
n (�j) j = 1, 2, . . . , k; i = 0, 1, . . . , lj − 1

függvények lineáris kombinációjaként, ahol �1, �2, . . . , �k különböző komplex
gyökei a

� 7→ aNPN (�) + aN−1PN−1(�) + ⋅ ⋅ ⋅+ a1P1(�) + a0 (2.24)

egyenletnek, és �j multiplicitása lj minden j = 1, 2, . . . , k esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Elegendő megmutatni, hogy az n 7→ P
(i)
n (�j) függvények

megoldások j = 1, 2, . . . , k és i = 0, 1, . . . , lj − 1 esetén. Mivel

Tm(P (i)
n (�)) =

i∑
t=0

(
i

t

)
P (t)
m (�)P (i−t)

n (�)

minden m ∈ ℕ esetén, ezért ha a (2.23) egyenletbe f(n) helyére a P
(i)
n (�)

függvényt ı́rjuk, azt kapjuk, hogy

N∑
m=0

amTm(P (i)
n (�)) =

N∑
m=0

am

i∑
t=0

(
i

t

)
P (t)
m (�)P (i−t)

n (�) =

=

i∑
t=0

(
i

t

)
P (i−t)
n (�)

(
N∑
m=0

amP
(t)
m (�)

)
= 0,
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ami abban az esetben igaz, ha � az i-nél magasabb multiplicitású gyöke (2.24)-
nek. □

A következőkben néhány egyszerűbb differenciaegyenletet fogunk megvizsgálni
különböző polinomiális hipercsoportokon.

2.5.5. Példa. Tekintsük az alábbi egyenletet:

T f = 0. (2.25)

Csebisev-hipercsoporton

T f(n) =
1

2

(
f(n+ 1) + f(∣n− 1∣)

)
,

tehát (2.25) az
f(n+ 1) + f(∣n− 1∣) = 0

alakba ı́rható, ahol n = 0, 1, . . . . Az n = 0 esetből f(1) = 0 és f(n+2)+f(n) = 0
minden n ≥ 0 esetén, azaz f(2n + 1) = 0 és f(2n) = (−1)n f(0). Legendre-
hipercsoport esetén

T f(n) =
n+ 1

2n+ 1
f(n+ 1) +

n

2n+ 1
f(∣n− 1∣),

tehát az egyenletre

(n+ 1)f(n+ 1) + nf(∣n− 1∣) = 0

adódik minden n ≥ 0 esetén. Ekkor f(1) = 0, és n ≥ 0 esetén (n+ 2)f(n+ 2) +

(n + 1)f(n) = 0, innen f(2n + 1) = 0 és f(2n) = (−1)n (2n−1)!!
(2n)!! f(0). (Itt n!! n

szemifaktoriálisát jelenti.) Vegyük észre, hogy az első esetben f(n) = f(0)⋅Tn(0)
és a második esetben f(n) = f(0)⋅Pn(0), ahol Tn és Pn jelöli az n-edik Csebisev-
polinomot illetve az n-edik Legendre-polinomot. Ez egyszerű következménye
korábbi eredményeinknek, hiszen az egyenlet Q(�) = � karakterisztikus poli-
nomjának egyetlen megoldása � = 0, ı́gy tetszőleges polinomiális hipercsopor-
ton a 2.5.3. Tétel alapján a (2.25) egyenlet megoldásai f(n) = f(0) ⋅Pn(0), ahol
(Pn)n∈ℕ a generáló polinomok rendszere.

Most tekintsük a következő feladatot: keressük az összes f : ℕ → ℂ
megoldását az

(n+ 2)f(n+ 2)− (2n+ 3)f(n+ 1) + (n+ 1)f(n) = 0 (2.26)
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differenciaegyenletnek az f(0) = f(1) feltétel mellett. Ha

g(n) = (n+ 1)f(n+ 1)− (n+ 1)f(n),

akkor g(n+ 1)− g(n) = 0 alakra redukálódik az egyenlet, ami azt jelenti, hogy
g konstans és g(0) = f(1)− f(0) = 0. Ekkor (n+ 1)f(n+ 1)− (n+ 1)f(n) = 0,
amiből az következik, hogy f is konstans: f(n) = f(0) minden n ∈ ℕ esetén.
Másképpen, figyeljük meg, hogy (2.26) nem más, mint a

T f = f (2.27)

egyenlet Legendre-hipercsoportokon, ami egy igen speciális esete (2.23)-nak. A
karakterisztikus polinom Q(�) = � − 1, ennek egyetlen gyöke � = 1, tehát az
általános megoldás f(n) = f(0) ⋅ Pn(1) alakú. Mivel Pn(1) = 1 minden n ∈ ℕ
esetén, ezért az összes megoldás konstans.

Módośıtsuk a (2.27) egyenletet:

T f = c ⋅ f,

ahol c egy komplex paraméter. Ez a transzláció operátorhoz tartozó sajátérték
probléma, itt a karakterisztikus polinom Q(�) = � − c, amelynek egyetlen
gyöke c. Ha tehát a hipercsoportot a (Pn)n∈ℕ polinomok generálják, akkor a T
operátornak minden c komplex szám sajátértéke, a hozzá tarozó sajátfüggvények
pedig n 7→ f(0) ⋅ Pn(c).

2.5.6. Példa. Tekintsük a

ΔNf =

N∑
n=0

(
N

n

)
(−1)nT N−nf = 0 (2.28)

N -ed rendű monom egyenletet a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált hiper-
csoporton, ahol Δ = T − I, és I jelöli az identikus operátort. A (2.28) egyenlet
karakterisztikus polinomja Q(�) = (� − 1)N , ennek � = 1 N -szeres gyöke. A
2.5.3. Tétel tétel alapján az egyenlet általános megoldása

f(n) = c0Pn(1) + c1P
′
n(1) + ⋅ ⋅ ⋅+ cNP

(N−1)
n (1),

ahol c0, . . . , cN tetszőleges komplex számok. Például N = 2 esetén

f(n) = c0Pn(1) + c1P
′
n(1) = c0 + c1P

′
n(1),

és 2.1.4. Tétel alapján a c1P
′
n(1) függvények addit́ıvok. Ezek szerint (2.28) az

N = 2 esetben tekinthető az affin függvények karakterizációjának, éppen mint
csoport esetben.
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2.5.7. Példa. A 2.5.4. Tétel alkalmazásának szemléltetésére tekintsük a

T2f − 2T1f + f = 0 (2.29)

differenciaegyenletet azon a polinomiális hipercsoporton, aminek (Pn)n∈ℕ
generáló polinomjait az (�n)n∈ℕ, (�n)n∈ℕ és (
n)n∈ℕ sorozatok definiálják. A
2.5.4. Tétel alapján az általános megoldás léırható a

� 7→ P2(�)− 2P1(�) + 1

polinom gyökeinek seǵıtségével. Ha felhasználjuk a (2.1) rekurziós formulát az
n = 1 esetben és figyelembe vesszük, hogy �n + �n + 
n = 1, akkor azt kapjuk,
hogy


1(P2(�)− 2P1(�) + 1) = (�− 1)(�− (
1 − �1)),

tehát a megoldások a következő alakúak:

f(n) = APn(1) +BPn(
1 − �1) = A+BPn(
1 − �1), (2.30)

ahol A,B tetszőleges komplex számok. Csebisev-polinomok esetén

�Tn(�) =
1

2
Tn+1(�) +

1

2
T∣n−1∣(�),

ahol T0(�) = 1 és T1(�) = �, ekkor a fenti egyenlet

f(n+ 4)− 2f(n+ 3) + 2f(n+ 2)− 2f(n+ 1) + f(n) = 0

alakú az
f(2) = 2f(1)− f(0) és f(3) = f(1)

kezdeti feltételekkel. Az általános megoldás

f(n) = A+B ⋅ Tn(0),

ahol A,B tetszőleges számok, vagy pontosabban f(2n) = A + B(−1)n és
f(2n + 1) = 0 minden n ∈ ℕ esetén. Mivel ebben az esetben a probléma
konstans együtthatós differenciaegyenletté redukálódott, ugyanez az eredmény
megkapható a hagyományos eszközök seǵıtségével is. Legendre-hipercsoport
esetén viszont az adódó egyenlet nem konstans együtthatós, mégis meg tudjuk
adni a megoldásokat (2.30) alapján:

f(n) = A+B ⋅ Pn (1/3)

ahol Pn jelöli az n-edik Legendre-polinomot.
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2.6 Többváltozós polinomiális hipercsoportok

Ebben a részben a 2.1 fejezetben definiált polinomiális hipercsoportok
többváltozós polinomokra épülő általánośıtását ı́rjuk le, és megadjuk ezen hi-
percsoportok addit́ıv és exponenciális függvényeit. A többváltozós polinomiális
hipercsoportok elméletét H. Zeuner alapozta meg ([Zeu92a]).

Legyen K egy megszámlálható halmaz a diszkrét topológiával ellátva, d egy
pozit́ıv egész és tekintsük a d-változós komplex polinomok (Qx)x∈K halmazát.
Vezessük be az alábbi jelölést minden n ∈ ℕ esetén:

Kn = {x ∈ K∣degQx ≤ n},

tehát Kn azon K-beli x elemek halmaza, amelyekre Qx legfeljebb n-edfokú.
Tegyük fel, hogy {Qx ∣x ∈ Kn} egy bázisa a legfeljebb n-edfokú d-változós
komplex polinomok terének. Ekkor minden x, y ∈ K esetén a QxQy szorzat
egyértelműen feĺırható a

QxQy =
∑
w∈K

c(x, y, w)Qw (2.31)

alakban, ahol c(x, y, w) komplex számok. Egy (K, ∗) hipercsoportot akkor
nevezünk d-változós polinomiális hipercsoportnak, ha létezik d-változós poli-
nomoknak olyan (Qx)x∈K halmaza, amelyre teljesül az előbbi tulajdonság, és a
konvolúció K-n az alábbi módon definiált:

�x ∗ �y({w}) = c(x, y, w) (x, y, w ∈ K).

Világos, hogy az egyváltozós polinomiális hipercsoportok speciális esetét
adják a fenti hipercsoportoknak, hiszen a (2.1) által adott (Pn)n∈ℕ poli-
nom rendszer esetén Pn foka éppen n, és (2.31) a (2.2) linearizációs formula
általánośıtása.

A (Qx)x∈K polinom rendszerre vonatkozó feltételekből következik, hogy
egyértelműen létezik egy e ∈ K elem, melyre Qx egy nem nulla konstans, és e
szükségképpen a hipercsoport egységeleme, ı́gy Qe = 1. Az egyszerűség kedvéért
a K hipercsoport egy x elemét gyakran azonośıtjuk a Qx polinommal. Világos,
hogy K pontosan d darab lineárisan független elsőfokú polinomot tartalmaz, ha
pedig Qx(z1, . . . , zd) = zj valamely j = 1, . . . , d esetén, akkor az mondjuk, hogy
K tartalmazza zj-t. Megjegyezzük, hogy ha L jelöli a z 7→ Az + c affin transz-
formációt, ahol A ∈ Gℒ(d,ℂ) és c ∈ ℂd, akkor a Q∗x := Qx ∘L polinom rendszer
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az eredetivel megegyező hipercsoport struktúrát definiál, ı́gy az elsőfokú poli-
nomok akár tetszőlegesen is választhatóak, természetesen a lineáris függetlenség
megtartásával.

A következő tétel megadja a többváltozós polinomiális hipercsoportok expo-
nenciális függvényeit (lásd [BlH95]).

2.6.1. Tétel. Legyen (K, ∗) a (Qx)x∈K polinom rendszer által generált d-
változós polinomiális hipercsoport. Az m : K → ℂ függvény akkor és csak akkor
exponenciális függvény K-n, ha létezik olyan � ∈ ℂd, amelyre

m(x) = Qx(�) (x ∈ K). (2.32)

B i z o n y ı́ t á s. A (2.31) linearizációs formula és a konvolúció defińıciója
alapján, ha m a (2.32) alakba ı́rható, akkor exponenciális függvény K-n:

Qx(�)Qy(�) =
∑
w∈K

c(x, y, w)Qw(�) =
∑
w∈K

(�x ∗ �y)({w})Qw(�).

Megford́ıtva, tegyük fel, hogy m exponenciális függvény K-n. Mivel a
{Qx∣x ∈ K1} polinomok bázisát adják a d változós lineáris polinomoknak, ı́gy
egyértelműen létezik olyan � ∈ K, amire (2.32) fennáll minden x ∈ K1 esetén.
A Qx polinomok fokszáma szerinti indukcióval fogjuk bizonýıtani, hogy ez min-
den x ∈ K esetén fennáll. Tegyük fel tehát, hogy (2.32) teljesül minden x ∈ Kn

esetén, és legyen x ∈ Kn+1. A (Qx)x∈K polinomokra tett feltételek miatt
valamely s pozit́ıv egész esetén léteznek olyan aj komplex számok és xj ∈ K1,
yj ∈ Kn elemek, ahol j = 1, . . . , s, hogy Qx feĺırható a következő alakba:

Qx(z) =

s∑
j=1

ajQxj (z)Qyj (z) (z ∈ ℂd). (2.33)

A hipercsoport struktúra defińıciója alapján ez azt jelenti, hogy

�x =

s∑
j=1

aj�xj
∗ �yj ,

ı́gy

m(x) =

∫
K

md�x =

s∑
j=1

aj

∫
K

md(�xj
∗ �yj ) =

=

s∑
j=1

ajm(xj)m(yj) =

s∑
j=1

ajQxj
(�)Qyj (�) = Qx(�).
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□

2.6.2. Következmény. Minden d-változós polinomiális hipercsoport esetén
létezik egy olyan �0 ∈ ℂd normalizáló pont, amelyre

Qx(�0) = 1 (x ∈ K)

fennáll, ahol (Qx)x∈K a generáló polinomok rendszere.

B i z o n y ı́ t á s. Amint a 2.6.1. Tétel mutatja, a d-változós polinomiális
hipercsoportok exponenciális függvényeinek halmaza azonośıtható a ℂd halmaz-
zal, ı́gy az azonosan 1 exponenciális függvényhez létezik egy olyan �0 ∈ ℂd,
amelyre Qx(�0) = 1 minden K-beli x esetén. □

A következő tétel a többváltozós polinomiális hipercsoportok addit́ıv
függvényeit ı́rja le.

2.6.3. Tétel. Legyen (K, ∗) a (Qx)x∈K polinomok által generált d-változós
polinomiális hipercsoport, melynek normalizáló pontja �0. Egy a : K → ℂ
függvény pontosan akkor addit́ıv függvény K-n, ha léteznek olyan cj komplex
számok j = 1, . . . , d esetén, amelyekre

a(x) =

d∑
i=1

ci∂iQx(�0) (2.34)

fennáll minden K-beli x esetén.

B i z o n y ı́ t á s. A (2.31) linearizációs formula alapján

Qx(�)Qy(�) =
∑
w∈K

c(x, y, w)Qw(�)

fennáll minden x, y ∈ K és � ∈ ℂd esetén. Véve mindkét oldal i-edik változó sze-
rinti parciális deriváltját, majd alkalmazva a � = �0 helyetteśıtést, azt kapjuk,
hogy

∂iQx(�0) + ∂iQy(�0) =
∑
w∈K

c(x, y, w)∂iQw(�0)

teljesül i = 1, . . . , d esetén. Ez azt jelenti, hogy az x 7→ ∂iQx(�0) függvények
addit́ıvok minden i = 1, . . . , d esetén, tehát a (2.34)-ben szereplő a függvény
tetszőleges c1, . . . , cd komplex számok esetén szintén addit́ıv.
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A ford́ıtott álĺıtás igazolásához először vegyük észre, hogy a(
∂1Qx(�0), ∂2Qx(�0), . . . , ∂dQx(�0)

)
(2.35)

vektorok x ∈ K1 és x ∕= e esetén lineárisan függetlenek, hiszen a {Qx ∣x ∈
K1} polinomok bázisát adják a d-változós lineáris polinomok terének. Ebből
következik, hogy ha a : K → ℂ egy addit́ıv függvény, akkor az

a(x) =

d∑
i=1

ci∂iQx(�0) (2.36)

lineáris egyenletrendszernek egyértelműen létezik c1, . . . , cd megoldása minden
x ∈ K1 és x ∕= e esetén, továbbá (2.36) akkor is fennáll, ha x = e. Alkalmazzunk
teljes indukciót, és tegyük fel hogy valamely n ∈ ℕ-re (2.36) fennáll minden
x ∈ Kn esetén, és legyen x ∈ Kn+1. Az előző tétel bizonýıtásához hasonlóan,
Qx feĺırható a (2.33)-ban szereplő alakban valamilyen aj komplex számok és
xj ∈ K1, yj ∈ Kn elemek esetén, ahol j = 1, . . . , s és s egy pozit́ıv egész. Ekkor
egyrészt

�x =

s∑
j=1

aj�xj ∗ �yj ,

másrészt véve a (2.33) egyenlőség i-edik parciális deriváltját és ezután elvégezve
a � = �0 helyetteśıtést, azt kapjuk, hogy i = 1, . . . , d esetén

∂iQx(�0) =

s∑
j=1

aj
(
∂iQxj (�0) + ∂iQyj (�0)

)
.

Innen

a(x) =

∫
K

a d�x =

s∑
j=1

aj

∫
K

a(t) d(�xj
∗ �yj )(t) =

=

s∑
j=1

aj
(
a(xj) + a(yj)

)
=

s∑
j=1

aj

d∑
i=1

ci
(
∂iQxj

(�0) + ∂iQyj (�0)
)

=

=

d∑
i=1

ci

s∑
j=1

aj
(
∂iQxj

(�0) + ∂iQyj (�0)
)

=

d∑
i=1

ci∂iQx(�0),

tehát (2.36) fennáll minden x ∈ K esetén. □
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2.7 Momentum függvények többváltozós polinomiális
hipercsoportokon

Ebben a részben általánośıtjuk a 2.2 Fejezetben szereplő momentum
függvényekre vonatkozó eredményt többváltozós polinomiális hipercsoportokra.

2.7.1. Tétel. Legyen (K, ∗) a (Qx)x∈K polinomok által generált d-változós
polinomiális hipercsoport. A '0, '1, ..., 'N : K → ℂ függvények akkor és csak
akkor alkotnak egy általánośıtott N -ed rendű momentum függvény sorozatot K-
n, ha

'k(x) = (Qx ∘ f)(k)(0) (2.37)

fennáll minden n ∈ ℕ és k = 0, 1, . . . , N esetén, ahol f = (f1, . . . , fd) : ℝ→ ℂd
és fi legfeljebb N -ed fokú polinom i = 1, . . . , d esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Jelölje 'k a (2.37)-ben definiált függvényt k = 0, 1, . . . , N
esetén. A linearizációs formula alapján minden t ∈ ℂ és x, y ∈ K esetén

(Qx ∘ f)(t)(Qy ∘ f)(t) =
∑
w∈K

c(x, y, w)(Qw ∘ f)(t).

Ha a fenti egyenlőség mindkét oldalát k-szor differenciáljuk t szerint, majd
elvégezzük a t = 0 helyetteśıtést, akkor

k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'k−j(y) =

k∑
j=0

(
k

j

)
(Qx ∘ f)(j)(0)(Qy ∘ f)(k−j)(0) =

=
∑
w∈K

c(x, y, w)(Qw ∘ f)(k)(0) =

=
∑
w∈K

c(x, y, w)'k(w) = 'k(x ∗ y),

ami azt jelenti, hogy a '0, '1, ..., 'N : K → ℂ függvények általánośıtott N -ed
rendű momentum függvény sorozatot alkotnak K-n.

A ford́ıtott álĺıtás bizonýıtásához tegyük fel, hogy '0, '1, ..., 'N : K → ℂ
egy általánośıtott N -ed rendű momentum függvény sorozat K-n. Mivel '0

exponenciális függvény, ı́gy a 2.6.1. Tétel alapján '0(x) = Qx(�) valamilyen
� = (c10, c20, . . . , cd0) ∈ ℂd esetén. A 2.6.3. Tétel bizonýıtásában láttuk, hogy a(

∂1Qx(�), ∂2Qx(�), . . . , ∂dQx(�)

)
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vektorok lineárisan függetlenek x ∈ K1 és x ∕= e esetén, ı́gy bármely rögźıtett
j = 1, . . . , N esetén a

'j(x) =

d∑
i=1

cij∂iQx(�)

lineáris egyenletrendszernek egyértelműen létezik cij , i = 1, . . . , d megoldása
minden x ∈ K1 és x ∕= e esetén. Ezután definiáljuk az fi függvényt i = 1, . . . , d
esetén a következőképpen:

fi(t) =

N∑
j=0

cij
j!
tj (t ∈ ℂ),

és legyen k = 0, 1, . . . , N esetén

 k(x) = 'k(x)− (Qx ∘ f)(k)(0) (x ∈ K).

Megmutatjuk, hogy  0,  1, ...,  N azonosan nulla függvények. Mivel f(0) = �,
ı́gy � választása miatt '0(x) = Qx(f(0)), tehát  0(x) = '0(x)−Qx(f(0)) = 0
minden x ∈ K esetén. A momentum függvények egyenletéből k-szerinti teljes
indukcióval azonnal következik, hogy 'k(e) = 0 minden k = 0, 1, . . . , N esetén.
Ha pedig x ∈ K1 és x ∕= e, akkor Qx lineáris, ı́gy

(Qx ∘ f)(k)(0) =

d∑
i=1

∂iQx(f(0))f
(k)
i (0) =

d∑
i=1

∂iQx(�)cik = 'k(x)

fennáll k = 1, . . . , N esetén. Ezek szerint  k(x) = 0 teljesül, ha x ∈ K1 és
k = 0, 1, . . . , N.

A bizonýıtást teljes indukcióval folytatjuk. Tegyük fel, hogy  k(x) = 0
teljesül minden k = 0, 1, . . . , N és x ∈ Kn esetén, és legyen x ∈ Kn+1 tetszőleges.
A (2.33) formula alapján

�x =

s∑
j=1

aj�xj ∗ �yj

valamely aj komplex számok és xj ∈ K1, yj ∈ Kn elemek esetén, ahol s egy
pozit́ıv egész és j = 1, . . . , s. Ebből következik, hogy

'k(x) =

s∑
j=1

aj'k(xj ∗ yj)
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minden k = 1, . . . , N esetén. Másrészt, k-szor differenciálva a (2.33) egyenletet
majd használva a t = 0 helyetteśıtést, azt kapjuk, hogy

(
Qx ∘ f

)(k)
(0) =

s∑
j=1

aj

k∑
l=0

(
k

l

)(
Qxj
∘ f
)(l)

(0)
(
Qyj ∘ f

)(k−l)
(0) =

=

s∑
j=1

aj

k∑
l=0

(
k

l

)
'l(xj)'k−l(yj) =

=

s∑
j=1

aj'k(xj ∗ yj) = 'k(x).

Tehát  k(x) = 0 teljesül minden x ∈ K és k = 0, 1, . . . , N esetén. □
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3 Függvényegyenletek Sturm–Liouville-hiper-
csoportokon

3.1 Sturm–Liouville-hipercsoportok

A Sturm–Lioville-hipercsoportok egy széles osztályt alkotnak a hipercso-
portokon belül, nevüket a definiálásukhoz használt Sturm–Lioville-operátorról
kapták, illetve onnan, hogy az ilyen hipercsoportok exponenciális függvényei
egy Sturm–Liouville-féle peremérték probléma megoldásai. Az összes eddig is-
mert példa, amely a nemnegat́ıv valós számok ℝ0 halmazán definiál hipercso-
portot, valójában ebbe az osztályba tartozik. A Sturm–Lioville-hipercsoportok
eredete J. Delsarte munkájáig nyúlik vissza, aki általánośıtott eltolásoperátort
definiált a Taylor-formula kiterjesztésével ([Del38]). Ezt a gondolatmenetet
általánośıtotta B. Levitan, majd a hiperkomplex rendszerek bevezetésével Y.
M. Berezanskii ([Lev45], [Ber53]). Differenciáloperátorokkal kapcsolatos kon-
volúció struktúrák tanulmányozásával jutott el H. Chébli a Sturm–Lioville-
hipercsoportokig, de voltak más irányban történt kutatások is, amik ugyan-
ehhez a fogalomhoz vezettek ([Che72], [Boc56], [CoS90], [Zeu92b]). Ebben a
fejezetben a fontosabb tulajdonságok ismertetése mellett léırjuk az addit́ıv és az
exponenciális függvényeket is.

Egy A : ℝ0 → ℝ folytonos függvényt Sturm–Liouville-függvénynek nevezünk,
ha a pozit́ıv valós számok ℝ+ halmazán pozit́ıv és folytonosan differenciálható.
Az A függvényhez tartozó LA Sturm–Liouville-operátor

LAf = −f ′′ − A′

A
f ′,

ahol f : ℝ+ → ℝ kétszer folytonosan differenciálható függvény. Ezek után
bevezetjük az l differenciáloperátort az alábbi módon:

l[u](x, y) = (LA)xu(x, y)− (LA)yu(x, y) =

= −∂21u(x, y)− A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) + ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y),

ahol u ∈ C2(ℝ+ × ℝ+).
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A K = (ℝ0, ∗) hipercsoportot Sturm–Liouville-hipercsoportnak nevezzük, ha
létezik egy A Sturm–Liouville-függvény, amelyre teljesül, hogy minden olyan f
függvény esetén, amely egy páros nemnegat́ıv C∞(ℝ)-beli függvény megszoŕıtása
ℝ0-ra, az uf : ℝ2

0 → ℝ,

uf (x, y) =

∫
ℝ0

f d(�x ∗ �y) = f(x ∗ y)

függvény kétszer folytonosan differenciálható és kieléǵıti az alábbi parciális
differenciálegyenletet:

l[uf ] = 0, ∂2uf (x, 0) = 0 (x ∈ ℝ+).

Más szóval, uf megoldása a

∂21u(x, y) +
A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) = ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y),

∂2u(x, 0) = 0

Cauchy–feladatnak, ahol x, y ∈ ℝ+. A hipercsoportok tulajdonságaiból
közvetlenül adódik, hogy uf (y, 0) = uf (0, y) = f(y) és ∂1uf (0, y) = 0 fennáll
minden pozit́ıv valós y esetén, ı́gy tehát uf egyértelmű megoldása az

∂21u(x, y) +
A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) = ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y),

∂1u(0, y) = 0, ∂2u(x, 0) = 0, (3.1)

u(x, 0) = f(x), u(0, y) = f(y)

peremérték feladatnak, ahol x, y ∈ ℝ+. Mivel (3.1) minden f esetén
egyértelműen meghatározza az uf függvényt, ı́gy tekinthetjük a Sturm–
Liouville-hipercsoportot definiáló peremérték feladatnak. Ha egy K Sturm–
Liouville-hipercsoportot az A Sturm–Liouville-függvény seǵıtségével adtunk
meg, akkor használni fogjuk a K = (ℝ0, ∗A) jelölést. Megjegyezzük, hogy az A
függvényre tett további kikötésekkel garantálni lehet, hogy a fenti konstrukció
valóban hipercsoportot határozzon meg, lásd [Zeu92b].

3.1.1. Példa. Ha az A Strum–Liouville-függvényre teljesül, hogy

A′(x)

A(x)
=
�0

x
+ �1(x) (x ∕= 0) (3.2)
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a 0 egy környezetében, ahol �0 > 0, �1 ∈ C∞(ℝ) páratlan függvény,
továbbá A szigorúan monoton növekvő, limx→∞A(x) = ∞ és A′/A nem-
negat́ıv szigorúan monoton csökkenő, akkor A-t Chébli–Trimèche-függvénynek
és a K = (ℝ0, ∗A) hipercsoportot Chébli–Trimèche-hipercsoportnak nevezzük.
Speciálisan, ha A(0) = 0, � > 0 és

A(x) = x� (x ∈ ℝ+),

akkor a K = (ℝ+, ∗A) hipercsoportot Bessel–Kingman-hipercsoportnak
nevezzük, ha pedig A(0) = 0, � > 0 és

A(x) = sh�x (x ∈ ℝ+),

akkor hiperbolikus hipercsoportnak.

3.1.2. Példa. Ha az A Sturm–Liouville-függvény kétszer folytonosan differen-
ciálható ℝ+-on és (3.2) teljesül rá az �0 = 0 és �1 ∈ C1(ℝ+) feltételekkel, akkor a
K = (ℝ0, ∗A) hipercsoportot Levitan-hipercsoportnak nevezzük. Speciális esetei
a ch hipercsoport:

A(x) = ch2x (x ∈ ℝ+)

és a négyzetes hipercsoport:

A(x) = (1 + x)2 (x ∈ ℝ+).

A következő két tétel a Sturm–Liouville-hipercsoportok exponenciális illetve
addit́ıv függvényeit adja meg.

3.1.3. Tétel. A K = (ℝ0, ∗A) Sturm–Liouville-hipercsoporton az m : ℝ0 → ℂ
függvény pontosan akkor exponenciális függvény, ha létezik olyan � komplex
szám, amelyre

m′′(x) +
A′(x)

A(x)
m′(x) = �m(x), m(0) = 1, m′(0) = 0 (3.3)

fennáll minden x ∈ ℝ+ esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Ha m : ℝ0 → ℂ megoldása a (3.3) kezdetiérték feladatnak,
akkor (x, y) 7→ m(x)m(y) megoldása a (3.1) peremérték feladatnak, hiszen

∂21(m(x)m(y)) +
A′(x)

A(x)
∂1(m(x)m(y)) =

(
m′′(x) +

A′(x)

A(x)
m′(x)

)
m(y) =

= �m(x)m(y) =

(
m′′(y) +

A′(y)

A(y)
m′(y)

)
m(x) =

= ∂22(m(x)m(y)) +
A′(y)

A(y)
∂2(m(x)m(y)),
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továbbá ∂1(m(x)m(y))∣x=0 = m′(0)m(y) = 0, hasonlóan ∂2(m(x)m(y))∣y=0 = 0
és m(x)m(0) = m(x), m(0)m(y) = m(y). Másrészt defińıció szerint

m(x ∗ y) = um(x, y) =

∫ ∞
0

m(t) d(�x ∗ �y)(t)

szintén megoldása (3.1)-nek, ı́gy szükségképpen megegyeznek, és m valóban ex-
ponenciális.

Megford́ıtva, tegyük fel, hogy m : ℝ0 → ℂ egy exponenciális függvény
K-n. Ekkor m kétszer folytonosan differenciálható, és um(x, y) = m(x)m(y)
megoldása a hipercsoportot definiáló peremérték feladatnak:(

m′′(x) +
A′(x)

A(x)
m′(x)

)
m(y) =

(
m′′(y) +

A′(y)

A(y)
m′(y)

)
m(x)

minden x, y ∈ ℝ+ esetén, ı́gy létezik olyan � komplex szám, amelyre

m′′(x) +
A′(x)

A(x)
m′(x) = �m(x) (x ∈ ℝ+).

Mivel a hipercsoport egységeleme a nulla, ı́gy m(0) = 1 és m′(0) = 0. □

A 3.1.3. Tétel alapján minden exponenciális függvény egy sajátfüggvénye a
hipercsoporthoz tartozó Sturm–Liouville-operátornak, és minden komplex szám
sajátérték. A komplex számok és az exponenciális függvények között tehát
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés léteśıthető, ı́gy a Φ : ℝ0×ℂ→ ℂ függvény
egy exponenciális sereg K-n, ahol x 7→ Φ(x, �) jelöli egy rögźıtett � komplex
szám esetén a (3.3) kezdeti érték feladat megoldását. Például � = 0 esetén az

m′′(x) +
A′(x)

A(x)
m′(x) = 0, m(0) = 1, m′(0) = 0

feladatnak m ≡ 1 az egyértelmű megoldása, tehát Φ(x, 0) = 1, ahol x ∈ ℝ0.

3.1.4. Példa. A 3.1.2. Példabeli négyzetes hipercsoport esetén az expo-
nenciálisok pontosan az

m(x) =
sin(�x) + � cos(�x)

�(1 + x)
(x ≥ 0)

alakú függvények, ahol � ∕= 0, és az azonosan 1 függvény.
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3.1.5. Tétel. A K = (ℝ0, ∗A) Sturm–Liouville-hipercsoporton az a : ℝ0 → ℂ
függvény pontosan akkor addit́ıv függvény, ha létezik olyan � komplex szám,
amelyre

a′′(x) +
A′(x)

A(x)
a′(x) = �, a(0) = 0, a′(0) = 0 (3.4)

teljesül minden x ∈ ℝ+ esetén.

B i z o n y ı́ t á s. Az álĺıtást az előző tétel bizonýıtásához hasonlóan lehet
igazolni. Először tegyük fel, hogy a : ℝ0 → ℂ kieléǵıti a (3.4) kezdeti érték
feladatot. Ekkor az (x, y) 7→ a(x) + a(y) függvény és az

a(x ∗ y) = ua(x, y) =

∫ ∞
0

a(t) d(�x ∗ �y)(t)

függvény egyaránt kieléǵıti a hipercsoportot definiáló peremérték feladatot, ı́gy
a két függvény megegyezik.

Megford́ıtva, ha a : ℝ0 → ℂ addit́ıv függvény, akkor az ua(x, y) = a(x)+a(y)
függvény megoldása (3.1)-nek, tehát

a′′(x) +
A′(x)

A(x)
a′(x) = a′′(y) +

A′(y)

A(y)
a′(y)

teljesül minden x, y ∈ ℝ+ esetén, és ı́gy létezik olyan � ∈ ℂ, amelyre

a′′(x) +
A′(x)

A(x)
a′(x) = � (x ∈ ℝ+),

továbbá a(0) = 0 és a′(0) = 0. □

Világos, hogy ha a� jelöli a � ∈ ℂ számhoz tartozó egyértelmű megoldását
(3.4)-nek, akkor a� = �a1, tehát valamennyi addit́ıv függvény konstansszorosa
egy rögźıtett nem azonosan nulla addit́ıv függvénynek. Az a1 függvényt az adott
Sturm–Liouville-hipercsoport generáló addit́ıv függvényének nevezzük.

A (3.4) kezdeti érték probléma megoldásai explicit módon megadhatóak
a lineáris differenciálegyenletek standard módszereinek seǵıtségével, de az
egyértelműség miatt akár közvetlenül is ellenőrizhetjük az alábbi tétel
helyességét.

3.1.6. Tétel. A K = (ℝ0, ∗A) Sturm–Liouville-hipercsoport generáló addit́ıv
függvénye:

a1(x) =

∫ x

0

∫ y

0

A(t)

A(y)
dt dy (x ∈ ℝ+). (3.5)
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3.1.7. Példa. A 3.1.1. Példabeli Bessel–Kingman-hipercsoportok esetén
A(x) = x�, ahol x ∈ ℝ+ és � egy pozit́ıv szám, ekkor

a1(x) =

∫ x

0

∫ y

0

t�

y�
dt dy =

x2

2(�+ 1)

és

a�(x) =
�x2

2(�+ 1)
(x ∈ ℝ+).

A négyzetes hipercsoport esetén, lásd 3.1.2. Példa, A(x) = (1 + x)2 és

a1(x) =

∫ x

0

∫ y

0

(1 + t)2

(1 + y)2
dt dy =

x3 + 3x2

6(x+ 1)
(x ∈ ℝ+).

3.2 Momentum függvények egyenlete

Ebben az alfejezetben megadjuk a Sturm–Liouville-hipercsoportok általáno-
śıtott momentum függvényeit, vagyis azokat a függvényeket, amelyek kieléǵıtik a
(2.10) egyenletet. Sturm–Liouville-hipercsoportok első és másodrendű momen-
tum függvényeire vonatkozó vizsgálatok vonatkozásában lásd [Gal97], [Voi90],
[Zeu92b], és n-ed rendű momentum függvény sorozatokkal kapcsolatban lásd
[ReV00].

3.2.1. Tétel. Legyen K = (ℝ0, ∗A) egy Sturm–Liouville-hipercsoport és N
egy pozit́ıv egész. A 'k : ℝ0 → ℂ, k = 0, 1, . . . , N függvények akkor és csak
akkor alkotnak egy általánośıtott N -ed rendű momentum függvény sorozatot, ha
léteznek olyan ck komplex számok k = 0, 1, . . . , N esetén, hogy

'′′0(x) +
A′(x)

A(x)
'′0(x) = c0'0(x), '0(0) = 1, '′0(0) = 0

és

'′′k(x) +
A′(x)

A(x)
'′k(x) =

k∑
j=0

(
k

j

)
cj'k−j(x), 'k(0) = 0, '′k(0) = 0

fennáll minden x ∈ ℝ+ és k = 1, 2, . . . , N esetén.
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B i z o n y ı́ t á s. Ha a 'k : ℝ0 → ℂ, k = 0, 1, . . . , N függvények eleget tesznek
a tételben szereplő feltételeknek, akkor '0 egy exponenciális függvény, és ı́gy
'0(x∗y) = '0(x)'0(y) teljesül minden nemnegat́ıv x és y esetén. Megmutatjuk,
hogy (2.10) teljesül minden k = 1, . . . N esetén, azaz a

ℎ(x, y) =
k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'k−j(y)

függvény megoldása a (3.1) parciális differenciálegyenletnek. Helyetteśıtés után

k∑
j=0

(
k

j

)
'′′j (x)'k−j(y) +

A′(x)

A(x)

k∑
j=0

(
k

j

)
'′j(x)'k−j(y) =

=

k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'′′k−j(y) +

A′(y)

A(y)

k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'′k−j(y),

adódik, ami egyenértékű azzal, hogy

k∑
j=0

(
k

j

)(
'′′j (x) +

A′(x)

A(x)
'′j(x)

)
'k−j(y) =

=

k∑
j=0

(
k

j

)(
'′′k−j(y) +

A′(y)

A(y)
'′k−j(y)

)
'j(x),

azaz

k∑
j=0

(
k

j

)( j∑
t=0

(
j

t

)
ct'j−t(x)

)
'k−j(y) =

=

k∑
j=0

(
k

j

)(k−j∑
s=0

(
k − j
s

)
cs'k−j−s(y)

)
'j(x).

Ez az egyenlőség pedig teljesül, mert az l = j + s választással a jobboldal az
alábbi formába ı́rható:

k∑
l=0

l∑
s=0

(
k

l − s

)(
k − (l − s)

s

)
cs'k−l(y)'l−s(x),
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ami valóban egyenlő a baloldallal. A peremérték feltételek szintén teljesülnek,
mivel

∂1ℎ(0, y) =

k∑
j=0

'′j(0)'k−j(y) = 0,

ℎ(0, y) =

k∑
j=0

'j(0)'k−j(y) = 'k(y),

és hasonlóan, ∂2ℎ(x, 0) = 0, ℎ(x, 0) = 'k(x). Ezek alapján ℎ az egyetlen
megoldása a peremérték feladatnak, ami azt jelenti, hogy ℎ(x, y) = '(x ∗ y).

A ford́ıtott álĺıtás igazolásához tegyük fel, hogy a 'k : ℝ0 → ℂ,
k = 0, 1, . . . , N függvények N -ed rendű általánośıtott momentum függvény
sorozatot alkotnak. Ekkor defińıció szerint '0 egy exponenciális függvény, ı́gy
a feltétel teljesül rá. Most alkalmazzunk teljes indukciót és tegyük fel, hogy az
álĺıtás teljesül a '0, '1, . . . , 'k függvényekre valamely k < N esetén. Tudjuk,
hogy

'k+1(x ∗ y) =

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
'j(x)'k+1−j(y)

teljesül, és a hipercsoport defińıciója szerint ebből következik, hogy

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
'′′j (x)'k+1−j(y) +

A′(x)

A(x)

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
'′j(x)'k+1−j(y) =

=

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
'j(x)'′′k+1−j(y) +

A′(y)

A(y)

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
'j(x)'′k+1−j(y) .
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Átrendezve a tagokat és használva az indukciós feltevést azt kapjuk, hogy

(
'′′k+1(x) +

A′(x)

A(x)
'′k+1(x)

)
'0(y)+

+

k∑
j=0

(
k + 1

j

)( j∑
t=0

(
j

t

)
ct'j−t(x)

)
'k+1−j(y) =

=

(
'′′k+1(y) +

A′(y)

A(y)
'′k+1(y)

)
'0(x)+

+

k+1∑
j=1

(
k + 1

j

)(k+1−j∑
t=0

(
k + 1− j

t

)
ct'k+1−j−t(y)

)
'j(x),

következésképpen

(
'′′k+1(x) +

A′(x)

A(x)
'′k+1(x)

)
'0(y) +

k∑
j=0

(
k + 1

j

)
cj'0(x)'k+1−j(y)+

+

k∑
j=1

(
k + 1

j

)(j−1∑
t=0

(
j

t

)
ct'j−t(x)

)
'k+1−j(y) =

=

(
'′′k+1(y) +

A′(y)

A(y)
'′k+1(y)

)
'0(x) +

k+1∑
j=1

(
k + 1

j

)
ck+1−j'0(y)'j(x)+

+

k∑
j=1

(
k + 1

j

)(k−j∑
t=0

(
k + 1− j

t

)
ct'k+1−j−t(y)

)
'j(x).
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Egyszerűen belátható, hogy az utolsó tagok a bal- és a jobboldalon megegyeznek:

k∑
j=1

(
k + 1

j

) ( j−1∑
t=0

(
j

t

)
ct'j−t(x)

)
'k+1−j(y) =

=
k−1∑
t=0

k−t∑
s=1

(
k + 1

s

)(
k + 1− s

t

)
ct'k+1−s−t(x)'s(y) =

=

k−1∑
t=0

k−t∑
s=1

(
k + 1

s+ t

)(
s+ t

t

)
ct's(y)'k+1−s−t(x) =

=

k∑
j=1

(
k + 1

j

)(k−j∑
t=0

(
k + 1− j

t

)
ct'k+1−j−t(y)

)
'j(x) .

Ez azt jelenti, hogy⎛⎝'′′k+1(x) +
A′(x)

A(x)
'′k+1(x)−

k+1∑
j=1

(
k + 1

j

)
ck+1−j'j(x)

⎞⎠'0(y) =

=

⎛⎝'′′k+1(y) +
A′(y)

A(y)
'′k+1(y)−

k∑
j=0

(
k + 1

j

)
cj'k+1−j(y)

⎞⎠'0(x)

fennáll minden pozit́ıv x és y esetén, tehát létezik olyan ck+1 komplex szám,
amelyre

'′′k+1(x) +
A′(x)

A(x)
'′k+1(x)−

k+1∑
j=1

(
k + 1

j

)
ck+1−j'j(x) = ck+1'0(x).

Következményként kapjuk azt is, hogy 'k+1(0) = 0, ami összevetve a

0 =

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
'j(x)'′k+1−j(0) = '0(x)'′k+1(0),

egyenlőséggel azt adja, hogy '′k+1(0) = 0, tehát a tétel (k + 1)-re is igaz. □

Ezután megadjuk a Sturm–Liouville-hipercsoportok általánośıtott momen-
tum függvényeinek zárt alakját.
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3.2.2. Tétel. Legyen K = (ℝ0, ∗A) egy Sturm–Liouville-hipercsoport és jelölje
Φ : ℝ0 × ℂ → ℂ a hozzá tartozó exponenciális sereget. A 'k : ℝ0 → ℂ,
k = 0, 1, . . . , N függvények pontosan akkor alkotnak egy N -ed rendű
általánośıtott momentum függvény sorozatot K-n, ha léteznek olyan c0, c1, . . . , cN
komplex számok, amelyekre

'k(x) = ∂kt Φ
(
x, f(t)

)∣∣
t=0

(x ∈ ℝ0)

és

f(t) =

N∑
j=0

cj
tj

j!
(t ∈ ℝ).

B i z o n y ı́ t á s. Tegyük fel, hogy a '0, '1, . . . , 'N függvények feĺırhatóak
a tételben megadott alakban, és legyen k ∈ {0, 1 . . . , N}. A (3.3) egyenletben
legyen � = f(t), majd a t-szerinti k-szoros differenciálás után azt kapjuk, hogy

∂2x∂
k
t Φ
(
x, f(t)

)
+
A′(x)

A(x)
∂x∂

k
t Φ
(
x, f(t)

)
=

k∑
j=0

(
k

j

)
f (j)(t)∂k−jt Φ

(
x, f(t)

)
.

A t = 0 helyetteśıtés után a 'k(x) = ∂kt Φ
(
x, f(t)

)∣∣
t=0

egyenlőségre az adódik,
hogy

'′′k(x) +
A′(x)

A(x)
'′k(x) =

k∑
j=0

(
k

j

)
cj 'k−j(x),

továbbá '0(0) = 1, '′0(0) = 0, és a k ∕= 0 esetben pedig 'k(0) = 0 és '′k(0) = 0.
Ez azt jelenti, hogy a 3.2.1. Tétel feltételei teljesülnek és '0, '1, . . . , 'N valóban
egy általánośıtott momentum sorozatot alkot.

Megford́ıtva, tegyük fel, hogy '0, '1, . . . , 'N egy általánośıtott momentum
sorozat, és használjunk ismét teljes indukciót. Az álĺıtás nyilván teljesül '0

esetén, és tegyük fel, hogy 'j(x) = ∂jtΦ
(
x, f(t)

)∣∣
t=0

fennáll j = 0, 1, . . . , k
esetén, ahol k ∈ {1, 2, . . . , N}. Ha

g(x) = 'k+1(x)− ∂k+1
t Φ

(
x, f(t)

)∣∣
t=0

(x ∈ ℝ+)

akkor a g′′(x) + A′(x)
A(x) g

′(x) kifejezés egyenlő azzal, hogy

'′′k+1(x) +
A′(x)

A(x)
'′k+1(x)− ∂2x∂k+1

t Φ(x, f(t))
∣∣
t=0
− A′(x)

A(x)
∂x∂

k+1
t Φ(x, f(t))

∣∣
t=0

,
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majd alkalmazva a 3.2.1. Tételt, azt kapjuk, hogy

c0'k+1(x) +

k+1∑
j=1

(
k + 1

j

)
cj∂

k+1−j
t Φ

(
x, f(t)

)∣∣
t=0

−
k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
cj∂

k+1−j
t Φ

(
x, f(t)

)
∣t=0 = c0g(x)

valamely c0, c1, . . . , ck+1 számok esetén. Innen

g′′(x) +
A′(x)

A(x)
g′(x) = c0g(x), g(0) = 0, g′(0) = 0,

tehát g(x) ≡ 0. □
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Összefoglaló

A disszertációban hipercsoportokon értelmezett függvényegyenletekkel
foglalkozunk. A struktúra jellegéből adódóan konvolúció t́ıpusú függvénye-
gyenletek értelmezésére van lehetőség, keressük többek között a momentum
függvények egyenletének, a Levi–Civita-egyenletnek és az állandó együtthatós
differenciaegyenleteknek a megoldásait speciális hipercsoportokon.

Az első fejezetben léırjuk a hipercsoportok defińıcióját, illetve a hozzájuk
kapcsolódó legfontosabb fogalmakat és tulajdonságokat. Legyen K egy lokálisan
kompakt Hausdorff-tér, és jelölje �x az x ∈ K pontbeli Dirac-mértéket vagy pont
mértéket. Azt mondjuk, hogy (K, ∗,∨ ) hipercsoport, ha teljesülnek az alábbi
axiómák:

H1 Azℳb(K) vektortéren adott egy ∗ bináris művelet (konvolúció), amellyel
(ℳb(K),+, ∗) algebra.

H2 Ha x, y ∈ K, akkor �x ∗ �y ∈ℳ1(K) és supp(�x ∗ �y) kompakt.

H3 Az (x, y) 7→ �x ∗ �y leképezés folytonos, ahol ℳ1(K) topológiája a Cc(K)
szerinti gyenge topológia.

H4 Az (x, y) 7→ supp(�x ∗ �y) leképezés folytonos, ahol K(K) topológiája a
Michael-topológia.

H5 Egyértelműen létezik egy olyan e ∈ K elem, amelyre �e ∗ �x = �x ∗ �e = �x
teljesül minden x ∈ K esetén.

H6 Létezik egy ∨ : K → K homeomorfizmus (involúció), amelyre minden
x ∈ K esetén fennáll, hogy (x∨)∨ = x, és valamely x, y ∈ K elemekre
e ∈ supp(�x ∗ �y) pontosan akkor teljesül, ha x = y∨.

H7 Bármely x, y ∈ K elemekre (�x ∗ �y)∨ = �y∨ ∗ �x∨ teljesül, ahol egy
tetszőleges � ∈ℳb(K) mérték esetén �∨ az alábbi módon definiált:∫

K

f(x) d�∨(x) =

∫
K

f(x∨) d�(x) (f ∈ Cc(K)).

Például, ha K egy lokálisan kompakt topologikus csoport, �x ∗ �y = �xy és
x∨ = x−1, akkor (K, ∗,∨ ) hipercsoport. Valóban, a csoportművelet asszociati-
vitása miatt H1 teljesül, a csoport egységeleme a hipercsoportnak is egységeleme
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és e ∈ supp(�x ∗ �y) = {xy} akkor és csak akkor teljesül, ha x = y−1, továbbá

(�x ∗ �y)∨ = �(xy)−1 = �y−1x−1 = �y∨ ∗ �x∨ .

A hipercsoportok tehát tekinthetők a lokálisan kompakt csoportok általánośıtás-
ának, ahol a korlátos mértékek konvolúciója hasonlóan működik mint a mértékek
Banach-algebrája csoportok esetén. A konvolúció operátor seǵıtségével hiper-
csoportokra is általánośıthatjuk a csoportok esetén természetes módon létező
transzláció fogalmát. Tekintsünk egy f ∈ C(K) függvényt, és legyen x, y ∈ K.
Ekkor az f függvény x-szel való bal- illetve jobb-eltoltja az y pontban

T xf(y) =

∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z), Txf(y) =

∫
K

f(z) d(�y ∗ �x)(z).

A csoportoknál használható f(xy) kifejezés analógiájaként bevezetjük a T el-
tolás operátorral, vagy transzláció operátorral kapcsolatban az

f(x ∗ y) = T xf(y) =

∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z)

jelölést, habár x ∗ y önmagában nem értelmezhető.

A második fejezet polinomiális hipercsoportokkal foglalkozik. Először az
egyváltozós polinomiális hipercsoportok rövid ismertetésére kerül sor: Legyenek
(�n)n∈ℕ, (�n)n∈ℕ és (
n)n∈ℕ olyan valós sorozatok, amelyekre fennállnak az
alábbi tulajdonságok:

�0 = �0 = 0, 
n > 0, �n ≥ 0, �n+1 > 0 és �n + �n + 
n = 1

minden n természetes szám esetén. Definiáljuk a (Pn)n∈ℕ polinom sorozatot
úgy, hogy P0(x) = 1, P1(x) = x és

xPn(x) = �nPn−1(x) + �nPn(x) + 
nPn+1(x)

minden n ≥ 1 egész és x valós szám esetén. Ekkor létezik olyan kompakt tartójú
� mérték, melyre nézve (Pn)n∈ℕ ortogonális polinom rendszer és léteznek olyan
c(n,m, k) konstansok (linearizációs együtthatók) minden n,m, k természetes
szám esetén, hogy

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k) = 1.
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Ha a linearizációs együtthatók nemnegat́ıvak, �∨n = �n és

�n ∗ �m =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)�k (n,m ∈ ℕ) ,

akkor K = (ℕ, ∗,∨ ) hipercsoport. Ismert, hogy egy (Pn)n∈ℕ polinom sorozat
által generált K = (ℕ, ∗) polinomiális hipercsoporton az∫

K

a(t) d(�x ∗ �y)(t) = a(x ∗ y) = a(x) + a(y) (x, y ∈ K)

függvényegyenletet teljeśıtő addit́ıv függvények a(n) = cP ′n(1), n ∈ ℕ alakúak
valamely c komplex szám esetén, illetve az∫

K

m(t) d(�x ∗ �y)(t) = m(x ∗ y) = m(x)m(y) (x, y ∈ ℕ) ,

egyenletet kieléǵıtő exponenciális függvények pontosan az m(n) = Pn(�), n ∈ ℕ
függvények valamely � komplex szám esetén.

Ezután megfogalmazzuk és bizonýıtjuk az általánośıtott N -ed rendű momen-
tum függvények egyenletének általános megoldására vonatkozó tételt (2.2.1. Té-
tel).

Tétel. Legyen K = (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált poli-
nomiális hipercsoport és � tetszőleges komplex szám. A '0, '1, ..., 'N : K → ℂ
függvények akkor és csak akkor alkotnak a '0(n) = Pn(�) exponenciális függvény
által generált általánośıtott N -ed rendű momentum sorozatot (ℕ, ∗)-on, azaz
akkor és csak akkor eléǵıtik ki a

'k(�x ∗ �y) =

k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'k−j(y) (x, y ∈ K)

egyenletet k = 0, 1, . . . , N esetén, ha

'k(n) = (Pn ∘ f)(k)(0)

fennáll mined n ∈ ℕ és k = 0, 1, . . . , N esetén, ahol

f(x) =

∞∑
j=0

cj
j!
xj (x ∈ ℂ),
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c0 = � és cj , j = 1, 2, ... tetszőleges komplex számok.

Megadjuk a szinusz és a koszinusz egyenlet megoldásait (2.3.1. Tétel,
2.3.2. Tétel), majd az ennél jóval általánosabb

f(x ∗ y) =

n∑
i=1

gi(x)ℎi(y) (x ∈ K)

Levi–Civita-egyenlet lineárisan független megoldásait. A bizonýıtások a
spektrálszintézisre épülnek, amelyet Székelyhidi László ültetett át polinomiális
hipercsoportokra ([Sze02]). Legyen K = (ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom sorozat
által generált polinomiális hipercsoport. Ekkor K-ra teljesül a spektrálszintézis
és a spektrálanaĺızis, továbbá ha V egy n-dimenziós eltolásinvariáns altere
a C(K) lineáris térnek, akkor léteznek olyan m1, . . . ,mk természetes számok
és �1, . . . , �k különböző komplex számok, hogy m1 + ⋅ ⋅ ⋅ + mk = n, és V -

nek egy bázisát adják az n 7→ P
(j)
n (�i), i = 1, . . . , k, j = 0, 1, . . . ,mi − 1

függvények. Mivel a spektrálszintézis nemcsak polinomiális hipercsoportok-
ra teljesül, hanem például Sturm–Liouville-hipercsoportokra is, ı́gy a tételt
általánosabban is megfogalmazhatjuk, ha annyit teszünk fel a hipercsoportról,
hogy C(K) véges dimenziós eltolásinvariáns altereit olyan lineárisan független
exponenciális monomok generálják, amelyek előállnak egy x 7→ Φ(x, �) egy-
paraméteres exponenciális függvénysereg tagjainak deriváltjaiként. Mivel az
f eltoltjai által generált �(f) n-dimenziós eltolásinvariáns altér tartalmazza a
gi és a ℎi függvényeket i = 1, . . . , n esetén, ı́gy léteznek �1, . . . , �k komplex
számok úgy, hogy a �(f) alteret generálják az x 7→ Φ(j)(x, �l) függvények
l = 1, 2, . . . , k és j = 0, 1, . . . , nl − 1 esetén, ahol n1 + n2 + ⋅ ⋅ ⋅ + nk = n.
Az ismeretlen függvényeket ı́gy komplex együtthatók seǵıtségével a következő
formába ı́rhatjuk:

f(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

FljΦ(j)(x, �l),

gi(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

GiljΦ(j)(x, �l), ℎi(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

Hi
ljΦ(j)(x, �l).

Jelölje G és H azokat az n × n t́ıpusú mátrixokat, amelyek a gi és
ℎi függvényekhez tartozó együtthatók alkotnak: ha t ∈ {1, . . . , n} és
t = n1 + ⋅ ⋅ ⋅+ nl−1 + (j + 1), akkor

Git = Gilj , Hit = Hi
lj .
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Eredményünk a következő (2.4.1. Tétel).

Tétel. Az f, gi, ℎi : K → ℂ függvények akkor és csak akkor eléǵıtik ki a
Levi–Civita-egyenletet, ha

H⊤ ⋅G = F,

ahol

F =

⎛⎜⎜⎝
B1 . . . . . . . . .
. . . B2 . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . Bk

⎞⎟⎟⎠ ,

a Bl blokkmátrixok l = 1, . . . , k esetén az alábbi nl × nl t́ıpusú mátrixok:

Blts =

{(
(t−1)+(s−1)

s−1
)
Fl(t−1)

, ha (t− 1) + (s− 1) < nl

0, ha (t− 1) + (s− 1) ≥ nl

és F minden más eleme zérus.

A tétel alkalmazását két példán keresztül szemléltetjük (2.4.2. Példa,
2.4.3. Példa), majd rátérünk az állandó együtthatós lineáris differenciaegyen-
letek vizsgálatára. A differenciaegyenletek elméletében egy függvény n-nel való
eltoltja és az n-szer való eltolása 1-gyel ugyanazt az eredményt adja minden n
természetes szám esetén. Hipercsoportoknál azonban két lehetőség adódik dif-
ferenciaegyenletek definiálására ezen két különböző értelmezés alapján. Legyen
(ℕ, ∗) a (Pn)n∈ℕ polinom rendszer által generált hipercsoport és vezessük be a
T f(n) = T1f(n) = f(n ∗ 1) jelölést minden f : ℕ→ ℂ és n ∈ ℕ esetén, továbbá
legyen T 0f = f és T Nf = T (T N−1f) minden N > 1 egész számra. Tekintsük
a Q komplex együtthatós polinomhoz tartozó N -ed rendű konstans együtthatós
homogén lineáris differenciaegyenletet:

Q(T )f = aNT Nf(n) + aN−1T N−1f(n) + ...+ a0f(n) = 0,

ahol N egy pozit́ıv egész, a0, . . . , aN komplex számok és aN ∕= 0. Az egyen-
let megoldástere a Q(T ) lineáris operátor nulltere, egy altér ℂℕ-ben, és el-
tolásinvariáns abban az értelemben, hogy ha f egy megoldás, akkor T f szintén
az. A következő tétel megadja az egyenlet összes megoldását (2.5.3. Tétel).

Tétel. Legyen Q egy N ≥ 1 fokú komplex polinom, melynek gyökei a
�1, �2, . . . , �k különböző komplex számok, �j multiplicitása lj j = 1, 2, . . . , k
esetén és l1 + ⋅ ⋅ ⋅ + lk = N . Ekkor az f : ℕ → ℂ függvény pontosan akkor
megoldása a Q(T )f = 0 egyenletnek, ha előáll az

n 7→ P (i)
n (�j) j = 1, 2, . . . , k; i = 0, 1, . . . , lj − 1
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függvények lineáris kombinációjaként.

A másik értelmezési lehetőség szerint tekinthetjük az alábbi differenciaegyen-
letet:

aNTNf(n) + aN−1TN−1f(n) + ⋅ ⋅ ⋅+ a0f(n) = 0,

ahol f : ℕ→ ℂ ismeretlen függvény, N egy pozit́ıv egész és aN , . . . , a0 komplex
számok. Az alábbi tétel megmutatja, hogy a megoldásteret hasonló függvények
generálják, mint az előző egyenlet esetén, de itt a hipercsoportot generáló poli-
nomoktól is függeni fog a karakterisztikus polinom (2.5.4. Tétel).

Tétel. Az f : ℕ→ ℂ függvény akkor és csak akkor megoldása az egyenlet-
nek, ha előáll az

n 7→ P (i)
n (�j) j = 1, 2, . . . , k; i = 0, 1, . . . , lj − 1

függvények lineáris kombinációjaként, ahol �1, �2, . . . , �k különböző komplex
gyökei a

� 7→ aNPN (�) + aN−1PN−1(�) + ⋅ ⋅ ⋅+ a1P1(�) + a0

egyenletnek, és �j multiplicitása lj minden j = 1, 2, . . . , k esetén.

Több konkrét példát is nézünk a tételek alkalmazásaként, köztük szerepel
a monom egyenlet is (2.5.5. Példa, 2.5.6. Példa, 2.5.7. Példa). A fejezet utolsó
részei a többváltozós polinomiális hipercsoportokra vonatkoznak. Legyen K egy
megszámlálható halmaz a diszkrét topológiával ellátva, d egy pozit́ıv egész és
tekintsük a d-változós komplex polinomok (Qx)x∈K halmazát. Vezessük be az
alábbi jelölést minden n ∈ ℕ esetén:

Kn = {x ∈ K∣degQx ≤ n},

tehát Kn azon K-beli x elemek halmaza, amelyekre Qx legfeljebb n-edfokú.
Tegyük fel, hogy {Qx ∣x ∈ Kn} egy bázisa a legfeljebb n-edfokú d-változós
komplex polinomok terének. Ekkor minden x, y ∈ K esetén a QxQy szorzat
egyértelműen feĺırható a

QxQy =
∑
w∈K

c(x, y, w)Qw

alakban, ahol c(x, y, w) komplex számok. Egy (K, ∗) hipercsoportot akkor
nevezünk d-változós polinomiális hipercsoportnak, ha létezik d-változós poli-
nomoknak olyan (Qx)x∈K halmaza, amelyre teljesül az előbbi tulajdonság, és a
konvolúció K-n az alábbi módon definiált:

�x ∗ �y({w}) = c(x, y, w) (x, y, w ∈ K).
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Megjegyezzük, hogy egy d-változós polinomiális hipercsoporton az expo-
nenciális függvények m(x) = Qx(�) és az addit́ıv függvények pedig a(x) =∑d
i=1 ci∂iQx(�0) alakúak, ahol �, c1, . . . , cd tetszőleges komplex számok és �0 a

hipercsoport normalizáló pontja: Qx(�0) = 1, x ∈ K. Az egyváltozós eset mo-
mentum függvényekre vonatkozó eredményét általánośıtjuk többváltozós poli-
nomiális hipercsoportokra (2.7.1. Tétel):

Tétel. Legyen (K, ∗) a (Qx)x∈K polinomok által generált d-változós poli-
nomiális hipercsoport. A '0, '1, ..., 'N : K → ℂ függvények akkor és csak akkor
alkotnak egy általánośıtott N -ed rendű momentum függvény sorozatot K-n, ha

'k(x) = (Qx ∘ f)(k)(0)

fennáll minden n ∈ ℕ és k = 0, 1, . . . , N esetén, ahol f = (f1, . . . , fd) : ℝ→ ℂd
és fi legfeljebb N -ed fokú polinom i = 1, . . . , d esetén.

A harmadik fejezet fő eredménye is momentum függvényekre vonatkozik, de
ezúttal Sturm–Liouville-hipercsoportokon keressük a megoldásokat. A Sturm–
Lioville-hipercsoportok nevüket a definiálásukhoz használt Sturm–Lioville-
operátorról kapták, illetve onnan, hogy az ilyen hipercsoportok exponenciális
függvényei egy Sturm–Liouville-féle peremérték probléma megoldásai. Egy
A : ℝ0 → ℝ folytonos függvényt Sturm–Liouville-függvénynek nevezünk, ha
a pozit́ıv valós számok ℝ+ halmazán pozit́ıv és folytonosan differenciálható. Az
A függvényhez tartozó LA Sturm–Liouville-operátor

LAf = −f ′′ − A′

A
f ′,

ahol f : ℝ+ → ℝ kétszer folytonosan differenciálható függvény. Ezek után
bevezetjük az l differenciáloperátort a C2(ℝ+ × ℝ+) téren az alábbi módon:

l[u](x, y) = (LA)xu(x, y)− (LA)yu(x, y) =

= −∂21u(x, y)− A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) + ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y).

A K = (ℝ0, ∗) hipercsoportot Sturm–Liouville-hipercsoportnak nevezzük, ha
létezik egy A Sturm–Liouville-függvény, amelyre teljesül, hogy minden olyan f
függvény esetén, amely egy páros nemnegat́ıv C∞(ℝ)-beli függvény megszoŕıtása
ℝ0-ra, az uf : ℝ2

0 → ℝ,

uf (x, y) =

∫
ℝ0

f d(�x ∗ �y) = f(x ∗ y)
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függvény kétszer folytonosan differenciálható és kieléǵıti az alábbi parciális dif-
ferenciálegyenletet:

l[uf ] = 0, ∂2uf (x, 0) = 0 (x ∈ ℝ+).

Ez egyenértékű azzal, hogy uf egyértelmű megoldása az

∂21u(x, y) +
A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) = ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y),

∂1u(0, y) = 0, ∂2u(x, 0) = 0, u(x, 0) = f(x), u(0, y) = f(y)

peremérték feladatnak, ahol x, y ∈ ℝ+. Egy Sturm–Liouville-hipercsoporton az
m : ℝ0 → ℂ függvény pontosan akkor exponenciális függvény, ha

m′′(x) +
A′(x)

A(x)
m′(x) = �m(x), m(0) = 1, m′(0) = 0,

és az a : ℝ0 → ℂ függvény pontosan akkor addit́ıv függvény, ha

a′′(x) +
A′(x)

A(x)
a′(x) = �, a(0) = 0, a′(0) = 0

teljesül valamely � komplex szám és minden x ∈ ℝ+ esetén. Mivel minden
exponenciális függvény egy sajátfüggvénye a hipercsoporthoz tartozó Sturm–
Liouville-operátornak, és minden komplex szám sajátérték, ı́gy a komplex
számok és az exponenciális függvények között kölcsönösen egyértelmű megfelel-
tetés léteśıthető, és létezik egy Φ : ℝ0 ×ℂ→ ℂ exponenciális sereg K-n. Végül
kimondjuk és bizonýıtjuk a Sturm–Liouville-hipercsoportok általánośıtott mo-
mentum függvényeit megadó tételt (3.2.2. Tétel).

Tétel. Legyen K = (ℝ0, ∗A) egy Sturm–Liouville-hipercsoport és jelölje
Φ : ℝ0 × ℂ → ℂ a hozzá tartozó exponenciális sereget. A 'k : ℝ0 → ℂ,
k = 0, 1, . . . , N függvények pontosan akkor alkotnak egy N -ed rendű
általánośıtott momentum függvény sorozatot K-n, ha léteznek olyan c0, c1, . . . , cN
komplex számok, amelyekre

'k(x) = ∂kt Φ
(
x, f(t)

)∣∣
t=0

(x ∈ ℝ0)

és

f(t) =

N∑
j=0

cj
tj

j!
(t ∈ ℝ).
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Summary

This PhD dissertation deals with functional equations on hypergroups. Due
to the character of the structure we have the opportunity to investigate func-
tional equations of convolution type, we look, among other things, for the solu-
tions of the equation of moment functions, the Levi-Civita equation and differ-
ence equations with constant coefficients on special hypergroups.

In the first chapter the definition of hypergroups and the most important
related concepts and properties are given. Let K be a locally compact Hausdorff
space and let us denote with �x the Dirac measure or point measure at x ∈ K.
We said that (K, ∗,∨ ) is a hypergroup if the following axioms are satisfied:

H1 There is a binary operation ∗ (convolution) on the vector space ℳb(K),
such that (ℳb(K),+, ∗) is an algebra.

H2 For all x, y ∈ K, �x ∗ �y ∈ℳ1(K) and supp(�x ∗ �y) is compact.

H3 The mapping (x, y) 7→ �x ∗ �y is continuous, where ℳ1(K) has the weak
topology with respect to Cc(K).

H4 The mapping (x, y) 7→ supp(�x∗�y) is continuous, where K(K) is equipped
with the Michael topology.

H5 There exists a unique element e ∈ K such that �e ∗ �x = �x ∗ �e = �x for
all x ∈ K.

H6 There exists a ∨ : K → K homeomorphism (involution), such that
(x∨)∨ = x for all x ∈ K and for any x, y ∈ K, e ∈ supp(�x ∗ �y) if
and only if x = y∨.

H7 For x, y ∈ K, (�x ∗ �y)∨ = �y∨ ∗ �x∨ holds, where �∨ is defined by∫
K

f(x) d�∨(x) =

∫
K

f(x∨) d�(x) (f ∈ Cc(K)).

For example, if K is a locally compact topological group, �x ∗ �y = �xy and
x∨ = x−1, then (K, ∗,∨ ) is a hypergroup. Indeed, H1 holds by the associativity
of the group operation, the identity element of the group is also the identity
element of the hypergroup, e ∈ supp(�x ∗ �y) = {xy} if and only if x = y−1 and

(�x ∗ �y)∨ = �(xy)−1 = �y−1x−1 = �y∨ ∗ �x∨ .
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Thus hypergroups can be considered as generalizations of the locally compact
groups where the measures convolve in a similar way to that in the Banach
algebra of measures of a group. The notion of translation, which exists in a
natural way in the case of groups, can be generalized for hypergroups by the
help of the convolution operation. Let us consider a function f ∈ C(K) and let
x, y ∈ K. The left, respectively the right translate of f by x at y are

T xf(y) =

∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z), Txf(y) =

∫
K

f(z) d(�y ∗ �x)(z).

As the analogous of the term f(xy) we introduce for the translation operator T
the following notation

f(x ∗ y) = T xf(y) =

∫
K

f(z) d(�x ∗ �y)(z),

however x ∗ y has no meaning on its own.

The second chapter deals with polynomial hypergroups. First we review
briefly the polynomial hypergroups with one variable: Let (�n)n∈ℕ, (�n)n∈ℕ and
(
n)n∈ℕ be real sequences such that

�0 = �0 = 0, 
n > 0, �n ≥ 0, �n+1 > 0 and �n + �n + 
n = 1

hold for all n ∈ ℕ. We define the polynomial sequence (Pn)n∈ℕ by P0(x) = 1,
P1(x) = x and

xPn(x) = �nPn−1(x) + �nPn(x) + 
nPn+1(x) (n > 1), (x ∈ ℝ).

In this case there exists a compactly supported measure � for which (Pn)n∈ℕ
forms an orthogonal polynomial system and there exist constants c(n,m, k) for
all n,m, k natural numbers such that

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k) = 1.

If these linearization coefficients are nonnegative, �∨n = �n and

�n ∗ �m =

n+m∑
k=∣n−m∣

c(n,m, k)�k (n,m ∈ ℕ) ,
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thenK = (ℕ, ∗,∨ ) is a hypergroup. It is known that on a polynomial hypergroup
generated by the (Pn)n∈ℕ polynomials the solutions of the functional equation∫

K

a(t) d(�x ∗ �y)(t) = a(x ∗ y) = a(x) + a(y) (x, y ∈ K),

namely the additive functions have the form a(n) = cP ′n(1), n ∈ ℕ with some
complex number c and the exponential functions satisfying∫

K

m(t) d(�x ∗ �y)(t) = m(x ∗ y) = m(x)m(y) (x, y ∈ ℕ)

are exactly the functions of the form m(n) = Pn(�), n ∈ ℕ with some complex
number �.

After this we formulate and prove the theorem on the solutions of the gen-
eralized moment functions of order N (2.2.1. Tétel).

Theorem. Let K = (ℕ, ∗) be the polynomial hypergroup associated with the
sequence of polynomials (Pn)n∈ℕ. The functions '0, '1, ..., 'N : K → ℂ form a
generalized moment sequence of order N on K, that is the equation

'k(�x ∗ �y) =

k∑
j=0

(
k

j

)
'j(x)'k−j(y) (x, y ∈ K)

holds for k = 0, 1, . . . , N if and only if

'k(n) = (Pn ∘ f)(k)(0)

for all n ∈ ℕ and k = 0, 1, . . . , N, where

f(x) =

∞∑
j=0

cj
j!
xj (x ∈ ℂ),

and cj , j = 0, 1, ... are arbitrary complex numbers.

The solutions of the sine and the cosine equation are given (2.3.1. Tétel,
2.3.2. Tétel), as the linearly independent solutions of the much more general
Levi–Civita equation

f(x ∗ y) =

n∑
i=1

gi(x)ℎi(y) (x ∈ K).
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The proofs are based on spectral synthesis, which was adopted into polyno-
mial hypergroups by László Székelyhidi ([Sze02]). Let K = (ℕ, ∗) be the poly-
nomial hypergroup associated with the sequence of polynomials (Pn)n∈ℕ. In
this case spectral synthesis and spectral analysis hold for K, and additionally,
if V is an n dimensional translation invariant subspace of C(K), then there
exist natural numbers m1, . . . ,mk and different complex numbers �1, . . . , �k
such that m1 + ⋅ ⋅ ⋅ + mk = n and the functions n 7→ P

(j)
n (�i), i = 1, . . . , k,

j = 0, 1, . . . ,mi − 1 form a basis of V . Since spectral synthesis holds not only
on polynomial hypergroups but also for example on Sturm–Liouville hyper-
groups, we can formulate our theorem more generally, if only the fact is supposed
that the finite dimensional translation invariant subspaces of C(K) are gener-
ated by linearly independent exponential monomials which can be given as the
derivatives of the members of a one-parameter exponential family x 7→ Φ(x, �).
Since the n dimensional translation invariant subspace �(f) generated by all
the translates of f contains the functions gi and ℎi, i = 1, . . . , n, so there ex-
ist complex numbers �1, . . . , �k such that the subspace �(f) is generated by
the functions x 7→ Φ(j)(x, �l), l = 1, 2, . . . , k and j = 0, 1, . . . , nl − 1, where
n1 + n2 + ⋅ ⋅ ⋅+ nk = n. Thus the unknown functions can be written with some
complex coefficients in the following forms:

f(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

FljΦ(j)(x, �l),

gi(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

GiljΦ(j)(x, �l), ℎi(x) =

k∑
l=1

nl−1∑
j=0

Hi
ljΦ(j)(x, �l).

Let us denote by G and H the n×n type matrices which contain the coefficients
of the functions gi and ℎi: if t ∈ {1, . . . , n} and t = n1 + ⋅ ⋅ ⋅ + nl−1 + (j + 1)
then

Git = Gilj , Hit = Hi
lj .

Our result is the following (2.4.1. Tétel).

Theorem. The functions f, gi, ℎi : K → ℂ satisfy the Levi–Civita equation
if and only if

H⊤ ⋅G = F,
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where

F =

⎛⎜⎜⎝
B1 . . . . . . . . .
. . . B2 . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . Bk

⎞⎟⎟⎠ ,

the block matrices Bl, l = 1, . . . , k are the type of nl × nl with

Blts =

{(
(t−1)+(s−1)

s−1
)
Fl(t−1)

, ha (t− 1) + (s− 1) < nl

0, ha (t− 1) + (s− 1) ≥ nl

and all the other elements of F are zero.

We demonstrate the application of the theorem through two examples
(2.4.2. Példa, 2.4.3. Példa), then we start the investigation of the linear difference
equations with constant coefficients. In the classical theory of difference equa-
tions the translate of a function by n and the translation of the function n-times
by 1 give the same result for all n in ℕ. But in case of hypergroups there are two
different ways for defining difference equations on the basis of these two interpre-
tations. Let K = (ℕ, ∗) be the polynomial hypergroup associated with the poly-
nomials (Pn)n∈ℕ and let us introduce the notation T f(n) = T1f(n) = f(n ∗ 1)
for all f : ℕ → ℂ and n ∈ ℕ, moreover T 0f = f and T Nf = T (T N−1f) for
each integer N > 1. Let us consider the homogeneous linear difference equation
of order N on the hypergroup K with constant coefficients associated to the
complex polynomial Q :

Q(T )f = aNT Nf(n) + aN−1T N−1f(n) + ...+ a0f(n) = 0,

where N is a positive integer, a0, . . . , aN are complex numbers and aN ∕= 0. The
solution space of the equation is the kernel of the linear operator Q(T ), hence it
is a linear subspace of the function space ℂℕ. This solution space is translation
invariant in the sense that if f is a solution, then T f is a solution, too. The
following theorem gives us all the solutions of the equation (2.5.3. Tétel).

Theorem. Let Q be a complex polynomial of degree N ≥ 1 with all different
complex zeros �1, �2, . . . , �k, where the multiplicity of �j is lj , j = 1, 2, . . . , k.
Then the function f : ℕ → ℂ is a solution of the equation Q(T )f = 0 if and

only if it is a linear combination of functions of the form n 7→ P
(i)
n (�j) with

j = 1, 2, . . . , k and i = 0, 1, . . . , lj − 1.

On the other hand we can consider the difference equation

aNTNf(n) + aN−1TN−1f(n) + ⋅ ⋅ ⋅+ a0f(n) = 0,
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where f : ℕ→ ℂ is the unknown function, N is a positive integer and aN , . . . , a0
are complex numbers. The next theorem shows that the solution space is gener-
ated by functions similar to the previous case, but the characteristic polynomial
is different: it depends on the basic generating polynomials of the hypergroup
(2.5.4. Tétel).

Theorem. The function f : ℕ → ℂ is a solution of the above equation if

and only if it is the linear combination of functions of the form n 7→ P
(i)
n (�j)

with j = 1, 2, . . . , k and i = 0, 1, . . . , lj − 1, where �1, �2, . . . , �k are different
complex zeros of the polynomial

� 7→ aNPN (�) + aN−1PN−1(�) + ⋅ ⋅ ⋅+ a1P1(�) + a0

and the multiplicity of �j is lj , j = 1, 2, . . . , k.

We give some examples as applications of these theorems, including the
monomial equation (2.5.5. Példa, 2.5.6. Példa, 2.5.7. Példa). The remaining
parts of the chapter refer to polynomial hypergroups in several variables. Let K
be a countable set equipped with the discrete topology and let d be a positive
integer, and let us consider a set (Qx)x∈K of polynomials in d complex variables.
For any nonnegative integer n let the symbol Kn denote the set of all elements
x in K for which the degree of Qx is not greater than n, and suppose that the
polynomials Qx with x in Kn form a basis for all polynomials of degree not
greater than n. In this case for every x, y in K the product QxQy admits a
unique representation

QxQy =
∑
w∈K

c(x, y, w)Qw

with some complex numbers c(x, y, w). A hypergroup (K, ∗) is called a polyno-
mial hypergroup in d variables or d-dimensional polynomial hypergroup if there
exists a family of polynomials (Qx)x∈K in d complex variables satisfying the
condition above and such that the convolution in K is defined by

�x ∗ �y({w}) = c(x, y, w), (x, y, w ∈ K).

We remark that on a polynomial hypergroup in d variables the exponential
functions have the form m(x) = Qx(�) and the additive functions have the form

a(x) =
∑d
i=1 ci∂iQx(�0), where �, c1, . . . , cd are arbitrary complex numbers

and �0 is the normalizing point of the hypergroup: Qx(�0) = 1, x ∈ K. We
generalize our result concerning the one dimensional case to the case of several
variables (2.7.1. Tétel):
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Theorem. Let K be a polynomial hypergroup of dimension d generated by
the family of polynomials (Qx)x∈K . The functions '0, '1, ..., 'N : K → ℂ form
a generalized moment sequence of order N on K if and only if

'k(x) = (Qx ∘ f)(k)(0)

holds for all n in ℕ and for k = 0, 1, . . . , N , where f = (f1, . . . , fd) : ℝ → ℂd
such that fi is a polynomial of degree at most N for i = 1, . . . , d.

The main result of the third chapter also relates to the equation of moment
functions, but this time we look for the solutions on Sturm–Liouville hyper-
groups. The name of Sturm–Liouville hypergroups was given by the Sturm–
Liouville operator, which is used in their definition, moreover, the exponentials
of these hypergroups are the solutions of a Sturm–Liouville boundary value
problem. The continuous function A : ℝ0 → ℝ is called a Sturm–Liouville func-
tion, if it is positive and continuously differentiable on the positive reals. For a
given Sturm–Liouville function A we define the Sturm–Liouville operator LA by

LAf = −f ′′ − A′

A
f ′,

where f : ℝ+ → ℝ is a twice continuously differentiable function. Using LA we
introduce the differential operator l on the space C2(ℝ+ × ℝ+) by

l[u](x, y) = (LA)xu(x, y)− (LA)yu(x, y) =

= −∂21u(x, y)− A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) + ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y).

A hypergroup K = (ℝ0, ∗) is called a Sturm–Liouville hypergroup if there ex-
ists a Sturm–Liouville function A such that given any function f which is the
restriction for ℝ0 of an even nonnegative function from C∞(ℝ), the function
uf : ℝ2

0 → ℝ defined by

uf (x, y) =

∫
ℝ0

f d(�x ∗ �y) = f(x ∗ y)

is twice continuously differentiable and satisfies the partial differential equation

l[uf ] = 0, ∂2uf (x, 0) = 0 (x ∈ ℝ+).

This is equivalent to the fact that uf is the unique solution of the boundary
value problem

∂21u(x, y) +
A′(x)

A(x)
∂1u(x, y) = ∂22u(x, y) +

A′(y)

A(y)
∂2u(x, y),
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∂1u(0, y) = 0, ∂2u(x, 0) = 0, u(x, 0) = f(x), u(0, y) = f(y),

where x, y ∈ ℝ+. On a Sturm–Liouville hypergroup the function m : ℝ0 → ℂ is
an exponential if and only if

m′′(x) +
A′(x)

A(x)
m′(x) = �m(x), m(0) = 1, m′(0) = 0

and the function a : ℝ0 → ℂ is additive if and only if

a′′(x) +
A′(x)

A(x)
a′(x) = �, a(0) = 0, a′(0) = 0

holds for some complex number � and for all x ∈ ℝ+. Since all the exponential
functions are eigenfunctions of the related Sturm–Liouville operator and all
the complex numbers are eigenvalues so there is a one-to-one correspondence
between the complex numbers and the exponential functions, and there exists
an exponential family Φ : ℝ0×ℂ→ ℂ on K. Finally, we formulate and prove the
theorem which gives us the generalized moment functions on Sturm–Liouville
hypergroups (3.2.2. Tétel).

Theorem. Let K = (ℝ0, ∗A) be the Sturm–Liouville hypergroup correspond-
ing to the Sturm–Liouville function A with the exponential family Φ : ℝ0×ℂ→
ℂ. The functions 'k : ℝ0 → ℂ, k = 0, 1, . . . , N form a sequence of general-
ized moment functions of order N on the hypergroup K if and only if there are
complex numbers c0, c1, . . . , cN such that

'k(x) = ∂kt Φ
(
x, f(t)

)∣∣
t=0

(x ∈ ℝ0)

and

f(t) =

N∑
j=0

cj
tj

j!
(t ∈ ℝ).
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abéliens, C. R. Acad. Sci. Paris, 201 (1935), 636–638.
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