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BEVEZETES

A fiiggvényegyenletek témakore napjaink egyik olyan kutatdsi iranyzata,
amelyben szamos matematikus végez vizsgdlatokat. Az els§ nagyszabasu
munkédt Aczél Jdnos 1961-ben megjelent konyvében (lasd [Acz61], [Acz66))
talalhatjuk, mely az addig elért legfontosabb eredmények attekintése. Szintén
jelent8s, Osszefoglalé mii Marek Kuczma munkédja (ldsd [Kuc85]), melybdl
atfogd képet kaphatunk arrél, hogy a Cauchy-féle alapegyenletbdl kiinduld
vizsgalatoknak milyen sokféle irdanya lehet, és hogy ezek a kutatdsok milyen
messzire vezethetnek. 1991-ben jelent meg Székelyhidi Laszlé monogrifidja a
topologikus Abel-csoportokon értelmezett konvolicié-tipusu fiiggvényegyenle-
tekr6l ([Sze91]). Mivel a hipercsoportok ezen struktirdk altaldnositésai, {gy
ebben a konyvben sok olyan problémakor targyalasara sor keriil, melyekhez ha-
sonléakkal a disszertacio is foglalkozik.

A hipercsoportok olyan lokdlisan kompakt terek, amelyeken a korlatos
Radon-mértékek Banach-algebrat alkotnak a mértékek kozti konvolicidval,
azonban a hipercsoportok elemei kozott semmilyen hagyoményos értelemben
vett miivelet nincsen értelmezve. Az altalanos elmélet kidolgozasara az 1970-
es években keriilt sor (ldsd [Dun73], [Jew75], [SpeT5]), a témaban végzett ku-
tatasok céljai tobbek kozott a harmonikus analizis, a valdsziniségelmélet és
a reprezentaciéelmélet eszkozeinek és eredményeinek kiterjesztése hipercsopor-
tokra.

Hipercsoportok esetén is meghatarozo jelentosége van a fiiggvényegyenletek
vizsgalatdnak. Alapvet6 kérdés példaul, hogy melyek azok a fliggvények,
amelyek kielégitik a Cauchy-féle exponencidlis fiiggvényegyenletet, hiszen ezek
koziil keriilnek ki a hipercsoport karakterei. Az értekezés célja a mar ismert
eredmények altalanositsa, illetve tovabbi fontos fliggvényegyenletek megoldasa
specialis hipercsoportok esetén. A valdszintiségelméletben jatszott szerepiik mi-
att nagy hangsilyt kapnak a momentum fliggvényeket leiré egyenletek. A dol-
gozat az elmilt évek sordn részben Székelyhidi Laszl6val kozosen, részben pedig
egyediil folytatott kutatdsaim eredményeit tartalmazza.

A disszertdcié harom részbdl all, az elsé fejezetben rogzitjik a jeloléseket,
leirjuk a hipercsoportok definicidjat és a veliik kapcsolatos alapvet6 fogalmakat,
majd roviden ismertetiink néhany egyszerti konkrét példat hipercsoportokra.

A maésodik fejezet a diszkrét polinomidlis hipercsoportokkal foglalkozik.
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Az els6 alfejezet tartalmazza az egyvaltozds polinomidlis hipercsoportok
definiciéjat, a mar ismert eredmények koziil azoknak az attekintését, amelyeket
a késébbiekben felhaszndlunk és két konkrét példa leirasat. A 2.2, 2.3, 2.4 és a
2.5 alfejezetek az egyvaltozés polinomialis hipercsoportokkal kapcsolatos sajat
eredményeket tartalmazzak. A 2.2 alfejezet alapjat a Székelyhidi Laszloval
kozosen {rt [OrS05] cikk alkotja. Megadjuk benne, hogy pontosan melyek az
altalanositott momentum fiiggvények, tovabbd sziikséges és elégséges feltételt
adunk arra, hogy egy masodrendii momentum fiiggvény sorozat segitségével
altaldnositott varhaté értéket és varianciat lehessen definidlni. A 2.3 alfe-
jezet a szinusz és a koszinusz egyenlet megoldasait leiré tételeket és bi-
zonyitasaikat tartalmazza, az itt alkalmazott moddszer a spektralszintézisen
alapszik, majd a kovetkezO alfejezetben megmutatjuk, hogy ez a moddszer
sokkal &ltalanosabb koérillmények kozott is hasznalhats. Megadjuk a Levi-
Civita-egyenlet megoldasait olyan hipercsoportokon, amelyek rendelkeznek egy
megfelel6 exponencidlis sereggel, és két polinomidlis hipercsoporton értelmezett
fliggvényegyenlet példajan keresztiil szemléltetjiik a tétel alkalmazhatésagat. A
Levi—Civita-egyenlettel kapcsolatos eredmények még nem publikaltak, de a szi-
nusz és koszinusz egyenletre vonatkozéak megtaldlhatéak az [Oro06] cikkben.
A 2.5 alfejezetben ramutatunk, hogy polinomiélis hipercsoportok esetén kétféle
modon is lehet konstans egytitthatds linearis differenciaegyenleteket értelmezni,
és hogy ezek valdjaban nemkonstans egyiitthatds egyenleteknek felelnek meg.
Mindkét lehetséges értelmezés esetén megadjuk a homogén differenciaegyenletek
altalanos megolddsat, és néhany konkrét példa esetén alkalmazzuk is a vonatkozo
tételeket. Ezek az eredmények megtaldlhatéak az [Oro06b] cikkben. A 2.6 alfe-
jezetben a tobbvaltozos polinomidlis hipercsoportok ismertetésére keriil sor, és
2.7 tartalmazza Székelyhidi Lészléval kozos eredményiinket az altalanositott
momentum fiiggvények karakterizaciéjardl tobbvaltozos polinomidlis hipercso-
portok esetén (ldsd [OrS04]).

A harmadik fejezetben Sturm—Liouville-hipercsoportokkal kapcsolatos ered-
mények szerepelnek. Két részbol all, az els6ben a Sturm-Liouville-hipercso-
portok definiciéja mellett néhdny ismert tételt és példat irunk le. A maésodik
alfejezetben kimondjuk az altaldnositott momentum fiiggvényeket megado tételt
Sturm—Liouville-hipercsoportok esetén, és leirjuk a bizonyitasat. Ez szintén
Székelyhidi Laszléval kézosen publikalt eredmény ([OrS08]).
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1 HIPERCSOPORTOK

Ebben a fejezetben rogzitjiik a dolgozatban hasznalt jeloléseket és alapfo-
galmakat, megadjuk a hipercsoportok definiciéjat, roviden attekintjiikk a har-
monikus analizis hipercsoportokon hasznalhaté elemeit, majd leirunk néhany
konkrét példat.

1.1 JELOLESEK, TERMINOLOGIA

Legyen X egy lokdlisan kompakt Hausdorff-tér, az X-en értelmezett
folytonos komplex értékii fiiggvények halmazat jelolje C(X). A kompakt tartéju
folytonos fiiggvények halmazat C.(X) jeloli, és C.(X) eléall a

Ce(X,K) = {f € Cc(X)|supp f C K}

terek uni6jaként, ahol a K C X halmazok kompaktak. Ha ezeket a tereket
elldtjuk az egyenletes konvergencia topoldgidjaval, akkor C.(X)-en természetes
médon kapunk egy lokdlisan konvex topolégidt, ami a C.(X, K) topologikus
terek induktiv limesze. Azt mondjuk, hogy p egy komplex Radon—-mérték X -en,
ha p folytonos linedris funkciondl C.(X)-en. Egy f € C.(X) fliggvény u altali
képére az alabbi jeloléseket hasznaljuk:

/f ) dyu(z /fw

X 0Osszes komplex Radon—mértékeinek halmazét M (X )-szel jeloljiik, és ha p €
M(X), akkor legyen

[pll = sup{ [w()] [f € Ce(X), || flloc <1}

€ M(X) mérték korldtos mérték, ha ||u|| véges és valdsziniiségi mérték, ha
> 06és||p|| = 1. X Osszes korldtos, illetve valoszmusegl mértékeinek halmazét
Mb(X), illetve MY (X) jeloli. Azt a §, € M'(X) mértéket, amire

0 (f) = flx)  (f €Ce(X)),

az x € X pontbeli Dirac-mértéknek vagy pontmértéknek nevezziik.

A
I

Jelolje K(X) az X halmaz nemiires kompakt részhalmazainak terét, és legyen

Ka(B)={KeK(X)|[KNA#0 ¢é K C B} (A,B C X).
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Ha K(X)-et ellatjuk az tigynevezett Michael-topoldgidval ([Mich5]), aminek egy
szubbdzisat adja a

{Ka(B)| A, B nyilt részhalmaza X-nek}

halmazrendszer, akkor IC(X) lokélisan kompakt Hausdorff-tér lesz. Erre a
topoldgidra teljesiil, hogy ha X kompakt, akkor K(X) is az, és ha (X, p) metrikus
tér, akkor a Michael-topoldgia ekvivalens a Hausdorff-topoldgidval ([KoS97]),
amit a

p(A,B)=inf{r | ACV,.(B) é BcCV.(A)}

metrika general, ahol

Vi(A)={ye X |3z € A: plx,y) <r}.

1.2 HIPERCSOPORTOK MERTEKALGEBRAJA

A hipercsoport kifejezés az 1930-as években jelent meg elOszor, L. Marty
és H. S. Wall algebrai definicidival ([Mar35],[Wal37]), azonban a szdzad sorén
szamos, a mai hipercsoport konstrukciékhoz hasonlé struktiurat tanulmanyoztak
més nyelvezetet és jeloléseket hasznélva ([BeK95]). Charles Dunkl ([Dun73]),
Robert Jewett ([JewT75]) és René Spector ([Spe75]) egymastdl fliggetleniil ad-
tak meg olyan axiémarendszereket, amelyek lokalisan kompakt hipercsopor-
tokat definidlnak. Bar Jewett axiémai valtak széles korben hasznalatossda, az
irodalomban a DJS-hipercsoport elnevezés szerepel a leggyakrabban.

Legyen K egy lokélisan kompakt Hausdorff-tér, amelyre teljesiilnek az alabbi
axiomak:
H1 Az MY(K) vektortéren adott egy * bindris miivelet, amellyel (M (K), +, *)
algebra.
H2 Ha z,y € K, akkor &, * §, € M (K) és supp(, &) kompakt.

H3 Az (z,y) — &, * §, leképezés folytonos, ahol M!(K) topolégidja a C.(K)
szerinti gyenge topoldgia.

H4 Az (z,y) — supp(d, * &) leképezés folytonos, ahol K(K) topoldgidja a
Michael-topolégia.

H5 Egyértelmiien 1étezik egy olyan e € K elem, amelyre §, * 6, = d; * 5 = I,
teljesiil minden z € K esetén.
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H6 Létezik egy ¥V : K — K homeomorfizmus, amelyre minden z € K esetén
fenndll, hogy (z¥)Y = x, és valamely x,y € K elemekre e € supp(d, * dy)
pontosan akkor teljesiil, ha z = yV.

H7 Bérmely z,y € K elemekre (0, * 0,)Y = 0,v * d,v teljesiil, ahol egy
tetsz6leges p € MP(K) mérték esetén p¥ az aldbbi médon definidlt:

/f )i /f Vi) (f € C(K)).

Ekkor azt mondjuk, hogy (K, *," ) hipercsoport és a * miiveletet konvolicidnak,
a v leképezést pedig involicidnak nevezziik. A (K, *,Y ) hipercsoportra gyakran
hivatkozunk a révidebb (K, ) illetve K jelolésekkel. Fontos megjegyezni, hogy
a K halmaznak énmagdban nincs semmilyen algebrai struktirédja, minden tu-
lajdonsdgot a mértékalgebran keresztiil 6rokol azéaltal, hogy a K halmaz elemeit
azonositjuk a hozzdjuk tartozé Dirac-mértékkel.

A véges tartéji mértékek halmaza siirti az M®(K) térben, igy a konvolicié
folytonossaga miatt minden yu,v € M®(K) esetén

wenn= [ [ </f 0(6, % 6,)(= >) dp()dv(y),

tehdt a pontmértékek konvoliciéja meghatarozza a teljes hipercsoportot, igy
az axiomakat elegendé ezekre ellendrizni. Példaul, ha K egy lokélisan kom-
pakt topologikus csoport, 8, * &, = 0,y és z¥ = z~!, akkor (K, x,") hipercso-
port. Valdban, a csoportmiivelet asszociativitdsa miatt H1 teljesiil, a csoport
egységeleme a hipercsoportnak is egységeleme és e € supp(d, *d,) = {xy} akkor
és csak akkor teljesiil, ha z = y~!, tovabb4

(51 * Jy)v = (;(zy)—l = 5y*11*1 = 5yv * (STv

A hipercsoportok tehat tekintheték a lokalisan kompakt csoportok dltaldnositas-
anak, ahol a korlatos mértékek konvoliciéja hasonléan miikddik mint a mértékek
Banach-algebraja csoportok esetén.

A K hipercsoportot kommutativnak nevezziik, ha (MP(K),+,*) kommu-
tativ algebra. Az olyan hipercsoportot, amelyen az involicié az identikus
leképezés, Hermite-tipusinak nevezzik. Az Hermite-tipusi hipercsoportok
sziikségképpen kommutativak, hiszen

8y # 0y = (0 % 0y)Y = Oyv * Opv = &y * 0.
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Ha K egy diszkrét Hermite tipusiti hipercsoport, akkor az axiémarendszer az
alabbi, egyszertibb alakba irhato:

H1* Az MP(K) vektortéren adott egy * binaris miivelet, amellyel (M®(K), +, *)
algebra.

H2* Ha x,y € K, akkor 4, x &, € M (K).

H3* Egyértelmiien létezik egy olyan e € K elem, amelyre 0, % §, = 0, * 0, = I,
teljestl minden x € K esetén.

H4* supp(d, * d,) véges minden x,y € K esetén.

H5* Az 2,y € K elemekre e € supp(d, * d,) pontosan akkor teljesiil, ha x = y.
A konvolicié operator segitségével hipercsoportokra is dltalanosithatjuk a
csoportok esetén természetes mdédon 1étez6 transzlacié fogalmat. Tekintsiink

egy f € C(K) fuggvényt, és legyen x,y € K. Ekkor az f figgvény x-szel vald
bal- illetve jobb-eltoltja az y pontban

0= [ 1Ede5)0. 0= [ 16,80,

A csoportokndl haszndlhaté f(xy) kifejezés analdgidgjaként bevezetjik a T el-
tolds operdtorral, vagy transzldcio operdtorral kapcsolatban az

flawy) = /f A6, 8,)(2)

jelolést, habar = * y onmagédban nem értelmezhetd.

Az f € C(K) figguény és a p € MP(K) mérték konvolicidjdt az alabbi
Osszefliggések definidljak:

(f % 1)(a /fx*y Ydu(y)  (x € K),

illetve

:/ f' *x)duly)  (z € K).
K

Azt mondjuk, hogy az w pozitiv mérték bal-invaridns vagy bal Haar-mérték,
ha minden f € C.(K) fiiggvény esetén

| T st = [ f@as@)  we ),
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azaz w(0y * f) = w(f) minden y € K esetén. Hasonléan definidlhaté a
jobb-invaridns mérték fogalma, és azokat a mértékeket amelyek jobb- és bal-
invariansak is invaridns- vagy Haar-mértékeknek nevezzikk. Habér egyenlore
nem ismert, hogy van-e minden DJS-hipercsoporton (bal) invaridns-mérték, de
fontos specidlis esetekben mar bizonyitottak a létezését. Ha létezik Haar-mérték,
akkor az konstans szorz6tdl eltekintve egyértelmil ([Jew75]). Minden kommu-
tativ hipercsoporton létezik Haar-mérték ([Spe78]). Minden kompakt hipercso-
porton létezik létezik bal Haar-mérték és ez egyben jobb-invaridns is ([Jew75]),
az ilyen hipercsoportokat unimoduldrisnak nevezziikk. Diszkrét hipercsoporto-
kon 1étezik bal-invaridns mérték ([Jew75]), de a csoport-esettel ellentétben nem
minden diszkrét hipercsoport unimoduldris ([KaW94]). Invaridns mértékekrol
részletes lefrdst ad [BIH95], mi csak egy tételt emeliink ki:

1.2.1. TETEL. Ha K egy diszkrét hipercsoport, akkor létezik rajta bal-invaridns
mérték, és az wi ({e}) =1 normalizdcids feltételnek eleget tevd bal Haar-mérték

pedig
1

(0av * 62)({e})
Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért az egyelemli halmazokat jel6lo

kapcsos zéréjeleket elhagyjuk. Legyen x,y, z € K. A konvolicié asszociativitdsa
miatt

wr({z}) = (z € K).

(02 % (0y *02))(e) = (0 * dy) * 52)(e),

D (60 #00)(e)(8y % 82)(8) = D (8 % 8,) (1) (6 # . (e).

teK teK

Mivel a H6 axiéma szerint (0, * d,)(e) > 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
V ’
rT=Y,18y

(82 % 0z ) (€)(8y % 85)(xY) = (01 % 8y)(2¥)(8v % 85)(e). (1.1)
Ha 5
WK = ;{ (600 % 03)(€)’
akkor
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Az (1.1) egyenldséget felhaszndlva

vy (0 % 0y)(2Y) _ 1 _ v
(O xwr)(@™) = ;{ 0 00 )(0) ~ Gur oy~ wx@)

O

Ha egy hipercsoporton létezik w invarians mérték, akkor definidlhatjuk az
fyg € C(K), w-szerint integrélhatd figgvények konvolicidjdt az

w*wuazzgnﬂwmwww@> (z € K)

formuléaval.

Azt mondjuk, hogy a x € C(K) fiiggvény szemikarakter a (K, *," ) kommu-
tativ hipercsoporton, ha nem azonosan nulla és

x(@xy) =x@)x), x@V)=x@) (2,y€K)

teljesil. A K hipercsoport Gsszes korlatos szemikaraktereinek, azaz karaktere-
inek halmazdt K" jeloli. A u € My(K) mérték Fourier-transzformdltja az a

IL/} : K — C fiiggvény, amelyre tetszdleges x € K esetén

A _
00 = [ 3@ duo)
Barmely u, v € My(K) esetén teljesiil, hogy

A, A
(x) () = u)r(x)  (x € K").

Kompakt tartéju mértékek esetén a Fourier-transzformacié kiterjesztheté a

szemikarakterek halmazara, ezt Fourier—Laplace-transzformdcionak nevezzik.

Az w Haar-mérték szerint integralhaté f fliggvény Fourier-transzformdltja
A
f: K" — C, ahol
AN
f0= [ foR@do@) (e K,
K
és ha az f, g fiiggvények w szerint integralhatéak, akkor

F*0) 00 = 100800 (xe KN,

A harmonikus analizis hipercsoportokra valé altalanositasanak témakorében
lasd [Jew75],[BIH82] és [BIH95].
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1.3 PELDAK HIPERCSOPORTOKRA

A dolgozat kés6bbi fejezeteiben szereplé eredmények olyan fiiggvényegyen-
letekre vonatkoznak, amelyek diszkrét polinomidlis, illetve Sturm—Liouville-
hipercsoportokon vannak értelmezve. Ezen specidlis hipercsoportok részletes
leirasdra a megfelel6 helyen sort keritiink, azonban ezeken kiviil még szdmos
érdekes hipercsoport tipus létezik. Most a teljesség igénye nélkiil felsorolunk
néhany egyszerlibb példat ezek koziil.

1.3.1. PELDA. Kételemd hipercsoportok. Legyen 6 € (0,1] és K = {0,1},
ahol a 0 a hipercsoport egységeleme lesz. FEkkor természetesen dg * dg = do,
0o % 01 = 01 * 0g = 01, és az egyetlen nemtrivialis konvolicié pedig

51 * 51 = 950 + (]. - 9)(51

Koénnyen ldthat6, hogy ha az involicié az identikus leképezés, akkor (K, x*)
hipercsoport, és ha 6 = 1, akkor a Zs kételemi csoportot kapjuk. A 6 = 0
esetet a H5* axiéma miatt kell kizdrni. Az 1.2.1. Tétel alapjdn w(0) = 1,
w(1) = 1/6 invaridns mérték.

1.3.2. PELDA. Véges osztdly hipercsoportok. Legyen G egy tetszbleges véges
csoport, melynek konjugalt osztélyai Cy = {e},C1,...,C,, és tekintsik a CG
csoportalgebra ¢ = deCi g, 1 =1,...,n elemeit. Ekkor léteznek olyan Ni’;
nemnegativ egészek, amelyekre fennallnak az alabbi struktura egyenletek:

n
Gy => Nfc,  (i,je{l,....n}). (1.2)
k=1

Ha pedig ¢; = ¢}/|C;], i = 1,...,n esetén, akkor (1.2) az aldbbi alakba irhaté:

n
_ k
CiCj - nijck,
k=1

ahol

k
nk _ Nij‘Ck|

v aGlIG
Ekkor a kovetkez6 Osszefliggések kommutativ hipercsoport struktirat definidlnak
a {cog,...,cn} halmazon:

6Ci *6Cj :anjack (Zv.] € {17"'7”})’
k=1
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cy:ﬁngl (te{l,...,n}).

geC;

Az S3 szimmetrikus csoport esetén példaul

CO = {6}7 Cl = {(12)7 (23)5 (13)}5 02 = {(123)7 (132)}5
és a struktira egyenletekbdl adéddéan

1 2
601 *(501 = 5600 + 36027

Ocy * Ocy = Oy s
1 1
502 *502 = 56(;0 + 5502.

Véges hipercsoportokkal kapcsolatos eredményeket taldlhatunk tobbek
kozott az aldbbi cikkekben: [SuWO03], [HJKO05], és algebrai vonatkozasui hiper-
csoport konstrukeidk téméjdban ldsd példdul [BIHI5], [CDGO4].

1.3.3. PELDA. Folytonos polinomidlis hipercsoportok. Legyen (Pp)nen egy
Jacobi-tipusi polinom rendszer, vagyis az I = [—1,1] intervallumon az
(1 —2)*(1 4 z)? silyfiiggvényre nézve ortogondlis rendszer, és tegyiik fel, hogy
a>f>-1,46 8 > —1/2 vagy a + 3 > 0. Ekkor (P,)nen-nek létezik az
ugynevezett szorzat formuldja ([Gas70]), azaz barmely z,y € I esetén létezik
olyan 4, € M'(I) mérték, amelyre

Po(2)Paly) = / Po(2)db,y(z)  (n€N)

teljesiil, tovdbbd e = 1 esetén 0., = d,. Belathatd, hogy ekkor (I,x*) hipercso-
port a d, * 0, = 0, konvolaciéval ([CoS95]), tehdt ekkor

Flory) = /1 F(2) dbsy (2).

A hipercsoport karakterei éppen a P, polinomok n € N esetén. Az ilyen hiper-
csoportok bizonyos értelemben véve dudlisai a megfelel6 diszkrét polinomialis
hipercsoportoknak, amelyekrél a kovetkezo fejezetben lesz szé.
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2 FUGGVENYEGYENLETEK POLINOMIALIS HIPERCSO-
PORTOKON

Az ortogondlis polinomrendszerek linearizéciés, illetve szorzat formuldinak
segitségével bizonyos esetekben mértékalgebrak konstrualhatdék, ezek a diszkrét
polinomialis, illetve folytonos polinomiélis hipercsoportok. Els6 alkalommal I. I.
Hirschman mutatott ra arra, hogy a harmonikus analizis eszko6z- és fogalomrend-
szere kialakithaté olyan kornyezetekben is, ahol az exponencidlis fiiggvények
szerepét ortogondlis polinomok veszik 4t ([Hirb6a], [Hir56b]). Késébb R.
Lasser és M. Voit dolgozta ki a polinomialis hipercsoportok definicigjat és
elméletét ([Voi90], [Las83]). Ebben a fejezetben a diszkrét polinomidlis hiper-
csoportok (roviden: polinomiélis hipercsoportok) legfontosabb tulajdonsdgainak
attekintése utdn ilyen hipercsoportokon értelmezett fiiggvényegyenleteket fo-
gunk vizsgélni.

2.1 EGYVALTOZOS POLINOMIALIS HIPERCSOPORTOK

Legyenek (c)nen, (Bn)nen €8 (Yn)nen olyan valds sorozatok, amelyekre
fennéllnak az alabbi tulajdonsigok:

O‘OZBO:Oa 7n>07 5n20, Qp41 >0 és an+ﬂn+7n:1
minden n természetes szdm esetén. Definidljuk a (P,)nen polinom sorozatot
ugy, hogy Py(z) =1, Pi(z) = és

2P, (z) = anPr—1(x) + BnPo(x) + v Py () (2.1)

minden n > 1 egész és x valds szam esetén. Ekkor létezik olyan kompakt tartéju
m mérték, melyre nézve (P, )nen ortogondlis polinom rendszer ([Fav35]), azaz

/ 2! Py () dr(z) = 0

minden n € Nést =0,1,...,n — 1 esetén. Minden ortogondlis polinom rend-
szernek van linearizdcids formuldja, azaz léteznek olyan c(n,m, k) konstansok
minden n,m, k természetes szam esetén, hogy

n+m

PP = c(n,m, k)P (2.2)
k=0
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fenndll barmely n, m € N esetén, ahol

J Pe() P () P () drr ()
[ PE(z)dn(z) ’

e(n,m, k) = (2.3)

ezek az Ugynevezett linearizdcids egyitthaték. A (P, )nen polinom rendszer or-
togonalitdasa miatt c¢(n,m,k) = 0, ha n > m + k vagy m > n + k, ezért (2.2)

atirhato:
n+m

PoPp= Y c(n,mk)P;. (2.4)

k=|n—m/|
Konnyen beldthatd, hogy P,(1) = 1 minden n € N esetén, ezért

n+m

> e(nm k) =1, (2.5)

k=|n—m|

2.1.1. TETEL. Legyen (Pp)nen a (2.1) rekurziv dsszefiiggéssel definidlt poli-
nom rendszer, €s tegyik fel, hogy a linearizdcios egyutthatok nemnegativak, azaz
c(n,m,k) >0 minden n,m,k € N esetén. Ha 0, = 0, és

n—+m
O * Oy = Z c(n,m, k)oy (2.6)

k=|n—m|
ahol n,m € N, akkor K = (N, %,V ) hipercsoport.

Bizonyitas. EllenOriznink kell a diszkrét Hermite-tipust hipercsopor-
tokra vonatkozé axiomak teljestilését.

H1* (M®(N),+,*) Banach-algebra, hiszen a konvolicié kiterjeszthets (2.6)
alapjan tetszbleges i, v € MP(N) = ! mértékekre:

(pxv)( ZZ (n,m, k)u(n)v(m),

és c(n,m, k) > 0illetve (2.5) miatt uxv € M®(N). Az asszociativitds (2.4)
kovetkezménye:

n+m n+m k+1

P,P, P = Z e(n,m, k)P, P, = Z Z c(n,m, k)c(k,l,t)P;,

k=|n—m/| k=|n—m|t=|k—1|
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igy
n+m k41
(O % Om) % 0r = Ok B % 6) = > Y c(n,m, k)e(k,1,£)d.

k=|n—m| t=|k—1|
H2* Ha n,m € N, akkor (2.5) miatt &, * §,, € M*(N).

H3* Egyértelmiien 1étezik e € N egységelem, mégpedig e = 0, ekkor ugyanis
tetszoleges n € N esetén

n+0
0o * Oy = Op * 0g = Z ¢(n,0, k)0 = c¢(n,0,n)d, = n.
k=|n—0|

H4* Tetszéleges n,m € N esetén supp(dy, * 0,,) véges halmaz:
supp(dn * dm) = {In —m|,...,n+m}.

H5* Ha e = 0 € supp(d,, * J,,) akkor n = m.
(]

A K = (N,%,Y), vagy roviden K = (N, x) hipercsoportot a (P,)nen polinom
sorozat altal generdlt (diszkrét) polinomidlis hipercsoportnak nevezzik.

2.1.2. LEMMA. Legyenck n,m,k € N, |n—m| <k <n+m esetén c(n,m,k) a
K = (N, ) polinomidlis hipercsoport linearizdcids egyiitthatdi. Ekkor

1. e(n,m, k) = c(m,n, k),
2. ¢(0,n,n) =1,
3. c(L,n,n+1)=7,, c(l,n,n)=7L3,, cl,n,n—1)=a, (n € NT),

) Qm—n+1

m>n>1).
Tn—1 ( )

4. ¢(n,mm—n)=cn—1,mm-n+1

Bizonyitds Az els6 két allitds (2.4) kovetkezménye, ha pedig az
m = 1 helyettesités utén ezt osszevetjiik a (2.1) egyenldséggel, akkor megkapjuk
a harmadik &llitast. Legyen most m > n > 1, tekintsiik (2.1)-et n — 1 esetén, és
szorozzuk meg P,,-mel:

Plpnflpm = O‘nflf,nf2pm + Ianlpnfle + ’anlpnPrru
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azaz
m+n—1 k+1
Z c(n—1,m,k) Z (L k)P, =
k=m—n+1 I=|k—1|
m+n—2 m—+n—1
= Q1 Z c(n—2,m,k)Py + Bn—1 Z c(n—1,m,k)Py
k=m—n+2 k=m—n+1
m+n
+Yn—1 Z c(n,m, k)Py.
k=m—n

Osszevetve Pp,_p, egyiitthatdjat a bal- és a jobboldalon, az adédik, hogy
cn—1,mm—n+1ec(l,m—n+1,m—n)=7y,_1c(n,m,m —n).

Mivel a harmadik allitas szerint ¢(1,m—n+1,m—n) = @m—_nt1, iy a negyedik
allitds is teljestil. O

2.1.3. TETEL. A (P)nen polinom sorozat dltal generdlt K = (N, *) hipercso-
porton a Haar-mérték w = Zw(n)én, ahol w(0) = 1,
n=0

J1---Tn-1
w = = 7 - n>1
(n) a1 ...0n ( )’

és (an)neN, (Yn)nen a (2.1) rekurziv dsszefiiggésben szerepld sorozatok.
Bizonyitas. Az 1.2.1. Tétel alapjan

1 1
“) = Grw o)~ clmm0)’

és alkalmazva a 2.1.2. Lemma negyedik allitdsat:

c(n,n,0) =c(n—1,n,1) Yo c(n—2,n,2) 2 a
Tn—1 Tn—2 Tn—1
:_“:c(l’mn_l)an,l...al:anan,l...al.

Y- Vn—1 Y- Vn—1
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Kommutativ csoportok esetén az exponencidlis polinomoknak fontos sze-
repiik van szamos fiiggvényegyenletekkel kapcsolatos probléma megolddsandl
([Sze91]). Mivel az exponenciélis polinomok fogalma az additiv és az expo-
nencialis fliggvényekre épiil, az eltolas operatorok lehetévé teszik ezen alapveto
fliggvények definidlasat hipercsoportok esetén is.

A (K,,Y) hipercsoporton az a : K — C folytonos fiiggvényt additiv
figguénynek nevezziik, ha

Tya(z) = a(z) +aly) (2,9 € K), (2.7)

ami részletesebben azt jelenti, hogy

/K a(t) d(6, * 8,)(t) = a(z * y) = a(z) + a(y)

fenndll minden x,y € K esetén. Az m : K — C folytonos fiuggvényt multipli-
kativ fiigguénynek vagy exponencidlis fligguénynek nevezziik, ha nem azonosan
nulla és

Tym(z) =m(z)m(y)  (z,y € K), (2.8)

mas szdval m teljesiti az alabbi fiiggvényegyenletet:

/K m(t) d(6, % 8,)(t) = m(z  y) = m(z)m(y).

Vildgos, hogy additiv fiiggvények linearis kombindciéja szintén additiv, viszont
a csoport-esettel ellentétben exponencidlis fiiggvények szorzata nem feltétlentil
exponencidlis. A definiciébdl kozvetleniil addodik, hogy ha e a hipercsoport
egységeleme, akkor a(e) = 0 minden a additiv és m(e) = 1 minden m ex-
ponencialis fliggvény esetén. A kovetkez6kben felidéziink két ismert allitast,
amelyek megadjak a polinomialis hipercsoportok additiv illetve exponencialis
fliggvényeit.

2.1.4. TETEL. Legyen K = (N,%) a (Py)nen polinom sorozat dltal generdlt
polinomidlis hipercsoport. Az a : N — C fiiggvény akkor és csak akkor additiv
K-n, ha

a(n) = cP/ (1) (n € N)

fenndll valamely ¢ komplex szdm esetén.
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Bizonyitas  Haa:N — C additiv fiiggvény, akkor minden n pozitiv
egész szam esetén fenndll, hogy

n+1
a(n) +a(l) = Tra(n) =a(nx1) = Z e(n,1,k)a(k) =
k=n—1
=c(n,1,n —a(n —1) + ¢(n,1,n)a(n) + c(n,1,n+ 1a(n + 1).

Maésrészt, minden n pozitiv egész és = valds szdm esetén (2.4) alapjan
xP(z) = c¢(n,1,n — 1)Py_1(x) + ¢(n,1,n)Pp(z) + ¢(n,1,n + 1) Pyy1 ().

Ha az egyenletet = szerint derivaljuk, majd x = 1-et helyettesitiink, azt kapjuk,
hogy

1 + P’r/L(l) = C(n7 1,’/’L - 1)P7/z—1(1) + C(n7 17”)PVIL(1) + C(TL, 17n + l)PT/L-‘rl(l)

Ha mindkét oldat megszorozzuk a(1)-gyel, akkor lathatd, hogy az n +— a(n) és az
n — a(1)P/ (1) fiiggvény is eleget tesz ugyanannak a rekurziv Osszefliggésnek,
tovabba a(0) = PJ(1) és a(l) = a(1)P{(1), tehdt a(n) = a(1)P,(1) minden
n € N esetén.

A forditott &llitds bizonyitdsdhoz differencidljuk a (2.4) linearizacids for-
mulat, majd végezzik el az x = 1 helyettesitést:

n+m
Py()P,(1) + P,()Pp(1) = > c(n,m,k)Pi(1)  (n,m€N).

k=|n—m|

Mivel P, (1) = P,,(1) = 1 minden n, m természetes szam esetén, igy n — P/ (1)
valéban additiv fiiggvény, ahogyan n — ¢P/(1) is az minden ¢ komplex szdm
esetén. 0

2.1.5. TETEL. Legyen K = (N,%) a (Py)nen polinom sorozat dltal generdlt
polinomidlis hipercsoport. Az m : N — C fiigguény akkor €s csak akkor erpo-
nencidlis figgvény K-n, ha létezik olyan X\ komplex szdm, amelyre

m(n) = P,(\) (n €N).
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Bizonyitas.  Tegylik fel, hogy m egy exponencialis fiiggvény K-n, és
legyen A = m(1). Ekkor

n+1
Am(n) = m(D)m(n) =m(lxn) = Y e(n,1,k)m(k) =
k=n—1
=c(n,1,n—1)m(n —1) 4+ c(n,1,n)m(n) + c¢(n,1,n + )m(n + 1).

Megjegyezziik, hogy ha a

n+m

Po(2)P(x) = Y c(n,m, k) Pi()
k=0

Osszefiiggés minden x valds szam esetén fennall, akkor minden komplex szdm
esetén is. Mivel ugyanez a rekurzié teljesiil az n — P, (\) fiiggvényre mint az
n — m(n) fiiggvényre, tovabbd m(0) = 1 = Py(A) és m(1) = A = Pi()), igy
m(n) = Pp(\).

Megforditva, ha m(n) = P,()), akkor

n+m n+m
m(n*m) = Z c(n,m, k)m(k) = Z c(n,m, k)Pp(N\) =
k=|n—m| k=|n—m]|

= P,(A) P (A) = m(n)m(m).
|

A spektralszintézis topologikus csoportok eltoldsinvarians fiiggvénytereivel
foglalkozik ([Scz47], [Lef58], [Sze91]). Legyen adott egy kommutativ topologikus
csoport Osszes folytonos komplex értékii fiiggvényeinek tere a pontonkénti
vektortér miiveletekkel és a kompakt halmazokon egyenletes konvergencia
topoldgidjaval. A spektralanalizis kérdése azt jelenti, hogy tartalmaz-e
minden varietds exponencidlis fiiggvényt. A spektralszintézis pedig azt
vizsgalja, hogy igaz-e minden varietdsra, hogy benne az exponencialis monomok
linearis burka siirti, ahol az exponencialis monomok additiv és exponencialis
fliggvények szorzatai. Polinomidalis hipercsoportok esetén a fenti problémékat
Székelyhidi Lészlé vizsgélta ([Sze02]), a kovetkez8kben réviden Osszefoglaljuk
fébb eredményeit.

Legyen K egy kommutativ hipercsoport. A K-n értelmezett folytonos
fiiggvények C(K) linedris terének egy H alterét eltoldsinvaridnsnak nevezzik,
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ha minden f € H és y € K esetén T,f € H. AV C C(K) hal
mazt varietdsnak nevezzik, ha nemiires, zart, eltoldsinvarians altér, és jelolje
T(f1,.- s fn) az f1,..., fn € C(K) fuggvények Osszes eltoltjai dltal generdlt
varietdst. Vildgos, hogy ha m egy exponencidlis fliggvény, akkor 7(m) 1-
dimenziés, és megforditva, tetszéleges nemiires, zart, eltoldsinvaridns alteret
sziikségképpen egy exponencialis fliggvény generdl, igy a spektrdlanalizis kérdése
természetes médon altaldnosithaté. Azt mondjuk, hogy a spekirdlanalizis tel-
jestil K-n, ha K minden varietdsa tartalmaz egy exponencidlis fliggvényt, azaz
egy minimalis (1-dimenziés) varietdst. A spektralszintézis kérdése is megfogal-
mazhaté altalanosan: akkor mondjuk, hogy a spektrdlszintézis teljesil K-n, ha
K minden varietasa el6all véges dimenzids varietasok 6sszegeként. Lattuk azon-
ban, hogy exponencialis fliggvények szorzata nem feltétleniil exponencialis, igy
nem vilagos, hogy egy éltaldnos hipercsoport esetén milyen fiiggvények vehetik
at az exponencialis monomok szerepét. Specidlisan, polinomialis hipercsoportok
esetén az aldbbi definicié lesz célravezetd: azt mondjuk, hogy ¢ : N — C egy
exponencidalis monom a K = (N, %) polinomiélis hipercsoporton, ha

k
p(n) =Y ;PPN (neN),
j=0

ahol k egy nemnegativ egész és A, cg,cy,...,c, komplex szdmok. Az expo-
nencialis monomok 6sszegeként el6allo fliggvényeket exponencidlis polinomoknak
nevezzik. Ilyen tipusu fliggvényekre teljesiil az alabbi allitas:

2.1.6. TETEL. Legyen V egy varietisa a K = (N,*) polinomidlis hiper-
csoportnak, k eqy pozitiv egész, és legyenek mq, ..., my természetes szamok,
ALy .oy Ag Kiilonbozé komplex szamok és c; j komplex szdmok, ahol i =1,... k,
j=0,1,....,m;. Ha a

k m;
p(n) =" PP (\)  (neN)
i=1 j=0

exponencidlis polinom eleme V -nek, akkor azn P,(Lj)()\i) fiigguények is elemei
V-nek mindeni=1,...,k és j =0,1,...,m; esetén.

Ezen kiviil polinomialis hipercsoportok esetén igaz az is, hogy minden va-
rietds véges dimenzids, és tartalmaz legalabb egy exponencidlis fiiggvényt, tehdat
Osszefoglalasként megfogalmazhatjuk az alabbi tételt:
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2.1.7. TETEL. Legyen K = (N,x) a (Py)nen polinom sorozat dltal
generdlt polinomidlis hipercsoport. Ekkor K-ra teljestl a spektrdlszintézis és a
spektralanalizis, tovabbd ha V' egy n-dimenzios varietds K felett, akkor léteznek
olyan my,...,my természetes szamok és A1, ..., A\ kiilonbozd komplex szdamok,
hogy mi+---+myg = n, és V-nek eqy bazisdt adjik azn — P,SJ)()\Z-), i=1,...,k,
i=0,1,...,m; — 1 fliggvények.

Végezetiil felsorolunk néhany olyan konkrét példat diszkrét polinomidlis
hipercsoportokra, melyekben jol ismert ortogondlis polinom rendszerek jatszak
a generalé polinomok szerepét.

2.1.8. PELDA.  Csebisev-hipercsoport: A (T,,(z))nen elséfaju Csebisev-
polinomok a p(z) = 1/4/1 — 22 silyfiiggvényre vonatkozdan ortogondlis rend-
szert alkotnak a [—1, 1] intervallumban, ahol

T, (z) = 2" — (Z) 2"2(1 - 2?) + (Z) A1 — )2 — ..

Ebben az esetben a (2.1) hdromtagt rekurziéban §,, = 0, a,, = v, = 1/2 minden
n pozitiv egészre, és n > 1 esetén
1

VTa() = LT (2) + %T‘n_”(x) (z €R).

Teljes indukciéval megkaphato a

1

5 (Tn+m (@) + Tjn—m| (m))

T ()T (z) = 5

linearizacidés formula, tehat egy f : N — C fiiggvény esetén

Flmsm) = 3 (FGm+ ) + F(lm — n]).

Az exponencidlis fliggvények a 2.1.5. Tétel alapjén m(n) = T,,(A\), az additiv
fiiggvények pedig a 2.1.4. Tétel szerint a(n) = cn? alakiiak, ahol \ illetve c
tetszéleges komplex szamok.

2.1.9. PELDA. Legendre-hipercsoport: A (P, (x))nen polinomok ortogondlis
rendszert alkotnak a [—1, 1] intervallumban, ahol

P(z) (-1  (neN).

~ 2nll
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A haromtagu rekurzié

n+1
2P, (x) = Poii(z)+

-2t Pia(2) (z€R)

_n
2n+1
alaki, ahol Py(z) = 1 és Pi(x) = z. Az exponencidlis fiiggvények a 2.1.5. Té-
tel alapjan m(n) = P,()\), az additiv fliggvények pedig a 2.1.4. Tétel szerint

1
a(n) =c % alakuak, ahol \ illetve ¢ tetszdleges komplex szadmok.

2.2 MOMENTUM FUGGVENYEK EGYENLETE

Ebben az alfejezetben leirjuk a momentum fiiggvények egyenletének
megoldasait polinomialis hipercsoportokon, vazoljuk annak a lehet&ségét, hogy
az igy kapott &altalanositott mésodrendii momentum sorozatok segitségével
is definidlhatunk véarhaté értéket és variancidt, végil sziikséges és elégséges
feltételt adunk polinomidlis hipercsoporton altaldnositott masodrendi momen-
tum sorozat létezésére.

A klasszikus valdsziniliségszamitasban egy p valdsziniiségeloszlashoz tartozé
k-adik momentum k£ =0,1,... esetén

mg(p) = /:I:k du(x),

és a binomidlis tétel kovetkezményeként a p, v valdszintiségeloszlasokra, ha a
megfelel6 integralok 1éteznek, teljesiil az aldbbi Osszefiiggés:

mg(p*v) = /xkd(u*u)(x) =
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Az els6 és a masodik momentum fiiggvény meghatarozza a varhaté értéket és a
variancidt:

E(v) = mq(v), V(v) = ma(v) — m%(v). (2.9)

Hipercsoportokon a variancia klasszikus definiciéja nem értelmezhetd, vi-
szont a momentum fliggvények segitségével (2.9) alapjan mégis lehet definidlni
hasonlé fogalmat (ldsd [Zeu89], [Voi90], [Zeu92b]). A momentum fliggvények
létezése és megadasa az egyes hipercsoportokon ennél fogva kiemelked6
fontossagu kérdés. Ebben a fejezetben megadjuk a polinomidlis hipercsopor-
tok altalanositott momentum fiiggvény sorozatait, ekkor nem koveteljik meg,
hogy mg = 1 teljesiiljon, csak azt, hogy mg exponencidlis fliiggvény legyen.

Legyen (K, ) egy hipercsoport és N egy természetes szdm. A ¢ : K — C
fliggvényt N-ed rendd momentum fiigguénynek nevezziik, ha léteznek olyan
wr: K —-C,k=0,1,...,N folytonos fliggvények, amelyekre g =1, pn = ¢,

€S
k

ok (6e+6,) =3 (f) 03 (@) () (2.10)

=0

fennall £k = 0,1,...,N és z,y € K esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy a ¢y,
k=0,1,..., N figgvények egy N-edrendd momentum sorozatot alkotnak.

Az elsé és mésodrendli momentum fiiggvények altaldnos alakjat polinomidlis
hipercsoportok esetén L. Gallardo hatdrozta meg ([Gal98]), ezen eredményeket
fogjuk altalanositani a ¢g = 1 feltétel elhagyasdval. Tehat a i, k=0,1,..., N
fliggvények a @q dltal generdlt dltalanositott N-ed rendi momentum sorozatot
alkotnak, ha kielégitik a (2.10) egyenletrendszert, ekkor ¢ = oy dltaldnositott
N-ed rendd momentum fliggvény. Példaul az N = 1 rendli momentum
fliggvények éppen az additiv fiiggvények, és az N = 1 rendii altaldnositott
momentum fliggvények a o fiiggvénnyel kielégitik a szinusz egyenletet (14sd
2.3 alfejezet):

pr(x*y) = po(x)p1(y) + po(Y)pr1(z) (7,9 € K).

Megjegyezziink, hogy hasonlé fiiggvényegyenlet rendszert vizsgalt Aczél
Janos grupoidokon ([Acz77]). A kévetkezd tétel megadja az dltalanositott mo-
mentum fiiggvényeket polinomidlis hipercsoportokon.

2.2.1. TETEL. Legyen (N,x) a (Pp)nen polinom rendszer dltal generdlt poli-
nomidlis hipercsoport és X\ tetszéleges komplex szam. A ¢, 1, ...,on : K — C
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fiiggvények akkor és csak akkor alkotnak a po(n) = P, () exponencidlis figguény
daltal generdlt dltaldnositott N-ed rendd momentum sorozatot (N, *)-on, ha

or(n) = (P, o £)*(0) (2.11)
fenndll minedn € N és k=0,1,..., N esetén, ahol
o) i
flo)=>" j—J!x] (z € C), (2.12)
§=0

co= A éscy, j=1,2,.. tetszbleges komplex szdmok.

Bizonyitdas. Haypr:N—=C,k=0,.., N egy altalanositott momentum
sorozat, akkor ¢g(0) = Py(A\) =1 és

©1(0) = 01(0%0) = Po(N\)p1(0) + Po(A)p1(0) = 2¢01(0).

Tehdt ¢1(0) = 0, és teljes indukciéval ¢ (0) = 0 adédik k = 1,..., N esetén.
Definici6 szerint minden n pozitiv egész esetén

Po(Ne1(1) + Ap1(n) = p1(n*1) =
= cn,1,n = gy (n— 1) +e(n, L, n)gs () +
+c(n,1,n+ Dp1(n+1),

masrészt a linearizaciés formula alapjén
zP,(x) =c(n,1,n— 1)P,_1(x) + c¢(n,1,n)P,(z) + c¢(n,1,n + 1) P11 ().

Ha a fenti egyenldséget x-szerint derivéljuk, megszorozzuk ¢;(1)-gyel majd al-
kalmazzuk az x = A helyettesitést, akkor a kovetkez6 Osszefliggést kapjuk:

Pr(Ne1(1) + AP, (N1 (1) = e(n, 1,n — D1 (1) P, () +
+ c(n, 1,n)e1 (1) PL(N) +
+ c(n, L,n+ 1)1 (1) P 1 (N).

Mivel n — ¢1(n) és n — P/ (A\)e1(1) ugyanazt a rekurziv Osszefliggést elégiti
ki, tovabba ¢1(0) = 0 = Py(A)¢1(1) és p1(1) = P{(N)p1(1), fgy

@1(n) = P, (N)pi(1) = (P, o f)'(0).
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Ezutan tegyiik fel, hogy ¢k (n) = (P, o £)*)(0) fennall minden 0 < k < N —1
esetén. Ekkor

on(nx1) = Pi(A)en(n) +on(1 +Z<Pk Jon—k(n) =

=c(n,1,n—Den(n—1)+c(n, 1,n)<pN( ) +
+c(n,1,n+ Depn(n+1).

Masrészt, ha N-szer derivaljuk az

n+1

f(x)(Pn Of)(.]?) = Z C(nalai)(Pi Of)(],‘)

i=n—1

egyenléséget, akkor az = 0 helyettesités utan azt kapjuk, hogy

F(Poo D) i( ) J(Puo fYNR(0) =

N—1
= APy 0 HM(0) + on(DPa(N) + ( ) Dn_a(n)

k=1

= c(n,1,n—=1)(Puy 0 )N(0) +

+e(n, 1,0)(Py o f)N(0) + e(n, L+ 1)(Paga o £)N(0).
Mivel n +— @n(n) és n — (P, o f)N)(0) kielégitik ugyanazt a rekurziv
osszefiiggést, és on(0) = 0 = (Py o £)N)(0) illetve on(1) = (P o f)V)(0),
fgy

pr(n) = (Pa o /)(0)

minden 0 < k < N esetén.

Megforditva, ha @i (n) = (P,of)®), ahol k = 0,1, ..., N, akkor a linearizéciés
formula N-szeri differencidlasaval a kovetkezé egyenlOséget kapjuk:

k |n+m|

> (S)rrr@rde = 3 cnmnr),

j=0 I=|n—m|
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tehat

k
or(n*xm) = Z (l;) (P, o f)E=9(0)(Py, o £)9)(0) =
j=0
ntml
= 3 enm)(Po )P (0)

I=|n—m|

teljestl minden 0 < k£ < N esetén, igy ¢g, ¢1, ..., ¢n valoban egy altalanositott
momentum sorozat. O

Valoszintiségszamitasbeli alkalmazasokndl, ha mi és mo elsé illetve
mésodrend{i momentum fiiggvények a (K, *) hipercsoporton, akkor fel kell még
tételezniink, hogy valods értékiiek és eleget tesznek az

mi(@) < ma(e) (v € K)

Osszefliggésnek, lasd a (2.9) mésodik egyenldségét. Ezen feltételek garantaljak,
hogy ha € MY(K) és ma(p) < oo, akkor az

E.(p) =mi(n), Vi(n) =ma(n) —mi(n)

véarhato érték és variancia esetén teljesiil az additivitds. Felmeriil a kérdés, hogy
ha mg, my, mo egy altaldnositott masodrendii momentum sorozat a K hiper-
csoporton, akkor lehet-e a segitségilikkel varhaté értéket és varianciat definidlni.

Legyen (K, ) egy hipercsoport és p egy valdsziniiségi mérték K-n. Azt
mondjuk, hogy az m exponenciilis fiiggvény nincs p spektruméban, ha m in-
tegralhaté p szerint és |,  mdp # 0. Ebben az értelemben o spektruma tar-
talmazza K azon exponencidlis fiiggvényeit, amelyek vagy nem integralhatoak
p szerint vagy teljesiil rdjuk, hogy | x mdp = 0. Specidlisan, ha K Hermite-
féle hipercsoport és p kompakt tartéju, akkor spektruma a Fourier-Laplace-
transzforméltjanak zérushelyeibél all.

Tegyiik fel, hogy my > 0, mg, m1, ms valds értékii altalanositott momentum
sorozat K-n, amelyet az mg exponencialis fliggvény generdl, és hogy

m%(m) < mo(x)ma(x) (2.13)

fenndll minden x eleme K esetén. Ha az mg exponencidlis fliggvény nem tartozik
bele u spektrumaba és ms integralhaté u szerint, akkor u dltaldnositott varhato
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értéke, illetve dltalanositott variancidja legyen a kovetkezo:

By (1) = ma () Voo (1) = ma(p) (m1(/~t)>2.

mo(p)’ mo(p)  \mo(p)

A kovetkez6 tétel mutatja, hogy az igy definidlt értékek is rendelkeznek az ad-
ditivitas tulajdonsigaval.

2.2.2. TETEL. Legyen (K,x*) egqy Hermite-féle hipercsoport és mg, my, ma valds
értéki folytonos fiigguényekbdl dll dltaldnositott momentum sorozat, ahol mo
nemnegativ és minden x € K esetén

mi () < mo(x)ma(z).

Ha p, v olyan valosziniségi mértékek K -n, amelyeknek mg nincs a spektrumdban
és ma(p), ma(v) < oo, akkor létezik p és v dltaldnositott vdrhatd értéke és
variancidja, tovibbd

Ermg (1 % V) = Emg (1) + Em, (v), Vino (1% 1) = Vi (1) + Vi ().
Bizonyitas. A Fubini-tétel és a
(5 0) = i 5"

konvoliciés-formula alapjan mg nem tarozik p v spektrumdhoz. A p, v és p*v
mértékek altalanositott varhatoé értékének és variancidjanak létezése a Cauchy—
Schwartz-egyenlétlenség és a (2.13) egyenlStlenség kovetkezménye. Mdsrészt

By (1 ) = J mid(p*v) _ [ [ mi(z xy) du(z) dv(y) _
mo me N*I/) fme:L'*y)dlu,( )dl/()
ffml (y) dp(@ +ffm1 (w) du(x)dv(y)
ffmo (y) dpu( )dz/()
= Emo (M) + Emg( )

Hasonlé szamitds adja a V,,,-ra vonatkozé formulat. g

A 2.2.1. Tétel tétel felhaszndldsdval kapjuk a kovetkezd eredményt (vo:
[Gal98], 4.2.10. Kovetkezmény).

2.2.3. TETEL. A (Py)nen polinom rendszer dltal generdlt hipercsoporton pon-
tosan akkor létezik egy olyan mqg, m1, mo nem trividlis, valos értéki dltalanositott
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momentum sorozat, amelyre mo(n) = Pp(\), A valds szdm, mo nemnegativ és
teljesil (2.13), ha

N CACY S VIR SOV
Z>I()) POV - B < 00. (2.14)

Bizonyitas. A 2.2.1. Tétel alapjan mg, m1, my pontosan akkor
altalanositott momentum sorozat, ha valamely cg, c1, co szamokra

mo(n) = P(co),
mi(n) = c1 P (co),
ma(n) = P}/ (co) + 2P} (co)-

Ha X\ = ¢ és a tétel feltételei teljestilnek, akkor
& (V)" < Pu(N) (PN + e2Pr (M),

azaz

& ((PLON) = PO - Pa()
< C2,
PAN - Pa() .

és (2.14) fennall.

Megforditva, ha (2.14) teljesiil, akkor léteznek olyan cj,co valds szdmok,
amikkel a fenti momentum fiiggvény sorozat teljesiti a tétel kovetelményeit. [J

2.3 SZINUSZ ES KOSZINUSZ EGYENLET

Ebben az alfejezetben megadjuk a szinusz és a koszinusz egyenlet megoldasait
polinomidlis hipercsoportokon. A mddszer a spektralanalizisen alapszik.

Tekintsiik valamely (N, %) polinomidlis hipercsoporton az

flnxm) = f(n)g(m) + f(m)g(n) (n,meN) (2.15)

szinusz egyenletet, illetve az

f(nxm) = f(n)f(m)—g(n)g(m) (n,m €N) (2.16)
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koszinusz egyenletet. Ezeket az egyenleteket szamos matematikus vizsgdlta
kiilonb6z6 algebrai strukturdkon, ldsd [Acz66], [CKN85], [Cor77], [Hos69],
[RoS60], [Seg63]. Egy adott polinomiélis hipercsoporton (2.15) és (2.16)
nemallandé egyiitthatés differenciaegyenletekké transzformalédnak, mig példéaul
a 2.1.8. Példaban szerepl§ els6faji Csebisev-polinomokhoz tartozé (N, %) hiper-
csoport esetén a szinusz egyenlet a kovetkez6 alakba irhaté:

fn+m)+ f(In—ml) =2f(n)g(m) +2f(m)g(n),

ahol f,g : N — C ismeretlen fliiggvények. Ez a fliggvényegyenlet kozeli kapcso-
latban 4ll a d’Alembert-egyenlet Wilson-féle dltaldnositdsdhoz (1dsd [Acz66]), de
az |[n—m/| tényez6 technikai problémaékat okozhat a megoldds sordn. Ha azonban
a 2.1.7. Tételben ismertetett spektralanalizis eszkozeit felhasznaljuk, akkor egy
altalanos polinomialis hipercsoporton is meg tudjuk vizsgalni az egyenleteket.
El6szor a szinusz egyenlet megoldésait adjuk meg.

2.3.1. TETEL. Legyen (N,*) a (P,)nen polinom rendszer dltal generdlt hiper-
csoport és legyenek f,g : N — C fiigguények, ahol f nem azonosan nulla. Az f
és g fligguények pontosan akkor elégitik ki a (2.15) egyenletet, ha felirhatéak az
aldbbi alakok valamelyikébe:

L f(n) =aPn(A),  g(n) = Pu(N)/2,

IL f(n) = a(Pu(M) — Pa(X2)),  g(n) = (Pu(M1) + Pu(A2))/2,
I f(n) = bP,(A),  g(n) = Pa(}),
ahol a, b, A\, A1 és \a tetszbleges komplex szdmok.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy f és g kielégiti a szinusz egyenletet, és jelolje
7(f) az f éltal generdlt eltoldsinvaridns alteret. Az egyenletb6l kovetkezik, hogy
f Osszes eltoltja el8all mint f és g linedris kombindcidja, fgy 7(f) dimenzidja
legfeljebb 2. A spektralszintézis és spektralanalizis polinomialis hipercsopor-
tokra vonatkoz 2.1.7. Tétele alapjan (14sd [Sze02]) a 7(f) alteret egy vagy két
exponenciélis monom generdlja. Hérom kiilonboz6 eset lehetséges: ha 7(f) egy-
dimenziés, akkor sziikségképpen egy exponencidlis fliggvény generélja, ha pedig
kétdimenzids, akkor vagy két kiilonb6z6 exponencidlis fliggvény, vagy n — P, ()
és n— P! ()) alaki fiiggvények generdljék, ahol A egy komplex szédm.

Az els6 esetben f és g egy rogzitett exponencidlis fiiggvény skaldrszorosai:

f(n) =aP,(A),  g(n) =bPu(}),
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ahol a,b és A komplex szdmok. Behelyettesitve a (2.15) egyenletbe
f(nxm) =aP,(N)bPy,(\) + aPn (MNP, (X) = 2ab P, (A) P, (A)

adodik, masrészt
f(nxm)=aP,(\)Pn(N),

innen b = 1/2 és a tetsz6leges komplex szdm, ez a tétel 1. esetét adja.

Ha két kiilonb6z6 exponencidlis fliggvény generdlja az alteret, akkor valamely
a,b,c,d és A1 # Ay komplex szamok esetén

f(n) :aPn(Al)“i’an()‘Z)a g(n) :Cpn()\l)+dpn(>\2)
Ekkor f(0) = a+b, g(0) = c+d és a (2.15) egyenletbdl az m = 0 helyettesitéssel

f(n) = f(n)(c+d)+ (a+b)g(n),
[aP, (A1) +bP,(X)](1 = (¢ + d)) = (a4 b)[cPn (A1) + dPy(A2)].

Mivel n +— P, (A1) és n — P, ()\2) linedrisan fiiggetlenek, ezért az egyiitthatéik
a bal- illetve a jobboldalon megegyeznek: a — ac — ad = ac + bc azaz ad + bc =
a(l — 2¢) és hasonléan ad + bc = b(1 — 2d). Ha most m = 1l-et helyettesitiink
(2.15)-be, azt kapjuk, hogy

= Pn()\l)[Qac)\l + (ad + bC))\Q} + Pn(AQ)[2bd>\2 + (ad + bC))\ﬂ7

mésrészt n — P, (\) multiplikativitdsdt hasznalva
f(n * 1) = aPn*l()\l) —+ an*l()\Q) = aPn()\l))\l —+ an(A2)A2

Itt az egyszertliség kedvéért Pp.i(\1) jeloli az n — ¢(n * 1) fliggvényt, ahol
©(n) = P,(A1). Osszevetve az eléz6 egyenlségeket:

2acA + (ad + bc)hy = alg,
2bdAg + (ad + bc) Ay = bAg,

majd felhaszndlva az ad + be = a(1 — 2¢) = b(1 — 2d) Ssszefiiggést:

a(l — 20)()\2 — /\1) = O7
b(1 —2d)(Aa — A1) = 0.
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Mivel Ay # Ao, ezért ¢ = d = 1/2. A szinusz egyenletbe m = n = 0-t {rva
(a+b) =2(a+b)(c+ d) adédik, azaz b = —a. Tehdt

1

f(n) = a(Pa(A1) = Pu(A2)),  g(n) = 5(Pa(A1) + Pru(A2)),

ami éppen a II. eset

Végiil, ha a 7(f) alteret a P,(A) és a P (\) fiiggvények generdljék, ahol A
egy komplex szam, akkor

F(m) = aP, () +BPL(A) és g(n) = cPo(N) +dPL(N)

valamely a,b, ¢,d komplex szdmok esetén. Ekkor f(0) = a, ¢(0) = ¢, f(1) =
ar+b, g(1) =cA+dés

f(nx0) = f(n)g(0) + f(0)g(n),

f(n)(1 = ¢) = ag(n),

tehat
[aP,(\) + bP,(N](1 — ¢) = acP,(\) + adP,,(\).

Innen a = 2ac és b — bc = ad, majd az m = 1 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
f(nx1) = f(n)g(1) + f(1)g(n) =

= [aPn(X) 4+ bP,(N)](cA + d) + (aX + b)[cP,(N) + dP)(N)] =
= P,(N)[a(cA + d) + c(aX + b)] + P, (N [b(cA + d) + d(aX + b)].

Maésrészt
fnx1)=aPua(A\) +b(Poaa(N) = aPy (M)A + 0P (M +bP,(N\) =
= P,(A\)(aX +b) + bAP;, (N),
igy
aX + b = 2acA + ad + cb,
b\ = be + adX + 2bd.

A szinusz egyenletbe m = 0-t helyettesitve adédik, hogy a = 0, vagy ¢ = 1/2
és b = 2ad. Elébbi esetben b = ¢b és b # 0, tehat ¢ = 1, ekkor bA = b\ + 2bd,
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ezért d = 0. Az utébbi esetben bA = b\ + 2bd miatt vagy b = d = 0, amit méar
lefedett az I. eset, vagy a = b = 0, ami ellentmond annak, hogy f nem azonosan
nulla. Tehat

f(n) =bP,(N),  g(n) =Pu(N).

Megforditva, konnyen ellenérizhetd, hogy az I.—III. esetekben szerepld
fiiggvények valéban megolddsai a (2.15) egyenletnek. O

A kovetkez6 tétel a koszinusz egyenlet dltalanos megoldasat adja meg poli-
nomidlis hipercsoportokon.

2.3.2. TETEL. Legyen (N,*) a (P,)nen polinom rendszer dltal generdlt hiper-
csoport és legyenek f,g: N — C fliggvények, ahol f nem azonosan nulla. Az f
és g fiigguények pontosan akkor elégitik ki a (2.16) egyenletet, ha felirhatdk az
aldbbi alakok valamelyikébe:

L f(n) =aPy(N),  g(n) =va?—aP,(N),
II. f(n) =aP,(\)+ (1 —a)P,(\2), g(n) = Va® —a(Py(A1) — Po(A2)),
I f(n) = P,(\)+bP.(\),  g(n)==+bP.(\),
ahol a, b, N, A\ és Ay tetszbleges komplex szdmok.

Bizonyitds. A 2.3.1. Tétel bizonyitasdban hasznélt mddszert alkalmazzuk.

Az els6 esetben f és g az alabbi alakba irhato:
f(n) =aP,(X),  g(n) =bP.(})
valamely a, b, A\ komplex szamok esetén, tehat
f(nxm) =a*P,(A\)Ppn(\) — 0*Pri (M) Pr(\) = (a® = b*) Py (A\) P (M),
és
f(nxm) = aP,(A)Ppn(N).
Ekkor a = a® — b2, és az 1. esetben szerepld fiiggvények adédnak megoldasként.

Ha a 7(f) alteret két kiilonbozé exponenciélis fiiggvény generélja, akkor

f(n) :aPn()‘l)+an()‘2)> g(n) :CPn()‘l)+dPn(/\2)
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valamely a,b,c,d és A1 # Ay komplex szamok esetén. Vilagos, hogy ekkor
f(0) =a+0bés g(0) = c+d. A (2.16) egyenletbe helyettesitve m = 0-t, azt
kapjuk, hogy

aP, (A1) + bP,(A2) =
= (a+b)(aP,(\1) +bPy(A\2)) — (c +d)(cPy(\1) +dP,(N2)) =
= (a® = AP, (M) + (2 — d®)P,(A\2) + (ab — cd) (P (A1) + Pu(X2)).

Itt n — P,(\1) és n— P,()\2) linedrisan fiiggetlenek, {igy
a—a*+c=b—b+d*=ab—cd (2.17)
Ha m = 1-et helyettesitiink a (2.16) egyenletbe, akkor pedig
f(n*1) =[aP, (A1) + bP,(A2)](aM1 + bA2) — [cPy (A1) + dPp(A2)](cA1 + dA2)
és
f(nx1) =aPu (A1) + bPpa(A2) = aPr (A1) A1 + 0P, (A2)As.
Ez azt jelenti, hogy

(a —a® + )\ = (ab — cd) )z,
(b—b* 4+ d*)\y = (ab — cd) 1,

és felhaszndlva a (2.17) egyenletet ab — cd = 0, ¢ = Va% —a, d = /b2 — b és

ab=cd=+vVa%2—ab% -0

Négyzetre emeléssel a + b = 1 adédik, mert az a = 0 vagy b = 0 eseteket méar
targyaltuk. Tehat

f(n) =aPy(M) + (1= a)Pu(X2),  g(n) = Va? —a(Pu(M\1) — Pa(X2)),

és ez éppen a II. eset.

Most tegyiik fel, hogy a 7(f) alteret az n — P, (\) és n +— P (\) fuggvények
generaljdk valamely A komplex szdm esetén, ekkor

F(0) = aPa(N) + PN, g(n) = cPu(N) + dPL(N).

Nyilvénvald, hogy f(0) = a, g(0) =¢, f(1) =aX+bés g(1) = cA + d, majd az
m = 0 helyettesitéssel
f(n) = aP,(\) + bPL(\) = alaP,(\) + bP)(N)] — c[ePn(\) + dPL(N)] =
= (a = ) Pu(A) + (ab — cd) P, (M),
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azaz a = a2 — c? és b = ab— cd. Most végezziik el az m = 1 helyettesitést, innen

fnx1) = f(n)f(1) —g(1)g(n) =
[

= [aPn(\) + bP,(N)](aX +b) — (A + d)[cP,(N) + dP)(N)] =
= (Ma® = &) +ab— cd)P,(\) + (b* — d* + A(ab — cd)) P (N).

Mésrészt
Ffnx1) = aPui(A) + b(Pa (V) =
= aP, (M)A +bP (M)A + P,(A\)b =
= P,(\)(aX +b) + DAPL(N),
azaz

bA = b* — d* + \(ab — cd).

Felhasznalva, hogy ab — cd = b, azt kapjuk, hogy b = d?, és a = a® — ¢? miatt

a=1és c=0. Ekkor
f(n) = Pu(A) +0P,(N),  g(n) ==+bP,(N),

ami a tételben szereplo III. eset.

Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ezek a fiiggvények valéban
kielégitik a (2.16) egyenletet. O

2.4 LEVI-CIVITA-EGYENLET

Az el6z0, 2.3 alfejezetben hasznalt eljaras kapcsan felmeril a kérdés, hogy
milyen altalanosabb fiiggvényegyenletekre lehet alkalmazni ezt a moédszert, il-
letve, hogy milyen feltételek mellett lehet mas hipercsoportokon is érvényes
tételeket megfogalmazni. Ebben a fejezetben a Levi—Civita-fiiggvényegyenletet
fogjuk vizsgalni olyan hipercsoportokon, amelyeken a véges dimenziés el-
tolasinvarians altereket olyan linedrisan filiggetlen exponencialis monomok
generaljék, amelyek el6dllnak egy egyparaméteres exponencidlis fliggvénysereg
tagjainak derivaltjaiként. A kapcsol6dd példdkban polinomidlis hipercsopor-
tokon értelmezett fliggvényegyenleteket fogunk tekinteni, de a megoldasok
megadhatdak mas olyan hipercsoporton is, amely rendelkezik a megfelel6 expo-
nencidlis sereggel, példdul Sturm-Lieuville-hipercsoportokon (lasd 3.1 alfejezet
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és [SzV10]). A Levi-Civita-fliggvényegyenlettel szdmos irds foglalkozik, tébbek
kozott [Levl3], [Stal3], [Vin62], [Acz66], [Mck77], mig Abel-csoportok esetén az
altaldnos megoldds lefrdsa megtalalhaté [Sze91]-ben.

Legyen (K, x) egy kommutativ hipercsoport, és tegyiik fel, hogy léteznek
olyan ® : K x C — C fiiggvények, amelyek rendelkeznek az alabbi tulaj-
donsagokkal:

1. az © — ®(z, A) fiiggvény minden A € C esetén exponencialis fiiggvény;

2. ha m egy exponencidlis fiiggvény K-n, akkor 1étezik egy \ komplex szam,
melyre m(x) = ®(z, \);

3. aA— ®(z, \) fiiggvény minden x € K esetén végtelen sokszor folytonosan
differencidlhaté.

Ekkor azt mondjuk, hogy K-n [étezik egy exponencidlis sereg, amelyet a
® figguény reprezentdl. Most tegyiik fel, hogy K minden n-dimenzids el-
tolasinvarians altere generalhaté olyan fliggvényekkel, amelyek az aldbbi alakba
irhatoéak:

x— Dz N) (1=1,2,...k), (j=01,...,n—1),

ahol k és ni,na,...,n, természetes szamok, tovabba ny + ng + - -+ + ng = n.
Tekintsiik az alabbi, dgynevezett Levi—Civita-fiigguényegyenletet:

flaxy) = ng(z)hz(y) (z € K), (2.18)
i=1
ahol f,g; és h; ismeretlen komplex értékli fliggvények K-n ¢ = 1,...,n

esetén, és ezen kiviil feltessziikk még, hogy a {g1,...,9n} és {h1,...,hn}
fliggvényrendszerek linedrisan fliggetlenek. Ekkor az f eltoltjai altal generalt
7(f) n-dimenzids altér tartalmazza a g; és a h; fiiggvényeket ¢ = 1,...,n esetén,
tehét léteznek A1, ..., \; komplex szdmok tgy, hogy a 7(f) alteret generéljdk
az x +— ®U)(z, \)) fiiggvények | = 1,2,...,k és j =0,1,...,n; — 1 esetén, ahol
ny + no + - -+ + ni = n. Az ismeretlen fliggvényeket igy komplex egyiitthatdk
segitségével a kovetkezd formaba irhatjuk:

k} nlfl

f@)=>"3 F,o9(x,N), (2.19)

I=1 j=0
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k ’I’Llfl k Tllfl
gi(x) = > GOV (@, N), hi(x) =) H &Y (x,N).
=1 7=0 =1 j=0

Jelolje G és H azokat az m X n tipusu matrixokat, amelyek a g; és h;
fiiggvényekhez tartozé (2.19)-ben szerepld egylitthaték alkotnak: ha ¢t €
{1,...,n}ést=mny+---+n_1+(j+ 1), akkor

Gy =Gj, Hy=H. (2.20)

A kovetkezo tétel megadja a Levi—Civita-egyenlet megoldasait olyan K hiper-
csoportokon, amelyek rendelkeznek a fent leirt tulajdonsagokkal.

2.4.1. TETEL. Az f,g;, h; : K — C fiigguények akkor és csak akkor elégitik ki a
(2.18) egyenletet, ha
H' .G =F,

ahol G és H a (2.20)-ban szerepld mdtrizok és

B' ... ...
2
r_ . B2 7
... B
ahol a B' blokkmdtriz 1 = 1,...,k esetén az aldbbi n; x ny tipusi mdtriz:
g SR ke =D+ (-1 <m
e 0, ha (t—1)+(s—1)>mn

és F' minden mds eleme zérus.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az f,g; és h; figgvények i = 1,...,n
esetén kielégitik a (2.18) egyenletet. A @ fliggvény multiplikativitdsét hasznalva
egyrészt

=

k n;—
flaxy) =3 F,oW (@xy\) =
=0
171

k J .
=22 R (i) O (@, A)PU (y, ),

=1 j=0 t=0

I
—
S <
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masrészt
n k n;—1 n k ns—1 ) . .
S gl = 3 (zz 5 H;Ta;j¢<r><y7xs>) B9 (0 ).
=1 =1 5=0 1=1 s=1 r=0

Rogzitett [ és j esetén ®U)(x,)\;) egyiitthatéi a fenti egyenléségekben
sziikségképpen megegyeznek, tehat

n

k ng—1 —
3 <Z Hirij> ) (y, A, Z (t>th¢’(t Dy, M) =
s=1 t=j

r=0 i=1 J
n—1—j

r+ r
Z ( ]>Fl(1+r>q)( Yy, N),

r=0
és ha s # [ akkor Y " | ngGf'j =0 minden r =0,...,n, — 1 esetén. Ha [ = s,
akkor pedig

ZHZ l {(r—;j)Fl(rﬂ)’ ha 747 <m

0, ha r—&—jan’

ami ekvivalens a tételben szereplé H' - G = F kifejezéssel. Kénnyen
ellenérizheto, hogy a forditott allitas is teljestil. O

2.4.2. PELDA. Tekintsiik az

f(nxm) = g(n)h(m) + k(n) +1(m) (2.21)

fiiggvényegyenletet egy diszkrét polinomidlis hipercsoporton, amelyet a (P,)nen
polinomok generalnak. A (2.18)-ban szerepld jeloléseket haszndlva

fln*m) Zgl

ahol
g1 =9, h1:h7 gQZka h2:1a 93217 h3:l

Feltéve, hogy a {g1,92,93} és a {h1,ha, hs} figgvényrendszerek linedrisan
fiiggetlenek, a 7(f) altér haromdimenziés. Mivel az azonosan 1 fiiggvény egyike
a generalé exponencialis monomoknak, két eset lehetséges:
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1. 3 =141+1, azaz a 7(f) alteret a P,(\1), P,(A\2) és az 1 fliggvények
generaljék, ahol A\; # Ao komplex szamok;

2. 3=2+1, azaz a 7(f) alteret a P, (), P/ ()) és az 1 fliggvények generdljdk,
ahol X\ egy komplex szam.

Az els6 esetben
91(n) = G1, Pu(\M) + G5, Pu(A2) + Gy, , ha(n) = H{ P,(\1)+ Hs Po(X2) + H,

g2(n) = G, Pu(M) + G5, Pa(X2) + G5, hs(n) = H} Py(A1) + Hj, Py(Xo) + H3

és Hlo = H20 = G‘;’O = G20 =0, H§O = Ggo = 1. Alkalmazva a 2.4.1. Tételt a
kovetkezo feltételeket kapjuk:

F, 0 0 HL 0 H}\ (G G GL
0 Fy 0| =(H 0H)| |G G2 G2 | =
0 0 F Hy, 1 H;)\0o o 1
Hy, Gy, Hi,G3, Hi,G3, + HY,
- | migt Hicl HYGL + HE

0
Hj3 Gi, + G H} Gy + G35, H3 Gy +G3 + Hj
A maésodik esetben
91(n) = G1, Pa(A) + G}, P, (N) + Gy, hai(n) = Hi, Po(N) + H{, P,(A) + Hy,,

g2(n) = G1 P,(A) + G1, P,(A) + G5, hs(n) = H{ P,(\) + H} P, (A) + H

11 n

és HY, = H} =G} =Gi =0, H} =G3 =1, ckkor

F, i, 0 Hi G, H{ G}, H} G} + H}
Fi, 0 0 |= H{ Gi, H! Gi, H! G3, + H},
0 0 Fy, H} Gi, +Gi, H} Gi, +Gi H3 G +G3 + Hj

Osszevetve ezeket az egyenldségeket, az aldbbi megolddsok adédnak a (2.21)
egyenletre, itt {g,k} és {h,l} szerepe felcserélhets, a konstansok pedig
tetszOlegesen valaszthatoak:

f(n) = G3, Hy, + G35, + Hj,

g(n) = Glo ()‘1) + Gzo n(A2) + Gso ;

h(n) H3 )

k(n) = (=G1,H3,)Po(M) + (=G5 H3 ) Pu(N2) + G5,
I(n) = Hg’o ,
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és
f(n) = Gy Hi,Pa(\) + (G5, Hs, + H3 +G3),
g(n) = G%OPn()\) + GLPJL()\) + G5, s
h(n) = Hlopn(/\)+H2 ;
k(n) = (- GOHQU) {(A) + (=G1, Hy )P (N) + G5,
I(n) = (=G5 H{,)P.(\) + H3, .

2.4.3. PELDA. Tekintsiik most a (2.15) szinusz egyenletet, amelynek dltaldnos
megoldasat polinomialis hipercsoportok esetén a 2.3.1. Tételben adtuk meg. Ez
az egyenlet azonban specidlis esete (2.18)-nak, igy a 2.4.1. Tételt alkalmazva
konnyen megkaphatjuk a linedrisan fliggetlen megolddsokat. Ha (2.18) jel6lését
haszndaljuk, akkor az egyenlet f(nxm) = Z?Zl gi(n)h;(m) alakd, ahol

Gi=ha=f, g=h=y
Feltételezve a linedris fliggetlenséget 7(f) kétdimenzids, és két eset adodik:

1. 2 =141, azaz a generalé fiiggvények P, (A1) és P,,(\2) valamely A; # Ay
komplex szamok esetén;

2. 2 = 2, azaz a generdld fuggvények P, (M) és P/ (\), ahol A egy komplex
szam.

Az els6 esetben
g1(n) = Fi,Po(M\) + Foy Pr(X2), hi(n) = G3, Po(M) + G5, Pa(A2),

gg(n) = G (/\1) + G ()\2) hg(n) = FIOPn()‘l) + FQDPn()\Q)7

és
F, 0 _ G%O Fy, Iy, Fy, _ 2G§0F10 G%OFQO + G%OFlo
0 Fy, G%O Fy, G%O G%O G%OFQO + G%OFlo 2G§0F20 ’
A miésodik esetben
91(n) = F1,Py(A) + F1, P)()), hi(n) = GI Pu(X) + G, Py (N),

g2(n) = G3 P,(A) + G1, Py(N), ha(n) = Fi,P,(\) + F1, PL()\),

11 n

és

R, P, _ (G Ry (Fy B 2F, G G R+ GY R
F11 0 G%l F11 G%o G%l G%th + G%lFlo QG%IFll
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A fentiek alapjan a szinusz egyenletre az alabbi megoldasokat kapjuk:

Fn) = Fio (Pa(0) = Pa(Y)) - g(n) = 2 (Pa(0a) + Pa(N),
f(n):FhPrlL(/\)’ g(n):Pn()‘)v

ahol Fy, és Fy, tetszbleges komplex szamok. Megjegyezziik, hogy a linedrisan
fiiggd f(n) = Fi,Pu(X) és g(n) = § Pa()) fiiggvények szintén kielégitik az egyen-
letet.

2.5 DIFFERENCIAEGYENLETEK

Ebben a fejezetben a konstans egyltthatés linedris differenciaegyenletek
megoldasara alkalmazott mdédszerek egy részét altalanositani fogjuk polinomialis
hipercsoportokra.

Legyen N egy rogzitett természetes szdm, és legyenek adottak az
ag, a1, ---,an,g : N — C figgvények, ahol ay nem azonosan nulla. Az

an(n) foen Fanv—1(n) fasn—1+ -+ a1(n) fos1 + ao(n) frn = gn

egyenletet nemdllandd egyiitthatds linedris differenciaegyenletnek nevezziik, ahol
f: N —= Cvagy f: Z — C valamilyen ismeretlen fliiggvény. A tovabbiakban
mi az f : N — C esettel fogunk foglalkozni, és az f(m) illetve g(m) jelolést
fogjuk hasznalni f,, és g,, helyett. A differenciaegyenletek klasszikus elmélete
alapjan a fenti egyenlet teljes megoldasa leirhaté a konstans egyiitthatos e-
setben, azaz, ha az ag,aq,...,an fliggvények allandok. Ekkor a megoldasok
terét olyan exponencidlis monomok generaljak, amelyeket az egyenlethez tartozé
karakterisztikus polinom gyokeinek segitségével kaphatunk meg. Jéval keveseb-
bet tudunk azonban mondani a nemallandé egyiitthatds esetben, és mint latni
fogjuk, a polinomidlis hipercsoportokon értelmezett konstans egytitthatés dif-
ferenciaegyenletek valéjaban nemallandé egyttthatds egyenleteket adnak.

A differenciaegyenletek elméletében egy fliggvény n-nel valo eltoltja és az n-
szer valé eltolasa 1-gyel ugyanazt az eredményt adja minden n természetes szam
esetén. Hipercsoportoknal azonban két lehetéség adddik differenciaegyenletek
definidlasdra ezen két kiilonbozé értelmezés alapjan. Az utébbi eset vizsgdlatat
végezzik el elOszor.
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Legyen (N,%) a (P,)nen polinom rendszer altal generdlt hipercsoport és
vezessiik be a

Tfn)=Tif(n) = f(nx1)
jelolést minden f : N — C és n € N esetén, tovabba legyen TVf = f és

TN =TT ')

minden N > 1 egész szamra. Nyilvanvald, hogy T linearis operator az N-
en értelmezett komplex értékii fiiggvények CV vektorterében. Egy @ komp-
lex egylitthats polinom esetén természetes médon adédik a Q(7T) operdtor

jelentése. Legyen N egy pozitiv egész, ag,...,an komplex szadmok és tegyiik
fel, hogy any # 0. Tekintsiik (N, *)-on az aldbbi fiiggvényegyenletet:
QM f=anTVf(n) +an 1TV 1f(n)+ ... +agf(n) =0, (2.22)

amelyet az (N, %) hipercsoporton adott Q-hoz tartozé N-ed rendd konstans
egylitthatds homogén linedris differenciaegyenletnek neveziink. A @ polinomot
a (2.22) egyenlet karakterisztikus polinomjdnak nevezzik. A (2.22) egyenlet
megoldéstere a Q(7) linedris operator nulltere, tehit egy linearis altér CN-ben.
Ezen feltl a megoldastér eltolasinvarians abban az értelemben, hogy ha f egy
megoldéas, akkor T f szintén az.

2.5.1. LEMMA. Ha Q egy N -edfoki komplex polinom, ahol N > 1, akkor (2.22)
megolddstere N dimenzids.

Bizonyitas. Tegylik fel, hogy az f: N — C fiiggvény egy megoldésa az
egyenletnek. Mivel f(0*1) = f(1) és n > 1 esetén

n+1

fs)y= " e(n, 1, k) f(k) = anf(n=1) + Buf(n) + yuf(n +1),

k=n—1

ahol () nen, (Bn)nen és (Yn)nen a polinomidlis hipercsoportok definici¢jdban
szerepl6 sorozatok, lasd (2.1). A (2.22) egyenletet n = 0 esetén az

N-1
anyN-1- MY f(N) + Z knif(i) =0
i=0

alakba irhaté valamely ky,; komplex szdmok esetén, ahol i = 0,...,N — 1.
Mivel ayyn—1--70 # 0, {gy f(IV) értékét meghatdrozzak az f(0),..., f(N—1)
szamok, és teljes indukcidval konnyen beldthatd, hogy minden n > N egészre
f(n) egyértelmilen meghatdrozott az f(0),..., f(N — 1) értékek altal. O



42 2 FUGGVENYEGYENLETEK POLINOMIALIS HIPERCSOPORTOKON

2.5.2. LEMMA. Ha a A komplex szdm m multiplicitdsi gyoke a (2.22) egyenlet

karakterisztikus polinomjdnak, akkor azn — Pék)()\) figguény megolddsa (2.22)-
nek minden k = 0,1,...,m — 1 esetén.

Bizonyitds  Aznw— P,()\) figgvény exponencidlis tulajdonsidgénak
kovetkeztében

TP,(\) = P,(\)Pi(\) = AP, (\), T'P.(\) = AP, (N,
igy azonnal adédik, hogy ez a fiiggvény megoldasa az egyenletnek:
QIMP,N) =N +an_1 AN+ +ard +ag)Pr(N) = 0.

Annak bizony{tdsahoz, hogy az n — Pﬁk)()\) fiiggvény 1 < k < m esetén szintén
megoldés, szitkségiink van P,(Lk)()\) eltoltjaira. Némi szdmolds utdn azt kapjuk,
hogy r € N esetén

min(r,k)

Trpék)()\) — Z (:) PN’ (k ]i!t)!PT(Lk_t)(/\)’

t=0

tehat

QT)PM(A) = zNjarT’"Pék)(A) =

r=0
i migk) ('I’) k!

_ a, AT : P7(lk7t)(>\) —
= — \l (k—1t)!
k k N !

= Nt | PRt ()
Z(J (2_) — ) -0 (3) = 0,

mivel 0 < ¢t < m — 1 esetén a karakterisztikus polinom t-edik derivéltja a A
helyen zérus. O

A kovetkezd tétel megadja a (2.22) egyenlet Osszes megoldasat.

2.5.3. TETEL. Legyen Q eqy N > 1 foki komplex polinom, melynek gyokei
a A1, A2, ..., A kilonbozd komplex szdmok, \; multiplicitdsa l; j = 1,2,...,k
esetén és ly +---+ 1y = N. FEkkor az f : N — C fiiggvény pontosan akkor
megolddsa a (2.22) egyenletnek, ha elédll az

ne POO) =12k i=0,1,...,1

=1
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figguények linedris kombindcidjaként.
Bizonyitds. Az allitas kozvetleniil adddik a 2.5.1. Lemma, a 2.5.2. Lem-

ma és annak felhasznalasdval, hogy a 2.1.7. Tétel szerint a Py)()\j) fiiggvények
linearisan fiiggetlenek. O

Ezutén térjink ra a kovetkez6 alaku differenciaegyenletek vizsgalatara:
anTnf(n) + an—1Tn-1f(n) + - +aof(n) =0, (2.23)
ahol f : N — C ismeretlen fliggvény, N egy pozitiv egész és ay, - .., ag komplex
szdmok. Megjegyezziik, hogy (2.23) az aldbbi formdba is {rhaté:
anf(nx N)+any_1f(n* (N —=1))+---+aof(n) =

Kénnyen beldthaté, hogy (2.23) megoldédstere egy N dimenziés altér CN-
ben. A kovetkezd tétel megmutatja, hogy a megoldéasteret hasonlé fiiggvények
generaljak, mint a (2.22) egyenlet esetén, de itt a hipercsoportot generdld poli-
nomoktodl is fiiggeni fog a karakterisztikus polinom.

2.5.4. TETEL. Az f: N — C fiigguény akkor és csak akkor megolddsa a (2.23)
egyenletnek, ha elddll az

ne— PO =12k i=01,...,0-1

figguények linedaris kombindcicjaként, ahol A1, Aa, ..., A\ kilonbézé komplex
gyokei a

)\l—)CLNPN(/\)—|—CLN_1PN_1(/\)+"'+01P1(/\)+a0 (224)
egyenletnek, és \; multiplicitdsa l; minden j = 1,2,...,k esetén.

Bizonyitas. Elegend6 megmutatni, hogy az n — Py(f)()\j) fliggvények
megoldasok j =1,2,...,kési=0,1,...,l; — 1 esetén. Mivel

%

TP =3 () PO rs )

t=0

minden m € N esetén, ezért ha a (2.23) egyenletbe f(n) helyére a P,Y)(/\)
fliggvényt irjuk, azt kapjuk, hogy

N
Z mTm P(Z) Z A, Z ( )P(t) P(i_t)()\) _
m=0
— ; (1) PG ()) (g_:o ampr(rf)()\)> _
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ami abban az esetben igaz, ha A az i-nél magasabb multiplicitdsi gyoke (2.24)-
nek. ([l

A kovetkez6kben néhdny egyszer(ibb differenciaegyenletet fogunk megvizsgélni
kiilonb6z6 polinomialis hipercsoportokon.

2.5.5. PELDA. Tekintsiik az aldbbi egyenletet:
Tf=0. (2.25)

Csebisev-hipercsoporton

(f(n+1)+ f(In—1])),

N | —

Tf(n) =

tehat (2.25) az
fn+ 1)+ f(In—=1]) =0
alakba frhatd, aholn = 0,1,.... Azn = 0esetbdl f(1) = 0és f(n+2)+f(n) =0
minden n > 0 esetén, azaz f(2n + 1) = 0 és f(2n) = (—1)™ f(0). Legendre-
hipercsoport esetén
n+1

Tf(n) = 2n+1f(n+1)+

T (= 1)),

tehat az egyenletre
m+1)f(n+1)4+nf(n—1])=0

adddik minden n > 0 esetén. Ekkor f(1) =0, és n > 0 esetén (n+2)f(n+2) +
(n+1)f(n) =0, innen f(2n+1) =0 és f(2n) = (=1)" F5=42 £(0). (Itt n!l n
szemifaktoridlisat jelenti.) Vegylik észre, hogy az elsd esetben f(n) = f(0)-T,,(0)
és a masodik esetben f(n) = f(0)-P,(0), ahol T}, és P, jeloli az n-edik Csebisev-
polinomot illetve az n-edik Legendre-polinomot. Ez egyszerii kovetkezménye
korabbi eredményeinknek, hiszen az egyenlet Q(A) = X karakterisztikus poli-
nomjanak egyetlen megoldasa A\ = 0, igy tetszdleges polinomidlis hipercsopor-
ton a 2.5.3. Tétel alapjén a (2.25) egyenlet megolddsai f(n) = f(0)- P,(0), ahol
(Pn)nen a generald polinomok rendszere.

Most tekintsiik a kovetkezd feladatot: keressiik az osszes f : N — C
megoldasat az

n+2)f(n+2)—2n+3)f(n+1)+(n+1)f(n)=0 (2.26)
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differenciaegyenletnek az f(0) = f(1) feltétel mellett. Ha

gn) = (n+1)f(n+1) = (n+1)f(n),
akkor g(n + 1) — g(n) = 0 alakra redukalédik az egyenlet, ami azt jelenti, hogy
g konstans és g(0) = f(1) — f(0) = 0. Ekkor (n+1)f(n+1)—(n+1)f(n) =0,
amib6l az kovetkezik, hogy f is konstans: f(n) = f(0) minden n € N esetén.
Miésképpen, figyeljiik meg, hogy (2.26) nem mds, mint a
Tf=f (2.27)

egyenlet Legendre-hipercsoportokon, ami egy igen specidlis esete (2.23)-nak. A
karakterisztikus polinom Q(A) = A — 1, ennek egyetlen gyoke A = 1, tehdt az
altaldnos megoldéds f(n) = f(0) - P,(1) alakd. Mivel P,(1) = 1 minden n € N
esetén, ezért az Osszes megoldas konstans.

Modositsuk a (2.27) egyenletet:
Tf =cC- f7

ahol ¢ egy komplex paraméter. Ez a transzlacié operatorhoz tartozd sajatérték
probléma, itt a karakterisztikus polinom Q(\) = X — ¢, amelynek egyetlen
gyoke c. Ha tehét a hipercsoportot a (P, )nen polinomok generaljak, akkor a 7
operatornak minden ¢ komplex szam sajatértéke, a hozza tarozé sajatfiiggvények
pedig n — f(0) - P,(c).

2.5.6. PELDA. Tekintsiik a
N /N
Ny _ 1) N—np _ i
AN f nE_()(”)( )'T =0 (2.28)

N-ed rend{i monom egyenletet a (P,),en polinom rendszer dltal generdlt hiper-
csoporton, ahol A =T — I, és I jeloli az identikus operdtort. A (2.28) egyenlet
karakterisztikus polinomja Q(\) = (A — 1)V, ennek A = 1 N-szeres gyoke. A
2.5.3. Tétel tétel alapjan az egyenlet altalanos megoldésa

f(n) = coPu(1) + 1 Pp(1) + -+ + ey PNV (1),
ahol ¢y, ..., cn tetszoleges komplex szamok. Példaul N = 2 esetén
f(n) = coPu(1) + 1 Py (1) = co + 1Py (1),

és 2.1.4. Tétel alapjan a ¢y P), (1) fiiggvények additivok. Ezek szerint (2.28) az
N = 2 esetben tekinthet az affin fiiggvények karakterizacidjanak, éppen mint
csoport esetben.
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2.5.7. PELDA. A 2.5.4. Tétel alkalmazésanak szemléltetésére tekintsiik a
Tof =2Tif+f=0 (2.29)

differenciaegyenletet azon a polinomiélis hipercsoporton, aminek (P,)nen
generdlé polinomjait az (au,)nen, (Bn)nen €s (Yn)nen sorozatok definidljak. A
2.5.4. Tétel alapjan az altaldnos megoldés leirhato a

polinom gyokeinek segitségével. Ha felhaszndljuk a (2.1) rekurziés formuldt az
n = 1 esetben és figyelembe vessziik, hogy «,, + 8, + v, = 1, akkor azt kapjuk,

hogy
T (P2(A) = 2P (A) + 1) = (A = 1)(A = (71 — o)),

tehat a megoldasok a kovetkezd alakiak:
fn)=AP,(1)+ BP,(y1 —a1) = A+ BP, (71 — a1), (2.30)

ahol A, B tetszOleges komplex szamok. Csebisev-polinomok esetén

1 1
ML) = 5 T 0+ 5 Ty V),

ahol To(A\) =1 és T1(A) = A, ekkor a fenti egyenlet
fn+4)=2f(n+3)+2f(n+2)—2f(n+1)+ f(n)=0
alaku az
f@)=2f1)-f0) & fB)=r1)
kezdeti feltételekkel. Az altaldnos megoldas
f(n)=A+ B-T,(0),

ahol A, B tetszlleges szdmok, vagy pontosabban f(2n) = A 4+ B(—1)" és
f(2n 4+ 1) = 0 minden n € N esetén. Mivel ebben az esetben a probléma
konstans egyiitthatos differenciaegyenletté redukalédott, ugyanez az eredmény
megkaphaté a hagyomanyos eszkozok segitségével is. Legendre-hipercsoport
esetén viszont az adodd egyenlet nem konstans egytitthatds, mégis meg tudjuk
adni a megoldasokat (2.30) alapjdn:

f(n)=A+B-P,(1/3)

ahol P, jeloli az n-edik Legendre-polinomot.
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2.6 TOBBVALTOZOS POLINOMIALIS HIPERCSOPORTOK

Ebben a részben a 2.1 fejezetben definidlt polinomialis hipercsoportok
tobbvaltozos polinomokra épiilé altalanositasat irjuk le, és megadjuk ezen hi-
percsoportok additiv és exponencidlis fliggvényeit. A tobbvaltozds polinomialis
hipercsoportok elméletét H. Zeuner alapozta meg ([Zeu92a)).

Legyen K egy megszamlalhato halmaz a diszkrét topoldgiaval ellatva, d egy
pozitiv egész és tekintsiik a d-véltozds komplex polinomok (Q.).cx halmazit.
Vezessiik be az alabbi jelolést minden n € N esetén:

K, ={z € K|degQ, < n},

tehat K, azon K-beli x elemek halmaza, amelyekre @, legfeljebb n-edfoku.
Tegyiik fel, hogy {Q. |z € K,} egy bézisa a legfeljebb n-edfokid d-véltozds
komplex polinomok terének. Ekkor minden z,y € K esetén a @,Q, szorzat
egyértelmiien felirhaté a

Q:Qy = Z c(z,y, w)Qu (2.31)

weK

alakban, ahol c(z,y,w) komplex szamok. Egy (K, *) hipercsoportot akkor
neveziink d-vdltozés polinomidlis hipercsoportnak, ha létezik d-véaltozos poli-
nomoknak olyan (Q.).cx halmaza, amelyre teljesiil az elébbi tulajdonsdg, és a
konvolicié K-n az alabbi médon definialt:

690*61/({11}}) :c(xava) (x’yawEK)'

Vilagos, hogy az egyvaltozds polinomidlis hipercsoportok specidlis esetét
adjédk a fenti hipercsoportoknak, hiszen a (2.1) &ltal adott (P,)nen poli-
nom rendszer esetén P, foka éppen n, és (2.31) a (2.2) linearizéciés formula
altalanositésa.

A (Qu)zex polinom rendszerre vonatkozo feltételekbdl kovetkezik, hogy
egyértelmiien létezik egy e € K elem, melyre @), egy nem nulla konstans, és e
sziikségképpen a hipercsoport egységeleme, igy Q. = 1. Az egyszeriliség kedvéért
a K hipercsoport egy x elemét gyakran azonositjuk a @, polinommal. Vilagos,
hogy K pontosan d darab linearisan fliggetlen els6fokd polinomot tartalmaz, ha
pedig Qz(#1,...,24) = z; valamely j = 1,...,d esetén, akkor az mondjuk, hogy
K tartalmazza z;-t. Megjegyezziik, hogy ha L jeloli a z — Az + c affin transz-
forméciét, ahol A € GL(d,C) és ¢ € C?, akkor a Q% := Q, o L polinom rendszer
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az eredetivel megegyezd hipercsoport strukturat definial, igy az elséfoku poli-
nomok akar tetszélegesen is valaszthatdak, természetesen a linedris fliggetlenség
megtartasaval.

A kovetkezd tétel megadja a tobbvaltozds polinomidlis hipercsoportok expo-
nenciélis figgvényeit (lasd [BIH95]).

2.6.1. TETEL. Legyen (K,*) a (Qz)zex polinom rendszer dltal generdlt d-
vdltozds polinomidlis hipercsoport. Azm : K — C fiigguény akkor és csak akkor
exponencidlis fiigguény K-n, ha létezik olyan X € C%, amelyre

m(z) = Qz(N) (x € K). (2.32)

Bizonyitds. A (2.31) linearizdciés formula és a konvolicié definicidja
alapjén, ha m a (2.32) alakba irhatd, akkor exponencidlis fiiggvény K-n:

Q:(NQy(N) = Y e,y w)Qu(N) = D (J4 % 6,) {w})Qu(N).
weK weK

Megforditva, tegylk fel, hogy m exponenciilis figgvény K-n. Mivel a
{Q.|r € K;} polinomok bazisat adjak a d véltozds linedris polinomoknak, igy
egyértelmiien létezik olyan A\ € K, amire (2.32) fennéll minden x € K; esetén.
A @, polinomok fokszama szerinti indukciéval fogjuk bizonyitani, hogy ez min-
den z € K esetén fenndll. Tegyiik fel tehét, hogy (2.32) teljesiil minden x € K,
esetén, és legyen © € Kpi1. A (Qu)zex polinomokra tett feltételek miatt
valamely s pozitiv egész esetén léteznek olyan a; komplex szdmok és z; € Ky,
y; € K, elemek, ahol j =1,...,s, hogy @, felirhaté a kovetkezd alakba:

Z%Qw] 2)Qy,(2)  (z€CY). (2.33)

A hipercsoport struktira deﬁm’ciéja alapjan ez azt jelenti, hogy
S
— Zajéwj * 0y,
j=1
igy

z) = mdd, = a»/ md(0,. *0,.) =
- ZJK (62, % 8,,)

—Zaj Z%Q% )Qy, (N) = Qu(N).



2.6 TOBBVALTOZOS POLINOMIALIS HIPERCSOPORTOK 49

O

2.6.2. KOVETKEZMENY. Minden d-vdltozés polinomidlis hipercsoport esetén
létezik egy olyan \o € C? normalizdlé pont, amelyre

Qx(/\O):l (I‘EK)
fenndll, ahol (Q:)zek a generdld polinomok rendszere.

Bizonyitas. Amint a 2.6.1. Tétel mutatja, a d-véltozés polinomidlis
hipercsoportok exponencialis fiiggvényeinek halmaza azonosithaté a C? halmaz-
zal, igy az azonosan 1 exponencidlis fiiggvényhez létezik egy olyan g € C%,
amelyre Q,(A\g) = 1 minden K-beli x esetén. O

A kovetkez§ tétel a tobbvéltozés polinomidlis hipercsoportok additiv
fliggvényeit irja le.

2.6.3. TETEL. Legyen (K,%) a (Q)zex polinomok dltal generdlt d-vdltozds
polinomidlis hipercsoport, melynek normalizdld pontja A\g. Egy a : K — C
figguény pontosan akkor additiv figgvény K-n, ha léteznek olyan c; komplex
szamok j = 1,...,d esetén, amelyekre

d
a(z) = Z ¢i0;Qx (o) (2.34)
i=1

fenndll minden K-beli x esetén.

Bizonyitds. A (2.31) linearizdciés formula alapjén

Qe(NQy(N) = > e, y,w)Qu(N)

weK

fennéll minden z,y € K és A € C? esetén. Véve mindkét oldal i-edik valtozé sze-
rinti parcialis derivaltjat, majd alkalmazva a A = \g helyettesitést, azt kapjuk,
hogy
9iQ2(Xo) +0:Qy(M) = > e, y,w)9;Qu (o)
weK

teljesiil ¢ = 1,...,d esetén. Ez azt jelenti, hogy az = — 0;Q.(\o) fliggvények
additivok minden ¢ = 1,...,d esetén, tehdt a (2.34)-ben szerepl§ a fiiggvény
tetszéleges c1, ..., cq komplex szamok esetén szintén additiv.
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A forditott allitds igazolasdhoz elOszor vegyiik észre, hogy a

<alcz$<xo>,abczx(Ao>7...,adc2x<Ao>> (2.35)

vektorok = € K és & # e esetén linedrisan fiiggetlenek, hiszen a {Q. |z €
K1} polinomok bdzisit adjdk a d-vdltozds linedris polinomok terének. Ebbél
kovetkezik, hogy ha a : K — C egy additiv fiiggvény, akkor az

d
=3 0iQ: (M) (2.36)
i=1
linearis egyenletrendszernek egyértelmtien létezik cq, ..., cq megoldasa minden

x € K1 és x # e esetén, tovabba (2.36) akkor is fennall, ha x = e. Alkalmazzunk
teljes indukcidt, és tegyiik fel hogy valamely n € N-re (2.36) fenndll minden
x € K, esetén, és legyen = € K,, 1. Az €el6z6 tétel bizonyitdsahoz hasonléan,
Q, felirhaté a (2.33)-ban szerepl$ alakban valamilyen a; komplex szdmok és
z; € K, y; € K, elemek esetén, ahol j =1,...,5 és s egy pozitiv egész. Ekkor

egyrészt
S
(51; = Z ajém *
j=1

masrészt véve a (2.33) egyenl6ség i-edik parcidlis derivaltjat és ezutén elvégezve
a A = Ao helyettesitést, azt kapjuk, hogy i = 1,...,d esetén

S

0iQz(No) = Zaj (0iQx, (Mo) + 8;Qy, (Xo))-

Innen
a(z) = /K add, = j;aj /K a(t) d(dz, * 0y, )(t) =
s s d
= a;(a(z;) +aly;)) = ) ch (0:Qq, (M) + 8;Qy, (No)) =

d
= i Y a;(0iQu, (M) + 0iQy, (o)) cha Q. (M),

i=1  j=1 i=1

tehat (2.36) fenndll minden = € K esetén. O
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2.7 MOMENTUM FUGGVENYEK TOBBVALTOZOS POLINOMIALIS
HIPERCSOPORTOKON

Ebben a részben A&ltalanositjuk a 2.2 Fejezetben szereplé momentum
fliggvényekre vonatkozé eredményt tobbvaltozés polinomidlis hipercsoportokra.

2.7.1. TETEL. Legyen (K,*) a (Qz)zex polinomok dltal generdlt d-vdltozds
polinomidlis hipercsoport. A @o,p1,...,on : K — C fiigguények akkor és csak
akkor alkotnak egqy dltaldnositott N-ed rendid momentum fliggvény sorozatot K -
n, ha

() = (Qu 0 /)M(0) (2.37)
fenndll minden n € N és k =0,1,...,N esetén, ahol f = (f1,...,fs) : R — C?
és f; legfeljebb N-ed foki polinom i=1,...,d esetén.

Bizonyitds. Jeldlje pr a (2.37)-ben definidlt fiiggvényt k =0,1,..., N
esetén. A linearizdcids formula alapjdn minden ¢t € C és x,y € K esetén
(Qa 0 /)(B)(Qyo H)B) =Y e, y,w)(Qu o f)(1).
weK

Ha a fenti egyenl6ség mindkét oldalat k-szor differencidljuk ¢ szerint, majd
elvégezziik a t = 0 helyettesitést, akkor

ko ke ‘ P Mk ) (k=3) () —
;Q%mmm@—;gy%w>m@wﬂ (0) =
=D cle,yw)(Quo HP(0) =
weK
= Z c(z,y, w)pr(w) = pr(T * y),
weK

ami azt jelenti, hogy a g, 1, ..., on : K — C fiiggvények altaldnositott N-ed
rendli momentum fiiggvény sorozatot alkotnak K-n.

A forditott allitds bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy g, v1,...,on8 : K — C
egy altalanositott N-ed rendii momentum fiiggvény sorozat K-n. Mivel g
exponencialis fiiggvény, igy a 2.6.1. Tétel alapjan ¢o(z) = Q. (\) valamilyen
A = (c10,€20,- - - can) € C? esetén. A 2.6.3. Tétel bizonyitasédban lattuk, hogy a

(91Qe.2:u ... 21 )
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vektorok linedrisan fiiggetlenek x € K; és x # e esetén, igy barmely rogzitett
j=1,...,N esetén a

d
= €i;0iQa(N)

i=1
linedris egyenletrendszernek egyértelmtien 1étezik c;;, ¢+ = 1,...,d megolddsa
minden x € K; és x # e esetén. Ezutan definidljuk az f; fiiggvényt i =1,...,d

esetén a koévetkezoképpen:
ity =>_ = (teO),
i=0 I’

és legyen £k =10,1,..., N esetén

Yr(z) = pr(z) — (Qu 0 HIP(0)  (z€K).

Megmutatjuk, hogy g, %1, ..., n azonosan nulla fiiggvények. Mivel f(0) = A,
gy A vélasztdsa miatt o(z) = Q.(f(0)), tehédt ¥o(z) = wo(z) — Q=(f(0)) =0
minden z € K esetén. A momentum fliggvények egyenletébdl k-szerinti teljes
indukciéval azonnal kovetkezik, hogy @i (e) = 0 minden k = 0,1,..., N esetén.
Ha pedig = € K1 és x # e, akkor ), linearis, igy

(Qz 0 )™ (0) me 0) £ (0) ZaQI Jeir = oi(@)

fenndll k = 1,..., N esetén. Ezek szerint ¢p(z) = 0 teljesiil, ha z € K; és
k=0,1,...,N.

A bizonyitédst teljes indukciéval folytatjuk. Tegyiik fel, hogy i (z) = 0
teljesiil minden k = 0,1,..., N ésx € K, esetén, éslegyen x € K, tetszéleges.
A (2.33) formula alapjin

0o =Y ajdy 0
j=1

valamely a; komplex szdmok és z; € K;, y; € K, elemek esetén, ahol s egy
pozitiv egész és j = 1,...,s. Ebbdl kévetkezik, hogy

Zaj@k *yj
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minden k = 1,..., N esetén. Mésrészt, k-szor differencidlva a (2.33) egyenletet
majd hasznalva a t = 0 helyettesitést, azt kapjuk, hogy

Qe o ™0 ZZ( ) (@00 0@, 00" 0 -
Z;agz< >sﬁl zj)prk-1(y;) =

= Zag@k i % Yj) = pr(T).

Tehét 1 (z) = 0 teljesiil minden « € K és k=0,1,..., N esetén. O
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3 FUGGVENYEGYENLETEK STURM-LIOUVILLE-HIPER-
CSOPORTOKON

3.1 STURM-LIOUVILLE-HIPERCSOPORTOK

A Sturm-Lioville-hipercsoportok egy széles osztalyt alkotnak a hipercso-
portokon beliil, neviiket a definidlasukhoz hasznalt Sturm-Lioville-operatorroél
kaptak, illetve onnan, hogy az ilyen hipercsoportok exponencidlis fliggvényei
egy Sturm-Liouville-féle peremérték probléma megoldasai. Az Gsszes eddig is-
mert példa, amely a nemnegativ valés szamok Ry halmazén definidl hipercso-
portot, valdjaban ebbe az osztdlyba tartozik. A Sturm-—Lioville-hipercsoportok
eredete J. Delsarte munkajaig nyulik vissza, aki altalanositott eltolasoperatort
definidlt a Taylor-formula kiterjesztésével ([Del38]). Ezt a gondolatmenetet
altalanositotta B. Levitan, majd a hiperkomplex rendszerek bevezetésével Y.
M. Berezanskii ([Lev45], [Ber53]). Differencidloperdtorokkal kapcsolatos kon-
volicié strukturdk tanulményozésaval jutott el H. Chébli a Sturm-Lioville-
hipercsoportokig, de voltak mads iranyban tortént kutatasok is, amik ugyan-
ehhez a fogalomhoz vezettek ([Che72], [Boch6], [CoS90], [Zeu92b]). Ebben a
fejezetben a fontosabb tulajdonsigok ismertetése mellett leirjuk az additiv és az
exponencidlis fliggvényeket is.

Egy A : Ry — R folytonos fiiggvényt Sturm—Liouville-fiigguénynek neveziink,
ha a pozitiv valés szamok R, halmazén pozitiv és folytonosan differencidlhaté.
Az A fiiggvényhez tartozé Ly Sturm—Liouville-operdtor

Ay

LAf:_f//_ A

ahol f : Ry — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ezek utédn
bevezetjik az [ differencidloperatort az alabbi médon:

ul(z,y) = (La)ou(z,y) — (La)yu(z,y) =

il((;)) ovu(z,y) + 03u(x,y) +

A'(y)
A(y)

= _812“’(1‘7y) - 82u<xay)a

ahol u € C2(Ry x R,).
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A K = (Ry, %) hipercsoportot Sturm—Liouville-hipercsoportnak nevezzik, ha
létezik egy A Sturm—Liouville-fliggvény, amelyre teljesiil, hogy minden olyan f
fliggvény esetén, amely egy paros nemnegativ C>°(R)-beli fiiggvény megszoritdsa
Ro-ra, az us : R — R,

up(z,y) = A fd(6q % 0y) = f(zxy)

figgvény kétszer folytonosan differencidlhatd és kielégiti az aldbbi parcialis
differencidlegyenletet:

l[uf] =0, 82Uf($,0):0 ($€R+).
Miés széval, uy megoldédsa a

A'(x)
A(x)

A'(y)

Ou(z,y) +

82”(55’ y)v
Aau(z,0) =0

Cauchy—feladatnak, ahol z,y € R,. A hipercsoportok tulajdonsigaibdl
kozvetleniil adddik, hogy us(y,0) = us(0,y) = f(y) és Or1us(0,y) = 0 fennall
minden pozitiv valds y esetén, igy tehdt uy egyértelmii megolddsa az

A(z) A'(y)

O1u(0,y) =0, dau(z,0) =0, (3.1)

u(xv 0) = f((E), U‘(Ovy) = f(y)

peremérték feladatnak, ahol z,y € Ry. Mivel (3.1) minden f esetén
egyértelmlien meghatdrozza az wuy fliggvényt, igy tekinthetjik a Sturm-—
Liouville-hipercsoportot definidlé peremérték feladatnak. Ha egy K Sturm—
Liouville-hipercsoportot az A Sturm—Liouville-fiiggvény segitségével adtunk
meg, akkor hasznélni fogjuk a K = (Rg, xA) jelolést. Megjegyezziik, hogy az A
fliggvényre tett tovabbi kikotésekkel garantalni lehet, hogy a fenti konstrukcio
valéban hipercsoportot hatdrozzon meg, 1asd [Zeu92b].

3.1.1. PELDA. Ha az A Strum-Liouville-fiiggvényre teljesiil, hogy

Allz)  «
I~ Tta(@)  (@#0) (3:2)
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a 0 egy kornyezetében, ahol oy > 0, a3 € C°°(R) pératlan fliggvény,
tovdbbd A szigortian monoton névekvd, lim, o, A(z) = oo és A’/A nem-
negativ szigorian monoton csokkend, akkor A-t Chébli-Trimeche-figguénynek
és a K = (Rg,*A) hipercsoportot Chébli-Triméche-hipercsoportnak nevezziik.
Speciélisan, ha A(0) =0, « > 0 és

Ay =2 (z€Ry),
akkor a K = (Ry,*A) hipercsoportot Bessel-Kingman-hipercsoportnak
nevezzik, ha pedig A(0) =0, a > 0 és

A(z) = sh“x (r € Ry),
akkor hiperbolikus hipercsoportnak.

3.1.2. PELDA. Ha az A Sturm-Liouville-fiiggvény kétszer folytonosan differen-
cidlhaté R -on és (3.2) teljesiil 14 az ap = 0 és a; € C1(R ) feltételekkel, akkor a
K = (Ry, *A) hipercsoportot Levitan-hipercsoportnak nevezzik. Specidlis esetei
a ch hipercsoport:

A(z) = ch®x (r eRy)

és a négyzetes hipercsoport:
A(z) = (1 +x)? (x e Ry).

A kovetkezd két tétel a Sturm—Liouville-hipercsoportok exponencidlis illetve
additiv fiiggvényeit adja meg.
3.1.3. TETEL. A K = (Ro, *A) Sturm-—Liouwville-hipercsoporton az m : Ry — C
figguény pontosan akkor exponencidlis fligguény, ha létezik olyan A komplex
szam, amelyre
A'(z)
A(x)

fenndll minden x € Ry esetén.

m//(x) +

m/(z) = Am(zx), m(0) =1, m/(0) =0 (3.3)

Bizonyitds. Ham:Ry— C megolddsa a (3.3) kezdetiérték feladatnak,
akkor (x,y) — m(z)m(y) megoldédsa a (3.1) peremérték feladatnak, hiszen

A,(x) o " A’(x) ’ o
02 m(a)m(s) + o dn(m(a)m(n) = (" (2) + 5w () ) ) =

(
A'y) _
(1)) m(a) =

— Am(@)mly) = (m"<y> n
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tovdbba 01 (m(z)m(y))|z=0 = m’'(0)m(y) = 0, hasonléan O (m(x)m(y))|y=o = 0
és m(z)m(0) = m(x), m(0)m(y) = m(y). Mésrészt definicié szerint

m@*w=umuww5£wmamwwwmm

szintén megolddsa (3.1)-nek, igy sziikségképpen megegyeznek, és m valéban ex-
ponencialis.

Megforditva, tegyiik fel, hogy m : Ry — C egy exponencidlis fliggvény
K-n. Ekkor m kétszer folytonosan differencidlhatd, és w.,(z,y) = m(x)m(y)
megoldasa a hipercsoportot definialé peremérték feladatnak:

(m"t0) + Gt ) o) = (") + 52 ) ) )

Aly)
minden z,y € R, esetén, igy 1étezik olyan A komplex szam, amelyre
A/
m"(z) + A((;;)) m'(z) = Am(z) (x € Ry).
Mivel a hipercsoport egységeleme a nulla, {gy m(0) = 1 és m’(0) = 0. O

A 3.1.3. Tétel alapjan minden exponencidlis fliggvény egy sajatfiiggvénye a
hipercsoporthoz tartozé Sturm-Liouville-operatornak, és minden komplex szdm
sajatérték. A komplex szdmok és az exponencidlis fliggvények kozott tehdt
kolesonosen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd, igy a @ : Ry x C — C fiiggvény
egy exponencidlis sereg K-n, ahol x — ®(z, \) jeloli egy rogzitett A komplex
szdm esetén a (3.3) kezdeti érték feladat megolddsét. Példaul A = 0 esetén az

A(x)

m” (z) +

feladatnak m = 1 az egyértelmii megolddsa, tehat ®(x,0) = 1, ahol € Ry.

3.1.4. PELDA. A 3.1.2. Példabeli négyzetes hipercsoport esetén az expo-
nencialisok pontosan az

sin(Ax) + A cos(A\x)

m(z) = A1+ )

(z > 0)

alaku fliggvények, ahol A # 0, és az azonosan 1 fliggvény.
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3.1.5. TETEL. A K = (R, *A) Sturm-Liouville-hipercsoporton az a : Ry — C
fiigguény pontosan akkor additiv fliggvény, ha létezik olyan A kompler szdm,
amelyre

" Al(m) / o o / o
a’(x) + A0) a'(xz) = A, a(0) =0, a'(0)=0 (3.4)

teljesul minden x € Ry esetén.

Bizonyitas. Az éllitast az el6z0 tétel bizonyitasdhoz hasonléan lehet
igazolni. El8szor tegyiik fel, hogy a : Ry — C kielégiti a (3.4) kezdeti érték
feladatot. Ekkor az (z,y) — a(x) + a(y) fliggvény és az

oo
s y) = ualry) = [ alt)d6,+5,)(0
0
fliggvény egyarant kielégiti a hipercsoportot definidlé peremérték feladatot, igy
a két fiiggvény megegyezik.

Megforditva, ha a : Ry — C additiv fiiggvény, akkor az us(z,y) = a(x)+a(y)
fiiggvény megolddsa (3.1)-nek, tehdt
A'(z) " A'y)
a(r)=a (y)+ a(y
T @) =)+ W
teljesiill minden z,y € R esetén, és igy létezik olyan A € C, amelyre
A/
a’(x) + A((j)) d(x)=X (zeRy),

tovabbd a(0) = 0 és a’(0) = 0. O

all(x) +

Vilagos, hogy ha ay jeloli a A € C szamhoz tartozé egyértelmli megoldasat
(3.4)-nek, akkor ay = Aajp, tehdt valamennyi additiv fliggvény konstansszorosa
egy rogzitett nem azonosan nulla additiv fiiggvénynek. Az a, fiiggvényt az adott
Sturm-Liouville-hipercsoport generdld additiv fliiggvényének nevezzik.

A (3.4) kezdeti érték probléma megolddsai explicit médon megadhatdak
a linedris differencidlegyenletek standard mddszereinek segitségével, de az
egyértelmiiség miatt akdr kozvetleniil is ellendrizhetjiik az alabbi tétel
helyességét.
3.1.6. TETEL. A K = (Rg,*A) Sturm—Liouville-hipercsoport generdld additiv
fiigguénye:
A(t)

a1 (z) :/0 /0 mdtdy (xr e Ry). (3.5)
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3.1.7. PrLpa. A 3.1.1. Példabeli Bessel-Kingman-hipercsoportok esetén
A(xz) = x*, ahol x € R, és a egy pozitiv szdm, ekkor

/ /yﬁdt V= (gil)

Az?
2(a+1)

és
ax(z) = (x eRy).

A négyzetes hipercsoport esetén, lasd 3.1.2. Példa, A(z) = (1 + x)?

3 + 322
() = dtd = x €RL).
/ / 1+y v= 6(x+ 1) ( +)
3.2 MOMENTUM FUGGVENYEK EGYENLETE

Ebben az alfejezetben megadjuk a Sturm-Liouville-hipercsoportok altalano-
sitott momentum fiiggvényeit, vagyis azokat a fiiggvényeket, amelyek kielégitik a
(2.10) egyenletet. Sturm—Liouville-hipercsoportok els6 és masodrend{i momen-
tum fliggvényeire vonatkozé vizsgdlatok vonatkozdsidban ldsd [Gal97], [Voi90],

[Zeu92b], és n-ed rendli momentum fiiggvény sorozatokkal kapcsolatban 1dsd
[ReV00].

3.2.1. TETEL. Legyen K = (Rg,*A) egy Sturm-—Liouville-hipercsoport és N
eqy pozitiv egész. A pr : Ry — C, k = 0,1,..., N fliggvények akkor és csak
akkor alkotnak egy dltaldnositott N -ed rendii momentum figguény sorozatot, ha

léteznek olyan ¢y, komplex szamok k =0,1,..., N esetén, hogy
Al(z)
)+ @) = ago@). =1 ¢0) =0
€s
A)  (k ,
@) + Soter@ =3 (e @0 =0 o) =0

fenndll minden x € Ry és k=1,2,...,N esetén.
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Bizonyitds. Haapg:Ry— C,k=0,1,..., N fiiggvények eleget tesznek
a tételben szerepld feltételeknek, akkor ¢¢ egy exponencidlis fiiggvény, és igy
wolxxy) = @o(x)po(y) teljesiil minden nemnegativ x és y esetén. Megmutatjuk,
hogy (2.10) teljesiil minden k =1,... N esetén, azaz a

M) =3 (5o

i=o M

fiiggvény megolddsa a (3.1) parcidlis differencidlegyenletnek. Helyettesités utdn

i (j) 5 (@) or—j(y) + j((j)) zk: (k) (@) onj(y) =

=0 = M
. - k ) 1 A/(y)
-3 (5)estoretsn+ 5

adédik, ami egyenértékii azzal, hogy

zi:o G) (@}’(x) " il((j)) # ($)> or-(y) =

J

azaz

= k g ki:j k=7 csor—j—s(y) | @i(z).
2 () (S (" )eesean)

Ez az egyenloség pedig teljesiil, mert az [ = j + s véalasztassal a jobboldal az
alabbi formaba irhaté:

>y ()T )ewmoo.
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ami valéban egyenl6 a baloldallal. A peremérték feltételek szintén teljesiilnek,
mivel

k
h(0,y) = ¢}(0) pr—j(y) =0,
§=0

k
h(0,9) = 0i(0)er—;(y) = ¢r(y),
=0

és hasonléan, dxh(x,0) = 0, h(z,0) = ¢r(x). Ezek alapjan h az egyetlen
megolddsa a peremérték feladatnak, ami azt jelenti, hogy h(x,y) = p(z x y).

A forditott allitds igazolasdhoz tegyilkk fel, hogy a ¢, : Ry — C,
k = 0,1,...,N fiiggvények N-ed rendli &ltalanositott momentum fiiggvény
sorozatot alkotnak. Ekkor definici6 szerint g egy exponencidlis fliggvény, igy
a feltétel teljesiil rd. Most alkalmazzunk teljes indukciét és tegyiik fel, hogy az
allitas teljesiil a g, ©1,..., px figgvényekre valamely k < N esetén. Tudjuk,
hogy

rr1(r*y) = Z (k —; 1) ©i(®)orr1-5(y)

teljestil, és a hipercsoport definicidja szerint ebbél kévetkezik, hogy

e+, 4 Al(z) 2k +1\ o
(7 ) peasw+ T3 (57 @0 -

i J

k+1

A () FEL
=5 (") e+ gy 3 ()o@
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Atrendezve a tagokat és haszndalva az indukcios feltevést azt kapjuk, hogy

B G-

S (k : 1) (HZ (k o ‘j)wk+1jt<y>) oi(a),

kovetkezésképpen

Pk 1\ (2 [
) 0o )
! k+1
= (@Z-ﬁ-l(y) + Ijéll((g?j))@;f-s-l(y)) wo(z) + 2 k —]|— 1) crr1—500(W)p;(2)+
h—j

B> (") (t_o (" 7) ctsokmt(y)) o3(0)
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Egyszertien belathatd, hogy az utolsé tagok a bal- és a jobboldalon megegyeznek:

1\ /(s+1t
¢ < " )Ct@s(y)(ﬂk-u—s—t(x)

(f:: (k ’ i _j) ctsok+1jt(y)> p;(T).

Ez azt jelenti, hogy

k+1

ol () + ff(((;f))w;m) -3 (k . 1)%]-%-(@ ooly) =
, k
e non M¢z+l<y> -3 (’“ . 1) Conins() | vola)

fennall minden pozitiv x és y esetén, tehat 1étezik olyan cpy1 komplex szam,
amelyre

o k+1
ol () + j((m))so;m(x) -3 (’“ : 1)%1_]»% (2) = cer10(a).

Kovetkezményként kapjuk azt is, hogy ¢r11(0) = 0, ami Osszevetve a

k+1

0=3 (") es@)eker 40 = ol 0)

7=0
egyenléséggel azt adja, hogy ¢;.1(0) = 0, tehit a tétel (k + 1)-re is igaz. O

Ezutan megadjuk a Sturm—Liouville-hipercsoportok altalanositott momen-
tum fliggvényeinek zart alakjat.
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3.2.2. TETEL. Legyen K = (Ro,*A) egy Sturm—Liowville-hipercsoport és jelolje
® : Ry x C — C a hozzd tartozo exponencidlis sereget. A ¢ : Ry — C,
k= 0,1,...,N figgvények pontosan akkor alkotnak egy N-ed rendi
dltaldnositott momentum fiigguény sorozatot K-n, ha léteznek olyan cg, c1,...,cN
komplex szamok, amelyekre

or(z) = afq)(z, f(t)) |t:0 (z € Ry)

Z —! (t €R).

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy a ¢g,¢1,...,en figgvények felirhatoak
a tételben megadott alakban, és legyen k € {0,1...,N}. A (3.3) egyenletben
legyen A\ = f(t), majd a t-szerinti k-szoros differencidlds utédn azt kapjuk, hogy

A@) 5 ok (s e (BN p) gy -
ot ) =3 (£) 10 0ot e ).

Jj=0

D20f @ (z, f(t)) +

A t = 0 helyettesités utén a ¢y (2) = 0F®(, f(t)) |t=0 egyenléségre az adédik,
hogy

A(x) &
ote)+ et =3 (§)erenso)
v j=
tovabbd ¢o(0) = 1, ¢(0) = 0, és a k # 0 esetben pedig ¢ (0) = 0 és ¢, (0) = 0.
Ez azt jelenti, hogy a 3.2.1. Tétel feltételei teljestilnek és g, 1, ..., N valéban
egy altalanositott momentum sorozatot alkot.

Megforditva, tegyiik fel, hogy ¢q,¢1,..., N egy altalanositott momentum
sorozat, és hasznéljunk ismét teljes indukciét. Az &llitds nyilvan teljesiil g
esetén, és tegyiik fel, hogy ¢;(z) = 5J(I)(:E ft )|t o fenmdll j = 0,1,....k
esetén, ahol k € {1,2,...,N}. Ha

9(x) = pps1(z) = OF ' @ (2, f(1)],_, (zE€Ry)
akkor a ¢’ (z) + %g’(x) kifejezés egyenld azzal, hogy

A(x 9 A(x
a0+ G i () = B0 00, F(0)]y ~ S 0u0k Bl £y
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majd alkalmazva a 3.2.1. Tételt, azt kapjuk, hogy

k1 ;
coprt1(z) + Z < j >Cj3tk+1]‘b($7f(t)) o

j=1

k+1
k+1 ;
-3 () ot e 10) o = cagte)
—\ J
j=
valamely cg, c1, ..., k1 szdmok esetén. Innen
A'(z)

9" (x) + e g'(x) = cog(z), ¢(0)=0, ¢'(0)=0,
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A disszertaciéban hipercsoportokon értelmezett fliggvényegyenletekkel
foglalkozunk. A struktira jellegébdl adéddéan konvolicié tipusu fliiggvénye-
gyenletek értelmezésére van lehetéség, keressiik tobbek kozott a momentum
fliggvények egyenletének, a Levi-Civita-egyenletnek és az allandé egyiitthatos
differenciaegyenleteknek a megolddsait specialis hipercsoportokon.

Az els6 fejezetben leirjuk a hipercsoportok definiciéjat, illetve a hozzajuk
kapcsolédo legfontosabb fogalmakat és tulajdonsagokat. Legyen K egy lokélisan
kompakt Hausdorff-tér, és jeldlje d, az x € K pontbeli Dirac-mértéket vagy pont
mértéket. Azt mondjuk, hogy (K, *,") hipercsoport, ha teljesiilnek az aldbbi
axiomak:

H1 Az MP(K) vektortéren adott egy * binaris mtivelet (konvolicid), amellyel
(MP(K), +, *) algebra.

H2 Ha z,y € K, akkor &, * §, € M*(K) és supp(d, * &) kompakt.

H3 Az (x,y) — 8, * §, leképezés folytonos, ahol M*(K) topoldgidja a C.(K)
szerinti gyenge topoldgia.

H4 Az (z,y) — supp(d, * &) leképezés folytonos, ahol K(K) topoldgidja a
Michael-topolégia.

H5 Egyértelmiien 1étezik egy olyan e € K elem, amelyre §, * 6, = 0, * e = I,
teljestil minden = € K esetén.

H6 Létezik egy ¥V : K — K homeomorfizmus (involicid), amelyre minden
x € K esetén fenndll, hogy (zV)V = z, és valamely z,y € K elemekre
e € supp(d, * d,) pontosan akkor teljesiil, ha z = y".

H7 Barmely z,y € K elemekre (0, * 0,)Y = ,v x d,v teljesiil, ahol egy
tetsz6leges p € MP(K) mérték esetén p¥ az aldbbi médon definidlt:

/ f(@) dp (z) = / fa)ydu(z)  (f € oK),
K K

Példéul, ha K egy lokdlisan kompakt topologikus csoport, 0, * §, = 0y és

¥ = 271 akkor (K, *," ) hipercsoport. Valéban, a csoportmfivelet asszociati-

vitdsa miatt H1 teljesiil, a csoport egységeleme a hipercsoportnak is egységeleme
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és e € supp(d, * 0,) = {wy} akkor és csak akkor teljesiil, ha z = y~!, tovdbba
(5m * 5y)\/ = 6(wy)_1 = 5y_1$_1 = 5yv * (va.

A hipercsoportok tehat tekintheték a lokalisan kompakt csoportok dltaldnositas-
anak, ahol a korlatos mértékek konvoliciéja hasonléan miikédik mint a mértékek
Banach-algebraja csoportok esetén. A konvolucié operdtor segitségével hiper-
csoportokra is altaldnosithatjuk a csoportok esetén természetes modon 1étezo
transzldcié fogalmét. Tekintsiink egy f € C(K) fliggvényt, és legyen z,y € K.
Ekkor az f fiiggvény x-szel vald bal- illetve jobb-eltoltja az y pontban

Wﬂw=ﬁj@ﬂ%MM@, Eﬂw=Aj@M%MMd

A csoportokndl hasznédlhaté f(xy) kifejezés analdgidjaként bevezetjik a T el-
tolds operdtorral, vagy transzldcio operdtorral kapcsolatban az

ﬂww=ﬁﬂm=éﬂ@MM%W)

jelolést, habar x x y onmagaban nem értelmezhetd.

A maésodik fejezet polinomidlis hipercsoportokkal foglalkozik. FElészor az
egyvdltozds polinomidlis hipercsoportok rovid ismertetésére keriil sor: Legyenek
(n)nen, (Bn)nen 68 (Yn)nen olyan valds sorozatok, amelyekre fennéllnak az
alabbi tulajdonsagok:

ag = B =0, Yn >0, Bn >0, O471—&—1>0 és O‘n"’ﬁn""’}/n:l

minden n természetes szdm esetén. Definidljuk a (P,)nen polinom sorozatot
ugy, hogy Po(x) =1, Pi(z) =z és

minden n > 1 egész és x valds szam esetén. Ekkor 1étezik olyan kompakt tartéji
m mérték, melyre nézve (P, ),cn ortogondlis polinom rendszer és léteznek olyan
¢(n,m, k) konstansok (linearizdcids egyiitthaték) minden n,m,k természetes
szam esetén, hogy

n+m

Z c(n,m, k) =1.

k=|n—m|
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Ha a linearizdcids egylitthaték nemnegativak, 8 = 4, és

n+m
Op % Oy, = Z c(n, m, k)dy (n,m e N),

k=|n—m|

akkor K = (N, *,") hipercsoport. Ismert, hogy egy (P,)nen polinom sorozat
altal generdlt K = (N, %) polinomialis hipercsoporton az

tLawﬂ%*%M0=dwwﬁ=M@+ﬂ@) (z,y € K)

fiiggvényegyenletet teljesitdé additiv fiiggvények a(n) = cP/ (1), n € N alakiak
valamely ¢ komplex szam esetén, illetve az

/K m(t) d(6, % 6,)(t) = m(z *y) = m(z)m(y)  (z.y€N),

egyenletet kielégits exponencidlis fliggvények pontosan az m(n) = P,(\), n € N
fliggvények valamely A komplex szam esetén.

Ezutan megfogalmazzuk és bizonyitjuk az dltaldnositott N -ed rendid momen-
tum fligguények egyenletének dltaldnos megolddséra vonatkozé tételt (2.2.1. Té-
tel).

TETEL. Legyen K = (N, %) a (P,)nen polinom rendszer dltal generdlt poli-
nomidlis hipercsoport és A tetszdleges komplex szam. A g, @1, ..., on : K — C
fligguények akkor és csak akkor alkotnak a po(n) = P,(\) exponencidlis fliggvény
daltal generdlt dltaldnositott N-ed rendd momentum sorozatot (N, x)-on, azaz
akkor és csak akkor elégitik ki a

k
0000 =3 (Moo s)  @uer)

§=0
egyenletet k =0,1,..., N esetén, ha
pr(n) = (Ppo f)®(0)

fenndll minedn € N és k=0,1,..., N esetén, ahol

oo

f@)="%9%4  (ze0),

il
=07’
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co= A éscy, j=1,2,... tetszbleges komplex szdmok.

Megadjuk a szinusz és a koszinusz egyenlet megolddsait (2.3.1. Tétel,
2.3.2. Tétel), majd az enndl jéval dltaldnosabb

f(zxy) Zg, hi( (x € K)

Levi-Civita-egyenlet linearisan fliggetlen megoldasait. A bizonyitasok a
spektralszintézisre épiilnek, amelyet Székelyhidi Lészlé iiltetett 4t polinomialis
hipercsoportokra ([Sze02]). Legyen K = (N,%) a (P,)neny polinom sorozat
altal generalt polinomidlis hipercsoport. Ekkor K-ra teljesiil a spektralszintézis
és a spektralanalizis, tovabba ha V egy n-dimenziés eltolasinvarians altere
a C(K) linedris térnek, akkor léteznek olyan myq,...,my természetes szdmok
és A1,..., A\ killonb6z6 komplex szamok, hogy mi + --- + my = n, és V-
nek egy bazisat adjék az n — PY(N), i = 1,....k, j = 0,1,...,m; — 1
fliggvények. Mivel a spektralszintézis nemcsak polinomialis hipercsoportok-
ra teljesiil, hanem példdul Sturm-Liouville-hipercsoportokra is, igy a tételt
altalanosabban is megfogalmazhatjuk, ha annyit tesziink fel a hipercsoportrol,
hogy C(K) véges dimenzids eltoldsinvaridns altereit olyan linedrisan fliggetlen
exponencidlis monomok generaljak, amelyek el6ééllnak egy = — ®(z,A) egy-
paraméteres exponencialis fiiggvénysereg tagjainak derivaltjaiként. Mivel az
f eltoltjai &ltal generdlt 7(f) n-dimenzids eltoldsinvaridns altér tartalmazza a
g; és a h; fuggvényeket i = 1,... n esetén, igy léteznek Aq,..., Ay komplex
szamok tigy, hogy a 7(f) alteret generdljak az z — ®U)(x,);) fiiggvények
l=12....,késj=0,1,...,n; — 1 esetén, ahol n; +no + --- + nx = n.
Az ismeretlen fiiggvényeket igy komplex egylitthaték segitségével a kovetkezo
forméba irhatjuk:

k Tllfl
f@)=>"3 F,o9(x,N),
=1 j=0
k nl—l ) ) k n;— 1
gix) =Y G oY (z,\), => Z Hi &) (2, \).
=1 j=0 I=1 j=0

Jelolje G és H azokat az n X n tipusi maétrixokat, amelyek a g; és
h; flggvényekhez tartozé egyiitthaték alkotnak: ha ¢ € {1,...,n} és
t=ni+---+mn-1+(+1), akkor

Giu=Gj, Hy=H,.
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Eredményiink a kovetkez6 (2.4.1. Tétel).

TETEL. Az f,g;,h; : K — C fiigguények akkor és csak akkor elégitik ki a
Levi—Chvita-egyenletet, ha

H'-G=F,
ahol
B' ... ...
2
r_ . B2 7
... B
a B! blokkmdtrizok 1 =1,...,k esetén az aldbbi n; x n; tipusd mdtricok:
g SR ke =D+ (-1 <m
te 0, ha (t—1)+(s—1)>mn

és F' minden mds eleme zérus.

A tétel alkalmazdsit két példén keresztiil szemléltetjiik (2.4.2. Példa,
2.4.3. Példa), majd rétériink az allandé egyiitthatds linedris differenciaegyen-
letek vizsgalatara. A differenciaegyenletek elméletében egy fiiggvény n-nel vald
eltoltja és az m-szer valo eltolasa 1-gyel ugyanazt az eredményt adja minden n
természetes szam esetén. Hipercsoportoknal azonban két lehet&ség adodik dif-
ferenciaegyenletek definidlaséra ezen két kiillonb6zo6 értelmezés alapjan. Legyen
(N, %) a (P,)nen polinom rendszer altal generdlt hipercsoport és vezessiik be a
Tfn)=Tif(n) = f(n*1) jelolést minden f : N — C és n € N esetén, tovdbbd
legyen TOf = f és TN f = T(TV~1f) minden N > 1 egész szamra. Tekintsiik
a @ komplex egyutthatés polinomhoz tartozé N-ed rendl konstans egytitthatos
homogén linearis differenciaegyenletet:

QT f=anTYf(n) + an 1TV f(n) + ... + agf(n) =0,

ahol N egy pozitiv egész, ag,...,an komplex szamok és ay # 0. Az egyen-
let megoldéstere a Q(7) linedris operdtor nulltere, egy altér CN-ben, és el-
tolasinvaridns abban az értelemben, hogy ha f egy megoldds, akkor T f szintén
az. A kovetkezd tétel megadja az egyenlet Osszes megoldasat (2.5.3. Tétel).

TETEL. Legyen Q eqy N > 1 foki komplex polinom, melynek gyokei a
ALy A2, A kilonbozd komplex szamok, A\; multiplicitdsa 1; j = 1,2,...,k
esetén és ly +---+ 1l = N. FEkkor az f : N — C fiiggvény pontosan akkor
megolddsa a Q(T)f = 0 egyenletnek, ha elédll az

ne— PO =12k i=01,...,0-1
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figguények linedris kombindcidjaként.

A masik értelmezési lehetOség szerint tekinthetjiik az alabbi differenciaegyen-
letet:
anTnf(n) +an—1Tn-1f(n) + -+ +aof(n) =0,

ahol f : N — C ismeretlen fliggvény, N egy pozitiv egész és ay, - .., ag komplex
szamok. Az aldbbi tétel megmutatja, hogy a megoldasteret hasonlé fiiggvények
generaljdk, mint az el6z6 egyenlet esetén, de itt a hipercsoportot general6 poli-
nomoktdl is fiiggeni fog a karakterisztikus polinom (2.5.4. Tétel).

TETEL. Az f : N — C fiigguény akkor és csak akkor megolddsa az egyenlet-
nek, ha elédll az

n— PO =12k i=01,...,0-1

figguények linedris kombindciojaként, ahol A1, Aa, ..., A\ kilonbozé komplex
qgyokei a

A= (ZNPN()\) + aNflefl()\) + e+ alPl()\) + ap
egyenletnek, és \; multiplicitdsa l; minden j =1,2,...,k esetén.

Tobb konkrét példat is néziink a tételek alkalmazéasaként, koztiik szerepel
a monom egyenlet is (2.5.5. Példa, 2.5.6. Példa, 2.5.7. Példa). A fejezet utolsd
részei a tobbvaltozos polinomialis hipercsoportokra vonatkoznak. Legyen K egy
megszamlalhaté halmaz a diszkrét topoldgidval ellatva, d egy pozitiv egész és
tekintsitk a d-valtoz6s komplex polinomok (Q.)zcx halmazat. Vezessiik be az
alabbi jelolést minden n € N esetén:

K, ={z € K|degQ, < n},

tehdt K, azon K-beli z elemek halmaza, amelyekre @, legfeljebb n-edfoku.
Tegylik fel, hogy {Q. |z € K,} egy béazisa a legfeljebb n-edfokt d-valtozds
komplex polinomok terének. Ekkor minden z,y € K esetén a (),Q, szorzat
egyértelmiien felirhaté a

Q:Qy = c(z,y,w)Qu
weK

alakban, ahol c¢(z,y,w) komplex szdmok. Egy (K, *) hipercsoportot akkor
neveziink d-vdltozés polinomidlis hipercsoportnak, ha létezik d-valtozds poli-
nomoknak olyan (Q.).cx halmaza, amelyre teljesiil az elébbi tulajdonsdg, és a
konvolicié K-n az aldbbi médon definialt:

5w*5y({w}) :c(m,va) (x,y,wEK).
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Megjegyezziik, hogy egy d-valtozés polinomidlis hipercsoporton az expo-
nencidlis fiiggvények m(z) = Q. () és az additiv fuggvények pedig a(x) =
ijl ¢;0;Qx(No) alakdak, ahol A, ¢y, ..., ¢q tetszéleges komplex szdmok és Ao a
hipercsoport normalizalé pontja: Q.(Ag) =1, = € K. Az egyvéltozds eset mo-
mentum fliggvényekre vonatkozé eredményét altalanositjuk toébbvaltozés poli-
nomidlis hipercsoportokra (2.7.1. Tétel):

TETEL. Legyen (K, *) a (Qu)scx polinomok dltal generdlt d-vdltozds poli-
nomidlis hipercsoport. A pg, 1, ..., on : K — C fiiggvények akkor és csak akkor
alkotnak egy dltaldnositott N-ed rendd momentum fiigguény sorozatot K-n, ha

er(@) = (Qu 0 /)P (0)

fenndll minden n € N és k =0,1,...,N esetén, ahol f = (f1,...,fs): R — C?
és fi; legfeljebb N-ed foki polinom i=1,...,d esetén.

A harmadik fejezet f6 eredménye is momentum fiiggvényekre vonatkozik, de
ezuttal Sturm-Liouville-hipercsoportokon keressiik a megoldasokat. A Sturm-—
Lioville-hipercsoportok neviiket a definidlasukhoz hasznalt Sturm-Lioville-
operatorrdl kaptdk, illetve onnan, hogy az ilyen hipercsoportok exponencialis
fliggvényei egy Sturm—Liouville-féle peremérték probléma megoldasai. Egy
A : Ry — R folytonos fiiggvényt Sturm-—Liouville-fiiggvénynek nevezink, ha
a pozitiv valds szdmok R halmazan pozitiv és folytonosan differencidlhaté. Az
A fliggvényhez tartoz6 L4 Sturm—Liowville-operdtor

A/
Laf =—f"= 21",

ahol f : Ry — R kétszer folytonosan differencialhaté fiiggvény. Ezek utan
bevezetjiik az [ differencidloperdtort a C?(R; x Ry) téren az aldbbi médon:

ul(z,y) = (La)eu(z,y) — (La)yu(z,y) =

 Puls Al
- al ( ,y) A(Z‘)

A'(y)
A(y)

A K = (Rg,*) hipercsoportot Sturm-Liouville-hipercsoportnak nevezzik, ha
létezik egy A Sturm—Liouville-fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy minden olyan f
fiiggvény esetén, amely egy paros nemnegativ C>°(R)-beli fiiggvény megszoritasa
Ro-ra, az uy : RZ — R,

alu(wvy) +622U(£C,y) + aZU(l'vy)

up(z,y) = A fd(6s % 0y) = f(z*y)
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fliggvény kétszer folytonosan differencidlhatoé és kielégiti az alabbi parcialis dif-
ferencidlegyenletet:

lluf] =0, Orus(x,0)=0 (x e Ry).
Ez egyenértékii azzal, hogy uys egyértelmi megoldédsa az
A'(x) A'ly)
A(z) Aly)
Ohu(0,y) =0,  dpu(z,0) =0, u(z,0) = f(z), u(0,y)=f(y)

peremérték feladatnak, ahol x,y € R;. Egy Sturm-Liouville-hipercsoporton az
m : Ry — C fiiggvény pontosan akkor exponencialis fiiggvény, ha

A'(x)
A(x)

PRu(z,y) +

Ovu(z,y) = O3u(z,y) +

82U($, y)?

m” (x) + m/(z) = Am(z), m(0) =1, m'(0) = 0,

és az a : Ry — C fiiggvény pontosan akkor additiv fliggvény, ha

" A,(I) / _ _ / _
a’(x) + A(x)a(:c)—/\, a(0) =0, a'(0)=0

teljestl valamely A komplex szdm és minden x € R, esetén. Mivel minden
exponencidlis fliggvény egy sajatfiiggvénye a hipercsoporthoz tartozé Sturm-—
Liouville-operatornak, és minden komplex szam sajatérték, igy a komplex
szamok és az exponencialis fiiggvények k6zott kolesondsen egyértelmii megfelel-
tetés létesitheto, és létezik egy @ : Ry x C — C exponencialis sereg K-n. Végil
kimondjuk és bizonyitjuk a Sturm-Liouville-hipercsoportok altalanositott mo-
mentum fiiggvényeit megadé tételt (3.2.2. Tétel).

TETEL. Legyen K = (Rg,*A) egy Sturm-Liouwville-hipercsoport és jelolje
® : Ry x C — C a hozzd tartozo exponencidlis sereget. A ¢ : Ry — C,
k= 0,1,...,N figgvények pontosan akkor alkotnak egy N-ed rendi
dltaldnositott momentum fiigguény sorozatot K-n, ha léteznek olyan cg, c1,...,cn
komplex szamok, amelyekre

or(z) = qu)(x,f(t)) ’t:O (z € Ry)

foy=>" cj% (t € R).
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SUMMARY

This PhD dissertation deals with functional equations on hypergroups. Due
to the character of the structure we have the opportunity to investigate func-
tional equations of convolution type, we look, among other things, for the solu-
tions of the equation of moment functions, the Levi-Civita equation and differ-
ence equations with constant coefficients on special hypergroups.

In the first chapter the definition of hypergroups and the most important
related concepts and properties are given. Let K be a locally compact Hausdorff
space and let us denote with d, the Dirac measure or point measure at x € K.
We said that (K, *," ) is a hypergroup if the following axioms are satisfied:

H1 There is a binary operation * (convolution) on the vector space M(K),
such that (M®(K),+, %) is an algebra.

H2 For all z,y € K, 6, * §, € M (K) and supp(d, * d,) is compact.

H3 The mapping (z,y) + &, * d, is continuous, where M*'(K) has the weak
topology with respect to C.(K).

H4 The mapping (z,y) — supp(dz*Jy) is continuous, where K(K) is equipped
with the Michael topology.

H5 There exists a unique element e € K such that 6. * 6, = d, * §o = §, for
all x € K.

H6 There exists a ¥ : K — K homeomorphism (involution), such that
(zV)¥ = x for all x € K and for any z,y € K, e € supp(dy * dy) if
and only if z = yV.

H7 For z,y € K, (05 * 6,)" = d,v * v holds, where pV is defined by
| @@ = [ fa)dut@) (e )
K K

For example, if K is a locally compact topological group, 6, * §, = d,y and
¥ =27! then (K, *,Y) is a hypergroup. Indeed, H1 holds by the associativity
of the group operation, the identity element of the group is also the identity
element of the hypergroup, e € supp(d, * §,) = {zy} if and only if x = y~! and

((Sz * 6y)v = 6(;cy)*1 = (Sy—lx—l = 5yv * 6ajv.
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Thus hypergroups can be considered as generalizations of the locally compact
groups where the measures convolve in a similar way to that in the Banach
algebra of measures of a group. The notion of translation, which exists in a
natural way in the case of groups, can be generalized for hypergroups by the
help of the convolution operation. Let us consider a function f € C(K) and let
x,y € K. The left, respectively the right translate of f by x at y are

T f(y) = /K F(2) @, +6,)(2),  Tuf(y) = /K F(2)d(5, % 6,)(2).

As the analogous of the term f(zy) we introduce for the translation operator T
the following notation

flaey) =T f(y) = /K F(2) d(5, % 8,) ().

however x * y has no meaning on its own.

The second chapter deals with polynomial hypergroups. First we review
briefly the polynomial hypergroups with one variable: Let (ap)nen, (Bn)nen and
(Yn)nen be real sequences such that

ag = B =0, Tn >0, Bn >0, an+1>0 and an+ﬂn+7n:1

hold for all n € N. We define the polynomial sequence (P, )nen by Po(z) = 1,
Py(z) =z and

2Py (x) = anPr_1(2) + BnPr(z) + vnPryi(z) (n>1), (x €R).

In this case there exists a compactly supported measure 7 for which (Py,)nen
forms an orthogonal polynomial system and there exist constants ¢(n,m, k) for
all n,m, k natural numbers such that

n+m

Z c(n,m, k) =1.

k=|n—m|
If these linearization coefficients are nonnegative, 8¢ = &, and

n+m
Op % Oy = Z c(n,m, k)og (n,m eN),

k=|n—m|
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then K = (N, *," ) is a hypergroup. It is known that on a polynomial hypergroup
generated by the (P, )nen polynomials the solutions of the functional equation

/K a(t) d(6, % 5,)(t) = ale +y) = a(x) +aly) (2 € K),

namely the additive functions have the form a(n) = ¢P/ (1), n € N with some
complex number ¢ and the exponential functions satisfying

/K m(t) d(6, % 8,)(t) = m(z *y) = m(x)m(y)  (z.y €N)

are exactly the functions of the form m(n) = P,()\), n € N with some complex
number A.

After this we formulate and prove the theorem on the solutions of the gen-
eralized moment functions of order N (2.2.1. Tétel).

THEOREM. Let K = (N, x) be the polynomial hypergroup associated with the
sequence of polynomials (Py)nen. The functions g, @1, ..., on : K = C form a
generalized moment sequence of order N on K, that is the equation

k

x5, 25,) =3 (f) o @onss(y)  (my e K)

§=0
holds for k=0,1,..., N if and only if
pi(n) = (P o £)®(0)
foralln e N and k=0,1,..., N, where

f@)=Y %9 (ze0),

1l
i=0 7
and cj, 7 =0,1,... are arbitrary complex numbers.

The solutions of the sine and the cosine equation are given (2.3.1. Tétel,
2.3.2. Tétel), as the linearly independent solutions of the much more general
Levi—Civita equation

feg) =Y a@hly) (o€ K),
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The proofs are based on spectral synthesis, which was adopted into polyno-
mial hypergroups by Ldszlé Székelyhidi ([Sze02]). Let K = (N, *) be the poly-
nomial hypergroup associated with the sequence of polynomials (P,)nen. In
this case spectral synthesis and spectral analysis hold for K, and additionally,
if V is an n dimensional translation invariant subspace of C(K), then there

exist natural numbers my,...,m; and different complex numbers Aq,..., g
such that my + -+ + my = n and the functions n — Py)()\i), i=1,...k,
j=0,1,...,m; — 1 form a basis of V. Since spectral synthesis holds not only

on polynomial hypergroups but also for example on Sturm-Liouville hyper-
groups, we can formulate our theorem more generally, if only the fact is supposed
that the finite dimensional translation invariant subspaces of C(K) are gener-
ated by linearly independent exponential monomials which can be given as the
derivatives of the members of a one-parameter exponential family x — ®(x, \).
Since the n dimensional translation invariant subspace 7(f) generated by all
the translates of f contains the functions g; and h;, i = 1,...,n, so there ex-
ist complex numbers Aj,...,A\; such that the subspace 7(f) is generated by
the functions  — ®W(z, ), I = 1,2,...,k and j = 0,1,...,n; — 1, where
ny +ng + -+ + ni = n. Thus the unknown functions can be written with some
complex coefficients in the following forms:

k} nlfl
f(x) = Z Z Fqu)m(x,)\l),
1=1 j=0
’I’Llfl Tllfl

gi(x) = Z Z ijé(j)(x,Al), hi(x) = Z Hfj‘l)(j)(a:,/\l).

=1 j=0 =1 j=0

Let us denote by G and H the n X n type matrices which contain the coefficients
of the functions g; and h;: ift € {1,...,n}andt=ny +---4+n_1+ (G +1)
then

Git = G;]., H; = Hll]
Our result is the following (2.4.1. Tétel).

THEOREM. The functions f,g;, h; : K — C satisfy the Levi—Clivita equation
if and only if

H' .G =F,
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where
BY ...
2
F_ . B* .. ’
B
the block matrices B, 1 = 1,...,k are the type of n; x n; with
g JETEET) R he =D+ (s-1) <m
b 0, ha t—-1)+(s=1)>mn

and all the other elements of F are zero.

We demonstrate the application of the theorem through two examples
(2.4.2. Példa, 2.4.3. Példa), then we start the investigation of the linear difference
equations with constant coefficients. In the classical theory of difference equa-
tions the translate of a function by n and the translation of the function n-times
by 1 give the same result for all n in N. But in case of hypergroups there are two
different ways for defining difference equations on the basis of these two interpre-
tations. Let K = (N, %) be the polynomial hypergroup associated with the poly-
nomials (P,)nen and let us introduce the notation 7 f(n) = Tif(n) = f(nx 1)
for all f: N — C and n € N, moreover T°f = f and TV f = T(TN1f) for
each integer N > 1. Let us consider the homogeneous linear difference equation
of order N on the hypergroup K with constant coefficients associated to the
complex polynomial Q :

QM f=anTNf(n) +an—1 TV f(n) + ... + aof(n) =0,

where N is a positive integer, ag, .. .,ay are complex numbers and ay # 0. The
solution space of the equation is the kernel of the linear operator Q(7), hence it
is a linear subspace of the function space CN. This solution space is translation
invariant in the sense that if f is a solution, then 7 f is a solution, too. The
following theorem gives us all the solutions of the equation (2.5.3. Tétel).

THEOREM. Let Q be a complex polynomial of degree N > 1 with all different
complex zeros A\, Az, ..., A\, where the multiplicity of \; is l;, 7 = 1,2,...,k.
Then the function f : N — C is a solution of the equation Q(T)f = 0 if and
only if it is a linear combination of functions of the form n — Py)(}\j) with
j=12,...,kandi=0,1,...,l; — 1.

On the other hand we can consider the difference equation

anTnf(n) +anv—1Tn-1f(n) +---+aof(n) =0,
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where f : N — C is the unknown function, N is a positive integer and ay, ..., ag
are complex numbers. The next theorem shows that the solution space is gener-
ated by functions similar to the previous case, but the characteristic polynomial
is different: it depends on the basic generating polynomials of the hypergroup
(2.5.4. Tétel).

THEOREM. The function f : N — C is a solution of the above equation if
and only if it is the linear combination of functions of the form n — Pr(f)(/\j)
with j = 1,2,...,k and i = 0,1,...,l; — 1, where A1, Ao, ..., A\ are different
complex zeros of the polynomial

A= CLNPN(A) —+ aN_le_l()\) —+ 4 a1P1(>\) + ap

and the multiplicity of \; isl;, 5 =1,2,...,k.

We give some examples as applications of these theorems, including the
monomial equation (2.5.5. Példa, 2.5.6. Példa, 2.5.7. Példa). The remaining
parts of the chapter refer to polynomial hypergroups in several variables. Let K
be a countable set equipped with the discrete topology and let d be a positive
integer, and let us consider a set (Q,).ck of polynomials in d complex variables.
For any nonnegative integer n let the symbol K, denote the set of all elements
x in K for which the degree of @), is not greater than n, and suppose that the
polynomials @, with x in K,, form a basis for all polynomials of degree not
greater than n. In this case for every z,y in K the product @, @, admits a
unique representation

Qx Qy = Z C(l‘, Y, w)Qw

weK

with some complex numbers ¢(z,y,w). A hypergroup (K, ) is called a polyno-
mial hypergroup in d variables or d-dimensional polynomial hypergroup if there
exists a family of polynomials (Q.)zex in d complex variables satisfying the
condition above and such that the convolution in K is defined by

590 * 6y({w}) = C(xa:%w)’ (sc,y,w € K)

We remark that on a polynomial hypergroup in d variables the exponential
functions have the form m(x) = Q. () and the additive functions have the form
a(z) = Z?Zl ¢i0;Qx(Xo), where A, c1,...,¢cq are arbitrary complex numbers
and A is the normalizing point of the hypergroup: Q.(\o) = 1, z € K. We
generalize our result concerning the one dimensional case to the case of several
variables (2.7.1. Tétel):
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THEOREM. Let K be a polynomial hypergroup of dimension d generated by
the family of polynomials (Qz)zerx - The functions ¢g, @1, ....,on : K — C form
a generalized moment sequence of order N on K if and only if

er(z) = (Qz 0 £)®(0)

holds for all n in N and for k = 0,1,...,N, where f = (f1,...,fq) : R — C¢
such that f; is a polynomial of degree at most N fori=1,...,d.

The main result of the third chapter also relates to the equation of moment
functions, but this time we look for the solutions on Sturm-Liouville hyper-
groups. The name of Sturm-Liouville hypergroups was given by the Sturm-—
Liouville operator, which is used in their definition, moreover, the exponentials
of these hypergroups are the solutions of a Sturm-Liouville boundary value
problem. The continuous function A : Ry — R is called a Sturm—Liouville func-
tion, if it is positive and continuously differentiable on the positive reals. For a
given Sturm—Liouville function A we define the Sturm—Liouville operator L 4 by

A/
Laf==1" =51

where f: Ry — R is a twice continuously differentiable function. Using L4 we
introduce the differential operator [ on the space C2(Ry x R.) by

Hul(z,y) = (La)ou(z,y) — (La)yu(z,y) =
A'(x) A'(y)
A(z) A(y)

A hypergroup K = (R, *) is called a Sturm—Liouville hypergroup if there ex-
ists a Sturm—Liouville function A such that given any function f which is the
restriction for Ry of an even nonnegative function from C*°(R), the function
us : R — R defined by

ugp(w,y) = A fd(6; % 6y) = fz*xy)

is twice continuously differentiable and satisfies the partial differential equation
Hug] =0, Oaup(x,0)=0 (r €RY).

This is equivalent to the fact that u; is the unique solution of the boundary
value problem

A'(x)
A(z)

A'(y)
A(y)

ARu(z,y) + Oz, y) = O3u(z,y) + du(z,y),
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31u(0,y) =0, 82“’(3370) =0, u(m, O) = f(.%'), u(O,y) = f(y)7

where z,y € Ry. On a Sturm—Liouville hypergroup the function m : Ry — C is
an exponential if and only if

A'(x)
A(z)

and the function a : Ry — C is additive if and only if

m” (z) +

m'(x) = dm(z), m(0) = 1, m'(0) =0

holds for some complex number A and for all x € R. Since all the exponential
functions are eigenfunctions of the related Sturm-Liouville operator and all
the complex numbers are eigenvalues so there is a one-to-one correspondence
between the complex numbers and the exponential functions, and there exists
an exponential family ® : Ry xC — C on K. Finally, we formulate and prove the
theorem which gives us the generalized moment functions on Sturm-Liouville
hypergroups (3.2.2. Tétel).

THEOREM. Let K = (R, *A) be the Sturm—Liouville hypergroup correspond-
ing to the Sturm—Liouville function A with the exponential family ® : Rg x C —
C. The functions o, : Ry — C, k = 0,1,...,N form a sequence of general-
ized moment functions of order N on the hypergroup K if and only if there are
complex numbers cg,c1,...,cN such that

pr(x) = O @(z, f(t)) |t:0 (x € Ryp)
and

fO=3 % (teR),
3=0
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