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1. Bevezetés




A dolgozatban foglaltak kidolgozasa soran alapvetd célunk volt
valoszinliségszamitasi, statisztikai fogalmak olyan kialakitasa, bevezetése,
amely az osztalyteremben lefolytatott megbeszélések, vitak soran alakul ki.
Konkrét feladatok megoldasara vartunk végrehajthato otleteket a tanuloktol.
Kozponti helyet igyekeztiink adni statisztikai dontéshozatal lehetdségének.
Egyik {6 célunk annak demonstraldsa volt, hogy a statisztikai alkalmazasok
rendkiviil hatékony dontéshozatalt tesznek lehetévé, de korantsem
mindenhatok. Alkalmazasukhoz faraszto adatgytijtésre lehet sziikség.

1.1. A kezdetek

1975-ben Herczeg Janos a Magyar Radio Ifjusadgi osztalydn egy
musorsorozatot szerkesztett kozépiskoldsok valoszinliségi és statisztikai
fogalmakrol alkotott véleményérél. A miisor szakértdi Nemetz Tibor és
Tusnddy Gabor voltak. A megbeszélések alapjaul Nemetz Tibor [N70]
cikke szolgélt. Idézziik még Tusnady Géaborné: ,,A valdszinliségszamitas
kozépiskolai tanitdsa” cimii cikkét [T73].

A misor résztvevoéi a Budapesti Berzsenyi Déniel Gimnazium tanul6i
voltak. Az adasok dinamikus lefolydsa érdekében szakkoron eldzetesen
foglalkoztunk az anyaggal. A tanulok érdeklddése, aktivitdsa, a
foglalkozasok utan a sztochasztika kérdéseihez vald hozzaallasuk valtozasa
mély benyomadst tett ram. Azota is rendszeresen felhasznalom ezt a témat
gimnaziumi o6rdimon a valoszinliségszamitds témakorében, ¢és a
foglalkozasokba beépitett anyagot allanddan gazdagitom. Tapasztalataimat
a Berzsenyi Déaniel Gimnaziumon kiviil a Moricz Zsigmond Gimnéziumban
és a Fazekas Mihaly Févarosi Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnaziumban
gyljtottem Ossze.

A radi6 egyik adasat az egyszerii helyettesitéses titkosirds megfejtésének
szentelte. A helyettesitd abécé a radid lehetdségeinek kihasznalasaval
hangjegyekbdl allt, és a radidadas fogadtatdsa nagyon élénk volt. Ennek
megfelelden az oktatds elején én is foglalkozom az egyszer(i helyettesitéses
titkosiras megfejtésével. Kidertilt, hogy ez rendkiviili mértékben motivalja a
tanulokat statisztikai felmérések tervezésére és konkrét végrehajtasara.
Ezen a teriileten nagy gazdagsaggal all rendelkezésre statisztikai forras,
statisztikai nyersanyag irott nyelv formajaban.

A dolgozatban beszdmolok ezen a teriileten kifejlesztett modszereimrdl,
Osszeallitott oktatdsi anyagaimrdl, és az oOrakon szerzett kozel 30 éves
tapasztalataimrol.



1.2. Az elmélet és a gyakorlat kapcsolata

A valdszinliségszamitas ¢és  statisztika alkalmazéasdhoz  sziikséges
szemléletmod kialakitdsdhoz elengedhetetleniil sziikséges, hogy alkalmas
elméleti modelleket valasszunk, és azokat az oktatasra alkalmas formaban
talaljuk. Ahhoz, hogy maga az oktatds is valdoban hasznos lehessen,
ugyancsak elengedhetetleniil sziikséges, hogy az elméleti modelleket
Osszehasonlitsuk a gyakorlati tapasztalatokkal, amelyeket a konkrét
kisérletek végrehajtdsa soran szereztiink. Fontos azt is megfigyelni, hogy
ugyanazon jelenség, kisérlet tObbszori végrehajtdsa sordan szerzett
megfigyelések mennyire egyeznek meg egymassal. A lehetséges felmeriild
eltérésekre fel kell késziteni a tandrokat. Ezért rendkiviil fontos
szambavételilk, rendszerezett 0Osszegyijtésilk, magyardzatuk. Ennek a
feladatnak az elvégzése is a dolgozat célja.

1.3. Tanari hozzaaillas, tovabbképzés

A valdszinliségszamitds és statisztika alkalmazasahoz elengedhetetlentiil
sziikséges, hogy a tandrok rendelkezzenek a megfeleld ismeretekkel, és
hajlandoak legyenek az anyagot tanitani. Az 1990-ben Budapesten tartott
»lraining Teachers to Teach Statistics” témaji konferencia részletesen
foglakozott ezzel a teriilettel. Idézziik Fischbein professzor megallapitasat a
tanarképzésben megoldando feladatrol: [F90] "A  tanarok
valdszinliségszamitasi ¢s statisztikai oktatdsanak tartalmaznia kell a
megfeleld intuitiv hattér kialakitasara alkalmas teriiletek €és modszerek
megismertetését.” Ugyanezt a kivanalmat hangstlyoztak mas résztvevok is

(lasd [H891]).

A hazai gyakorlatban az egymast valté ,oktatdsi reformok™ egyik
jellemzdje az, hogy a valoszinliségszamitas az 0 tananyagban szerepelt, ha
a régiben nem volt, és kimaradt, ha el6zdleg volt. Mindezt tobbnyire a
tanari hozzaallassal indokoltdk. Valdjaban a tanari gyakorlatot egy csendes
ellendllas jellemezte. Ennek alapvetd oka a biztonsagérzet hidnya. A
tananyag oktatasahoz kisérletek elvégzésére van sziikség. Ahogyan azt
maga a ,,véletlen” szo6 is mutatja, a kisérletek kimeneteleit a tanar nem tudja
pontosan elére megmondani, és nincs felkészitve a lehetséges eltérések
magyarazasara, értelmezésére. Ezért nekik is sziikségik van egy
magyarazatokkal ellatott oktatisi anyag Osszedllitdsdra.  Dolgozatom
elkészitésekor egy ilyen anyag dsszedllitasa is célom volt. Jelen dolgozaton
kiviill az Osszedllitott anyagot az utdobbi néhdny évben tanari
tovabbképzéseken is rendszeresen ismertetem. Ezek a tanari
tovabbképzések rendkiviil pozitiv visszhangra taldltak.



1.4. Nemzetkozi kitekintés

1996-ban a VIII. Nemzetkdzi Matematika Oktatdsi Konferencia egyik
témacsoportja a valoszinliségszamitas ¢és matematikai  statisztika
oktatdsanak nemzetkozi helyzetével foglalkozott. Kideriilt, hogy a
nemzetkdzi gyakorlatban az egyes orszdgok ilyen iranyu oktataspolitikdja
jelentésen eltér egymastol. A témaval rendszeresen foglalkozik a
"Newsletter of the international study group for research on learning
probability and statistics” Departamento de Didactica de las Matematicas
Facultad de Ciencias de la Educacion, Universidad de Granada)

A kiilonbozé orszdgokban 1ényegesen eltérd mélységben tanitanak

valdszinliségszamitast, ¢és a tanitott anyag is lényegesen eltér. A fenti

konferencia kiadvénya alapjan 6t f6 hozzéaallast lehet megkiilonboztetni.

|N97| Ezek a kovetkezok:
Axiomatikus halmazelméleti hozzaallas

e Alapjaiban kombinatorika, ahol a valoszinliségszamitas csak alruhaként
szolgal

e Szerepel ugyan valoszinliségszamitas, de ez urna-modellekre és
egyszerl jatékokra korlatozodik

e A valdsziniiségszamitasi fogalmak modell-€épités utjan épiilnek ki

e A val6szinliségszamitas fogalmi kiépitését kisérletek, megfigyelések,
projekt tevékenység tamogatja.

A felsorolas ismertetését azért tartottuk itt sziikségesnek, hogy a
kifejlesztett anyagot beilleszthessiik a hozzaallasoknak ebbe a nemzetkdzi
sordba. Mi az utols6 két viszonyulast kovetjiik, tapasztalatszerzés
segitségével épitjiik ki a matematikai modell elemeit.

1.5. Modszertani kérdések

A tananyag megvalasztdsa mellett ugyancsak fontosak a modszertani
kérdések, tehat az oktatds formdjanak, metodikdjanak megvalasztasa. Ezen
a teriileten is széles a nemzetkozi skéla.

1. A valoszinliség matematikai szigorasaggal kovetett axiomatikus
targyalasa, formalis levezetésekkel.

2. A valoszinliség €s a statisztika parhuzamos, vagy élesen elkiilonitett
oktatasa.

3. Alkalmazott matematikai problémak motivacios hasznositasa, szemben
az alkalmazasokat teljesen figyelmen kiviil hagyoé levezetésekkel

4. Tapasztalatokra tdmaszkod¢ intuitiv fogalomra tdmaszkodoé felépités,
illetve az intuicid figyelmen kiviil hagyasa

5. Felfedezteto kisérletek végzése, osztalyon beliili vita hasznositéasa,
illetve ezek teljes melldzése



6. Egyes orszagokban nagyon sziik kdrben hasznalnak szamitogépes
szimuléaciokat és mas (tobbnyire eldére gyartott) szamitogépes
alkalmazasokat, videdkat és filmeket.

Az Osszedllitott anyag megtervezése soran a hatodik lehetdséggel nem
foglalkoztunk. A valdszinliségszamitas €és a matematikai statisztika egymast
tdmogatd, parhuzamos targyalasat kovettiik. Elsésorban felfedeztetd
kisérleteket, az ezekbdl lesziirt tapasztalatokat hasznaltunk motivacioul.



I1. A legegyszeriibb véletlen sorozatok:
fej-iras sorozatok




2.1. A 1L fejezet tétmaja

»Mennyire véletlen a véletlen?” teszi fel a kérdést Révész Pal akadémiai
sz€kfoglalgjaban, és valaszként felsorol szamos mély eredményt. Ez a
kérdés tipikusnak és rendkiviil alapvetdnek tekintendd a téma tudomanyos
vizsgalata esetén, valamint a gyakorlati alkalmazasok szdmara. Az iskolai
oktatas szamara éppen ilyen fontos azt megismerni, hogy a tanulok milyen
kialakult véleménnyel rendelkeznek a témarol.

Varga Tamasnak tulajdonitand6 az 6tlet, hogy a véletlenrdl alkotott tanuldi
vélemények megismerését a legismertebbnek feltételezhetd teriilettel kell
kezdeni, és ezzel a teriilettel kell a foglalkozasokat is kezdeni. Ez a teriilet
szerinte a szabdlyos érmével torténd fej-irds sorozatok vilaga.
Tapasztalataink megegyeznek vele, és allithatd, hogy a tanulék nagyon
hatarozott elképzelésekkel rendelkeznek ezen a teriileten.

Varga Tamés bevezetésként azt kérte III-IV. osztilyos altalanos iskolai
tanuloktol, hogy irjanak le két fej-irds sorozatot, az egyiket egy érme
feldobalasa segitségével, mégpedig irjanak F-et, ha fejet dobtak, és I-t ha
irast. A masik sorozatot ,fejbdl” irjak, tehat ugy, ahogy egy lehetséges
valodi fej-irds sorozat szerintiik keletkezhet. A két sorozatot olyan
sorrendben mutassdk meg, hogy a sorrend ne arulja el, melyiket irtak fejbol,
¢s melyik szarmazott valodi dobdssorozatbol. Megvizsgalva a két leirt
sorozatot, arra vallalkozott, hogy megmondja, melyiket irtdk, és melyiket
dobtak.

A dontés alapja a fej, illetve irds sorozatokbol all6 futamok hossza volt:
amelyik sorozatban ez hosszabb volt, azt vélasztotta dobott sorozatnak.
(Futamnak neveziink egy azonos elemekbdl allo olyan sorozatot, amely
vagy el6l kezdddik, vagy elétte a masik jel szerepel, tovabba vagy a sorozat
végén van, vagy a masik jel koveti.)

Ez a dontési eljaras rendkiviil tekintélyt parancsolo eljaras: Varga Tamas az
esetek tobb mint 80%-ban helyesen adta meg a dobott sorozatot.

Sajat tanitasi gyakorlatomban kozel 30 éve én is ezt a bevezetést kovetem
azzal a kiilonbséggel, hogy mindegy, az elsé vagy a masodik sorba irt
sorozatot dobjak vagy irjak, de eldszor kell irni a sorozatot, és csak azutan
dobhatjak. Tapasztalataim rendkiviil pozitivak, €s csak javasolni tudom
masoknak is ezt a bevezetést. A 2.2 pontban dsszegezem a tapasztalataimat,
mig az 2.3 pontban elméleti szamitast hivok a jelenség elemzéséhez
segitségiil.



2.2. Fej-iras sorozatok a tanulok elképzelésében

A szoban forgo sorozatokat egyértelmi hivatkozas miatt nevezziik
- véletlen sorozatnak, ha érmedobds alapjan keletkezett,
- elképzelt sorozatnak, ha a tanul6 ,,fejbol” irta.

Az egyszerlibb 0Osszehasonlithatosag miatt tételezziik fel, hogy az
Osszehasonlitand6 sorozatok N hossza megegyezik. (N értékének
megvalasztasarol késobb lesz sz0.)

Amint azt a fentiekben emlitettiik, a targyalds meginditasakor megkérjiik a
tanulokat, hogy irjanak le ,,fejb6l” egy N hosszusagu fej-iras sorozatot egy
lires papirlapra, majd egy masik iires lapra egy valdban érmedobas
segitségével nyert fej-irds sorozatot. Megkérjilk Oket, hogy oOnmaguk
szamara jegyezzek meg, melyik papirlap melyik sorozatot tartalmazza, de
egy kiviilallé (példaul a tanar) szdmara ez maradjon felismerhetetlen.

A tandr arra vallalkozik, hogy megmondja, melyik papirlapon van a dobott
sorozat, és melyiken az elképzelt. A dontés soran Varga Tamas modszerét
kell kovetni: azt a sorozatot kell dobott sorozatnak valasztani, amelyben a
»tiszta fej” (tiszta iras) sorozat hosszabb. Varga Tamds N=200 dobésbol
allo sorozatokat hasznalt, amikor is a dontési eljaras rendkiviil ,tekintély
megalapozonak™ bizonyult, osztalyonként legfeljebb egyszer hibazott. Az
alabbiakban sajat tapasztalatainkat foglaljuk dssze.

Varga Tamds a témaval altalanos iskola alsé tagozatdban, III-IV. osztalyos
tanulokkal foglalkozott. Ebben a korosztalyban az N=200 hosszisdg nem
jelentett problémat. A mi elsd tapasztalatunk viszont az volt, hogy
gimnédziumban ez a hosszisag a megbizhatdsag rovasara ment: a ,,valoédi”
sorozat generaldsa soran a tanulok egy része a dobds helyett is képzelt
kimeneteleket irt le. Tapasztalataink alapjan mi az N=60 hosszisagot
valasztottuk, és a tovabbiakban ismertetésiink erre az értékre vonatkozik.

Pusztén a t4jékozodas megkonnyitése miatt megadunk 6t képzelt sorozatot,
kiemelve benniik a leghosszabb fej-iras sorozatot. A sorozatokat kdvetd L a
sorozat leghosszabb futamanak a hosszat tiinteti fel.

FFIIIFI1 | FIFFFIFIFD |IFIFFIFFFF |IIFFIFIF | IHIFFIFIF | IIFFFIIIFT | L=4
FIFFFFIFII |IFIFIFIIIF | FOFFIFIFF | FIFFFIFIF | FIIFIFIFIF | OFIOIIIFF | L=5
IFFFFIFIFI | IIIFFIFFLl | FEFFIFFFI | IFFIUFFF] | IFIHIOFFFF | INFFFFIFF | L=4
FIFIIFIFF | FIFFFFIFF] | FFFIFIIIF | IFIIFIFIF | IIFFIFIFIL | FIFIIFIT | L=4
FIFIIFII | FFUFUIFF | IOFIFIIFF | FFIFFFFIIF | IFIZITFFIL | FIFFFFIFF] | L=4

2.1.a. tablazat. Tanulok altal elképzelt dobas-sorozatok




Osszehasonlithatosag miatt megadjuk ennek az ot sorozatnak a dobott

parjat is:

FFTTFFIFFF | FFIIFFFIF | IIOIFIIF | FFIFIFFIFI FIFFFFFFFF | IIIFFFIFIF | L=8
IFIFIIIFF FFINIFIFI | FFIFFFUIIL | IFFIIFFFFF | FFIFIFF IFIIIIFFFF  |L=7
IFIIIIFII FFIFFIIFIl |TIIFFUOIF |IFFFFFFFFI | FFIFFFFFFI FIFFFIFFFF | L=§
IFIFFFIIIF | FFIFFIIFIF | IFFIFIIFFI | FFFIIITIFF FIFFIIFFIF FFIFIFFFIF | L=35
FIIOFFFFF | IFFIFFFFIF | HFIFFIIFF | FIFIFIIIT IIFFFIIIFF ITFIIFTIIT L=7

2.1.b. tablazat. Tanulok altal dobott sorozatok

Megkérdeztiik a tanulokat, miért éppen ilyen dobassorozatot képzelnek el.
A hérom leginkabb tipikus vélemény a kovetkezo:

e A véletlennek van egy kiegyensulyozasi szokésa, ezért hosszabb
sorozatokban hosszii Fejsorozatok és hosszu /rassorozatok nem
fordulnak eld.

Valodi véletlen dobassorozatokban a fejek és irasok szdma csak nagyon
kicsit térhet el egymastol.

Fejrol irasra, és irasrol fejre vald valtozas az esetek felében kovetkezik

be.

Ezek a vélemények ¢€s a fenti 6t sorozat tdimogatjak Varga Tamas dontési
elvét. Azt tapasztaltuk, hogy néhany ,elvetemilt”, a ,csak azért is”-t
szeretd tanuld kivételével a tanulok kovetkezetesen alkalmaztak ezt a
hozzaallast a képzeletbeli sorozatok leirdsa soran.

Az alabbi tablazat 265 tanul6 altal készitett 60 hosszusagu ,.elképzelt” és
dobott sorozatban a leghosszabb futam hosszanak statisztikai eloszlasat
mutatja be:

Hossz: | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (>10
Képzelt| Gyak: | 0 | O | 11 |128(112] 9 | O | O | 2 | 3
Dobott | Gyak: | 0 0 0 3 117]166]192 |62 |21 | 4 0

2.2. tablazat. 265 elképzelt és dobott 60 hosszusagh sorozat legnagyobb futamhosszai

2.3. Egy gyakorlo feladat

Az oktatasi anyag megszerkesztésének szerves része gyakorld feladatok
megtervezése is. Egy ilyen feladatot mutatunk be illusztracioként. Ez a
feladat csakugy, mint tarsai, nagyon ,baratsagos” fogadtatdsra talalt a
tanulok korében. Nemcsak sajat véleményiiket alakitottdk ki elemzd
vizsgalodas alapjan, hanem altalaban ordn kiviili vitat is folytattak egymas
kozott.
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2.1. abra: 265 elképzelt és dobott sorozat legnagyobb futamhosszai

A feladat alapjat egy tiz soros lista képezte. Ezt a listat a tanar készitette a
kovetkezOképpen: Korabbi években a tanulok altal irt fej-irds sorozatokbol
készitettiink 10-10 darab 60 hosszasagu 1. segédlistait, majd valodi
érmedobalassal egy ugyanekkora 2. segédlistit. Ezutin egy érmét
feldobtunk 10-szer egymas utan. Ha a dobas fejet mutatott, akkor az elso
(képzelt) listarol irtuk at a sorozatot a feladatra készitett listara, ha a dobas
iras volt, akkor a masodik (dobott) listarol. Ezzel a modszerrel a tanulok
szamara elfogadhatdan a lista minden sora egyforma valosziniiséggel vagy
dobott, vagy képzelt sorozatként jelent meg. A feladat éppen az volt, hogy
eldontsék mindenegyes sorrol, hogy abban elképzelt, vagy dobott sorozat
szerepel-e.

IFIFFFIFLL | IFLILIFIIFE | ILIFIFFFFL [ FIFFFIFIFL | FRLIFIFIFF | IFIFFIFFFF

FIFFFFILTI TIFFIITIFL | FFLIFIFLIF | FFFINDIFFI IFLITIFIIF | FIFFFILIFF

1 [FIIFFFIIIF [FFIFFLIFIF [IFFIFLIFFL [FFEININIFF [FIFFLIFFIF | FRIFIFFFIF
2 |FINIIFFFFF [ IFFIFFFEIF | LIFIFFIIFE [FIFIFLILIL | LIFFFILIFFE [ LIFLIFLINE
3 | 1IFFFFIFFF [FIFFFIFIFI [FIFLIFINIL |FFLIFFIFFL |FFFFLIFIFL | FELTIFFFIF
4 [IFLINIFIFF [FIFIFIFFFL [ IFFLIFIFLL [ IFILIFFIFL [ IFFIFIFIFL | FFIFFFFFLI
5 | IFIFFFIIIF [FIFLIFIFFF |[FFELIIFLIL [ FFEIFLINIL [FIIFFIFIFL [FILILILIOF
6 |FINLIFIFIF [FFFLIFLIFE [ ILLIFLIIFE [FIIFFFILIE [FIFFFELIIL [FFRILIIFLL
7 | IFLIIFFFFI [FRFILLIFFLL [ LIFLIFIIFE | FIFLIFFFFE | FRIFFFFIFL | LIFTLILIF]
8

9

X

FFILIFFLIIF | LTLIFLIFII IFFIFIIFI1 IFFIFIFFFI IIFFII11FF | FFIFFIFFFF

2.3.tablazat. Képzelt, vagy dobott sorozat?
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2.4. A leghosszabb futam elméleti vizsgalata

A fej-irds sorozatok a véletlen szamsorozatok, tehat a fliggetlen, azonos
eloszlasu sorozatok legegyszerlibb megjelenését adjak. Tobbnyire ez
szolgal példaként, ,,etalonként” akkor, amikor a tanulok, de akar a felndttek
is, altalaban a véletlenre gondolnak.

A véletlen szamsorozatokat altaladban rendkiviil hamisan interpretaljak. Ez a
nagy szamok torvényének helytelen alkalmazasabol adodik, mikozben a
nagy szdmok torvényének még a heurisztikus ismerete is hidnyos. Ez a
hamis interpretalas vezet a fenti tanuldi vélemények koziil az elsé kettéhoz:
a fejek és irasok szama barmely pillanatban ,,majdnem” azonos. A valdsag
azonban az, hogy a véletlennek nincs semmilyen ,kiegyenlitd”
mechanizmusa.

Be fogjuk latni, hogy egy valodi (dobott) fej-irds sorozatban viszonylag
hosszu ,tiszta fej”, illetve ,.tiszta irds” sorozatok fordulnak eld. Az ilyen
sorozatok hossza log,(n) koriil van egy n hosszisagu sorozatban, ami a
fentiekben adott dontési elv helyességére utal. ( A tovabbiakban mindig
kettes alapt logaritmussal dolgozunk, és csak az ettdl kiilonb6zd alapot
irjuk ki.)

Ismertetésiinkben a N=60 sorozat hosszra koncentralunk, mivel sokéves
tapasztalataink szerint ekkora véletlen sorozat generalasara hajlandok a
tanulok. (Természetesen nagyobb N mellett a dontés megbizhatosaga is
nagyobb, igy N=200 tényleg csodalatos eredményre vezethetett altalanos
iskolas gyerekek esetében.)

Mivel log, 60 = 6, ellendrizziik, hogy mekkora valdszinliséggel szerepel

egy legalabb hat hosszusagu futam egy 60 dobasbdl 4ll6 fej-irds sorozatban.
Azt a valoszinliséget akarjuk meghatdrozni, hogy nincs 6 hosszusagu, vagy
enn¢l hosszabb tiszta fej sorozat. E cé€lbdl tekintsiik a 10 egymas utan
kovetkezd 6 hosszisadgu részsorozatot. A keresett valoszinliség nyilvan
nagyobb, mint az a valdsziniiség, hogy ennek a 10 blokknak egyike sem all
azonos dobasokbol. Ennek a valdszinliségnek a meghatarozésara a
gimnaziumi oktatasban elérhetdé mélységii klasszikus valdszintiségszamitasi
modszer alkalmazhato.

Annak a valészintisége, hogy a 10 blokk egyike sem all azonos elemekbdl:
(62/64)"° = (1-1/32)"°

A komplementer esemény azt jelenti, hogy létezik legalabb egy legalabb 6
hosszusagu részsorozat. Ennek valoszinlisége
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1- (1-1/32)" ~ 0,728
Az altalanos, tetszéleges N-nek megfeleld esetben is éppen ilyen egyszerii
,J0” alsd és felsé becslés levezetése annak az A,(m) eseménynek a
valoszinliségére, hogy n hosszusagu fej-irds sorozatban van egy legalabb r
hosszsagu azonos elemekbdl allo futam.

A szdéban forgd valosziniségek levezetéséhez jelolje X;, Xo, ... , X, az
érmedobas kimeneteleit, és legyen B; az az esemény, hogy az X, Xi:y, ...,
Xi+r1 események azonosak. Nyilvanvaloan

Ar(n) :BI +B2 + .. +Bn—r+1

Az A,(n) esemény P(A4,(n)) valoszinliségére felsd becslést eredményez a
szubadditivitas:

P(A,(n)) <P(B;) + P(By) + ... + P(Byyr1)) = (n—r+ 1) P(B)),
ahol felhasznaltuk, hogy a B események egyenld valdszinliségiiek.

Masrészrol
PA,(n)) =2 P(B; + B+ + ... + Brig-nr) =

= P(B) + P(Bi+) *+ ... + P(Bi+g-1)r) = k P(B)),

Itt k az n/r tort egész része.
Azt kaptuk tehat, hogy

[int(n/v)] (172)"Y < P(4,(n)) <(n—r+1)/ 207

Specidlisan, n=60 és r=6 esetén a felsd korlat trividlis, mivel az 1-nél
nagyobb, a rendkiviil durva 10/32 als6 becslés azt mutatja, hogy minden
harmadik sorozat varhatéan tartalmaz egy 6 hosszusagu futamot.

Mindamellett joI mutatja, hogy n=60-nal pl. egy »=10 hosszisagu (vagy
hosszabb) futam nagyon valészintitlen, hiszen ekkor a felsé becslés értéke
51/512<0,1.

Az egyenldtlenségek elemzése azt mutatja, hogy log(n) + 9 olyan fels6
hosszat jelent, amelynél hosszabb futam 1/1024 -nél nagyobb
valoszinliséggel nem létezik. A masodik egyenlétlenségbdl az ellenkezd
iranyu becslés adodik: Legalabb (1 - 1/1024) valészintiséggel 1étezik

log(n) —loglog(n)

hosszusagu futam. A két egyenldtlenség egyiitt bizonyitja, hogy a
leghosszabb futam hossza valéban log(n) koriil van.
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Tekintsilk mindkét egyenldtlenséget n>15 esetén. A fenti heurisztikdnal
kiss¢ pontosabb gondolatmenetet kovetve keressiik meg azt az n-t6l fliggd
legkisebb R értéket, amelyre teljesiil, hogy

m—R+1)/2%" < 1/1024
tehat az R hosszu, vagy hosszabb futamok nagyon valosziniitlenek.
Masrészt, legyen S az a legnagyobb egész, amelyre teljesiil, hogy
n
H

2S71

1
P
2

Legalabb ekkora ugyanis annak a valosziniisége, hogy eldall egy legalabb
ekkora futam. A két egyenldtlenség megoldasai nagyon kozeli értékek. Az
elsd egyenldtlenség teljesiil, ha

R =log (n) +9,
ahogyan az az eddigiek alapjan is varhato volt.
A masodik egyenldtlenségbdl n>16 esetén
log log (n) —2 >0,
¢s igy az a legnagyobb S egész, amely kielégiti
S <log(n) — log log (n) + 2

egyenldtlenséget, alkalmas valasztds lesz. A két megoldas egyiittesen
bizonyitja, hogy a leghosszabb futam hossza valéban log (n) Kkoriili.

Kivanatos, hogy a leghosszabb futamok hosszdnak a 2.1 tibldzatban
szereplé empirikus  (tanuloi) eloszlasait az elméleti eloszlassal
Osszehasonlitsuk. A kovetkezdkben ezt az eloszlast fogjuk meghatdrozni. A
fenti levezetés szerint a szoban forgd valdsziniiségek tobbsége rendkiviil
kicsi. A valoszinliségek meghatarozasahoz egy rekurziot adunk meg.

2.5. Rekurzio a leghosszabb futam eloszlasara

A kovetkezOkben annak a valdszinliségét hatarozzuk meg, hogy egy n
hosszsagu fej-iras sorozatban a leghosszabb azonos elemekbdl all6 futam
hossza pontosan 7.

A valosziniiségek meghatdrozésa el6tt azon n hosszliisagu fej-irds sorozatok
szamat hatarozzuk meg, amelyekben a leghosszabb azonos elemekbdl allo
futam hossza pontosan r. Legyen az ilyen sorozatok szdma g(n,r), tehat:
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legyen g(n,r) azon n hossziisagl fej-irds sorozatok szama, amelyekben a
leghosszabb azonos elemekbdl all6 futam hossza pontosan r.

Peremfeltételként a g(n, 1) és g(n,n) valoszinliségek szolgalhatnak, amelyek
meghatdrozasa trividlis. A leghosszabb azonos elemekbdl all6 futam hossza
akkor és csak akkor pontosan 1, ha a fej-iras sorozat alterndl, mig a
leghosszabb azonos elemekbdl allo futam hossza pontosan n csak ugy
lehetséges, ha minden elem azonos. Ezért

gm, 1) =gmnn) =2
Ugyancsak nyilvanvalo, hogy » > n esetén g(n.r)=0.

Az 4ltalanos eset vizsgalata el6tt, a levezetés gondolatmenetének
ismertetése miatt kiilon vizsgaljuk az =2 és =3 eseteket.

Nyilvanval6, hogy =2 esetén az elso futam vagy 1, vagy 2 hosszusagi. Ha
az elsd futam hossza 1, akkor a megmaradd n — 1 elemii sorozatban a
leghosszabb futam pontosan 2 hosszisagu, tehat ezek szama g(n-1,2). Ha az
elsd futam hossza 2, akkor a maradék sorozattal szemben az a kovetelmény,
hogy benne nem lehet 2-nél hosszabb futam, tehat a benne levo leghosszabb
futam hossza vagy 1 vagy 2, és ez a két eset kizarja egymast. Ezért ekkor a
kedvez0 sorozatok szama

gm-2,1) + gn-2,2) =2 + g(n-2,2).
Osszegezve:
gm.2) =gm-1,2) + gn-2,2) + 2

Ezt a rekurziot 1€pésrdl 1épésre haladva barmilyen » mellett meg lehet
mondani a pontosan 2 leghosszabb futamu sorozatok szamat anélkiil, hogy
a nagyobb r értékekrdl barmit kellene mondanunk. A g(n,2) értékek
sorozata n = 1 —gyel kezdve:

2(1,2)=0; 2(2.2)=2; g(32)=4; g(42)= 8 g(52)= 14;
2(6,2)=24; g(7,2)=40; 2(8,2)=66; g(9,2)=108; g(10,2)=176

A rekurziot feloldva explicit alakban is meg lehet adni a g(n,2)
gyakorisagokat. Legyen x(n) = g(m,2) + 2. Ezzel a jeloléssel az x(n)
sorozatra ,.tiszta”, konstans nélkiili rekurziot kapunk:

x(n) =x(n-1) + x(n-2)

Feloldasahoz az x” - x - I = 0 egyenletet kell megoldani. Ennek gydkei
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Mint ismeretes, a rekurzid feloldasa a
x(n) =a;x;" +ayx)"

képlet, ahol az a; konstansokat az x(1) = 2 és x(2) = 4 kezdeti értékek
hatarozzak meg.

A megfeleld valoszintiségeket a g(n,2)/2" hatvanyok adjak meg, amik
gyorsan tartanak nulldhoz. Példaul n =60 mellett a valdszinliség elsd hat
szamjegye 0.

Tekintsitk most az » =3 esetet. Ekkor az elsd futam hosszara harom
lehetéség létezik: 1, 2, vagy 3. Az els6 két esetben a megmaradd
részsorozatban a leghosszabb futam hossza pontosan 3, tehat

g(n-1,3) + g(n-2,3)

ilyen sorozat létezik. Ha az els¢ futam hossza 3, akkor a maradék
sorozatban a leghosszabb futam hossza legfeljebb 3, tehat 1, 2, vagy 3.
Ezért ezek szama

g(n-3,1)+g(n-3,2)+g(n-3,3)

Osszegezve:
g(n,3)=g(n-1,3)+g(n-2,3)+g(n-3,1)+g(n-3,2)+g(n-3,3)
Atrendezve:
gm,3)=g(n-1,3)+gn-2,3)+ g(n-3,3)+g(n-3,2)+2

Kezdeti feltételként szolgalhatnak g(0,3)= g(1,3)=g(2,3)=0 értékek. Ebbol
azonnal adodik a trivialis g(3,3)=2 kezddérték. Tovabbi értékek:

n=4: g(4,3)=g(3,3)+2(2,3)+g(1,3) +g(1,2)+2 = 2+0+0+0+2= 4
n=5:g(53)=2(4,3)+g(3,3)+2(2,3)+g(2,2)+2 = 4+2+0+2+2= 10
n=6:g(6,3)=2(53)+g(4,3)+2(3,3) +g(3,2)+2 =10+ 4+ 2+ 4+ 2= 22
n=7:9(7,3)=g(6,3)+2(5,3)+g(4,3) +g(4,2)+2 = 22+10+4+8+2= 46
n=8: g(8,3)=g(7,3)+2(6,3)+2(5,3) +(5,2)+2 =46+22+10+14+2= 94
n=9: 2(9,3)=g(8,3)+2(7,3)+2(6,3) +2(6,2)+2 =94+46+22+24+2=188
n=10: g(10,3)=g(9,3)+2(8,3)+2(7,3) +g(7,2)+2 =188+94+46+40+2 =
=370
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2.5.1. Tétel: Azon n hosszusagh fej-iras sorozatok g(n, r) szama,
amelyekben a leghosszabb azonos elemekbdl 4ll6 futam hossza pontosan 7,
kielégiti a

r—1 r

gnr) = Z_: g("—h,’”)‘FZ g(n—r,i)

i=1
rekurziot.
Bizonyitas:

Az n > r > 1 esetben n-re vonatkozo6 indukcid segitségével vezetjiik le a
rekurziot. Az n hosszusagu fej-iras sorozatokat az elsé futam hossza szerint
harom csoportra osztjuk fel.

Jeldlje i az elsd futam hosszat.

a) Legyen h < r. Ezek kozott a fej-irds sorozatok kozott azok szama,
amelyekben a leghosszabb futam pontosan » hosszusagu, megegyezik azon
n—h hossziisdgu sorozatok szamaval, amelyekben a leghosszabb futam
hossza pontosan . Rekurzids feltételiink szerint ez a szam

r—1

Z g(n—h,r)
h=1

b) Legyen & = r. Ekkor a leghosszabb futam akkor és csak akkor », ha a
sorozat tovabbi n-h elemi részében a leghosszabb futam hossza legfeljebb
r. A maradékban nincs r-nél hosszabb futam, tehat ezek kozott a
részsorozatok kozott a leghosszabb sorozat hossza 1 €s r kozott valtozik. Ez
a szam tehat

ng(n—r,i)

Ha & > r, akkor nyilvéan nincs » hosszisaga futam.
Az a)és b) eseteket 0sszegezve adodik a megkivant rekurzio:

r—1 r

g = 2, (n—h.r)+ 3 g(n-r,i)
h=1

i=1

A g(n,r) szamok kiszdmitasat megkonnyiti az a felismerés, hogy koztiik sok
azonos szam van. Nevezetesen igaz a kovetkezd :
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29

2.5.2. Tétel: A g(nn-t) szamok azonos ¢ mellett (tehat egy ,ferde
diagonalis mentén) egy n-tdl fiiggd kiiszob-szam utan megegyeznek.

Bizonyitas:

Az allitas ¢ = 0 mellett kiindul6 észrevételiink szerint igaz: g(n,n)=2 minden
n-re. Azr =n—1,r=n—-2 és r= n-3 eseteket részletesen is kiirjuk

gmn-1)=gn-1,n-1)+g(l,1) =2+2 = 4, ha n>2.

gm,n-2)= g(n-1,n-2)+g(n-2,n-2)+g(2,1)+g(2,2) = 4+2+2+2= 10,
ha n>4.

g(m,n-3)= g(n-1,n-3) + g(n-2,n-3) + g(n-3,n-3) + g(3,1) + 2(3,2) +g(3,3)=
=6+10+2+4+2=24 , ha n>6

Altalanosan

n—t—1

n—t
g(nn-t) = Z g(n—h,n—t) —|—Z g(t,1)
h=1 i=1

Az indukcios feltétel szerint mindkét 6sszeadanddban egy indexszam utan
konstans dsszeadanddk szerepelnek, ami allitdsunkat bizonyitja.

A g(n,r) értékeket n < 10 esetén a 2.4. tablazat tartalmazza

n~_r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 |0ssz.
2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 4
3 2 4 2 0 0 0 0 0 0 0 8
4 2 8 4 2 0 0 0 0 0 0 16
5 2] 14| 10 4 2 0 0 0 0 0 32
6 20 24| 22| 10 4 2 0 0 0 0 64
7 2] 40| 46| 24| 10 4 2 0 0 0] 128
8 2] 66| 94| 54| 24| 10 4 2 0 0| 256
9 2| 108 188 118 56| 24| 10 4 2 0| 512
10 21 176] 370 254| 126 56| 24| 10 4 211024

2.4. tablazat. g(n.r) értékek n<10 esetén
A g(n,r) gyakorisagok helyett sokkal attekinthetébbek a

pln.r)= @

valoszinliségek értékei:
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r—l1 r
)= LS o) LS aln )=
h=1 i=1
r—l1 1 1 r
= —hp(n—h,r)+ -Zp(n—r,z)
h=1 2 2V i=1
Pl: ha n=1; gm1)=2; pm1)=1/2""; p(n,n)=p(n,1).

2.5.3. Tétel: A g(n,2) sorozat szigorian monoton nd, ¢és g(n,2)
nagysagrendje megegyezik a Fibonacci sorozat nagysagrendjével.

Bizonyitas :
A g(n,r) rekurzidt r=2 —re kiirva adodik:
gmn2) =gm-1,2) + gn-2,1) + g(n-2,2)
Kihasznalva, hogy g(n,1)=2, ha n>0, adodik:
g(n,2) > g(n-1,2), ha n>1,
ami bizonyitja a monotonitast. A Fibonacci tipust a
g(n2)=gn-1,2)+gn-2,2)+2
rekurzié igazolja.

A p(n,r) valosziniiségeket n < 11 esetén a 2.5. tdblazatban Gsszegeztiik.

\\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n
2 0,5 | 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1025105 [025] O 0 0 0 0 0 0
4 (0,125 0,5 | 0,25 |0,125| O 0 0 0 0 0
5 10,063/0,438]0,312]0,125]0,063| O 0 0 0 0
6 10,031/0,375]0,344]0,156{0,063]0,031| 0O 0 0 0
7 10,016/0,312/0,359|0,187/0,078{0,004 0,016 O 0 0
8 [0,008/0,258/0,367/0,211]0,094]0,039|0,004{0,008| O 0
9 10,004/0,211]0,367/0,230]0,109]/0,04710,019]0,004|0,004| O
10 10,002/0,172]0,361]0,24810,123]0,055]0,023]0,010{0,004 0,002

2.5. tdblazat: p(n.r) valosziniliségek n<10 esetén

A p(nr), n<60, r<l6 valdsziniségeket a rekurzid alapjan egy egyszeri
BASIC program segitségével hataroztuk meg.
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Az n=10, 20, 30, 40, 50, 60 melletti értekeket a 2.6. tdblazat 6sszegezi.

r 10 20 30 40 50 60
1 0,0019| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000
2 0,1719| 0,0209| 0,0025| 0,0003| 0,0000| 0,0000
3 0,3613| 0,2107| 0,0977| 0,0431| 0,0187] 0,0081
4 0,2480| 0,3100| 0,2743| 0,2156| 0,1603| 0,1157
5 0,1230] 0,2215| 0,2682| 0,2823| 0,2768| 0,2601
6 0,0547| 0,1218| 0,1722| 0,2092| 0,2352| 0,2525
7 0,0234| 0,0607| 0,0934| 0,1220| 0,1470| 0,1686
8 0,0098| 0,0290| 0,0472| 0,0642| 0,0802| 0,0952
9 0,0039| 0,0136| 0,0231| 0,0323| 0,0412] 0,0499
10 0,0019] 0,0063| 0,0112] 0,0159| 0,0206| 0,0252
11 0,0000| 0,0029| 0,0054| 0,0078| 0,0102| 0,0125
12 0,0000| 0,0013| 0,0026| 0,0038| 0,0050| 0,0062
13 0,0000| 0,0006| 0,0012| 0,0018| 0,0024| 0,0030
14 0,0000| 0,0003| 0,0006| 0,0008| 0,0012| 0,0015
15 0,0000| 0,0001| 0,0003| 0,0004| 0,0006| 0,0007
>15 0,0000| 0,0000| 0,0002| 0,0004| 0,0005| 0,0008
2.6. tablazat: n érmedobas leghosszabb futamainak eloszlasa
g 035
é 0,3
025
0.2 | O n=20
m n=40
0,15 +— | O n=60
0,1 -
0,05 -
0 0
1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
futamhossZ

2.2.ébra: n=20, 40, 60 melletti leghosszabb futamok hisztogramja
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I11. Hidnyos sorozatok helyreallitasa:

statisztikai szemléletformalas
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3.1. A I1I. fejezet témaja

A mindennapi ¢életben gyakran fordul eld az a feladat, hogy valahiny
feltételezhetd lehetdség koziill ki kell valasztani az igazit. Ilyenkor
megfigyeléseket végzink. Az adatokat Osszegyujtjiik, majd azokat
kiértékeljiik. Az adatok altalaban fiiggnek a véletlentdl, igy abszolut biztos
dontés meghozatalara nincs mod. Ha azonban az ugyanazon lehetdségek
kozott megfigyelhetd adatok szama nd, és ezek képesek Uijabb és ujabb
informaciot kozvetiteni, akkor a helyes dontés esélye is ndvekszik.

Ebben a fejezetben ezzel a témakorrel foglalkozunk. Egyszer(i, konnyen
attekintheto feladatokkal foglalkozunk, amelyek mindazonaltal egy érdekes
tanuldi hozzaallasra mutatnak ra: Ha ugyanaz a dontési feladat ismétlédden
fordul el6, a tanuldok hajlamosak eltérd dontési eljarast kovetni. A hidnyos
sorozatok kiegészitése alkalmasnak mutatkozik ennek a tévhitnek az
eloszlatasara.

3.2. Harom kiegészitend6 hianyos sorozat
Egészitsiik ki az alabbi harom tablazatot!
3.2.a. Ertelmes magyar szoveg

Kitoltottiik az alabbi abrat egy értelmes magyar szoveggel, a szokozt a +
jellel jelolve. Ezutdn minden kis kockdhoz feldobtunk 3 érmét, és ha mind
fejre esett, a kockaban levd betiit kitoroltiik. A feladat az iires kockak
kitoltése.

Z |10 [R Klo|z|A|s |+ |[M]|1 [N E[N|K]|I E|K|+ [M]I
N|D|E [N|F |E|L |E [+ |[K AlL|[K|O|z|O|T|T P|E [R
Z +|C A|K|[+[A|[N|N|A K|+ [A|K N|E |[K|+|P|E [N |Z
E V|O|L + |VI|E|N E|[G|L|O|B|E L |E E|T|E|T
T|+|M|E|N I |[+]A]H L|+[N AIN|Y |+ |K|O|[R|O|N
AlE[R|T K[I [T|U[N|[O|+ |V|A|C|S|O|R|A|T|+|A|D A
K|+ |E|G|Y|[+|K]|O O[N|A|[B|A|+|S|z|A[M|]I |T|O|T|T]|A
K|+ +[BlE|C[S|I[S|z|E]|L]|E E|T F[I [N M|+ |B
O|R|J |U|H|U|[S K S|UO|T|VIE|[+]P[R Z L B |E [N
+[Els |+ ][|T]O]1 A B|A|N|[+|A O|R|A |+ O|G|Y |+

3.1.a. tablazat: Ertelmes szoveg
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3.2.b. Tizedik betiik

Kitoltottiik az alabbi abrat egy értelmes magyar szoveg minden 10.
betiijével (a tobbit figyelmen kiviil hagyva), a szokozt a + jellel jelolve.
Ezutan ugyanazon kockéakbol kitoroltiik a betliket, mint az el6bb. A feladat
az iires kockak kitdltése.

K|E |E D|R|Z|E|K|L|E |K|E TIT|[C|O O[N|R|O|E
Al |[A|[G|K|V|K|A|N|I +[K[s |1 |v|L]Y]A I [R|+
E G|M ST+ |E|+[+ [+ [R|IO|E|E SII|E [+ |J|U|K|[+
K N|E [A B|T|O|K K|[A|[Z|R|O|T OV ols |+ [+
O+ |K|A|A E|[R|A|E S [+ |T|K SIS|M|A|R|Z|S|R
G[N|L |E E|lY|v|T|B|O|[T|L|S|R|+[A[S|G|E |[N]|L [+ U
AlVISIR[+|A]J |E I [A|M|+|R|K|+|G|E|D|K|O|T [O|T]S
L |E A|Z|M|T|E|Y|Y|K|A[O]J S|A AlC s +|U|E
T|U|R|E |E|N|E E S|+ |K[S|A[+]A]lS K |E E|A|+
+[N|T|E[R]A]O|U A|{U|N|A|T +1G|1 |E AlS [+ |+

3.1.b. tablazat: Tizedik betiik
3.2.c. Kockadobas
Kitoltottiik az alabbi 4brat egy kockadobas sorozat egymds utdni

kimeneteleivel. Ezutan ugyanazon kockakbol kitoroltiik a betliket, mint az
elébb. A feladat az tires kockak kitoltése.

5[1]3 41216455 [3]5]3 4141313 614[3]5]2
312(5[5]2[3|3]2]2]|5 4145|1163 ]5]|6 4162
4 413 316/2]6(2|2 |6[5|3[4]1 4(114[5]6]6]1]1
6 213111 41216 41416(6 4 |4 26 613(614
6[11]6]4]1 51642 313|515 516/4[3[1]3]6]6
414|514 51161132 16(3|6]1(4]4|3|2]4]4|3]|5 1
513 4153|513 412 [6]3(2|2]|3]|6]6(4|4]4[1]22|2
5(5(5(4|6[1]1]1|4]2]5|6]4]1 2|2 3126 6[3]1
614[1]5(4|4]1 1 2 15/6/4]1(4]2|2 312 2164
4131413]1]2]4]3 5[6 [5]5]6 411162 113]3]4

3.1.c. tablazat: Egymas utani kockadobasok

Hogyan egészitsiik ki a tablazatokat?

A 3.l.a. tablazat esetén a valasz trividlis: a kiegészitésnek értelmes
szoveget kell eredményezni, igy a beirandd betlik egyértelmiien
meghatarozottak. A masodik tdblazatban kiillonb6zé mértékig ugyan, de
bizonytalan, mit kell beirni. A beirandd betli fiigg a véletlentdl, de nagyon
erosen fligg a kornyezetétdl. A harmadik tablazat esetén a véletlen teljesen
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egyeduralkodova valik: az 1,...,6 szdmok barmelyike barhol egyenld
eséllyel fordulhat eld, nem lehet a hianyzé szdmokat ,,okosan” kitdlteni.

A harom tablazat a véletlen harom arcat segit megmutatni. Ezek:

e A kornyezetétdl nagyon fiiggd, csaknem determinisztikus véletlen
karakterekre

e A kornyezettdl alig fliiggd, mindazonaltal fliggd véletlen jelekre

e A kornyezettdl teljesen fiiggetlen véletlen jelenségekre.

Kivénatos, hogy a tanulok tobb hasonlo példa segitségével maguk alakitsak
ki igényliket az esetek megkiilonboztetésére. Erre mutatunk tovabbi
lehetdségeket.

3.3. Talalgatas a soron kovetkezore

Ezek a tantermi foglalkozasok a tanar jatékvezetdi tevékenységét igénylik.

[S78]

3.3.a. Talalgatas egy szoveg tizedik betiiire

A jatékvezeto kivalaszt egy értelmes magyar nyelvii szoveget, és annak egy
adott betiijétdl kezdve kiirja minden tizedik betiijét, mikdzben a szokozt
egy specialis jellel, példaul ,,”+” jellel jeloli, és semmilyen mas jelet nem
vesz figyelembe. A feladat soron kovetkezd betii kitalalasa rakérdezéssel.
Mindig csak egyetlen betiit lehet kérdezni, tehat a felteendd kérdés

,,A soron kovetkezo betll ez-és-ez?”

tipust.

3.3.b. Talalgatas egy szoveg minden tizedik betiijét koveto betiiire

A jatékvezetd most is kivalaszt egy értelmes magyar nyelvli szoveget, €s
annak egy adott betiijétdl kezdve kiirja ugyanigy minden tizedik betiijét,
mint elébb, de vele egyiitt kiirja a rakdvetkezo betiit is. Megadja a soron
kovetkezo betlt, és az erre kovetkezO betiit kell kitalalni rakérdezéssel
ugyanugy, mint a 3.3.a. feladatban.

3.3.c. Talalgatas tiz betiit koveto betiire

Most a jatékvezetd a teljes szoveget kiirja tizes blokkokba csoportositva.
Megad egy teljes tizes blokkot, és a feladat a tizes blokkot kovetd beti
kitalalasa rakérdezéssel, ugyaniugy, mint a 3.3.a talalgatas esetén.
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Hogyan talalgassunk?

A hidnyos tablazatok kitoltése soran mar egyértelmiivé valt a tanulok
szdmara, hogy a talalgatast a kitalalando betiik bekovetkezésének esélyei
szerint kell folytatni. A helyes kérdezési stratégia megvalasztasdhoz ennek
megfelelden a kitalalando jel gyakorisagi sorrendjét kellene ismerni. Ennek
megismeréséhez varhatunk, és kapunk is javaslatokat az osztilyban. A
tanulok szamara nem kérdés, hogy valamennyi betli esetén ugyanazt a
stratégiat kell folytatni. Ez a kérdezési stratégia a magyar nyelvben a betiik
gyakorisagi sorrendjével egyezik meg. Az ismeretlen gyakorisagi sorrend
meghatarozasara a tanulok hosszu szoveg megvizsgalasat javasoljak.

3.4. Betiistatisztikak tanuloi meghatarozasa

Jelen fejezetben ismertetjiikk a gimndziumi kilenc-tizedik osztdlyban tobb
éven at folytatott gyakorlatunk tapasztalatait. Ezek szerint a
tanuldcsoportok maguk javasoljdk a magyar nyelv betligyakorisagainak
leszdmlalassal torténd meghatarozasat. Természetes szamukra a kovetkezd
(durva) allitas:

3.1.tanuléi allitas: Hosszi magyar nyelvli szovegekben az egyes betlik
lényegében ugyanakkora gyakorisdggal fordulnak el6. Az egyes
gyakorisagok szovegrdl szovegre kicsit valtoznak.

Arrol, hogy mekkordk ezek a gyakorisagok, vagy egyaltalan milyen a
gyakorisagi sorrendjiik, még egyetlen osztalyomban sem tudtak a tanulok
megegyezni. Viszont a cél (megoldas) érdekében altalaban hajlandok voltak
hosszabb szovegekbdl statisztikdk manudlis meghatarozasara. Az utdbbi
években a statisztikdkat mar nem kell manudlisan elkésziteni. Megvaltozott
a nyersanyag beszerzésének modja is: A korabbi farasztd begépelés helyett
az Internetrdl rendkiviil hosszll szoveget lehet letolteni.

A szamitogépben rendelkezésre allo szovegekbdl programozéas nélkiil,
szovegszerkesztovel is készithetd betlstatisztika, ahogy azt a Fazekas
gimndziumban az egyik tanuld csindlta: Ehhez a szovegszerkesztd ,,csere”
modjat ugy kell alkalmazni, hogy legyen azonos a kicserélendd betii és az,
amire kicseréljik. A szovegszerkeszté megadja a kicserélt betlik szamat.
fgy példaul az A betii gyakorisagat megkapjuk, ha az A betiit A betiire
cseréljiik, és kiolvassuk, hogy hany csere tortént.

A 3.2. tabldzatban megadtunk 40 tanul6 altal meghatarozott
betlistatisztikakat, mig a 3.3. tablazat szdmitogéppel sajat magunk altal
készitett nyelvstatisztikat ad meg. Ez utdobbi mutatja, hogy a tanuldk
valdban elkészitették a statisztikdkat.
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koz|AA|B|C|D|EE|F |G |H|LI|J K L M N

1 | 3049 | 2083 | 356 | 130 | 477 | 2430 | 123 | 611 | 423 | 736 | 205 | 727 | 1266 | 692 | 864
2 | 4990 | 2883 | 714 | 306 | 539 | 3165 | 245 | 953 | 415 | 1228 | 405 | 1574 | 2128 | 1031 | 1628
319948 | 2412 | 375 | 146 | 299 | 2482 | 143 | 5582 | 268 | 1791 | 136 | 8218 | 2279 | 6956 | 1037
4 | 5933 | 1933 | 429 | 125 | 172 | 3444 | 724 | 729 | 923 | 2560 | 23 | 215 | 1232 | 728 | 2619
5 | 4059 | 3027 | 670 | 203 | 405 | 3484 | 387 | 760 | 502 | 940 | 388 | 2100 738 | 1633
6 | 5720 | 3617 | 563 | 243 | 742 | 4051 | 347 | 1127 | 572 | 1164 | 329 | 1347 | 1948 | 1756 | 1739
7 | 1507 | 1246 | 193 | 429 | 186 | 1557 | 107 | 3280 | 676 | 5671 | 961 | 5854 | 5831 | 2957 | 4490
8 | 1366 | 1016 | 179 | 304 | 133 | 1206 | 766 | 3048 | 137 | 4132 | 138 | 5466 | 4840 | 2484 | 4774
9 792 | 720 | 110 | 19 | 94 | 637 | 30 | 185 | 102 | 259 | 59 | 231 317 | 135 | 291
10 | 5172 | 3207 | 501 | 219 | 660 | 3165 | 342 | 1101 | 381 | 1263 | 219 | 861 | 1824 | 900 | 1200
11| 3899 | 2316 | 604 | 276 | 504 | 2316 | 240 | 795 | 360 | 1115 | 320 | 1152 820

12 | 5447 | 3329 | 546 | 253 | 551 | 3906 | 421 | 867 | 327 | 1241 | 369 | 1374 | 1575 | 831 | 1435
13| 464 | 357 | 52 | 38 | 42 | 331 | 19 81 43 | 140 | 25 168 | 136 | 101 | 200
14| 3960 | 2567 | 389 | 171 | 464 | 2814 | 240 | 7661 | 401 | 8915 | 261 | 9994 | 1331 | 8890 | 1378
15| 3395 | 2644 | 286 | 316 | 478 | 2150 | 353 | 418 | 360 | 1079 | 278 | 938 | 1270 | 815 | 878
16 | 4273 | 2845 | 404 | 185 | 519 | 3095 | 240 | 8546 | 461 | 1059 | 251 | 1048 | 1494 | 8892 | 1471
17| 1038 | 898 | 105 | 42 | 127 | 709 | 91 | 192 | 75 | 3300 | 82 | 341 | 358 | 228 | 396
18 | 5785 | 3642 | 560 | 230 | 767 | 4365 | 323 | 1088 | 553 | 1252 | 347 | 1366 | 1976 | 1776 | 1777
19 | 4246 | 2920 | 494 | 228 | 483 | 3311 | 182 | 895 | 360 | 1219 | 272 | 1125 | 1389 | 1033 | 1595
20| 4553 | 3415 | 502 | 213 | 330 | 2749 | 226 | 883 1298 | 153 | 939 | 1322 | 603 | 895
21 7821 | 6433 | 708 | 117 | 104 | 7001 | 1 | 1240 | 731 | 2962 | 713 | 2132 | 2987 | 1663 | 2336
22| 4231 | 2441 | 435 | 108 | 584 | 3067 | 121 | 863 | 398 | 1225 | 257 | 1190 | 1227 | 947 | 1591
23| 4223 | 3365 | 503 | 132 | 388 | 3263 | 211 | 860 | 336 | 1133 | 237 | 1971 | 1482 | 620 | 1601
24| 479 | 273 | 49 163 | 430 | 16 0 0 109 | 27 | 342 | 120 | 154 | 273
25| 4563 | 3117 | 303 | 228 | 267 | 5055 | 490 | 1026 | 260 | 1215 | 153 | 417 | 1254 | 1482 | 1329
26| 2735 | 1909 | 290 | 86 | 282 | 2150 | 120 | 509 | 282 | 680 | 214 | 848 | 954 | 601 | 805
27| 3859 | 3343 | 529 | 160 | 317 | 3427 | 231 | 789 | 412 | 1167 | 243 | 1935 | 1678 | 701 | 1681
28| 6382 | 4634 | 722 | 276 | 724 | 5540 | 311 | 1284 | 508 | 1990 | 529 | 1709 | 2511 | 1451 | 2114
29| 3663 | 2814 | 401 | 132 | 489 | 3205 | 221 | 812 | 364 | 1125 | 222 | 1032 | 1517 | 814 | 1389
30 | 4014 | 3287 | 493 | 141 | 455 | 3122 | 200 | 850 | 308 | 1133 | 237 | 1524 | 1425 | 699 | 1470
31| 5262 | 5307 | 267 | 108 | 132 | 4702 | 156 | 528 | 315 | 1386 | 108 | 687 | 795 | 399 | 819
32| 3858 | 3516 | 428 | 165 | 476 | 3200 | 175 | 936 | 427 | 1247 | 314 | 1203 | 1646 | 855 | 1348
3314233 | 2113 | 535 | 287 | 610 | 3843 | 402 | 870 | 458 | 1103 | 234 | 1143 | 1921 | 830 | 1311
34 5601 | 5064 | 762 | 270 | 672 | 5757 | 415 | 1408 | 414 | 2002 | 452 | 1917 | 2514 | 1119 | 1980
3512123 | 836 | 182 | 103 | 153 | 1468 | 83 | 374 | 161 | 437 | 82 | 432 | 671 | 365 | 515
36| 3376 | 2787 | 311 | 181 | 341 | 2788 | 191 | 660 | 421 | 856 | 270 | 1147 | 1585 | 637 | 1238
37| 7387 | 4017 | 719 | 389 | 789 | 5270 | 323 | 1081 | 481 | 2100 | 430 | 1840 | 2349 | 1459 | 2156
38| 4757 | 2611 | 549 | 348 | 556 | 3098 | 298 | 832 | 366 | 1304 | 321 | 1587 | 2022 | 908 | 1631
39| 5668 | 4203 | 711 | 239 | 711 | 5062 | 301 | 1123 | 474 | 1649 | 415 | 1612 | 2387 | 1199 | 1845
40 | 1900 | 1423 | 250 | 731 | 204 | 1668 | 130 | 3770 | 188 | 5047 | 110 | 5991 | 8466 | 5915 | 6591

3.2.a. tablazat: 40 tanulo altal készitett magyar betligyakorisagok: 1.rész
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035000 | P |[Q| R S T |GU|00| V| W|X]| Y Z Ossz:
1 | 657 | 394 | 284 | 0| 937 | 1237 | 159 | 153 | 105 | 468 | 0 330 | 764 | 21018
21169 | 0 | 432 |0 | 112 | 1550 | 239 | 458 | 0 |494| 14 | 0 | 493 | 1256 | 27097
3| 860 | 3273 | 243 | 0 | 706 | 1272 | 146 | 214 | 122 | 408 | 0 | 75| 414 | 8692 | 27903
4 | 235 0 | 650 [37] 164 | 1988 | 233 | 844 | 0 |299| 97 | 36| 344 | 35 | 25866
5 | 101 | 681 | 415 | 3 | 117 | 1312 | 180 | 250 | 101 | 602 | 1 | 15| 542 | 1216 | 23192
6 | 149 | 586 | 281 | 0 | 132 | 1587 | 278 | 529 | 249 | 567 2 | 647 | 1123 | 14892
7 | 496 | 2054 | 162 | 1 | 386 | 7626 | 853 | 127 | 468 | 218 15| 183 | 5246 | 74491
8 | 418 | 1562 | 902 | 7 | 324 | 5064 | 676 | 734 | 562 | 134 | 47 | 6 | 198 | 3202 | 4274
9 | 293 | 72 | 33 | 0| 185 | 356 | 429 | 64 | 33 | 106 0| 128 | 266 | 22116
10| 111 | 501 | 120 | 0 | 111 | 1002 | 213 | 300 | 144 | 342 0| 219 | 942 | 15711
11| 994 | 340 | 268 | 0 | 101 376 | 152 | 352 4 | 408 | 980 | 23840
12| 138 | 585 | 283 | 0 | 121 | 1579 | 206 | 275 | 126 | 624 | 17 | 8 | 591 | 1096 | 2318
130121 57 | 30 | 0| 117 | 163 | 190 | 60 | 24 | 52 | 1 | 2| 49 | 120 | 18715
14 | 119 | 2543 | 216 | 6 | 903 | 1177 | 134 | 329 | 150 | 380 79 | 504 | 8467 | 16630
151 972 | 333 | 353 | 15| 106 | 1094 | 166 | 179 | 56 | 300 19| 351 | 680 | 20387
16 | 126 | 4489 | 195 | 7 | 101 | 1346 | 200 | 336 | 173 | 458 | 20 | 52| 547 | 9115 | 8319
17 (337 | 132 | 96 | 0| 313 | 353 | 353 | 86 | 39 | 124 0| 118 | 288 | 27324
18 | 157 | 580 | 273 | 0 | 125 | 1534 | 272 | 508 | 239 | 582 3| 689 | 1190 | 21055
19| 133 | 335 [ 270 | 1 | 961 | 1402 | 215 | 398 | 168 | 419 1529 | 959 | 18543
20 | 462 | 1193 | 423 | 0 | 112 | 1554 | 213 | 231 | 161 |465| 0 | 2 | 436 | 967 | 42131
21 | 312 | 669 | 154 | 26| 254 | 4001 | 456 | 683 | 312 | 103 | 54 | 18 | 647 | 1891 | 19659
221974 | 214 | 115 | 0 | 742 | 1263 | 162 | 284 [ 202 [370| 0 | 1 | 521 | 927 | 21569
23 | 124 | 580 | 260 | O | 117 | 1299 | 172 | 350 | 189 | 412 | 2 | 0 | 430 | 1396 | 2595
24 | 160 | 0O 43 | 0| 76 | 288 | 188 | © 0 | 7100 5 | 17 | 28728
251 759 | 942 | 264 | 0 | 158 | 1329 | 261 | 153 | 267 |456| 0 | 0 | 267 | 798 | 13284
26 | 819 | 190 | 115 | 0 | 659 | 820 | 131 | 261 | 113 |283| 0 | 1 | 326 | 646 | 21586
27 | 113 | 610 | 317 | 1 | 129 | 1594 | 208 | 237 | 197 [ 431 | 2 | 2 | 452 | 1418 | 32337
28 | 162 | 665 | 364 | 1 | 168 | 2368 | 287 | 505 | 262 | 674 | 8 | 3 | 699 | 1613 | 19323
20 | 113 | 436 | 214 | 0 | 897 | 1211 | 179 | 298 | 138 | 440 | 7 | 15| 512 | 978 | 56695
30 | 127 | 571 | 257 | 0| 129 | 1381 | 191 | 401 | 197 | 483 | 3 | 1 | 515 | 1407 | 23575
31| 264 | 699 | 723 | 10| 858 | 1242 | 435 | 108 | 338 | 36 | 0 | 12| 699 | 236 | 23375
32| 138 | 295 | 267 | 0| 952 | 1537 | 181 | 301 | 103 | 479 | 25 | 2 | 539 | 1050 | 20997
33 | 114 | 342 | 226 | 12| 115 | 1754 | 194 | 285 | 129 | 498 | 33 | 16 | 501 | 932 | 32326
34 | 199 | 9425 | 397 | 64| 176 | 2798 | 320 | 312 | 377 | 344 | 42 | 32| 799 | 1924 | 6176
35 | 314 | 249 | 153 | 0 | 490 | 747 | 632 186 | 1 | 9 | 254 | 425 | 17860
36 | 101 | 423 | 214 | 0 | 677 | 1280 | 146 | 298 | 139 [413 | 1 | 3 | 512 | 912 | 32373
37 | 153 | 693 | 317 | 1| 141 | 2180 | 265 | 391 | 223 | 781 | 1 | 41| 919 | 1452 | 22557
381139 | 2 303 |2 | 116 | 1892 | 232 | 338 | 32 |705| 13 | 6 | 625 | 1233 | 29060
39 | 141 | 745 | 313 | 0 | 141 | 2200 | 267 | 469 | 258 | 629 | 1 | 10| 595 | 1505 | 10209
40 | 655 | 2797 | 105 | 1 | 428 | 6452 | 118 | 143 | 892 | 228 | 24 | 14 | 284 | 4226 | 58751

3.2.b. tablazat: 40 tanul6 altal készitett magyar betiigyakorisagok: 2. rész
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A 3.3. tablazatban szereplé gyakorisdg-eloszlas Internetrdl levett magyar
nyelvili szovegek feldolgozasaval késziilt. A 278 432 betlis szoveg alapjan
készitett  betligyakorisagok a  koOvetkezd  gyakorisdgi  sorrendet
eredményezték:

+EATLNSOIKRZMGYDVOHBUFJPCUWXQ

A tizedik betlikre val6 talalgatas soran tehat ebben a gyakorisagi sorrendben
célszerli kérdezgetni.

A leggyakoribb 7 betli gyakorisdgai:
42703, 30925, 28405, 20230, 14954, 14719, 13486
Kumulativ gyakorisagok:
42703, 71108, 99513, 119743, 137217, 151936, 165422
Relativ gyakorisagok:

0,1532 0,2551 10,3570 0,4295 0,4922 0,5450 0,5934

Ezek a relativ gyakorisagok azt mutatjak, hogy atlagosan az esetek felében
ot kérdéssel sikeriilhet a kitalalas. Ez a megéllapitas fontos a tanar szdmara,
hiszen gyorsan meg kell itélnie a tanulok teljesitményét.

A 3.3.b esetben ismert egy betli, és a rakovetkezore kell talalgatni. Teljesen
nyilvanvalo a tanulok el6tt, hogy most nincs univerzélisan legjobb
kérdezési stratégia, a kérdések sorrendje fligg az adott betiitdl. Egy e vagy a
betli utan példaul nem célszerii ismét e-t vagy a-t kérdezni. Most is a
gyakorisagi sorrendben kell kérdezni, de ez a gyakorisdgi sorrend fiigg a
megadott (el6z0) betlitél. Minden betli esetén ugyanolyan gyakorisagi
sorrendet kell meghatarozni, mint azt a betligyakorisagok esetén tettiik.
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GYAKORISAGOK RELATIV GYAKORISAGOK
KOZ | 3049 | 39610 | 3395 | 42703 | 0,145 | 0,159 | 0,150 | 0,153
AA (208325627 | 2644 | 28405 | 0,099 | 0,103 | 0,116 | 0,102
B 356 | 3889 | 286 | 4074 | 0,017 | 0,016 | 0,013 | 0,015
C 130 | 1781 | 316 | 1895 | 0,006 | 0,007 | 0,014 | 0,007
D 477 | 4604 | 478 | 5169 | 0,023 | 0,019 | 0,021 | 0,019
EE [2430 (28154 | 2150 | 30925 | 0,116 | 0,113 | 0,095 | 0,111
F 123 | 2400 | 353 | 2460 | 0,006 | 0,010 | 0,016 | 0,009
G 611 | 7661 | 418 | 8546 | 0,029 | 0,031 | 0,018 | 0,031
H 423 | 4091 | 360 | 4681 | 0,020 | 0,016 | 0,016 | 0,017
LI | 736 | 8915 | 1079 | 10569 | 0,035 | 0,036 | 0,048 | 0,038
J 205 | 2661 | 278 | 2581 | 0,010 | 0,011 | 0,012 | 0,009
K 727 | 9994 | 938 | 10498 | 0,035 | 0,040 | 0,041 | 0,038
L [1266| 13341 | 1270 | 14954 | 0,060 | 0,054 | 0,056 | 0,054
M 692 | 8890 | 815 | 8892 | 0,033 | 0,036 | 0,036 | 0,032
N 864 | 13738 | 878 | 14719 | 0,041 | 0,055 | 0,039 | 0,053
0.0 | 657 [ 11809 | 972 | 12776 | 0,031 | 0,047 | 0,043 | 0,046
0,0 | 394 | 2543 | 333 | 4489 | 0,019 | 0,010 | 0,015 | 0,016
P 284 | 2146 | 353 | 1935 | 0,014 | 0,009 | 0,016 | 0,007
Q 0 6 15 7 0,000 | 0,000 | 0,001 | 0,000
R 937 | 9023 | 1006 | 10321 | 0,045 | 0,036 | 0,044 | 0,037
S [ 123711737 | 1094 | 13486 | 0,059 | 0,047 | 0,048 | 0,048
T [1509] 13904 | 1686 | 20230 | 0,072 | 0,056 | 0,074 | 0,073
U,U | 153 | 3249 | 179 | 3336 | 0,007 | 0,013 | 0,008 | 0,012
0,0 | 105 | 1530 | 56 1723 | 0,005 | 0,006 | 0,002 | 0,006
A 468 | 3860 | 300 | 4598 | 0,022 | 0,016 | 0,013 | 0,016
w 0 0 5 230 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,001
X 8 79 19 52 | 0,000 | 0,000 | 0,001 | 0,000
Y 330 | 5074 | 351 | 5407 | 0,016 | 0,020 | 0,015 | 0,019
Z 764 | 8467 | 680 | 9115 | 0,036 | 0,034 | 0,030 | 0,033
OSSZ: | 21018 (248 783 (22707 | 278 776 | 1 1 1 1

3.3. tablazat: Tanar altal készitett négy gyakorisag-eloszlas

Ez a munka azonban lényegesen nagyobb. Azonnal latszik ugyanis, hogy a
tizedik betiik ismeretében nem a betliket, hanem az egymas utani

betliparokat kell megvizsgalni.

A tanuldi javaslat most is az, hogy készitsiink a betliparokbol gyakorisagi
eloszlast. A ,,nagyon hosszi széveg” most azonban joval hosszabbat jelent,

mint az eldbb.

28



Tanari tapasztalat:

A tanar szamara lényeges tapasztalat, hogy ezt a leszamlalast hazi
feladatként a tanulok altaldban nem hajtjadk végre. Ezért mi magunk
készitettlink betlipar gyakorisag-eloszlast egy 40 000 betlis szovegbdl.
Ennek soran a szokasos elOkészitd atirast azzal egészitettiik ki, hogy a
sorveégi ,,Enter” jelet is szokozzel helyettesitettiik.

A gyakorisdgok pontos ismerete nem is annyira fontos egy jO stratégia
kialakitasahoz, mint inkabb a ,rakovetkezési” sorrendek. Elegendd ezeket
meghatarozni.

A magyar betlik feltételes gyakorisagi sorrendjét a 3.4. tablazatban adtuk
meg.

A tablazat els6 oszlopa az ABC. Ezek utan az ABC betiiit abban a
gyakorisagi sorrendben adtuk meg, amilyenben azok az eldl allo betiit
értelmes szovegekben kovetik. Azokat a betiiket, amelyek a sorok elején
1évé betli utdn a vizsgalt szovegben nem fordultak eld, alfabetikus

sorrendben az el6fordult betiik utan soroltuk be.

ABC

Feltételes gyakorisagi sorrend

ABC

Feltételes gyakorisagi sorrend

-lzntkrdgi+pjmsbhvaceuéfoxyiidwq

Irnskmtzg+dpbvcfiéhjauoedydiiwxq

rlsntgkbmzdj+cviuaéhfpaeodylixwq

+rlsztkdnvbhgjeimaopaouféiiycxwq

eabtoirudaélissfnkhpctzmgdyvixwq

oieraajlé+vctkupgzosniibhmdyfxwq

sih+éraaobenkdftlzmgdyvujpciixwq

u+eatlsniokrzamégdoybvijhfpciixwq

eoaié+ousntjdrvlbhkiidmzyfcgpxwq

eattoidsoméxdriizknbjcvhulgfpywq

Itnrg+kmszjidahpbuafvéeociixilywq

z+aetédosiombunkiirlhvgpcdfyjxwq

snrgltkpbzmv+djihaéefacodyuiixwq

+eatdoidéujshrlkvbniimycfpgdzxwq

eoidéauiirhaj+Istnkzmgdybvipcxwq

sltndrgkj+mhceazpboaviédyufiixwq

y+eaéoditnlsjgdzuhkrflimbvdcpxwq

lkn+ztgsrvefamaioéddybujhpciixwq

aoea+idtéuliirknshgzbjmpevdyfxwq

aedi¢oohiitut+Inrvskzmgdybjfpcxwq

+stknazlgramdevbthcopéiuiijoyxwq

etatlsniokrzamégddybvujhfpciixwq

aeoaltdut+ézotisirbnkfmgyvjhpexwq

+étpealsnokrzamgddybvujhfciixwq

+oaceidéuakiitrbmnslhpvdjfczgyxwq

+eoaiasétiizobmvuhrkfnjlgdypcxwq

etatiloyamdkésdnjgvhurfciibpzxwq

+eotaidmésddziiunkvlbghrjpcyfxwq

eai+duébomtiilnzosperkthygvidxwq

ZIN|= |2 <|ela| 2w |m|0|=|c|0

Amekstfvéhinrlpbjudocddgziiywqx+

ZIZ|IC AR |~ |~ >

+adetéddiugjnsockbiiyhzvimfprwxq

3.4. tablazat: magyar betiik feltételes gyakorisagi sorrendje

A 3.3.c. esetben a magyar nyelv alapos ismerete segithet benniinket. A
gyakorisagok tapasztalati meghatarozasa most szoba sem johet, olyan nagy
minta kellene.
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IV. Az egyszerii helyettesitéses titkosiras fejtése

A B[ x[a[E[o[o[r[H[1[s[k[A|MNo[N[T]e[p[z|T[Y|d[0lz[¥ Z]
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4.1. Bevezetés

A sztochasztika oktatdsa soran rendkiviil fontos feladat annak elérése, hogy
a tanulok felfedezzék a statisztika felhaszndlhatosagat gyakorlati feladatok
megoldasara. Ennek egyik hatékony, egyben hatdsos modszere a titkositott
szovegek megfejtésében valo felhasznalhatdsag. A legegyszerlibb titkosiras
az egyszeri helyettesités. Itt egy szoveg fitkositisa sordn a szoveg
abécéjenek minden betiijét a titkositasra hasznalt abécé valamelyik
betiijével helyettesiti, kiilonbozo szovegbetiiket kiilonbozo kod betiikkel,
ugyanazokat a betiiket pedig mindig ugyanazzal a kodbetiivel.

Ez a titkosirds mar az altalanos iskola III-IV. osztalyos tanuldi szdméra
ismert, megszokott titkositasi mod. Ok altaldban kodabécéként egy 6nalldan
tervezett, kiilonb6z6 jelekbdl, abrakbol 4ll6 halmazt hasznalnak. Pusztan
megemlitjiik, hogy a tanar tanuldi tiszteletét nagymértékben novelheti, ha
demonstralja, hogy az igy készitett titkos szovegeket 6 képes elolvasni.
FelsO tagozatos és kozépiskolds tanulok szaméara még a megoldhatdsag
ténye sem jelent meglepetést.

A titkositds folyamatanak egyszerisitése és az attekinthetdség miatt jelen
ismertetésben a diplomacidban hasznalt atirast kovettiik. Ennek soran a
magyar nyelv hosszli maganhangzoit rovid parjukkal helyettesitettiik, a
szamokat betiikkel irtuk ki és az irdsjeleket elhagytuk. Végiil valamennyi
betiit nagybetiivel irtunk, és a szokdzt + jellel jeloltiik.

4.2. A kédabécé megvalasztasa

Kiilondsen az alsd tagozatos tanulok rendkiviil leleményesek a kodabécé
halmazdnak  megvalasztdsdban.  Megdobbentd  szdmukra  annak
megmutatasa, hogy a kddabécé megvalasztasa 1ényegtelen. Ezt formalis
matematikai tétel-bizonyitas formajaban bizonyithatjuk be. gy egy korai,
elsé matematikai bizonyitast tudunk bemutatni mar als6é tagozatos

tanuloknak.
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4.1. abra: Kodabécé atirasa



4.1. Tétel. Egy egyszert helyettesitéses titkosirds megfejthetd barmilyen
kodabéce esetén; megfejthetd akkor is, ha a kddabécé megegyezik a forras
(szOoveg) abécejével.

Bizonyitas. Helyettesitsiik a titkos szovegben megjelend elsé ,.betlit” a
forrasabécé elsd betiijével, majd a titkos szovegben megjelend masodik
,betit” a forrasdbécé masodik betiijével. Folytassuk ezt mindaddig, amig
valamennyi titkos ,,betiit” at nem irtuk. igy ismét az eredeti szoveg egy
egyszerli helyettesitéssel atirt titkositasat kapjuk, amelyben valamennyi
betli a kodabécébdl keriil ki. Nyilvanvaloan a két titkos szoveg egyszerre
fejthetd, vagy nem fejthetd meg.

4.3. Betiistatisztikak tanuloi meghatarozasa

Jelen fejezetben ismertetjiik a gimnaziumi 9.-10. osztalyban tobb éven at
folytatott gyakorlatunk tapasztalatait. Ezek szerint az osztalykozosségek
maguk javasoljdk a nyelv betiistatisztikdjanak alkalmazasat. Az el6z6
fejezetben bemutatott betligyakorisagok meghatarozasanak igénye, és azok
meghatarozasa természetes. Nyilvanvald szamukra a kovetkezd (durva)
allitas:

4.1. tanuléi allitas: Hosszi magyarnyelvii szovegekben az egyes betiik
lényegében ugyanakkora gyakorisaggal fordulnak eld6. Az egyes
gyakorisdgok szovegrdl szovegre kicsit valtoznak.

Arrol, hogy mekkordk ezek a gyakorisdgok, vagy egyaltaldn milyen a
gyakorisagi sorrendjiik, még egyetlen osztadlyomban sem tudtak a tanuldok
megegyezni. Viszont a cél (megoldéds) érdekében altaldban ugyanuagy
hajlandok hosszabb szovegekbdl statisztikdk manualis meghatarozésara is,
mint a hidnyos szdvegek kiegészitésével kapcsolatos feladatok soran.
Megjegyezziik, hogy mar ekkor javasoltdk a betlstatisztikdn kiviil mas
tipusu statisztikdk felhasznaldsat és ehhez sziikséges meghatdrozasukat.
Mindeniitt, ahol a jelen fejezetben ez sziikségesnek latszik, visszautalunk az
el6zo fejezet gyakorisagi tablazataira.

4.4. Grafikus abrazolas

A valbészinliségszamitds €és a matematikai statisztika eddigi oktatasaban
jelentés 1d6t kellett eltdlteni a grafikus abrazolds lehetdségeinek
bemutatasdval. A személyi szdmitogépek elterjedése, a csalddokban vald
megjelenése, valamint a PC-k alkalmazdsra valdo minél tokéletesebb
felkészitése ezt a feladatot rendkiviil leegyszeriisitette. A PC programok
tartalmaznak kész programokat grafikonok rajzolasara, illetve a megfeleld
tipus kivalasztasara.
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Az utébbi években minden osztalyban talalhatdo néhany olyan tanuld, aki a
grafikon-rajzolasban mar megfelelé ismerettel rendelkezik. Az 6
kezdeményezésiikre szinte mindig felmeriil a betligyakorisdgok grafikus
abrazolasanak igénye. Bevondsukkal a tanari munka hatékonysaga
megsokszorozhato, gyakorlatilag egyetlen tanora alatt atadhaté minden
sziikséges ismeret. A 4.2. 4abra betligyakorisagi poligonjat tanulok

készitették szamitdgépes program segitségével.
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4.2. abra: Magyar betiik gyakorisag-poligonja

4.5. Példa az egyszeri helyettesitésre

Szemléltetésként bemutatunk egy példat, amely egyik lapunkban megjelent
két viccet tartalmaz a fentebb ismertetett atirassal, tizes csoportositasban.

AZ+UJSAG+R OVATSZERKE | SZTOJE+LEV ELET+MUTAT +A+FOSZERK
ESZTONEK+U | RAM+A+SZAH | ARAI+TUDOS | ITONK+MEGI NT+VIZHIAN
YROL+PANAS | ZKODIK+UGY | AN+HISZEN+ ALLANDOAN+ | EZT+A+NOTA
T+FUJJAHIG EN+DE+MOST | +AZ+EGYSZE | RtKOMOLYNA | K+LATSZIK+
A+DOLOG+ME | RT+A+BELYE | GET+BIZTOS ITOTUVEL+E ROSITETTE+
A+BORITEKR A+EGY+MASI | K+VICC+REP ULOGEP+KOZ ELEDIK+AZ+
EJSZAKA+KO ZEPEN+A+RE PULOTER+FE LE+A+PILOT A+ELHATARO
ZZA+HOGY+M | EGTREFALJA +A+TORNYOT | +EZERT+ELT ORZITOTT+H
ANGON+SZOL | +A+MIKROFO | NBA+TALALD |+KI+HOGY+K I+VAGYOK+E
RRE+AZ+IRA NYITOTORON | Y+DISZPECS ERE+LEKAPC SOLJA+A+LE
SZALLOPALY | A+FENYEIT+ ES+VISSZAS ZOL+TE+MEG +TALALD+KI
+HOGY+HOL+ | VAGY+A+VIC | CEK+AZ+UGY | EStHAHOTA+ ROVATABOL+

4.1 tablazat: Az eredeti szoveg
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Ezt a szoveget rejtjeleztiik egyszeri helyettesitéssel. A
szoveget szintén tizes csoportositasban adjuk meg:

kapott rejtjeles

+UZRAX+IZE ~ FK+NXUOELO XUNFAOZGOK  OGONZCRN+N +ZSFXUOEL
OXUNFBOLZR E+CZ+ZXU+l  +E+QZNRWFX  QNFBLZCOIQ  BNZKQUIQ+B
TEFGZM+B+X ULFWQLZRJT  +BZIQXUOBZ  +GG+BWF+BZ OUNZ+ZBFN+
NZSRAA+ZQ] ~ OBZWOZCFXN Z+UZOJTXUO  EZLFCFGTB+  LZG+NXUQLZ
+ZWFGFIZCO  ENZ+ZPOGTO  JONZPQUNFX  QNFNRKOGZO EFXQNONNOZ
+ZPFEQNOLE ~ +ZOJTZC+XQ  LZKQDDZEOM RGFIOMZLFU OGOWQLZ+UZ
OAXU+L+ZLF ~ UOMOBZ+ZEO MRGFNOEZSO  GOZ+ZMQGFN +ZOGI+N+EF
UU+ZIFITZC ~ OJNEOS+GA+  Z+ZNFEBTFN ZOUOENZOGN  FEUQNFNNZI
+BJFBZXUFG ~ Z+ZCQLEFSF  BP+ZN+G+GW  ZLQZIFITZL QZK+ITFLZO
EEOZ+UZQE+ BTQNFNFEFB ~ TZWQXUMODX OEOZGOL+MD XFGA+Z+ZGO
XU+GGFM+GT +ZSOBTOQNZ  OXZKQXXU+X  UFGZNOZCOJ  ZN+G+GWZLQ
ZIFITZIFGZ K+JTZ+ZKQD  DOLZ+UZRIT OXZI+IFN+Z EFK+N+PFGZ

4.2. tablazat: A rejtjelzett szoveg

4.6. Tanuloi javaslatok a fejtésre

A statisztika alkalmazhatdsagara vald figyelemfelkeltés a jelen témakor
oktatdsanak egyik alapvetd célja. Erre vonatkozdéan megnyugtato
megfigyelni, hogy valamennyi olyan osztalyban, ahol az egyszert titkosiras
megfejtését kezdeményeztiik, a tanulok maguk javasoltak betiistatisztikak
alkalmazasat. Ennek sordn megallapodtak abban, hogy az egyes betlik a
magyar nyelvben kiilonb6zé gyakorisaggal fordulnak eld, ¢és az
eléfordulasuk szerinti gyakorisagi sorrend hosszabb szovegek esetén
lényegében ugyanaz. A ,lényegében ugyanaz” vélemény altaldban hosszas
vitdkat valt ki. Ebbdl a szempontbdl hasznos a 3.1. tablazat elemzése, a 40
tanulo altal készitett gyakorisdg eloszlasok 0Osszehasonlitasa. Ezek
vilagosan mutatjak, hogy a gyakorisagi sorrendek eltérnek az egyes
mintdkban. A tanuldk viszont ezt az allitast onmaguk képesek sziikiteni:

4.2. tanuldi allitas: Nagyon hosszii magyar nyelvii szovegekben mindig
ugyanaz a leggyakoribb 4-5 betli. Specialisan a leggyakoribb magyar beti a
sz6koz.

Kiilonbozo, - foként rovidebb- rejtjeles szovegek megoldasa soran a tanulok
hamar tapasztaljak, hogy csak a rejtjeles szovegek néhany gyakoribb betiije
feleltethetd meg az eredeti szovegekben el6forduld gyakori betiik
valamelyikének. Ezért javasoljak a leggyakoribb betlik 6nalld vizsgalatat.
Egyik tipikus javaslat az egymast kovetd azonos betlik kozti tavolsag
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vizsgalata, ami a leggyakoribb rejtjeles betiikh6z a leggyakoribb magyar
betiik hozzarendelésében segithet.

A kovetkezdkben az a, e, t betlikre nyert tanul6i adatokat mutatunk be. A
harom leggyakoribbnak tartott betli egymas kozti
megkiilonboztethetdségére javasoltdk az egymds utdni betiik kozti
tavolsagok eloszlasanak kihasznalasat.

A gyakorisag-closzlasokat egy 21 tanulés csoportban nem kotelezd hazi
feladatként készitették el. Erdekességként ramutatunk, hogy az a betiik
tavolsag-eloszasat valamennyi tanuld elvégezte, az e betliét 14-en, a ¢ betiiét
viszont csak kilencen hatiroztdk meg. Az eredményeket a 4.3.a,b,c

tablazatok ismertetik.

Tovabbi érdekes (és hasznos) javaslat a szokoz-a-e-t jelnégyesbdl alkotott
rendezett betliparok nyilt szovegben eldforduld relativ gyakorisagainak
meghatarozasa. Indoklésa az, hogy két sz6kdz soha nem fordul elé egymas
mellett, két a, két e egymas mellett gyakorlatilag soha nem fordul elo,
kozilik két t egymas mellett viszonylag gyakori, a szokoz-a, szokoz-e
parok (mind ebben, mind a forditott sorrendben) szintén viszonylag
gyakoriak.

Tévolsag: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | >10 | >20
1 0 2 8 0 1 4 2 1 1 0 2 7 2
2 1 7 6 2 3 1 2 0 2 0 0 1 5
3 0 5 5 1 1 1 1 0 2 2 3 7 2
4 0 3 4 2 1 1 2 2 1 2 1 7 4
5 0 1 8 1 2 2 0 2 0 2 1 8 3
6 0 0 4 6 5 3 6 0 0 0 1 2 3
7 0 4 5 0 2 1 2 1 0 2 0 3 10
8 0 1 8 1 2 2 0 2 0 2 1 8 3
9 0 1 3 2 0 1 4 1 0 2 1 5 10
10 0 3 3 2 3 0 1 0 1 1 1 7 8
11 1 4 4 4 3 0 1 0 0 1 0 6 6
12 1 7 6 1 1 2 2 0 1 2 0 4 3
13 0 1 6 3 2 1 2 0 1 0 1 3 10
14 0 5 3 3 1 2 1 1 0 0 0 6 8
15 0 3 4 2 1 3 2 3 0 1 0 6 5
16 0 1 6 2 3 2 1 2 2 2 0 6 3
17 0 5 2 2 2 0 1 2 2 0 1 4 9
18 1 3 2 0 0 0 1 0 2 5 1 11 4
19 0 3 7 2 1 2 1 1 0 2 0 6 5
20 0 2 5 0 2 2 1 3 2 0 1 3 9
21 1 4 1 3 2 0 1 0 3 0 2 4 9

Osszes 5 | 65197139 |38 |30 ]34 |21 |20 ] 26| 17 |114]121

4.3.a tablazat: Egymas utani a betiik kozti tavolsag-eloszlas
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14
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18
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18

20

31

80

77

Tavolsag:

10

11

12
13

14
Ossz:

4.3.b tablazat: Egymas utani e betiik tavolsag-eloszlasa

>20

10
46

>10

11

65

10

11

11

15

13

10

25

13

14

30

Tav:

Ossz:

4.3.c tablazat: Egymas utani t betiik kozti tavolsagok

A 4.3. abran az ezekbdl nyert egyesitett eloszlasoknak megfeleld relativ

itettik el.
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4.4. tablazat: Az Osszesitett eloszlasnak megfeleld gyakorisagok
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4.3. abra: egymas uténi a,e,t betiik kozti tavolsagok relativ gyakorisagi poligonja

Szintén fontos jellemzdje minden nyelvnek, hogy milyen hosszli szavakbol
all. (Ebbdl egyébként a szokozok kozti tavolsagokat tudjuk meg.)

A szohosszak gyakorisagara mutat be a 4.5.a. tablazat négy darab 300
eleml mintat, amit a 4.4.a.abran szemléltettiink.

Hossz: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1. minta 26 26 24 26 31 44 25 25 22 13
2. minta 28 28 23 29 31 33 34 21 17 17
3. minta 27 24 25 25 27 26 24 25 18 20
4. minta 28 35 21 25 31 32 23 20 21 21
Ossz: 109| 113 93| 105| 120 135 106 91 78 71
Hossz: 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1. minta 12 8 7 4 1 0 2 2 0 2
2. minta 9 11 4 4 5 2 3 0 0 1
3. minta 8 4 3 5 32 3 3 0 1 0
4. minta 15 7 3 9 2 1 1 1 3 1
Ossz: 44 30 17 22 40 6 9 3 4 4

4.5. tablazat: A szohosszak gyakorisaga négy mintaban
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4.4.a dbra: A szohossz-eloszlas gyakorisagi poligonja négy mintaban

A szohosszak eloszlasara megadjuk egy masik 4000 szobol késziilt eloszlas

hisztogramjat is a 4.3.b. dbran.
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4.4.b abra: A szohossz-eloszlas gyakorisagi hisztogramja

Megoldasi otletek a rejtjelzett szoveg fejtéséhez:

Mindenekeldtt probaljuk azonositani a magyar nyelv négy leggyakoribb
betlijét, a sz0kdzt, az e, a, t betiiket. Probaljuk ezeket rejtjeles szoveg négy

leggyakoribb betlijével azonositani.
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Az egyszerl helyettesitéssel nyert rejtjeles szoveg gyakorisagai:

+ A B C D E F G H K L M

64 |7 20 10 |6 29 |47 |23 0 18 11 22

O

I
1
N o P Q R S T U \Y W X Y Z

42 57 |5 28 10 |0 20 |29 |22 11 17 |42 89

4.6. tablazat: A rejtjeles szoveg gyakorisagai

A hét legnagyobb rejtjeles gyakorisag:

(Z:89 [+:64 [0:57 |N:42 |E:29 [U:29 |Q:28 |
4.7. tablazat: A hét legnagyobb rejtjeles gyakorisag

Helyettesitsiik a titkos szoveg leggyakoribb jelét a szokozzel, és ennek
megfelelden szabdaljuk fel a titkos szoveget a feltételezett szavakra. Miel6tt
ezt megtennénk, megsziintetjiik a tizes csoportositast biztositd szeparalast
(tehat kiirtjuk a nem-valodi szokozoket). Az Enter jelet figyelmen kiviil
hagyjuk.

+U RAX+J EFK+NXUOELOXUNFAO GOKOGON CRN+N
+ SFXUOELOXUNFBOL RE+C + XU+I1+E+Q NRWFX
QNFBL COJQBN KQUIQ+BTEFG M+B+XULFWQL RJT
+B 1QXUOB +GG+BWF+B OUN + BFN+N SRAA+ QJ
OB WO CFXN +U OJTXUOE LFCFGTB+ G+NXUQL
+ WFGFJ COEN + POGTOJON PQUNFXQNFNRKOG O
EFXQNONNO + PFEQNOLE+ OJT C+XQL KQDD EOM
RGFJOM LFUOGOWQL +U OAXU+L+ LFUOMOB + EO
MRGFNOE SOGO + MQGFN+ OGI+N+EFUU+ IFJT C
OJNEOS+GA+ + NFEBTFN OUOEN OGNFEUQNFNN 1
+BJFB XUFG + CQLEFSFBP+ N+G+GW LQ IFJT L
Q K+JTFL OEEO +U QE+BTQNFNFEFBT WQXUMODX
OEO GOL+MDXFGA+ + GOXU+GGFM+GT+ SOBTOQN
OX KQXXU+XUFG NO COJ N+G+GW LQ IFJT IFG
K+JT + KQDDOL +U RJTOX 1+1FN+ EFK+N+PFG

Amennyiben a szokdz feltételezése helyes, a tobbszor is eléfordulo szokoz -
+jel — sz0koz betliharmas alapjan az A betlit a titkos szovegben a + jelnek
kell jelolnie, és a + jel valéban gyakori, 64-es gyakorisagaval a masodik
leggyakoribb jel. Bar tokéletes egyezés esetén ez a jel az E betiit
helyettesitené, de hasznosabbnak latszik a + jelet az 4 betli megfeleldjének
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tekinteni. Ekkor viszont a harmadik leggyakoribb rejtjeles betiit
tételezhetjiik fel az E betli képének. Ez a rejtjeles O betti.

Egy tovabbi helyettesités feltételezése is jogosnak tlinik. Mivel a szokéz—
+U—sz0koz jelnégyes haromszor is el6fordul, feltehetjiik, hogy a +U par az
,»az” névelot jeloli. A kovetkezd leggyakoribb rejtjeles betli az N, 42-es
gyakorisaggal. Probaljuk ezt a nyilt (értelmes) szoveg kovetkezd
leggyakoribb betlijével, a 7-vel kicserélni. Most ezt a négy betiit probaljuk
a szovegbe illeszteni. Ezeket kis betlivel irjuk az esetleges félreértések
elkeriilése miatt.

az RAXaJd EFKatXzeELeXztFAe GeKeGet CRtat
a SFXzeELeXztFBeL REaC a XzalakEaQ tRWFX
QtFBL CeJQBt KQzIQaBTEFG MaBaXzLFWQL RJT
aB 10XzeB aGGaBWFaB ezt a BFtat SRAAa QJ
eB We CFXt az eJTXzeE LFCFGTBa GatXzQL
a WFGFJ CeEt a PeGTeldet PQztFXQtFtRKeG e
EFXQtette a PFEQteLEa eJT CaXQL KQDD EeM
RGFJeM LFzeGeWQL az eAXzalLa LFzeMeB a Ee
MRGFteE SeGe a MQGFta eGlataEFzza IFJT C
eJtEeSaGAa a tFEBTFt ezeEt eGtFEzQtFtt 1
aBJFB XzFG a CQLEFSFBPa taGaGW LQ IFJT L
Q KaJTFL eEEe az QEaBTQtFtFEFBT WQXzMeDX
eEe GelLaMDXFGAa a GeXzaGGFMaGTa SeBTeQt
eX KQXXzaXzFG te Ced taGaGW LQ IFJT IFG
KaJdT a KQDDeL az RJTeX lalFta EFKataPFG

2

A kialakuld ,ezt”, és ,te” szavak igazolni latszanak a #-re vonatkozd
hipotézist. Ujabb azonositast tesz lehetévé a 10. sorban kialakult ezeEt
csoport. Az E betli helyébe csak az r-t irva kapunk értelmes szot: ezeEt =
ezert. Meger0siti ezt az ,,eEEe” betlinégyes is: eEEe = erre. Ugyancsak
gyakori a ,,Xz” betlipar, ami az X=S helyettesitést valosziniisiti. A 4. Sorban
talalhato ,,CeEt” > Cert sz6 a C = M helyettesitést indikalja. Hajtsuk
végre ezeket a helyettesitéseket is!

40



az RAsaJ rFKatszerLesztFAe GeKeGet mRtat
a SFszerlLesztFBeL Rram a szalaraQ tRWFs
QtFBL meJQBt KQzl1QaBTrFG MaBaszLFWQL RJT
aB 1QszeB aGGaBWFaB ezt a BFtat SRAAa QJ
eB We mFrt az eJTszer LFmFGTBa GatszQL
a WFGFJ mert a PeGTedet PQztFsQtFtRKeG e
EFsQtette a PFrQteLra eJT masQL KQDD reM
RGFJeM LFzeGeWQL az eAszala LFzeMeB a re
MRGFter SeGe a MQGFta eGlatarFzza IFJT m
eJtreSaGAa a tFrBTFt ezert eGtFrzQtFtt 1
aBJFB szFG a CQLrFSFBPa taGaGW LQ IFJT L
Q KaJTFL erre az QraBTQtFtFrFBT WQszMeDs
ere GelLaMDsFGAa a GeszaGGFMaGTa SeBTeQt
es KQsszaszFG te med taGaGW LQ IFJT IFG
KaJT a KQDDeL az RJTes lalFta rFKataPFG

Néhany tovabbi otlet:

mRtat, Rram, (mutat, uram): R 2 u
meJ (még), eJT (egy): JT > gy
szerLeszt (szerkeszt), GatszQL (latszik) stb.

Nem folytatjuk tovabb a lehetdségek szamba vételét. Meg kell
azonban jegyezni, hogy szdmos, a fentickhez hasonlé 6tlet meriil fel
minden osztalyban, és a tanulok nagy kedvvel oldjak meg az ilyen
tipusu feladatokat.

Az ellenérzés lehetéségének biztositdsara ugyancsak megadjuk a
rejtjeles betiik nyilt megfeleldit.

+ ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWX
AJ NMCROLWHGVKPTEBI UFYZQDS
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A teljesseg kedvéért ugyancsak a kodolashoz (rejtjelzeshez) hasznalt
NYILT - REJTJELES megfeleltetést.

H A B G D ESF G H LI K Ly MiNS O Py QR; ST Us Vi W3 X Y57
Z; AP DWW, 0,85 QAL G G B Fy MoV Es XINS R KGH Y T U

A bemutatott tanuldéi megoldas jarhatdésaganak -ellendrizhetdsége
céljabol megadunk egy rejtjeles szoveget, amelyben a rejtjeles
szoveget 0tOs betlicsoportokba osztottuk:

pe cd bcmgs vbepm
h y"W cdgqd ocdcv
krggr "dWrW ch™ h
vbepe d, W IhWhw
q"*hkm cmvph hWhm
lIdvbg e"dWd cdbcr
dmcdc th bv dcdbm
rocm' ;hgcW xgrpe
zhvhW cWxgxq

Wevxqg och™s
byov, khvv,
NWv,o cdc,h
"hgcv bszhk
qgocvb h mgw
or ,d cqg;x"
qgmdm c,vch
g;e r "cvdN
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V. Poziciocserés titkosito eljaras fejtése
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5.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a pozicidcserés titkosirds megfejtésének egy lehetséges
modjat mutatjuk be. Célunk valtozatlan: a statisztika alkalmazésara
szeretnénk egy kozépiskolai szinten konnyen kovethetd eljardst mutatni,
amely bizonyos statisztikai adatgyljtés sziikségességét is mutatja. A
valdsziniiségi fogalmak koziil lehetéség nyilik az egyiittes eloszlas,
feltételes eloszlas szemléletes bevezetésére.

Alapvetd szamitogépes programozasra is sziikség lehet. Kiranduldsra
kindlkozik alkalom a permutaciok vildgdba, valamint grafelméleti
teriiletekre is.

5.2. Keverés: Poziciok felcserélésén alapulo titkosito eljaras

5.1. Definicio: A pozicidcserés eljaras: Ez az okor egyik gyakori rejtjelzd
eljarasa. A nyilt szoveget rogzitett hossziusagl blokkokra osztjak, ezeken a
blokkokon beliil az egyes pozicidkban levd betiiket egymassal kicserélik,
minden blokkban ugyanazon szabaly szerint. (Az eljarast a magyar
gyakorlatban keverésnek, angolul: transposition-nak nevezik). A blokkokon
beliil az egyes poziciokban levé betliket tehat egy elére megvalasztott,
felado-vevo altal ismert permutacio szerint osszekeverik.

Az utolsé blokk altalaban nem teljes. A kiegészitésre tobbféle modszert
alkalmaznak, amelyek nem jatszanak Ilényeges szerepet jelenlegi
vizsgalatainkban. Mivel mind a kiild6, mind a vevd pontosan ismeri az
alkalmazott permutéciot, igy a kodolds, dekddolas nem jelent problémat. Az
ilyen tipusu titkositasok még a szdzad elején is divatosak voltak, ¢€s
altalanosan hasznaltak dket.

Ez az eljaras betliparokra vonatkoz6 statisztikdk segitségével fejthetd, tehat
az egyszeri helyettesitéshez hasonld, bar kissé bonyolultabb statisztikai
modszer alkalmazhato a fejtéshez. Ez az alkalmazés a statisztikai hipotézis
vizsgalatok teriiletére vezet el benniinket.

5.3. Sandor Matyas racsos levele

Erdekességként emlitjik meg, hogy Verne "Sandor Matyas" cimii
regényében alkalmazott "racsos" rejtjelzés is ebbe a kategdridba tartozik.
[N97] (A 6x6-0s Verne racshoz hasonlot mutat be a fejezet bevezetd
oldala.) Ennek a megéllapitdsnak a megvizsgalasara szamos tanuld 6nként
aldozza szabadidejét, tehat még a fejtés lehetdségének megismerése elott
sikertil motivélni a tanulokat.
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A regényben egy postagalamb vitt egy titkos iizenetet, ami balszerencse
folytan Sarkany kezébe keriilt. Az lizenet csak tizennyolc szobol allt, hdrom
oszlopos leirasba rendezve:

RHGAAY LKAEEN SLOOUY
S ZGGRTU NZEOLM YKBNET
AFXSGM SNEOOL EAKYLD
NTLZRU TKEYK?Z SRNLUE
EYLZRU GAGEAE IZIMRL
SERUOG ENRGUL NTEOYN

A titkositashoz és a visszadllitashoz egy 6x6-0s ,rostélyt” hasznaltak.
Ennek bizonyos ablakait kivagtadk. Az iires négyzeteket olyan iigyesen
helyezték el, hogy ha a rostélyt négyszer egy-egy negyed fordulattal
elforgattak, a papiron a 6x6=36 négyzet mindegyike egyszer, és csak
egyszer maradt lathatd. A nyilt szoveget (lizenetet) ennek megfelelden
egymas utan a lathaté mezdkbe irtdk (és ugyanigy olvastak ki).

Egy rostélyforgatassal 36 betiit lehet leirni, tehat elképzelhetjiik, hogy az
eredeti nyilt szoveget (lizenetet) elsd 1épésként 36 betlis blokkokba
csoportositottak, majd a titkositast kiilon-kiilon, de ugyanazon szabaly
szerint elvégezve, a rejtjeles szoveget ujra folyamatosan leirhatjuk,
soronként olvasva ki Oket. Képzeljikk el, hogy az eredeti és a titkositott
szoveget egymas ala irjuk. Ekkor a két blokk ugyanazon betiiket
tartalmazza, mégpedig a masodik (rejtjeles) blokk az elsd blokk helyeinek

crer

Az atfogalmazas a beharangozasnak megfelelden egy altalanos titkositasi
eljarashoz, a pozicidcserés eljarashoz vezetett. Bar Verne ezt a rostélyos
eljarast elvileg is megfejthetetlennek tekintette, mi megadunk a
tovabbiakban az altalanosabb rejtjelz0 eljarasra is egy megfejtési modszert.
Ma Verne rostélyos eljardsa szamitégépen akar teljes kiprobalassal is
megfejthetd lenne.

5.4. Példak

Mivel ez az eljaras blokkhossz = n mellett az 1,2,. . . , n szamok egy

crer

teriiletére, igy az inverz permutacio (inverz transzformacio) fogalméanak
bevezetéséhez.

Az alabbi példat B=9 blokkhosszusag esetére mutatjuk be.
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5.1. Példa: Tekintsiik a B = 9 blokkhosszusagot és legyen az alkalmazando
keverd permutaciod

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Perm = .

7,3,4,1,5,8,9,2,6

Ekkor a dekoddolashoz ennek inverzét, a

-1 1,2,3,4,5,6,7,8,9
Perm =
48,2,3,59,1,6,7

permutaciot kell hasznalni.

Az eljaras illusztralasara kiirjuk egy nyilt szoveg elsé 3 blokkjat,
ismétlédden aldjuk irva a permutdciot, majd a permutacid eredményeként
adodo rejtjeles szoveget. Ilyen blokkméret mellett a titkos szdveg
megfejtése nem til bonyolult munka. Megjegyezziik, hogy tapasztalataink
szerint kozépiskolasok ekkora méretli (blokkhosz<10) keverést ad-hoc
modszerekkel gyorsan tudtak rekonstrudlni.

B|E|T|U|P|A|R|O|K
1 (21314(5/6 |7 |8]9
7 1314(11(5|8 (9 (216
U|O|E|T|P|K|B|A|R
A|T|+|B|I|G|R |A|M
1 (213|4(5/6 |7 |8]9
7 13141(11(5/8 19 (216
B|A|[T|+[I |M|A|G|R
M|N|A[K[+|IN|E [V|E
1 (213|4(5/6 |7 |8]9
713141(11(5/8 19 (216
K|VIN|A[+|E [M|N|E

5.1. tablazat: Példa n=9 blokkhossz melletti keverésre

5.2. Példa: Egy tovabbi példaban az n=16 blokkhosszat vélasztottuk. Az
alabbi nyilt szoveg Knuth [K87] szamitastechnikai “bibliajabol” szarmazik.
Szemléltetd példankban a rejtjeles (csere utani) szoveg elkészitése soran a
31 betlis magyar ABC-t hasznaltuk, tehat a hosszl i, 6, 0, 0, i betiiket rovid
parjukkal helyettesitettiik. A szokoz jelolésére most a - jelet hasznaltuk.

46



HA-VALAKINEK-PAP

IRT-ES-CERUZAT-A

DNANK-A-KEZEBE-E

S-MEGKERNENK-HOG

Y-I1RJON-LE-SZAZ-

VELETLEN-SZAMJEG

YET-ALI1GHA-TUDNA

-ELFOGADHATOAN-V

ELETLENSZERU-SOR

OZATOT-KESZITENI

-AZ-EMBEREK-SZER

ETIK-KIHAGYNI-AZ

-OLYAN-RESZEKET-

AMELYEK-NEM-TUNN

EK-VELETLENNEK-P

ELDAUL-EGYENLO-S

ZAMIEGYEKET-NEM-

IRNAK-EGYMAS-UTA

N-JOLLEHET-EGY-V

ELETLEN-SZAMSORB

AN-ATLAGOSAN-MIN

DEN-T1Z-BETUBOL-

EGY-MEGEGYEZIK-A

-RA-KOVETKEZOVEL

-MASRESZT-HA-VAL

AKINEK-EGY-VALOD

I-VELETLEN-SZAMJ

EGYEKBOL-ALLO-T

5.2. tablazat: A nyilt szoveg

A helycserét megvaldsitd permutacio példankban:

1 ]2 4 15167891011 ]12][13[14]15]16
7115/ 111612 [ 8[3]9]10]4[11]12]5]13]6 14
Magat a helyettesitést pusztan az elsé nyilt blokk esetén mutatjuk meg.
H A |- [V I|A|L A |KI|I [N |E K |- |[P |[A|P
7 (1531 |16 |2 (8 |3 |9 (10 |4 |11 |12 |5 |13 |6 |14
1 [2 [3 [4 [5 |6 [7 |8 [9 [10]|11 [12 |13 [14 [15 |16
- A JA N |- |A|H|L |[K |I |[E K |P [P |A |V

5.1. abra: Rejtjelzést illusztralo graf

A permutécid alkalmazasa utan a kovetkezo rejtjeles szoveg keletkezett

-AAN-AHLKIEKPPAV

TE-R —ISCEUZTAR-

KAEB-D—KZEEENN ?

MGEE-OSKRNNKHG-E

1INEZZYO-L-S --R

LTESMEVLN-Z JGEE

TATAUNYLGH-TDAE-

LOAAA--GDHTONVEF

ELNE-OEESZRUSRLT

AO-STNOTKEZIEIZT

ZEBESE-MERK-ZRA-

1-1GIAEKHAYN-ZTK

LA-SKT-NREZEE-OY

EYKETNAE-NM-UNML

-EEEE-ELTLNNKPKV

DU-YL-ELEGENOSL ?

MEYENMZGEKT-E- J

NKEM-TI1-GZ SU RA

JLETG-NLHE-EYV-0

ELNZSREE-S MOBLT

-TAS-1ALGOANMNN ?

NTZEBLDI-BTUO-E-

YMGY I -EEEGEZKAG-

KVKOE-OETEZVLR- ?

RS--A-EZTHAVLMS ?

1E-YAOAKEG-VLDKN

VLTNZMIELE-S J-E

YKOAOTEBL-LL- GE

5.3. tablazat: Az 5.2. példa keveréssel keletkezett rejtjeles szovege

Ezt a 28 blokkbdl allo rejtjeles iizenetet fogjuk a kovetkezd pontban egy
lehetséges fejtési eljards bemutatasara felhasznalni.

47




5.5. A transzpozicios eljaras fejtése: hipotézisvizsgalatok
lancolata

Ha a blokkhossz = n, akkor a lehetséges keveréses eljarasok szdma n!. Ez a
szam még akkor is oriasi, ha n kicsi, mondjuk n = 9. A teljes kiprobalas
lehetetlen.

Természetes adodik az alkalom arra, hogy bemutassuk a matematika egy
szokasos triikkjét. Ilyen esetekben a feladatot aprobb, attekinthetobb kis
feladatok lancolatara bontjuk, mikdzben ezek megoldasainak egymads utani
kombinaldsa az eredeti feladat megoldéasat is eredményezi. Esetiinkben
ilyen aprobb kérdések a kovetkezok:

A feltett szamos (n) kérdés mindegyikére csak n valasz lehetséges:
J vagy a blokk masik n-1 betiije koveti a nyilt blokkban ezt a betiit,
J vagy ez volt a nyilt blokk utolso betiije.

(A vélasz nyilvan nem fiigg att6l, hogy melyik blokkrdl van sz6.)

Az is nyilvanvald, hogy ha a vélaszt ismerjik minden adott helyen levo
rejtjeles (athelyezett) betli esetén, akkor egy lehetséges eltolastol eltekintve
az eredeti szoveg visszakaphat6. Maga az esetleges eltolas egyértelmiivé
tehetd annak az ellendrzésével, hogy megallapitjuk, melyik eltolds ad
értelmes szoveget.

A most kovetkezokben ismertetjiik az osztalykozosségekben az egész
osztalyra kiterjedd megtargyalds (vita) soran kialakulé moédszert. Ez az
altalanosabb, matematikailag megalapozott “legjobb” megoldas egy
leegyszerlsitett valtozata. Az altalunk kidolgozott megoldast ezutan kiilon
fejezetben ismertetjiik.

Elsd 1épésként a rejtjeles blokkok elsd betiiivel kezdve probaljuk
megvalaszolni ezeket a kérdéseket szisztematikusan. Munkahipotézisként
tegylik fel, hogy a nyilt szovegben a rajuk kovetkezd betiik a rejtjeles
blokkok masodik betlii. Ennek megfelelden gyljtsiik ki ezt a 28 betiipart!
Ezek:

rejtjeles elso—rejtjeles masodik

-A; TE: KA; MG; IJ; LT; TA; LO; EL; AO; ZE; T-; LA; EY;
—E; DU; ME; NK; JL; EL; -T; NT; YM; KV; RS; IE; VL; YK
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Hasonléan kigytjthetjiik a

rejtjeles elso—rejtjeles harmadik
betliparokat! Ezek:
-A; T-; KK; ME; IN; LE; TT; LA; EN; A-; ZB; II; L-; EK; -E;
D-; MY; NE; TE; JE; EN; -A; NZ; YG; YO; R-; I-; VT; YO
Ugyanilyen betlipar-halmazt gytjthetiink ki az elso-negyedik, . . . ., elso-
tizenhatodik rejtjeles parokrdl is. A parokat a 5.4. tiblazat mutatja. A

betliparok elsé betiiit a 5.4. tablazat elsé oszlopa adja meg, a tobbi oszlop
rendre a rakovetkezd elsd, masodik stb k-adik betliket mutatja.

Az eredeti kérdésiinket atalakitva legyen az a kérdés, hogy ezek kozott
melyik all legnagyobb valosziniiséggel egymast kdvetd betliparokbol.?
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. tablazat: A rejtjeles betiiparokban az els6t k-adik 1épésre kovetd rejtjeles betiik
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Ugyanugy, ahogyan azt az egyszerli helyettesités esetén tettiik,
nyelvstatisztikdkat hivhatunk segitségiil. Most betliparok gyakorisag-
eloszlasat kell meghatdrozni. (Szokésos betliparok helyett bigramokrol
beszélni.) Ez a kovetkezd feladat megoldasat varja el: A feladat
megfogalmazasa természetesen meriil fel azokban az osztdlyokban, ahol
mar az egyszerli helyettesités kapcsan meggy6zodtek a betlistatisztikak
alkalmazéasanak hasznossagarol. Kiilondsen természetes azon tanuldok
szamara, akik az egyszerii helyettesitéses titkosiras megfejtése soran is
“érveltek” gyakoribb betliparok el6forduldsa mellett (pl. szokoz-a
el6fordulasa valdszinilibb az e-a betiipar el6fordulasanal).

A feladat megoldasa sordn a feldolgozando nyilt szoveget a felhaszndlasnak
megfelelden kissé atalakitjuk. Mivel 1ényegtelen, hogy az el6fordulo betiik
kisbetlik, vagy nagybetlik, ezért minden betlit nagybetlivel irtunk. A
“sorvége-1j sor” karakter mindig egy szokozt is jelent, ennek megfeleléen
ezt a karaktert mindig egy szokozzel helyettesitettiik. Valamennyi egyéb
karaktert a gyakorisdgok megallapitdsa elott minden tovabbi nyom nélkiil
eltiintettik. A 5.5. fejezetben haszndlt valamennyi gyakorisdg ilyen
tablazatbol szarmazik.

Meglepd tapasztalni, hogy a statisztikai feldolgozassal nyert betlipar
gyakorisadgi tablazat kozvetlen felhasznaldsa helyett a tanuldk csak azt
kivanjak hasznositani, hogy az egymast kovetd betliparok kozott “melyikek
szeretik egymast”, és melyikek nem nagyon szeretik. Ezt a véleményt a
statisztika nyelvére leforditva az alkalmazni kivant statisztika egy adott
betlit az irott szovegben kozvetleniil kdvetd betiik gyakorisagi sorrendjének
megallapitasat kéri. Ilyen statisztika a bigram statisztika birtokaban azonnal
nyerhet6. A 5.5. tdblazat ennek megfelelden eléfordulasuk gyakorisaga
szerint listdzza az egyes betliket kozvetleniil kdvetd betliket.

Ez a lista egy 70 000 betlis Internet szoveg alapjan késziilt betiipar
statisztikabol szdrmazik.

Megjegyzés: Ha nem az egymast kovetd betliparokat keresnénk, hanem az
egymastol pontosan k-adikként kdvetd betliparokat szeretnénk megtalalni,
akkor a feladat nagyon hasonlo lenne. Most a kiinduléast a forrasszoveg
egymastol k tdvolsagra levd betlik parjaibol készitett betlipar statisztika
jelentené. Ennek megfelelé lehet a tanuldk elé¢ allitandd frekvencia
leszamol6 program:
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Koz- AMEKSTFVEHINRLPBJUAOCDOGZUYWQX-

5.5. tablazat: A rakovetkezd betlik gyakorisagi sorrendje

5.2. Feladat: Olelkez6 bigram frekvencia helyett készitsiik el az egymastol
k betlinyl tavolsdgra levd betlik betlipar statisztikajat. Ez a korabbi
programok minimalis megvaltoztatasat koveteli. (Akar paraméterként is
beépithetd k értéke a programba.)

Figyelésre mélto, hogy nagy k mellett a relativ gyakorisag-tablazatok sorai
alig térnek el egymastol. Erre a célra mar &>5 is elegendden nagy lehet.
Az*“alig térnek el egymastol” kijelentés a valdsziniiség-eloszlasok eltérésére
szolgald mértékek alkalmazéasat koveteli meg. Ezzel késébb kivanunk
foglalkozni.
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A 5.5. tablazat alkalmazasakor minden betlipar mellett megallapithato,
hogy a masodik betli hanyadikként koveti az elsd betiit. Ezt a 28-28
betliparra 0sszegezve varhatjuk, hogy a legkisebb Osszeg felel meg az
egymast kovetd betliparoknak.

Ehhez ki kell tehat szamitani a “rakovetkezés-osszegeket”. Erre a célra
jobban megfelel a 5.5. tdblazat helyett a betiik sorszamait kdzvetlentil
megadd 5.6.a és 5.6.b. tdblazat.

— |A |A B |[Cc |D |E |E |F |G |H |[I |J |K |L
— 31 |1 [19 |16 [21 [22 [3 |9 [7 |24 [10 [11 [17 [4 |14
A |1 |18 [25 |15 |19 [8 |20 |24 [21 |9 16 |10 [12 [6 |2
A 113 [18 [23 |8 |14 |11 |24 |19 |21 |6 [20 |16 [12 [7 |2
B |4 |2 |10 [3 [20 [25 |1 |11 [15 |24 |18 |6 |28 |17 |12
c |4 |8 |7 J10 |27 |14 [11 [5 [15 [20 [3 |2 |25 [13 [17
D |7 |3 |5 |18 14 |1 |6 (25 [27 |19 [4 [13 [20 |17
E |6 |14 [19 [17 [25 |13 [22 |21 [20 |5 |15 |12 |11 |7 |1
E |13 [18 [22 |9 [23 |14 [20 |19 |21 |4 |17 |16 |15 |7 |5
F |13 |6 |11 [24 [28 [22 |1 |5 |26 [21 |10 [3 |12 |18 |14
G |2 |4 |7 |24 [27 [26 [3 |5 |21 [14 [18 [8 [13 [19 |11
H |5 |1 [4 [20 [24 |26 [3 |9 [28 [18 |17 |6 |21 [14 |11
Li |1 |6 |11 16 [19 [13 |14 [22 |17 |9 |18 [23 |26 [4 |8
J 1o |1 |4 |17 |28 |7 |2 |10 |20 [22 |26 |15 |25 [19 |5
K |1 [3 |9 |14 [25 |22 |4 |7 |24 |27 |19 |5 |23 [10 |18
L |2 [3 |9 |26 [24 |15 |1 |13 [23 |18 |20 [5 |17 [12 |6
M |4 [2 |5 [8 |19 |28 |1 |7 |22 |25 |23 [3 |27 [21 |13
N [1 [2 [3 [18 |16 |8 [4 |6 |26 |11 [21 |9 |12 |17 |24
0,010 [22 [18 |13 [15 |11 [25 [16 [16 [9 |20 [17 [21 [5 |1
0,01 |18 |21 |11 8 |15 |25 [24 |13 |12 |16 |14 |7 |3
P |10 |6 |5 |23 |12 |26 |3 |9 [28 |17 |24 |2 |7 |14 |8
Q [2 |4 [14 |21 27 [18 |3 [16 |25 [17 [24 |9 |23 |11 |6
R |3 [2 |7 |19 |21 |13 |1 |11 |27 |26 |23 |6 |20 [17 |25
S |2 [3 [7 [13 [24 [25 [4 |6 |26 [22 [20 |10 [28 |16 |19
T |1 |3 |5 |18 [23 |27 |2 |9 |24 |26 |13 |7 |11 [16 |15
U,Ul10 [15 [20 [18 [13 |5 |14 [23 [27 |7 |12 |22 |9 [8 |2
U014 |15 [13 |22 [27 |19 |11 [18 |12 |7 |25 |16 |24 |2 |1
v 12 |1 [3 |24 [28 |22 |2 |5 |26 |21 |8 |4 |25 [18 |13
w |2 |3 [13 [20 [27 |17 |1 |15 |25 |16 |24 |8 |23 [10 |5
X |1 |7 |15 |21 |27 |18 |6 |3 |26 |17 |25 [2 |24 [12 |7
Y |1 |4 |6 [13 [28 |25 |2 [8 |20 |24 |17 |5 [22 [19 |23
Z |1 |5 |7 |20 |26 [12 [2 |9 |28 [21 [22 |6 |24 |17 |19

5.6.a.tablazat: A rakovetkez6 betlik sorszama: 1.rész
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M|IN|O6[O6[PIQ|R[S|TJU[UG[VIWI[X][Y]Z
— 2122023 |15]29]13] 5] 6 |18]20] 8 [28]30]27]25
A |12 4 |22 2411317 [13]5 [20]29[17]30]25]26] 3
Al 94252622311 3] 5 [17]28[15[30[29]27]10
B |23|16] 5|9 | 19|31 7 | 14|21 8 | 1327|3028 2622
C 19129 2126316 | 1 |16]24|28]23[30]29]22]18
D |22 11| 2 |8 28|31 |15|10] 129 |21 |16]30[29] 2423
E | 8|3 |24]26|16]|31| 4] 9 |2 [18|28]21]30]28]29]10
E [11] 2 (24258 313 | 1|6 |27|28]12[30]29]26]10
F 20172427319 |15]16] 7|8 [25[30[29]23]19
G |23]10] 6 |15|28 3120129 [17|22]25[30[29] 1 |16
H |22 15| 2 7 23|31 13|16] 8 [10]12[25]3029] 27|19
Li |12] 5 |20 27 21|31 [10] 2 |3 |24]25]15]30]29]28] 7
J (21|18 3 122731 16|14 6 | 8 | 13| 243029 23]11
K |15]16] 2 | 6 |20 31|13 |17] 12| 8 | 11|21 ]30|29] 2826
L 10|16 6 | 11|27 |31 |22 14| 4 [21]26]19]30 24| 7 |27
M | 10| 14| 9 |16 |18 |31 20| 17 | 11| 6 | 12|26 |29 |30 | 24 | 15
N |25 13|15 7 [27]31] 4 [14]5 [10]19]23][29[30]20]22
06 6 | 3 |24 271231 24| 7 [23]28[14]29[30]26] 8
O 179 (19222031 2] 4|6 [23]26]10][30]29]27] 5
P [25| 21| 1 | 19|16 |31 | 4 |20 13|15 221130192718
Q |15 8 100926 31127 5|1 [28]22]30]29]21]13
R | 10| 18| 5|9 |28 |31 |14 8 | 4 |24|15]|22[30]12]29] 16
S | 1215 8 [11 |23 [31 18] 9 | 5 [14]17 21302927 1
T [20] 19 6 | 8 |25 31|14 |12 4 | 10|20 | 17|30 |29 ] 2228
U 11| 4 |19 2417 [31] 6 | 1 |3 [26] 2821|3029 25]16
U014 317202631986 |23[28]10]30]29]21]5
vV [20]14]6 |7 [27]31 15171011 ]9 [16]30]29]23][19
W | 14| 7|9 [18]26]31]11 64 |22 [ 28 |21 |30 |29 | 19 | 12
X |16 10| 11 [19] 5 |31 13| 9 | 4 [23]28[22[30 29|20 14
Y | 14|21 3 | 122731 |18] 7 | 9 | 16| 10| 15|30 | 29 | 26 | 11
Z | 8 | 16| 3 | 11|25 |31 |23 |10 4 | 15| 14|18 |30 |29 | 27| 13

5.6.b.tablazat: A rakovetkezo betiik sorszama: 2.rész

Hatédrozzuk meg minden rejtjeles blokk esetén a sorszdmokat, és adjuk
Ossze a 28 blokknak megfeleld sorszamokat!

Kiindulasként az egyes betliparokhoz tartozo szamokat hatarozzuk meg. Ezt
illusztraljuk  pusztan, amikor négy betliparra meghatarozzuk a
szamértékeket.

-a. a"-” sorban az "a" betli az els6 helyen 4ll, tehat a sorszam =1,
té: a "t" sorban az "¢" betli a 9. helyen 4ll, tehat a sorszam =9,
-k a "koz" sorban a "k" betii a 7. helyen 4ll, tehat a sorszam = 7,

mg: az"m" sorban a"g" betli a 25. helyen all, tehat a sorszam = 25.
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Az 5.5. tablazat alapjan folytathatjuk a betliparokhoz tartozé szamok
meghatarozasat. Osszegezziik ezeket a szamokat a 28 betiiparra!

Az igy adodo eredményeket foglalja 6ssze az 5.7. tablazat.

A 5.7. tablazat segit a valddi sorrend kialakitdsdban. Lathatd, hogy a
rejtieles blokkok elsé betiithez tartozd 6sszegek koziil a 16. oszlop a
legkisebb (166), ezért feltételezziik, hogy a nyilt blokkokban ez az -oszlop
koveti a rejtjeles elsé oszlopot. A 16. betlikhoz tartozo 6sszegek koziil a 2.
oszlop a legkisebb (191), ezért feltételezziik, hogy a nyilt blokkokban ez az
oszlop koveti a rejtjeles 16. oszlopot.

Tovabb haladva, a 2. oszlop esetén a legkisebb a 8. oszlop 0sszege (160), a
nyolcadik oszlop esetén a 3.0szlop, és ezt folytatvaa 3., 9., 10., 4., 11., 12.,
6., 14., 6. oszlopsorrend adodik. A legkisebb Gsszegeket a 4.6. tablazatban
konnyebb attekinthetdség miatt kiemeltiik, igy azok részletezése nem
latszik sziikségesnek.

A legkisebb Gsszegeket sorra kigytijtve azt feltételezhetjiik, hogy a nyilt
szovegben a rejtjeles betiik a

7,15,1,16,2,8,3,9,10,4, 11, 12,5, 13, 6, 14

sorrendben kovetik egymds. Kovetkeztetésiinket persze csak akkor
fogadhatjuk el, ha ez a sorrend visszapermutalds utan értelmes szoveghez
vezet. Ennek eldontéséhez lassuk az elsé blokkot!

0 262 | 230 |348 |323 |289 [314 |372 |343 |335 |302 [321 |349 |290 |221 |166
302 |0 346 | 358 |291 |270 [340 |160 |345 [321 |308 [346 |356 |380 |327 |252
270 |322 |0 309 |349 |351 318 |192 [168 |344 |323 |316 |[333 |344 |320 |401
339 340 |279 |O 346 | 228 [334 |321 [328 |254 |120 [339 |385 [345 |317 |261
366 [368 | 293 |303 |0 274 | 376 | 243 | 295 |337 |[318 |221 | 208 |368 |254 |277
378 |311 | 370 |297 |305 |0 330 [321 |314 |320 [346 |331 |[260 |188 |331 |366
377 |349 |289 [322 |321 (244 |0 337 [320 |307 |304 |[269 [369 |336 |156 |367
395 |209 | 100 [336 |278 [242 |323 |0 371 | 293 [362 |284 |[356 |363 |256 |212
322 |332 [233 | 349 |286 |289 |272 |359 |0 218 |401 | 295 [418 [388 |271 |298
297 |318 [320 |108 |220 |225 |303 |[250 |267 |O 358 [322 |413 |365 |311 |323
328 | 270 [322 |249 |317 |273 |349 |357 |377 |305 |0 218 | 400 |335 |292 |362
249 | 297 | 297 |310 |202 |[208 |302 |325 |278 |345 [206 |0 407 391 [333 |312
328 |344 | 252 |372 |237 |106 |352 |311 [310 [349 [293 |343 |0 375 | 314 | 248
328 |298 | 330 [319 |307 [199 |386 |342 [324 |[308 [360 |339 |373 |0 327 |314
139 | 400 |300 [311 [296 |260 |240 |[224 |[302 |346 |351 [343 [396 [395 |0 286
314 | 191 |387 |281 |286 |347 |351 |[247 |286 |[346 |350 |364 |392 |358 |278 |0

5.7. tdblazat: A 5.2. példahoz tartozd sorrend-6sszegek

-aan-ahlkiekppav --> ha-valakinek-pap

Ez egy ¢értelmes szoveg része, tehat folytathatjuk a visszadllitast.
Eredményiil visszakapjuk a 5.2. Példa nyilt szovegét, tehat megfejtésiink
sikeres volt.
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5.6. Elméleti rész

Jelen részben a “rakdvetkezés sorszamok™ helyett magukat az eléfordulasi
valoszinliségeket hasznaljuk fel a dontések meghozataldhoz. A fejezet
végén az 5.8. tablazat kozel 480 ezer karakterbdl készitett betlipar
gyakorisagi tablazatot ad meg. Altaldban a két-hdrom legjobb tanuld
onmaga kezdeményez ilyen megoldast. A ,.talald ki a rakovetkezot” jaték
kapcsan mar elkészitett betlipar gyakorisdgi téblazat kiilonb6zd
felhasznalasi lehetdségeire tesznek javaslatot. Az alabbiakban vézolt
megoldas ugyan nem szerepelt ezek kozott, de ez is Osszerakhatd tobb
osztalyban elhangzottakbdl.

A korabbi megfogalmazast kissé¢ megismételve egy kissé eltérd jeloléseket
vezetiink be.

Felidézziik, hogy a rejtjelezendd nyilt szoveget adott hossziisag blokkokra
osztjuk fel. Legyen B a blokkhossz, és legyen a blokkok szdma N. Jelolje
M(i) az i-edik blokkot, tovabba jelolje M(i,j) az i-edik blokk j-edik
karakterét, i=1,2,....N ¢és j=1,2,...,B.

Legyen P a helycseréhez alkalmazott permuticidé inverze (az eredeti
permutacié helyett; - a jelolések egyszeriisitése miatt hasznaljuk ezt a
jeldlést az inverzre).

Jelolje C(i) az i-edik kodolt (rejtjeles) blokkot, ¢€s legyen ennek j-edik
betlije C(i, j).

A megoldand6 problémat a hipotézisvizsgalatok elméletében tipikus
feladatta alakitva a bevezetett jelolések segitségével fogalmazzuk meg:

D(K) Dontésfeladat: K=1,2,...,B.

o Vagy a rejtjeles (kodolt) blokkok k-adik betiijét ugyanennek a blokknak
a j-edik betiije koveti az eredeti nyilt blokkban j=12...,B, Jj#k.
o Vagy a k-adik betii az eredeti nyilt blokk utolso betiije

A tanuldk altal javasolt dontési eljarashoz hasonl6 az az eljaras is, amely a
“lehetd legjobb” dontési eljaras:

1.1épés: A nyilt szoveg N-hosszu forrasszovege alapjan készitsiink F'(i,j)
betlipar gyakorisagi tablazatot! (Egy ilyen tabldzat mar bevetésre készen
allhat, példaul a tanar egy korabbi években készitett tabldzatot ajanlhat,
vagy az irodalomban is taldlhatunk ilyet.)

Technikiai megjegyzés: Esetiinkben a forrasszoveg az irott magyar nyelven
készitett szoveg. Ebben néhany karakter érdeklédésiinkon kiviil esik
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(példaul szamok, egyes irasjelek). Ezeket egy specialis karakterrel feliilirjuk
(példaul a “+” jellel). Az els6 feladat eldkészitéséhez hasonléan minden
kisbetlit nagybetlis parjaval, a ,Enter” jelet szokdzzel, a hosszu
maganhangzokat rovid parjukkal helyettesitjiik. Igy késziilt a fejezet végén
levd 5.8. tablazat.

Megjegyzés: az egyiittes eloszlas bevezetése trividlissa valik a
betliparokban  szereplé  betiikre vald  hivatkozassal. = Ugyancsak
természetessé valik a “feltételes gyakorisag”, “feltételes valosziniiség”
kifejezésekre vonatkozo szohasznélat, ha a betliparok elsé betlijét kovetd
betlirdl beszéliink.

Ugyanugy, mint a “rdkdvetkezés-szdm” felhasznalasa esetén, most magukat
a bigram valoszinliségeket fogjuk felhasznalni. A rejtjeles blokkok elsd,
masodik, stb. betliihez tartozéd parok egyiittes valoszinliségei koziil a
legnagyobb alapjan dontiink arr6l, hogy melyik a nyilt szdvegben
rakovetkezd betli. Az egyes betliparok B>10 blokkhossz esetén eléggé
tavol vannak egymastél a nyilt szovegben ahhoz, hogy egyilittes
valoszinliségeket az egyes valdszinliségek szorzataval kozelitsiik meg. Ez a
szorzat akkor lesz legnagyobb, ha a sokkal konnyebben szdmithato
logaritmusuk 0&sszege a legnagyobb. Ezért eldallitjuk a logaritmikus
valoszintiségek tablazatat.

2.a.lépés: Készitsiik el a betlipar gyakorisagi tabla alapjan készitett egytittes
valdsziniiség-eloszlasok logaritmusait tartalmazo tdblazatot.

2.b.1épés: Hatarozzuk meg ezek Osszegeinek a maximumat minden
rogzitett K esetén.

Megjegyzés: Ezt a tdblazatot szokas “log-likelihood” tabldzatnak nevezni.
A gyakorisagi tablazatbol vald elkészitése problémamentes. A
logaritmusokat nem lehet kiszamitani akkor, ha a megfeleld gyakorisag
nulla. Ezért erre mar a gyakorisagi tabla eléallitasakor figyelemmel kell
lenni.

Ennek megfeleldéen erre a jelenségre fel kell késziilni. Igazdn akkor van
probléma, ha a rejtjelzett szovegben a nulla gyakorisagh helyeknek
megfeleld betliparok kozott van nulla gyakorisagt bettipar. Ezt a nehézséget
el lehet keriilni, ha valamennyi gyakorisdghoz 1-et hozzdadunk. Ha a
gyakorisagi tablazatot nagyon hosszu szoveg alapjan készitjiik el, tehat ha
N nagyon nagy, akkor reménykedhetiink abban, hogy ez a jelenség nem
fordul el6. Ez a helyzet jelenlegi példankban is.

A dontés Bayes-hibdja exponencidlisan tart nulldhoz valamennyi &, D(k)
esetén, ha N tart végtelenhez.
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Gyakorlatilag egyszer(ibb a masodik 1épésben szerepld Osszeg helyett annak
ellentettjével szamolni, ami pozitiv. Ekkor viszont maximum helyett a
minimumot kell keresniink.

3.1épés: Definialunk egy iranyitott grafot, amelynek a pontjai a blokkok
pozicidi, és a k-adik és j-edik pozicid akkor van iranyitott éllel dsszekdtve,
ha a j-edik pozicid adja az adott k& mellett a likelihood fiiggvény
maximumat.

4.1épés: Hatirozzunk meg egy maximadlis hossziisdgit Hamilton vonalat
ebben a grafban, és ezt hasznaljuk az eredeti szoveget visszaallité P
permutacié meghatarozdsara. Ha ilyen Hamilton vonal nem létezik, akkor
onkényesen jarhatunk el.

A|A|B|C|D|EJ|E|F|G|H|I|J|K|L M | N

A 39| 19| 754| 204|2576 56| 17| 106(3310| 469| 843(1375|6116| 6611| 2377|6152
A 14 4(1226| 183| 392 4| 34| 19|1478| 151| 232| 609(1080| 3261| 829|3374
B | 2691| 714{1434 0 7| 3604| 260 2 0| 12| 777 26| 17| 214 4| 25
C 213| 309 44| 72 0| 187 90 4 0| 653| 306 5| 103 13 3| 15
D | 1393| 605 95| 18| 251| 3218| 645| 23 4| 134|1588| 665 64| 242 78| 593
E 49| 304| 958| 229|2200 82| 24| 156|8598| 900| 673| 638|5072(11041| 6205|8651
E 0 0| 656| 66| 426 3| 13| 47|2674| 137| 27| 340(1077| 2096 262(1970
F 407| 217 3 0 0| 2493| 645| 26 1 2| 645| 126 0 17 0 4
G | 1819|1066| 317| 62| 40| 1945(1003| 138| 370| 349| 734| 352| 170| 306/ 139| 408
H | 4599|2069 2 0 1 1565| 213 2 7| 38| 938 14 0 8 13| 14

I 690| 449| 253| 872|1023| 351| 97| 252|2083| 207| 28| 134|2787| 1127| 398|4496
J | 1705(1607| 30| 26| 257| 1324| 454| 38| 12| 33| 49| 170| 82 26 3| 50
K | 3018| 860| 403| 20 6| 4663|1850 26 4| 107|3874| 73| 734| 156 23| 415
L | 3575|2837 205| 166| 872| 6747(1598| 418| 597| 459| 966| 717| 832| 2960| 856|1332
M | 2861|2186| 894 17| 10| 6387(1541| 32 4| 34|5167| 28| 66| 278 319 102
N | 4288| 941| 133| 699|2993| 6740|1204| 144(1030| 194|3274| 154{1603 81 28|2054
(@] 51 9| 718| 259|1311 5| 17| 92|3935| 415| 100| 113|2934| 6375| 1956|4887
0O 24 7| 398| 65| 552 18 5| 51| 287| 87| 94| 129| 932| 2318| 299|2029
P | 1142| 598| 17| 70 5| 1190 249| 16 2| 50| 586| 142 37| 199 5| 68
Q 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R | 3628|1494| 251| 728|1446| 4293| 625| 177| 457| 237|1843| 396| 479| 145| 629| 745
S | 2611|1260 218| 74| 85| 2751|1184| 35| 38| 81|1561 0| 383 59| 428| 338
T | 5871(3109| 203| 150 5| 7042|1914| 55| 13| 561(1272| 543| 308 469 54| 803
U 16 3| 84| 77| 921 12 1| 23| 906| 126 55| 405| 525| 1973| 146| 639
U 0 0] 25 2| 115 16 2 3| 112] 50 5| 32| 425| 2189 8| 558
V | 4459|1609 20 3 1| 3934|1373 1 0 6(1558| 24 5 7 2| 19
W 18 0 0 0 0 11 0 0 0 1 11 0 1 0 0 0
X 0 0 0] 12 0 2 1 0 0 0 7 0 0 0 0 1
Y | 1379| 636| 193 4| 25| 2357| 312 30| 60| 94| 862| 219| 103 32| 257| 281
Z | 2047(1726| 154| 12| 396| 4662|1696| 45| 52| 93|1263 1 301| 222| 126| 560
+ [22779(1255|3780|2155(1681|10492|3750(5600(1487|9043(4158|1954|8996| 4506|13887|6689

5.8.a. tablazat: 479 234 betlis magyar betiipar gyakorisagok 1.rész
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O|O|P|Q|R|S|T|U|U|V|W|X| Y| Z |kéz

A 6 6(1688| 6|3681|2316|4517| 116| 14| 392 1 1| 190| 7265|20163
A 5 1| 86| 0]|4465| 2619|3585 18| 3| 453 0 0 0| 790| 978
B |1388| 412 2| 0 187 31| 31| 632|159 11 0 0 0 7| 821
C | 200 10 0| 343651 22| 62| 2| 19 0 0 0 86| 141
D |1689|1262| 14| 0| 178| 187|1074| 431|189| 484 0 0 20 30| 2423
E | 134 8| 343| 0]5110| 4300({7894| 75| 35| 896 2| 39 4| 3305| 8228
E 0 0|1000( 0] 2779| 3337(1923 0| 4| 354 0 0 0| 519| 1107
F |1637| 722 0| 0f 126 4| 10| 263|191 1 0 0 0 0 21
G [1556| 444| 49| 0| 327| 330| 607| 324| 63| 312 0 0|10072| 141| 4078
H |4249| 307 o O 7| 20[ 10| 408| 51| 98 2 0 8 0 81

| | 189| 14| 200| 0| 1235| 3645|3794| 182| 20| 875 1 2 1] 940| 7151
J [1021] 500 0l 0f 67| 78| 707| 510|{120 4 0 0 0 22| 489
K 3059|1772 4| 0| 377| 258| 277| 324|602| 91 0 0 3 1212221
L |2297(1612| 48| 0| 258| 521|4606| 283|521| 940 0 0| 2706 31| 8307
M [1992| 127| 188| 0| 135/ 125| 91| 485/116| 26 0 0 0| 115| 6007
N | 622| 726 7| 1| 70| 415(2882| 270|211| 147 5 0| 4364| 126|11856
O 0 1| 224| 1)|3962| 2821|3608 20| 2| 637 1 2 1] 1633| 1945
O 0] 11{ 85| 0]|1641| 878|1848| 21| 21| 499 0 1 0| 1213| 1887
P | 835 67| 291| 0| 211 52| 177| 255| 62| 34 0 0 1 36| 609
Q 0 0 ol O 0 0 ol 22 O 0 0 0 0 0 0
R |2443| 828| 53| 0| 697| 766|2941| 552|553| 361 1 1| 100 209| 3857
S |1817| 594| 77| 1| 179| 2168|2369| 375|280 51 0 0 26|12441| 8279
T |3741|1835| 21| 0| 664| 708|7817|1185|804| 687 1 0| 303 41|22923
0) 6 0] 53| 0[1083| 819(1838 o 1| 45 0 3 0| 210| 451
U 0 0 6/ 0 193] 202| 386 0] 2| 143 0 1 0| 340| 343
V [1988| 243 o Of 17| 10 31| 34| 96| 11 0 0 6 98
W 0 0 0 0 0 0 0f O 0 0 0 0 ? ?
X 3 0 8 O 0 0 8 1 0 1 0 1 1 0 8
Y |1293| 367 38| 0| 157| 525| 455| 453|421| 185 0 0 0 79| 6991
Z |3276| 858| 23| 0| 198| 400|3728| 565|373| 298 0 0 0| 642| 7321
+ |2589(2673|2497| 13| 2897| 8577|5866|2555|577(7500| 18 3 2| 805 0

5.8.b. tablazat: 479 234 betiis magyar betlipar gyakorisagok 2.rész

Ahogyan azt fentebb mar emlitettiik, ha a betliparok kozti tavolsag elég
nagy, akkor a feltételes valosziniiségek nagyon kozel keriilnek az
egydimenzids gyakorisagi eloszlashoz. (Esetiinkben £A>10 mar “elég
nagy”.) Ez azt is jelenti, hogy ha j nem a valddi hipotézisnek felel meg,
akkor a megfeleld varhatd érték nagyobb, mint a “valddi” hipotézisnek
megfeleld varhat6 érték.

Statisztikai vizsgalataink azt mutatjak, hogy B=20 esetén N=50 blokknyi
vizsgalt (nyilt) szoveg elegendden hosszi; a neki megfeleléen elérhetd
hibavalosziniiség 1% alatt marad.
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Az elmult évek gyakorlataban 50.000 vagy hosszabb nyilt szoveg alapjan
készitettiik el a gyakorisagi eloszlasokat. Az 5.8. tablazat azonban 480 ezer
hosszsagu szovegbdl késziilt.

Nyelvstatisztikdk igénye és elkészitésiik egy évszazados multra tekint
vissza, lasd [K98].

Célszerti elkésziteni a forrasszoveg k-1épéses bigram statisztikajat. Itt a “k-
1épéses” arra utal, hogy a bigram elsé és masodik betlije kozott a nyilt
szoveg k — 1 betlije helyezkedik el. Ha k elég nagy - és ebben az esetben
k>5 mar elég nagy-, akkor az -ecloszlasok statisztikailag nem
kiilonboztethetdk meg egymastol.

A felvazolt programon mddszeresen végighaladva a kordbbiakban nyert
megoldashoz jutunk. Ennek részletezése semmi jat nem tartalmaz, igy arra
nem tériink ki.
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VI. Elso 1épések a valosziniiség szamszeri

jellemzéséhez
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6.1. Lehet-e mérni a véletlent?

A cimben szerepld kérdés ismét és ismét provokal tantermi vitakat,
amelyek szinte mindig azzal zarulnak, hogy véletlen események,
kimenetelek bekovetkezésének esélyét nemcsak lehet mérni, de egy erre a
célra szolgaldé mérészamra feltétleniil sziikség is van. Altalanos az a
vélemény is, hogy egy elméleti mérdszdm megvalasztisahoz az is
elengedhetetlen, hogy az elméleti modelleket a gyakorlati tapasztatok, a
konkrét  kisérletek  végrehajtdsa  soran  szerzett  megfigyelések
figyelembevételével alakitsuk ki.

A modell kiépitését a korabban szerzett tapasztalatokra tdmaszkodva,
né¢hany véletlen szampélda segitségével mutatjuk be. A kovetett utat tobb
éves iskolai tapasztalatunkra tdmaszkodva alakitottuk ki. A kovetkez6 6.1.
Példa és annak részletes ismertetése iskolai szinten kovethetd elemzést
mutat be.

6.2. Klasszikus valosziniiség hozzarendelés

6.1. Példa: Harom kocka - legkisebb dobas

A jatékvezetd feldob harom kockat, kimeneteliiket a tanulok elétt titokban
tartja. A tanuldknak rakérdezéssel (talalgatassal) ki kell talalni, hogy melyik
volt a legkisebb dobott szam. A tanulok célja, hogy a véletlentdl fliggd
valodi kimenetelt minél elobb kitalaljak.

Milyen stratégia szerint kell taldlgatni? Ahogy azt mar korabban
megallapitottuk, célszerii el6szor arra a kimenetelre rakérdezni, amelyik a
legnagyobb eséllyel kovetkezik be. Ha ez volt a valodi, megfigyelt
kimenetel, akkor a jaték befejez6dott. Ha nem, akkor a tovabbi lehetdségek
koziil kell valasztani, mégpedig megint azt, amelyiknek legnagyobb az
esélye. Ezt a stratégiat kell folytatni a valodi kimenetel kitalalasaig.

Ahhoz azonban, hogy ezt a stratégiat kovetni lehessen, meg kell allapitani,
hogy a lehetséges kimenetelek esélyei hogyan viszonyulnak egyméshoz.
Ennek kovethetd iskolai targyaldasat fogjuk most megvizsgalni. A
modszeres targyalashoz a kisérletre vonatkozd megfigyelésekre kell szert
tenniink. Az oktatasi id0 korlatossaga azonban nem engedi meg, hogy egy
teljes orat aldozzunk 3 kocka dobaldsara. Helyette most itt megadunk egy
kisérleti adatokat tartalmazé listat. Szamitogépes szimulaciora minden
osztalybol tobben is képesek, és szivesen el is végzik, célszerli ezzel a
lehetdséggel élni.
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1
1
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1
1
1
4
1
6.

1. tablazat: 3 kocka minimuma. 400 megfigyelés listaja

Megfigyeléseink 1ényegét 0sszegzi a kovetkezod 6.2.tablazat.

kimenetel 1 2 3 4 5 6
gyakorisag 164 106 70 41 15 4

Relativ 0,4100 0,2650 0,1750 | 0,1025 | 0,0375 | 0,0100
gyakorisag

6.2.tablazat : 3 kocka minimuma. Gyakorisagok.

A tanulok szamara nyilvanvalo, hogy a leird elemzésnek a lehetséges
kimenetelek 0sszegytijtésével kell kezdddnie. Esetiinkben ezek az 1, 2, 3, 4,
5 és 6 egészek.

Ugyancsak nyilvanvaléan fogadjak el (tobbnyire ismerik mar) a tanulok a
klasszikus valdsziniiségszamitas alapjat:

Az egyes kimenetelek valosziniisége aranyos a lehetséges
kiilonb6z6 bekovetkezéseik szamaval.

A lehetséges kimenetek megszadmolasanal egy 4ltalanosan el6forduld
probléma, hogy ,,megkiilonboztethet6, vagy nem megkiilonbézhet6?” A
tanulok szdmara elfogadhato valasz: ,,Nem lehet mds a lehetoségek szama,
ha a kockak kiilonbozo szinviek, mint akkor, ha a sziniikrol semmit sem
tudunk.”

Kiilonb6z6 szini kockakat feltételezve az osztdly szaméra azonnal
elfogadott, hogy az 6sszes lehetséges esetek szama 6° = 216.
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Minden ilyen lehetdség csak egyféleképen kovetkezhet be. Igy juthatunk el
az elemi esemény fogalmahoz. Hasonldan a konkrét helyzet engedi meg a
kedvezo esemény fogalménak bevezetését.

Az Osszes lehetséges esemény koziil azokat, amelyek bekovetkezése esetén
a legkisebb dobott szam 1, az 1 kimenetelre kedvezd eseményeknek
nevezik. Hasonléan beszélhetiink a 2, 3, stb kimenetelekre kedvezo
eseményekrol is.

Nyilvanval6, hogy egyetlen lehetséges elemi esemény sem lehet kedvezd
esemény kiilonbozd kimenetelre, és az is, hogy minden lehetséges elemi
esemény kedvezd valamelyik  kimenetelre. Igy a lehetséges elemi
eseményeket most hat olyan osztalyba soroltuk, amelyeknek nincs kdzos
eleme. Az egyes kimenetelek egyidejiileg nem kovetkezhetnek be, ezért az
ilyen eseményeket egymast kizaro (diszjunkt) eseményeknek nevezik.
Ezek az osztalyok jelenitik meg az Gsszetett eseményeket.

A kovetkezd 1épés azon elemi események megszamlaldsa, amelyek
bekdvetkezése esetén a legkisebb dobott szam n, mégpedig n=6—tal kezdve.
A leszamlalast itt nem részletezziik.

Amikor az egyes kimenetelek esélyeit szamokkal akarjuk jellemezni, akkor
kiindulhatunk abbdl, hogy az elemi események kozott egyik sincs
kitiintetve, azok egyenld eséllyel kovetkezhetnek be. A kedvezd elemi
események szama megmutatja, hogy az adott kimenetel hany ilyen egyenld
esélyli elemi esemény mellett kovetkezik be. Ezért az egyes kimenetelek
esélyei ugy aranylanak egymdshoz, mint a rdajuk nézve kedvezo elemi
események szamai. Ez a meggondolas adja a valdésziniiségek tanulok altal
elfogadhat6 meghatdrozasanak klasszikus elvét.

Ha véges sok elemi esemény van, és feltételezhetd, hogy azok egyenlden
valoszintiek, akkor egy tetszOleges esemény valdszinliségét a

a kedvezo elemi események szama
az osszes elemi események szama

tort adja meg.

A kapott eredményeket a 6.3. tablazat 2. és 3. sora 0sszegezi. A 3. sorban
szerepld ardnyok adjak meg a valdsziniliségeket. A nyert valosziniiséget a
tanteremben kapott 2400 jaték kimeneteleivel szembesitettikk (20 tanuld
fejenként 120 jaték eredményeit dsszegezte). A gyakorisagokat tartalmazza
a 6.3. tablazat negyedik sora.
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Legkisebb szam: 1 2 3 4 5 6

Kedvezd esetek szama: 91 61 37 19 7 1
Kedvez6 esetek aranya: | 0,4213 | 0,2824 | 0,1713 | 0,0880 | 0,0324 | 0,0046
Gyakorisag: 1057 659 410 | 195 67 12

Relativ gyakorisag: 0,4404 10,2746 10,1708 | 0,0813 | 0,0279 | 0,0050

6.3. tiblazat: Harom kocka minimuma. Osszefoglalé adatok.

0,5

0,45
04
0,35 ||

O valdészinliség M relativ gyakorisag

0,3 +

0,25 +—
0,2 +—

0,15
0,1 +

005 | _.
0 [

1 2 3 4 5 6

6.1. abra: 3 kocka minimuma a 6.3. tablazat szerint

6.3. A binomialis eloszlas
Példa: 20 kockadobas

Egy jatékvezetd kivalasztja véletlenszertien az aldbbi két kisérlet egyikét. A
kivélasztott kisérletet ezutan 20-szor végrehajtja, és a kimeneteleket
feljegyzi. A 20 adatbol kell arra kovetkeztetni, hogy a jatékvezetd melyik
valtozatot hajtotta végre.

A. valtozat: A jatékvezeto feldob egy kockat, és
° 0-t ir le, ha a dobott szam 1, 2 vagy 3;

e l-etir, haa dobottszam 4,5 vagy 6.

B. valtozat: A jatékvezeto feldob egy kockat, és
e (-tirle, ha a dobott szam 1 vagy 2;

e l-etir, haadobottszam 3,4,5 vagy 6.

Legyen példaul a kapott sorozat:
1,0,1,1,0, 0,1,1,0,1, 1,1,1,0,1, 1,1,1,0,0.
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Ebben az esetben a heurisztika helyes eredményt ad meg. T6bb osztalyban
tettiik fel a kérdést és kaptuk ugyanazt a valaszt: ,,Ez a sorozat a méasodik
valtozattal késziilt, mert tobb benne az 1, mint a 0. Az els6 valtozat esetén
lényegében ugyanannyinak kellene lenni mind a két szdmbol, a masodik
esetén a szdmoknak koriilbeliil a harmada lenne 0. (Valdoban a masodik
valtozattal keletkezett az adott sorozat.)

Szamunkra maga a gondolatmenet a Iényeges. A megadott sorozat
gyakorisagait vizsgaltdk a tanulok. Mivel a kisérleteket egymas utan
hajtottak végre, azoknak egymasra semmilyen hatdsa nem volt, igy az sem
lényeges, hogy az egyes kimeneteleket milyen sorrendben kaptuk meg.
Arra koncentralunk, hogy melyik kimenetel hanyszor kovetkezett be.
Ezeket a gyakorisagokat hasonlitjuk 0Ossze azokkal a heurisztikusan
elképzelt valoszinliségekkel, amelyek az egyes valtozatoknak felelnek meg.

Hatarozzuk meg mindkét valtozat szerint annak a valoszinliségét, hogy az
n =20 dobas pontosan k-szor eredményezett 0-t!

Most mar ismerjiik a klasszikus valosziniiség hozzarendelési szabalyat. Ez
segit a keresett valdszinliség kiszamitasaban. Feltételezziik a binomialis
egylitthatd fogalmanak ismeretét. A klasszikus valdszinliségszamitasi
szabaly szerint meg kell hatirozni az Osszes esetek szamat. Ez 6% . A
kedvezd esetek szdmat akkor kapjuk meg, ha 0sszeszorozzuk a n helybdl
kivalaszthato & hely Osszes lehetdségének szamat azon lehetOségek
szamaval, ahanyféleképpen éppen k& darab 0-t és n-k darab I-est
valasztottunk ki, ami az

A valtozat szerint ~ gF= 3% és (g))"F =320k

B véltozat szerint ~ gF= 2* és (@)= 4%k
Ennek megfelelden a keresett valosziniiség:

P (n=20-0b0l k—szor lett 0) =

20 gt g
B k _(20) gk g.20—k ~ n

k n-k _ ,
6% k)6" 6** _(kj.p ~(I-p)™" ,ha p=g/6 és
(I-p)=g’ /6 . ( k=0,1,...,n)

Ezzel a példa specialis esetére levezettiik a binomialis eloszlas képletét.

A levezetett képlet egészen altalanos helyzetben is érvényes marad. Legyen
A egy véletlen kisérlet p=Prob[A] valoszinliségli eseménye. Tegyiik fel,
hogy a kisérletet n -szer végrehajtjak, €s ennek sordn az 4 esemény
pontosan X(n,p) alkalommal kovetkezik be. A véletlen X(n,p) szam
lehetséges értékei a k=0,1,...,n pozitiv egész szamok. X(n,p) ezeket az
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értékeket rendre a fenti valdszinliséggel veszi fel. X(n,p) valoszinliség-
eloszlasat binomialis eloszlasnak nevezik. Szokasos jeldlése: B(n,p).

Az eloszlas a valdszintiségszamitas fontos fogalma.
6.1.Definicié: Nemnegativ szamok egy {p;, p2, . .. ,pn } 0sszességét

valdsziniiség-eloszlasnak nevezik, ha dsszegiik 1, azaz Z p, =1
i=0

Szamitogépen gyorsan kiszdmithatjuk a binomialis eloszlas értékeit. Ehhez
az szolgaltatja az otletet, hogy egy kisérlet (n+1)-szeri megismétlése soran
ha egy A esemény pontosan k-szor kovetkezik be, akkor az els6é n
kisérletben vagy k-szor, vagy (k-1)-szer kellett el6fordulnia. Tandri
tapasztalatom szerint érdemes ezt az otletet k6zolni, és ezutdn mar maguk a
tanulok megadjak a kdvetkez6 eléallitasi algoritmus valamilyen variansat.

B(n,p) binomialis eloszlast elallité rekurziés algoritmus

1.lépés (inicializalds): harom taroldt kinullazunk: Legyen
A(i)=B(i)=C(i)=0, ha i=0,1,...,100.

2.lépés (Megadjuk a két paramétert): N az ismétlések szama, P a megfigyelt
esemény valoszintisége.

3.1épés (értékadas):
A(0)=1-P; A()=P; B(0)=0, B(1)=1-P; B(2)=P; [=2

4.lépés (az I, P paraméteri binomialis eloszlas kiszdmitésa):
C(k)=(1-P)*A(k)+P*B(k), k=0,1,....I. I=I+1.

5.lépés (Ellendrzés: készen vagyunk?)
Ha />N, akkor vége. Kiilonben folytatjuk.

6.lépés (Modositas):
A(k)=C(k); B(k+1)=C(k), k=0,1,...,1. Folytassuk a 4. 1épéssel.

A téma lezardsaként megadunk négy gyakorld feladatot. Ezek a tanarok
szdmara szolgalhatnak mintaul. Hasonlokat konnyen tudunk eléallitani.

BGyl1 gyakorl6 feladat: érmék
Feldobunk egy érmét n —szer. Legyen k a dobott fejek véletlen szdma.
Meghatarozando k eloszlésa.

BGy2 gyakorl6 feladat: kockak
Feldobunk d kockat n —szer. Legyen k a dobott hatosok véletlen szdma.
Meghatarozando6 k eloszlésa.
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BGy3 gyakorl6 feladat: sorsolas visszatevéssel

Egy dobozva beletesziink f fehér és s sarga golyot. Ebbdl a dobozbdl
hazunk visszatevéssel egymds utdn n —szer. Legyen k a kihuzott fehér
golyok véletlen szama. Meghatarozando k eloszlasa.

BGy4 gyakorlo feladat: kartyak

Egy csomag magyar kartyabol alapos keverés utan feliitiink egy lapot. Ezt a
htuzast n —szer megismételjiik, mindig alapos keverés utan a teljes paklibol.
Legyen k a kihuzott makk felsék szama. Meghatarozand6 & eloszlasa.

6.4. Geometriai eloszlas
6.3. példa: kockadobas az elso hatosig

Egy kockat addig dobunk fel, amig el6szor 6-ost dobunk. Toérténjen ez az
n-edik dobasra. Ez nyilvan fligg a véletlent6l. Mit mondhatunk errdl a
véletlen n szamrol, mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy konkrét
értéket vesz fel. Alkalmazhatd-e a klasszikus valdszinliségszamitasi képlet?
A vélaszt minimdlis tanari irdnyitdssal megadhatja az aldbbi tanul6i
levezetés.

Nyilvéanvalo, hogy
P( az els6é dobas hatos)] = 1/6,
P( az els6 dobas nem hatos ) = 5/6.
Az utdbbi esetek 1/6 részében masodikra hatost dobunk, tehat

P( el6szor a masodik dobaés a hatos ) = Z;

P(az els6 két dobas egyike sem hatos) =

N =
I
TN
N =

[\

Ly
6
Ugyancsak nyilvanvald, hogy

n-1
P(az els6 (n-1) dobas egyike sem hatos) = (Zj -

Béarmely ilyen eseményt kovetden mindig az esetek 1/6 részében dobunk
hatost.

n—1
P(el6szor pontosan az n-edik dobés lesz hatos ) = (Zj é

67



Ennek a végtelen geometriai sornak az 6sszege 1. Ez altalanosan is igaz
lesz.

Altaldnos eset.

Tekintsiik a véletlen kisérleteknek azt az altalanos esetét, amikor egy
véletlen kisérletet mindaddig ismételiink, amig egy p valdszintiségli 4
esemény (el6szor) be nem kovetkezik. Jeloljik az Osszes végrehajtott
kisérletek szamat X(p)-vel. X(p) lehetséges értékei a pozitiv egész szamok,
tehat az eddigiektdl eltérden elvben végtelen sok kiilonbozd kimenetel
fordulhat eld.

Az X(p) véletlen szam eloszlasat egy mértani sor adja meg, melynek az els
tagja p, és kvociense pedig (1-p):

P/[X=k] = Prob[4 el6szor a n-edik kisérletnél kovetkezik be] = p(l-p)(”'l)

6.2.Definicié: Azokat a valoszinliség-eloszlasokat, amelyek a fenti alaktak,
p paraméterli geometriai eloszlasoknak nevezik.

A mértani sor Osszegképlete a gimndziumi emelt szintl matematika
tananyag részét képezi. Ezek alapjan megallapithatd, hogy a geometriai
eloszlas tagjainak Osszege p minden értékére 1, tehat tagjai valoban
eloszlast alkotnak. Gyakorlasként még kozépszinten is meghatarozhatok
véges részletdsszegek.

Az eloszlas tagjai monoton csokkend sorozatot alkotnak, tehat koztiikk az
els6 a legnagyobb. Ez a megéllapitas ebben a formalis forméban teljesen
nyilvanvalo. Ha azonban azt kérdezziik, hogy melyik kimenetelt fogjuk a
legtobbszor megfigyelni, ha egy kockat rendkiviil sokszor az els6 hatosig
dobunk fel, akkor a fenti elméleti ,,els6” valasz tobbnyire a legjobb tanulok
szamara is hihetetlen lesz.

Amint a binomialis rész utdn, most is megadunk két gyakorld feladatot.
Célunk most is a tanari munka konnyitése

GGyl feladat. Harom szabalyos érmét addig dobunk fel, amig mindharom
érme ugyanarra az oldalra nem esik. Mi a sziikséges dobasok szamanak az
eloszlasa?

GGy?2 feladat. Egy csomag magyar kartyabol alapos keverés utan feliitiink
egy lapot. Ha az babas, (also, felso, kiraly, 4sz), akkor a huzast befejezziik,
kiilonben ismételt keverés utan ujra huzunk. Ezt az elsd babas lap huzasaig
ismételjiik. Mi a kihtuzott lapok szamanak az eloszlasa?
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6.5. Osszefiiggé megfigyelések esete

Ebben a részben az egymas utani megfigyelések szorosan dsszefliggnek. Az
oktatasi cél éppen az, hogy a gyakorlatban tipikus, Gsszefliggd véletlen
jelenségeket modellezziink.

6.4. Példa: Harom doboz

Példaban harom doboz szerepel, amelyek a 0, 1, 2 szamokkal vannak
megszamozva. Mindhdromban 10 golyd van, ezekbdl huzunk
visszatevéssel.

o A nulla sorszamu blokkban 7 goly6t 0-val jeloltek meg, 2 golyoét 2-
vel, és egyet 1-gyel.

o Az egyes sorszamu dobozban egyarant 6t-6t golyot jelol 0 és 2 .

o A kettes sorszamu dobozban hét golyo6t jeldl 2, kettdt 0, és egyet 1.

A huzast az 1 sorszamu dobozzal kezdjiik. Feljegyezziik a goly6 sorszamat,
¢s ennek a sorszamnak megfeleld dobozzal folytatjuk a huizast. Ezt 6sszesen
400-szor végeztiik el.

A huzésok eredményét tizesével csoportositva a 6.4. tdblazat tartalmazza. A
tablazatban minden tizes csoportbdl véletlenszerlien kitoroltiink harom
szamot, amelyeknek a helyét ,, ” vonal mutatja.

A feladat az, hogy a hianyzo6 ,, ” helyeken szerepld szamokat a legtobb
taldlat reményében megtippeljik. A korabbi hasonlé feladatokkal
ellentétben most az egymas utan kovetkezO betliik a tanuldi szamadra is
nyilvanvaloan nem fiiggetlenek, ahogy arra a fentiekben utaltunk.

22221 2 0 | 0 22020 2 | 2 22 01 00 0000_10_2 22 022 2 0
0 0002 22 0 2221 21 2 00212 0 | 02_ 12 000 0000_00_2
20000 2 2 2220120 2 212 000 | 000 022 2 2221222
2222 222 | 2000000 000222 1| 0__122 000 000__00_02
2 0 22 222 2 22 2000 | 222 22 01 22 22222 22 20 221
2222220 | 02221 00 00 0100 2 | 2 212 222 000_000_0
0021222 | 2 222 2 11 | 2 00 2 120 | 22 0 0222 00022 1 2
0_0000 22 | 2 2022 22 22 0.1 010 | 0222 2 22 2 22022 2

6.4.tablazat: A 6.4. példa 3 dobozabdl huzott szamok

Kimenetel : 0 1 2
Gyakorisag: 98 33 149
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6.5.tablazat: A 6.4. példa megfigyeléseinek Osszegzése
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A 6.5. tablazat szerint egy jo kérdezési sorrend lenne az 2-0-1. Altalanos
tanuloi javaslat, hogy ennél jobb stratégia is elképzelhetd, ha a megel6z6
jeltol valo fiiggést is figyelembe vessziik. Ehhez kiindulasként hatarozzuk
meg azokat a valoszinliségeket, amelyek attol fliggden mérik az {,,—, jel =
adott szam} esemény bekovetkezésének esélyét, hogy mi a megel6zo betii.
Ugyancsak altalanos a megegyezés abban, hogy a megel6zd szdm
ismeretében teljesen Iényegtelen, hogy a korabbi szamok micsodak. Ez az a
pillanat, amikor a feltételes valosziniiséget definidljuk, és a szokasos
jelolést is bevezetjiik. Ezt a jelolést hasznalva, a

P(az -, jel =K ‘ megel6z6 szam =J) , K; J=0,1,2

feltételes valoszinliségeket kell meghatdrozni. Meghatarozasuk is
természetes a tanulok szamara, ezért itt csak megadjuk (matrix formaban)
az értékiiket.

J

0 0,7 0,1 0,2
1 0,5 0 0,5
2 0,2 0,1 0,7

6.6.tablazat: 6.4. példa dtmenet matrixa

Lathato tehat, hogy nem mindig a 2 a célszerli kérdés, 0 utan inkabb 0-t kell
eldszor kérdezni.

A tanulok altaldban nem tesznek kisérletet arra, hogy a ,,rakovetkezd” jelet
bevonjak a dontési szabaly megfogalmazasaba.

6.5. példa: Sorsolas visszatevés nélkiil

Egy dobozban 1 fehér és 7 piros goly6 van. Ebbdl a dobozbol huzunk a
fehér kihtizasaig visszatevés nélkiil. Kimenetel: az 6sszes huzasok X szdma.

A matematikai modell épitése az Osszes lehetdség Osszegyiijtésével
kezddédik. A lehetséges kimenetelek az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szamok. A
klasszikus valdszinliségszamitadsi modell most sem miikddik. A szdban
forgd valoszinliségeket X novekvd értékei szerint haladva egymas utan
lehet kiszamitani. Részletezés nélkiil megadjuk ennek levezetését.
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PIX=1] = 1/8 = 0,125; PIX>1] = 7/8
PIX=2]=1/7-7/8=1/8=0,125
PIX>2] =1- P[X<2] = 6/8
PIX=3]=1/6 -6/8 = 1/8 = 0,125;
PIX>3] =1 - PIX3] = 5/8
PIX=4]=1/5 -5/8 = 1/8 = 0,125;
PIX>4] =1 - P[X<4] = 4/8
PIX=5]=1/4 -4/8 = 1/8 = 0,125;
PIX>5] = 1 — P[X<5] = 3/8
PIX=6]=1/3 -3/8 = 1/8 = 0,125;
P[X>6] = 1 - P[X<6] = 2/8
PIX=7]=1/2 -2/8 = 1/8 = 0,125;
PIX>7] =1—P[X<7]=1/8
PIX=8] = I/I1/8 = 1/8 = 0,125;

Az eredményként adodo valdszintiség-eloszlas:

1 2 3 4 5 6 7 8
0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125

Meglepodnek latszik, hogy ezek a valdszinliségek egyenlok.

Javasoljuk, hogy a tanuldk hajtsédk végre sokszor a megfigyelést (legalabb
120-150-szer).

6.3.Definicio: Legyen A4 egy tetszdleges véges halmaz. Ha egy X véletlen
szam értékei ebbe a halmazba esnek, €s ott valamennyi értéket egyenld
valoszinliséggel vehet fel, akkor X-et 4-n egyenletes eloszlasu véletlen
szamnak nevezik.

Példankban A4 elemszdma 8. Fej-irds sorozatok esetén A elemszama 2
(binaris eset). Szabalyos kocka esetén a paraméter érteke 6. A példa
alapjan tetszéleges k esetén megadhatunk egy modszert az 1/k
valoszinliségli egyenletes eloszlas generalasara.

6.6. A jozan szemlélet csalhat.

Ebben a részben egy olyan tipuspéldaval foglalkozunk, ami a ,,j6zan
¢észnek” ellentmond. Idérdl-idére taldlkozhatunk ilyen esettel, ezért a
tanulokkal valé megismertetésiik fontos oktatasi cél. Lényegesen kevésbé
volt meglepd, de ilyen eset volt az ,,elsé hatos” leggyakoribb kijovetelének
esete is.
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6.6. Példa: 2 golyo vagy 5 golyo?
Véletlenszertien kivalasztottuk a kovetkezo két valtozat egyikét.

A valtozat: Beletesziink 2 fehér és 2 fekete golydt egy dobozba. Ebbdl a
dobozbdl kihtizunk két golydt, és 0-t irunk le, ha azonos sziniiek a golyok,
1-et, ha kiilonboz6ek.
B valtozat: Beletesziink 5 fehér és 5 fekete golyot egy dobozba. Ebbdl a
dobozbol kihtizunk két golyot, és 0-t irunk le, ha azonos szintiek a golyok,
1-et, ha kiilonbozoek.

A Kkisorsolt valtozatot husszor végrehajtottuk. fgy a kovetkezd sorozatot
kaptuk:

1,0,0,0,0, 0,1,1,1,0, 1,1,0,0,0, 1,0,0,1,0

Ennek a sorozatnak az alapjan kell eldonteni, hogy melyik valtozatot
valasztottuk ki.

Ennél a dontési feladatndl az elso reakcio altalaban az, hogy nem lehet
igazi dontést hozni, hiszen mindkét esetben a fehér és a fekete golyok
szama ugyanakkora, tehat az azonos szintiek huzasanak az esélye is
megegyezik. Barmilyen tetszetOsen hangzik is ez az okoskodas, ellendrizni
kell.

Kérdés, hogy egy N hosszisagi megfigyelés-sorozat esetén milyen eséllyel
szamithatunk altalaban a helyes dontésre? Mekkora esélyiink van adott
relativ gyakorisag mellett az 4 valtozatra, és mekkora a B vdltozatra? Ehhez
mindkét esetben ki kell szamitani, hogy mekkora valoszintiséggel lesz a két
kihuzott goly6 azonos szinl.

A valoszinliséget mindjart altalanosan arra az esetre szamitjuk ki, amikor a
dobozban k fehér és k fekete goly6 van, i>1.

P (a két kihtizott goly6 azonos szinil) =
=P (a két goly6 fehér vagy a két golyo fekete) =2 k(k — 1) _ k=l # 1
8OV Sy AR ey 22k -1) 2k-1 2

Az A esetben tehat a valoszintiség 1/3=3/9, mig a B esetben 4/9. A két
valoszinliség tehat eltér, hossz(i megfigyelés-sorozat esetén megbizhatd
dontésre szamithatunk. ,,J6” dontést jelenthet, ha aszerint dontiink, hogy a 0
relativ gyakorisdga kisebb, vagy nagyobb, mint (1/3 + 4/9) / 2 = 7/18.
Esetiinkben a 0 relativ gyakorisaga 12/20 = 3/5 =54/90 > 35/90 = 7/18.
Dontési elviink szerint a minta az 4 vdltozattal késziilt.
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6.7. Csak statisztikai modell 1étezik
6.7. Példa: betiik kozti tavolsag

2

Egyenl6 valoszinliséggel kivalasztottuk az ,.e”, .t
egyikét.

és ,,sz0k0z” irasjelek

A valtozat: Az ,,e” betiit valasztottuk ki.

B valtozat: A ,t” betit valasztottuk ki.

C valtozat: A szOkozt valasztottuk ki.

Ezutan egy magyar nyelvii szépirodalmi konyvet véletlenszeriien
kinyitottunk. Megszamlaltuk, hogy hany betli volt az els6 kivalasztott jelig
a lapon, majd innen kezdve hany betii fordult el6 a méasodikig, aztan innen a
harmadikig, és igy tovabb a huszadikig.

Megfigyeléseink:
1,5,2,3,4,2,3,14,3,2,2,4,3,14,3,6,3,3, 17,25

Ebben a feladatban nem tudunk egzakt matematikai modellt levezetni.
Valoszinliségek helyett hatalmas mintabol készitett relativ gyakorisagokat
hasznalhatunk. Ilyeneket mar hasznaltunk a kordbbiakban, amikor az
egyszerl helyettesitéses titkosirassal foglalkoztunk. A 4. fejezetben meg is
adtunk a gyakorisag-eloszlasokat. Itt most egy ujabbat azért adunk meg,
hogy a tanar lathassa, mire szamithat 200-300 betiis szoveg frekventalasa
alapjan.

Hossz 1 2 3 4 5 6 7 8 9-20 [>21 |Ossz:

Mintéban 1 4 6 3 1 1 0 0 3 1 20

Sz6koz 0 27 134 |28 (35 (40 |2 13 |65 0 263

e 1 28 |31 21 18 14 1 4 45 31 204
3

N 5 116 12 |17 |11 |11 |8 12 169 98 289

6.7. tablazat: Gyakorisagok

A megoldand6 feladat alapjan azt kell eldontentiink, hogy a minta
gvakorisag-eloszlasa a masik harom gyakorisag-eloszlas koziil melyikre
hasonlit legjobban. A tanuldk tipikusan kifejtik, hogy igy nem lehet dket
Osszehasonlitani, el0szor ,,k6z0s nevezore” kell Oket hozni. Ez azt jelenti,
hogy gyakorisagok helyett relativ gyakorisagokat kell 6sszehasonlitani.
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Hossz 1 2 3 4 5 6 7 8 9-20 | >21

Minta | 0,05 | 0,2 0,3 [0,153] 0,05 | 0,05 0 0 0,15 | 0,05

Szokoz 0 ]0,103]0,129 0,106 | 0,133 | 0,152 | 0,08 | 0,049 |0,247| O

»e~ 10,005 0,137 0,152 | 0,103 | 0,088 | 0,069 | 0,054 | 0,020 | 0,221 | 0,152

ot 0,121 | 0,055 | 0,041 | 0,059 | 0,038 | 0,038 | 0,028 | 0,042 | 0,239 | 0,339

6.8. tablazat: Relativ gyakorisagok

Most mar csak azt kell eldonteni, hogy a mintdnak megfeleld gyakorisag-
eloszlas a masik harom koziil melyikre hasonlit legjobban? Erre
vonatkozoan idézzilk a Berzsenyi Déniel Gimndzium egyik tanuldjat.
,Nyilvan arra hasonlit legjobban, amelyikhez legkdzelebb van. Mi az, hogy
melyikhez van legkozelebb? Hat ezek a 10 dimenzids euklideszi tér pontjai,
igy csak ki kell szamitani az euklideszi tdvolsagokat.”

Ezt most nem végezziik el, bar ranézésre is latszik, hogy az ,e” betiit
valasztottuk.

6.8. Szohasznalat

Egy véletlen jelenség esetén azt fogjuk eseménynek nevezni, amelyekrdl a
jelenség megfigyelése soran egyértelmiien eldonthetd, hogy bekdvetkezett-
e vagy sem. Események jelolésére nyomtatott nagy betiiket hasznalunk.

Azokat az eseményeket, amelyeknek semmilyen részeseményét nem lehet
megfigyelni, csak magit az eseményt, elemi eseménynek nevezik. Egy
adott kisérlet esetén az Osszes elemi esemény egyiittesét Osszes
eseménynek nevezziik.

Egy wvéletlen jelenség valamely kimenetelére, vagy eseményére
vonatkozoan kedvezé eseménynek nevezziik azokat az elemi eseményeket,
amelyeknek a bekdvetkezése maga utan vonja az adott kimenetel vagy
esemény bekovetkezését.

Szokas beszélni egy esemény ellentett eseményérdl, roviden ellentett
eseményrdl is. Ez akkor és csak akkor kovetkezik be, ha a szdban forgo
esemény nem kovetkezik be.

Ha azt akarjuk kifejezni, hogy két esemény koziil legalabb az egyik
bekovetkezik, akkor a két esemény oOsszegérdl beszélink. Az 4 és B
események Osszegét A+B jeloli. Ha két esemény mindegyike egyszerre
bekovetkezik, akkor a két esemény szorzatarol beszélink. Az 4 és B
események szorzatat 4B jeloli,

Ha az 4 esemény bekovetkezése esetén a B esemény mindig bekdvetkezik,
akkor azt mondjuk, hogy az 4 esemény maga utan vonjaa B eseményt.
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Van két specialis esemény. Az egyik az, amelyik soha nem kovetkezik be,
ez a lehetetlen esemény, ¢s a masik az, amelyik mindig bekovetkezik, ez a
biztos esemény.

Két eseményt egymast kizaré eseménynek neveziink, ha egyszerre soha
nem kovetkezhetnek be.

Egy megfigyelés-sorozatban egy adott esemény gyakorisaganak nevezik
azt a szamot, ahanyszor az esemény bekovetkezett. Ha ezt a szamot
elosztjuk a megfigyelések Osszes szamaval, akkor az esemény relativ
gyakorisagat kapjuk.

Egy véletlen jelenség modelljét akkor adjuk meg, ha felsoroljuk valamennyi
lehetséges kimenetelét, ¢és megadjuk ezeknek a kimeneteleknek a
valodsziniiségeit.
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VII. Kozvélemény-kutatas: statisztikai mintavétel
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7.1. Bizonyitas helyett meggyozés

Napjaink politikai életében egyre gyakrabban esik sz6 a kozvélemény
kutatok ,,joslatairol”, amit sokszor kemény kritikdval illetnek. Ilyenkor
mondjak a felmérést végzok, hogy a mi felmérésiink ,reprezentativ
mintavételen” alapszik. Jelen fejezetben azt mutatjuk meg, hogy milyen
egyszerlien lehet a tanuloi gondolatvildgot helyes mederbe terelni. Ha nem
akarunk szigori és nehéz matematikai bizonyitdsokkal operdlni, akkor
lehetéség van olyan statisztikai feladatok elvégzésére, amelyek
meggy6zoen mutathatjdk be, hogy a megfeleld statisztikai eljarasok
valoban a valos kozvélemény megismerését teszik lehetové. A vélemény
kialakitasanak kulcsmondata: bizonyitds helyett meggyozés. [S04]

A magyar nyelvvel kapcsolatos statisztikai vizsgalatainkra vald
hivatkozéassal azt kivanjuk megmutatni, hogy a tanulok meggydzhetdk
arrol, hogy statisztikai mintavétel segitségével megbizhatoan lehet a
kozvéleményt megismerni. Iskolai o6ra keretén belil illusztraljuk a
vélemények Osszegyljtésének folyamatat, és tartalommal t6ltjiik meg a
,reprezentativ”’ szot is.

7.2. A mintavételrol altalaban

A statisztikat tanitd tanir szdmara a mintavétel szerepe és fontossaga
nyilvanvalo. Ennek szamos oka lehet. Igy példaul:

e Az adott feladatban lehetetlen lehet a teljes statisztikai sokasagot
megszamolni (példaul vadon ¢16 allatok szamat megallapitani)

e Lchetséges, hogy a megvizsgalt objektumok tonkremennek,
megsemmisiilnek a vizsgalat soran. (Példaul villanyégdk
¢lettartamanak vizsgalatakor)

e Azis lehetséges, hogy nagyszamu egyed vizsgalata lehetetlen vagy
megbizhatatlan (példaul a kozvélemény megismeréséhez)

A tanar szamara az is nyilvanvald, hogy a mintavételnek hogyan kell
torténnie, és hogy miért lehet kis mintabol az egészre kovetkeztetni. Ami
odafigyelést, tervezést igényel, az a mod, ahogyan ezt az ismeretet az
osztalykozosség szdmara elérhetévé lehet tenni. A hagyomanyos iskolai
oktatasban erre két lehetdség is kinalkozik:

o Kovethetjiik a matematika ,,allitas — bizonyitas™ tipust oktatasat,
o Megfelelden valasztott mintavételezési feladat segitségével
demonstralhatjuk az eljaras hatékonysagat.
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Az atlagtanuld szdmara az elsd modozat kevésbé hatékony. Ebben a
fejezetben ezért a masodik lehet6séggel foglalkozunk. Ehhez alkalmas
alkalmazasi teriiletet kell talalni, ahol a mintavételezés osztalykoriilmények
kozott elvégezhetd, hasonlo koriilmények kozott megismételhetd. Magéanak
a feladatnak is értelmesnek kell lennie, amelyekrél nem jut a tanuldk
eszébe, hogy ezt a “tandr taldlta ki szdmunkra”.

Erre a feladatra kivanunk most egy példat mutatni. Példankat a Fazekas
Mihaly Gyakorlogimnaziumban tobb éven at teszteltiik eredményesen.

7.3. A statisztikai feladat megfogalmazasa

Egy nagyobb statisztikai sokasidgot, amelyet vizsgalni akarunk, a
statisztikdban szokdsos moddon populaciénak (“népességnek”), elemeit
egyednek nevezziik. Ennek barmilyen modon valasztott barmilyen
részhalmazat a koznyelv mintanak nevezi. A statisztikaban éltaldban ez a
részhalmaz kicsi, viszont beldle nagyravagyd kovetkeztetéseket szeretnénk
levonni. Ennek érdekében a részhalmaz kivalasztisara vonatkozo
szabalyokat allitanak fel. Az ennek megfeleld kivalasztasi folyamatot
mintavételezésnek nevezik. A mintavételezés folyamatat, annak
paramétereit kiss¢ formdlisan ugyan, de egyértelmiliség miatt
megfogalmazzuk:

1. Legyen a populacié egyedeinek szama V. Ezt a populdcio-méretnek
nevezzik.

2. Tegyiik fel, hogy a populacidban M egyed valahogyan meg van jelolve
(“kivalasztottak™ halmaza).

3. Valasztunk egy n elemii részhalmazt, amit mintanak neveznek. Az n
elemszam a minta mérete (terjedelme).

4. Legyen az n elemii mintdban pontosan m megjelolt egyed.

A mintét reprezentativ mintanak nevezik, ha a populacié valamennyi

n elemi részhalmaza koziil egyenld valoszintiséggel valasztunk egyet.

e

A matematikai statisztikdban mindig feltessziik, hogy a minta kivalasztasa
reprezentativ modon torténik. Ezen feltétel mellett ki tudjuk szémitani,
hogy mekkora a masik négy paraméter egyidejii megjelenésének a
valdszintisége. Ezt klasszikus valdszinliségszamitasi mddszerrel kaphatjuk
meg. Ez az a pont, ameddig a tandr narrativ, eldaddi szerepe
nélkiilozhetetlen. Ett6l a ponttél szamithatunk a tanulok aktiv, vagy
legalabb interaktiv kozremiikddésére.

A tovébblépés a tanuldi eldképzettség szerint elagazik. A mi
gyakorlatunkban erre az egységre olyankor kertil sor, amikor a tanulok méar
rendelkeznek minimalis kombinatorikai ismerettel. Alapvetden elegendd a
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binomidlis egylitthatok ¢és értelmezésiik ismerete. (Ennél tobbre van
szlikség az eldz0 fejezetben szerepld binomidlis eloszlas tdrgyaldsdhoz.)

A szdban forgd valoszinlis€g meghatarozdsdhoz meg kell mondani az
Osszes események szamat, ami a binomialis egylitthaté definicidja szerint
trividlis. Ugyancsak meg kell hatarozni a kedvezo esetek szamat. Ez sem
jelent problémat a legalabb atlagos tanuloknak.

A kettd hanyadosa a keresett valdsziniiség.

m n—m
H (N M, m) =
N
A mintavételtdl egy statisztikai dontési feladat megoldasat varjuk. Ez
tipikusan abban all, hogy a négy paraméterbdl valamelyik harom ismert
(mérhetd, leszamolhatd), mig a negyedik ismeretlen. Erre a negyedik
paraméterre kell “j6” becslést taldlni a hdrom ismert paraméter
fliggvényében. Barhogyan vannak is megfogalmazva, barmilyen ruhdba
legyenek is Oltoztetve, a konkrét megjelenési formatol levetkdztetve Oket,
mindegyik a kdvetkezd négy alapeset egyikét jeleniti meg. Ezt a négy esetet

egyértelmiien meghatarozza az ismeretlen (hianyzo) paraméter. Most
felsoroljuk a négy esetet, onkényesen egy-egy fantazia nevet adva nekik.

1) Kozvéleménykutatds: Tegyiik fel, hogy M ismeretlen, mig a masik
harom paraméter értéke ismert. A feladat M-re egy “j0” becslést adni. Egy
ilyen helyzet példaul az, amikor a szeretnénk tudni, hany ember vallja
magat hazankban materialistanak. Ekkor N az orszag népessége, n-ct
viszont mi magunk valasztjuk meg.

2) Madarles: Tegyiik fel, hogy N ismeretlen, mig a masik harom
paraméter értéke ismert. A feladat N-re egy “j0” becslést adni. Egy ilyen
helyzet all el6 példaul akkor, ha egy madarfaj példanyainak a szama érdekel
benniinket. Ekkor megvalasztjuk M-et, (pl. meggylriiziink M madarat,)
majd egy hosszabb id6t kivarva elfogunk » madarat és megszamoljuk a
meggylirizottek szamat. Az n és M paramétereket mi magunk valasztjuk
meg.

3) Placebo (gyogyszer): Tegyiik fel, hogy n ismeretlen, mig a masik
harom paraméter értéke ismert. A feladat n-re egy “j0” becslést adni. Egy
ilyen helyzet fordulhat eld egy 1 gyogyszer hatékonysdganak a
bevizsgalasakor. Ekkor N a vizsgalatba bevont diagnosztizalt betegek
szama. Koztik véletlenszeriien osztjuk szét a valodi és a placebo
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gyogyszert. Legyen M a gydgyultak szama, és m ezek kozott azok szama,
akik a valodi gyogyszert kaptak.

4) Minoségellendrzés: Tegyiik fel, hogy m ismeretlen, mig a masik harom
paraméter értéke ismert. A feladat m-re egy “j6” becslést adni. Egy ilyen
helyzet fordulhat eld szallitasi szerzodésekkel kapcsolatban. Ekkor a
leszallitandé termékek szama N, a szallitotol akkor veszik at a leszallitott
terméket, ha ezek kozott legfeljebb M a hibasak szama. Szerzddés szerint a
vevd egy n elemll mintdt vesz, és ha abban a hibdsak m szama egy
kiiszobszamnal nagyobb, megtagadhatja a szallitmany atvételét.

7.4. A legnagyobb valosziniiség elve

A fenti statisztikai dontésfeladatok kozos jellemzdje, hogy egy ismeretlen
paraméterre keresiink “j6” becslést. Az ismeretlen paraméter minden
értékére ismert annak a H(N,n,M,m) valészinlisége, hogy az N, n, M
paraméterekkel jellemzett mintdban pontosan m megjelolt elem van. Egy j6
becslésnek ezt a valdszinliséget kell maximalizalnia. Ez az elv vezet el
benniinket a dontéshez. A kifejtett vezérelv a statisztikaban altalanosan
elfogadott ¢és alkalmazott. Neve a legnagyobb valdsziniiség elve. Az elv
elfogaddsa utdn a dontésfeladat egy matematikai széls6érték feladatta
egyszerlisodik. (Persze altaldban semmi sem garantdlja, hogy a matematikai
feladat egyszertien megoldhato.)

Kedvezd tanari tapasztalat, hogy a témakort a tanulok érdeklddéssel
kovetik, ¢és szamukra természetesként jelenik meg a legnagyobb
valdsziniiség elve is. [jesztéek viszont szdmukra a matematikai szélséérték
feladatok, foként a binomidlis egyiitthatokkal kapcsolatos jaratlansdguk
miatt. Javasoljuk, hogy megnyugtatasul a tanar egyik szélséérték feladatot
interaktiv mdédon oldja meg a tanteremben, a tobbi esetén egyszerlien
kozolje a megoldast. (Az “id6prés” tobbre aligha hagy id6t.)

Egyszerisége miatt a “kozvélemény kutatasi” feladatot javasoljuk
frontalis targyalasra. A szélséérték meghatdrozasahoz probaljuk ki
szerencsénket. Szerencsésnek azt neveznénk, ha a H(N,nMm)
valoszinliség M fiiggvényében valameddig noOne, aztdn csokkenne.
(Szokasos matematikai megoldds - probalkozasi mddszer.) Ezt
ellendrizhetjiik két egymas utdni paraméteres M értékhez tartozo
valoszinliség Osszehasonlitdsaval. Az Osszehasonlitds soran a nevezdben
szerepld Osszes mintaszam nem fiigg az ismeretlen M-t6l, ezért az
Osszehasonlitds Iényegesen egyszerlisodik. A

H(N, n, M+1, m) > H(N, n, M, m)

egyenlOtlenség akkor és csak akkor teljestil, ha teljesiil az
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N-M-1)(M+1 M) (N-M
. > .
n—m m m n—m
egyenldtlenség is teljestil.

A Dbinomialis egyiitthatokkal a szokdsos manipulaciokat elvégezve
egyenlOtlenségilink linearissa valik. Itt a levezetést abbahagyjuk, interaktiv
befejezése semmi gondot sem jelent. A négy szélséérték feladat megoldasat
Osszegezve kapjuk a kozel optimalis becsléseket.

Kozvéleménykutatds: Az ismeretlen M paraméter kozel optimalis becslése

M~N.T

n
Madarles: Az ismeretlen N paraméter kozel optimalis becslése M*n/m
egesz reésze,
~ n

N~M-—
m
Placebo (gyogyszer):. Az ismeretlen m paraméter kdzel optimalis becslése

ia N
M

Mindségellendrzés: Az ismeretlen n paraméter kozel optimalis becslése

maM-L
N
A tanarnak minden korilmények kozott készen kell lennie arra, hogy a
négy alapesetnek megfeleld “csontvazat” a katedrardl kapasbol
feloltoztessen. A kovetkez6 négy torténetbdl 4ll6  olvasmanyszerti
esetgyljtemény ehhez kivan segitséget nytjtani.

7.5. Kiegészités, olvasmany: torténetek

1. torténet: A "madarles" témahoz kapcsolodik a kovetkezd torténet. A 11.
Vilaghdborut kovetéen a Nemzetkdzi Balnaiigyi Bizottsdg szerint a
kiilonb6z6 vadasztirsasdgok profitéhsége miatt a kékbalndk szama
rohamosan csokkent. Ennek a ténynek az elfogadtatasdhoz megbizhatéan
meg kellett szdmlalni a balndkat. Megszamlalasukra kovetkezd modszert
dolgoztak ki.

Egy bizonyos idén at kb. 30 cm hosszil fémhengereket 16ttek be a balnak
zsirparnajaba. Feljegyezték, hogy hany balnat jeloltek meg fémhengerrel.
Bizonyos id6 eltelte utan, amikor mar feltételezhetd volt, hogy a balnak
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rendszeres mozgasuk révén elkeveredtek, felszolitottak (nemzetkdzi
rendelettel kotelezték) a balnavadaszokat, hogy rendszeresen jelentsék az
altaluk kifogott kékbalnak szamat, és azt, hogy ezek kozott hany volt
megjeldlve.

Nyilvanval6 a ,,madarles™ absztrakt valtozataval val6 kapcsolat.

A kékbalnak ismeretlen N szdma a populacié mérete

A belovéssel megjeldltek szama az M paraméter

A kihalaszottak képezik a mintat, szamuk ».

A kihalaszottak k6zott megjeloltek szama a m paraméter.
A reprezentativ mintavétel csak megkozeliten teljestil.

2. torténet: ,,Kozvélemény-kutatas”. A magyar jog szerint 200 ezer alairas
benyujtasaval barmely olyan kérdésben lehet népszavazast kezdeményezni,
amely nem alkotmanyellenes. 1997-ben a foldszerzéshez fiiz6d6 jogokkal
kapcsolatban mintegy 300 ezer aldirdst nyujtottak be. Ezeket az Orszagos
Valasztasi Bizottsdgnak ellendriznie kellett, hogy van-e koztiik legalabb
200 ezer hiteles. Valamennyi érdekeltet megkérdezni nyilvanvaléan
gyakorlatilag  kivitelezhetetlen lenne. Ezért a kozvélemény-kutatési
mintavételt alkalmaztak.

3. torténet: ,,Mindség-ellendrzés”. Mezei Andras "Magyar kocka, avagy
még mindig ilyen gazdagok vagyunk" c. kdnyvében arr6l szdmol be, hogy
az USA-ba leszallitott egymilli6 Rubik kocka kozott 800 000 selejtes volt.
Egy atvételi terv szerint a vevOnek akkor kell atvennie a tételt, ha 1000
véletlenszertien kivalasztott kocka kozott legfeljebb 33 hibasat talalnak.
Szereposztas:

A populacio N mérete: a leszallitott kockak szama, ismert

A megjeldltek M szama: hibasak szama, ismert, M=800 000

A minta n nagyséaga: szerzédésben meghatarozva, ismert n=1000
A mintéban szereplé m megjeloltek szdma: hibasak a mintaban,
ismeretlen. Kérdés: m >33 ?

e A mintavétel az atvételi terv szerint reprezentativ.

Megjegyzés: az atvétel P(m<34)valosziniiségének elsd 14 tizedesjegye
nulla.

4. torténet. ,,Mindség-ellen6rzés” KENO jaték. Ebben a jatékban az
1,2,...,80 egész szamok kozil a jatékos tetszése szerint kivalaszthat
1<M <10 szamot. Minden sorsolas alkalmaval véletlenszertien
kisorsolnak 20 szamot. A jaték nyereménye a taldlatok m szamatol fiigg.
Ez a szerencsejaték a felsorolt négy eset koziil a negyedik.
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Szereposztas:

. A populacio N mérete: a teljes szamkészlet, ismert, N=80

. A megjeldltek M szama: szama, kivalasztott szdmok, valasztas utan
ismert

. A minta n nagysaga: a huzott szamok szdma, ismert n =20

. A mintaban szerepld megjeloltek szama: a kihtzott tippek szama,
ismeretlen

. A mintavétel a sorsolds szerint reprezentativ

7.6. Elméleti szamitas helyett szimulacio

Természetesen mertil fel a tanuldk részérdl a kérdés (é€s mindig valdban fel
is mertil), hogy “mit jelent az, hogy egy becslés jo?” A valasz egyszerli:
egy jo becsléstol azt varjuk el, hogy értéke a paraméter valodi, bar
ismeretlen értéke kozelébe essen. Sajnos iskolai szinten nem tudjuk ezt az
elvarast szabatosan megfogalmazni, még kevésbé matematikai
szabatossaggal bizonyitani, hogy a legnagyobb valoszinliség elve szerint
kapott fenti becslések rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal. .

Mit lehet ilyenkor tenni? Hasonl6 helyzetek tomegét kellene megvizsgéalni
(szimuldlni), ahol 6ssze tudjuk hasonlitani a legnagyobb val6észiniiség elve
szerint ad6do becsléseket a paraméter valodi értékével. Ha ezek az esetek
tobbségében kozel vannak egymashoz, akkor elhihetjiik, hogy elviink
tényleg jo becslést eredményez. A statisztikai alkalmazasok teriiletén az
olyan kovetkeztetésre alkalmas megolddsokat, amelyek nagyszamu,
mesterségesen konstrudlt kortilmények soran tapasztalt megfigyelésekre
tdmaszkodnak, szimul4cids eljardsoknak neveznek. Mi most ilyen
megoldassal foglalkozunk.

Mindenekeldtt a vizsgalandd populacio tipusat kell ligyesen megvalasztani.
Elvarjuk, hogy

1) Nagyszamu, jellegében megegyezd, de megjelenésében eltérd
populacié-kopiat lehessen megfigyelni, és koztiik véletlenszertien
lehessen valasztani.

2) Konnyen lehessen a populéciot eldallitani és megfigyelni.

3) Ne legyen “ezt a populacidt a demonstracid kedvéért készitették™ érzete

az adatsokasagnak.

4) Létezzenek olyan statisztikai ismérvek, amelyek egyedeket
véletlenszertien jelolnek meg.

5) A megjeldltek szama gyorsan megallapithato legyen.
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6) Konnyen lehessen adott elemszamu reprezentativ mintat generalni.
Egyszerli és gyors legyen a mintdban levé megjeldltek szdmanak a
meghatdrozasa.

7) Mar legalabb 20 éve kacérkodunk azzal a gondolattal, hogy a megfeleld
populacié-sokasagot irott értelmes szovegek jelentsék. Bar voltak
biztatd kezdeti probalkozasaink, valoban 4tiitd sikerrdl csak a gyors
szovegszerkesztvel rendelkezd PC-k megjelenése dta szamolhatunk
be.

Szinte utols6 akadalyként a 2) elvarassal kapcsolatban az adatbevitel
faradsagos munkdjat az Internetrél letolthetd szépirodalmi anyagok,
ujsagcikkek és egyéb szovegek sziintették meg.

Ismérvnek onkényesen valaszthatjuk az irasjegyek barmely halmazat. Azok
az irasjegyek lesznek a megjeldlt egyedek, amelyek ebbe a halmazba
tartoznak. Leszamoldsukhoz még programozni sem kell tudni: a
betligyakorisagok leszamolasakor ismertetett tanuloi oOtlet “cseréld ki
onmagara” most is gyors megoldast tesz lehetévé. Az egyetlen viszonylag
bonyolultabb feladat a reprezentativ minta kivalasztasa. Ehhez egyel6re
csak programozasi megolddst ismerlink. Maga a program viszont nagyon
egyszerli, minden osztdlyban tobb tanuld is el tudja késziteni. A
mintavétellel a kovetkezo fejezetben foglalkozunk.

7.7. Véletlen minta generalasa

Frontalis foglalkozasként (Iehetdleg interaktiv modon) célszerli inditani a
targyalast.

Ennek a résznek a témaja, hogyan lehet véletlenszerlien kivalasztani N elem
koziil n elemet.

Mindenek el6tt megallapitjuk, hogy ebben a feladatban Iényegtelen az,
hogy mik a konkrét elemek. Ezeket a konkrét elemeket ugyanis dnkényesen
megszamozhatjuk a 1, 2,...N szdmokkal, és igy koziilik minden n-es
kivéalasztasa esetén automatikusan adodik egy szdm m-es is. Az is
nyilvanvalo, hogy az 1,2,...,N szamok koziil kivalasztva egy szam n-est, az
adott megszamozas mellett egyértelmiien kapunk az eredeti elemek koziil is
n-es kivalasztast. Ezért elegendé foglalkozni azzal az esettel, amikor az
alappopulacié az 1, 2,...,N szdmokbol all.

Els6é 1épésként allapitsuk meg, hogy reprezentativ minta esetén barmely
szamnak egyenld esélye van arra, hogy bekeriiljon a mintdba. Ennek az
esélynek a valdszintisége tehat 1/N. Automatikusan elhangzik az interaktiv
tanuloi javaslat.
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Alkalmazzuk a matematika szokdsos visszavezetési triikkjét: Sorsoljuk ki
1/N valészinliséggel, hogy N-et bevalasztjuk-e a mintaba. Ha igen, akkor a
maradék N-1 elemli populdciobol n-1 elemi reprezentativ mintat, ha nem
akkor n elem mintat kell generalni. A triikkk eredménye:

Mintavételi algoritmus: Legyen K és L két nem-negativ egész értékii
paraméter, S egy n elemil vektor (a kivalasztand6 minta)

1. Lépés (Inicializalas): K=N, L=n, $={0,0,...,0}, ahol S-ben pontosan n
darab 0 szerepel, L /K.

2. Lépés (Véletlen valasztas) Generalunk egy olyan A eseményt, ami
P(4):= L/ K val6szinliséggel kovetkezik be.

3. Lépés: Ha 4 nem kovetkezik be, akkor legyen K:= K-1, L valtozatlan, ¢s
visszatériink a 2. Lépésre. (Ekkor még mindig L /K, és az algoritmusnak
nincs vége.)

4. Lépés: Ha A nem kovetkezett be, akkor cseréljiik ki S -ben az elsé 0 -t
K -val, legyen K=K-1, L:=L-1. Ha ekkor L=0 (tehadt ha mar nincs
nem-nulla szdm S -ben), akkor befejez6dik az algoritmus, kiilonben
visszatériink a 2. 1épésre.

5. Lépés: Ha az algoritmus befejez6dott, S megadja a kivalasztott mintat.

Megjegyzés: az algoritmus alkalmazhatdsagahoz sziikséges, hogy racionalis
valoszinliségli véletlen eseményeket tudjunk generdlni. Mivel rengeteg
ilyen alkalmazasra késziiliink fel, manudlis generalas szoba sem johet.
Tanari tapasztalat, hogy a tanulok tobbsége tud banni a PC -kbe épitett
véletlenszam generatorral, és nem okoz nekik problémat a kivant véletlen
eseményt generdldo RND < L/K utasitas alkalmazisa. A szamitogépes
véletlenszam generédlas kérdéseivel az idoprés miatt nem javasoljuk a
részletesebb iskolai foglalkozast. A érdekl6dd kollégdk szamdra Knuth
"bibligjat" javasoljuk olvasmanyként.[K87]

A véletlen minta generalasara léteznek természetesen mas eljarasok is. Ezek
koziil csak egy olyat emlitiink, amelyik egyszeriibb programozast tételez
fel. Ennek az az éra, hogy az elére meghatarozott pontos »n mintanagysag
helyett csak megkdzelitdleg ekkora lesz a mintanagysag. Az algoritmushoz
megvalasztjuk a p = n/N valdszinliséget, és a populacidé valamennyi
egyedérdl p valoszintiséggel dontjiik el, hogy bekeriil-e a mintaba.
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7.8. Szimulacids eredmények

Az Interneten esetlegesen megjelend politika elkeriilése miatt
populécidként az angol nyelvet valasztottuk.

1. demonstracié. A Times 2000 augusztusi — oktoberi szamaibol
valasztottunk egy Osszesen N=50 000 karakterbdl allo szovegrészeket. A
maganhangzokat tekintettiik megjelolt egyedeknek. A szdvegrészben
Osszesen M=17 050 maganhangz6 (megjelolt elem) szerepelt.

Az egyszerlibb programozds kedvéért a mintanagysdgot csak
megkozelitben megadd algoritmust valasztottuk, kiilonbozo p
valoszinliségek mellett.

A p valoszintiséget 0,01 —t6l 0,15 —ig valtoztattuk 0,01 1épéskozzel, €s
minden p mellett 10 mintdt generaltunk. A mintdk varhaté nagysaga
50.000*p, aminek a varhato értéke rendre 500, 1000, ..., 7500. A 7.1.
tablazat megadja generdlt mintdk valddi elemszamat. A tdblazat elsd
oszlopa mutatja a p valdsziniséget, a kovetkezé 10 oszlop pedig a valodi
elemszamokat.

P S1 S2 S3 S4 S5 Sé6 S7 S8 S9 | S10
0.01 495 4721 495 532] 462 485 525 498 508 470
0.02 957 1017 1040, 1016[ 990| 1007 1021] 1019 1000 1042
0.03 | 1568 1522| 1550| 1487 1475 1521] 1474 1487 1545 1535
0.04 | 1960, 2004] 1994] 2006] 1969 1948 1951] 2003 2062 2087
0.05 | 2376 2451] 2516 2437 2582 2527 2537 2572 2486/ 2490
0.06 | 3029 2942 3013] 3008 2965 2967 3008 3014 2971] 2976
0.07 | 3472 3480] 3437 3599 3556| 3496 3570] 3512 3534 3561
0.08 | 3993 3927 4076] 4098 3995 4008 4035 3838 3957 3926
0.09 | 4519 4490] 4566 4522 4471 4567 4452 4514 4365 4574
0.10 | 4943 4957 4980 5060] 5022| 4935 5023] 5012 5041] 4947
0.11 | 5489 5556] 5620| 5562 5418 5497 5519 5508 5589 5511
0.12 | 5946] 6099 5878 5953| 6133] 5916/ 6118 6020, 5987 5956
0.13 | 6355 6467 6498 6600 6546| 6540, 6576/ 6413 6506/ 6441
0.14 | 6978 6945 6853 7076 6924 7059 6901 7012 7080 7116
0.15 | 7449 7484 7351 7493| 7422 7576] 7545 7506 7497 7516

7.1. tdblazat: p valoszintiséggel generalt mintak nagysaga

A mintaméretek 7.1. tablazatban szerepld véletlen nagysaganak statisztikai
jellemzoit adja meg szamszertien a 7.2. tdblazat. Ezt a tandri munka
megkonnyitése miatt adjuk meg, a szemléltetés elsdsorban az & szdmukra
fontos. Hasonl6 felmérést egy iskolai foglalkozas tervezése soran mindig el
kell végezni. A konkrét eredmények azt mutatjak, hogy a PC pszeudo-
véletlenszam generatora nem teljesen megbizhato6.
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100-p Min Max X d? d ¥ -3d X +3d
1 462 532 4942 531,5 23,05 425 563,4
2 957 1042 1010,9 613,4 24,77 936,6 1085,2
3 1474 1568 1516,4 1138,7 33,74 1415,2 1617,6
4 1948 2087 1998.,4 2127,8 46,13 1860,0 2136,8
5 2376 2582 24974 4026,3 63,45 2307,0 2687,8
6 2942 3029 2989,3 809,3 28,45 2904,0 3074,6
7 3437 3599 3521,7 2590,,9 50,90 3369,0 3674,4
8 3838 4098 3985,3 59422 77,09 3754,0 4216,6
9 4365 4574 4504,0 4074,7 63,83 4312,5 4695,5
10 4935 5060 49920 2036,7 45,13 4856,6 51274
11 5418 5620 5526,9 3273,9 57,22 5355,2 5698,6
12 5878 6133 6000,6 7886,7 88,81 5734,2 6267,0
13 6355 6600 6494,2 5817,7 76,27 6265,4 6723,0
14 6853 7116 6994,4 7737,6 87,96 6730,5 7258,3
15 7351 7576 7483,9 40779 63,86 7292,3 7675,5

7.2. tablazat: A 7.1. tdblazat adatainak statisztikai jellemz6i

A 7.3. tdblazat megadja a mintdban levé maganhangzok (megjeloltek) m

szamat

p s1 s2 s3 s4 S5 S6 S7 S8 S9 s10
001 | 203 | 177 | 210 | 216 | 190 | 206 | 210 | 211 198 | 209
002 | 405 | 411 | 407 | 399 | 407 | 405 | 409 | 402 | 413 | 424
003 | 638 | 604 | 626 | 563 | 621 634 | 610 | 601 | 627 | 635
004 | 798 | 809 | 826 | 802 | 782 | 820 | 777 | 825 | 827 | 881
0.05 | 972 | 1014 | 1025 | 1007 | 1059 | 1087 | 1001 | 1090 | 976 | 1032
0.06 | 1239 | 1159 | 1218 | 1223 | 1237 | 1214 | 1280 | 1237 | 1221 | 1185
0.07 | 1410 | 1418 | 1364 | 1501 | 1423 | 1451 | 1463 | 1423 | 1436 | 1461
0.08 | 1687 | 1614 | 1661 | 1666 | 1610 | 1596 | 1635 | 1612 | 1637 | 1585
0.09 | 1844 | 1874 | 1838 | 1814 | 1805 | 1828 | 1886 | 1823 | 1778 | 1902
0.10 | 2052 | 1968 | 2067 | 2063 | 1996 | 1984 | 2089 | 2014 | 2118 | 2066
0.11 | 2215 | 2263 | 2306 | 2266 | 2220 | 2236 | 2219 | 2236 | 2341 | 2327
0.12 | 2448 | 2520 | 2389 | 2386 | 2539 | 2437 | 2530 | 2437 | 2483 | 2460
0.13 | 2598 | 2680 | 2661 | 2748 | 2668 | 2653 | 2686 | 2655 | 2635 | 2697
0.14 | 2922 | 2832 | 2796 | 2934 | 2802 | 2915 | 2899 | 2877 | 2878 | 2913
0.15 | 3062 | 3016 | 2934 | 3084 | 2979 | 3063 | 3122 | 3016 | 3072 | 3051

7.3. tablazat: A mintaban szerepld megjeldltek m szama

Ugyanugy, mint a mintak véletlen nagysaga esetén, most is megadjuk a

statisztikai jellemzodiket, 1asd 7.4. tablazat.
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100 p Min Max x d? d X-3d | Xx+3d
1 177 216 203.0 138.4 11.77 167.7 238.3
2 399 424 408.2 475 6.89 387.5 428.9
3 563 638 615.9 514.3 22.68 547.9 683.9
4 777 881 814.7 863.6 29.39 726.5 902.9
5 972 1090 10263 | 17209 | 4148 901.8 | 1150.8
6 1159 1280 12213 | 10576 | 3252 | 11237 | 13189
7 1364 1501 14350 | 13684 | 3699 | 13240 | 1546.0
8 1585 1687 1630.3 | 10822 | 3290 | 15316 | 1729.0
9 1778 1902 1839.2 | 14786 | 3845 | 17238 | 1954.6
10 1968 2118 | 20417 | 23851 | 4884 | 18952 | 21882
11 2215 2341 22629 | 21761 | 4665 | 21230 | 2402.8
12 2386 2539 | 24629 | 29894 | 5468 | 22989 | 2626.9
13 2598 2748 | 26681 | 15712 | 3964 | 25492 | 2787.0
14 2796 2934 | 2876.8 | 25233 | 5023 | 27261 | 30275
15 2934 3122 | 3039.9 | 29919 | 5470 | 28758 | 3204.0

Hatékonyabb 0Osszehasonlitast tesznek
megjeloltek szamanak relativ gyakorisagai. Ezeket 0Osszegezi a 7.5.
tablazat. Erdemes megfigyelni, hogy a p = 0,01 valdsziniiség kivételével a

7.4. tablazat: 7.3 tablazat statisztikai jellemzdi

lehetdvé a mintaban

mintak kozti eltérések, valamint az atlaguktol valo eltérés kicsi.

P S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 | S10 atlag
0,01 | 0,410|0,375| 0,424 | 0,406 | 0,411 | 0,425 | 0,400 | 0,424 | 0,390 | 0,445 | 0,411
0,02 | 0,423 (0,404 (0,391 (0,393 {0,411 | 0,402 | 0,401 |0,395| 0,413 | 0,407 | 0,404
0,03 | 0,407 | 0,397 | 0,404 | 0,379 | 0,421 | 0,417 | 0,414 | 0,404 | 0,406 | 0,414 | 0,406
0,04 | 0,407 | 0,404 | 0,414 | 0,400 | 0,397 | 0,421 0,398 | 0,412 | 0,401 | 0,422 | 0,408
0,05 (0,409 | 0,414 | 0,407 | 0,413 | 0,410 | 0,430 | 0,395 | 0,424 | 0,393 | 0,414 | 0,411
0,06 |0,409 | 0,394 | 0,404 | 0,407 {0,417 | 0,409 | 0,426 | 0,410 | 0,411 0,398 | 0,409
0,07 | 0,406 | 0,407 | 0,397 | 0,417 | 0,400 | 0,415 0,410 | 0,405 | 0,406 | 0,410 | 0,407
0,08 | 0,422 0,411 (0,408 | 0,407 | 0,403 | 0,398 | 0,405 | 0,420 | 0,414 | 0,404 | 0,409
0,09 (0,408 | 0,417 | 0,403 | 0,401 | 0,404 | 0,400 | 0,424 | 0,404 | 0,407 | 0,416 | 0,408
0,10 |0,415|0,397 | 0,415 | 0,408 | 0,397 | 0,402 | 0,416 | 0,402 | 0,420 | 0,418 | 0,409
0,11 | 0,404 | 0,407 | 0,410 | 0,407 | 0,410 | 0,407 | 0,402 | 0,406 | 0,419 | 0,422 | 0,409
0,12 | 0,412 0,413 | 0,406 | 0,401 | 0,414 | 0,412 | 0,414 | 0,405 | 0,415 | 0,413 | 0,411
0,13 | 0,409 | 0,414 | 0,410 {0,416 | 0,408 | 0,406 | 0,408 | 0,414 | 0,405 | 0,419 | 0,411
0,14 | 0,419 0,408 | 0,408 | 0,415 | 0,405 | 0,413 | 0,420 | 0,410 | 0,406 | 0,409 | 0,411
0,15 | 0,411 0,403 | 0,399 | 0,412 | 0,401 | 0,404 | 0,414 | 0,402 | 0,410 | 0,406 | 0,406

7.5.tablazat: a mintaban talalt megjeldltek relativ gyakorisagai
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Természetesen a mintdban talalt megjeloltek statisztikai jellemzoit
meghatarozhatjuk az adott elemszdmi mintavételi algoritmus esetén is.
Nagyon tanulsagos a kétféle uiton nyert statisztikak dsszehasonlitasa.

Relative frequency poligons corresponding to different p-values
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7.1. abra: Kiilonbozo p értékekhez tartozo relativ gyakorisagi poligon, az atlaggal

A 7.5. tablazatban szerepld eltéréseket szemléletesen mutatja be a 7.1. abra.

Semmivel sem igényel tobb munkat sokkal tobb minta megvizsgaldsa. A
p=0,02 valosziniiség mellett generaltunk 1000 mintat. A kummulalt relativ
gyakorisdgokat mutatja be 7.2. dbra.

. A

[\ A

) / A

. / \_

0 —/ \

0,25 0,27 0,28 0,3 0,31 0,33 0,34 0,36 0,37 0,39 0,4 0,42 0,43 0,45 0,46 0,48 0,49 0,49 0,49 0,49 0,49 0,49

7.2. dbra: 1000 mintabol adodo relativ gyakorisagi poligon
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VIII. A magyar nyelv entropiaja
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8.1. Bevezetés

Az irott szovegekben az eléforduld helyesirasi hibakat altaldban konnyen ki
tudjuk javitani. Ezt tobbek kozt az teszi lehetdévé, hogy lényegesen tobb
betlit hasznalunk fel gondolataink rogzitésére, mint amennyi sziikséges
lenne. Az irasjegyeknek, ezen beliil a betliknek ezt a bokezii felhasznalasat
a redundancia (terjengdsség, boség, 1étszdmon feliilli mennyiség) méri. A
redundanciaval ellentétes fogalom az entropia. Ez azt jellemzi, hogy az
irasjegyek optimalis felhasznédldsa esetén az irott szovegeket atlagosan
hanyadrésziikre lehetne roviditeni. Ebben az értelemben az entropia egy
nehezen meghatarozhat6 technikai mérészam.

Az entropia fogalmat C. E. Shannon [S49] vezette be és targyalta
matematikai egzaktsdggal egyik alapvetdé munkdjaban, amelyben a
hirkdzlés egy matematikai modelljét adta meg. Shannon egy masik
munkajaban [S51] kidolgozott egy olyan modszert, amely a nyelvet magas
fokon ismer6 személyek szubjektiv itéleteinek felhasznalasaval az adott €16
Shannon mddszerét az irott angol nyelvre alkalmazva azt taldlta, hogy az
kb. 75%-o0s redundancidju. Vizsgalatai soran az irasjeleket figyelmen kiviil
hagyta, és csak szamjegyeket nem tartalmazo6 szdvegekre szoritkozott, igy
azok 27 irasjegybdl (26 betl + sz0kdz) alltak.

Ettdl az 1dot6l kezdve altalanos eljaras, hogy egy adott irott nyelv
bettiire és a szokozre szoritkoznak. Természetesen az irasjelek elhagyasaval
keletkezd szoveg nem minden esetben rekonstrudlhatd egyértelmiien.
Klasszikus példa erre az az okori kétértelmii joslat, amely allitélag Krézus
lydiai kirdly szamara késziilt: "Ibis redibis numquam per bella peribis." A
vesszOk kitétele szerint jelentheti azt, hogy: ,,Elmégy, visszajossz, sohasem
veszel el a haboruban", illetve azt, hogy: ,,Elmégy, sohasem jéssz vissza.,
elveszel a haboruban".

Hasonlé magyar vonatkozasu példat Albericus trois-fontanesi francia
cisztercita 1241-ig terjedd kronikajaban jegyez fel. Janos esztergomi érsek
allitolagos lizenete a Gertrud kiralynd megolését tervezd Osszeeskiivokhoz
igy hangzik magyar forditasban: A kiralynét megd1ni nem kell félni j6 lesz
ha mind beleegyeznek én nem ellenzem. Toth Béla [T96] tantisdga szerint
efféle szintaktikus jatékokat Parizsban a nominalistak iskoldiban az
unalomig gyartottak. Ilyen mesterségesen konstrualhatdé példak ellenére
altalanosan elfogadott, hogy hosszabb szoveg tartalmi 0Osszefiiggései
egyértelmilen meghatarozzak az irasjeleket.
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Az entrépia nyilvan nagymértékben fiigg a szovegek tipusatol. Igy példaul
a pilotak és az iranyitdtornyok kozotti beszélgetésekben rendkiviil magas
redundancia tapasztalhat6 [FS62

crer

legkiilonb6zobb célbol. Koziliik foként azok voltak figyelemre méltok,
amelyek a fogalom eredeti jelentésének megfelelden az adattomorités
lehetOségét vizsgaltak az adott technikai szinten.

Ebben a tekintetben a magyar nyelvre vonatkoz6 eredmények meglehetdsen
hianyosak. Elsdsorban betlik és betiliparok gyakorisaga alapjan igyekeztek
kozéppontjadban nyelvstatisztikai vizsgalatok alltak. A magyar nyelvre
vonatkoz6 nyelvstatisztikai munkakat részletesen targyalja Pet6fi S.
Janos:[P67

Napjainkban ismét egyre tobb kiilfoldi publikidcio foglalkozik e
kérdéskorrel. Ennek elsdsorban az elektronikdban bekdvetkezett oOriasi
fejlodés az oka. A mikroprocesszorok kifejlesztésével lehetdség nyilik
olyan olcso €s kisméretli berendezések készitésére, amelyek akar szazezres
szOkészlettel operalva is képesek adott tipusu szovegeket mintegy
harmadrésziikre tomoriteni. Kordbban ilyen ugynevezett kod-szotarak
automatikus felhasznalasa aligha lett volna elképzelhetd, jollehet az a tény,
hogy ily médon nagymérvii adattomorités lehetséges, mar tobb mint szaz
évvel ezeldtti gyakorlatbol ismeretes. Az elsd, adattomoritésre szolgalod
kodkonyvet MORSE iigyvédje. O. J. SMITH [S45] készitette. A
kereskedelmi levelezésben hasznalt konyve nagy anyagi sikert jelentett
szamara.

Vizsgalataink sordn Shannon modszere helyett a téma jellegéhez
szemléletesen kozelebb 4ll6 moddszert valasztottunk, amely hianyos
szovegek rekonstrudlasat koveteli meg. A. A. Moles ugyancsak hianyos
szovegek rekonstrualdsa utjan igyekszik redundancia-becslést nyerni.[M73]
Allitassa szerint a francia nyelv redundancidgja 50% koriil van.
Kovetkeztetése azonban a redundancia fogalmédnak félreértése miatt hibas.
A kotet forditdi, Vajda Andras. Pléh Csaba és Kanyd Zoltan magyar
szovegmintak alapjan is szemléltetik Moles eljarasat. Négy hianyos
szovegliket ugy allitottdk 0ssze, hogy azokbol az egyes betliket egymastol
fliggetleniil 0,1; 0,3; 0,4; 0,45 val6szintiséggel hagytak ki.
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8.2. A kisérletek 1eirasa.

Vizsgalatainkhoz régebbi folyodiratokbdl és napilapokbol 400 betiis,
szamjegyeket nem tartalmaz6 cikkrészleteket valasztottunk. Ezekbdl
elhagytuk az irésjelet., a hosszi 7, 6, o, u, i betiiket rovid parjukkal
helyettesitettiik. A szokoz jelolésére pedig a + jelet hasznaltuk. Végiil a
teljes szoveget csupa nagybetiivel irtuk le. Az igy eldkészitett szovegekben
az elsd néhany szo6t valtozatlanul hagytuk, azutan betiiket hagytunk ki
bizonyos szabalyok szerint. A kihagyas modja szerint 6t feladatlapot
allitottunk 6ssze. Mindegyiken harom szovegminta szerepelt, amelyekben a
kihagyas modja és jelolése csak kismértékben tért el egymastol. A
feladatlapokat rémai szdmmal, ezen beliil az egyes szovegmintdkat arab
szamokkal kiilonboztettiik meg egymastol. [S89]

A kihagyas szabalyai az egyes feladatlapokon a kovetkezok voltak:

I/l. Elhagytuk az 6sszes maganhangzot €s a + jelet, és helytiket a — jellel
jeloltiik meg.

I/2. Elhagytuk a maganhangzokat, de nem jeldltiik meg, hogy honnan.

I/3. A maganhangzodkat és + jelet hagytuk el a helyiik megjelolése nélkiil.

II/1. A szdveget 6t6s csoportokba osztottuk, €s minden csoportbol
kihagytuk a masodik és a negyedik irasjegyet.

I1/2. A széveg minden masodik irdsjegyét elhagytuk.

I1/3. A szdveget négyes csoportokba osztottuk, és minden csoport utols6 két
irasjegyét hagytuk el.

[II/1. A szoveget 6tos csoportokba osztottuk, és minden csoportbol két betiit
hagytunk ki. Csoportonként sorsoldssal dontottiik el, hogy melyik
kett6t. A kihagyott betii helyét megjeloltiik.

I11/2. Ismét csoportokba osztottuk a szoveget. Egy csoportba 6t valodi betli
keriilt és annyi + jel, ahany szo6ko6z fordult eld kozben. Minden
csoportbol két valodi betiit hagytunk ki csoportonkénti sorolas utjan.
A + jelek az eredeti helyzetnek megfeleld helyen maradtak. A
kihagyott betiik helyét nem jeloltiik.

I11/3. Ugyantigy jartunk el, mint, a ITI/1.-nél, de a kihagyott betiik helyét
nem jeloltik.

IV/1. Az ujsagcikktoredéket 6t- és négybetlis csoportokba osztottuk
valtakozva, azaz Otbetiis csoportot mindig négybetiis kovetett €s
forditva. Csoportonkénti sorolassal minden csoportbdl két bettit
hagytunk ki. A szokozt is betlinek vettiik a csoportositasnal. A
kihagyott betiik helyét megjeloltiik.

IV/2. Az el6zd csoportositastol annyiban tér el, hogy a szokdzt nem
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tekintjiik betlinek sem a csoportositasnal, sem a kihagyasnal, és az
eredeti helyének megfeleld helyen jeldljiik.

IV/3. Ugyanugy hagytunk ki, mint IV/1.-nél, de a kihagyott betiik helyét
nem jeloltiik.

V/1-3. Ezen a feladatlapon 6t- és harombetiis csoportokba osztottuk a
szoveget valtakozva. Az elsd és harmadik feladatban a szokozt
betlinek tekintettiik, a masodikban viszont nem. Minden csoportbol
csoportonkénti sorsolas utjan két betiit hagytunk ki. Az elsd
feladatban a kihagyott betiik helyét jeloltiik, a masodik kettOben
nem. Ezekben a feladatokban egymas mellé irva adtuk meg két
egymas utani csoport (egy 0tds €s egy harmas) megmarado betiiit.

Az igy nyert hianyos szovegeket a fiiggelék tartalmazza.

Az elso két feladatlapon a kihagyas 1ényegében determinisztikusan tortént,
mig az utols6 harmon véletlen szamok segitségével generaltuk a kihagyas
helyét. Konnyii latni, hogy az utols6 harom feladatlap nehézségi foka
hatarozottan novekszik.

A szovegek rekonstrudlasara 15 gimnaziumi tanul6t és 15 felndttet kértiink
fel. A gimnazistdk a budapesti Berzsenyi Daniel Gimnazium 9.-10.
osztalyos tanuldi voltak, a felndttek kozott nyelvszakos tanarok,
matematikusok, mérnokok, irodai dolgozok szerepeltek. Teljesitményiiket
az 1. sz. tablazatban 0Osszegeztik (D: diak; F: felnétt). Az egyes
szovegmintadk rekonstrudlasanak nehézsége jol tiikrozoédik a tablazat
adataibol.

Az 1. és II. feladatlap megoldasa nem jelentett kiilondsebb problémat a
kisérletben résztvevoknek. Az egy-két, értelmet nem zavard hibas szo
foként a kovetkezo tipushibakbol_adodott: 1/2: ujabb helyett jobb. 1/3: a)
szénkészleteink helyett szénkészletiink. (Kérdéses, hogy hibanak
tekintendd-e ez a rekonstrukcios hiba...) b) A hatarozott néveld betoldasa,
illetve elhagydsa az eredeti szoveghez viszonyitva. - II/I: A szdvegben
eléforduld e’ mutatd névmas helyett a’ néveld. 1I/2: A MTESZ betliszo
kitaladlasa okozott problémat. 1I/3: Egy-egy (altaldban kiilonbozd) szo
maradt rekonstruélatlan.

A kisérletben részt vevok valamennyien arr6l szamoltak be, hogy a. III-V.
feladatlapok kitoltéséhez sziikséges 1d6 ugrasszeriien megndtt. Kiilondsen
vonatkozik ez a feladatlapok 2. és 3. szovegmintdjara. Ezzel magyarazhato,
hogy ez utobbiak megoldasara a didkok mar nem vallalkoztak, és a felnott
résztvevok szama is csokkent. A IIL.-V. feladatlapokkal kapcsolatban
tipushibakrol nem beszélhetiink.

Az els6é két feladatlap kitoltése atlagosan 1-1 6rat vett igénybe, a III-V
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feladatlapok els6 szovegének visszaallitisa maximalisan fél oraig tartott,
mig a fennmarado feladatok mindegyikével a résztvevok 1,5 - 2 o6rat
foglalkoztak. A helyes vagy csaknem helyes megoldast adok altalaban tobb

napon at, visszatérden foglalkoztak a feladattal.

Az entropia fogalmaban ¢és definicidjaban a bonyolultsdg és ehhez
kapcsolodoan a kdédolashoz €s dekddolashoz sziikséges id6 nem szerepel.
Ez volt az oka, hogy a feladatlapok megolddsa sordn az iddéfaktort
figyelmen kiviil hagytuk, jollehet pszicholdgiai fontossdgat nem tartjuk

elhanyagolhatonak.
Ertelmet nem zavaro hibas
Feladatlap | Résztvevok | Hibstlan $20 Ertelmetlen | Nem
Osszesen 1 2 tobb rész teljes
0 15 D 14 1
15 F 14 1
12 15 D 4 5 4 1 1
15 F 6 5 3 1
13 15 D 4 5 2 1 1 1
15 F 5 6 3
w1 10 D 8 2
15 F 7 6 1
12 10 D 5 2 1 1
15 F 6 6 3
13 10 D 2 2 1 1 1 1
15 F 6 3 1 2
i 10 D 6 2 1 1
13 F 5 6 1
11/2 13 D 8 3 1
111/3 11 F 4 4 1 1 1
V/1 10 D 7 3
10 F 7 3
V2 10 F 3 3 3 1
1V/3 9 F 2 2 2 1 1
v/ 10 D 8 1 1
8 F 5 3
V/2 7 F 2 3 2
V/3 6 F 2 1 2

8.1.tdblazat A megoldok megoszlasa és teljesitménye
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8.3. Hianyos szovegek rekonstrualasaval nyerheté entropia —
becslések

Ebben a részben azt véazoljuk fel, hogy értelmes irott magyar nyelvii
hianyos szovegtipusok  rekonstrudlhatésagénak  felhasznélésaval.
Elérebocsatjuk azt a megjegyzést, hogy a becslést a legjobb teljesitményt
nyu;jté kisérleti személyek eredményei alapjan kell kiszdmitani. Ennek az az
oka, hogy az elérhetd legjobb tomorités hatarat keressiik, ¢és igy
nyilvanvaldoan nem az atlagos képességiieck teljesitménye alapjan kell
kovetkeztetnlink. Természetesen tisztdban vagyunk azzal, hogy a legjobb
teljesitményt nyujtd kisérleti személyek rekonstruald képességét nagyobb
mintan (tehat tobb, véletlenszerlien valasztott szovegmintan) kellene
ellendrizni. Ezért eredményeink és kovetkeztetéseink elsdésorban tajékoztatd
jellegtiek.

Az entropiabecslés modszerét nem kivanjuk matematikai szabatossdggal
targyalni, csupan lényegét akarjuk szemléletesen ismertetni. Allitasaink
azonban matematikai precizséggel bizonyithatok (1asd: [N77]).

A) Entrdpiabecslés az elsd feladatlap alapjan. - Lényegében bizonyitottnak
tekinthetjiik. hogy értelmes magyar nyelvli szoveget rekonstrudlni lehet
abban az esetben, ha a maganhangzokat és a szokozt nyomtalanul
elhagyjuk. Ily médon altaldban mintegy a felére rovidithetiink. Ugyanis
ismeretes, hogy az firott magyar nyelv irasjegyeinek 0,331 része
maganhangzo, 0,124 része szokoz, 0.035 része pedig irasjel. A kihagyott
irasjegyek szdma tehat atlagosan a szovegben szerepld Osszes irdsjegy
szamanak 49%. Ezeknek az adatoknak csakugy, mint a dolgozatban
szerepld tovabbi magyar nyelvre vonatkozé gyakorisdgi adatoknak a forrasa
[NSz79] A dolgozatban szereplé gyakorisagokat 25 véletlenszeriien
valasztott folydiratcikk-részletet tartalmazd 51 500 karakterbdl allo széveg
alapjan allapitottak meg.

crer

durva lenne. Arrél van sz0, hogy az eredetileg hasznalt 31 karakter (30 bett
+ sz0kdz) helyett hidnyos szovegiink Osszesen 21 karaktert (egyjegyti
massalhangzot) tartalmazhat, s ezek el6fordulasi gyakorisdga sem
egyenletes. A tovabbiakban a H(. . .) jeldlést hasznaljuk a zar6jelben allo

crer

Jol ismert, hogy europai nyelvekben az irasjegyek statisztikai fliggbsége
100 betlin tal mar elhanyagolhatd. Igy n > 400 esetén a
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H (n karakterbol allo szoveg)

H(irott magyar nyelv) =
n

kozelités elfogadhatod pontossagu lesz.

A rekonstrudlhatésag 1ényegében kolcsondsen egyértelmii kapcsolatot
tételez fel az eredeti szoveg ¢és az abbdl csak a massalhangzok
megtartasaval keletkezd hianyos szdveg kozott, ezért

H(eredeti szoveg) ~ H(hidnyos szoveg);

tovabba a fenti adatok szerint a hidnyos szoveg atlagosan 0,51n
massalhangzot tartalmaz, ha az eredeti n irasjegybdl allt. Ez azt jelenti,

hogy
H(magyar nyelv) ~0,51 H(méssalhangzokra redukalt magyar nyelv).

Nemetz-Szilléry  emlitett cikkiikben [NSz79] vizsgaltdk az Osszefliggd
szovegbdl csak massalhangzok megtartasdval keletkezd betlisorozat
kiilonbozdé rendli entropidit. Specidlisan a harmadrendii entropiara nyert
becslésiink alapjan a

H(maéssalhangzokra redukalt magyar nyelv) < 3,23

adodik, igy az elézbek szerint
H(irott magyar nyelv)< 1,65 .

Ez a becslés azt jelenti, hogy optimalis kodolas esetén 31 betiis ABC
hasznalataval a magyar nyelvli szovegek legalabb harmad résziikre
rovidithetdek.

B) Entrépiabecslés a masodik feladatlap alapjan. - A II/l. szdvegtipus
melyben a betiik 40%-at hagytuk el, csak elokészitd jellegli volt. Azt a célt
szolgalta, hogy a kisérleti személyek megszokjak az ilyen jellegli hianyos
szovegek rekonstrualasat. A masodik és a harmadik szovegmintabol a betiik
felét hagytuk el. Jollehet az 1/3. tipusndl is az irasjegyeknek kb. felét
hagytuk el, mégis mas entropiabecslést kell most nyerniink, hiszen most a
felhasznalasra keriild betlik szaméat nem csokkentettiik, és a megmaradt
betlik kozotti statisztikai fliggdség is jellegében tér el a korabbitol. A
statisztikai  fliggdség fajtdja megkiilonbozteti a 1I/2. és a II/3.
szovegmintakat is. A 1I/2. tipusnal a szoveg egy betlijének €s a rakovetkezo
masodik betiinek a fliggdsége a dontd, mig a 11/3. tipusnal egyforma stllyal
kell szamitasba venni a szomszédos betiik kozotti €s az egymastdl harom
tavolsagra levé betiik kozotti fiiggdséget. A H(i) jelolést hasznalva az
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crer

tipust szovegek rekonstrudlhatosaga a
H(magyar nyelv) < ;H (2) = 2,05;

mig a [1/3. tipusu szovegek rekonstrualhatosaga a

H(magyar nyelv) <

1 H(l);H(z) o108

2

fels6 becslést eredményezi.

Ezek a becslések az el6z6 pontban ismertetett modon nyerhetdk. Tekintettel
arra, hogy a kordbbinal nagyobb korlatot eredményeznek, a modszer
részletezésétdl eltekintiink. Erdekes jelenség, hogy az 1/3. feladatot a
kisérletben résztvevok konnyebben és jobban tudtdk megoldani, mint a I1/3.
feladatot, jollehet az utdbbi szamottevéen kisebb bizonytalansagot
tartalmaz.

C) Entrépiabecslés véletlenszerti kihagyés esetén. - A. III-V. feladatlapokat
az jellemzi, hogy a kihagyandoé betiik helyét véletlenszerlien, sorsolas utjan
hatdroztuk meg. A szovegek rekonstrualdsa soran a rekonstrualod
informaciot nyer arra nézve is, hogy mi volt a sorsolasunk eredménye, igy
nemcsak a szoveget rekonstrudlja, - hanem a szovegtdl teljesen fiiggetlen
véletlen szamsorozatra nézve fenndlld bizonytalansagot is jelentOs
mértékben csokkenteni képes.

Konkrét példaként vizsgéljuk azt az esetet, amikor a szdveget Otbetls
csoportokra tordeltiik, s ebbdl véletlenszerien hagytunk ki kettét. A két
kihagyandoé betli helyének megvalasztasara 10 lehetdségiink van, tehat egy
ilyen sorsolds eredménye log,10 bizonytalansagot tartalmaz. Ha egy 0tos
csoport minden betlije kiilonb6zd, akkor a rekonstrudlds sordan ez a
bizonytalansag teljesen megsziinik, kiilonben nem feltétleniil egyértelmiien
allapithaté meg a sorsolas eredménye. A sorsolds eredményére vonatkozo
informaciot mutatja a 8.2. tablazat.
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A kiilonb6z6 betiik A visszaallitas )
Betlicsoport | szdmanak eloszlasaa Az adott tipus sordn nyert Atlagos
hossza csoportban gyakorisaga informacio informéacio
1-1-1-1-1 0,641 log, 10 = 3,322
2-1-1-1 0,317 log, 7=2,807
2-2-1 0,031 log, 5=3,324
1 H(5;2)=
3-1-1 0,010 log, 4=2,000 311
3-2 0,001 log, 3=1,585
4-1 0,000 log, 2 =1,000
5 azonos 0,000 0
1-1-1-1 0,841 log, 6=2,585
2-1-1 0,177 log, 4=2,000
o H(4:2)=
3-1 0,000 log, 2=1,000 ’
4 azonos 0,000 0
1-1-1 0,888 log, 3=1,585
_ H(3;2)=
3 2-1 0,112 log, 2=1,000 152
3 azonos 0,000 0 ’
1-1 0,980 log, 2=1,000 | H(2;1)=
2
2 azonos 0,000 0 0,98

8.2. tablazat Entropia-becslések

A tablazatban szerepld gyakorisagok Fekete Gyula ,,A kisbird" cimi
novelldjanak 5-5 ezer betlis részletei alapjan adodtak.

Ennek alapjan 5 betlis csoportokbol két betli elhagyasa esetén a rekonst-
rualas sordn atlagosan Hs,=3.113 bit/5 betli informaciét nyeriink.

A I11/3. feladatndl ez azt jelenti, hogy
H(magyar nyelv) < iH(HIB. tipusu szoveg) — ;H 5.2

Némi szdmolés utan belathatd, hogy

H(I1I/3. tipusu szoveg ) <

(56H (1) +54H (2) — 45H(3) ~ 30H (4) ~ 10H (5) — 4H(6) — H(7)
100

<

N | =

A Nemetz — Szilléri - féle dolgozatban [NSz79] k6zolt H(i} értékek alapjan
adodik a
H (magyar nyelv) <1.81 becslés.
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Hasonld6 meggondolasok alapjan a IV/3. tipusi szOvegmintak
rekonstrudlhatdsaga esetén:

H(magyar nyelv) < ; H(IV/3. tipust szoveg) - — ;(H so—H 4,2)

Ugyancsak némi szdmolas utan adodik a

H(IV/3 tipust szdveg) <

L 39H()+36H(2)+27TH3)+17H(4)+4H(5)+ H(6)
) 60

egyenldtlenség.

Konkrét szamokat behelyettesitve: H(magyar nyelv) <1,61.

Az V/3. tipusi szovegmintdk rekonstrualhatéosdga esetén hasonloan
nyerhet6 a legjobb becslés:

H(magyar nyelv)<1,42.

8.4. Zaro6 megjegyzések

A jelen dolgozatban kiilonb6z6 mddon "csonkitott" irott magyar nyelvi
szovegek rekonstrudlhatdosagara vonatkozo kisérleteinket ismertettiik. Bar
eredményeink (és igy kovetkeztetéseink is) elsGsorban tajékoztato
jellegiiek, mégis elfogadhatonak latszik a vizsgalt hidnyos szdvegtipusok
rekonstrudlhatdsadganak feltételezése. Ezen feltétel mellett felsd becsléseket

crer

Becsléseink a "csonkitas" tipusatol fliggéen 1,42 ¢és 2,05 kozott
valtakoznak. Az 1,42 becslés jol szemlélteti az entropia vizsgalatdnak
fontossagat. Ez a becslés azt jelenti, hogy az irdsjegykészlet (az ABC
irasjegyeinek) legjobb felhasznéalasa esetén irott magyar nyelvii szovegek
terjedelme kb. negyedrésziikre lenne csokkentheto.
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Osszefoglalas- Summary

A dolgozatban foglaltak kidolgozasa soran alapvetd célunk volt a
modern valoszinlis€gszamitasi, statisztikai fogalmak iskolai 6ran tanithaté
anyaganak kialakitdsa. A témakorre iranyitjdk a tanuldk figyelmét,
rdmutatva a matematikai statisztika altal nyujtott megoldéasokra.
Tapasztalataink szerint a tanulok 6nmaguk is képesek sziikséges statisztikai
vizsgélatok kezdeményezésére, és hajlandok ilyen vizsgalatokat folytatni.

Az éltalam képviselt szemléletmod 6sszhangban van a nemzetkozileg
elfogadott véleménnyel [F90], amely szerint: a leendd tandrok képzésének
sziikségszerlien tartalmaznia kell olyan anyagokat, amelyek a témakorbe
vezetd intuitiv hattért szemléletesen, a tanitasban megvaldsithatdé mddon
mutatjak be.

Ugyancsak nemzetkdzi megegyezés van abban, hogy a
valoszinliségszamitds ¢€és a statisztika tanitdsanak parhuzamosan kell
megvalosulnia.[M90]

A valdszinliségszamitds ¢és statisztika alkalmazasdhoz sziikséges
szemléletmod kialakitdsdhoz elengedhetetlen, hogy alkalmas elméleti
modelleket valasszunk, és azokat az oktatasra alkalmas formaban talaljuk.

A tandri gyakorlatot a valoszinliségszdmitas és statisztika tanitasat
tekintve csendes ellenallas jellemzi, amelynek alapvetdé oka a
biztonsdgérzet hidnya. A tandr nincs felkészitve a lehetséges eltérések
megmagyarazasara. Ezért rendkiviil fontos szadmbavételiik, rendszeres
OsszegyUjtésiilk, magyarazatuk. Nagy sziikségiik van tehat egy
magyarazatokkal ellatott oktatdsi anyag Osszedllitdsara. Dolgozatom
elkészitéséhez egy ilyen anyag Osszeallitdsa volt a 6 motivacids erd.

A masodik fejezetben a Fej-Iras sorozatokban eléforduld leghosszabb
futamokat (legtobb egymast kovetd Fej illetve Iras szama egy n hossza
dobassorozatban) vizsgalom. Bebizonyitom, hogy a leghosszabb futam
hossza log (n) Kkoriili.

A harmadik fejezet hidnyos sorozatok rekonstrukciojaval a statisztikai
szemléletformalast szolgéalja, mig a negyedik fejezetben egyszeri
helyettesitéses titkosirast akarunk betiistatisztika segitségével megfejteni.

A transzpozicios titkositd eljards fejtése hipotézisvizsgalatok
lancolataként foghatd fel, melyhez bigram-statisztikat készitiink ¢&s
hasznalunk fel az 6t6dik fejezetben.
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A hatodik fejezetben vezetjiik be az alapvetd valoszinliségszamitasi
fogalmakat, példdul az eseményalgebra fogalmait és Osszefliggéseit; néhany
egyszerli eloszlast (klasszikus, binomialis — és geometriai eloszlas), és
lényeges esetként vizsgalunk egy csak statisztikai modellbdl becsiilhetd
eloszlast.

Az Osszefliggd és fliggetlen megfigyelések vizsgalatdnal az oktatési
cél éppen az, hogy a gyakorlatban tipikus, 0sszefiiggd véletlen jelenségeket
modellezziink barmilyen tipust 9-12-es csoportban.

A hetedik fejezetben a reprezentativ mintavételrdl esik szo, és elméleti
szamitas helyett szimulacios eljarast mutatunk be a hipergeometriai eloszlas
egy ismeretlen paramétere értékének becslésére, ha a négy paraméter koziil
harmat ismeriink.

Az utolsé fejezetben megmutatom, hogy miként adhat6 felsé becslés
bizonyos szabalyok szerint csonkitott szovegtipusok
rekonstrudlhatésaganak felhasznalasaval az értelmes irott magyar nyelvi

A disszertacio a szerz6d kovetkezd publikacidin alapul:

[S78]; [S88]; [S89]; [S02]; [S04].

A 2.4. és 2.5. szakaszok eredményei még nincsenek publikalva.
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Summary

Writing this thesis, one of the major goals was to develop and
introduce the methods for teaching the concepts of probability theories and
statistics at schools, drawing the attention of the students to the subject and
pointing out the solutions offered by mathematical statistics. Our
experience shows that students are independently capable of initiating
necessary statistic tests, and are willing to carry them out. Teachers should
be prepared for the possible differences. This is why it is highly important
to collect, systemize and explain them. To solve this task is also among the
goals of the thesis.

My approach is in line with the internationally accepted opinion
[F90], which states that the education of future teachers should necessarily
include materials, which introduce the intuitive background of the topic in
an expressive and teachable way.

It is also internationally agreed that statistics and probability
theories should be taught parallel.[M90

It is indispensable in creating the necessary approach to the
application of statistics and probability theory, to choose appropriate
theoretic models, and transform them to suitable for education.

In Hungary silent resistance characterizes the practice of teaching
statistics and probability theories, which may be caused by the lack of
confidence. Teachers are not prepared for the explanation of possible
differences; they also need teaching materials, which contain teaching notes
with explanation. This need was one of the major motivations for preparing
the present study.

In the second chapter of the thesis, I examine the longest run in
head-tail series (the most heads or tails following each other in an n-long
series). I prove that the length of the longest run is around log(n).

The third chapter is intended to help the development of statistical
approach, by the reconstruction of incomplete series. In the fourth chapter,
we try to solve simple substitutional cryptograms by using letter
frequencies.

In the fifth chapter I try to solve the decoding of the transpositional
secret codes. Method can be regarded as a chain of hypothesis testing, for
which bigram-statistics are used.

In the sixth chapter the basic concepts of probability theories are
introduced, for example the concepts and relationships of algebra of events,
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some simple distributions (classical probability field, binomial and
geometrical distributions) and I examine the important case where only
purely statistical approach works.

An emphasis is given to the study and modeling of dependent and
independent events at secondary level.

The sevens chapter deals with representative sampling. Instead of
complicated theoretical calculations we use a simple simulation for
determining an unknown parameter of the hyper geometrical distribution in
the knowledge of the other three parameters.

In the last chapter I suggest a method for estimating the entropy of
the written Hungarian. This method is based on the reconstruction of
purposefully truncated written texts.

Theses are based on the following publications of mine:

[S78]; [S88]; [S89]; [S02]; [S04].

The results of the 2.4. and the 2.5. chapters are not yet published .
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Fiiggelék.
A VIII. fejezet kisérletében felhasznalt hidnyos szovegek.

I. Feladatlap. Forras: a Miiszaki Elet 1973. november 9-i szdma.

I/1. feladat (,,Budapest héellatasa™). A széveg eleje: |
A+MEGLEVO+FUTOEROMUVEK+KORZETEN+KIVUL+TERVEZETT+.
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I/2. feladat (,,Bondor Jozsef vilaszabol™"). A szoveg eleje: 4 — MINISZ-
TERIUM + A + VAROSRENDEZESI - TERVEK +. Folytatés:

SZESZ RSGNK + BZTS TSR+ L LTV L LENRZS R 4+ MGS
ZRVZT + + VRS RNDZS + TRVT NCSKT + +~GYK RLT 4+ B
BIZNYT TTr+ HG Y ++VR SRNDZ 8 + TRV K+ MGF LL + SZ
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R4+8+4++  VRSEN DZS + T RKVSK + LKRC SSTSR + NNK +
+ FLSM RSNK + + HTSR + JBB + XNTZKD SKT + H ZTNK +

I/3. feladat (,,A szén az energiaellitisban'’). A szoveg eleje: 4 ~ LEG-
UTOBBI + IDOBEN + NEMCSAK + A + HAZAI +~ HANEM - A4
+ NEMZETKOZI +. Folytatés:

S8JTBN SGYRT BBLYN CKKJL NKMGM LYHSS ZBBDG

LBCSL TSZNF NTSSG RHVJF LFGYL MTMVL HZNKN
RGHRD ZKBNV SZNYL GSZGN -YRSZG NENKS MGKLL

VZSGL NNKHG YSZNK SZLTN KMLYN MRTKS TMEKHS

ZNLSL TSZKK VNTSN KMGYR SZNKN CSFTR TKVSZ

NYLGC SKLYH MTRTL MNGYG YBNYS ZTSML GTRML KNY

I1. Feladatlap. Forréds: 1., 2. feladat: a Miszaki Klet fenti szdma, 3. fel-
adat: a Magyar Nemzet 1977. oktéber 9-ig szdma.

I1/1. feladat (,,A védjegy’). A szoveg eleje: 4 + SZAKEM BEREKEN
+ KIVUL +~ 4 + NAGYKOZONSEG - ERDEKLODESERE - IS —.
Folytatés: .

o= =P B e o T B W e B o B e NS
Y—-T—-R4+ —-0—-0Z—-T—EL—0O—-KO—E—EB+4+ — + — %
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SR L el e S S R U I (i TG (R
D = D=l T oo s ZN =S e S B o B P
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s =il B ol o RS sl e SRR N e R ey o
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LB il BB d = T il e 28 - B BP . e B
I (R g RS R SR 0 IS Sy SR (T O S, R

I1/2. feladat (.,Az MTESZ megniakuiasanak el6zménvei”). A zdveg

eleje: 4 — TUDOM ANYOS — ES - MERNOKI -~ SZERVEZETEKET
~ MINDENUTT — AHOL —. Folytatas:
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I1/3. feladat (,,Caoportérdek”). A szoveg eleje: 4 + VEDOUGYVED
+ AZZAL + ERVELT + HOGY + VALLALAT +. Folytatés:

IT1. Feladatlap. Forrds: Népszabadsig 1977. méjus 24.

ITI/1. feladat (,.Kozos érdekbél”). A szoveg eleje: EZ + IS + SZEP
+ PELDAJA + 4 + TARSADALMI + OSSZEFOGASNAK +
A+, Folytatés:
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BR— - +8— — +SIK——+—0RR—-84A—-V—-—_T_NE
M-84—-—-A+—-ELE~~-LE— —EJLE~~-TES——-N
~—~ANEM+ -4~ +T—-R—-L—-TE—EN—-—-S+E—~1I
T-E—-JUK+—-———-DAd—-L+4+—-——-P-80—--TE— ¢
MU—-KE—-—-EBEZD— —T—-BU—-AP—-STE— — i
B+ - 4Ad—-—-V4-08BA——4+T——4d—-8—-K+K—-2—
BM_-_N-E-ES—RE—-2+—-——EME—-4+0—-—Z_RE
~ZE-T-K+E—~—-H-TENE—+—-—+—-—GGELI— —
8+ ~—-DE—~ ~-TANI-—-8—-CS8—0—-G—-LOM+ — -1
§=~BL—Il=BL—-RBP— -2830-=L~8AG-N-R-@

I+ - —-N-+—-0LT+4——-I—-—+H=-==4+08-PAN-

I1I/2. feladat (,.A mezégazdasig fejlesztése Pest megyeben”). A szo-
veg eleje: 4 — TERMELES — FEJLESZTESE +~ MAS — TERULETEN
= I8 +~ TERVSZERU + Folytatas:

TDA +PAR THT RAT TAL+<+ GEH EZ+R UTR
+4A+K{ BBN+ +FOR OSH +T40 Z48Z K+EZ NE+4
+TS2Z YK+U YIS +FO00 TS4A +POY TT++F LJU

+4+4+0V {RS+ ERS RDE SEL +RAN  B+ED G+T0O
B+ VL T+UdA PSI +TS+G ESU +4+F0 DDL+  DEL
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EO+P ST+E GIE KL+E +LHE TV+T ES+4 Z+ES
EES BB4+0 IIK I+8+G DAA I+EJ  LEZ B+d+3
VET EZT E4+MN AAN A+JO B+0S EHG OLA
T++ER MES+ THN KA+ :

I11/3. feladat (,,A jubileumi munkaversenyrdl”). A szoveg eleje: /DO —
ANYAG - ENERGIA + A + TERMELES + ALAPVETO — FELTETE-
LEI +. Folytatds:

K0z + BT +HA ATA LLO TTK NK ERE
NFE LdJ SAI 07 PPN TJA +KI SMT
ES+ EGY 4Dpo LGz 14+ ATA ELA4

AL
+KZ TJ4 GY 4 TEN AK + zg' MOR ES+
KSE ELE YEK TT0O BA+ EEB KSz ULE
ETE +4dL ARE EET ARKA SA+ ABU AES
IA4L LAT K44 YRE Z+M KAE RHEA NNY
RKUZ +ZE T+4 ROT KUG Y+G YR+ OLO
OI4 BRI DEZ TIT ANC K4S +d4+ MS4
KGA ZAS GI+ FER NIA MJD

IV. Feladatlap. Forrds: Magyar Nemzet 1976. szeptember 4.

IV/1. feladat (,,Az idei tanév feladatai és gondjai”). A szovegek sleje:
M4 ~+ 47 + ISKOLAKBAN + MAR — 120 + BZER — NEVELO —
MUKODIK + AKIK +. Folytatds:

PRl B IR dm =P A P B =]~
+C—4—-—-A4—-KOR+—-—-T— —-T— _K+EL—M—
G- —LE_-t0E-~+HB—4+ -] -BE—ES— —8LK— —
ZI-E-U-E—+—-8—Bl——08l—d——+_& ;
H-T-ES+—--NE—+——Z—-E——SEM+ —4— .
Y- —K+—-A-UKR——6KE——EZ—R— + — 4 —

UL—-+—-A—-—-VBEN—-—-0G—-——-—-_0Z0T~— 4
2—0K- -l 4 == NI - T RIU—— — 4 P
BD—--0--8SKE-ZE—_SE—~—-—-84+T—-~—BB
~E—-ZE— —BEL+—-—-NEK+——@ Y¥——E—+ -4
V.-IL—-.E'S—-—+ID—-+A—-—YO-—C'+—A—
IT0-~-—-—8+IN—E—-E—~—-F—-SKOL—V—

+~—ARU—~~ 41 -L-TPE--Li--Ltdm—

IV]2. feladat (5. lap: ,,A tokaji bor vilighirének megGrzéséért”’). A szoveg
eleje: 4 -~ HEGYALJAI + SZOLOTERMESZTES + FEJLESZTESERE
+ IGENYBE + VETTEK —. Folytatés: .

4A+IS  L48 Ara AU HEL +0V  ATO +4L
+KE+F LE+ +V8Z oY G+SI +YN EVZ T+3
ENY +TE TEE T+8 ++TOV BE JES ES
+MID N+E BE+0 SE HNO LK ++MUN 4AE
ELZ TE +EZK E+4+d4+ RUE TK +Z4AR  +EL
GU+4 YU EI+§ 0L BLA T+4 4KO AR

+144Z A4L++ ELA +GT +4d+MJ +RM OR<-F UL
0+3L +ME GFE O0+N YAI+ 4z T+~D4d N+4
+HGO LL +MGS 4B+ SZI +EG RER ND
0+2ZL RK ONR UK (vége: OHOZ +)

IV]3. feladat (,Szolgalat — dijtalanul’). A szoveg eleje: MERT — SA4J-
NOS — EZ ~ A -~ HELYZET — OTT — AHOL ~ VALOBAN — TEHET-
NENEK —. Folytatas:
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VAL IA +40 &8 +8L @A T4d4 +E AGY 08
+4+ ZE EN+ VY HO® ¥+ 744 B4 MOD +38
OKT K$ HAN 894 G+4 +N HNY PE +4Z EI
K+¢ Y L+K IR TAB 4F UNO TA +HI DE
++N LU +vd 4L +ZI NE TLE 10 +DJ AL
NUL HO Z+S LI JUU G4 EZ+ +4 IK+ R4
ATB +Y +HG IK A+M VA4 ROL TA 080 ¥8
ZSI IK KK DI 4AIN U+ ZHO +48 LTl T+

V. Feladatlap. Forras: Esti Hiriap 1977. mércius 29.

V/1. feladat (,, .. .Igaz ligyért, igaz eszkozokkel harcoltam”). A szoveg
eleje: A + TARLAT + MELYNEK + ELSO + RESZE + KET + EVVEL
+ EZELOTT +. Folytatés:

Pl M ol dob o s Ao Y B = ol

G—-0—-—4+T~R—- <~ NETE——-—-=-MUN--8-U —~
PU-dw—eB-L—-D=8—— +VAZ -~ - -4+ —— 0L
+—-+-—OR——L+~——-UB—L—*-D—+O—Z*A' e
YOR-wwowlawl fasfs—-0L-didl--B~—GF
- e PO - == -L—-8R~ —4+ A4~ =-0R—- 4+ —
e Pemll - P BRO— D —==«BYP—-—~A == N¥
I B w0 = s BBl o =t il B —
DO e P h el e P e =B =T A~ ~ A
§——YOM~-S—-—-0-H—=AP—A4A——4+—A4AJ -+ =
Z4+0--Ze =B84 BU~~-—-E~T+F-—-82-U
e i [ wsiin P it W e il sl BR B e o B =
E—-EN—-—+———-DEZO— —

V/2. feladat (,,Véros az iiveg alatt”). A szoveg eleje: TAVALY +
JUNIUSBAN - LATTUNK + AZ + ALAPOZASHOZ + AZ + UVEGE-
ZES +. Folytatés:

R+MEE ZDO+-8 +AMN+M  NNE++E ITO+4+ VNYA
L+MEN ULdA++P LATA +H+0TE RBN+Z+ +NEMLL
NE+H+0+ +HIG+I +A+TE++E M+TNd  K{+TEI+ ONRM
NE+ID +AUS4 +MEI+K 2D+ d4+ AdTd ST4+A+E

S+EIZ ES+A+V+ GR+BE JEDK + IAN++F NTY+VL

OK+TR ZK+BD ALS4+S§ +ZENE RE+RO +@+KIO

EER+0 N+NON YAZR S+PL++4 TKTR S+0VN+
V/3. feladat (,,Ma folytatédnak a szovjet—amerikai . . .""). Aszoveg eleje:

A+ PRAVDA + MAI + SZAMABAN + AZ + ELSO + OLDALON +
SZAMOLT + BE + A +. Folytatés:

SZV + ARIA +dGY AK+E KEDR LLEN
I+BS NYVE ABLO UEBEV ALOS TELR
Lo NGYD OLD A +MMN RNEK L+00
+ ATN A4 BT N+TR ALSK 0+SL ELET
V44 NTAT LARG IN+H ANGT ESEK
EioT Qegtep P YAAE MEGE ESEE LS+ A

LNAD THId +T0+ SZEA KZPN +LPI
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