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1. ELOSzO

A Debreceni Egyetem Ml(iszaki Kar gépészmérntki és mechatronikai mérnoki
alapképzésében a Mlszaki Mechanika c. tantargyat 4 féléven keresztlil hallgatjak a
mérnokjeloltek. Ezzel az egyik legnagyobb éraszamu tantargy, amely szigorlattal zarul.
Jelen példatar a Statika, a Szilardsagtan és a Dinamika témakoreit targyalja. A
példafeladatok nagy részéhez a megoldas is kidolgozasra keriilt, ezzel segitséget nyujtva
az tantermi gyakorlatok jobb megértéséhez, illetve a vizsgakra valé felkészliléshez. A
jegyzetet haszonnal forgathatjak a szigorlatozé Hallgatok is.

A Szerz6k ezuton mondanak kOszonetet a MUszaki Mechanika Példatar lektoranak Dr.
Kocsis Imrének a hasznos észrevételeiért, amelyek a példatar végleges valtozataba
beéplltek.

Debrecen, 2015. augusztus

A Szerzok
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2. STATIKA

2.1 Vektoralgebrai alapmiiveletek
2.1.1 Meghatarozott kovetelményeknek eleget tevo vektor eléallitasa

2.1.1/M1 Adja meg vektorkoordinatas alakban azokat az egységvektorokat, amelyek
merdlegesek az a = 2i + 3j — 4k vektorra és az [xz] sikban helyezkednek el!
Megoldas:
A feladatnak megoldasa mindazon b vektor, mely eleget tesz az alabbi harom feltételnek:
- egységvektorokat kereslink, tehat a vektor abszolut értéke: |b| =1,
- a b vektor meré6leges az a vektorra, tehat a skalaris szorzatuk: ab = 0,
— a b vektor az [xz] sikban helyezkedik el, tehat vektorkoordinatas alakja: b = b,i +
b,k (b, = 0).
A masodik és harmadik feltételbdl:
ab=2b,+3-0—4b,=0

2b, —4b, = 0
b, =2b,
Az elsd feltételbdl:
b2z + b =
4bZ + b =1
1
2 _ _
bz 5
1
b,=+—
5
2
by =t
A két megoldasvektor tehat:
b,=—i+—=k
V5 s
b 2, 2 k
S
V5 A5
A megoldas abrazoldsa:
A
Y
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2.1.1/M2 Adott a P, pontba mutatd a, = —2i + 4j + 2k, és a P, pontba mutaté a, = 2i — 2j +
4k vektor. Adja meg mindazon egységvektorokat, amelyek egyarant merélegesek az a,
és a, vektorokra! Mekkora széget zar be a ¢ =i + 2j — 3k vektor az a, és a, vektorok altal
meghatarozott sikra merdleges irannyal?

Megoldas:

Az a, és a, vektorok vektorialis szorzata merdleges mindkét vektorra, igy a vektorok altal
meghatarozott sikra is:

i j k
a;=a, xXa,=|-2 4 =2(=-2j—-4k
2 -2 1
Az ilyen irdnyu egységvektor:
a, —2j—4k 2 4

n-=

las] ~ V2Z+ & V20 V20

Az n vektor mellett a —n vektor is megoldasa a feladatnak.

Az n vektor kijeldli az a, és a, vektorok altal meghatarozott sikra merdleges iranyt, igy a
feladat masodik kérdésének megvalaszoldasdhoz az n és c¢ altal bezart szoget kell
meghatarozni.

A két vektor skalaris szorzatara:

cn=|c|-|n|cosa

cn
cosa = ———m/m
lc| - In|
1o+z( 2)+(3)( 4) 8
cn=1- (2 . F N\ %
V20 V20/ 20
le] =124+ 22 +32 =14
In| =1
a =cos~ ! o —cos‘lL—6143°
lc| - In| V20 -V14 ’

A megoldas abrazoldsa:
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2.1.2 Egy vektor komponenseinek eldallitasa adott iranyokban

2.1.2/M1  Bontsuk fel az aldbbia=-3i+2j+4k vektort a  derékszogl
koordindtarendszerben a k, valamint az e; és e, egységvektorok altal meghatarozott
harom, egymasra mer6leges iranyd Osszetev@jére! A ¢ tengely iranyat az e, = 0.8i + 0.6j
egységvektor jeldli ki. Az e;, e,és k vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak.
Megoldas:
Az a vektor az eredeti koordinatarendszerben felirva tehat:

a=aly,=-3i+2j+4k
Mivel e;, e,és k vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak:

2
~__ v

i j k
e,=kxe:=|0 0 1| =-0.6i+0.8j
08 06 0

Az a vektor vetiletei az Uj koordinatarendszer tengelyeire:
a; =ae; =—-3-08+2-06+4-0=-12
a, =ae, =-3-(-06)+2-08+4-0=34
a,=a-k=4
Igy az a vektor az Gj koordinatarendszerben felirva:
a=alg=—-12e; +3.4e, + 4k

A megoldas abrazolasa:

A
z
a
—»
0] n e,
& X Y oA
i J
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2.1.3 Geometriai problémak megoldasa vektoralgebra segitségével

2.1.3/M1 Koordinatdival adott harom térbeli pont, A(1;2;0)m, B(0;2;1)m és C(2;1;2)m.
Hatarozza meg az alabbi adatokat vektoralgebrai szamitasok segitségével!

a) Az A és B pontok tavolsaga (d,z).

b) Az A, B és C pontok altal meghatarozott haromszdg terllete (Typc).

c) Az AB szakasznak az AC szakasz egyenesére esd meréleges vetiilete (v 54c)-

d) Az AB és AC szakasz altal bezart sz06g (a,p4c)-

e) Az ABC haromszog sikjara merdleges egységvektor (e pc).

Megoldas:
a) Az A és B pontok tavolsadga meghatarozhatd a két pontba mutatdé helyvektor
kulonbségvektoranak abszolut értékeként:

ra=(i+2))m
rg = (2j+k)m
ryg=rg—1r,=(i+km

dap = Tl =V 12+12 = V2m

b) Az A, B és C pontok altal meghatarozott haromszog terlilete egyenldé a haromszog
két élével egybeesd vektorok vektoridlis szorzata abszolut értékének a felével (lasd
a vektorialis szorzas tulajdonsagait):

re=Qi+j+2k)m
Tye=7rc—1,=00—j+2k)m



o SZECHENY]I
Iﬁ/

i j k
T, =Ty XTyue=|-1 0 1|=(>{+3j+k)m?
1 -1 2
Toar = T = 12432 + 12 = V11m?
Tper V11
Tapc = 2 - 3 m?

c) Az AB szakasznak az AC szakasz egyenesére es6® merGleges vetilete
meghatarozhaté az r,; vektor és egy AC irdnyu egységvektor skalaris szorzataként:

rae  i—j+2k

e = =
AT rpel T V1212 + 22
1-(-D+(-1)-0+2:1 1

v =€y "' Typ = —m
ABAC AB AB \/6 \/6

d) Az AB és AC szakasz altal bezart sz6g meghatdrozhaté az r,; vektor és az r,.
vektor skalaris szorzatabol:
Tap  Tac = [Tapllracl- cos (@spac)
T " Tac -1-1+0-(-1)+1-2

——————— = arccos = 73.22°
74517 ac V12412 -/12412 + 22

Qupac = Arccos

e) Az ABC hdromszog sikjara merbleges egységvektor meghatdrozhaté az r,

vektorbol:
r, i+3j+k L, 3. 1,
e = = —1 —_— JR—
ABC S r T VA3t 12 VIl VID Wil
2.2 Erok osszetevokre bontasa, anyagi pontra hato

erorendszerek ereddje, egyenértékiisége és egyensulya
2.2.1 Ko0z0s metszésponti erérendszer ered6jének meghatarozasa

2.2.1/M1 Ismeretes a négy erdbdl allo erérendszer elsd tagja vektorkoordinatas alakban,
a masodik tag nagysaga és irany-egységvektora. Ismert tovabba a harmadik er6
nagysaga és az, hogy hatasvonala a koordinadtarendszer origéjan kivil atmegy a
P(0;3;—1) ponton is. A negyedik er6nek pedig a nagysaga és az x,y tengelyekkel bezart



o SZECHENY]I
I“‘/

szbge ismert. Tudjuk azt is, hogy ezen erének az tengellyel bezart szége tompaszog.
Szamitsa ki az erérendszer eredd vektorat!

Adatok:
F, = (60i — 40j + 20k)N
F, = 70N; e, = —0.6i + 0.8
F; = 80N
Fy = 50N; ay, = 65% a,, = 125% a,, > 90°
Megoldas:

Az F, erd vektorkoordinatas alakban:
F, =F,e, = (—42i + 56j)N
Az F, er0 irdany-egységvektoranak meghatarozasa:
r;=3j—k
rs  3j—k 3 1

Tl T V3 i1z Viol  vio

€;

Az F, er6 vektorkoordinatas alakban:
LAY
Vio' ~ Vio
Az e, egységvektor koordinatdi kozott az aldbbi Osszefliggés all fenn (lasd:
egységvektorok koordinatai és abszolut értéke):
cos?ayy, + cos?a,y, + cos?a,, = 1

F3=F3-e3=(

Ebbol:

cos?a,, = 1— cos?a,, — cos®a,,

CoSa,, = i\/l — oSy, — cos?ay, = +4/1 = cos2(65°) — cos?(125°) = +0.701715
Igy a két lehetséges szdg:

cos a,,, = arccos(0.701715) = 45.44°
cos a,,, = arccos(—0.701715) = 134.56°

Ezek kozil a masodik a tompaszég, tehadt az F, er6 irany-egységvektora és
vektorkoordinatas alakja:
€, =COSQuy i+ Cosay, j+cosa,, k
Fy=F,-e,=F,-cosasi+F, - cosay,j+F,-cosa,, k= (21.13i — 28.68j — 35.08k)N
Tehat az ered6vektor szamithaté:

4
240 80
F=ZF- = (60 — 42 + 21.13 i+(—40+56+——28.68) '+(20———35.08)k=
Lt ( ) V10 J V10

(39.13i + 63.21j — 40.38k)N

=1

2.2.2 Ero felbontasa osszetevoire

2.2.2/M1 Az abran lathatd A és B vontatohajok uszalyt vontatnak uUgy, hogy a
vontatokotelek a vontatas iranyaval a és g szoget zarnak be. Hatarozza meg szamitas és
szerkesztés segitségével a vontatdkotelekben ébred6 erdk nagysagat, ha tudjuk, hogy az
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uszaly vontatdsahoz sziikséges vonderd F,. Szamitsa ki a kotéler6k vektorkoordinatas
alakjat is!
Adatok:

F, =100kN,a = 20°, 3 = 30°

N
>
Megoldas szamitassal:

g e

FA
“ >
0] F, x

B
FB
PR

A vontatokotelek iranyat megado egységvektorok:
e, =cosai+cos(90°—a)j=cos20° i+ cos70°-j=0.9397i + 0.342j
eg =cosBi+cos(90°+ B)j =cos30° i+ cos120°-j = 0.866i — 0.5

Igy a vontatokstelekben ébredd erdk valamint a vonderd vektorkoordinatds alakja
altaldnosan:
F,=F, e, =F, 0.9397i + F, - 0.342j
Fy =Fy ey = Fy - 0.866i — Fy - 0.5j
F,=F,-i=(100i)kN
Tudjuk, hogy az ered6 vonderd6 a két kotéler6 vektori Osszege, tehat a kotélerdk
meghatarozasahoz a vonder6t kell a megadott irdnyd 6sszeteviire bontani:
F,=F,+F;
100i = (F, - 0.9397 + Fj - 0.866)i + (F, - 0.342 — Fy - 0.5)j
A fenti vektoregyenletet skaldrisan megszorozva i-vel és j-vel az aldbbi két skalar
egyenletet kapjuk:
100i = F, - 0.9397 + F; - 0.866
0=F, 0342 —Fy-0.5
Ezeket rendezve:
Fy = 0.684F,
100 = 0.9397F, + 0.866 - 0.684F,
~ 100
Fa = 09397 + 0.866 - 0.684

= 65.27kN
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Fp = 0.684F, = 0.684 - 65.27 = 44.64kN
Az erOk vektorkoordinatas alakban:
F,=F, e, = (61.33i + 22.32j)kN
Fy = F; - ey = (38.66i — 22.32j)kN
Megoldas szerkesztéssel:

Vektorabra: 1'0_k|N

F,=65 kN
F,=45 kN

2.2.3 Egyensiulyi erdrendszer tagjainak meghatarozasa, ha az ismeretlen
eroknek csak az iranya ismert

2.2.3/M1 Ismeretes a négy erdbdl allé egyensulyi erérendszer F, és F, tagja, valamint az
F; er6 e; és F, erd e, iranyl egységvektora. Hatdrozza meg szamitds és szerkesztés
segitségével az ismeretlen F; és F, erfket!
Adatok:
A . . . 2, 3 .. .

F,=3-i+jkN; F,=-2-i+3-jkN; e =-Si-mliea=t
Megoldas szamitassal:
Az F; és F, er6k vektorkoordinatas alakja altalanosan:

2F, . 3F;
Fy=Fs-e5= == i= 7= kN

F,=F, -e,=F,-ikN

Mivel az er6rendszer egyensulyi:
4

2F, 3F,
ZFi=0=(3—2——+F4)-i+(1+3——)-]'kN

i=1 \/1_3 \/1_3
A fenti vektoregyenlet az alabbi skalaregyenlettel egyenértéki:
2F,
0=3-2-—2+F
N
0=1+3—03
B V13
Ezekbdl:
413

Fy = —— = 4807kN

8
Fy =5~ 1=1667kN
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A két er6 vektorkoordinatas alakja:
Fy=F;-e;=—2.667-i—4-jkN
F,=F, e, = 1.667 - ikN

Megoldas szerkesztéssel:

Vektorabra: 1 kN

—

F3=4.8 kN
y / F =1.6 kN
4

o
T

2.2.4 Anyagi pont egyensilyat biztosité kotéler6k meghatarozasa, ha az
egyenslulyt csak felfiiggesztéssel biztositjuk

2.2.4/M1 Az L hosszusagu, falakhoz erésitett kétélen csiga futhat, melynek tengelyére
mtomeg(i terhet akasztottunk. Mekkora az x tavolsag egyensuly esetén? Mekkora széget
zarnak be ekkor a kotélagak, és mekkora er6 fesziti a kotelet?

Adatok:
m =100kg; L =15m; a =10m; b =2 m.
x -
1 4 %
)\\ y
\\\ b
~~_ /c/( \
G S~ -
RNOXS
B
[ ]
Megoldas:

Az idedlis kotél és csiga tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy mindkét kotélagban
ugyanakkora nagysagu erd lép fel. A csiga egyensulyabdl:
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Y. F,; =0=Fg-cosa —Fy - cosB

F, F, cosa = cosf
p @ a=p
ZFyL- =0 =—-mg+ Fg - sina + Fy - sinf

mg = 2Fy - sina
mg
2sina

\ "=
Az aldbbi abrat tekintve megallapithatd, hogy az AB szakaszt a szemkozti falig
meghosszabbitva az AD szakasz hossza pont L-el lesz egyenlé. gy az ADE hdromszogbdl
az o szO0g kiszamithatd, mely segitségével a megfelel6 haromszogekbdl az Gsszes
geometriai méret megallapithaté.

A4

-t

o

g
-t

a
a= arccosz = 48.19°

H=a-tana =11.18m

=— = 4.59m

fgy a kotélerd nagysaga:

2.2.5 Anyagi pont egyensulyat biztositéo reakcioerok meghatarozasa, ha az
egyensulyt sima vezetékkel (vagy lejtovel) és rugoéval (vagy kotéllel) biztositjuk

2.2.5/M1 Egy m témeg( csuszka surléddasmentesen mozoghat a rajzon lathatd helyzetl(
sima vezetéken. A cslUszka egy D rugdmerevségl nyomodrugohoz csatlakozik, mely az 4
pontban csukléval van rogzitve. A csuUszka az abran lathaté helyzetben egyensulyban
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van. Hatdrozza meg szamitas és szerkesztés segitségével az egyensulyi helyzetben a
csUszkara hatd erdket! Mekkora a rugd deformacidja egyensulyesetén?
Adatok:

m = 30kg,; | =400mm; h =300mm; a = 30°, D = 50 N/mm.

/

- -

Megoldas szamitassal:
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A B sz0g szamitasa:

h
L= arctanT = 36.87°

Az erOk vektorkoordinatas alakban:
mg =mg -cos(90° +a) -i + mg - cos(180° — a) - j
Fp=Fz -cos(180°—a—B) i+ Fz-cos(90°—a —B)-j
Fr=Fr-j

A vetlleti egyensulyi egyenletek:

Z F,i =0=mg-cos(90° + a) + Fy - cos(180° —a — f3)

Z Fy; =0=mg - cos(180° — a) + F - cos(90° —a — ) + Fr

Az egyenletek megoldasa:

Fo cos120° = 374.6N
R= MG 0s113.13° :

Fr = —mg - cos150° — Fy - c0s23.13° = 599.4N

A megoldasok vektorkoordinatas alakja:

Fp=147.1-i—344.5-jN

F; =599.4-jN
A rugé alakvaltozasa:

Fy
Al = D= —7.492mm

Megoldas szerkesztéssel:

Vektorabra: 100 ¥
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2.3 Merev testre hatoé erdrendszerek eredo vektorkettésének
meghatarozasa, egyenértékiisége és egyensilya

2.3.1 A nyomatékok kozott osszefiiggés felhasznalasa

2.3.1/M1 Egy ismeretlen, az [xy] sikban elhelyezked6 F er6nek ismert az A, B és C
pontra szamitott M,, M és M. nyomatéka. Hatarozza meg az F erét!
Adatok:

M, = (—12k)Nm; Mg =0; M, = (—6k)Nm;b =3m; c =2m.

-
>

et
-t

Megoldas:
Az er0 vektorkoordinatas alakja altalanosan:
F=F i+E j
Felhasznalva a klilonb6z6 pontokra szamitott nyomatékok kozotti 6sszefliggést:
My=M,+71y, xF

Tga=-—b-1
i j k
rgaXxF=|-b 0 O|=-b-F, -k
E, F 0
0=-12-k—b-F, -k
12
Fy=—?=—4N
My =M, +71y. xF
Tgc=—-b-i+c-j
i j k
rgeXF=|=-b ¢ Of=(=b-F,—c-FE)-k
E, F 0
0=—6-k+(—b-F,—c-F)-k
—6—b-F,
F,=——2=3N

Cc
Az er0 vektorkoordinatas alakja:
F = (3i — 4))N
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2.3.2 Eredo vektorkettés meghatarozasa (altalanos eset)

2.3.2/M1 Hatarozza meg az abran lathatd er6rendszer 0 pontba redukalt vektorkett6sét,
majd a vektorkettds tagjai altal bezart szoget! Ezek utan hatarozza meg az er6rendszer 4
pontba redukalt vektorkettdését az 0 pontba redukalt vektorkett6sbdl kiindulva! Végezetil
hatarozza meg az A pontba redukalt vektorkettds tagjai altal bezart szoget!
Adatok:

F, =10N; F, =5N; F;, =15N; F, =20N; F; =5N; F, =10N; a = 2m.

Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:
F, =10 (i) = (100N
F,=5-(=k) = (-5k)N
F,=15-i= (15)N
F,=20-i=(20i))N
F;=5-(—k) = (-5k)N
Fe=10-(—j) = (-10)N
Ered6 er6 meghatarozasa:
F=ZFL-=F1+F2+F3+F4+F5+F6=25-i—10-j—10-kN

Az egyes erOkhoz tartozé helyvektorok (origébdl a pontba mutato):
Tor=a-j+a-k=2-j+2 -km
To, =Tpz=a-i+a-j=2-i+2 jm
Tou=a-k=2-km
Tos=Tpgs=a-i+ta-k=2-i+2-km
Az origdba redukalt eredd nyomaték (M,): az egyes erdk és az er6khoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektorialis szorzatanak 6sszege.

M, = ZMOL' = Z(roi X F;)
j k

i
0 2 2
-10 0 O

roy X Fy = =20-j+20-kNm
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i j k
To, XF, =12 2 0 |=10-i4+10-jNm
0 0 -5
i j k
rosXF3;=12 2 0/=30-kNm
15 0 0
i j k
Toa XF, =0 0 2[{=40-jNm
20 0 O
i j k
TrosXFs=12 0 2 |=10-jNm
0 0 -5
i j k
Toe XFe=12 0 2|=20-i—20-kNm
0 —-10 0

M, =ZMOL- =Z(rm-><Fi) =10-i+40-j—30 -kNm
A vektorkettds altal bezart sz6g:
M, -F=|M,|-|F|-cosa,
U
IM,| = /102 + 402 + (—30)? = 50.99Nm
|F| = /252 + (=10)% + (=10)2 = 28.72N
M, F _, (1025 +40 - (—10) + (—30) - (—10)
M, IFI) - o8 ( 50.99 - 28.72
Az A pontba redukalt vektorkettds:
MA=M0+(TA0XF)

a; = cos‘l( ) = 84.12°

Ty =—a-i=-2-im
i k

TwXF=[-2 0 0 =20-j+20-kNm
25 -10 -10

M, = (10i + 40j — 30k) + (—20j + 20k) = 10i + 20j — 10kNm
Az A pontba redukalt vektorkett6s tagjai altal bezart sz6g (az F ered6 er6 allando):
IM,| = /102 + 202 + (—10)2 = 24.49Nm
|F| = /252 + (=10)% + (=10)2 = 28.72N
i M, F 1 1025+ 20 (—=10) + (—10) - (—10)
* = cos (IMOI : IFI) - cos ( 24.49 - 28.72

) =77.69°
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2.3.3 Eredo vektorkettés meghatarozasa (sikbeli er6rendszer)

2.3.3/M1 Hatarozza meg az abran lathatd er6rendszer 0 pontba redukalt vektorkett6sét,
majd a vektorkettds tagjai altal bezart szoget! Ezek utan hatarozza meg az er6rendszer 4
pontba redukalt vektorkettdsét az 0 pontba redukalt vektorkettésbdl kiindulva! Végezetiil
hatarozza meg az A pontba redukalt vektorkettds tagjai altal bezart szoget!

Adatok:

F, =15N; F, =10N; F; =15N; F, =5N; a = 1,5m.

Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:
F, = 15-(=k) = =15k N
F,= 10 (—j) = —10j N
F;= 15-(—k) = =15k N
Fy=5-(-j)=-5jN
Ered6 er6 meghatarozasa:
F=ZFL- =F, +F,+F,+F,=—-15j— 30k N
Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:
rg=a-i+a-j+a-k=15i+15j+15km
Ty, =T =a'i+a-j=150+15m
To=a"i+a-k=15i+15km
Az Origdba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az er6khoz tartozd, az
Origéba mutaté helyvektoruk vektoridlis szorzatanak dsszessége.

Mo =ZMoi =Z(roixpi)
i j ok

rog X F, =|15 15 15|=—-225i+225jNm
0 0 -—15
i j ok
r, XxF,=|15 15 0f=—-15kNm
0 -10 0
i j  k
ro3 XFy3 = (15 15 0 |=-225i+225jNm
0 0 -—15
i j ok
roaXxF,=|15 0 15|=75i—75kNm
0 -5 0
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M, = z M, = Z(roi X F;) = —37.5i + 45j — 22,5k Nm
A vektorkettOs altal bezart sz6g:
M, -F=|M,|-|F|-cosa,
3

|F| = J(—15)2 +(—30)? =33.54N

M,| = \/(—37.5)Z + 45% 4+ (=22,5)* = 62.75 Nm

[ M, F (0 (=37.5) + (=15) - (45) + (=30) - (—22.5) .
a; = cos~ (—) = cos~ =90
|M,| - |F| 62.75 - 33.54
A nyomaték (M,) és az eredderd (F) vektor egymashoz képest derékszodget zarnak be.
Az A pontba redukalt vektorkettés:
MA=M0+(TA0XF)

T =—a-i=-15-im
i j k

T XF=]-15 0 0 [=—45j + 225k Nm
0 -15 =30

M, = (=37.5i + 45j — 22.5k) + (—45j + 22.5k) = —37.5i Nm
Az A pontba redukalt vektorkett6s tagjai altal bezart sz6g (az F eredd erd allando):

|F| = J(—15)2 +(—30)? =33.54N

IM,| = /(=37.5)% = 37.5 Nm
M, F ) _(0-(=37.5) + (~15) -0 + (~30) - 0 o0
AR 37.5 - 33.54 -

a = cos_1<

2.3.4 Eredo vektorkettos meghatarozasa (erépar)

2.3.4/M1 Hatdrozza meg az abran lathatd erbrendszer 0 pontba redukalt vektorkett&sét
majd az A pontba redukalt vektorkettdsét az 0 pontba redukalt vektorkettésbdl kiindulva!
Adatok:

F, =6N; F, =6N; F;=9N; F, =9N; F;=3N; F, =3N; a = 1m.
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Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:

Fi=6-i=6iN
F,=6-(—i)=—-6iN
F;=9-j=9jN
Fo=9-(-j)=-9N
Fy=3-i=3iN
Fo= 3-(-i)=-3iN

Ered6 er6 meghatarozasa:
F=ZFL- =F, +F,+F,+F,+F;+F,=0N

Az egyes erOkhoz tartozé helyvektorok (origébdl a pontba mutato):

rTo=aj+a-k=1j+1km

rp=rg=a'i+a j=1li+1jm
Ty=a'i+ak=1i+1km
rys =0m
T =a-i=1lim

Az origéba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az erGkhoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektorialis szorzatanak 0sszege.

Mo = Moi = 2(1'01' XFi)
i j k

Ty XF =10 1 1[=6j—6kNm
6 0 0
i j k
TeoXF,=(1 1 0|=6kNm
-6 0 O
i j k
Ty XF;=(1 1 0[=9kNm
0 9 0
i j k
T XF,=11 0 1|=-9kNm
0 -9 0
i j k
rs XFs=10 0 0f=0Nm
3 00
i j k
T XFg=]11 0 0[=0Nm
-3 0 O

Mo =ZMoi =Z(roixpi) =6]Nm

Az A pontba redukalt vektorkettés:
MA=M0+(TA0XF)

Typ=—ai=—-1-im
i j k
Ty XF=]-1 0 0[=0Nm
0 0 O
M, =6j+0=6jNm
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2.3.5 Eredo vektorkettés meghatarozasa (egyensilyi er6rendszer)

2.3.5/M1 Hatdrozza meg az abran lathatd erbrendszer 0 pontba redukalt vektorkett&sét
majd az A pontba redukalt vektorkettdsét az 0 pontba redukalt vektorkettésbdl kiindulva!

Adatok:
F, =8N; F, =8N; F; =4N; F, =4N; F;, =5N; F;, =5N; a = 3m.

Yy
A
T
F V?
2a
Al/Fé F,
P
X

s

z F
\

F,=8-j=6iN
F,=8-(—j) = —6iN
Fy=4-(—k) = —4k N

F,=4-k=4kN
Fy=5-(—k) = -5k N

Fg=5-k=5kN

Ered6 er6 meghatarozasa:
F=ZFL- =F, +F,+F,+F,+F;+F,=0N
Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok (origdbdl a pontba mutato):
Ton=a'i+2aj=3i+6jm
To=a'i+a-k=3i+3km
rTg=a'i+2a-j+a-k=3i+6j+3km
Ty=a-i=3im
Ts =a-k=3km
Ty =0m
Az origdba redukalt eredé nyomaték (M,): az egyes er6k és az er6khoz tartozd, az
origdba mutatd helyvektoruk vektoridlis szorzatanak 0sszessége.

M, = ZMOL‘ = Z(Toi X F))
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i j k
ry XF =13 6 0[=-36kNm
6 0 0
i j k
roxF,=13 0 3|=-18jNm
-6 0 O
i j k
r3XF;=13 6 3|=-24i+12jNm
0 0 —4
i j k
ryXF,=(3 0 0[=-12jNm
0 0 4
i j k
s XFs=10 0 3[=0Nm
0 0 -5
i j k
T XFg=10 0 0f=0Nm
0 0 5

M, = Z M, = Z(roi x F;) = —24i — 18j — 36k Nm
Az A pontba redukalt vektorkettés:
MA=M0+(TA0XF)

Ty =—a-i=-3-im
i j k
Ty XF=]-3 0 0[=0Nm
0 0 O

M, = (—24i — 18j — 36k) + 0 = —24i — 18j — 36k Nm
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2.4 Sikbeli erorendszerek eredojének meghatarozasa
szamitassal, szerkesztéssel, egyenértékiisége és egyensiilya

2.4.1 Metsz6do hatasvonall erorendszer (altalanos eset)

2.4.1/M1 Hatdrozza meg az abran lathatd lemezalkatrészt terheld erérendszer eredgjét
szamitassal és szerkesztés segitségével!

Adatok:
F, =12N; F, =4N,; F; =6N; a =2cm; b =3cm.
A
y
FZ
F, . Yy
> i
a
Y
A
a
i
Fy a
L
o \) X
Megoldas szerkesztéssel:
A centralis egyenes az
N P .
\ly eredd eré hatasvonalaval IN
D / esik egybe !!! |—|
\N F2
F =~ R
1
> =~ t\\l}\ y
\\FIZ a
N * )
N /
N a
‘S ]
a
B F \\ \ >
o \/ rco c N x
A Y
F A
b _a
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Szerkesztés menete:

Felmértiik az ismert er6ket léptékhelyesen egy sikbeli koordinata rendszerbe, elGszor
meghataroztuk az F, és F, er6vektorok dsszegét (F,,), majd ezzel az 6sszeg-, és az F;
erGvektorral meghataroztuk az eredd erét. Ha jol dolgoztunk, akkor konnyedén
leolvashatd az eredd erd vektorkoordinatas alakja, ami nem mas, mint: F = 12i — 10j N.

Yy
P
F,
h=‘ Y ‘a
A
ro2
roi a
ros /v 162
F;
o) \ X

Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:
F,=12-i=12iN

Fy=4-()=-4N

F3=6-(-j)=—6jN
Ered6 er6 meghatarozasa:

F=ZFL- =F, +F,+F;=12i—10j N

Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:

Ty =3a"j=6jcm

To=b-i+3a-j=3i+6jcm
rgs=(@+b)-i+a-j=5i+2jcm

Az origéba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az erGkhoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektorialis szorzatanak 6sszessége.

Mo = ZMOi = 2(1'01' XFi)
i k

L |

ryXF, =10 6 0[=-72kNcm
12 0 0
i j k

ToXF,=[3 6 0|=-12kNcm
0 -4 0
i j k

ry3XF3=|[5 2 0|=-30kNcm
0 -6 0
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M, = EMOL- = Z(roi x F;) = —114k Ncm

Meghatarozzuk a centralis egyenes x koordinatatengellyel alkotott metszéspontjanak (C)
koordinatait [ez a feladatkiirdsban nem szerepel, de a jobb ralatas érdekében ezt is
elvégezzik]:
A centrdlis egyenesen nem keletkezik nyomaték, igy:M, =0

M;=M,+ (r¢o X F)

Tco = =X

i j k
TecoXF=|-x. 0 0 =10 -x.kNcm

12 -10 0

M,=0=-114k + 10 - x .k
Egyszer(i egyenletrendezéssel megkapjuk:
0=—114+10"x,
114 cm = x,
A centrdlis egyenes az x tengelyt a C pontban 11.4 cm-nél metszi. Ugyan ezt végig
csinalhatjuk a D pontra és a tovabbi feladatokban is, de mi ezzel a tovabbiakban nem
foglalkozunk.

2.4.2 Metsz6do6 hatasvonall erorendszer (eropar)

2.4.2/M1 Hatdrozza meg az abran lathatd lemezalkatrészt terheld er6rendszer ereddjét
szamitassal és szerkesztés segitségével!

Adatok:

F, =8kN; F, =8kN; F; =10kN; F, =10kN; a =2cm; b =3 cm.

A
y

Yy

A

v
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Megoldas szerkesztéssel:

y A 1k
I H
\ Fi
F | 0
1 > A\ / | ‘ 1 -
\\' - F> ‘a
r\ 1
l \ ‘a F]3 F
I F 1 Fi| | Fis2 3
| \ 13 ‘a _
o 4 * Fi32 X
F,
b | a -14
- e > F,

Szerkesztés menete:

Az el6z6 feladathoz képest hasonldan jartunk el ebben az esetben is. Felmértik az ismert
erOket léptékhelyesen egy sikbeli koordinata rendszerbe, lathatd a vektorabran, hogy egy
er6parral terhelt lemezalkatrész ered6 ereje F=0 és az erdfpar nem esik egy
hatasvonalra (F,5, és F,).

Szamitas:
Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:
F, = 8-i=8ikN
F, = 8-(—i) = —8i kN
F; =10 (—j) = —10j kN
F,= 10-j = 10j kN
Ered6 er6 meghatarozasa:

F=ZFL-=F1+F2+F3+F4=0
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Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:
Ty =3a"j=6jcm
rpo=(@+b)-i+2-a-j=5i+4cm
Ts=b-i+3a-j=3i+6jcm
Toa=b-i=3icm
Az origéba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az erGkhoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektoridlis szorzatanak 6sszessége.

M0= Moi =Z(roixpi)
i j

k
ryXF, =10 6 0|=-48kkNcm
8 0 0
i j k
Ty XF,=|5 4 0|=32kkNcm
-8 0 0
i ] k
r,3 X F3 =13 6 0 = =30k kNcm
0 —-10 0
i j k
Ty XF,=13 0 0|=30kkNcm
0 10 0
M, = ZMOL- = Z(roi X F) = =12k kNcm

2.4.3 Metsz6do6 hatasvonall erorendszer (egyensilyi erérendszer)

2.4.3/M1 Hatdrozza meg az abrdan lathatd lemezalkatrészt terheld er6rendszer ereddjét
szamitassal és szerkesztés segitségével!

Adatok:
F, =6kN; F, =6kN; F; =4kN; F, =4kN; a = 200mm; b = 300 mm.
A
y
A
F3
F] .
gl A
a
< F v
o A
a
\d
A
a
L N
0 X
VF4
B b _a
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A
Y 1k
F;
] ~ H
L \Y\\ I 0 F,
a
\I F
N F|I|F F, F;
| N\ a 4 12 N
> ’
I F1~Ia F2
v x
OA F, X
F,

Szerkesztés menete:
A szerkesztés menete ugyanolyan, mint az el6z6 feladaté, annyi kilénbséggel, hogy a

vektordbrank kisebb lesz. Felmértik az ismert er6ket Iéptékhelyesen egy sikbeli
koordinata rendszerbe, a vektorabrabdl jol lathatd, ha egyensulyi er6rendszerrdl van szo,
a lemezalkatrész eredé ereje F = 0.

y
F;
F,
>A 7
ro3 sz ‘a
/
roi ro2 a
}
a
L >
oA M
F,
- b ol a .y
Szamitas:
Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:
F,= 6-i=6ikN
F, = 6-(—i) = —6i kN
F;=4- (—j) = —4j kN

Fy=4-j=4jkN
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Ered6 er6 meghatarozasa:

F=ZFL- =F,+F,+F;+F,=0
Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:

rqy=3a"j=0.6jm
rp=(@+b) i+2-a-j=05i+04m
ro3=b-i+3a-j=03i+06jm
Tos = 0

Az Origdba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az er6khoz tartozd, az
Origéba mutaté helyvektoruk vektoridlis szorzatanak dsszessége.

Mo = Moi = 2(1'01' XFi)
i j ok

T,y XF,=[0 0.6 0|=-3.6kkNm
6 0 0

i j k

Ty, XF, =05 04 0|=24kkNm
-6 0 0
i j k

T3 XF3 =03 0.6 0|=-12kkNm
0 -4 0
i j k

T XF,=10 0 O0Of=0kNm

0 4 0

M, = Z M, = Z(roi X F;) = —2.4k kNm

2.4.4 Parhuzamos hatasvonala erérendszer (altalanos eset)

2.4.4/M1 Hatdrozza meg az abran Iathatd erdrendszer ereddjét szamitdssal és
szerkesztés segitségével!

Adatok:
F, =10N; F, =5N; F; =15N; F, =5N;a =2m; b =1m; ¢ = 1,5m.

y
A
F, F, AF, F,
v i g
0 X
B a ub o
N
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Kotél dbra: Vektor dbra:
g TN~
XD F F, AF; F,
A/ >
0| .
a b c
F P~

2 1

Szerkesztés menete:
Felmértiik az ismert erb6ket Iéptékhelyesen egy sikbeli koordinata rendszerbe (vektor
abra). Lathatd, hogy az Osszes erd az y tengellyel parhuzamos. Kijeloltink egy
tetsz6leges (D) pontot és ezzel 0Osszekotottiik az er6k kezdOpontjait. Ezek utan
elkészitettik a ,kotél abrat”. A vektor abrabdl leolvashatd az ered6 eré vektora F = —5j N
és a kotélabrabdl az eredd er6 y tengelyhez viszonyitott helyzete x, = —2,5 m.
Megoldas szamitassal:
Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:

F,=10-(—j) = —10j N

F,=5-(-j)=-5jN

F;= 15-j=15jN
Fy=5-(-j)=-5jN

Ered6 er6 meghatarozasa:

F=ZFL- =F,+F,+F,+F,=—5jN
Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:

rol =0
Ty, =a'i=2im
rs=(@+b)-i=3im
Toao=(@+b+c)-i=45im

Az origdba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erdk és az erdkhoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektorialis szorzatanak 6sszege.

Mo =2Moi = (roiXFi)
i j ok

raxF,=0 0 of[=0
0 —-10 0
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i j k
T XF,=(2 0 0|=-10kNm

0 -5 0

i j k

re3XxF3;=|(3 0 0|=45kNm

0 15 0

i j k
Ty XF,=[45 0 0f=-225kNm

0 -5 0

M, = z M, = Z(roi x F)) = 12.5k Nm

Meghatarozzuk a centralis egyenes y koordinatatengelytdl valdé tavolsagat (D) [ez a

feladatkiirdsban nem szerepel, de a jobb érthet6ség érdekében ezt is elvégezziik]:

A centralis egyenesen nem keletkezik nyomaték, igy: M, =0
My =M, + (rpo X F)

Tpo = —xpi

i j k
TpoXF=|-x;, 0 O0]|=5-xpkNm

0 -5 0

M, =0=125k+5-xpk
Egyszer(i egyenletrendezéssel megkapjuk:
0=125+5"x,
—25m=x,

2.4.5 Parhuzamos hatasvonala erérendszer (erépar)

2.4.5/M1 Hatdrozza meg az abran Iathaté erdrendszer ereddjét szamitdssal

szerkesztés segitségével!
Adatok:

F, =10kN; F, =5kN; F; =10kN; F, =5kN;a =1m; b =2m; c =1m; d =2m.

A
Y

Ar A
F, F, AF, F

A
A
A4

A

és
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Megoldas szerkesztéssel:

Kotél abra: Vektor abra:
4 T 1kn
Fi Ap, Ap, F, A
' v
0 X
a | b e d R F;
C
4

F,

Z 1

Szerkesztés menete:
A szerkesztés menete ugyan Ugy torténik, mint az el6zd feladatndl. A szerkesztésbdl jol
latszik, hogy az ered6 er6 értéke zérus (F =0). Er6parnal a vektor abra 6nmagaba
zarddd, mig a kotél abra nyitott marad.
Megoldas szamitassal:
Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:

F, =10 (—j) = —10j kN

F,=5-j=G5jkN
F;= 10-j = 10j kN
F,=5-(—j) = —5jkN

Ered6 er6 meghatarozasa:
F=ZFL- =F,+F,+F;+F,=0

Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:
ry=a-i=1lim
rp,=(@+b)-i=3im
rg=(@+b+c)-i=4im
Tu=(@+b+c+d)-i=6im
Az origéba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az erGkhoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektorialis szorzatanak 0sszege.

M, = ZMOL‘ = Z(Toi X Fy)
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i j k
ro XF=|1 0 0| = —10k kNm
0 -10 O
i j k
rpxXF,=13 0 0|=15kkNm
0 5 0
i j k
rasxF;=14 0 0|=20kkNm
0 5 0
i j k
Tou X Fy = 6 0 0| = =30k kNm
0
M, ZM'” E(TW X F;) = =5k kNm

2.4.6 Parhuzamos hatasvonall erérendszer (egyensilyi erorendszer)

2.4.6/M1 Hatdrozza meg az abran Iathaté erdrendszer ereddjét szamitdssal és
szerkesztés segitségével!
Adatok:

F, =20N; F, =30N; F; =20N; F, =30N;a =1cm; b =2cm; ¢c =1cm; d =1cm.

A
v
F, Ap, Ap, |F,
\ vy
o X
a b c d
-

Kotél dbra: Vektor dbra:

y Isw

A
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Szerkesztés menete:
A szerkesztés menete ugyan Ugy torténik, mint az el6zd feladatndl. A szerkesztésbdl jol
latszik, hogy az ered6 er0 értéke zérus (F=0). Az egyensulyi er6rendszernél
megfigyelhetd, hogy a kezd6 és az utolsd (zard) hatasvonal egybe esik (természetesen
megfeleld szerkesztés mellett).
Megoldas szamitassal:
Az egyes erdk vektorkoordinatas alakja:
F, =20-(—j) =-20jN
F,=30-j=30jN
F;= 20-j=20jN
F,= 30-(—j) = -30j N

Ered6 er6 meghatarozasa:
F=ZFL- =F,+F,+F;+F,=0
Az egyes erokhoz tartozé helyvektorok:
T,y =a-i=1licm
rp=(@+b)-i=3icm
rg=(@+b+c) - i=4icm
rTu=(@+b+c+d)-i=5icm
Az origéba redukalt ered6 nyomaték (M,): az egyes erOk és az erGkhoz tartozd, az
origdba mutato helyvektoruk vektorialis szorzatanak 0sszege.

M0= Moi =Z(roixpi)
U |

k
roa XF=|1 0 0 = —20k Ncm
0 =20 O
i j k
rpxXF,=13 0 0]=90kNcm
0 30 0
i j k
rsXF;=(4 0 0|=80kNcm
0 20 0
i ] k
T XF,=15 0 0|=-150kNcm
0 =30 0
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2.5 Tomegkozéppont és sllypont helyzetének meghatarozasa
2.5.1 Tomegpontok tomegkozéppontjanak meghatarozasa

2.5.1/M1 Hatdrozza meg az abran lathatéo tomegpontrendszer tomegkozéppontjanak a
helyét a megadott koordinatarendszerben!
Adatok:

my =3kg, m, =8kg;, my =7kg;, my, =2kg; a =50cm; b =150cm; ¢ =100 cm.

Megoldas:

Sokszor taldlkozunk olyan problémaval, amikor egy pontrendszert vagy egy kiterjedt
testet valamilyen szempontbdl pontszerlinek tekintlink és a rendszer egészét egyetlen,
jellemz06 ponttal helyettesitjlik. A rendszer mozgasat ezzel gy képzelhetjliik el mintha a
rendszer 6ssztomege és az Osszes lendlilete ebbe a pontba lenne 6sszeslritve. E pont
neve tomegkdzéppont.

Az egyes helyvektorok felbonthatok koordinataikra:
ri=xt+y,+z
r,=x,+y,+2,
r3=x3+y3;+2z3
ry=X4+y,+2,



A konnyebb attekinthet0ség érdekében tablazatba foglaljuk az ismert adatokat

SZECHENY!I

T

i | m;[kgl | x; [em] | yg [em] | z; [cm]
1. 3 0 100 50
2. 8 150 100 0
3. 7 150 100 50
4, 2 150 0 0

7.

meg:
m=my+my+my+my,=3+8+7+2=20kg
Y (m-1y)
m
Oldjuk meg a feladatot az egyes helyvektorok felbontasaval:

r¢ =

4
- Th(mi-xy) 3-0+8-150+7-150+2-150 _ 127 5{cm]
m 20
ZEi0myg) _3-100+8-100+7-100 +2-0
s = = 90[cm]
m 20
Yt (mi-zy) 3-50+8-0+7-50+2-0
¢ = — = >0 = 25[cm]
A tomegkozéppont helyvektora:
127.5
g = [90 l [cm]
25
Oldjuk meg a feladatot a helyvektorok felhasznalasaval:
0 150 150 150 1200 1050 300
. 3- [100 +8-1100|+7- 100 +2- 300 800 700 0 l
_2ima(mi-m) — so 0 1501 Lo 350 0
s = m = 20
[2550]
1800
500 [127 5

Jol lathatd, hogy a két végeredmény megegye2|k. A kilonbség a két megoldasi mddszer
kozott, hogy az elsénél felbontottuk a helyvektorokat koordinataikra és egyesével
meghataroztuk a tdomegpont koordinatait. A masodik modszernél a mar jol ismert matrix
mUiveleteket alkalmaztuk.

2.5.2 Inhomogén testek tomegkozéppontjanak meghatarozasa

2.5.2/M1 Hatarozza meg az abran lathatd Osszetett alkatrész sulypontjanak a helyét a
megadott koordinatarendszerben!
Adatok:
a =50mm; b =70mm; ¢ =40mm; R =20 mm,;
v, =10mm; v, =7mm; p; = 7800 kg/m3; p, = 9200 kg/m3.
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Megoldas:
xS=2?=1mi'xi=213=1pi'vi'xi= ipi A v x
m; eV Xiipic A
ys = 1P A vy
Xiipi A
75 = ipi A vz
Xiipi A
pi [kg/m?] A; [mm?] v; [mm] m; [kg] x; [mm] yi [mm] z; [mm]
I py = 7800 a-b=3500 v, =10 0.273 g= 35 % =5 ;= 25
I | —p, =—7800 T siate v, =10 | —0.0245 R gas8 s -2 _ 51
4 37 2
III. ps = 9200 % = 1000 v, =7 0.0644 b+-=8333 % =35 —=16.67
0.273-35—10.,0245 - 8.488 + 0.0644 - 83.33
Xs = 0.273 — 0.0245 + 0.0644 = 47.02mm
0.273-5—-0.0245 -5+ 0.0644 - 3.5
Ys =TT (027300245 + 00644 -o9mm
0.273-25—0.0245 - 41.51 + 0.0644 - 16.67
= = 21.99mm

Zs 0.273 — 0.0245 + 0.0644
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2.5.3 Sikidomok sulypontjanak meghatarozasa

2.5.3/M1 Hatérozza meg az abran lathatd sikidom sulypontjanak a helyét a megadott
koordinatarendszerben szamitds és szerkesztés segitségével!

Adatok:
a =40mm; b =60mm; ¢ =40mm; d =30mm; R = 20mm.
A y
b N c
a
d
X

e/

Megoldas szerkesztéssel:
2
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A

30

Meghatarozzuk az egyes rész elemek teriletét:

a-m, 40-30
T, = =T = 600[mm?] = 6[cm?]
T, =a-b=60-40 = 2400[mm?] = 24[cm?]
r2.-m 20%-m
T, = i 314[mm?] = 3.14[cm?]

Tablazatba foglaljuk az ismert adatokat:

i | Ailem?] | xg[em] | ysi[em]
1. 6 7.3

2. 24 3

3. | -3.14 0.6 0.6

Meghatarozzuk a sikidom sulypontjat:
CY(A;-xg) 6-7.3+24-3-314-06 113916

= = = =424 ~ 42.4
s XA 6 +24 — 3.14 26.86 [em] [mm]
YA yy) 6-1+24-2-314-06 52116
= = = =1.94 =19.4
Ys=Tya, 6+24—314 2686 _ o4lem] = 194[mm]

i 4

2.5.4 Osszetett sikidom valamely méretének a meghatarozasa, ha ismert a

sulypont helyzete

2.5.4/M1 Hatarozza meg, hogy mekkora x magassagu kivagast kell kialakitani az abran
lathatd lemezalkatrész alsé részén, hogy az alkatrész sulypontja a megadott helyre

kerGljon!
Adatok:
a =50mm; b =60mm; R =15mm.
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A b
, b/2
X
0
a

Felvessziik a lemezalkatrész sulypontjanak meghatarozasadhoz szlikséges geometriai

adatokat:
1 — 2
R

| A
a

A

, b/2
v X
< x/3 5 \ v v
: 0
— 3
a

\ 4

B

Meghatarozzuk az egyes rész elemek teriletét:
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T, =a-b=50-60 =3000[mm?] = 30[cm?]
r?-m 15%-m

= 353.4[mm?] = 3.534[cm?]

3 2 2
a-m 50 -x
T, = > a_ ——= 25x[mm?] = 0.25x[cm?]

Tablazatba foglaljuk az ismert adatokat:
i | Ailem?] | yg [em]
1. 30 3
2. | -3.534 | 5.3634
3. | -0.25x x/3
Meghatarozzuk a sikidom sulypontjat:

S(A;-ys) 30-3—3.534-53634 02573

Ys=Tva 30 — 3.534 — 0.25x
U

71.046 — 0.83x2 = 79.398 — 7.5x
0.83x2 —7.5x +8.352=0

75+V7.52 —4-083-8352

= 3[cm]

Xip = .
b2 2-0.83
7.5+ 5.33
x; = ———— = 8.02[cm]
1.6
7.5—-5.33
x, = —— = 1.356[cm]
1.6

Beldthatjuk, hogy az x; érték értelmezhetetlen, mivel a haromsz6g magassaga ebben az
esetben nagyobb lenne, mint az egész lemezalkatrészé.
A helyes megoldas az x, érték!
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2.6 Idedlis kényszerek kényszererdinek meghatarozasa az
egyensilyi feltételek alapjan

2.6.1 Kéttamaszu tarto (Metsz6do hatasvonall erorendszer)

2.6.1/M1 Hatdrozza meg szamitas és szerkesztés segitségével az abran lathaté merev
testet terhell sikbeli er6rendszer hatasara létrejové tamaszreakciokat!
Adatok:

F, =10kN; F, =5kN; F; =10kN; a =400mm; b =200mm; ¢ =500mm; d = 200 mm.

Fy
4 y
A A
b
F.
a ' 2 >
y
B
Vo
- d » \/ F3
C
Megoldas szerkesztéssel:
lFl Fy
F, \
A
— }>¢ > /:
\
b \
\ F
a A >
N
N
N
A \ (¥
\ \)
A7 B A\
Fi \
. d _ ! \\\ Y5
’ e N
\
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Vektor abra:

£ Fyy

F;
Iy

\/

F,

A

Fy
Szerkesztés menete:
Elsé korben léptékhelyesen felmérjlik az F, és F, er6ket. Elkészitjik az F,, vektort, amit
az F, és F, er6k hatasvonaldanak metszéspontjaba redukalunk. Ezutan a vektorabran
elkészitjuk az eredd F er6t az F,, és F; er6k segitségével. Ezutan ezt felmérjik az F
eredd erét az F,, és F; er6k hatdsvonalainak metszéspontjara.
Megoldas szamitassal:

F
A
e 5!
Fa
b
F
a — >
A
Fp
Y FBX
¥
3 -
/7777
< d » A
c
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Felirjuk az egyensulyi nyomatéki egyenleteket az A és B kényszerre, illetve a D pontra!
ZMAL-=0=—F1-d+F2-b—F3-c+FBx-a
Fi-d—F, b+Fs;-c 10-02-5-02+10-0.5
< a B 0.4
ZMDL-=0=—F3-(c—d)+F2-b—FBy-d+FBx-a
—F3-(c—d)+Fy-b+Fp-a -10-(05-02)+5-02+15-04

5 = 15kN (=)

Fg, = , . =20 kN (1)
Fg= |Fg’+ Fp,* =+15* 4+ 20> = 25 kN (/)
ZMBL-=0=—F3'C_F2'(a_b)_F1'd_FA'a
—Fy-c—F,(a—b)—F,-d —-10-05-5-(0.4—0.2)—10-0.2
F,=— 2 (@—b)—F-d_ = —20 kN (<)
a 0.4
Ellendrzés:

ZFXL‘=_FA+F2+FBx=_20+5+15=0\/

Zpyi=()=—F1—F3+FBy= ~10-10+20 =0+

A kapott eredmények megfelelnek!
2.6.2 Kéttamaszu tarté (Parhuzamos hatasvonala erérendszer)

2.6.2/M1 Hatdrozza meg szamitds és szerkesztés segitségével az abran lathato
kéttamaszu tartd tamaszaiban keletkez6 reakciokat!
Adatok:
F, =3kN; F, =7kN; F; =5kN; F, =8kN; F; =4kN,
a=3m;b=3m;c=2m;d=4m;e =3m; g =4m.

a b c d e g
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Megoldas szerkesztéssel:

Kotél dbra: Vektor dbra:
a b c d e g A
F F, AF, Fy Fs
Y A \ B \
\| /%‘&7
2

1 ) /
NN ;
> 6
Zarooldal k< _

o /)

Megoldas szamitassal:

T N L N g

- -

1
ln L le TFS lﬂ B lFS
b te

Felirjuk az egyensulyi egyenleteket az A és B kényszerekre:

=F-a—-Fb+F-(b+c)—F,-b+c+d)+Fg-(b+c+d+e)— Fs-(b+c+d+e+g)
—Fira+Fy,b—F3-(b+c)+F,-(b+c+d)+ Fs-(b+c+d+e+g)

F., =
5 (b+c+d+e)
—3:34+7:3-5-3+2)+8-3+2+4)+4-3+2+4+3+4)

Fp= = 10.25 kN (1)

(3+2+4+3)

=-Fs:g+tFe—F-(e+d)+F,-(etd+c)—Fy-(etd+c+b)+F -(etd+c+b+a)
—Fs-g+F,-e—Fy-(e+d)+F,-(e+d+c)+F,-(e+d+c+b+a)

v (e+d+c+b)

—4-4+8-3-5-3+4)+7-B+4+2)+3-3+4+2+3+3)

Ay (3+4+2+3) M

Fy
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EFXi=0=FAX
Ellen6rzés:
EFW-=—F1+FAy—F2+F3—F4+FB—F5=—3+6.75—7+5—8+10.25—4=0

2.6.3 Befogott tarto (Metsz6do hatasvonala erérendszer)

2.6.3/M1 Hatarozza meg szamitds segitségével az abran lathaté befogott tartd
kényszereiben keletkez6 reakcidkat!

Adatok:
F, =6N; F, =12N, M =2Nm, f =15N/m; a =4m; b =2m; c =6m.
a b c
F, o
Fooo R\ lf Z
R’ AL
Megoldas:
a b c
}
c/2 |
<—>I fC
AFZ I FAy
F &\M lf + Fax é/x
- < =~y M,
M QJ
4

Felirjuk az ,A” pontra a nyomatéki egyenletet:
Cc
EMAL: 0=Ma+f'5'_F2'(b+C)_M

c 6
Ma=—(f-c)-E-+F2-(b+c)+M=—(1,5-6)-E-+12-(2+6)+2=69Nm
Zin=F1_FAx=0
Fpe=F = Fy =6N(<)

ZFyi=F2_f'C+FAy=0
Fpy=f-c—F,=F,=15-6-12=-3N()
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2.6.4 Rudas tamasz (Metsz6do6 hatasvonala erérendszer)

2.6.4/M1 Hatdrozza meg szamitas és szerkesztés segitségével az abran lathaté merev
testet terhell sikbeli er6rendszer hatasara létrejové tamaszreakciokat!

Adatok:
F, =8N, F, =6N;a=2m; b =8m; a =30°

F;
A
“ C
i
a
F
i A ’
B b
Megoldas szamitassal:
y A Fe
Fy <§
\ b
F
A
“ C

i i
a F,

R > X —» x
B

2

Fp
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b 6-2—-8-4
ZMAL-=0=—F1-§+F2-a+FC-b=>FC=—8 = 2.5N
b 8-4—6-(4.6188—2)
ZMDL-=0=FB~b—F1~§+Fz~(x—a)=>FB= . = 2.0359N
x=b-tga=8-tg30° =4.6188m
F, 6
ZF’“ =0=—-F,-cosa+F,>F, = oed 205300 = 6.9282N
U

Fuy = F, - sina = 3.4641N

Ellendrzés:

Zpyi = Fay+ Fo+Fp— Fy = 3.4641 4 2.5 + 2.0359 — 8 = 0

Megoldas szerkesztéssel:

Y A A Vektor abrak:

Fe
\

/Z
Y
7
/
e
S
y <E
~

F
\ 1
y \ | £y
(04
. Cc
A ‘\ A
a
)
\\ > | —>x Lk
B \

\,D\v Fy

Fe

Fp
Fy
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2.7 Suarlédasos tamasz és alkalmazasa egyszerii gépek esetében

2.7/M1 Az érdes, a hajlasszogli lejtére helyezett, pontszeriinek tekintheté m tomegl
testhez D rugomerevségli, f hajlasszogli rugd csatlakozik. Hatarozza megszamitas és
szerkesztés segitségével, hogy milyen hatarok kozott valtozhat a rugd deformaciodja
ahhoz, hogy a test a lejtén nyugalomban maradjon!

Adatok:
m =50kg; D =100 N/mm; p, = 0.2; a = 30°;, f = 40°.

Vegyulk fel a koordinata rendszert és az erdk helyzetét:

y
Fr
D
Ho
B
m
a
Fg
a
Fy
o 90°-« X
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frjuk fel az egyensulyi egyenleteket:

HaF; > 0

HaF, <0

Y.F,;=0=F+ Fy-cos(a + B)+mg - cos(90° — a)
YF,;=0=Fy+F; cos(90 —a —f) +mg - cos(180° — )
|FS| < Ko - FN

Fg = —Fg - c0s70° —mg - cos60°

Fy = —Fg - c0s20° —mg - cos150°

Fs<po-Fy

—Fg - c0s70° —mg - cos60° < —Fg - u, - cos20° —mg - u, - cos150°
Fg - cos70° +mg - cos60° = Fg - u, - cos20° +mg - u,, - cos150°

Fg - (cos70° — u, - cos20°) = mg - (i, - cos150° — cos60?)

-c05150°—c0s60°
(o ) = _2143N = Fppor
(cos70°—p-c0520°)

Fr=zmg -

K <u K
Fg - cos70° —mg - cos60° < —Fy - u, - cos20° —mg - u, - cos150°
Fg - (cos70° + pu, - cos20°) < —mg - (4, - cos150° + cos60?)

) (Uo°c05150°+c0560°)

Fr = —mg (cos70%+0-c0s20°) —302.5N = Fmin
Al = B2 = 222 — —21.43mm
Al = 7R = 2522 — 3 025mm

Megoldas szerkesztéssel:

100 N
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2.7/M2 Az abran lathaté m tomegl merev test A pontja vizszintes kotél segitségével van
rogzitve, B pontja pedig a hajlasszogl, érdes fellletre tamaszkodik. Hatarozza
megszamitas és szerkesztés segitségével, hogy minimum mekkora u, nyugvd surlédasi
tényez6 szlikséges ahhoz, hogy a test egyensulyban maradjon! Hatarozza meg egyensuly
esetén a tdmaszreakcidkat!

Adatok:
a =60mm; b =40mm; m =15kg; a = 50°.
Y
b
v
a
Megoldas:
X
[~

b/3
¥ w A

a/3 a-a/3

A

A

A




SZECHENY!I @

ZI\EI=0=—FA-b+mg~(a—%)

a
v _mg~(a—§)_15-9.81-(60—20)
L b B 40

I.ZI\C/I=0=—FS~R+mg~[C_E—(a—%)]
II.ZAL;I=0=—Fn-ﬁ+mg~[(a—%)+ﬁ]

Meghatdrozzuk a vektorok hosszat:

= 147.15N

tga=7=>C_E=b~tga

b — b
sine =—= BD = ——
BD

sina
b — b
tga ==—==>ED = —
ED tga

I. 0=—}7s~%+mg-[b~tga—(a—%)]

I L Gk )

F,=mg b - cosa
b a b
11. 0=—Fn~@+mg~[(a—§)+m—a
[ _ay, b
E, (a 31)) tga
HaF; > 0
Fs<po-Fy b
_a
mg [b tga—b(a—g)] CosaSu(,-mg-[(a 31))+ g« sina
T O [
sp
(+-9)+ °
mg 5 sina

tga - [(a_§)+tgia o
|40 £g50° — (60 — @)]

3
60\ 40 ]5”0

0. — = -
tg50 [(60 ) + T550°
012 < Homin
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2.7/M3 Az abran lathaté m tomegl merev test A pontja vizszintes rid segitségével van
rogzitve, B pontja pedig a hajlasszogl, érdes fellletre tamaszkodik. Hatarozza
megszamitas és szerkesztés segitségével, hogy milyen hatarok kozott valtozhat a lejt6é o
szbge ahhoz, hogy a test egyensllyban maradjon!

Adatok:
a =600mm; b =400mm; m =50kg; u, = 0.3.
Y 4
Y
m
b
Hy
B/ (04
a
"l
Megoldas:
a/3 a-a/3
y
c NV
o \I/ - D
b-b/3
b
S
(04
m b/3

B F, o

Fn a

lgc —mg - [lyc +a/3]

D M=0==F lgp+mg- [l — a/3]

|Fs| <l Fn
Meghatdrozzuk a vektorok hosszat:
sina = e = lpc = sina
tga = =1 b
g% = Le % tga
= = lgp = b
cose = lgp BD ™ cosa
l
tga=ﬂ=>l,w =b-tga

b



HaF; > 0

HaF, <0
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b a
a
o lners] lgers] eose 57
L =mg I =mg 5 =mg - |cosa 3h
sina
a a
. [ZAD—g] [b-tga—§] [ a-cosa]
=-mg - ——>==—-mg-——=-= —mg - |sina —
N g lBD g b g 3b
cosa
Fs<po-Fy
) a-cosa a- sina 3b
—mg~[sma— 35 ]Su0~mg~[cosa+ b ] / m_g
1
[3b - sina —a - cosal <y, - [3b - cosa + a - sina] / osa
—3b-tgat+a<puy-3b+uy-a-tga
a—Uy-3b
TR < tga
ﬂo'a+3b
a_ﬂo'Sb)
- )<
Amin = 9.866°
—F<p-F
3b-tga—a<py-3b+pu,-a-tga
a+py-3b
tga <ot 020
3b_ll0'a
a+ﬂ0'3b)
< - -
a_arctg(%_ﬂo.a
Anax = 43.26°
Po
Po
Po
Fr
“ Po
mg|
\
Chnin
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2.7/M4 Egy sulytalannak tekinthet6, R sugaru hengert az abran lathaté modon egy rud
segitségével érdes fal mellé fliggesztettiink. A henger jobb oldala az érdes falra
tamaszkodik, a bal oldalan pedig egy F, érint6iranyu er6é hat. Hatarozza megszamitas és
szerkesztés segitségével, hogy a megadott adatok mellett egyensulyban van-e a henger!
Hatarozza meg a fliggesztoridban ébredo erét is!

Adatok:
R =20mm; h =75mm; |l =30mm; F =50N; p, = 0.15.
[
h
Y
v
Megoldas:
/
e
YA
R
[ Fr h
| I
B
- Y I /(é/(a,'l
= | VL
Y >
F i
[ EFS
i
Ho
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I. F,=F
2R h h , R-h

I F=F TRl =

=2

n h

Mivel F > 0 - |F|=F,=F

21
. F<py-F-—

h
h 7.5 ,
7 <2y 30" 0.25<2-0.15 = 0.3 - Egyensuly!
tga <2
tgpo
V. ZM=0=F~2R—FR-R-Sin0{
Cc
Fr=F 2 = t h = 14.04°
R sina g=arctgy =
Fr=50"- Sin14.04° = 412.31N
[
R .
! Fr
!
|
I -
o .
Po I
!
F !
i
Egyensuly!
10N
|_|

2.7/M5 Az m, témegUl test az abran lathaté mdodon egy érdes felliletd lejtén helyezkedik
el. Ehhez a testhez egy ellendllds nélkiul elfordulé kotélkorongon atvetett kotél
segitségével egy masik, m, tomeg( test csatlakozik. Hatarozza meg, hogy milyen hatarok
kozott valtozhat a tomegek m,/m, aranya ahhoz, hogy a rendszer egyensulyban
maradjon!
Adatok:

a =30°% p, = 0,2; g =9.81m/s2.
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Megoldas:
X

ZFyi=0=K_m1'g
I K=m;-g
ZFx0i=0=K+Fs—m0~g~cosa
I. FK=my-g-cosa—K
ZFyoi=0=Fn—mo~g~sina
. E,=my-g-sina
IV. |P;*|S#0Fn

Ha F; > 0,

Fs<po-Fy
My g CcoSaA—my g <[l My g-Sina
my - COSA — Uy - My - Sina < my

, my
cosa — U, - sina < —
my

my
0.766 < —
my
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K <u K
—My-g-cosa+my- g <[y -my:-g-Sina
my < mgy - cosa + [y - my - Sina

my ,

— < cosa + g - sina

my

my
— < 0.966
my

2.7/M6 A sulytalannak tekinthet6 AB rud baloldali vége érdes felliletre tamaszkodik, a
jobboldali pedig egy kotél segitségével van felfliggesztve. A rudat a megadott helyen F
nagysagu erd terheli. Hatdrozza meg szerkesztés és szamitas segitségével, hogy
minimum mekkora p, nyugvo surldédasi tényezbre van sziikség a rud egyensulyahoz!
Hatarozza meg szerkesztés és szamitas segitségével, hogy mekkora kotéleré és
tdmaszerd keletkezik egyensuly esetén!

Adatok:
a =40cm; b =20cm; F =2kN; a = 15°.
Megoldas:
y D D
(04
(04
F :?g
|
Ho F, Fl AFy
F 4 N\ak B X
C
a b
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Szerkesztéssel:
FLIFx = F1IF,
YA
Po | Po
F; A
Ho
X
\ >
e
Pomin = @
Homin = tgPomin = tga = 0.2679
Szamitassal:
— a
L ZI\C/I=0=F-b—Fn-AC=>Fn=F-cosa-a+b
N a
I1. ZM=0=F~b—FS-AD=>Fn=F-Sin0(-
D a+b
Meghatdrozzuk a vektorok hosszat:
a+b — a+b
cosa = —— = AC =
AC cosa
a+ — a+b
sina = ——— = AD = —
AD sina

Mivel a szerkesztésbdl ismert a szandékolt elmozdulds irdnya, igy: Fs <, - F,

a
F -sina - < Uy F-cosa-
a+bpHo a+b
sina
Mo = cosa = Homin = Homin = tga = 0.2679

Hatarozza meg szerkesztés és szamitas segitségével, hogy mekkora kotéleré és
tamaszerd keletkezik egyensuly esetén! (A szerkesztést nem kozoljiuk, mivel kénnyen
beladthatd és felrajzolhato.)

b
ZI\I;I=0=F-b—Ft-(a+b)=>Ft=F-m=666.7N

a
M=0=F,- b)—F-a=>F,=F-—— =1333.3N
ZA k*(a+D) a= "k a+b
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2.7/M7 Az abran lathaté harom ékbdl allé rendszer két széls6 tagja surlédasmentes
fellletre tdmaszkodik. A k6zéps6 tagot Q nagysagu fiigglleges er6, mig a jobboldali tagot
H nagysagu vizszintes erd terheli. Hatarozza meg, hogy a megadott adatok mellett
milyen hatarok kozott valtozhat Q értéke az ékek egyensulya esetén!

Adatok:

H =50N; a =60° B =45° up; = 0.3; py, = 0.

0
S
Hoy o
-
i\\/ B
Hoz
Megoldas:
H
—>
0
T,
3.
FTJ F
a ﬂ 72

Po1 = arctguy, = 16.7°
Qmin =H - [tg(90° —a — py1) +tg(90° — B — poy)]
Qmin = H - [tg(90° — 60° —16.7°) +tg(90° — 45° — 16.7°)] = 38.74N

Qmax = H - [tg(90° + a — poy) +tg9(90° + B — poy1)]
Qmax = H - [tg(90° 4+ 60° — 16.7°) + tg(90° + 45° — 16.7°)] = 145.92N



¢

A
B
"ﬂl
)

i534
T/
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2.7/M8 Hatarozza meg az abran lathatd ék vezetékiranyl elmozditdsdhoz sziikséges V
erd nagysagat, ha az ék terhelése @, valamint az ék és a horony fellletei k6zoétt a nyugvé
surlédasi tényez6 p,!
Adatok:

Q =5kN; a =60° u, = 0.05.

‘ 0

Megoldas:
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Egyensulyi feltétel:
Zin=0=—V+2-FS

L.
I1. ZFyi =0=—-Q+2:F, - sin(a/2)

L |Fl <, Fy
l
14 Ho
2 Q'2~sin(a/2)
0,05
"sin30° [eN]
l
V > 500[N]
Az Osszefliggések felirdsa és levezetése utan belathatd, hogy az ék vezetékiranyu

elmozditasahoz nagyobb, mint 500N erGhatas sziikségeltetik.

IA

5

<
IN
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2.8 Csapsurlodas, gordiilési ellenallas, kotélsarlodas figyelembe
vétele merev test egyensilyanal

2.8/M1 Hatarozza meg az abran lathaté mozgdcsiga esetében a teher allandd sebességl
emeléséhez és slillyesztéséhez szitkséges F erd nagysagat!
Adatok:

D =300mm; d, =40mm; m =100 kg; u = 0.1.

Lﬁé/ F
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Egyensulyi feltételek:

d
L. IMCISFt-r=Ft-rc-sinp=Ft-7c-sinp
D

I1. ZMPi=O=MC—mg-E+F-D

D
Mc=mg-E—F-D
III. mg=F,

a) Ha >0 [MCSFC-%-sinp]

D d, tgp = u
mg-E—F-DSmg-é-Slnp p = arctgu
(D d. . )<FD p=113°
mg-\3 -~ sinp) <
3% )
<F
mg D
57418N < F [F,,, — slllyesztéshez]
b) Ha< 0 [—MC <F -%-sinp]
D d, tgp =1
F-D—mg-ESmg-é-Slnp p =arctgu
dc . D p = 11.3°
F-D Smg-(—-smp+—)
2 2
(& s +2)
F <mg 0

F <603.02N [E,. — emeléshez]

2.8/M2 Hatarozza meg az abran lathaté egykard emel6 esetében a teher allandd
sebességli emeléséhez és slillyesztéséhez szilkséges F erd nagysagat!
Adatok:
a =200mm; b =400mm; d, =40mm; m =100kg; u = 0.1.
ad,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —_ 3 - — —
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Egyensulyi feltételek:

Zin=0=FAx

ZFyi=O=FAy—mg+F
Fyy=mg—F
ZMAL-=0=MC—mg-a+F(a+b)
M.=mg-a—F(a+b)

a) Ha >0 [MCSFA-dC-sinp]

2

d. tgp = 1
mg-a—F(a+b) < (mg—F) = sinp p = arctgu
d. . d. . p=571°
mg - (a—;-smp) < F-((a+b) —7'51”1’)
F,, =F
(a —% . sinp) > !
((a +b) == sinp)
324.82N < F [F,,;, — slllyesztéshez]
b) Ha < 0 [-M, <F, % sinp]
de ‘9P~ K
F-(a+b)—mg-a<(mg—F) —sinp p = arctgp
p=571°

d. .
(a+ 70 smp)
((a+b)+%-sinp) Fay = Fy
F <329.16N [E,. — emeléshez]

F<mg-

2.8/M3 Az abran lathatdé m tomegl testet tartd kotél egy rogzitett tengelyl henger koré
van csévélve. A kétél menetszama a hengeren n, a kotél és a henger kodzoétti nyugvéd
surlodasi tényezd értéke u,. Hatdrozza meg a kotél végét terheld F erd két hatarértékét
ahhoz, hogy a kétél még ne csisszon meg a henger palastjan!
Adatok:

m =100kg; n =3; y, = 0.15.
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A
Hy F
\ N\ N\
/ \ \ \
| | \
e e ik IRt SR IR S 4o
| \ |
\ \ \
\ \ \
m
o FT
\\ \\ \
\ \ \
i e e I e I o B
| | |
\ \ \
m
Felfelé elmozdulas hatarhelyzete:
Finax e Mt <m- g
Lefelé elmozdulas hatarhelyzete:
m-g <Fppn “eto®
ad=n-2m=6m
m-g 100-9.81
L Frax < - = ——orser = 16581N
IL. eho@ = min
m-g 100-9.81
= = 58.04N

eho@ - 20,1561
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2.8/M4 Hatarozza meg, hogy az érdes fellletli, a hajlasszogli emelked6re helyezett ¢
sulyu, r sugaru kerék tengelyét maximum mekkora nagysagu M nyomaték terhelheti, ha
a kerék és a talaj kozotti nyugvo surlédasi tényezd u,, a gordilési ellendllds karja pedig
fo és tudjuk, hogy a kerék nyugalomban van!
Adatok:

r =200mm; G =5kN; a =10°, p, = 0.3; f, = 1.5cm.

Ho Jo o

Egyensulyi feltételek:
L |Mg| <fo F
I1. ZFyi=0=Fn—G-cosa
F, =G -cosa
1L ZM’“ =0=-M+M,+G-sina-r
My=M-—-G-sina-r
a) HaM, > 0 [M,<f, E,]
M~—G-sina-r<fy, G-cosa
M <G (fy cosa+sina-r)
M < 24751Nm  [M, 0]
b) frjuk fel az egyensulyt biztositd tovabbi egyenleteket!
Iv. |Fs| < pgy - F,
V. ZFXL-=0=FS—G-sina

F, =G - sina

G- sina <, - G- cosa tga = 0.176

tga < poltgpol tgpo = 0.3
@ < p, @ < po
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2.9 Rudak igénybevételeinek meghatarozasa

2.9/M1 Az abran lathaté négyzet alapu hasabot a megadott egyensulyi erérendszer
terheli. Hatarozza meg a bejeldlt K keresztmetszet igénybevételeit!

Adatok:
a =40mm; F =50N.

ALZ

| f F

I 7

I

a ] I "I
AN/
I 7
I 4
\\\l ’ I« K
a 1
"/
N/
-7 \/'\ ~
P P 0 I’I -~
a F i a ~A
Y
X
Megoldas:

Vizsgaljuk meg a ,K” keresztmetszetet!
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Szamitas:
A
F
/) /
/ ]
———————— S e
s ]
4x 4 o y
a
F - >
2-a
tga = e = a = arctg2 = 63.4°
F=F —F, = (F-cosa)-i—(F-sina)-j=(50-c0s63.4°) -i — (50 - sin63.4°)
F =2239-i—44.71-j[N]
a . a . . .
rBA=§~l+~§~]—a-k=20-l+-20~]—40-k[mm]
i j k
M =71y, xF =20 20 —40 =—-894.2-i—1.4-j— 4478 - k[Nmm]
2239 0 —44.71

M' =/(—894.2 - i)2 + (—1.4 - j)? + (—447.8 - k)? = 1000[Nmm] = 1[Nm]
Az altalunk keresett igénybevételek pedig:
F'= —F"= —F = —=50[N]
M =—-M'=—1[Nm]
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2.9/M2 Hatdrozza meg az abran lathaté kéttdmaszu tartdé tdmaszaiban keletkez6
reakcidkat, valamint irja fel az igénybevételi fliggvényeket!

Adatok:
F, =6N; F, =8N; F, =3N; F, =4N; f =3N/m
a=2m;b=3m;c=2m;d =6m,;
a b c d
S
A i B F, >
1 -
s F, A F,
F, v
Megoldas:
c+d
Zy:0=F1-a+FBy-(a+b+c)—[f-(c+d)]-(a+b+T)—F3-(a+b+c+d)
+d
[f-(c+d)]-(a+b+c2 )+F3-(a+b+c+d)—F1-a [24] - (9) +3-(13) —6-2
By = = =34.7N(1)
a+b+c 7
c+d
213\4=0=—FA-(a+b+c)—F1-(a+b)—[f-(c+d)]-(d—T)—F3-d
+d
—F - (a+b)—[f (c+D] (d-55)-F-d  _6.(5)—[24]-(2) -3-6
a+b+c 7

ZFXL-=0=—F2+FBX+F4
Fyu=F,—F,=8—4=4N(-)

Ellendrzés:

c+d
EFW:—FA+F1+FBy—f-T—F3=—13.7+6+34.7—24—3=0
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a b c d
]
X3 | (c+d)/2
X X - >
e - l
f +d
y K K l Kl K +f(c ) F,
T | — T T >
£ 4—42%17 z ké, F,
F] Bx v
Fa Fay
SN
4N .
. 0N -
A 21N
3N «x
r >
-7,7N
-13,7N
o~ 5N
A
71,9 N
505N %
P |
(FEI8 §
M oN
h Ll
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K: (1-es keresztmetszet):

%L» Mh Zin=0=N

A é\ N - ZFVi:():_FA_T

1&'/ T =—F, = —13.7N
ZML-=0=FA-x1—Mh
Fa v M, =F, x, =13.7-x,Nm
T
0<x <2

K, (2-es keresztmetszet):

a X2 ZFXL-=0=N

M,
Z= Fyy=0=F-F-T
A |\ N.TZ=F1—FA=6—13.7=7.7N

by =l

ZML-=0=FA-(a+x2)—F1-x2—Mh

M, =F,-(a+x,)—F - x,
FA Fl v My, =F,-a+(Fy—F) x,
T M, =137-2+(13.7—6) -x, = 7.7 - x, + 27.4N
0<x,<3

K3 (3-as keresztmetszet):

L a % b % X3 %
f EfX3 = M,
y i Y N~y
A 7 XY
X3/2
F Fl ]
A
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ZFXL-=0=N—F2=>N=F2=8N

Zpyi=o=F1—FA—f-x3—T
T=F —F—f x3=6-137—3 -x3=—3-x3— 7.7N

X3

ZML:0=FA-(a+b+x3)—F1-(b+x3)+(f-x3-7)—Mh

X3
My=Fy-(@+b+x) = F - (b+x)+(fx5-5)

Mh=FA-(a+b)—F1-b+(FA—F1)~x3+(§~x32)

M, =15 2324+ (13.7-6) - x3 + 13.7- (2 + 3)

M, = 1.5-x32+ 7.7 - x5+ 50.5Nm
0<x;<2
Fo2 3.22

8 8

= 1.5Nm

K4 (4-es keresztmetszet):

A T X4/2

X
Mh=F3'x4+(f'x4'_4)=§'x42+F3'x4=1.5'x42+3'x4

0<x,<6
f-1? 3-62

= 13.5Nm
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2.9/M3 Hatdrozza meg az abran lathaté kéttdmaszu tartdé tdmaszaiban keletkez6
reakcidkat, valamint irja fel az igénybevételi fliggvényeket!

Adatok:
F, =10N; F, =15N; f =5N/m; a =3m; b =3m; c =6m.
a b c
F2
A
< F,y A l B
Megoldas:
a b c
I c/2
F, :
Fax lf L fe
<<y A—» v/ B
A
FAy FB
Egyensulyi egyenletek:
ZFXL-=0=—F1+FAX=—1O+FAX
Fpe = 10N(=)
Cc
ZzAw=0=F2-a—f-c-(b+§)+FBy-(b+c)=15-3—30-6+F3y-9
Fy, = 15N(T)
Cc
Zzﬂw:0=F2-(a+b+c)—FAy-(b+c)+f-c-(§)=15-12—FAy-9+30-3
Fy = 30N (1)
Ellendrzés:

ZFyi=F3y—F2+FAy—f-C=15—15+30—30=0



i SZECHENYI
i
Igénybevételi abrak:
a b c
| c/2
F X lf ! C
< Fl ' 4! A ' f B
A A
FAy FB
A 10N
X
N >
4 15N
________ |
|
|
l x
T >
=hhl 15N
4 45N
0N X
225N
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2.9/M4 Hatdrozza meg az abran lathaté kéttdmaszu tartdé tdmaszaiban keletkez6
reakcidkat, valamint irja fel az igénybevételi fliggvényeket!
Adatok:
F, =10N; F, =30N; F;, =15N; F, =10N; f =2 N/m.
a=6m;b=4m;c =4m;d =4m;

a b c | d
F}
lf
A B
— -~
7777 F, F, 5
Fl
Megoldas:
a b c ‘ d
(a+b)/2 |
|
|
: "
S . |
P 4 farb) | 5
v > <
F2 F4
F
Fay Fy

Egyensulyi egyenletek:
D Fu=0=FEpy 4 Fy— Fy = Fy +30 - 10
Fpy = ~20N (<)
Y M=0=—f @+b)- ( b)+F1 a—Fy-(a+b+c)+Fy-(@+b+c+d)

21\;1 =0=-2-(10) - ( 0)+10 6 — 15 (14) + Fgy - (18)
Fg, = 13.89N(1)

a+b
ZM=0=—FAy-(a+b+c+d)+f-(a+b)-(T+c+d)—F1-(b+c+d)+F3-d

10
ZM 0=—F, (18)+2- (10)- ( +4+4)—10 (12) + 15 - 4
, =11.11N(T)
EIIenorzes.

ZFyi=FAy—f-(a+b)+F1—F3+FBy=11.11—20+10—15+13.89=0



Igénybevételi abrak:
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a c | d
F;
g
A B
F, F,
F,
FAy FB
A 20N
N ON X
-I0N
A
11,11 N
911N
T \ 1LIIN X
089N g
-13,89 N
A
M7 X
-30,66 N
\ SLIN

-55,54 N
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2.9/M5 Hatdrozza meg az abran lathaté kéttdmaszu tartdé tdmaszaiban keletkez6
reakcidkat, valamint irja fel az igénybevételi fliggvényeket!

Adatok:
F, =9kN; F, =3kN; F; =6kN; M =15kNm; f =3 kN/m;
a=4m; b=2m;c=2m;d =3m; e =3m.
a b c d e
F
/ = "
M
Ai N B v, o
Megoldas:
a b c d e
(a+b)/2 |
i« pl
| F
. AT F
T
S Fath)) A M
FAX él .\ B " F3
FAy FB

Egyensulyi egyenletek:

Zin=0=FAx_F3=FAx_6
Fyx = 6kN (=)

a+b
Zy:0=—f-(a+b)-(T)+F1-a—M+FB-(a+b+c+d)—F2-(a+b+c+d+e)

6
Z1A\4=0=—3-(6)-(§)+9-4—1.5+FB-(11)—3-(14)
Fy = 5.59kN(1)
a+b
ZI\IQI=0=—FAy-(a+b+c+d)+f-(a+b)-(T+c+d)—F1-(b+c+d)—M—F2-e
6

ZI\I;I=0=—FAy-(11)+3-(6)-(§+2+3)—9-(7)—1.5—3-3

Fy, = 6.41kN(T)
Ellendrzés:



Igénybevételi abrak:
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a b c d e |
AR .
f
FAX i l &.\ M B < F3
FAy FB
N
-6 kN
6,41 kN
\ 3,41 kN 3 kN
T \
\ 2,59 kN
-5,59 kN
9 kNm
2,73 kNm
M -1,64 kNm
P ~ 1,23 kNm
_6.82 kNm v-lﬁ kNm
. -3,55 kNm
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2.9/M6 Hatarozza meg az abran lathatd befogott tarté tdmaszreakcidit, valamint rajzolja
fel az igénybevételi abrakat!

Adatok:
F, =20kN; F,=12kN;, f =1kN/m; a =3m; b =3m; c =4m.
| a b c
A
r,
v "
>
jA
Megoldas:
| a b c
c/2 |
|
|
|
Ar, |
M, f :
Fax - l ;fc Fy
P> L
A
Fay

Egyensulyi egyenletek:
ZFXL- =0=Fy +F =Fy, +20
F,. = —20kN(<)
ZFyi=0=FAy+F2—f-c=FAy+12—4
F4y = —8kN (1)
Cc
ZM=0=M+F2-a—f-c-(a+b+—)=M+12-3—4-(8)
A a 2 a
M = —4kNm
a
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il
Igénybevételi abrak:
| a b c
c/2 |
R |
|
|
Ar, |
|
Fax %Ma lf ;fc F,
.:,:
A
Fay
20 kN
N
4kN
\
d -8 kN
24 kN
\]2 kN
. \%




SZECHENY!I

2.9/M7 Hatarozza meg az abran lathatd befogott tarté tdmaszreakcidit, valamint rajzolja
fel az igénybevételi abrakat!

Adatok:
F, =5kN; F, =6kN;, M =1kNm,; f =2kN/m;a =4m; b =2m; c =6m.
a b c
A _
F, z
F V= M lf C
A 2
R/ AF
Megoldas:
a b c
c/2 I
-,
|
AFZ | -
[ L
S |
rRM l fe M, % F
- L A
M A\ﬁ
K
Fay

Egyensulyi egyenletek:
ZFXL- =0=F, +F, =5+F,

Fy, = —5kN(<)
ZFL-y=0=F2—f-c+FAy=6—12+FAy
Fyy = 6kN(T)

c
§ M=0=-M-F-(b+)+fc (5)+M=-1-6-8)+12-3)+M
A 2 a a
M = 13kNm
[24



Igénybevételi abrak:
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a b c
c/2 I
P —
|
| v
/ l #
AN | oy AP
R/ N\
K
Fay
o -5 kN
6 kN
T \\
-6 kN
M,

-1 kNm

-13 kNm -13 kNm

-22 kNm



SZECHENY!I

2.9/M8 Hatarozza meg az abran lathatd tortvonall tartd tamaszreakcidit, valamint
rajzolja fel az igénybevételi abrakat!

Adatok:
F =5kN; f =2kN/m; a =4m; b =2m;c =1m; d =3m.
c d
f
s
! C
b
F
1 —
a
.
A
Megoldas:
d
yT Z1Aw=0=—F-a—[f-d]-(c+§)+FC-(c+d)
‘c=‘ d _ . _F-a—[f'd]'(C‘l'%)
| d2 € c+d
L - E 5-4-[2-3]-(1+15)
7 : € 1+3
! F. =8.75kN(T
s 2l i : ©
A fd C

. ZFyi=0=FAy—f~d+FC
TFC Fpy=fd—F, = —2.75kN(L)

ZFXi:O:FAx-l_F

F,, = —F = =5kN(«<)

ole
>
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A kapott eredmények alapjan megrajzoljuk az igénybevételi abrakat:
N: T:

2
~
D
+_A ) T
Mh.'
B
-20
D_
+ -
A
Ismételjlk at a ridszakaszok egyensulyat!
T
+ M,
| | N
- | l >
M, -
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2.
1.
N,
A
h
™ T, 2.+
M’(v—’ S
= s -
£

1. -T,
+ -

JOl latszik, hogy az 1.-es rudszakaszon keletkez6 normalerd (N,) a 2.-es rudszakasz
nyiréerejének -1 szeresével (-T,) tart egyensulyt. Az 1.-es rudszakaszon keletkez6
nyiréerd (T,) pedig a 2.-es rdidszakasz normalerejével (N,).

Ebbdl addéddan a 2.-es rudszakasz nyirdereje meg fog egyezni az 1.-es rudszakaszon
keletkez6 normaler6 -1 szeresével és a 2.-es rudszakasz normalereje pedig az 1.-es
radszakaszon keletkezd nyiréerdvel.

2.9/M9 Hatarozza meg az abran lathaté tortvonall tartd tamaszreakcidit, valamint
rajzolja fel az igénybevételi abrakat!
Adatok:
F =10kN; f =3kN/m; a =2m; b =4m;c =2m; d =2m.
c d

F
B C




Megoldas:
Ty
PR
F
B
P
Sy
b| <pt-—-
=
g
b/2
D
a A
M, % FAX X
_y - 5
ga

SRR RR
TFAY

SZECHENY!I

4
M=10-2—[3-4]-(—+2)
a 2

M = —28kNm

24

Fy=0=F,, —F
Fy, = F =10kN (1)

g

Y Fu=0=FEy—[fb]
Fyo=f-b=12kN (>)

A kapott eredmények alapjan megrajzoljuk az igénybevételi abrakat:

N:

"

-10kN

20 kNm

M, n

20 kNm

10 kN

-12kEN

-4 kNm

-28 kNm
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2.10 Haromcsuklos szerkezet és Gerber-tarto statikai vizsgalata

2.10/1 Az abran vazolt haromcsuklos szerkezetet a megadott erérendszer terheli.
Hatarozza meg szerkesztés és szamitds segitségével a kényszereknél kialakuld
reakcider6ket, valamint a B pontban fellép6 kapcsolderét!
Adatok:

F =4kN; f =2kN/m; a =2m; b = 4m.

a a b

2.10/2 Az abran vazolt haromcsuklos szerkezetet a megadott erérendszer terheli.
Hatarozza meg szerkesztés és szamitdas segitségével a kényszereknél kialakuld
reakcider6ket, valamint a B pontban fellép6 kapcsolderét!
Adatok:

F =8kN; f =0.7071kN/m; a =4m; b =
a b |

- > >

2
b

- >

NN l C

‘4
-t
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2.10/M3 Hatdrozza meg az abran lathatd Gerber-tarté tamaszainal keletkezd

reakcideréket valamint a B pontbeli kapcsoléerét! Abrazolja a tartd igénybevételi &brait!
Adatok:

F, =8kN; F, =10kN; f =2kN/m;
a=4m; b =1m;c=1m;d =2m; e =4m.

a b c d | e
F2
S
! s | o >
Megoldas:
a
| a’2
|
‘a
F] A +f B, FBX
- x >
Fay
Fy
Egyensulyi egyenletek:
Zin=0=FBx_F1=FBx_8
Fg, =8kN (=)
a
D M=0=Fp-a=(fa)5
4
fa3 @43
by =2 =L = kN (1)
a
Z¥=0=—FA'G+U'Q)'§
4
F—(f'a)'%—(z'@'?—t}kN 1
W=, T T4 T M
Ell.:

ZFyi=FA—(f-a)+FBy=4—8+4=0
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b c d e
b/2
——f-—
|
| F,
|
< FBx ) Y C FCX > ' D
B\ b S
FBY fb A A
V FCy FD

Egyensllyi egyenletek:
Zin =0=F —Fgy=Fc,—8

Fou = 8KN (=)
ZM=0=F -(b+c)+(f-b)-(é+c)—F d+F,-(d+e)
0 By > 2 D

b 1
Fp-d=Fg-(b+c)—(f-b) |5+ 10-2—4-2)—2-1)-|5+1
. y(dj-)e (f b3 c]= ()6( ) [5 ]=1_5kN "

b
Zl\l;l=0=FBy-(b+c+d+e)+(f-b)-(§+c+d+e)—FCy-(d+e)+F2-e

b
_FBy-(b+C+d+e)+(f-b)-[§+C+d+e]+Fz-e_4.(8)+(2).[7,5]+10.4
A d+e B 6

=14.5kN (D)

Ell.:
ZFyi=—FBy—(f-a)+FCy—F2+FD=—4—2+14.5—10+1.5=0

Ell...Teljes rendszerre:
Zin=FCx_F1=8_8=O

ZFyi=FAy—f-(a+b)+FCy—F2+FD=4—10+14.5—10+1.5=0
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Igénybevételi abrak:
a b c d e
F>
S
<F‘ 4 l B crtfop y D
FA FCy FD
A
8 kN
N >
8,5 kN
4 kN
T ~—_ >
4 kN -1,5 kN
-6 kN|
A /1 kNm
5 kN; \
M; -4 kNm >
-6 kNm
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2.10/M4 Hatdrozza meg az abran lathatd Gerber-tarté tamaszainal keletkezo
reakcideréket valamint a B pontbeli kapcsolderét! Abrézolja a tartd igénybevételi brait!
Adatok:
F, =6kN; F, =8kN; f =3kN/m;
a=4m;b=1m;c =1m;d =2m; e =3m.

a b c d e
F2
A
<F‘ A i B C Y D
/797 /7%7
Megoldas:
a b
a’2

F, lf ¢ fa s F

L ®)

Fey

Egyensulyi egyenletek:
ZFXL' =0=Fpy —F, =Fp,—6
Fg, = 6kN (=)

a

D M=0=—(f-0):5+Fg (@+h)

Fwy B
Foy =03 = a+1
ZI\B/,I=0=—FA-(a+b)+(f-a)-[%+b]

=48kN (1)

Faf G5+
~ a+b 4+1

=72kN (T)

A

Ell.:
ZFyz=FA—(f-a)+FBy=7.2—12+4.8=0
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c d e
F,
< FBX A C&» ' D
Fgy
YR Fo

Egyensulyi egyenletek:

Zin=0=FCx_FBx=FCx_6
Fey = 6kN (=)

ZI\C/I=0=FBy-c—F2~d+FD-(d+e)
_F,d—Fg-c 8-2-48-1
b= d+e - 5

=2.24kN (1)

Zl\l;l=0=FBy-(C+d+e)—FCy-(d+e)+F2~e
_Fgy-(c+d+e)+F,-e 48-(6)+8-3
Yo d+e - 5

F; = 10.56kN (T)

Ell.:
ZFyi=—FBy—(f~a)+FCy—F2+FD=—4—2+14.5—10+1.5=0

Ell...Teljes Rendszerre:
Zin=FCx—F1=6—6=0

ZFyi=FA—f-a+FCy—F2+FD=7,2—12+10.56—8+2.24=0
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Igénybevételi abrak:
a b c d e
F,
f
at 5 clFey y )
° % %
FA FCy FD
A
6 kN
N >
A
7,2 kN \ 5,76 kN
T >
-2,24 kN
-4,8 kN
A
4,8 kNm
M, >
-8,6 kNm \

-6,72 kNm
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2.11 Sikbeli racsos szerkezetek riaderdéinek meghatarozasa

2.11/M1 Az abran vazolt racsos szerkezetet a megadott er6 terheli. Hatarozza meg a
racsos szerkezet egyensulyat biztositdo kényszereknél keletkez6 tamaszerdket! Hatarozza
meg a racsos szerkezet rudjaiban ébredd ruderok nagysagat csomoponti moddszer
segitségével!

Adatok:
F =2kN; a =3m.
a a
A 1
2 3 4 5 a
B 6 7 !
lF
Megoldas:
a a
F, A 1 E
Iy
2 3 4 5 a
Fg B 6 7 C v

Egyensulyi egyenletek:
ZFyi=O=FBy—F=FBy—2
Fgy, = 2kN (1)

ZI\/:I=0=FBx-a—F-2a
F-2a

FBx_

a
Z1Bw=0=—FA-a—F-2a

=2-F=4kN (=)

—F - 2a
F, = 7 =—-2-F=—4kN («)




C. pontban a ruderdék:

Ss
C
S7
F
D. pontban a raderok:
\Y
Ss S7
- . >
D
E. pontban a ruderdk:
T y
S E X
- >
S;3 Ss

45,0° | 45,0°

A.m pontban a ruder6k:

A
F, S

S>

Az eredmények dsszefoglalasa:
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ZFyi =0= _F+Ss 'Sin45°
F 4

= = N
Ss sin45° ﬁk

ZF’“ =0=-S, — S5 cos45°
S; = —Sg - cos45° = —2kN

S4 = OkN

ZFXL =0=_SG+S7

Se =S, = —2kN

Zin=0=—51—53-Sin45°+55-sin45°
ZFyi=0=—53-Cos45°—55-cos45°
4
53=__kN
2
4 N2 4 2
=— —+-—=-—=4kN
= 2 2 * 2 2 k
Zin_O_Sl_FA_4_4
ZFyi=0=_SZ
SZ=0kN
S, = 4kN
SZ=0kN
4
53—__kN
2
S, = 0kN
4
Ss—_sz
S¢ = —2kN
S, = —2kN
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2.11/M2 Az abran vazolt racsos szerkezetet a megadott erérendszer terheli. Hatarozza
meg a racsos szerkezet egyensulyat biztosité kényszereknél keletkez6 téamaszerdket!
Hatarozza meg a racsos szerkezet bejeldlt rudjaiban ébredd rider6k nagysagat atmetsz6
modszer segitségével!

Adatok:
F =100kN; a =25m; b =2m; h =3m.
a 3b
F
4 1 A/
A
h/2
h 5 2 \ B
3
Y 7 7
h
vy 4 B
S7T77 STT77
Megoldas:
a 3b ‘
- > =‘
\\ III. F
4N ! 1
J ‘\ | A
A ! 2
N |
h RN |2 v
\ |
\ I
\\ 3
7 |
] 6 N !
\
1.
h
y 4 B
S7777 S7T77



Egyensulyi egyenletek:

Atmetszéssel:
y

SZECHENY!I

Zy:o:pB-a—F-(aHb)
_F-(a+3b) 100-(25+6)
B~ a B 2.5

= 340kN(T)

Z1Bw=o=—FA-a—F-3b
_ —F-3b _—100-(6)
AT e T 25

= —240kN()

ElL.:
Zpyi=0=FB—FA—F=340—240—100=0

3b+c

A
A A

Sy

P2 P]

Ss
Se

\ 2o
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Ruder6k meghatarozasa:

— areta ™ oro 15 _ e
a =arctg—,- = arctg——=
h/2
cC=—=
tga

ZMm:0=FA-(a+3b+c)—FB-(3b+c)+55-(3b+c)

_Fz-Bb+c)—F,-(a+3b+c) 340-(12) — 240 - (14.5)

- = 50kN
5 (3b +¢) 12 >0k

ZMP2=0=FA-a—SG-cosa-h
F,-a 240 - 2.5

S6 h-cosa 3-cosl4® 06.12k
ZMP3=0=FA-a—S4-h

F,-a 240-25
S, = = = 200kN

h 3

P; Pontban a ruderdk:

S7

Ss A

NE
o Zin=0=—S7+SG-cosa

-

S, =S¢ - cosa = 200kN

¥ S=Fg

Atmetszéssel:

‘ b b C

-
-5

A
A
| A

qJz
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Ruder6k meghatarozasa:
B = 45°
y =B —a=45°—14°=31°

h
d=§+b~tga=1.5+0,5=2m

2—es rud hossza:

a?+b?=c? = 22+22=c = =48
q1=c-cosy=\/§~c0531°52.4244m

ZMP1=0=S3~q1—F-2b
_F-2b 100-4

= = = 165kN
3 q1 V8- cos31°

ZMP2=0=Sl~d—F~b
F-b

q, = (2b +¢) - cosp = 12 - cos45° = 8.4853m

ZMP3=0=F'C_52'QZ
_F-c 600

S2 === = Tz cosage = TO71kN
Az eredmények dsszefoglalasa:

S; = 100 kN

S, = 70.71 kN
Sy = 165 kN
S, = 200 kN
Ss = 50 kN

Se = 206.12 kN
S, = 200 kN
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2.11/M3 Az abran vazolt racsos szerkezetet a megadott erérendszer terheli. Hatarozza
meg a racsos szerkezet egyensulyat biztositd kényszereknél keletkezé tamaszerdket!
Hatarozza meg a racsos szerkezetbejel6lt rudjaiban ébred6 riderék nagysagat!
Adatok:

F =30kN; a =2m; b =3m.

6a
4 1
A
b A8 2
F 2F F
\J y \J
Megoldas:
6a
I 1L
| |
4 ! 1 !
A I [
|
|
[ [
b 7 S/ 2/
[ [
| [
[ [
v 4 6 | 3 | B
Fu | | 7%7
P P | F A
Fy \J \J \J Fy

Egyensulyi egyenletek:
EMA =0=—F2a—-2F3a— F4a+ Fz6a
F12a
Fp=——=60kN
6a

EMB =0 =F2a+2F3a+ F4a— F,,6a
F12a

Ay 6a

= 60 kN
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Atmetszéssel:
T y
2a
P S

Ss

FAx Pl

Fyy

Ruder6k meghatarozasa:

o

a =tan"'— = 56.31°

ZMM =0=—Fya+5S;b

Fy,a
S4=Al::

ZMPZ =0=—F2a+Sgh

Q

=40 kN

ZMPs =0=—F;a+S¢b—Ssbcosa
_FAya +Sﬁb

=7211kN
bcosa

55=

P1 Pontban a ruderdk:

S
7 S5 @ ZFyi=0=S7—Sssina

S, = Sssina = 60 kN

Ss
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Atmetszéssel:

Ty

3a

Iy
A 4

B : I
Fuo Py

Fyy

Ruder6k meghatarozasa:

ZMP1 =0=—Fy2a+5b
Fyy2a

1= b
Z Mp, =0 = —Fy,3a + Fa+ S3b
F4y3a —Fa
3=
ZMP3 =0=—F4;2a+S;b—S,bcosa

—F,,2a + S;b
Sz= Ay 3

= 80 kN

= 100 kN

= 36.06 kN
b cosa

Az eredmények dsszefoglalasa:

S, = 80 kN
S, = 36.06 kN
S; = 100 kN
S, = 40 kN
Ss = 72.11 kN
Se = 80 kN
S, = 60 kN
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3. SZILARDSAGTAN

3.1 Alakvaltozasi- és fesziiltségi allapot

3.1.1 Alakvaltozasi allapot értelmezése egy szilard test P pontjaban

3.1.1/M1 Az elemi triéderen ismert egy szilard test P pontjanak alakvaltozasi allapota.

Kérdések:
a, Irja fel a P pont A, alakvaltozasi tenzorat!
b, Hatarozza meg az i, j és k iranyokhoz tartoz6 a,, a,, a, alakvaltozasi vektorokat!

¢, Hatarozza meg az ¢,,,,,v,, alakvaltozasi jellemzOket!

Megoldas:

a, Az alakvaltozasi tenzor:
[ 1 1
Ex SVxy 5Vxz
|1 27 2 I -2 3 0]
|§ &y Eyyz|= -3 0 4|-10
1 1 0 4 5
[ Eyzy &

b, Az alakvaltozasi tenzor diadikus alakja:
Ap=o,cita,cjta,ok
1 1
o, = [Sx 5 Vyx Eyzx] =[-2 -3 o0]-107*

1 1 _
a, = [nyy g zyzy] [-3 0 4]-107*

1 1 _

z = [nyz Eyyz 32] =[0 4 5]-107*

c, Az értékek az alakvaltozasi tenzorbdl kiolvashatoak:
& =—2-10"*
Yaz = 0
180
Yyz = 8-10"*rad =8-107*

[e]

= 0.04584°




§
7 SZECHENYI

3.1.2 Alakvaltozasi jellemzok szamitasa

3.1.2/M1 Adott egy P pont kornyezetében az alakvaltozasi jellemzOk és az n és
m egységvektorok.
Adatok:
g =—10-107%,6,=8-107%, &, =5-107%, ¥, =¥y, =0, ¥, = =5-1073
n =—-0.6i + 0.8k, m = 0.8i + 0.6k

Kérdések:

a, Irja fel a P pontban az alakvaltozasi tenzort!

b, Hatdrozza meg n irdnyban az ¢, fajlagos megnyulast! Hatarozza meg a y,,, fajlagos
szbgtorzulas értékeét!

¢, Hatdrozza meg m irdnyban az ¢, fajlagos megnyulast! Hatarozza meg a y,,, fajlagos
szbgtorzulas értékét!

d, Hatdrozza meg a y,,, fajlagos szégtorzulas értékét!

Megoldas:
a, Az alakvaltozasi tenzor a szilard test P pontjaban
1 1
|[ Ex nyy nyzl
1 1 | -10 O 0
— — -5
Ap —|§yyx &y Eyyzl_ 0 8 5|10

1 1 0o -5 2

Eyzx Eyzy &
b,

g=n-Ap-n=a, n=[6 -4 4[ 1105——04 1075
an=Ap-n=10‘5[0 8 —5[ l [ llO5
Yn =2 Mm-Ap-n=2-a, m=2- —4 4] 105—72 1075
0.6

o

0.8
gn=m-Ap-m=a, m=[-8 -3 3[ 1075 = —4.6-1075

S EE LR

Yom=2"M-Ap-m=2-a, n=2-[-8 -3 3[ 1075 =7.2-10"° =y,
0.8

0
Yom=2 "k A, m=2 a, k=2-[-8 -3 3] 0]10—5=3-10—5
1
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3.1.3 Fesziiltségi allapot értelmezése egy szilard test P pontjaban.

3.1.3/M1 Adott egy szilard test P pontjanak feszliltség tenzora.

Adatok:
50 -30 O
T, =|-30 0 20| MPa
0 20 70
Kérdések:

a, Hatarozza meg x,y, z irdnyokban a fesziltségvektorokat!
b, Abrazolja a fesziiltségi allapotot az elemi triéderen!
Megoldas:

a, A feszlltségi tenzor diadikus alakja:

Tp=pycitpy,cjtp,ok
Py =0y, t+1,e,+1,e,=(50i—30j)MPa
Py =Ty e, to,e, +1,e, =(—30i+20k)MPa
P; = T8y +7ye,+7,e,=(20j+70k)MPa

b, A fesziiltségi allapot alakulasa a P pont kdrnyezetébdl kiragadott elemi kockan:
z

70 MPa
30 MPa
T
V
X

3.1.4 Fesziiltségi jellemz6k szamitasa

3.1.4/M1 Adott egy P pont kdrnyezetében az i, j és k iranyokhoz tartozé p,, p,, p,
feszliltségvektorok és az n és m egységvektorok.

Adatok:
px = (60i + 90k)MPa, p, = (—30V5k)MPa,p, = (90i —30V5j + 50k)MPa
V5. 2. 2. 5,
n =?l+§],m= —§l+?]
Kérdések:

a, Irja fel a P pontban a fesziltségi tenzort!

b, Hatdrozza meg n irdnyban a o, normal fesziltség értékét! Hatdrozza meg a t,,,
csusztatd fesziltség értékét!

¢, Hatdrozza meg m irdnyban az o,, normal feszlltség értékét! Hatdrozza meg a t,,
csusztatd fesziltség értékét!

d, Hatdrozza meg a t,,, csUsztatd fesziiltség értékét!
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Megoldas:
a, A feszlltségi tenzor a szilard test P pontjéban

Ox Txy sz 90
Tp = |Tyx l = [ —30V5|MPa
Tax sz —30\/_ 50
b,
V5/3 100
op=n-Tpn=p, n=[20/5 0 10V5] 2/3 MPa = —=MPa
60 V5/3 20V5
po=Tp n=]|0 0 —30\/_ 2/3 MPa=| o0 |MPa
90 —30V5 10V5
—2/3 4075
Tun =m-Tp-m=p, -m=1[20V5 0 10V5]|V5/3|MPa=———MPa
0
c
-2/3
Op=m-Tp-m=p, -m=[-40 0 -110](/5/3 MPa=?MPa
0
60 0 90 1[-2/3] —40
pm=Tp-m=]|0 0 —30V5||y5/3|MPa=| 0 |MPa
90 -30v5 50 1| o | -110
V5/3 40V5
Tam=N-Tp-m=p,-n=[-40 0 -110] 2/3 MPa = _TMPa=Tmn
0
d,
1
Tn=0Tp-n=p, i=[20/5 0 10V5]|0|MPa= 20V5MPa
0
3.1.5 Altalanos Hooke-torvény alkalmazasa fesziiltségi
meghatarozasara.

3.1.5/M1 Az Aaltaldanos Hooke-térvény felhasznalasaval ismert alakvaltozas
hatarozza meg a P pont fesziltségi tenzorat!

Adatok:
=[4 3 0] 10_5,ay =[3 -2 -3]'10%,a,=[0 -3 7]-107°
v=0.3; E=21-10°MPa
Megoldas:
Az altalanos Hooke-térvény értelmében:
Tp =26 (Ap + ﬁA, 1),
ahol

E
E=26(1+v)=>26=——=1.6-10°MPa
1+v

tenzor

esetén
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4 3 0]
Ap =3 -2 =3[107°
0 -3 7]
Aj=e+e+e=9-107°
1 0 0]
1=[0 10
] 0 0 1l
Igy
4 3 0 03 100
Tp=1.6'105MPa<3 -2 —3]10_5+m'9'10_5[0 1 0]>=
0 -3 7 ' 0 0 1
4 3 0 675 0 0
1.6-105MPa<3 -2 —3]10—5+ 0 6.75 0]10—5>=
0 -3 7 0 0 6.75

10.75 3 0
3 475 -3
0 -3 13.75

172 4.8 0
10°=148 76 —48
0 —-48 22

1.6 -10°MPa MPa

3.1.6 Altalanos Hooke-térvény alkalmazasa az alakvaltozasi tenzor
meghatarozasara.

3.1.6/M1 Adott egy P pont kdérnyezetében az i, j és k iranyokhoz tartozé p,, p,, p,
feszliltségvektorok. Az altaldnos Hooke-térvény felhaszndlasaval hatdrozza meg a P pont
alakvaltozasi tenzorat!
Adatok:

P =120 30 —30]MPa,py= [30 —40 O0]MPa,p,=[-30 0 —80]MPa

v=0.3; E=21-10°MPa

Megoldas:
Az altalanos Hooke-torvény értelmében:

Ap =%(TP_$TI 'I),

ahol
E
E=26(1+v) - 26 =——=1.6-10°MPa
1+v
20 30 —30
T,=|30 —40 0 |MPa
30 0 —80
T} = oy + 0, + 0, = —100MPa
10 0
I=lo 1 o
, 00 1
igy
" (20 30 —30 100
Ap=———(|30 -40 0 |MPa——=—-(-100MPa)|0 1 of|=
L16-10MPa\| "0 o _go 1403 0 o 1
" (20 30 —30 —2308 0 0 )
— (|30 -40 o |MPa—| o -2308 o [|MPa|=
. 5
L6-10°MPa\|_35 ¢ _go 0 0 —23.08
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L 4308 30 ~30 2688 1875 —18.75

— | 30 -6308 0 |MPa=|1875 -3943 o |-10-S
. 5

1L6-10°MPa| 55 o _103.08 1875 0  —6443
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3.2 Egyszerl igénybevételek

3.2.1 Egyszerii igénybevételek: Hizas (nyomas)

3.2.1/1M Egy négyzet keresztmetszet( rid végén f intenzitdsu megoszl6 terhelés hat. A
P ponton keresztll kettévagjuk a rudat, a rajz sikjara merdéleges i, n, és n; normalisu
sikokkal.

Adatok:
f= 250mm2' a=100mm
VA VA
A
4] L
S| -f— |
z X
Y
a 3 1 RS
Kérdések:

a, Hatarozza meg a rud tengelyére mer6leges sik P pontjaban ébredé fesziiltségvektor
nagysagat, majd irja fel a P pontbeli fesziiltségtenzort!

b, Hatdrozza meg az n, és n; normalisi sik P pontjdban ébredd feszliltségvektor
nagysagat. Szamitsa ki a p,,, feszlltsegvektor koordinatainak nagysagat az n;, m; k; helyi
koordinata rendszerben!

Megoldas:

a,

A P pont kozvetlen kérnyezetében a fesziltségvektor a kovetkez6 képen értelmezhet6:
AF

ou = i3

“y
I~

I

Mivel a keresztmetszetek igénybevétele allandé intenzitdsu fellleten megoszl6 terhelés
igaz hogy

—N '—fA i = i = 250i = 250iMP
px—A l—A i=f-i= lmmz_ iMPa
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Az i,j, k egységvektorok altal kijel6lt koordinatarendszerben p, irdnya parhuzamos az i
egységvektorral igy 7, = 0. Igy a P pontbeli fesziltségtenzornak egyetlen eleme van

250 0 0
T,=|0 0 0|MPa
0 00

b, A masodik sik altal kimetszett keresztmetszet P pontjaban ¢ébredd p,,
feszliltségvektort a kdvetkez6 abran értelmezhetjiik

1’13/4
"> .
1]
N fA . o
|pn2|=A—2=A—2=fSln 40° = 160.7MPa
a a? A

Az = asin 40°  sin 40°  sin 40°

Az n,m, k, helyi koordinata rendszerben a p,, feszlltségvektornak lesz normal- és
csusztatéfeszililtség komponense is,
On, = |Pn,| sin40° = 103.3MPa
Tmym, = |Pn,| cOS40° = —123.1MPa

A harmadik sik altal kimetszett keresztmetszet P pontjaban ébredé p,,feszlltségvektor

_[_
N fA . o
|Pn3| = A_3 = A_3 = fsin 50° = 191.51MPa

a A
A3 = asin 50°  sin 50°
On, = |Pn,|cos50° = 146.71MPa
Tmyn, = |Pn,|sIN50° = 123.1MPa = —1,,,
Erdemes  megfigyelni, hogy az egymasra merbleges sikokban  ébredé
csUsztatoéfeszliltségek nagysdaga megegyezik, erre majd a cslUsztatd feszliltségek
dualitdsanak ismertetése ad magyarazatot.
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Az 1.4-es feladatban ismertetett szamitasmenettel is megkaphatjuk a p,,
feszliltségvektort és komponenseit. Ehhez el6szo6r hatdrozzuk meg az n; és m;,
egységvektorokat

n; = cos 40 °i —sin 40 °j,m5 = cos 50 °i + sin 50 °j
Majd a feladat a, részében meghatarozott T, feszliltségtenzorbdl kiindulva megkaphatjuk
a p,, feszlltségvektort és komponenseit,

250 0 0 cos40° 250 - cos40° 191.51
Pn, =Tp M3 = —sm 40°|MPa = 0 MPa = 0 MPa
0 0
cos40°
ng = Pny "M [191.51 0 0]|—sin40°|MPa = 146.71MPa
0
cos50°
Tmang = Py " M3 = [191.51 0 0]|sin50°|MPa = 123.1MPa
0

3.2.1/2M Egyszer( igénybevételek: hlzas. Az dbran lathatdé kor keresztmetszet(i befogott
rudat a végén léve ero terheli.

Adatok:
[ =800mm,D =30mm,E = 2.1-10°MPa,v = 0.33,F = 40kN
y A
——— el —— —— _.P
F F
l————- —>| >
A x
ok —
< T 40 kN
z + l
N _- X
Kérdések:

a, Rajzolja fel a normal igénybevételi abrat majd hatdrozza meg a tartdé veszélyes
keresztmetszetét. Hatarozza meg a veszélyes keresztmetszetben ébredd igénybevétel
nagysagat. Abrazolja a fesziiltségek eloszldsat az y és z tengelyek mentén! Hatédrozza
meg a fesziiltség eloszlasbdl a veszélyes pont(ok)-at.

b, Irja fel a P ponthoz tartozé fesziltségtenzort!
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c, Hatdrozza meg a rudat terhel6 er6 hatasara létrejové hosszvaltozast (41) és a rud
atmérdjének megvaltozasat (4D)!
e, Irja fel a P ponthoz tartozé alakvaltozasi tenzort!

Megoldas:

a, Veszélyes keresztmetszet: a rid 0sszes keresztmetszete.
Igénybevétel nagysaga a veszélyes keresztmetszetben: N = 40 kN
Veszélyes pontok: a keresztmetszet dsszes pontja.

b,
o, 56 50 0 0
0 0 0 0 0 MPa
0 0 0
. N 40 kN 103 _ ce.somp
5:(P) = 4= Do = 706.86 mm? @
4
(o
I'—1 Al D
sx=T=T - Al=1¢& =800mm-2.69-107* = 0.21558mm
_E e 2T 56.59MPa 269 10-*
T E ST & T T 105MPa . ©
D'—D AD D ,
& =" =F=>AD D-g =30mm-(—0.8089-107*) = —2.668-10°>mm
& =€ =¢&=-v-g =—0.8089-107*
d,
& 0 0 2.69 0 0
A, =10 & O0|=[o0 -0.8089 0o |10°*
0 0 ¢ 0 0 —0.8089

3.2.1/3M Egyszer(i igénybevételek: hlzds-nyomds. Adott egy valtozd keresztmetszetd
rad és annak terhelése.
Adatok:

d = 100mm,D = 150mm,l; =l; = 0.2m,l, = 0.3m,F = 100kN,E = 0.7 - 10° MPa

y A
1 6EF g“ SF 1 F
- **@‘f** S 4—'*1@‘**7**}-
Y
l L s
2F
oy AT -
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Kérdések:

a, Hatarozza meg a rud igénybevételeit!

b, Hatdrozza meg az ébredd normalfesziltségeket!

¢, Szamolja ki a rudszakaszok, és a teljes rdd hosszvaltozasat!

Megoldas:

a, Igénybevételek a rad kilénbdz6 szakaszaiban:
N, = 200kN
N, = —400kN
N; = 100kN

b, El6zetes megtekintés utdn az 1-es és 2-es szakasz lehet a rud
keresztmetszete:
Ny 200-10° N

L=~ _J456MP
1T 4, T 7854mm? ¢
d’m
Al = T = 7854mm?
_Np_A0010°N
%2 = A, T 1767tmme | c4PHHrd
D?m
A2 = T = 17671mm2

A rud teljes 1-es szakasza veszélyes.
¢, Hosszvaltozasok szamitasa:
NI
Al=ZAli=Ai_E

i=1
_F1'l1 -l Fs'ls_N1'l1 Ny-l, N3-l

All_E-Al E-A, E-A;, E-l, E-l, E-l
l,-N; 200mm-2-10° N
A = S E T 7854mm2 - 07- 105 Mpq _ 007276 mm
L lNe_ 300mme(—4-10°M) o
27 A,-E 17671mm?2-0.7 - 105 MPa '
A 200 mm - 105 N Al
Als = 4 F = 7884mm? - 0.7 - 105 Mpa _ 03638 mm ==

Al = Al + Al, + Al; = 0.01214mm

veszélyes
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3.2.1/4M Egyszer( igénybevételek: hlzas. Egy merevnek tekintheté gerendat kilonb6z6
méret(i és anyagu ruddal fliggesztettiink fel az abran lathaté maddon.

Adatok:
l=15m=1500mm,l; = 1.5m = 1500mm,l, = 0.5m = 500mm
d, = 20mm, D, = 30mm,d, = 35mm, D, = 40mm, E; = 210GPa, E, = 70GPa

A—*— }-A A-A on B-B

A
y

Kérdés:
Hatarozza meg, hol kell elhelyezni az F erd tdmaddaspontjat ahhoz, hogy a gerenda csak
6nmagaval parhuzamosan mozdulhasson el?

Megoldas:
Al = Al
L Ny _ l; N,
E A, E A,
Ahol
D —d?)'m
A = % = 393mm?
D? —d3)m
A, = % = 295mm?

Az N, és N, nem ismert, értékiik az er6 tamadaspontjanak fliggvénye,

L¥A

B
N,

N, /

"X
ZMA=0=—Fx+lN2=> N, = —

l
F(l—x)
l

D My=0=—N, [+ F(-x)= N, =
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F(l—x) Fx
S B

E A, E A
Ld-x) Lx
E A, E, A,
l—x L E A
x L EA,
1500mm —x 500mm - 210 103MPa - 393mm?

x " 1500mm - 70 - 103MPa - 295mm?

1500mm — x _ 393 — 13322
x 295

1500mm = 2.3322x
x = 643.17mm

3.2.2 Egyszerii igénybevételek: Egyenes hajlitas.

3.2.2/1M Adott egy téglalap keresztmetszet( tartd és igénybevétele!

Adatok:
l
R, 0, =320MPa,n=16,P = (E; —20;—10) mm,a = 40mm,b = 60mm
M,, = 4kNm,E = 2.1- 10°MPa,v = 0.3

VA VA

b
tak
|
|
|
|
|
|
|
)
N
=Y

Kérdések:
a, Hatarozzuk meg a P pont feszliltségi- és alakvaltozasi tenzorat!

b, Végezziik el a tartd szilardsagi ellen6rzését!

Megoldas:

a,
veszélyes

Vi l:pamok yi

A y +
M= 0 ? Mh: Mh:
o= Ao @ E

P ] __é P.
/

a veszélyes - >
= ™ pontok 4 kENm

Oy
.Z+ 2, LTI

7 |

=Y
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ax(P) 0 Ol [ 111.1 0 o0
T, = () () MPa
M 4 kNm 4 - 106Nmm
O'x(P) = Typ = m ' (—20mm) = m ' (—ZOmm) = > = —111.1MPa
ab® 40603 .
I, =5 =—7; = 720000mm
& 0 0‘ ~5291 0 0
A, = |0 ¢ [ 1587 0 l -10~*
0 0 1.587
_o(P) _—1LiMPa o,

&TTF TT21-10°
g, =¢, = —ve, =—03-(-5291-107*) = 1.587-107*

b, A szilardsagtani ellen6rzés alapegyenlete:

Jxmax S Jmeg

Ahol
R,02, 320MPa
Omeg =~ =1 200MPa

M,, M,, 4-10°

= 166.67MPa

Ox max — TYmax = K, T 24-10%
K =1 1 ab® 2 ab® 40-60°

2 Py 12 b 6 6
< — 166.67MPa < 200MPa

O_X max — Jmeg

Ezek alapjan a tarto szilardsagilag megfelel.

= 2.4-10*mm?

3.2.2/2M Egyszerld igénybevételek: hajlitds. Ismert egy kéttdmaszu tartdé és annak

terhelése.
Adatok:
Omeg = 170MPa
@D ¥ A yll
4kN
4 ’ V=4 | 5 l kN
z x
Im 2m Im
-1

Kérdés:

Méretezze a rudat feszliltség csulicsra (a nyirasbol szarmazé fesziltséget elhanyagoljuk)!
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Megoldas:

veszélyes

YA
4EN N
414/ | B N
o, Y x
FA},f U
veszélyes Im 2m Im
Gx+ pont - P i >

+ | SEN 2kN
T+t %\ I -
ol | X

-4 kN -3kN
4EN 2kN
M}Et‘gﬁﬂﬂﬂﬂ[ﬂmmmmm.
- X
|Mhz| |MhZ|
o =———=<o, =K, =
xmax K, meg z Omeg
My, |4-10°Nmm|
K, pin = = = 2. -10* 3
min = s 170MPa 353107 mm
D31 332 Kypn 3|32 -2.353 - 104mm3
szin = 3—2 = Dmin = - = T =62.11mm
l

3.2.2/3M Egyszerl igénybevételek: hajlitds. Ismert egy koérgy(iri keresztmetszetd rad
terhelése (a keresztmetszet sulypontjaba redukalt nyomatékvektor) és az atmérdarany.
Adatok:

D 4
Omeg = 100MPa,— = =, M = 4.5k kNm

d
oD h% VA
z o,
ad
P,
z |

Kérdés:
Méretezze a rudat feszliltség cslicsra (a nyirasbol szarmazé fesziltséget elhanyagoljuk)!
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Megoldas:

veszélyes

My<0

veszélyes
Ox* pont
= |
|Mp,| |Mp,|
Oxmax = TZZ < Omeg K, = O_m:g
My, |—4,5-10°Nmm|
K .= = = 45 - 104 3
G 100MPa mmn
4 N\ 256 175
g =L —dm |Ga) -at| o R L
3 3 3
l

3127 -128-K,,,,;
dmin = szm = 65.64 mm

dalk = 66mm

3.2.2/4M Egyszer( igénybevételek: hajlitds. Ismert egy téglalap keresztmetszeti
befogott tartd és terhelése.

Adatok:
R,y = 450MPa,n=25, l=2m
%4
F
-t
z »
X
Kérdések:

a, Méretezés maximalis terhelésre (a nyirasbdl szarmazé fesziiltséget elhanyagoljuk)!
b, Méretezés az y tengely mentén hatd F erére (a nyirasbdl szarmazd fesziltséget

elhanyagoljuk)!
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Megoldas:
a,
ZA Z Z A
A
< <= >
v Miy<0 y
a
OxA
| >
Y
e -F
M,
FI}_W;
-FI
Méretezés maximalis terhelésre:
|Mhy| ReH
Oxmax = "¢ S Omeg = o 180MPa — My, < opegK,

y
Myymin = OmegK,, = 180MPa - 2000 mm? = 360000Nmm

ab? s
Ky = ? = 2000mm

My, — 360000Nmm

ny = F 1 B = 2000mm
b, Méretezés az y tengely mentén hatd F erére:
|Mhz|
Ox max = T < Omeg My, < Jmeng
zZ

Myzmin = OmegK; = 180MPa - 3000 mm? = 540000Nmm

a’b

K, = - = 3000mm3

My,  540000Nmm
Mhz = F 1= Fnax = =7 = —5000mm = 270N

3.2.3 Egyszerii igénybevételek: Csavaras

3.2.3/1M Egy tart6 igénybevétele tiszta, homogén csavaras.

op XA VA
M, M,
. =N K==

A

Y
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Kérdések:
a, Hatarozza meg az A és C pont beli feszliltségtenzort!
b, Hatdrozza meg a C pont feszilltségtenzorat! Mekkora nagysagu csusztatédfesziiltség

ébred a C pontban?
¢, Hatarozza meg a C pont fesziltségtenzorat az r, ¢, x koordinata rendszerben!

Adatok:
M = 0.3kNm
D = 20mm
A= (0; 0;5)mm
B = (0; —10; 0)mm
3
C = (0; —5;—10\/7—>mm
Kidolgozas:
VA
M. M.
e 1=
L / -
M-I-
L
e~ [LLLCETTOTITEETTTOTTECT =
-0.3kNm
a,
0 Ty Txz 0 9549 0
Ta=|t,, 0 0 =[95.49 0 0|MPa
TZX 0 0
) = M,  —03-10°Nmm . _ 95.40MP
e A) = = 2 = gt O = 9549MPa

p
4.

=2 s708mm

p— 32 = mm
M,

sz(A) = 1_ Ya = O0MPa
p

0 Txy sz 0 0 190.99
Ty = |Tya 0 0 |MpPa
Ty 190 99 0 0

Ty (B) = —E zg = 0MPa
M, —0.3-10°Nmm
I

T b LT = 190.99MP
D Vs 15708mm* ( mm) ¢

T,(B) =
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b,
0 Ty T 0 —165.4 95.49
T.= |1, 0 0]|=[-1654 0 0 |MPa
T,e 0 0 95.49 0 0
M, —0.3-10°Nmm V3
Tyx(C) = _E'ZC = —W' —107 mm = —165.4MPa
© M, —0.3- 10°Nmm 5) 95 49MP
T =—'Ye =5 (=5)mm = 95. a
z I, 15708mm*
I7,(C)] = erx(C)z +1,,(C)? = 190.99MPa
o

0 0 0 0 0 0
T _fo o
(rox) = Tox|=|0 0 —190.99(MPa
0 7, O 0 —190.99 0
M, —0.3-10°Nmm
T(px(C) = E Te = W *10mm = —190.99MPa

3.2.3/2M Hatarozza meg a P pontban az alakvaltozasi- és fesziiltség tenzor elemeit! K
keresztmetszet szogelfordulasa, alakvaltozasi energia meghatarozasa.

gp YA VA

_ -
@2 <_J )

-

Y

Adatok:

M = 150Nm
D = 30mm
d = 24mm
l =300mm
x = 100mm
G = 80GPa
P = (150; 0; —12) mm
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Megoldas:

-
|

Tyx T/lﬂm e e 150Nm
ontok
P A M T e

A

a, Veszélyes keresztmetszet: Minden keresztmetszet az egész rdd hosszaban.

0 Ty Ty 0 3834 0
T, =|ty, 0 0[=[3834 0 0[MPa
T,, 0 0 0 0 0

Altaldnosan elmondhatd: A fesziiltség a keresztmetszet kozéppontjatdl szamitva sugar

mentén kifelé né.

150 - 103Nmm
46950mm*

D*—dY)m

A 4
I, = D 46950mm

M,
T, (P) =I_'yP = OMPa
p

Ty(P) = ——S12, = — - (—12mm) = 38.34MPa

b, Az alakvaltozasi tenzor:

(o L,

| 27y 0 24 0

I | = 10~*

24 0 0
[5 Yoz O OJ 0 0 0
0 o0 o0

Az egyszer( Hooke-torvényhez hasonld 6sszefliggés alapjan:
T,»  38.34MPa _
=—= = 4.79-107*

Yvx =7 T 80-10°MPa

-x _ 150-10°Nmm-100mm 399 10-*rad
G~ 46950 mm*-80- 10°MPa ' ra

Mc
IP

M.22-1 1 (150-103Nmm)?-300mm

=3 = 898.56 Nmm = 0.
G~ 2 46950 mm* 80 - 103Mpa _ o 0-26Nmm = 0.899]
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3.2.3/3M Méretezze a rudat ha a rud teljes hosszara a megengedett szdgelfordulas adott.
Végezzen szilardsagtani ellen6rzést is a megengedett cslUsztatofesziiltség figyelembe

vételével!
) A A
op Y
M M
+—~—} |[—— —4:!——43;
I, L
Adatok:
M = 250Nm
l, = 300mm
l, =200mm
G = 65GPa
Wimeg = 1.5°
Tmeg = 40MPa
Kidolgozas:
A VA A
oD > , "
D M | M
/
}--— >
z N X
M.<0
Tk 1'eszé:y;(es - L > - £ >
onto i
. P M+ [
m | -250Nm
-500Nm
a,
SM L 1S m
Yo = ; vl e ;Mci-li < neg = 15~ Tossrad
1| |-150 - 105Nmm? — 50 - 10°Nmm?| ,
Pomin ZMci' i| = T = 117530 mm
min - Yeg * G | 1.5 1gg5° 65 10°MPa

D* - 21,
Ip = 3—2 g Dmin = T‘mm = 33.08mm
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b,
M| |-0.5-10°Nmm]|
Tmax = = BA18m3 =59.39MPa < Ty
Paik
D3y -m 353mm3-m s
Kpalk =16 16 = 8418mm

59.39MPa < 40MPa — Szilardsagilag nem felel meg!

M, M| |-0.5-10°Nmm]| ,

Trnax = K_p S Tmeg = Kppin = Tres = A0MPa = 12500mm
D*-m 316K, .~ 3|16-12500mm?3

Pmin 16 = Umin = p= = - = 39.93mm

3.2.3/4M Egy befogott tartd végére tarcsat szereltiink, melynek keriletén erék hatnak.

F
» o R v 7
_______________ I .
x z
A
- ! » F

Kérdések:

a, Méretezze a tartot fesziiltségcesicsra, ha a tartd keresztmetszete kor!

b, Méretezze a tartot feszliltségcslcsra, ha a tartd keresztmetszete korgyl(r(i, tovabba az
atmérdk aranya adott!

c, A tartd sulyanak csokkentése céljabol melyik keresztmetszetl tartét javasolja
kivitelezésre, ez szazalékosan mennyivel lenne kénnyebb?

Adatok:
F =1kN
R =0.15m
Tmeg = 60MPa
Kidolgozas:
VA VA
M M

= & ] br
300Nm

+
veszélyes ¢ MLTTTTTTTTTITITIIITIOCLIITN

pontok - X
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a, A tarcsa kerlletén hatd eréket redukalva a tarté sulyvonalara:
FS=ZFL-=—F-k+F-k=0

MS=ZMl-=F-R-i+F-R-i=2-F-R-i=300Nm-i

M| IM.| 1300 - 103 Nmm| ;
Tmax = K_p = Tieg Pmin Tineg = 60MPa = 5000mm
D3 -7 3/16-K, . 3[16-5000mm?3
Kpmin = 16 - Dmin = p= = - = 29.42mm
b, Méretezzlik a tartét ha korgy(iri keresztmetszet(i, tovabba az atmérdk aranya adott:
D, 9
d, 8
9. _ gt 3° 4 4 2465
(D' —d)m [(§d2) —d, ]” [(4096d2 )‘dz ]’T T00e 2"  2465d,°n
p = = = ) = = )
32D, 32 %dz 36 - d, 36 4096 - 36
l
d 3/4096 - 36 - Kpmin 45,66
Zmin = 24650 oo

D3, = 51.36mm
c, A tdmegek aranya:

D?-x
my  pVy  pAl Ay 4 D?
m, pVZ pAzl AZ (Dz - dz )T[ Dz - dz
4

Elérhetd sulycsokkentés szazalékos értéke:

m,
100 - (1 ——) ~ 36%

m
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3.3 Osszetett igénybevételek

3.3.1 Huzas (nyomas) és egyenes hajlitas

3.3.1/1M HUzas és egyenes hajlitas. Ismert egy négyzet keresztmetszetl prizmatikus rud
veszélyes keresztmetszete, amelyen a kilsé erGrendszer a keresztmetszet sulypontjaba
redukalt vektorkettdssel van megadva.

Adatok:
M, = (1.4k)kNm, F, = (20i)kN, R, = 215MPa, n = 1.6
y A
S| -
z o,
.
Kérdések:

a, Rajzolja meg a veszélyes keresztmetszeten a fesziiltségeloszlast és hatdrozza meg a
keresztmetszet veszélyes pontjait!

b, Méretezze a rudat feszliltségcslcsra, ha ismert a rad anyaganak folyashatara és a
biztonsagi tényezd értéke!

c, Az alkalmazott keresztmetszeti adatokkal hatarozza meg a veszélyes keresztmetszeten
a zérusvonal egyenletét!

Megoldas:

a, A keresztmetszet sulypontjaba redukalt vektorkettds alapjan a keresztmetszeten az
igénybevételek meghatarozhatdk. A nyomatékvektornak csak z irdnyld komponense van,
amely pozitiv, ami azt jelenti, hogy az egyik igénybevétel egyenes hajlitds (az
elGjelszabaly értelmében negativ elGjelli). Az erGvektornak csak x irdnyd komponense
van, amely pozitiv, ebbdl az kovetkezik, hogy a masik igénybevétel hlzas. Azaz a
keresztmetszet igénybevétele 6sszetett, hlizas+hajlitas.

A fentiek ismeretében a feszliltségeloszlas megrajzolhatd, ahol o, a huzasbdl szarmazd
normalfesziltség, amig o, a hajlitdsbdl szarmazd normalfesziiltség. A szuperpozicié elv
értelmében a két fesziltség 0Osszeadhatd, amelynek eredményeként kapjuk o,
feszlltségeloszlast az y fliggvényében. Az abrabdl lathatd, hogy a keresztmetszet
veszélyes pontjai az alsé szal pontjai. Ez azt jelenti, hogy a szerkezetben itt ébred a
legnagyobb fesziiltség.

A zérusvonal azon pontok halmaza a keresztmetszeten, amelyen a feszlltségérték zérus.
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zeérusvonal y f VA VA y
) \ ’ C %‘
S| - ; -’; I
z = [ Oy Oy
Y t‘ ;
veszélyes Oxmax

A

> pontok

b, A feszlltségcslcsra vald méretezés esetén a kovetkezé egyenlétlenségnek kell
fennallnia hdzas+hajlitas ¢sszetett igénybevétel esetén:
O_xmaxso_meg

A maximalis normalfesziltséget a kovetkez6 6sszefliggés adja

o = o, + oy, =M+ M|
xmax xmax xmax A KZ
A megengedett fesziltség a kovetkez6 0sszefliggésbol hatarozhaté meg
Rp
Omeg = 7

HUzas+hajlitds Osszetett igénybevétel esetén a kovetkezOképpen kell elvégezni a
méretezést. ElsG |épésben elhanyagoljuk a huzasbdl szarmazé normalfesziiltséget és
kizarolag egyenes hajlitdsra méreteziink. A masodik |épésben a hajlitdsra meghatarozott
keresztmetszeti adatok esetén ellen6rziink Osszetett igénybevételre. Amennyiben a
meghatarozott keresztmetszettel az ébredé maximalis normalfeszliltség kisebb, mint a
megengedett fesziltség, Ugy a méretezést elvégeztilk és a kapott eredményeket
alkalmazzuk. Amennyiben a maximalis normalfesziltség nagyobb, mint a megengedett
feszlltség, ugy eggyel nagyobb szabvanyos méretet valasztunk, és Ujra elvégezziik az
ellendrzést. Ezt az iteraciét addig végezziik, amig az egyenlétlenség fel nem all. Ennek
megfelelden:
Elhanyagoljuk a hazast, és méreteziink egyenes hajlitasra:

|Mhz| RP

K
A fenti 0sszefliggésbdl kiszamolhatd a minimalis keresztmetszeti tényez6 értéke

My, l'n 1.4-105Nmm- 1.6

Kymin = R N = 10418.60465mm?
P 215——
mm
Mivel négyzet keresztmetszet esetén
a3
K, = rx

ezért

3
a .
Komin = =5 = Gmin = 3[6 - Kymin = 36+ 10418.60465mm3 = 39.687mm

A megkapott minimalis oldalélt a legk6zelebbi szabvanyos értékre felfelé kell kerekiteni,
azaz az alkalmazott oldalél
Aqie = 40mm.
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Ellendrzés Osszetett igénybevételre az alkalmazott oldaléllel szamolva:

Az alkalmazott keresztmetszeti jellemzdk értékei

3
Aaik

A = a2y = 1600mm?, K,y = —% = 10666.67mm>.

Az alkalmazott oldaléllel szamolva a szerkezetben ébred6 maximalis feszliltség
IV M| _20-10°N  LA-1OONmm ) b 4 131.258MPa = 143.758MP
Txmax = g Ty T 16-10°mm? | 1.066- 100mm® o0 ¢ ' @= 2% ¢

A megengedett feszliltség

Ry 215MPa

—= = 134.375MP
" 16 34.375MPa

Omeg =

Mivel

Jxmax > Jmeg'
igy nem teljesll a feltétel, azaz a kizardlag hajlitdsra kiszamolt alkalmazott oldalél az
Osszetett igénybevétel esetén nem elegendd, igy eggyel nagyobb szabvanyos méretet
valasztunk

gk = 45mm
Ellendrzés Osszetett igénybevételre az alkalmazott oldaléllel szamolva:
Az alkalmazott keresztmetszeti jellemzdk értékei

3
a
Age = a2y = 2025mm?, K, = —2£ = 15187.5mm3

Az alkalmazott oldaléllel szamolva a szerkezetben ébred6 maximalis feszliltség
IV Myl 20 10°N 14 10°Nmmm o hipg + 92.181MPa = 102.057MP
Temax = T T 2.025-10%mm? | 1.518- 10*mm® - aT e @= 20 ¢

Mivel

Jxmax<ameg
igy teljestl a feltétel, azaz az Uj szabvanyos oldalélli (a,, = 45mm) keresztmetszet

biztonsaggal kibirja a terhelést.

c, Huzas+hajlitds Osszetett igénybevétel esetén a zérusvonal egyenletét a kovetkezo

Osszefliggésbdl tudjuk meghatarozni:
N My, 0
—hz .y =
‘1alk Izalk

O, =

Az alkalmazott masodrend( nyomtaték
4

a
Lyae = —2 = 341718.75mm*

12
A fenti egyenletet y-ra kifejezve kapjuk
N Lgy  20°10° 3.417-10° 51
Y= "M, Ay —14-106 2.025-108 M

A zérusvonal egyenlete
y = 2.41mm
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3.3.2 Huzas (nyomas) és csavaras

3.3.2. HUzds és csavaras. Ismert egy kor keresztmetszetli prizmatikus rud
igénybevételei.
Adatok:
P(0;0; 20)mm, N = 100kN, M, = 1.5kN, D = 40mm, G = 80GPa,v = 0.3
Kérdések:
a, Rajzolja meg az igénybevételi abrakat és a feszliltségeloszlasokat!
b, A szerkezet P pontjaban hatdrozza meg az Osszetett igénybevételbdl szarmazd
feszlltségeket!
c, A szerkezet P pontjaban hatarozza meg a Mohr szerinti redukalt feszlltséget!
d, Szerkessze meg a szerkezet P pontjahoz tartozé Mohr-kort és hatarozza meg a
fofeszliltségeket!
Megoldas:
a,

Oy

b, Az igénybevétel Osszetett: huzds és csavaras. A fesziiltségek kiszamitdsahoz
sziikséges meghatarozni a keresztmetszeti jellemzoket.

D?m  40%-m 5 D 40*-m .
A= T = 7 = 1256.6mm ,Ip = 3—2 = 32 = 251327.41mm
A huzasbdl szarmazé fesziltség a szerkezet P pontjaban:
N 100-103N
O'X(P) = Z = W = 79.57MPa

A csavarasbdl szarmazé fesziltség a szerkezet P pontjaban:
M, 1.5- 10°Nmm

T (P) = OMPa, - 1 (P) = =% = = 551327 41mms

c, A redukalt feszliltséget a kovetkez6 képlettel tudjuk kiszamitani:

Oreq =+ 0% + P12,

B =4

:20mm = —119.36MPa

ahol Mohr szerint

igy

GMOHR(P) = /g2 + 312 = \[79.572 + 4 - (—119.36)? = 251.6319MPa

d, A Mohr-kor szerkesztésének eredménye:
0, = 165.6MPa; o, = 0OMPa; o3 = —86.03MPa

oMOHR — 5 — 5, = 165.6MPa — (—86.03)MPa = 251.63MPa
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4. DINAMIKA
4.1 Anyagi pont kinematikaja
4.1.1 Mozgas adott palyan

4.1.1.1 Egyenes vonalu palya

4.1.1.1/M1 Egy egyenes palyan mozgd anyagi pont a(t) fliggvényét megadtuk. Tovabba
ismerjik a t = 0 idopillanatban a palyamenti sebesség és palyakoordinata értékét.
Adatok:

v(0) = —2[%]; s(0) = —2[m].

2
a(rql/s 1

5 T 15 t(s)

1 4

Rajzolja fel a mozgas v(t) és s(t) fliggvényét!

Megoldas:

Kiszamitjuk az egyes szakaszok végpontjaiban a palyamenti sebesség és palyakoordinata
értékét, majd abrazoljuk a v(t) és s(t) fliggvényeket. Az egyes szakaszok idGtartamat
jeldljik At;-vel.

2
0. szakasz: a, =7 S%J

2 m
v(t,) = v(ty) + a-Aty = =2 + 3 6=2 [?]
Ao 2 1 9
1. szakasz: a, = ()LEZJ
m
v(t) = v(t) = 2|

s(ty) = s(ty) + v(ty) Aty = =2 +2:2 = 2[m]
2. szakasz: a,=-1 Lﬂzj

m
v(ts) = v(t,) +a, A, =2—-12=0 [?]

a 1
s(ts) = s(t,) + v(t,) At, + ?2 A2 =2+22— > 2% = 4{m]

Ezt kévetéen mar abrazolhatjuk a v(t) és s(t) fuggvényeket:
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1 50 1 10 15 tls]

6+ By =280 3
stm] o & o
61
l
il

TR
Y
ho -6 T

=0

A parabolaiv szerkesztéséhez tekintsiik a 2-es palyaszakaszt:

4 Fa, ~ Ps
2
g Lo F
A )
£ hz__a2(82) ~0.5
8 9 10
Al

El6sz6r a pdlyaszakasz P, kezdd és P, végpontjat egy egyenes szakasszal 0sszekotjlk,
majd az igy kapott szakasz F felez6 pontjan at parhuzamost hdzunk az s tengellyel (f
egyenes). Az f egyenesen, az F felez6 pontbdl kiindulva, egyszer (F, pont), majd még

az.At§

egyszer (F, pont) felmérjuk az — eléjeles mennyiséget. Az igy kapott F, pontot

Osszekotve a P, és P, pontokkal megkapjuk a parabolaiv P, és P, pontbeli érintdit. Ezt
kovetéen az F, ponton &t parhuzamost hluzunk a P,P; szakasszal, igy megkapjuk a
parabolaiv F, pontbeli érintéjét. Ezt kdvetdéen a P,, F;,, P; pontokon at megrajzoljuk a
parabolaivet. Ha a palyagyorsulds értéke pozitiv, akkor a parabolaiv az P,P, szakasz alatt,
ha negativ, akkor pedig folotte fut.
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4.1.1.1/M2 Egy fabdl készilt golyé egy té fenekérdl nyugalombdl indul, és a megadott
palyamenti sebesség-id6 fliggvény szerint emelkedik a felszin iranyaba.
Adatok:

v(t) = % (1= e~AB1); p(0) = 0 [?] s(0) = 0[m]; 1 = 0.00102 [%];R = 0.01[m];

~N— ~

;
it

— 0

a, Hatarozzuk meg a golyo palyamenti gyorsulas- és palyakoordinata-idé fliggvényeit!

b, Szamitsuk ki a palyamenti gyorsulas értékét valamint a golyd tavolsagat a té fenekétdl
3[s]-al az indulds utan!

¢, Mekkora sebességre gyorsulhat fel maximalisan a golyd?

Megoldas:

a,

a(t) =v(@) = (% (1- e‘A‘B‘t)> = —% e 4Bt (—A-B) = B-e 4B*

t1

2 17 1r1 6
= =_. — e ABtYdt = —  (eABt_ )| =
s(t) = 5(0) +f v(O)dt = f(1 et = [t (e )]0
0 0
1 1 1 1
= —. — (e 4Bt1 -1 — _ —ABt_1
2 (t1+A-B(e )) = s(t) 1 ( A ))
b,
457 4.50.00102 1000-990 m
A= Rz'(ﬁv—Pf)‘g = 0.012.(1000—990) 9.81 =0 4679[ ] B =981 000 = 0.0981 [sz]
a(3) = 0.0981.¢70467909813 — (0937 [s_z]
s(3) = A3+ 1 (e—046790.09813 _ 1) | = 0.422[m]
0.4679 0.4679-0.0981 _—
G,

1 1 m
_1: 71 . __ ,—ABt [E— —_
Vax = gzrolov(t) = gzroloA (1-e ) 1 2,137[S]
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4.1.1.1/3 Egy egyenes palyan mozgd anyagi pont a(t) fliggvényét megadtuk. Tovabba
ismerjik a t = 0 idopillanatban a palyamenti sebesség és palyakoordinata értékét.
Adatok:

v(0) = —4[%|; s(0) = 0[m].

5 1:p 15 i)

-3
Rajzolja fel a mozgas v(t) és s(t) fliggvényét jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer( feltintetésével!

4.1.1.1/4 Egy egyenes palyan mozgd anyagi pont a(t) fliggvényét megadtuk. Tovabba
ismerjik a t = 0 idOpillanatban a palyamenti sebesség és palyakoordinata értékét.
Adatok:

v(0) =5[] s(0) = o[ml.

a(m/s?) 4
5

t(s):

0

Rajzolja fel a mozgas v(t) és s(t) fliggvényét jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer( feltintetésével!

4.1.1.1/5 Egy egyenes palyan mozgd anyagi pont v(t) fliggvényét megadtuk. Tovabba
ismerjik a t = 0 idOpillanatban a palyakoordinata értékét.
Adatok:

s(0) = =2[m].

v(m/s) 6

t(s) ]

Rajzolja fel a mozgas a(t) és s(t) fliggvényét jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer( feltintetésével!
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4.1.1.1/6 Egy egyenes palyan mozgd anyagi pont v(t) fliggvényét megadtuk. Tovabba
ismerjlik a t = 0 id6pillanatban a palyakoordinata értékét.
Adatok:

s(0) = =2[m].

15 ts)

6

Rajzolja fel a mozgas a(t) és s(t) fliggvényét jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer( feltintetésével!

4.1.1.1/7 Egy egyenes palyan mozgo sinkocsi 5[%] kezdeti sebességrdl indulva, 3[s]-ig
-5 L%J allandé palyamenti gyorsuladssal lassit. Ezt kovetdéen 2[s]-ig allandé nagysagu
sebességgel halad, majd 5[s]-ig 2 [%] allandd palyamenti gyorsulassal gyorsit.

Rajzolja fel a mozgas a(t), v(t) és s(t) fuggvényeit jelleghelyesen, a sziikséges adatok
szamszer( feltintetésével!

4.1.1.1/8 Egy anyagi pont egyenes vonall palydan mozog. A vizsgalat kezdetén 5[s]-ig
allandé 2[%] értékld palyamenti sebességgel mozog, majd tovabbi 5[s]-ig egyenletesen
lassulé mozgassal halad ugy, hogy a lassulé mozgas végén a palyamenti sebessége
-8 [%] lesz. A mozgas harmadik szakaszaban egyenletesen gyorsulé mozgassal 5[s] alatt

7 [%] palyamenti sebességet ér el.

Rajzolja fel a mozgas a(t), v(t) és s(t) fuggvényeit jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer( feltintetésével!

4.1.1.1/9 Egymastdl 11[km] tavolsagban Iév6 varosok kozoétti egyenes utat egy gépkocsi
550[s] alatt teszi meg. Indulaskor 45[s]-ig gyorsit allandé gyorsulassal, majd allandé
nagysagl sebességgel halad, végul fékezéskor 35[s]-ig lassit, szintén allandd
gyorsulassal, majd megall.

a, Mennyi a gépkocsi palyamenti sebessége, amikor mozgasa egyenletes?

b, Mennyi a palyamenti gyorsulas értéke gyorsitaskor és lassitaskor?

¢, Rajzolja fel a mozgas a(t), v(t) és s(t) fuggvényeit jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer( feltintetésével!
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4.1.1.1/10 Egy csotany éjszaka élelmet keres a konyhaasztalon. Egyenes vonald palyan
mozog, sebessége 2 [%] A haziasszony benyit, és felkapcsolja a villanyt. A csétany ekkor
60[cm] tavolsdgra van a biztonsagot nyujté repedéstdl, és a fény érzékelésekor
maximalis, 1.5[2—72”] gyorsulassal menekiilni kezd, mig el nem éri a 9[%] maximalis
sebességet. A menekilést ezt kdvetéen a maximalis sebességgel folytatja. A repedés
elérése el6tt 5[cm]-rel fékezni kezd, mig sebessége zérusra nem csoékken.

a, Mennyi ideje van a haziasszonynak a csétany elpusztitasara?

b, Rajzolja meg a csétany mozgasanak a(t), v(t) és s(t) fliggvényeit jelleghelyesen, a
szlikséges adatok szamszer( feltlintetésével!

4.1.1.1/11 Két anyagi pont egyenes vonall mozgast végez. Az egyik v,(t) = 2.t — 10 [%]
sebesség-id6 fliggvény szerint a palya kezd6pontjatol 30[m]-re kezdi mozgasat, a masik
pedig s,(t) = 6t + 2 [m] palyakoordinata-ido6 fliggvény szerint mozog.

a, Rajzolja fel az anyagi pontok mozgasanak a(t), v(t) és s(t) figgvényeit jelleghelyesen,
a szlikséges adatok szamszer( feltiintetésével!

b, Hatdrozza meg, hogy mikor taldlkoznak az anyagi pontok!

4.1.1.1/12 Egy anyagi pont kezdetben v(0)=3[%] allandé palyamenti sebességgel

mozog, majd 2[s] eltelte utan -2 L%J allandd palyamenti gyorsulassal mozog tovabb.

a, Rajzolja meg a mozgas a(t), v(t) és s(t) fliggvényeit jelleghelyesen, a szlikséges adatok
szamszer(i feltlintetésével!

b, Hatarozza meg a fliggvények alapjan, hogy mekkora Ut megtétele utan kezdtik el
fékezni az anyagi pontot!

¢, Szamitsa ki, hogy mikor, és mekkora Ut megtétele utan allt meg az anyagi pont!

d, Hatarozza meg, hogy az anyagi pont mennyi idével az induldsa utadn ér vissza a
kiindulasi helyére!

4.1.1.1/13 Két telepiilés egymastol 200[km] tavolsagra fekszik. Mindkét telepulésrdl egy
idében elindul egy-egy gépkocsi, 80 [kTm] illetve 120 [kTm] sebességgel.

a, Mennyi idével az induldsuk utan taldlkoznak, ha a két gépkocsi egymas felé indul el?

b, Mennyi id6vel az induldasuk utan talalkoznak abban az esetben, ha ugyanabba az
irdanyba indulnak, és a 120 [kTm] sebességli gépkocsi koveti a 80 [kTm] sebességlit?

4.1.1.1/14 Egy villamos az ,A” pontbdl egyenes vonalban, allandé v, nagysagu
sebességgel halad a ,D” pont felé. Egy utas, akinek nincs jegye, az ,A” pontban
észreveszi a villamoson tartézkodd ellenért. Eldénti, hogy minél hamarabb eljut a ,,B” jeld
pontban elhelyezkedd, a biztos eltlinését biztositd, aluljardig.
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100m

200m

e
A

Hol kell leugrania a villamosrdl (x =?), hogy allandd, v, nagysagu sebességgel egyenes
palyan futva a lehet6 legrévidebb id6 alatt érjen el a ,B” jel(i pontba? (A kérdésben
szerepl6 id6t az ,A” ponttdl mérjik, a feladatban szereplé méretek az abran lathatdak.)

4.1.1.1/15 Egy darunak egy terhet 20[m] magasra kell emelnie. A teher az 1,5 [%]

nagysagu maximalis sebességét 10[s] alatt éri el, fékutja pedig 5[m].
Rajzolja meg a teher mozgasanak a(t), v(t) és s(t) flggvényeit jelleghelyesen, a
szlikséges adatok szamszer( feltlintetésével!

4.1.1.1/16 A szomjas csiganak még 12[s] ideje van a végsl kiszaradasig, tehat mozgasa
ennyi ideig tarthat. Ekkor észrevesz egy vizcseppet a mezén, tehat megkezdi a

megkozelitést. A megkozelités els6é szakaszaban zlsﬂszélyamenti gyorsulassal mozog

3[s]-ig. Ekkor az igy elért utazésebességgel 33[m]-t tesz meg, majd a vizcseppig allandd
lassulassal fékez.

Rajzolja meg a csiga mozgasanak a(t), v(t) és s(t) fluggvényeit jelleghelyesen, a
szlikséges adatok szamszer( feltlintetésével!

4.1.1.1/17 A 144 [kTm] sebességgel haladd személygépkocsi vezet6je csak akkor veszi
észre az el6tte 72 [kTm] sebességgel haladd tehergépkocsit, mikor azt mar 80[m]-re
megkozelitette. Tekintve, hogy el6zésre nincs lehetdsége 2 L%J lassulassal azonnal fékezni
kezd. A fékezés megkezdése utan At* idével a teherauto is észleli a veszélyhelyzetet, és
0,6 L%J gyorsulassal gyorsit.

Legfeljebb mekkora lehet a At* idétartam, hogy ne kdvetkezzen be a baleset?

4.1.1.1/18 A Halal sétal a sivatagban 1000 [%] sebességgel. Oriil, mert & a leggyorsabb.

Ennek ellenére a Lohalal 1500 [%] sebességgel megel6zi. Ez a halalt felbosszantja.

Mekkora gyorsulassal kell mozognia a Haldlnak, ha utol akarja érni a Léhaldlt a sivatag
vége el6tt, ha a sivatag vége 100[km]-re van?



% SZECHENYI
7l

4.1.1.1/19 Egy vizszintes terepen all6 helyzetb6l gyorsité elektromos meghajtasu
gépkocsi palyakoordinata-id6 figgvényét ismerjlik. A palyakoordinatat méterben, az id6t
masodpercben mérjlk.

Adatok:

s(t) =§-zn(ch(§-(t+61)))—§-t+62, ahol: ¢, =

C = 6.494[s], D = 0.064 E]

> e llhp
‘F"‘ﬁLIﬂg \-ji

2arth (%) 1

7 C2=__'ln

ch(c—i)
2

, A=2002],

a, Hatdrozza meg a gépkocsi palyamenti sebesség-id6, és palyamenti gyorsulas-id6
figgvényeit!

b, Hatarozza meg a palyakoordinata, palyamenti sebesség és gyorsulas értékét a
gépkocsi indulasa utan 10[s] -al.

c, Hatdrozza meg a gépkocsi végsebességét! (A végsebességet a v, = lim,,,v(t)
Osszefiiggés szolgaltatja.)

d, Milyen értékhez tart a gépkocsi palyamenti gyorsulasa, ha t—»wx?

4.1.1.1/20 Egy anyagi pont palyamenti gyorsulds-id6 fliggvényét, tovabba a
palyakoordinata és palyamenti sebesség értékét a t = 0[s] idGpillanatban ismerjik:
Adatok:

a(t) = t2* %], 5(0) = 0[m], v(0) = 0[m].
a, Hatarozzuk meg a golyo palyamenti sebesség- és palyakoordinata-idé fiiggvényeit!
b, Szamitsuk ki a palyamenti sebesség- és palyakoordinata értékét 2[s]-al az indulas
utan!

4.1.1.2 Korpalya

4.1.1.2/M1 Az R sugaru korpalya P, kezddpontjabdl v,(0) és v,(0) kezdeti palyamenti
sebességgel, az éramutatd jarasaval egyezben, két anyagi pont indul mozgasnak. Az
egyik egyenletesen gyorsuld, a masik egyenletesen lassulé mozgast végez.
Adatok:

v,(0) = 2[2]; v,(0) =20[%]; R = 2[m], o, =2[5]; @, = —2[5]-
a, Adjuk meg, majd rajzoljuk fel k6z6s koordinata rendszerben a mozgasok (t), w(t), és
o(t) fliggvényeit!
b, Az indulas utdn mennyi iddvel lesz a két pont szégsebessége egymassal egyenl6?
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¢, Mekkora a fenti id6pillanatban a pontok normalis irdnyu, valamint teljes gyorsuldsanak
nagysaga?

d, Az indulastdl szamitva mennyi idd telik el addig, amig a 2-es szamu pont el6sz6r
lekorozi az 1-es szamut?

Megoldas:

a,

El6szor attérink a megadott palyamenti mennyiségekrél szégmennyiségekre:
wl(o)_m(O)_l[rad ’ 2(0)_Vz(0)_10[rad _ﬂ_l[rad ’ =%=_1 rsa_zd]’

Az £(1), w(t), és @(t) fliggvények az alabbiak:
g@) =1 [ﬂ] = const., &(t) = —1 [ﬂ] = const.

] w,(t) = w,(0) + &, -t =10 — t[rad

rad

0 (t) =y (0) &t =1+t
& 1 t?
01(t) = 9, (0) + w,(0) - t + ?-tz =0+1-t+ E-tz[rad] =t+ ?[rad]
2

& 1 t
0, () = 9,(0) + w,(0) - t + ?Z-t2=0+10-t— E-tz[rad]=10-t— ?-[rad]

Abrézolva a fliggvényeket a [0; 4][s] id6tartamon:

g[ﬂ}
2] 27
1,5 4

1-es
1

0,5
0

-0,5

-1,5 4 2-es

go[rad] 40
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b/
Jeldlje t* azt az id6pillanatot, amikor a két pont szégsebessége egymassal egyenld.
Ekkor:
w; () =w,(t*) > 1+t*=10—t* > t* = 4.5[s]
o
El6szor kiszamitjuk a szogsebességek nagysagat a fenti idépillanatban:
rad

W (E) = 0,(t) = 0, (0) + &, - t* = 14+ ¢ —55[

Ezt kévetéen a normalis irdanyu és teljes gyorsuldasok nagysaga:
m

@ (£) = (6 = @,2(¢) R = w,2(£) - R = 605 | 5]

la, (£)] = 1@, (t)] = Vay 2(t*) + a1n?(t*) = a5 2(t") + a,%(t*) = /22 +(60.5)% = 60.53 [sﬂz]

d,
Jel6lje t’ az indulastol a lekorozésig eltelt id6t. Az egyes pontok altal a t’ id6tartam alatt
befutott szégek:

12 2

t t
P (t) =t + 7[7'ad], @, (t) =10-t"— > [rad]

A lekorozés pillanataban:
P, (t) = (t)+2 1
Tehat:

12 12

t
10-t' — —=¢t' + —+2-
0-t 5 t'+ 2+ T

Innen:
t?—9-t'+2-m=0 - t' =0.76[s]

4.1.1.2/2 Egy anyagi pont az R sugaru korpalya P, pontjabdl v(0) kezdeti palyamenti
sebességgel indul, majd allando, s széggyorsulassal halad 4t ideig.
Adatok:

[rad

R = 5[m]; v(0)=3[§]; ] At = 3[s

A ),

P

a, Adjuk meg a szégsebesség értékét a mozgas elején és végén!

b, Adjuk meg a pont érinté és normalis iranyl gyorsulasanak nagysagat a mozgas végén!
¢, Mekkora a pont gyorsulasanak nagysaga a mozgas végén, és mekkora szoget zar be
ekkor a gyorsulasvektor a kérpalya sugaraval?

d, Mekkora szdget fut be a pont a mozgasa soran?

e, Rajzolja fel a mozgas (t), w(t) és ¢(t) fliggvényeit!
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4.1.1.2/3 Egy R sugaru korpalya egy P, pontjabdl kézos v(0) kezdeti pdlyamenti
sebességgel, valamint g, és ¢, szoggyorsulasokkal elinditunk két anyagi pontot.
Adatok:

v(0) =5[2]; R =2[m]; & =2[“5]; &, = —2 [,

a, Hatdrozzuk meg, hogy mennyi id6 mulva taldlkoznak Ujra a pontok, és a P, ponttol
mérve milyen ¢ szégnél?

b, Mekkora szOget fut be az 1-es és a 2-es anyagi pont a talalkozasig?

¢, Mennyi a pontok palyamenti és sz6gsebessége a taladlkozas pillanataban?

4.1.1.2/4 Az R sugaru korpdlya P, kezddpontjabdl azonos v(0) kezdeti pdlyamenti
sebességgel két anyagi pont indul mozgasnak. Az egyik egyenletesen gyorsuld, a masik
egyenletesen lassulé kérmozgast végez.

Adatok:

v(0) = 12[2]; R=5[m]; a, = 1 [3]; a, = —2[3].

a, Rajzolja fel k6z0s koordinata rendszerben a mozgasok «(t), w(t) és ¢(t) fliggvényeit, és
olvassa le réluk, hogy mennyi id6 mulva, és a P, ponttél mérve milyen ¢ szégnél
taldlkoznak elészoér az anyagi pontok!

b, A kapott eredményeket szamitassal is ellendrizze!

4.1.1.2/5 Az R sugaru korpalyan, az abran lathatd P, és R, pontokbdl, egyszerre indul el
két anyagi pont v,(0) é v,(0) nagysagu kezdGsebességgel, majd allando & és &4
szbggyorsulassal haladnak.

Adatok:

R = 3[m]; v,(0) = 4[2]; (@ = 10[%]; & = 3[3]; & = —2[3]-
RO

PR
a, Hatdrozzuk meg, hogy az indulds utdn mennyi idével éri utol a P, pontokbdl induld
anyagi pont az R, pontokbdl indulét, és a P, ponttdl mérve milyen ¢ szégnél?
b, Mennyi a pontok szégsebessége a talalkozas pillanataban?
¢, Rajzoljuk fel kdzos koordinatarendszerbe a két mozgas =(t), w(t) és ¢(t) fliggvényeit!
d, Mekkora a pontok normalis irdanyl gyorsulasanak nagysaga a talalkozas pillanataban?
e, Mekkora a pontok (teljes) gyorsulasanak nagysaga ekkor?



SZECHENY!I

4.1.1.2/6 A vazolt vizszintes sikban fekvé AD palyan mozog egy anyagi pont. A palya AC
ives szakaszat allandd, v(0) nagysagu sebességgel teszi meg, majd a CD szakaszon
lassulva a D pontban megall.

Adatok:
m
v(0) = 6 [;]
A
R=5m
B
C D
10m

a, Rajzolja meg a mozgas a(t), v(t) és s(t) fliggvényeit jelleghelyesen, a szamszeri
adatok feltlintetésével!
b, Rajzolja meg a mozgasjellemzdk iranyat is megmutato sebességhodografot!

4.1.1.2/7 Az abra egy induktiv vezetésl, automatikus ipari targonca vizszintes palyajat
mutatja az Uzemcsarnokban. A targonca az "A" pontbdl a "B" felé indul. A targonca az
egyenes szakaszokat allandé gyorsuldssal, az ives szakaszokat allandé nagysagu
sebességgel futja be.
Adatok:
v, =10 [%], vp =15 [%], vy =10 [%]
B

R,=10m

F E

a, Rajzolja meg jelleghelyesen a mozgas a(t), v(t), és s(t) fliggvényeit a jellemz6 adatok
szamszer( feltintetésével!
b, Rajzolja meg a mozgas sebességhodografjat!
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4.1.1.2/8 Az R sugaru korpalyan mozg6 anyagi pont sebessége a t, id6pillanatban v,.
Ezutan egyenletesen lassulva megtesz még két fordulatot, és megall.
Adatok:

v(0) = 20[2]; R = 5[m].
a, Rajzolja meg a mozgas =(t), w(t) és ¢(t) figgvényeit!
b, Olvassuk le az abrakrdl, hogy mennyi id6 mulva all meg az anyagi pont! A kapott

eredményt ellen6rizziik le szamitassal!
¢, Hatarozza meg az anyagi pont palyamenti gyorsulasat az els6 fordulat megtétele utan!

4.1.1.2/9 A kutya macskat kerget az 1[m] sugaru hirdetGoszlop korll. A kergetés
kezdetén a kutya és a macska a hirdetGoszlop két atellenes pontjardl indulnak,
mindketten az O&éramutatd jarasaval megegyez6 iranyba. A kutya kezdGsebessége
v, (0) = 0.5 [%] a macskaé vm(0)=2[%]. A kutya 0.5[?2] dllandé nagysagu palyairanyd
gyorsulassal mozog, a macska allanddé sebességgel menekiil.

a, Vazolja az allatok mozgasanak forondmiai gorbéit jelleghelyesen, a szamszer( értékek
feltlintetésével, valamint hatarozza meg a macska szamara végzetes taladlkozas helyét és
idejét!

b, Szamitsa ki a taldlkozas helyén mindkét allat normalis irdnyu gyorsulasat!

A feladat megoldasa sordn az allatokat tekintse 1[m]sugaru korpalydan mozgd anyagi
pontoknak!

4.1.1.2/10 A 2[m] sugaru korpalya "A" pontjabdl egyidejlileg két anyagi pont indul azonos
rad

v(0)=2[%] kezdGsebességgel. Az egyik szoggyorsulasa 51:0'9[5_2' a masiké ¢, =

~0.6[=].
a, Rajzolja meg jelleghelyesen mindkét mozgas forondmiai gorbéit!

b, Hatarozza meg, hogy a palya mely pontjaban talalkoznak a anyagi pontok!

4.1.1.2/11 A falu tréfas kedvli kovacsa m tomeg(i kalapacsanak forgatasaval
szbérakoztatja megrendel6it. A kalapacs nyele R hosszlUsagu. A forgatas az "A" jeld
pontbdl, nulla kezdésebességgel indul, és allandd széggyorsulassal térténik.

A kalapacs feje a nyélrdl t id6 mulva elszabadul. A kalapacs fejének normal iranyu
gyorsulasanak nagysaga ekkor a,.

Adatok:

m = 10[kg]; R = 1[m]; t = 3[s]; a, = 36 [ﬂz]
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a, Hatarozza meg a kalapacs fejének szdggyorsulasat, valamint palyamenti sebességét
és gyorsulas vektoranak nagysagat az elszabadulas pillanataban!
b, Irja fel a gyorsuldsvektort az érint6 és normalirdnyd egységvektorok segitségével!

4.1.1.2/12 Egy gépkocsi 1[km]sugard, vizszintes siki  korpalyan halad
90['%"] sebességgel. Ekkor sebességét allandd, érintd iranyd lassulassal (fékezéssel)

60 [kTm] —ra csokkenti 3[s] alatt.

a, Hatarozza meg a gépkocsi gyorsulasvektoranak nagysagat a fékezés megkezdésekor!
b, Irja fel a gyorsulasvektort az érinté és normalis irdnyl egységvektorokkal!

4.1.1.2/13 Az abran lathato P, pontbdl egyszerre indul két anyagi pont. Az egyik allando,
v, nagysagu sebességgel halad, egyenesen a P, pont iranyaba, a masik nyugalombdl
indulva, az R sugaru koriven mozog a P, pont felé, allandd a, nagysagu palyamenti
gyorsulassal.

Adatok:
R=10[m]; a, = 2 [sﬂz], o = 120°.
a,
P *

Mekkorara kell valasztani v, értékét, hogy a két anyagi pont egyszerre érkezzen a
P, pontba?
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4.1.1.3 Tetszoleges sikgorbe

4.1.1.3/M1 Az abra egy hulldmvasutat szemléltet. Az abran vazolt koordinatarendszerben
a palya egyenlete y = a - sin(bx) alaku, tovabba az 4, B és C pontokban ismerjik a kocsi
sebességének nagysagat.

Adatok:

a, Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét a palya egyenletében!
b, Hatarozzuk meg a palya gorbuleti (simuld) kérének sugarat az 4, B és C pontokban!
¢, Szamitsa ki a kocsi normalis irdnyl gyorsuldsanak nagysagat a fenti pontokban!
Megoldas:
a,
frjuk fel az y = a- sin(b - x) alakt egyenletet az 4 és B pontokban:

10 = a-sin(b - 10)

O=a-sin(b-20) » b-20=71 — b=l

20
i (X —a-sin(T) = _
10=a-sm(2—0-10) =a sm(z)—a -a=10
Tehat a palya egyenlete:
T
y = 10-sm(2—0-x)[m]
b,
s s s s ., n?  m
y'(x) = 2—0-10-cos(z—o-x) =§-cos(2—0-x), y'(x) = — 70 Sm(ZO x)
A pont:
s s ., n?  m m?
y'(10) = E-cos(z—o- 10) =0, y"(10) = - 4—0-sm(2—0- 10) = -0
3 3
(1+ @' )2 [(1+0*)%| 40
40
B pont:

2

y'(20) = g-cos (210 20) = —g, y"(20) = — Z—O-sin (210-20) =0
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|(1 A (_%)2)%|

3
(1+ (y'(20) 2))?

BTy | T 0 -
C pont:
, s s V2o, n?  m V2 - m?
y'(25) = 5-605(2—0-25) == y'"(25) = — 4—0-sm(2—0-25) -
3
2\2
(1+ (/25 D) |<1+ (_ﬁ“' n) )
+ !
c= 4 = | = 19.13[m]
y"(25) V2 -2
80
c,
_va’ _ m _v _o[m _ v’ _ m
Qna = - = 0,987 5] aw = 2 = 0[5 aw= =253 5]

4.1.1.3/2 Egy gépkocsi az abran lathatd parabola iv(i hidon halad keresztil alland6 v
nagysagu sebességgel.
Adatok:

h = 10[m]; d = 80[m]; v = 20 [?]

A

y

h m x:
y |
a, Irjuk fel a parabolaiv y = f(x) alakt egyenletét az &bran vézolt koordinatarendszerben!

b, Hatarozzuk meg a palya gorbluleti (simuld) kérének sugarat annak tet6pontjaban!
¢, Szamitsa ki a gépkocsi normalis irdnyu gyorsulasanak nagysagat a tetépontban!
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4.1.2 Szabad mozgasok

4.1.2/M1 Egy rakétat egy 200[m] magas épllet tetejérdl inditunk. A rakéta sikmozgast
végez, hely-id6 figgvénye az abran vazolt koordinatarendszerben

r(t) = ( th+2-¢2 )[m]en alaku. Az id6t masodpercben mérjik
200 — 4.9 - t2 ' )
y

000000 | e

000000 s
000000
200m | 000000
000000
000000
000000

X

a, Adja meg a rakéta #(t) sebesség-id6 fliggvényét, és sebességének nagysagat az
inditast kévetben 4[s]-mal!
b, Adja meg a rakéta a(t)gyorsulas-id6 fliggvényét, és gyorsuldasanak nagysagat az
inditast kévetben 4[s]-mal!
¢, Adja meg a rakéta palydjanak y = f(x) alakl egyenletét!
Megoldas:
a,
A sebesség-id6 flggvényt a hely-idé fliggvény id6 szerinti derivaltja. A derivalast
koordinatanként végezzik el:
. x(t) 43 +4-t\[M

w0 =70 =500) = (* Lo a4 O]

A sebességvektor az inditas utan 4[s]-al:

v = (* 'f;_g.i' Y [%] = (J92) [%]

lv(@)| = /(272)2 + (-39.2)? = 274.8 [?]

A sebesség nagysaga:

b,
A gyorsulas-ido fuggvényt a sebesség-id6 fiiggvény id6 szerinti derivaltja:

Uy (t) 12 t2 + 4\ [M
a(t) =v(6) = (v (t)) ( 938 ) [5_2]
A gyorsulasvektor az inditas utan 4[s]-al:

act = (25 )= (5

la(®)| = /(196)? + (—9.8)2 = 196.2 [Sﬂz]

A gyorsulas nagysaga:
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o
x=t*+2-t2
200 —y
=200—-49-t2 5t2=
y 00 9-t° >t 29
200 — y\? 200—y (200—y )2
x ( 49 )+ 49 ( 29 T

200 —
49y+1=i\/x+1 - 200—my=449-vx+1—-49 - y=1449-vx+ 1+ 204.9

A rakéta tényleges mozgasat figyelembe véve a fenti két megoldas kozll az alabbi a
valds:

y=—49-Vx +1+204.9

4.1.2/M2
Egy anyagi pont gyorsulas-id6 fliggvénye az alabbi:
_(2t)m
a© = (Z55) [

Ismerjlk tovabba a pont t = 0 id6pillanatban vett r, hely- és v, sebességvektorat.

Adatok:

ro=('g) tml, v = (3)[5]
a, Adjuk meg a pont v(t) sebesség-ido fliggvényét, valamint sebességnagysagat a t = 4[s]
id6pillanatban!
b, Adjuk meg a pont r(t) hely-id6 figgvényét, valamint kiindulé ponttdl mért tavolsagat a
t = 4[s] id6pillanatban!
Megoldas:

a,
t1 t1

o=t a0+ [ G555 =00+ (5) (7357

0 0
Tehat a pont sebesség-id6 fliggvénye az alabbi:
_( 5+t \[Mm
v(e) = (3 —9.8-t)[s]
A sebességnagysag a t = 4[s] iddpillanatban:

@) =G + 47 + (3 —9.8-4)2 = 41.88 [?]

b,
tl t3 tl
2
T(t1)=r(0)+fv(t)dt— +f S+t dt=(10)+ 5-t+§ _
3—98- t 5 5
0 0 3-t—4.9-t4,

3
=(150)+ 5- t1+? _[ 10+s5- t1+? (]
3:t; —4.9-t,> 5+3-t; —4.9-t,2

Tehat a pont hely-id6 figgvénye az alabbi:

t3
T(t)=< 10+5't+§ )[m]
54+3-t—49-t2
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A pont kiindulé ponttdl mért tavolsaga a t = 4[s] idopillanatban:

43 43
r@ —r@l=|{ 10+ 45 ()= 5*+73  |[=@1337+ (—66.40)
54+3-4—49-42 3449 42
= 78.21[m]

4.1.2/3 Egy csavarrugoé egyik végét egy vizszintes, tokéletesen sima siklap 0 pontjahoz
rogzitjiuk, masik végéhez egy pontszer(i testet erésitiink. A rugét megnyujtva a testet a
P, pontbdl v, nagysagu, a sikba es6 és a rugd hossztengelyére merdleges iranyu
kezd6sebességgel elinditjuk. A test az abran vazolt koordinatarendszerben az alabbi
hely-id6 fliggvény szerint periodikus sikmozgast végez. (A rugd terheletlen hossza
nulldanak tekinthetd.)
Xo cos (wt)
r(t) = l’Z"sin (wt) |[m]
0
Adatok:

Xo = 0.5[m]; Vg = 2 [%], w =10 [rad

N

y
v

ANAAANANNNNNN/
\AAAAAAARARI v
pe X

a, Adja meg a test v(t) sebesség-id6 és a(t) gyorsulas-id6 fliggvényét!
b, Adja meg a test sebességének és gyorsulas nagysagat, az inditast kovetben 3[s]-al!
¢, Adja meg a test palyajanak y = f(x) egyenletét! Milyen alakzat a palya?

2t
4.1.2/4 Egy anyagi pont a(t) = (—9.81) Lﬂz] gyorsulas-id6é fliggvény szerint szabad
0

mozgast végez. A pont kezdeti r, helyvektora és v, sebességvektora ismert.

Adatok:
10 5 .
Ty = (5 > [m]; vy = (3) [?]
0 0

a, Adjuk meg a pont gyorsulasvektorat és gyorsulasanak nagysagat az indulast kévetden
3[s]-al!

b, Adja meg a pont v(t) sebesség-id6 és r(t) hely-id6 fliggvényét!

¢, Adja meg a pont sebességének nagysagat, valamint kiindulé ponttél mért tavolsagat
az indulast kovet6en 3[s]-al!
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4.1.2/5 A P, pontbdl, a vizszintessel a szbget bezard v, nagysagu kezdOsebességgel
elhajitunk egy kodarabot, amely anyagi ponttal modellezhetd. Elhanyagolhato
kozegellenallas esetén a kd allandd nagysagu, fiiggdleges iranyu g gyorsulassal mozog az
abra szerint.

Adatok:
5 0 - -
o = (7) [ml; g = (—9.81 [5—2] ve = 15 [;]; a = 30"
0 0
y Yo
L E— I.:.’o o). g
ro g g
1l X »
X0

a, Irjuk fel a k& v, kezdSsebesség vektorat az 4bran adott koordinatarendszerben!

b, Adjuk meg a k6 v(t) sebesség-ido és r(t) hely-id6 fliggvényét!

¢, Szamitsuk ki a ké sebességének nagysagat és P, ponttdl mért tavolsagat az elhajitast
kovetben 2[s]-al!

d, Hatdrozzuk meg a k6 palyajanak y = f(x) alaku egyenletét! Milyen mértani alakzat a
palya?

4.1.2/6 Az "A," jell pontbdl indulva egy harckocsi v, alland6 sebességgel halad. Az "A4,"
ponttdl y, tavolsagra lévé tlzelballasbdl ("B," jelli pont) a harckocsit - induldasanak
pillanataban - |ézer-ravezetésl pancéltoré rakétaval tamadjak. A rakéta allandd, v,

nagysagu sebességgel halad, a sebességvektor irdnya mindig a harckocsi felé mutat.
20

Adatok: y, = 1000[m]; v, = ( 0 ) 2] vs = 850[%|

0

v
Bo g,
I“'UB
AO Uy X
G‘—."‘—-'“

a, Adja meg a rakéta r(t) hely-id6 fliggvényét az abran adott koordinatarendszerben!
b, irja fel a rakéta palyajanak y = f(x) alakd egyenletét!
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4.1.2/7 Az "A" pontbdl induld pontszer( test kezd6sebessége v,,, a "B" pontbdl induléé
Vgo- Az "A" és "B" pontok helyvektorait r, és rg jeldli.

Adatok:
1 4 5 3
Ty = <3> [m]; 75 = <1> [m]; U4 = <2> [%]/ Vpo = <2> [%]
0 0 0 0

a, Melyik testnek, és mennyivel kell kordbban indulnia, hogy palyajuk kozos pontjaba egy

idében érkezzenek, ha
0 0
L%=(Qgp%=@Mg?
0 0

1.0,= (o)) = (o) 27
IH%=@M%%=€Mﬂ?

b, Adja meg az egyes testek palydinak y = f(x) alakl egyenletét, és a palyak kozos
pontjanak koordinatait a fenti esetekben!

4.1.2/8 Egy tollaslabdadt az abra 0 pontjabol fliggblegesen felfelé, v, nagysagu
kezd6sebességgel elinditunk. Vizszintes irdnyu szél fij, melynek hatasara a tollaslabda -
a fligglleges irdnylu nehézségi gyorsuldson kivil - vizszintes iranyd, alland6 a,
gyorsulassal is rendelkezik. A tollaslabda ko6zegellenallasbdl addédd, fliggbleges iranyu
sebességvesztésétdl eltekintink.

Adatok:
o= 4[2] o= 2[2]; g =0 [2)
vA
Vi
—%
aX
vo‘ x
0 -
X

a, Adja meg a tollaslabda v(t) sebesség-id6, és r(t) helyvektor-id6 fliggvényét a vazolt
koordinata-rendszerben!

b, Mennyi id6 alatt sodrodik el a labda x irdnyban x, tavolsagra? Mekkora y
koordinatajanak értéke ekkor?

¢, irja fel a tollaslabda palyajanak y = f(x) alakt egyenletét!



SZECHENY!I

4.1.2/9 Egy pontszer( test alladé v nagysagu sebességgel allandé h menetemelkedésl, d
atmérdjl csavarvonal mentén halad. A test mozgasanak leirasahoz koordinatarendszert
rogzitink agy, hogy a z tengely egybeessen a csavarvonal szimmetriatengelyével, az x
tengely pedig metssze a csavarvonalat (P, pont). Tegyilk fel, hogy a t = 0 iddpillanatban
a test a P, ponton halad keresztil.

Adatok:
d=3[m]; h=v3-x[m]; v="5[2]

d

V4
<>

]
—

|
—

el
<>
P1 —

x
>
S
<
<

P

a, irja fel a test v(t) sebesség-ido fliggvényét az abran kijel6lt koordinatarendszerben!

b, Az a, pont eredményének ismeretében adja meg a pont r(t) hely-id6 fiiggvényét!
Milyen messze van a pont az origétdl a t = 3[s] idGpillanatban?

c, Az a, pont eredményének ismeretében adja meg a pont a(t) gyorsulas-id6 fliggvényét!
Mekkora a pont gyorsulasa a t = 2[s] id6pillanatban?

d, Adja meg a palya x = f(z), v = f(z) egyenletrendszerét!
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4.2 Anyagi pont kinetikaja
4.2.1 Szabad mozgasok

4.2.1.1 Mozgdas gravitacids erétérben

4.2.1.1/1M Egy vizszintessel p szdget bezard emelkedd tetejérél egy aknavetdvel
tlzeliink. Az aknavetd csévének a lejté sikjaval bezart szdoge csOve y, a célpont az
aknavet6tdl | tavolsagban allomasozo tank.
Adatok:

[ =100[m]; B =307 y =457 g = 9.81 [Sﬂz]
a, Mekkora legyen az aknagranat kezdGsebessége, hogy eltaldljuk a tankot? (A
kozegellenallast hanyagoljuk el!)
b, Mekkora az aknagranat sebessége becsapddaskor?
¢, Mekkora maximalis magassagot ér el az aknagranat?

Y1 vy(o) v(O/)/__ _______ -

7(0)

r(t)
Megoldas:
a, Mivel a koOzegellenallast elhanyagoljuk, az aknagranatra csak a gravitaciés er6 hat.
Tehat az aknagranat mozgasegyenlete:

ZFi=m-g=m-a—> a=4g
i
Azaz az aknagranat allandé g gyorsulassal mozog.

Jel6lje t* az aknagranat kilovésétdl a becsapddasaig eltelt idot.
Az aknagranat sebesség- és hely-id6 fliggvénye:

v(t*)=v(0)+fgdt=v(0)+gf dt =v(0)+g-t*
0 0

r(*) =r(0) + f w0)+g-t)dt =7r0)+v(0) -t* + % o
0
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Most irjuk fel az dbra alapjan az r(0), v(0), r(t*) és g vektorokat:
(0) . °\ [m . . .
r© = (1. gimg) = (50) 1 2@ = () = (- Somnse) B} 7= (7 5) = (O59) o

0 m
9= (—9,81) %)
A hely-id6 fliggvénybdl az alabbi egyenlet adddik:
rt*) =r0)+v(0)-t* + g . t*Z

(5) = (o) + (o> - simaze) + + (o) ¢
86.6

6= . 15° - t* T
86.6 = v(0) - cos15°-t* >t 200 - cos15°

0 = v(0) - sin15°- t* — 4.905 - t**

0 = v(0) - sin15° 86.6 4.905 (
-V st v(0) - cos15° '

= 3.86[s]

86.6 )2
v(0) - cos15°
86.6 )2 1

= tan15°-86.6 — 4.905 - P
0 = tan15° - 86.6 905( 700

cos15°

1
422 - —— =732
39422 - s = 73

v(0) = 23.2 [%]

b,
A sebesség-ido fliggvényt felhasznalva:

ve) = +g-e = (532 1)+ () 386 = (ZHE )5

Tehat az aknagranat sebességének nagysaga becsapodaskor:
m
[v(3.86)| = /(22.41)? + (—31.86)2 = 38.93 [?]

CI
A maximalis magassagban a granat sebességének fligg6leges irdanyu komponense zérus.
Ezt felhasznalva:
0 =23.2-5in15° — 9.81 - t;y0y = tymax = 0.6121[s]
Tehat a maximalis magassag:

Ymax = ¥(0) + 1(0) - Sina - tg, — g- tmax? = 50 + 23.2-0.6121 — 4.905 - 0.61212 = 62.36[m]

4.2.1.1/M2 Milyen magasra jut fel a Fold felszinérdl fliggGlegesen fell6tt m témegd,
4000 [%] kezdGsebességl |6vedék? A kozegellenallastdl eltekintlink. Hany szazalékos hibat

okoz az el6bbi szamitasban, ha a gravitacidos teret homogén er6térnek feltételezziik,
amelyben az er6 nagysaga a Fold felszinén mért értékkel egyenl6? (A feladat
megoldasahoz célszer(i a munkatételt felhasznalni.)

Adatok:

2
Rrsia = 6371[km]; Mpgy = 5.973 - 102*[kg]; y = 6.674 - 10711 [’% .
Megoldas:
Jeldlje h,,,, a foldfelszintél mért maximalis magassagot, amit a I6vedék elér. Mivel a

légellenallast elhanyagoljuk, a lovedékre mozgasa soran csak a gravitacios er6 hat. A
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gravitaciés er6 altal a lovedéken végzett munka, mialatt az a foldfelszinrél a h,,.,
magassagba ér:

REs1athmax REs1athmax REsiathmax
Rps1a=RF61dthmax _ E dr = . MFdld m dr = - M . 1 dr =
We, = g(r)dr = VT Aar =Y Mpsatm 2 ar=
RFs1d RFs1d RFs1d

Rpgla+hmax

Mo me [ o)
=—y- e me | —— — _ =
Fold r REé1d RFdld + hmax RFdld

1 1
Fold Rpsia  Rrsia + Mnax

A |6vedék mozgasara vonatkozo munkatétel:

=_V'MF6ld'm'(

) ) 1 1 1 1
R —R +h
WFold Fold™max _ _ “ Mo m( _ )=_.m.02__.m.v2
Fg v Mo Resia  Rrsia + Pmax 2 2 0
M ( 1 1 ) 1 5
V- Mpsig - _ =y
U \Rrsia Resia + hmax 2 °
1 1 7%
Resia  Rpsia + Mmax 27V " Mpsia
hmax — voz
Rrsia * (Rrsia + hmax) 2V " Mpgiq
1702 2
2-v-M Féld
P = —— £l = 933.980[km]
1 0

— 7. Y Meza " Rpgia
Ha a gravitaciés eréteret olyan homogén erGtérnek feltételezziik, amelyben az er6
nagysaga a foldfelszinen mért értékkel egyenlé:

hmax hmax M
-h Fola "M
WFZ mex = f P:q(RFdld)dr = P:g(RFdld) f dr = P:g(RFdld) “hmax ==V RO 2z Ronax
Féld
0 0
g
MF old
= _m'(V'R = 2 'hmax= _m'g'hmax
Féld
A |6vedék mozgdsara vonatkozé munkatétel ekkor:
0—hmax 1 2 1 2
We, =—m-g-hmax=§-m-0 —5 m: v

2

v
Ponax = ﬁ = 815.494[km]

Az allandé gravitacios eré feltételezésével okozott szazalékos hiba:
_ 933.980 — 815.494

933.980

-100 = 12.7%

4.2.1.1/3 A Fold felszinét6l 500[m] magassagban 10[%] kezd6sebességgel lefelé
elhajitunk egy testet.

a, Milyen magasan lenne a Fold felszinétdl 4[s] mulva, ha nem lenne kozegellenallas?
(9= 981 [3z]

b, Mennyi a 4[s] alatt a test altal megtett ut?

¢, Mennyi id6 alatt ér foldet a test, és mekkora ekkor sebességének nagysaga?
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4.2.1.1/4 Egy kovet 5 [%] kezd6sebességgel fliggblegesen felfelé elhajitunk.
a, Milyen magasra repllne fel a k6, ha nem lenne kdzegellenallas? A testmagassagunkat
hanyagoljuk el! (g = 9.81 [:”—2])

b, Az eldobas utan mennyi idével kellene legkésébb arrébb lépniink, hogy ne essen a
fejlinkre?

4.2.1.1/5 A Fold felszinét6l 30[m]magassagban 60 [%]-os kezd6sebességgel folfelé
elhajitunk egy pontszer(i testet.
a, Milyen magasan lenne 3[s] mulva, ha nem lenne kézegellenallds? (g = 9.81 [:”—2])

b, Mennyi a test altal 3[s] alatt megtett Gt?
¢, Mennyi id6é mulva ér foldet a test? Mekkora foldet éréskor sebességének nagysaga?

4.2.1.1/6 Egy ko6darabot 30[m] magasrél lelejtiink, vele egyidejlileg v, nagysagu
kezd6sebességgel a foldfelszinrdl feldobunk egy masikat.

a, Ha v, =15 [%], akkor milyen magasan fog a két k6 talalkozni? (g = 9.81 Lﬂz])

b, Mekkora legyen v,, hogy a taldlkozas éppen a foldfelszinen torténjék, amikor a folfelé
eldobott ko is éppen visszaér a foldre?

c, Mekkora legyen v,, hogy a taldlkozds éppen a lentrdl feldobott kd palydjanak felsd
holtpontjan kovetkezzen be?

4.2.1.1/7 Egy foldén nyugvé mg = 100[N] sulyd tomegpontra rovid At =2[s] ideig F =
250[N] nagysagu, figglleges iranyu erd hat.

Hatarozza meg, hogy milyen magasra emelkedik a témegpont, és mennyi id6 mulva
érkezik vissza a foldre!

4.2.1.1/8 Hanyszor olyan magasra ugrik egy kétszer akkora bolha?

(A feladat el6szor értelmetlennek tilnik, de ha alaposabban elemzi a helyzetet,
végiggondolja a kérdés részleteit, valamint a megvalaszolashoz sziikséges fizikai
Osszefliggéseket, a megoldas néhany lépésben, viszonylag egyszerliien megtalalhaté.)

4.2.1.1/9 Egy 130[%"] sebességgel haladdé személyautoban (lve, az ablakon kinyuijtott

kézzel, a talajtél mérve 75[cm] magassagban tartunk egy kovet, majd elengedjlk.
a, Ha a kozegellenallastol eltekintlink, az elengedést6l szamitva, mekkora vizszintes

tavolsagra ér a k6 a talajra? (g = 9.81 Lﬂz])

4.2.1.1/10 Egy pontszer( testet a foldfelszinrdl, a vizszintessel 40°-os szdget bezaro,
100 [%] nagysagu kezdGsebességgel elhajitunk.

a, Vegyen fel célszerl koordinatarendszert a mozgas leirasahoz, majd adja meg benne a
test helyvektorat az elhajitas utan 2[s] -al! (g = 9.81 Lﬂz])
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b, Milyen tavol van ekkor a test az elhajitas helyétdl?
¢, Mekkora ekkor sebességének nagysaga?
d, Milyen tavol ér foldet a test az elhajitas helyétol?

4.2.1.1/11 Egy pontszer(i testet a foldfelszinrdl, a vizszintessel a szbget bezaro, v,
nagysagu kezddsebességgel elhajitunk. A mozgas leirdsdhoz egy koordinatarendszert
rogzitink az alabbi abra szerint.
Adatok:

x, = 100[m]; y, = 50[m]; a=40"; g = 9.81 [sﬂz]

A

y

P(xy.y4)

Vo

o X

Mekkora legyen a v, kezddsebesség nagysdaga, hogy a test athaladjon a
koordinatarendszer P(x,y,) pontjan? A kdzegellenallastdl eltekintlnk.

4.2.1.1/12 A talajszintrél egy pontszer(i testet, v, nagysagu kezdésebességgel elhajitunk
a talajba furt, d tavolsagban lévé lyuk iranyaba.
Adatok:
. — mf. , — m
d = 125[m]; v, =50 [%]; g = 9.81[5]

Mekkora szoget zarjon be a kezdGsebesség a vizszintessel (a=?), hogy a test a lyukba
pottyanjon? A kodzegellenallastdl eltekintlink.

4.2.1.1/13 Az Egyesilt Allamok hadseregének terrorelharité kommanddja csapast mér a
terroristékra. A kommando aknavet6t hasznal. Az aknagranat kezddsebessége 200 [%] A
kommandd a cél magassagahoz képest egy 50 [m]-es magaslaton helyezkedik el, a cél
tlzeldallastol vald vizszintes tavolsaga 500 [m]. (g = 9.81 Lﬂz])

a, Ha eltekintlink a kézegellenallastdl, a vizszinteshez képet milyen szégbe kell allitani az

aknavetd csovét, hogy a terroristaknak rossz napja legyen? (A megoldas soran célszer(

felhasznalni a —— = tan? a + 1 trigonometrikus sszefiiggést)

cos?a

b, A 16vés soran milyen maximalis magassagot ér el az aknagranat?
c, Mekkora lesz a granat sebességének abszollt értéke (nagysaga) a becsapddaskor?
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4.2.1.1/14 A vizszinteshez képest milyen o szdgben kell elhajitani egy pontszer( testet,
hogy ugyanolyan magasra emelkedjék, mint amilyen tavol ér vissza az elhajitas
szintjére? A kozegellenallastol eltekintink.

Adatok: g = 9.81 Lﬂz]

4.2.1.1/15 Sik terepen a vizszinteshez képest milyen o szdogben kell elhajitani egy
pontszer(i testet, hogy az a lehetd legmesszebbre repliljon?(g = 9.81 Lﬂz])

4.2.1.1/16 Az abran lathaté P és R pontokbdl egyszerre inditunk el két pontszer(i testet.
Az egyiket h magassagbdl, vizszintes iranyd, v,, nagysagu kezdGsebességgel, a masikat
a vizszintes, tokéletesen sima (surlédasmentes) talajon vz, nagysagu kezdGsebességgel
az abra szerint.

Adatok:
d =1000[m]; h = 500[m]; vg, = 40 E]

P vpo
7)
2
Z
V
4

h Z
7)
Z
v
2
; VRO R

|

d
Mekkora legyen v,, értéke, hogy a két test talalkozzon?

4.2.1.1/17 Az abran lathatd P pontbodl, a fiigglleges, d tavolsagban |évo fal iranyaba
elhajitunk egy pontszer( testet.
Adatok:

d =100[m]; h = 50[m]; g = 9.81 [Z"—z]-

L2

Vo

P/a
/s

VIS LSS

d
Mekkorara kell valasztani a ¥, kezd6sebesség nagysagat, és az abran lathatd o szdg
értékét ahhoz, hogy a test berepiljon a falon h magassagban elhelyezkedd nyilasba?
(Ehhez a nyilas szajanal a test sebességének vizszintes iranyunak kell lennie!)
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4.2.1.1/18 Az abran vazolt lejtén v, nagysagu kezdbsebességgel mozgasba hozunk egy
pontszer(i testet.
Adatok:

vy =5[2]; g = 981[%]

VOR 25¢
A

W
=
!

L

a, A feladat megoldasahoz valasszon megfeleld koordinata-rendszert!

b, A valasztott koordinata-rendszerben irja fel a lejté, valamint a test palyajanak y = f(x)
alaku egyenletét!

c, Hatdrozza meg a két alakzat metszéspontjaként el6allé "B" pont koordinatait, és
tavolsagat az "A" ponttdl!

d, Szamitsa ki a becsapddas pillanataban a test sebességének nagysagat!

4.2.1.1/19 Egy 30 fokos hajlasszogl lejtén, felfelé eldobunk egy kovet.

a, Mekkora kezdGsebességgel, és a lejtéhoz képest milyen szogben kell a kdvet eldobni,
hogy a lejtén mérve, az eldobashoz képest 3 méterre, és a lejtbre merbleges szégben
csapodjon be a k6? A kozegellenallastdl eltekintlink. (g = 9.81 Lﬂz])

(A feladat egyszerli megoldasa érdekében célszer(i megfogalmazni a talajra érkezés
feltételét.)

4.2.1.1/20 A Prérifarkas 100[m]-es magaslaton all. A vdlgyben a Kengyelfuto
Gyalogkakukk fogyasztja a csaliként kihelyezett eleséget. A Prérifarkas vizszintes iranydu,

8 [%] nagysagu kezdb6sebességgel inditja a sziklat a Gyalogkakukk ellen.

a, Milyen messze helyezte ki a csalit a Prérifarkas, ha jol tudott szamolni?
b, Rajzolja meg az igy kialakulod vizszintes hajitas sebesség hodografjat, majd adja meg a
szikla sebességvektorat a hajitds néhany jellemz6 pontjaban!

4.2.1.1/21 Legaldabb mekkora kezd6sebességgel kell a Fold felszinérdl fliggblegesen
fellonlink egy l6vedéket, hogy az eltaladlhassa a 494[km] magassagban keringé miiholdat?
A kozegellenallastdl eltekintiink. (A feladat megolddsahoz célszeri a munkatételt
felhasznalni.)

Adatok:

Nm?

Rpoia = 6371[km]; Mgy = 5.973 - 102*[kg]; y= 6.672 - 10711 [kg2 .
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4.2.1.1/22 A Fold felszinén allva legalabb mekkora kezdGsebességgel kell vizszintes
irdanyba kilénlink egy lovedéket, hogy az soha tdobbé ne essen le (els6 kozmikus
sebesség)? A kozegellenallastol és a Fold forgasatol eltekintlink.

Adatok:

2
Rpsig = 6371[km]; Mpsyy = 5.973 - 10%*[kgl; 7= 6.672 - 1011 [%]

4.2.1.1/23 A Fold felszinérél fliggbleges iranyba felléviink egy lovedéket. Legalabb
mekkora legyen a kezd6sebesség nagysaga, hogy a Iévedék soha tébbé ne essen vissza
a Foldre (masodik kozmikus sebesség)? A kozegellendllastdl eltekintliink. (A feladat
megoldasahoz célszer(i a munkatételt felhasznalni.)
Adatok:

Rpsia = 6371[km]; Mpgy = 5.973 - 10%4[kg]; 7= 6.672 - 1071 [1,%22 .
4.2.1.2 Mozgas rugderétérben

4.2.1.2/M1 Egy vizszintes helyzet(, egyik végénél rogzitett csavarrugd szabad végéhez m
tomegl, pontszer( testet erdsitlink. A test a tokéletesen sima (surlédasmentes) sikon
fekszik. NyuUjtsuk meg a rugot, majd inditsuk el a testet rugd iranyd, a megnyulassal
ellentétes értelml v, kezdGsebességgel. (A mozgds leirdsdhoz rogzitsik az «x
koordinatatengelyt a rugd hossztengelyében. A rugd terheletlen allapotdban a test az
origbban van, a mozgas az x, koordinataju pontbdl indul. A |égellenallast hanyagoljuk el!)
Adatok:

¢ = 20000 [%] m =2 [kgl; xo = 0.1 [m]; v, = —10 [Sﬂz]

Vo
m- x
S/ ISR
0 X0

a, frjuk fel a test mozgasanak differencidlegyenletét, majd adjuk meg annak &ltalanos
x(t) megoldasfliggvényét!

b, Az x(t) fuggvény differencidlegyenletbe tértén6 helyettesitésével hatarozzuk meg a
létrejove lengés korfrekvenciajat, majd adjuk meg a frekvencia és lengésid6 értékét!

¢, Hatdrozzuk meg a kezddéfazist és amplitidot a kezdeti mozgasjellemzékbol!

d, Irjuk fel a mozgas x(t) kitérés-id6 fuggvényét és hatdrozzuk meg a kitérés értékét a
t = 5[s] idGpillanatban!

e, Hatdrozzuk meg a mozgas wv(t) palyamenti sebesség-id6é fliggvényét, és a
palyasebesség értékét a t = 5[s] id6pillanatban!

f, Hatarozzuk meg a mozgas a(t) palyamenti gyorsulas-id6 fliggvényét, és a palyamenti
gyorsulas értékét a t = 5[s] idOpillanatban!
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Megoldas:

a,

Mivel a sik, amelyen a test mozog, tokéletesen sima, tovabba a Iégellendllast
elhanyagoljuk, a testre x iranyban csak a rugo er6 hat. A test mozgasegyenlete:

ZFi=—c-Al=m-a
i

Felhasznalva, hogy a rugd Al megnyulasa és a test helyét jellemzd x koordinata minden
pillanatban egyenl6 egymassal, valamint azt, hogy a = %, az alabbi differencial egyenletet
kapjuk:

c
—crx=m-X > 5c'(t)+a-x(t)=0

A fenti differencidlegyenlet altalanos megoldasa az alabbi alakban irhato:
x(t) = A-sin(w -t + @,)
A fenti figgvényben A az amplitidé (maximalis kitérés), ¢, a kezdoéfazis.
b/
A kitérés-idé flggvénybdl a palyamenti sebesség- és gyorsulas-idé fliggvények
derivalassal meghatarozhatok:
v(t)=x@t) =4 -w-cos(w-t+ @,)
a(t) =v@) =%@t) = —A-w? sin(w -t + @)
Az x(t) és i(t) fuggvényeket behelyettesitve a differenciadlegyenletbe:

c
—A-w2-sin(w-t+<po)+E-A-sin(w-t+(p0)=0

c C rad
—wP+—=0-> 0= —=100[—
m m s

A frekvencia és a lengésidé értéke:
w 1 1
f=5-=1592 H T = 7= 0.0628][s]
o
frjuk fel a kitérés- és palyamenti sebesség-idd fliggvényeket a t = 0 idSpillanatban:
x(0) =xg =A-sin(w-0+ ¢,) =A-sin(p,)
v(0) =vy=A-w-cos(w-0+ ¢,) =A-w-cos(p,)
Tehat az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
2
xg = A-sin(py) > %? = A2 -sin®(py) > sin®(p,) =~
7%

v =A-w-cos(py) = vo® =A% w?-cos?(p,) = cos?(p,) = yER

A két egyenletet 6sszeadva:

Xo? 2% .o 9
F+A2 oz = Sin () + cos®(py) =1

v 2
A= |x,% + w—"z =0.1414[m]

X
sin(p,) = X" =0.7072 - @, = 0.7855, ¢y, = 2.434
A II. egyenletet csak a ¢,, = 2,434 érték elégiti ki, igy az a megoldas.
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d,
x(t) = 0.1414 - sin(100 - £ + 2.434)[m]
x(5) = 0.1414 - sin(100 - 5 + 2.434) = —0.031[m]
e,
m
v(t)=A-w-cos(w-t+¢@,) =14.14-cos(100 - t + 2.434) [?]
m
v(5) = 14.14 - cos(100 - 5 + 2.434) = 13.80 [?]
f,

m
a(t) = —A-w? sin(w-t+ ¢,) = —1414 - sin(100 - t + 2.434) [—
SZ

m
a(5) = —1414 - sin(100 - ¢ + 2.434) = —309.7 [s_z]

4.2.1.2/2 Egy 0.5[kg] témegl, pontszer( testet 20000 [%] rugémerevségl csavarrugéhoz
er@sitlink. A testet egyensulyi helyzetébdl 0,1 [m]-el kitéritjik, majd elengedjik (v(0) = 0).
A mozgas leirdasdhoz rogzitsik az x koordinatatengelyt ugyanugy, mint a 4.2.1.2/M1
feladat esetében!

a, Szamitsuk ki a pont kitérését, palyamenti sebességét és gyorsulasat a megfigyelés
kezdete utan 10[s] és 20[s] elteltével!

b, Rajzoljuk fel a mozgas forondmiai fliggvényeit!

4.2.1.2/3 Egy rugalmasan felfliggesztett, pontszer(i gépalkatrész y(t) = 0.06 sin (7t)[m]
kitérés-id6 fliggvény szerint harmonikus rezgémozgast végez. Az id6t masodpercben
mérjuk.

a, Hatarozza meg a test palyamenti sebesség-id6, és a palyamenti gyorsulds-id6
figgvényét!

b, Szamitsa ki a palyamenti sebesség és a gyorsulas értékét a ¢t = 12[s] idépillanatban.

¢, Szamitsa ki, mely t id6pontokban valtoztatja meg a test mozgasanak iranyat!

4.2.1.2/4 Egy extrém sportokat kedvelG fiatalembert, bokajahoz erdsitett, 25[m] hosszu
gumikotéllel, egy 50[m] magas darubdl fliggblegesen kildogatnak. Ezutan lehlizzak egészen
a foldig, elengedik, és magdara hagyjak. A fiatalember harmonikus lengémozgast végez,
legnagyobb sebessége a lengés soran 14 [%]

a, Hatarozza meg a fiatalember lengésének korfrekvenciajat, valamint adja meg a
lengésidot!

b, Szamitsa ki a fiatalember gyorsuldasanak maximalis értékét, és adja meg a maximalis
gyorsulas helyét is!

4.2.1.2/5 Egy anyagi pont T = 0.1256[s] periddusidével harmonikus rezgémozgast végez.
A maximalis, és a t =0 id6pillanatban vett kitérés értéke 0.2[m] és —0.173[m]. A t=10
id6pillanatban a test egyensulyi helyzete felé kozeledik.

a, Mennyi a kezddfazis értéke? irja fel a test kitérés-id6 fiiggvényét!

b, Mennyi a pont kitérésének, palyamenti sebességének és gyorsulasanak értéke a
t = 5[s] id6pillanatban? Rajzoljuk fel a mozgas forondmiai fliggvényeit!
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4.2.1.2/6 Egy anyagi pont harmonikus rezgémozgast végez, kitérés-id6 fliggvénye
y =0.02-sin (w-t+@y)[m] alakd. A t=0 id6pillanatban a test az egyensulyi helyzettdl
I3 . g 7 7 I3 7 m
tavolodik, kitérése ekkor 0,01[m], palyagyorsulasa —36 [5_2]

Hatarozza meg a kezddfazis értékét, a korfrekvenciat, valamint a maximalis sebességet!

4.2.1.2/7 Egy csavarrugo egyik végét egy vizszintes, tokéletesen sima siklap 0 pontjahoz
rogzitjik, masik végéhez egy pontszer(i, m tomeg(i testet erdsitiink. A rugét megnyujtva,
a testet az r, helyvektoru P, pontbdl v, nagysagu, a sikba esd, és a rugd hossztengelyére
meré6leges irdnyu sebességgel elinditjuk. A rugd altal kifejtett er6 nagysaga egyenesen

aranyos a rugd megnyulasaval, a rug6 terheletlen hossza - a mozgas minden
pillanataban - elhanyagolhatd a rugd megnyulasa mellett.
Adatok:

¢ = 20000 [%] m=2[kgl; 1, = 0.2 [m]; @ = 457 v, = 10 [%]

Ay
Vo

ro

(20 X

a, Irja fel a test mozgésanak differencidlegyenletét x és y irdnyban!

b, Hatarozza meg a létrejové lengés korfrekvencidjanak és frekvencidjanak értékét!

¢, Hatarozza meg az x és y iranyu amplitidoé és kezdofazis értékét!

d, Irja fel a mozgas x(t) és y(t) kitérés-idé fiiggvényeit, majd adja meg a test r(t) hely-
id6 fliggvényét! Adja meg a test origdtdl mért tavolsagat a t = 5[s] id6pillanatban!

e, Hatarozza meg a mozgas v,(t) és v,(t) sebességkoordinata-id6 flggvényeit, majd irja
fel a test v(t) sebesség-id6 fliggvényét! Adja meg a test sebességének nagysagat a
t = 5[s] idGpillanatban!

f, Hatarozza meg a mozgas a,(t) €s a,(t) gyorsulaskoordinata-idd fliggvényeit, majd irja
fel a test a(t) gyorsulas-id6 fuggvényét! Adja meg a test gyorsulasvektoranak nagysagat
a t = 5[s] idépillanatban!

g, Mekkora a test mechanikai energiaja a lengés soran?

4.2.1.2/8 Egy csavarrugo egyik végét egy vizszintes, tokéletesen sima siklap 0 pontjahoz
rogzitjik, masik végéhez egy pontszerl, m tomegl testet erdsitlink. A rugét megnyuijtva,
a testet az r, helyvektoru P, pontbdl v, nagysagu, a sikba esd, és a rugd hossztengelyére
meré6leges irdnylu sebességgel elinditjuk. A rugd altal kifejtett eré nagysaga egyenesen
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aranyos a rugd megnyulasaval, a rugo6 terheletlen hossza - a mozgas minden
pillanataban - elhanyagolhatd a rugd megnyulasa mellett.
Adatok:

¢ = 20000 [%] m =2 [kgl; r, = 0.2 [m]; v, = 10 [%]

Iv4

Vo

Py

- X
ro

a, Irja fel a test mozgésanak differencidlegyenletét x és y irdnyban!

b, Hatarozza meg a létrejové lengés korfrekvencidjanak és frekvencidjanak értékét!

c, Hatarozza meg az x és y iranyu amplitidoé és kezdofazis értékét!

d, Irja fel a mozgas x(t) és y(t) kitérés-idé fiiggvényeit, majd adja meg a test r(t) hely-
id6 fliggvényét! Adja meg a test origdtdl mért tavolsagat a t = 5[s] id6pillanatban!

e, Hatarozza meg a test palydjanak y = f(x) alakl egyenletét! Milyen alakzat a palya?

f, Hatarozza meg a test sebességének nagysagat, amikor a rugd y iranyd! A megoldashoz
alkalmazza a munkatételt!

g, Mekkoranak kell valasztani a v, kezdGsebesség nagysagat, hogy a test korpalyan
haladjon?

4.2.1.2/9 Egy p, strliségli, b magassagu, négyzet alapi hasab p, sfriiségli folyadék
felszinén lebeg. A hasabot fliggbleges iranyban, 0.05 [m]-el lejjebb nyomjuk, majd magara
hagyjuk. A hasab ezt kovetben filiggdleges irdanyban lengémozgast végez. A kitérést a
nyugvoé hasab also lapjatél mérjik, a kitérés pozitiv értelme az abran adott.

Adatok:

p, =979.038[%2]; p =998[*2]; b=05[m]; g =9.81[5].

\L x(t)

a, Archimedes torvényének felhasznaldsaval irjuk fel a hasab mozgasanak
differencialegyenletét!

b, Bizonyitsa be, hogy a differencidlegyenlet altaldnos megolddsa x(t) = A-sin(w -t + ¢, )
alaku. Hatarozza meg w értékét, valamint a hasab lengésidejét!

¢, Szamitsa ki az A és ¢, konstansok értékét!
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4.2.2 Kényszermozgasok
4.2.2.1 Mozgdas egyenes vonalu kényszerpalyan

4.2.2.1/M1 Az abran lathato elrendezésben magara hagyjuk az Osszekotott m; és m,
tomegl pontszer( testeket. Az m, tOmeg( test és a talaj kozti csuszasi és tapadasi
surlédasi tényezl u, €s p,. Az m; témegli test és a lejté kozti surlédas elhanyagolhato. A
testeket egymashoz kapcsolé kotél, és a dob idedlisak (a kotél nyudjthatatlan,
elhanyagolhat témegl és tokéletesen hajlékony, a dob ellendlldsmentesen forog,
elhanyagolhaté tomeg(, tovabba a koétél a dobon nem csidszhat meg).

Adatok:

m, = 100 [kgl; 1, = 0; 4, = 0; 1, = 0.25; p1, = 0,25 & = 60 Ah = 20[m]; g = 9.81[5]-

m,

m NS
H, luO

Ah

A

a, Mekkora lehet maximalisan az m; tdmeg, ha azt akarjuk, hogy a testek ne
mozduljanak el?

b, Mekkora a két testbdl all6 mechanikai rendszer gyorsulasa, ha m, = 70[kg]?

c, A gyorsulds ismeretében szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt csuszik le az m, témegd
test a lejtd tetejérdl annak aljara! (A rendszer nyugalombdl indul.) Mekkora a sebessége
a lejt6 aljan?

d, frjuk fel az m, tdmegl test mozgéasara vonatkozé munkatételt, majd ellendrizziik le az
el6z6 pontban kapott sebességértéket!

Megoldas:

Rajzoljuk be a testekre hat er6ket, valamint vegyink fel koordinatarendszert kiilon az
egyik, és kilon a masik test mechanikai vizsgalatahoz.
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Mivel a két test Ossze van kapcsolva fontos, hogy az e, és e, koordinatatengelyeket
azonosan iranyitsuk. (Példaul mutathat mindketté a valddi mozgasiranyaba, vagy akar
azzal ellentétesen.)

A testeket 0sszekot6 kotél és a dob idedlisak, ebbdl adoddan a két testre hatd kotélerd,
valamint a testek gyorsulasanak nagysaga egymassal egyenlo:

; |K1|=|K2|=K, |C_11|=|C_11|=a

Irjuk fel az egyensulyi egyenletet kilon az m, és kilon az és m, tomegl testre:

ZFi=m1'g+Fk1+K1=0
i

ZFi=m2'g+Fk2+K2=0
i

Az abran adott koordinatarendszerekben a fenti egyenletek az alabbi alakot oltik:
my - g sina 0 —K\ _ (0
(—m1 ‘g cosa) + (Fm) + ( 0 ) - (0)
0 —th) K\ _ (0
(—mz -g) + ( Fpy + (0) - (0)
Innen az alabbi egyenletrendszer adodik:
myrg-sina—K=0-> K=m,g-sina
-my-g-cosa+F,; =0
—F,+K=0 > F,=K=m," g sina
My g+Fp=0->F,=mg
Az m, tomeg(i test akkor és csakis akkor marad nyugalomban, ha:
|Ft2| =< 1”02 'F‘I’I.Z
Tehat:
Im, - g-sinal <, m; g
—Hyy "My g <My g -sina <, -my-g

u
— Lz my, <my <22 'm,
sina sina

—28.87[kg] < m, < 28.87[kg]
Tehat az m; tdmeg maximalisan 28,87[kg] lehet.
b,
A feladat a, részének megoldasabdl addéddan, ha m, = 70[kg] akkor a rendszer elmozdul.
frjuk fel a két test mozgasegyenletét:

ZFL-=m1-g+Fk1+K1=m1-a1

13
ZE’:mz'Q_"'sz"']?z:mz'az
7

(—nrlr;. -gg' -SZ)lga) + (FO ) + (_OK) =mye (Z,i) =My (g)

ni

(o o)+ () + () =ma (52 = ma- (§)

n2
Megjegyzés:
Egyenes palya esetén a gorblleti sugar minden pontban végtelen, ebbdl adéddan a
normalis iranyU gyorsulas zérus:

vZ
r:oo—)anlzanzsz()
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Innen az alabbi egyenletrendszer adddik:
myrg-sina—K=m;ra > K=my-g-sina—my-a
-my-g-cosa+F,; =0
—Fy+K=my-a > F,=K—-m,-a
My g+Fp=0->F,=my-g
Foo=p, Fppa=p,-my-g
Wy, My g =my-g-sina—m;-a —my-a
(my+my)-a=m; g sina— u,-m,-g
my-g-sina— g, my; g

a= = 2.34[5]
(m;+m,) S

o
Jel6lje At* a lecsUszas id6tartamat. A mozgas egyenletesen valtozo, tehat:
vy (At") — v1(0)

v,(At") = v,(0) + a-At* - At* = ”

0
—— a
As; = s,(t*) — 5,(0) = v,(0) - At* + > At*?

a 2 2-As; 2:h
1. As; = E-At* - At* = = = 4.44[s]

a sina-a

0
— m
v, (At") = 1,(0) + a - At” = 10.39 [;]

d,
A munkat az er6 érintd irdnyld komponense végzi, a normalis iranyl komponens
munkavégzése zérus. A gravitacids, a kényszer- és a kotéler6 altal az m; tdmeg(i testen

végzett munka:
51(t") 51(t%)

wOosi ) - f m, * g - sinads =m, * g - sina - f ds=my-g-sina-As; =m,-g-Ah =13734[]]
0 0

myg
51(t%)

W;:;Sl(t*) — f 0ds =0[J]
0
s1(t") s1(t")
w7 = f —Kds =—K- f ds =—K-As; = —(my - g-sina —my -a)-As; =—9951[/]
0 0

A munkatétel:

0-s1(t") _ y4,0-s1(t") 0-s(t") 0-s,(t") _ =, . * - .
E We, 70 = W W T T W T =5 m v, (At )2—2 m, - 02
7

1 m
3783 =2+ 70 v; (A" - v, = 1039 [;]

Tehat a ¢, és d, pontban kapott eredmény megegyezik egymassal.
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4.2.2.1/2 Egy érdes, vizszintes sikon nyugvé m tomegd, pontszer( testet allandd F erdvel
hatunk az alabbi abra szerint.
Adatok:

F =5[kN]; m = 1000 [kg]; v, = 5 |=|; At = 10[s]; u, = 0.3; u=0.1; a = 15 g = 9.81|=|.
s 0 52

V2222222204222
Ho> 4

a, Elegend6-e a megadott eré nagysaga a test megmozditasahoz?
b, Ha igen, akkor mekkora a test gyorsuldsa, és a talaj altal kifejtett kényszererd
nagysaga a mozgas soran?
c, Mekkora lesz a test palyamenti sebessége At ido elteltével? (A feladatot oldja meg a
gyorsulas ismeretében, valamint annak hidanyaban, az impulzustétel felhasznalasaval!).
d, Mekkora palyaszakaszt fut be a test a megadott At id6 alatt?
e, Mennyi munkat végez az F erd, a gravitacios erd, a talaj altal kifejtett kényszerer6
kalén-kalon, és egylttesen, a fenti palyaszakaszon?
f, A c, kérdésre adott valaszat ellen6rizze a munkatétel felhasznalasaval!

4.2.2.1/3 Egy m tomeg(i, pontszer( testre - amely a vizszintessel a szoget bezard,
egyenes vonall, érdes kényszerpalya alsé pontjaban nyugszik - allandd F er6vel hatunk
az alabbi abra szerint.

Adatok:

F = 5[kN]; m = 500 [kgl; u, = 0.4; u= 0.1; @ = 20" =107 Ah = 10 [m]; g = 9.81 [Sﬂz]

a, Elegend6-e a megadott eré nagysaga a test megmozditasahoz?

b, Ha igen, akkor mekkora a test gyorsuldsa, és a talaj altal kifejtett kényszererd
nagysaga a mozgas soran?

c, Mekkora lesz a test palyamenti sebessége a kiindulé ponttél mért Ah magassagban? (A
feladatot oldja meg a gyorsulas ismeretében, valamint a munkatétel felhasznalasaval is!)
d, Mennyi id6 alatt ér fel a test a Ah magassagba? (A feladatot oldja meg a gyorsulas
ismeretében, valamint annak hidnyaban, az impulzustétel felhasznalasaval!).
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4.2.2.1/4 Az aldbbi abran az A és B pontok tavolsdaga d, a négy kotéldarab
mindegyikének hossza I. A C és D pontokban egy-egy m, mig az E pontban egy M
tomegl teher fligg. Az E pont h mélységben van az AB egyenes alatt. Az M tomeg( testet
lassan, alland6 nagysagu sebességgel emeljlik fliigg6leges irdanyban, amig az E pont egy
magassagba nem keril a € és D pontokkal.

Adatok:

a, Mekkora az M témeg?
b, Mennyi munkat végeztiink az emelés soran?

4.2.2.1/5 Egy m, tomegl, pontszer( testet - amely egyenes vonall, vizszintes, érdes
kényszerpalyan nyugszik - allandd F er6vel meghlzunk az abra szerint. A testhez egy
idedlis (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) dobon atvetett, idedlis (tokéletesen hajlékony,
nyUjthatatlan, elhanyagolhato tomegU) kotéllel egy m, toémegl test csatlakozik.

Adatok:

F = 500[N], my = 100 [kg]’ m, = 25 [kg]’ o =10 Hy = 0.3; U= 0.2; Ah =50 [m], g = 9.81 [sﬂz]

F
m

a, Elmozdul-e a rendszer?

b, Ha elmozdul, akkor mekkora gyorsuldassal mozog és mekkorak a kotélagakat feszitd
eroék?

c, Hatdrozzuk meg, majd abrazoljuk az m, toémegl test forondmiai fliggvényeit
(a(@®),v(t),s(t))!

d, Mennyi id6 alatt hizza fel az 1-es test a 2-es testet Ah mélységbdl?
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4.2.2.1/6 Az alabbi elrendezésben az m, és m, témegl testek u, tapadasi és u csuszasi
surlédasi tényez6vel jellemzett, vizszintes, érdes fellleten fekszenek. A testeket
egymashoz kapcsolo kotelek, és a dob idedlisak (lasd 4.2.2.1/M1 feladat).
Adatok:

my = 2 [kgl; my =3 [kgl; ms = 2 [kg]; 1, =0.2; ©n=0,1; g =9.81 Lﬂz]

my m,

[ | [
[T 777777777777
H, Ko

ms

a, Elmozdul-e a rendszer, ha magara hagyjuk?

b, Ha elmozdul, mekkora gyorsulassal mozog és mekkorak a kotélagakat feszité er6k a
mozgas soran?

¢, Hatarozzuk meg, és abrazoljuk koézos koordinadta rendszerben az 1-es és 2-es test
forondmiai fliggvényeit, ha tudjuk, hogy az 6ket 6sszekoté kotélag hossza 1m. Legyen az
1-es test kiindul6 helyénél s = 0.

4.2.2.1./7 Egy idedlis kotéllel (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) egymashoz kotott, m, és m,
tomeg( testeket F lejt6 iranyu erével hdzunk felfelé a u, tapadasi és u csuszasi surlédasi
tényezébvel jellemzett érdes lejtén.

Adatok:
F = 0.5[kN]; a=30% m, =20 [kg]; m, = 40 [kg]; u, = 0.12; u=0.1; g = 9.81 [Sﬂz]
F
my
my
Hs Ho
[04

a, Mekkora gyorsuldssal mozog a rendszer és mekkora a kotelet feszitd erd nagysaga?

b, Adja meg, és abrazolja kozos koordindta rendszerben az 1-es és 2-es testek
foronomiai fliggvényeit, ha tudjuk, hogy az 6ket 6sszekoté kotélag hossza 2m. Legyen az
1-es test kiindul6 helyénél s = 0!

4.2.2.1/8 Az abran lathato elrendezésben magara hagyjuk az Osszekotétt m, és m,
tomegl pontszer( testeket. Ezt kdvetéen a rendszer elmozdul. Az m, tdmeg( test és a
talaj kozti csuszasi és tapadasi surlddasi tényezd u és u,. A testeket egymashoz kapcsold
kotél, és a dob idedlisak (lasd 4.2.2.1/M1 feladat).
Adatok:

m, = 2 [kgl; m, = 1 [kgl; g, = 0.15; = 0.1; a =207 g =9.81 [Sﬂz]
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a, Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 mulva lesz a m; témegli test sebessége 2%! (Tegylk
fel, hogy a csiga az m, tomeg( testt6l nagyon messze van, igy a kotél talajjal bezart
sz6ge a mozgas soran valtozatlan.)

b, Mennyi id6 alatt tesz meg az m, tomeg( test 1m utat?

c, Mekkora az a maximalis m, tdmeg, amely esetén a rendszer még nyugalomban
marad?

4.2.2.1/9 Egy harom kocsibdl allé vasuti szerelvényt vizszintes irdnyld F vonoderdvel
gyorsitunk. Az ellenallasok elhanyagolhatdak.
Adatok:

my = 10* [kg]; m, = 3 10* [kg]; m; = 2 10* [kg]; g = 9.81[%].

a, Mekkora legyen F nagysaga, hogy At = 2 [min] id6 alatt v = 60 [kTm] nagysagu sebességet
érjen el a szerelvény?

b, Hatdrozzuk meg a gyorsitas kézben a vondhorgokban fellépé erék nagysagat (K, K,)!
c, Mekkora lesz a szerelvény fékutja, ha az Osszes kereket fékezzlik, és a csuszasi
surlédasi tényezd értéke u = 0,1? (A fékezett kerekek nem forognak, csiszva haladnak, a
fékezés kdzben a vonoder6 zérus.)

d, Mekkora lesz a fékut, ha csak az els6 és utolsé kocsi kerekeit fékezziik?

4.2.2.1/10 Az &bran lathatd elrendezésben magara hagyjuk az Osszekotott m,, m,
tomegpontokat. Az m, tdmegpont és a talaj kozti csiszasi és tapadasi surlédasi tényez6 u
és u,. A testeket egymashoz kapcsol6 koéteél, és a dob idealisak (lasd 4.2.2.1/M1 feladat).

Adatok:
m, = 100 [kgl; m, = 80 [kgl; 4, = 0.25; u=02; a =307 g = 9.81 [Sﬂz]

m

m;
Hs Ho
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a, Elmozdul-e a rendszer, ha magara hagyjuk? Ha igen merre?

b, Ha elmozdul, mekkora gyorsuldssal mozog és mekkora a kételet feszité er6 nagysaga?
¢, Hatarozzuk meg, és abrazoljuk az m, tdmegl test foronémiai fliggvényeit!

d, Mennyi id6 alatt tesznek meg a témegpontok 5m utat, és mekkora lesz a fenti id6
elteltével sebességiik nagysaga?

4.2.2.1/11 Az abran lathaté elrendezésben magara hagyjuk az 6sszekotott m, és m,
tomegl pontszer( testeket. Ezt kovet6en azok elmozdulnak. Az m; tdmegpont és a talaj
kozti csUszasi surlodasi tényezd u. A pontokat egymashoz kapcsold kotél, és a dob
idedlisak (lasd 4.2.2.1/M1 feladat).

Adatok:

my =10 [kg]; m, = 1[kg]; u=10.2; g =9.81 Lﬂz]

m,

a, Szamitsa ki, hogy 1,5 [s] mulva mekkora lesz az egyes testek sebessége és az altaluk
megtett Gt! (Tegyik fel, hogy a dob nagyon messze van az m; ponttdl, igy az Oket
0sszekotd kotél vizszintesnek tekinthet6 végig a mozgas soran.)

b, Milyen érték( cslUszasi surlodasi tényez6 esetén valdsul meg az allandd sebességli
mozgas?

c, Legalabb mekkora legyen a tapadasi surlédasi tényez6 értéke az m, témegl test és a
talaj kozoétt, hogy a rendszer nyugalomban maradjon?

4.2.2.1/12 Az abran lathaté elrendezésben magara hagyjuk az 6sszekotétt m, és m,
témegl, pontszer( testeket, amelyek ezt kdvetéen elmozdulnak. Az m, és m, tomegl
testek és a talaj kozti csuszasi surlédasi tényez6 u, é€s u,. A pontokat egymashoz
kapcsold kotél, és a dob idedlisak (lasd 4.2.2.1/M1 feladat).
Adatok:

m, = 150 [kg]; m, = 300 [kgl; u, = 0.1; u, = 0,15; a = 30%; B = 45% g = 9.81 [Sﬂz]

my
my
Hy

Hy
a B

Szamitsuk ki, hogy 3[s] mulva mekkora lesz a testek sebessége, valamint az altaluk
megtett ut!
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4.2.2.1/13 Az abran lathatd elrendezésben magara hagyjuk az 6sszekotott m és M
tomegl pontszerl testeket. Az m tomeg( test és a talaj kozti cslszasi surlédasi tényezo
u, az érdes hengerfelllet és a kotél koézotti u . A testeket egymashoz kapcsold kotél
idedlis (lasd 4.2.2.1/M1 feladat).

Adatok:

m =20 [kgl; a=30% u=03; u, =04; S,z =5[m]; g = 9.81 [Sﬂz]

a, Hatdrozzuk meg, mekkora M értéke, ha az m tdmeg az 4 pontbdl nyugalmi helyzetbdl
indulva 2s alatt jut el a B pontbal!

b, Hatarozzuk meg, mekkora a tdomegek gyorsulasa!

¢, Hatarozzuk meg az egyes kotélagakat feszit6 erdket!

d, Hatarozzuk meg, hogy mekkora utat tesz még meg a m tomeg felfelé a lejtén, ha
amikor a B pontba ér, hirtelen elvagjuk a kotelet! (Sg.).

4.2.2.1/14 Az abran |lathaté pdlya AB szakaszra érdes, BC és CD szakasza
surlédasmentes. Egy pontszeri testet az A pontban magara hagyunk, amely ezt
kévetéen az o hajlasszogl AB lejt6s szakaszon felgyorsul, sebessége a B pontban v,
nagysagu lesz. A vizszintes BC palyaszakasz megtétele utana a test az ismeretlen g
hajlasszogli €D lejtén S, Ut megtétele utan megall.

Adatok:

m =05 [kgl; vy = 10[2]; p,, = 0.125; ASy = 10[m]; Scp = 10[m];sina = 0.6; g = 9.81[%3].

ASBC

a, Hatdrozza meg a palya AB szakaszara felirt impulzustétel alapjan, hogy mennyi idd
alatt ért a tomegpont az A pontbdl a B pontba!

b, Szamitsa ki a pdlya CD szakaszara felirt munkatétel alapjan a palyaszakasz p
hajlasszogét!

c, Szamitsa ki a még ismeretlen mozgasjellemz6 adatokat, majd rajzolja meg
jelleghelyesen a mozgas forondmiai fliggvényeit!
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4.2.2.2 Mozgas gérbe vonalu kényszerpalyan

4.2.2.2/M1 Az abran lathato6 fliggdleges siku, surléddsmentes R sugaru korpalya fels6 A
pontjabdl, nyugalombdl indulva lecsuszik egy m témeg(, pontszer( test.
A

Hatarozzuk meg, hogy mekkora o szognél valik el a test palyatol!
Megoldas:

mgsina

frjuk fel a B pontban Newton II torvényét:
ZFiB =m-g+F,p =m-ag
i

ag
0 0 _ . aBe _ . 2
(m g 'Cosa) + (—FnB) -m (aBn) -m (vi>

R
0=m-ag
2
Up
m-g-cosa—FnB=m-T
vp? vp?
I1. Fn3=m-g-cosa—m-?=m- g-cosa—?

A test a B pontban valik el a palyatdl, ha ott a nyomoderd zérussa valik:
2

Up
g-cosa—?=0 - vg2=R-g-cosa
Most szamitsuk ki a gravitacios és a palya altal kifejtett nyomderé munkavégzését az AB
szakaszon, majd irjuk fel a munkatételt:
Az abra alapjan:
Ahyg =R —R-cosa =R (1 — cosa)
A gravitacios er6 munkaja:
Wig?=m-g-Ahyg =m-g-R- (1~ cosa)
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A kényszerer6 a AB palyaszakasz minden egyes pontjaban meréleges a palyagoérbe
érintGjére, azaz a pillanatnyi elmozdulas (sebesség) iranyara. Ebbdl adodoan
munkavégzése zérus:
WA=E =0
Az AB palyaszakaszra vonatkozé munkatétel:
0

—_—

1 1
A-B _ A-B A-B _— . . 2 __ . .
E WP = Wiag® + Wg, =5 mevgt—oem V42
12

1
m-g-AhAB=§

A fenti kifejezést Osszevetve a vz%-re korabban kapott dsszefliggéssel:
R-g-cosa =2-g-R-(1—cosa)

“m-vg? > v?=2-g-Ahy=2-g-R-(1—cosa)

2
cosa =2+ (1 —cosa) > cosa = 3 - a =48.19°

4.2.2.2/M2 Az abran lathaté m tomegl kupinga fliggéleges tengely korll allandd o
szbgsebességgel forog. A fenti szogsebesség mellett az | hosszisagu idealis fonal (lasd
4.2.2.1/M1 feladat) a fiigg6legessel ¢ szbget zar be.

Adatok:

a, Mekkora az w szégsebesség nagysaga?
b, Mekkora a kétéleré nagysaga a fenti szogsebesség mellett?
Megoldas:
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a,
frjuk fel Newton II torvényét az ingara:

ZFi=m-g+Fk=m-a
i

A  mozgds Vvizsgalatahoz <célszeri az &bran rogzitett (e,n,b) természetes
koordinatarendszert hasznalnunk. A fenti koordinatarendszerben Newton II térvénye az

alabbi:

0 0 a, %
. %
( 0 >+<Fk-sm(p>=m-<an>=m. —_
-m-g F, - cose ap g

Innen az alabbi egyenletrendszer adddik:
0=m-a -»a=0
172 (UZ ,RZ
Fk-smfp=m-?=m- R

m-
-m-g+F,-cosp=0 - F, = ﬁ=22.66[N]

=m-w? R

m-
11. g-sin<p=m-w2-R
cos@
11. g-tang = w?*-R

-t -t d
n o= [T (TP 9 _ _ 1505 [m
R l-sing l-cosp s

4.2.2.2/M3 Egy | hosszUsagu idealis (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) fonalra felfiiggesztliink egy
m tdmegl pontszer( testet. Az igy kapott matematikai ingat ¢, szoggel kitéritjik, majd
v, hagysagu, a fondlra merbleges iranyl kezddsebességgel mozgasba hozzuk az abra
szerint. A felfliggesztési pontban ébred6 surldédast, valamint a |égellenallast hanyagoljuk
el.
Adatok:

m =20 [kgl; | = 8[m]; v, = 0535 [2]; 9, = -2 g = 9.81[5].
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a, Mekkora lesz az inga maximalis szdgkitérése?
b, Mekkora a fonalat feszité er6 nagysaga a maximalis szogkitérés mellett?

c, Irjuk fel az inga mozgaséanak differencidlegyenletét, majd adjuk meg annak &ltalanos

¢(t) megoldasfiuggvényét!

d, Hatarozzuk meg a ¢(t)fiiggvényben szerepl6 ismeretlen paraméterek értékét, valamint

az inga lengésidejét!

e, Szamitsuk ki, hogy az inditastél mérve mennyi id6 alatt éri el el6sz6r az inga szélso

helyzetét!

Megoldas:

a,

Az inga maximalis szogkitérését a munkatételbél szamitjuk ki, felhasznalva,
kotéleré6 munkavégzése zérus.

e 1 1
E WHTE = Wpo70max + WPOT0mex = = m - 02 — 5+ m - vy
T k 2 2

14

Az inga széls6 helyzetében a test sebessége zérus, igy az alabbi egyenlet adddik:

1
_m'g'Ah=_m'g'(hmax_h0)=_§' 'm"vo2

A h, és h,,,, magassagokat az inga als6 helyzetétdl mérjiik, igy azok értéke:
ho=1l—1-cospy=1-(1—cos®y), hmex =1—1-coSQpax =1 (1 —coSPpax)

Tehat:

1 2
_m'g'l'((l_COS(pmax)_ (1—COS(P0)) =73 m: vy
2-g-1-(cos @y — CoS Ppay) = Vo2
2%
COS Py — COS Ppax = 2—gl
7%
COS Pmax = COS Qo — 5 o = 0.9976 = @4 = 0.0698[rad] = 4°
b,

mg cos @

mg
A kotéleré nagysaga a maximalis szogkitérés esetén:

ZFi=m-g+Fk=m-a
i

hogy a
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a
—Mm- g SiNPuax 0y _ (G _ 02
(_m g COS(pmax) + (Fk) -m (an) -m (T)

—Mm:- g SiNPua =M-a

—M-* g CcoSPmax+Fr =0 - F, =m-g-cos@q, = 195.7 [N]

o
A b, pontban szerepl6 egyenletbdl tetszlleges ¢ szogkitérés esetén az alabbi adodik:
—m-g-sinp(t) =m-alt) =m-5@t) =m-1-p(t)
¢ < 5° esetén alkalmazhatd a sing = ¢ kozelités:
Tehat:
-m-g- o) =m-1-$(t)

.. g

o) + 7'(P(t) =0
A fenti differencidlegyenlet ugyanolyan szerkezetl, mint amilyet a 4.2.1.2/M1 feladat
esetében kaptunk. Ebbél adéddan az altalanos megoldasa is egyez6:

Ot) = Py - Sin(w -t + 6,)

d,
A maximalis szogkitérést az a, pontban mar meghatdroztuk. A korfrekvencia és a
lengésid6 értéke a 4.2.1.2/M1 feladat alapjan:

rad 2
w= \/% = 1.107 [T] T =2 = 5676[s]
A kezd6fazist is Ugy hatarozzuk meg, mint a 4.2.1.2/M1 feladat esetében:
A szogkitérés-idé fliggvénybll a szogsebesség- és szoggyorsulds-idé fliggvények
derivalassal meghatarozhatok:
w(t) = @(t) = Pax "W - cos(w - t + &)
e(t) = w(t) = —Ppmay - W2 - sin(w -t + 6;)
frjuk fel a szogkitérés- és szogsebesség-id6 fiiggvényeket a t = 0 idSpillanatban:
©(0) = @y = Ppax " SIN(W - 0 4 85) = @rray - SIn(S,)

v
w(0) =w, = TO = Qmax W coS(W 0+ 8y) = Qpax "W cos(S;)
Tehat az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
. , Do n 5-m
90 = P 5In(6;) = 5in(68,) = o= = =05 = So1 = — 5,6, =~

max
Vo

7= Pmax " W " cos(8y)

A masodik egyenletet csak a &y, = —g érték elégiti ki, igy az a valddi kezdofazis. Ezt

kévetGen az alabbi szogkitérés-id6 fliggvény adodik:
@(t) = 0,0698 - sin(1,107 - t — 0,524)[rad]
€,
Jel6ljuk t*-al az inditastdl a széls6 helyzet eléréséig eltelt idét. Ekkor:
0,0698 = ¢(t*) = 0,0698 - sin(1,107 - t* — 0,524)[rad]
1 =sin(1,107 - t* — 0,524)
1571 =2 = 1,107 -t* - 0,524

t* =1,892[s]
Tehat az inga 1,892[s] alatt éri el el0szor a széls6 helyzetét.
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4.2.2.2/4 Egy | hosszUsagu idealis (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) fonalra felfliggesztiink egy m
tomegl pontszer( testet. Ezt kovetben a testet o széggel kitéritjilk az A pontba, ahonnan
v, nagysagu, a kotélre merbleges iranyl, az abran adott értelmli kezddsebességgel

elinditjuk.
Adatok:
m = 20 [kgl; | = 8[m]; vy = 10 [?] a=40% g =9.81 [Sﬂz]
W///////4
o
m
V4
A4 m VB
B

Mekkora a test sebessége, és a kotelet feszité eré nagysaga a palya alsd, B pontjaban?

4.2.2.2/5 Egy | hosszUsagu idedlis (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) fonalra felfliggesztiink egy
m tomegU, pontszer(i testet. Ezt kbvetOen a testet a palya also, 4 pontjabdl v, nagysagu,
a kotélre merdéleges irdnyu, az abran adott értelm(i kezd6sebességgel elinditjuk.
Adatok:

m =20 [kgl; | = 6[m]; vy = 10 [?] a =353 g =981 [Sﬂz]

Mekkora a test sebessége, és a kotelet feszitdé eré nagysaga a palya o szdggel jellemzett,
B pontjaban?

4.2.2.2/6 A flugglleges siku ingat az o szdggel jellemzett A pontbdl, a filigg6leges
helyzetéhez tartozé B pontba kell jutatnunk az abra szerint. (A v, kezdGsebesség
merdleges az 04 szakaszra.)
Adatok:

m=2[kgl; l=12[m]; a=30%g= 9.81[5%].
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Mekkora legyen a v, kezdGsebesség nagysaga, ha
a, az 04 kar idealis (merev, elhanyagolhat tomeg, idedlisan vékony) rad?
b, az 04 kar idealis fonal (lasd 4.2.2.1/M1 feladat)?

4.2.2.2/7 Az m tdmegl anyagi pontbdl és idealis, | hosszUsagu fonalbdl (lasd 4.2.2.1/M1
feladat) all6, fliggdleges siku ingat az alsd, A pontbdl v, kezdGsebességgel inditjuk az
abra szerint.

Adatok:
= 05 [m]; m= 0.5 [kgl; g = 9.81[2]
VB B
R
/
m
A V4

Mekkoranak kell valasztani a v, kezdGsebesség nagysagat, hogy a fels6, B pontban a
kotéleré nagysaga 20N legyen?

4.2.2.2/8 Az | hosszUsagu idealis fonal (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) végén m témeg(,
pontszer(i test van, amelyet az abran vazolt A pontbdl kezdGsebesség nélkil inditunk.
Fliggéleges helyzetében a fondl egy akadalynak Utkodzik, majd a test folytatja tovabb
mozgasat.
Adatok:

m =05 [kgl; | = 0.8 [m]; & =30 g =9.81 [Sﬂz]
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1
(04
[ />—
02
B
[
| L
4 2
n ~~~~— @& — Y
B

V4
a, Hatarozzuk meg, hogy milyen helyzetig lendll tovabb az inga! (8=?)
b, Hatarozzuk meg a fonaler6 maximalis értékét!

4.2.2.2/9 Az abran lathatd R sugari hengert n fordulatszamon jaratjuk.
Adatok:
R=05[m]; g =981 [Sﬂz]

Mekkora n értéke, ha a henger mélyedésébe az A pontban elhelyezett golydcska éppen a
forgastengelyben lév6 valyuba pottyan?

4.2.2.2/10 Az abran lathaté kor alaki merev keret a fligg6leges t tengely kordl
ellendllasmentesen forog. A keretre egy m tomegl fémgémb van felflizve, amely a
szbgsebesség valtozasa esetén, a kereten surlddas nélkll elmozdul.
Adatok:

R=1[m]; m = 2[kg]; h = 0.5[m] g = 9.81 [Sﬂz]
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a, Mekkora szégsebességgel kell forgatni a keretet, hogy a fémgdmb a keret kézéppontja
alatt h tavolsagban elhelyezkedd vizszintes sikban mozogjon?

b, Mekkora a keret altal a fémgombre kifejtett kényszerer6 nagysdga a fenti
szbgsebesség mellett?

4.2.2.2/11 Az abran lathatd vizszintes korong a fliggéleges t tengely kordl
ellendllasmentesen foroghat. A nyugvo korongra egy m tOmegl, pontszer(i testet
helyeziink, annak kodzéppontjatél R tavolsagba. Ezt kdvetden a korongot allandd «
szbggyorsulassal megforgatjuk. A korong és a test kozétt a tapadasi surldédasi tényezo
érteke .

Adatok:

rad]

R=05[m]; u = 0.4 s=2[s—2 ;g=9.81[sﬂ2].

Mekkora szOgsebességnél, és mennyi id6vel az indulas utdn csuszik meg a test
korongon?

4.2.2.2/12 Egy sportkocsi az R sugaru, kor alaku versenypalyan halad. Az uttest « fokos
szbgben, sugarirdnyban lejt a palya belseje felé. A tapadasi surldédasi tényez6 értéke a
gumiabroncsok és az Uttest kozott .
Adatok:

R =324[m]; a =107 y, = 0.3; g = 9.81 [Sﬂz]

R

Mekkora sebességgel haladhat maximalisan a sportkocsi, hogy ne csusszon ki a palyarol
sugariranyban? Tekintslik a gépkocsit pontszer(inek.
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4.2.3 Osszetett feladatok

4.2.3/M1 Az ismert flggolleges siki kényszerpalyan egy m tdmegl anyagi pont mozog. A
palya As,; hosszUsagl egyenes szakasza u,g csUszasi surlodasi tényezovel jellemzett, a
BC korives palyaszakaszon eltekintiink a surlédastél. A testet a palya A pontjabdl
ismeretlen v, kezd6sebességgel inditjuk, a test sebessége a B pontban ismert.
Adatok:

R=2[m]; =30 u,, =02 m=1[kgl, Asys = 3[m], vy =3 [?] g =981 [Sﬂz]

a, Szamitsuk ki a pont palyamenti gyorsuldsat, valamint a palya altal az anyagi pontra
kifejtett kényszererd nagysagat az AB szakaszon!

b, A gyorsulas ismeretében szamitsuk ki a pont kezddsebességének nagysagat az 4
pontban!

c, Szamitsuk ki a gravitacios és kényszererok altal végzett munkat az 4B
palyaszakaszon!

d, Irjuk fel az AB pélyaszakaszra vonatkozé munkatételt, majd szémitsuk ki beldle a
kezd6sebesség nagysagat az A pontban! Hasonlitsuk ¢ssze a b, és d, pontban kapott
eredményt!

e, Szamitsuk ki a pont sebességének nagysagat a ¢ pontban!

f, Szamitsuk ki a palya altal a pontra kifejtett nyomoéer6 nagysagat a ¢ pontban

Megoldas:
a,

mg N
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ZFi=m-g+Fk=m-a
i

—m:- g -sina —F\_ _ (%\__ (a
(—m-g-cosa)+(Fn)_m (an)_m (0)
Megjegyzés:

Egyenes palya esetén a gorbileti sugar minden pontban végtelen, ebbdl addddan a

normalis iranyu gyorsuldas zérus:
2
v
r=o00 - an=7=0
-m-g-sina—F,=m-a
-m-g-cosa+F, =0 - E, =m-g-cosa
Fo= p,, F,— p,,-m-g-cosa

—-m-g-sina— u,.-m-g-cosae =m-a

m
a=—g-sina— p,, " g-cosa =—6.604 [s_z]

|Fl =F, = /FSZ+Fn2= /yABZ-Fn2+Fn2=Fn- /uABZ+1=m-g-Cosa- /uABZ+1=8.664[N]
b

I
A mozgas egyenletesen valtozo, tehat:
Up — Uy
Vg =v,+a-Atyy - Atyg = ——

a
Aryp = Sp — 54 =V, - Atyp +§-A1:AB2

2
Vp—UVy QA (Vp—Up\? v —vs (Vg —vu)
Il. Aryg = vy = =V, +

2 a a 2 a
(vg —v,)? Vg —
11.0=32+aA+‘UA' 2 — Aryp
(3 —v,)? 3-vy
II. 0 = . -3
2 (—6.608) T "4 Z6.604

H0=0B-v)%+2-v,-(3—v,) +39.62
1.0 = —v,% + 48.62 - v, = 6973 [?]
o
A munkat az erdk érint6 irdnyd komponense végzi, a normalis iranyd komponens
munkavégzése zérus:
WigP =—m-g-sina- Asyg = —m- g+ Ahyp — 14.71[]]
Wi™P = —F - Asgp = — p1,, - Fy - ASpp = —p1,, -m - g - cosa - Asup = —5.097 [J]
Megjegyzés:
A gravitaciés er6 munkavégzésére minden esetben érvényes az W% =+m-g-Ah
Osszefiiggés.
d,

1 1
ZWF’:"B = Wig? + WEP =5 m-vBZ—E- m-v,?
7

1981 =2 132 -2 1p2 oy = 6973[]
' 2 2 4 as s

Tehat a b, és d, pontban kapott eredmények egymassal megegyeznek.
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€,
Az abra alapjan:
Ahgc =R —R-cosa =R (1 —cosa) = 0.268[m]

A gravitacios er6 munkaja:

Wiyt =-m-g-Ahge =-m-g-R-(1—cosa) = —2.629[/]
A kényszerer6 a BC palyaszakasz minden egyes pontjaban meréleges a palyagorbe
érintGjére, azaz a pillanatnyi elmozduldas (sebesség) iranyara. Ebbdl adodoan
munkavégzése zérus:

WEC =
A BC palyaszakaszra vonatkozé munkatétel:
1 1
ZW};"C = Wag¢ + Wit =5 m-vcz—z- m- vg?
i

1 5 1 5 m
~2629 =5 102~ 1:6973 - v = 1.934[?]

Zﬁic=m'g+ﬁnc=m'5c
7

s (F)=m G ()

R

2 2 2
Ve Ve Ve
m-g—FnC=m-? - Fnc=m-g—m-?=m-(g—?)=7.940[N]

4.2.3/2 Az m témegl pontszer( testet az abran lathatd surlédasmentes palya A4 pontjabdl
v, kezdGsebességgel inditjuk az abra szerint.
Adatok:

R=10[m]; a=50% v, =100 [2]; m = 15 [kg]; g = 9.81[5].

V4 m
=—
A

Mekkora a test sebessége, és a palya altal a testre kifejtett kényszerer6 nagysaga az a
szoggel jellemzett B pontban?

4.2.3/3 A fligg6leges siku surlédasmentes AD palya A pontjabdl v, kezdGsebességgel
elinditunk egy m tomeg( anyagi pontot az alabbi abra szerint.
Adatok:

R=05[m]; m=0.5[kg]; g =9.81 [sﬂZ]
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a, Legaldbb mekkora legyen a v, kezdGsebesség nagysaga, ha az akarjuk, hogy az
anyagi pont egészen a D pontig a palyan maradjon?

b, A fenti, minimalis v, kezd6ésebesség esetén mekkora a B és ¢ pontokban a palya altal a
pontra kifejtett kényszerer6 nagysaga? (A B pont mar az ives BC palyaszakaszhoz
tartozik.)

4.2.3/4 Egy m tomeg( pontszer( testet az abran lathatd R sugard, negyed koriv alaka
surlédasmentes palya o szoggel jellemzett A pontjabdl v, kezdGsebességgel inditunk az
abra szerint. A palya alsé B pontjat elérve a test a vizszintes u, . surlddasi tényezével
jellemzett BC szakaszon halad tovabb.

Adatok:

R =30 [m]; o= 60 u,, = 0.2; vy =15 [%] g =981 [sﬂz]

a, Mekkora a test sebessége a B pontban?
b, A B ponttdl szamitva mekkora Ut megtétele utan all meg a test?

4.2.3/5 Az m tomegl pontszer(i test palydja egy R sugaru fiiggGleges siku
surlédasmentes AB koriv és egy ahhoz kapcsolodd . csuszasi surlddasi tényezével
jellemzett BC lejtd. A test az A pontbdl nyugalombdl indul.

Adatok:

R =10 [m]; a =607 m = 2 [kgl; u,, = 0.1; Ah, = 6 [m]; g = 9.81 [sﬂz]

C

a, Szamitsa ki az abran szerepl6 Ah, tavolsagot, majd irja fel az AB szakaszra vonatkozo
munkatételt és hatdrozza meg a test sebességének nagysagat a B pontban!
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b, Szamitsa ki a testre hato6 erdk altal a BC szakaszon kiilon-kilén végzett munkakat!

c, irja fel a BC szakaszra vonatkozd munkatételt, majd hatdrozza meg a test
sebességének nagysagat a ¢ pontban!

d, Feltételezve, hogy a B pont még az ives AB palyaszakaszhoz tartozik, hatarozza meg
ott a palya altal a testre kifejtett kényszereré nagysagat!

4.2.3/6 Az m témegl pontszer(i test palydja egy a hajlasszégl u,, csuszasi surlddasi
tényezbvel jellemzett AB lejt6, és egy ahhoz kapcsolédd R sugaru fliggdleges siku
surlédasmentes BC koriv. A test az A pontbdl nyugalombdl indul.

Adatok:

R=10[m]; @ = f=60% m =2 [kgl; s,,, = 0.1; Ad = 6 [m]; g = 9.81[%].

Ad

a, Rajzolja be az A pontban a testre hatd erdket, majd szamitsa ki az altaluk az 4B
szakaszon kulon-kilon végzett munkakat!

b, irja fel az AB szakaszra vonatkozé munkatételt, majd hatdrozza meg a test
sebességének nagysagat a B pontban!

c, irja fel a BC szakaszra vonatkozé munkatételt, majd hatdrozza meg a test
sebességének nagysagat a ¢ pontban!

d, Adja meg a C pontban a palya altal a testre kifejtett kényszereré nagysagat!

4.2.3/7 Egy m tdmeg( pontszer( testet az dbran lathaté o hajlasszégl Ah magassagu u,,
csuszasi surlédasi tényezbvel jellemzett érdes lejt6 tetejérdl nyugalombdl inditunk. A test
elérve a lejté alsd6 B pontjat utjat egy R sugaru fliggéleges sikl surléddsmentes BD
koriven folytatja.

Adatok:

m = 500 [kg]; =0,1; o =30 B =505 R="7[m]; Ah =10 [m]; g=9,81 [522]

l'lAB

a, Mekkora a test sebessége a B, C és D pontokban?
b, Hatarozzuk meg a palya altal kifejtet kényszereré nagysagat a D pontban!
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4.2.3/8 Egy R sugaru fliggdleges siku korpalyara Ah magassagbdl engediink racsuszni
egy pontszer( testet az abra szerint. A surlddas a palya teljes hosszaban elhanyagolhatd.
Adatok:

R =30[cm]; h = 60 [m]; g = 9.81 [Sﬂz]

Ah

a, Milyen magassagban valik el a test a koérpalyatoél?
b, Mekkora a sebessége az elvalas pillanataban?

4.2.3/9 Az ismert fligglleges sikl kényszerpalyan egy m tomeg(i anyagi pont mozog. A
palya AB szakasza pu,, csuszasi surlddasi tényezbvel jellemzett, a BC szakaszon
eltekintlink a surlodastal.

Adatok:

a, Irja fel az AB szakaszra érvényes impulzustételt!

b, Szamitsa ki mennyi id6 alatt ér fel a témegpont a gorbllt pdlyaszakasz B
kezd6pontjahoz!

c, Irja fel a BC szakaszra érvényes munkatételt!

d, Szamitsa ki a tomegpont sebességét a ¢ pontban!

e, Hatarozza meg a C pontban a palya altal kifejtett kényszereré nagysagat!

4.2.3/10 Az ismert fliggdleges sikl kényszerpalyan egy m témeg( anyagi pont mozog. A
palya AB szakaszan a u,,csuszasi surlédasi tényez6 ismert, a koriv alakd BD szakaszon
eltekintlink a surlédastdl. Az anyagi pontot az A pontbdl v, nagysagu kezdGsebességgel
inditjuk az abra szerint.

Adatok:

R=2[m]; a=30% u,, =0.18 m=>5[kgl; v, = 8.1 [?] Asys = 4[m]; g = 9.81 [Sﬂz]
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a, Mekkora az anyagi pont sebessége a B pontban?

b, Mennyi id6 alatt ér fel a B pontba?

c, Ha feltételezzliik, hogy a B pont az ives a BD palyaszakaszhoz tartozik, akkor mekkora
ott a palya altal kifejtett kényszerer6é nagysaga?

d, Mekkora az anyagi pont sebessége a ¢ pontban?

e, Legfeljebb mekkora v, kezdGsebesség esetén marad a tOmegpont végig a palyan
(azaz a teljes AD szakaszon)?

4.2.3/11 Egy m tomeg( anyagi pontot az abran lathaté « hajlasszégl h magassag u,,
csuszasi surlédasi tényezével jellemzett érdes lejt6 aljardl v, nagysagu kezd6sebességgel
inditunk az abra szerint. A lejt6 tetejét (B pont) elhagyva a test a homogén gravitacids
térben szabad mozgast végez. A kozegellenallastol eltekintlink.

Adatok:

a=30%Ah =10 [m]; u,. = 0.2; m =100 [kg]; v, =55.91|=[; g =9.81|=%|.
AB s 52
Vg

B q 7

Ah

Ad
a, Mekkora a test sebességének nagysaga a lejt6 tetején (B pont)?
b, Mekkora az abran jelolt Ad tavolsag?

4.2.3/12 Az A és az 0 pontokbdl egyszerre inditunk el két anyagi pontot. Az egyik
nyugalombdl indulva lecsliszik az o hajlasszogl tokéletesen sima lejtébn, a masik a
vizszintessel B szoget bezard v, nagysagu kezdGsebességgel indul, majd a homogén
gravitaciés erétérben szabad mozgast végez.
Adatok:

a=30%h =10 [m]; v0=20[§]; g =981 [Sﬂz]

0]

Ah

A B

Mekkorara valasszuk a g szbéget, hogy a két totmegpont egyszerre érkezzen a lejt6
aljahoz?
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4.2.3/13 Az abran lathato [ hosszlsagu fonal végére erdsitett m tomeg(i pontszerl testet
az A pontbdl a fonalra merdleges v, kezd6sebességgel inditjuk. Amikor a test a ¢ pontba
ér a fonalat egy pisztollyal ell6jik. Ezt kovet6en a test a homogén gravitacios erGtérben
szabad mozgast végez. A fonal idedlis (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) a kozegellenallastdl
eltekintink.

Adatok:

o =45%f=30% 1=20[m]; v,=10|%]; m=2[kg]; g =9.81[5].
27

4 | N\ A L .
A \\\ ~\\\\
h, .V\A\ I Ah, -

Ad
a, Hatarozzuk meg az abran lathatdé Ah, és Ah, tavolsagokat!
b, irjuk fel az AB szakaszra vonatkozéd munkatételt, majd hatdrozzuk meg a test
sebességének nagysadat a B pontban!
c, irjuk fel a BC szakaszra vonatkozdé munkatételt, majd hatdrozzuk meg a test
sebességének nagysagat a ¢ pontban!
d, Vegylnk fel célszer(i koordinatarendszert a CD szakaszon torténé mozgas leirasahoz,
majd hatarozzuk meg az abran jelolt Ad tavolsagot!
e, Mekkora a test sebességének nagysaga aD pontban?
f, Az AC palyaszakasz mely pontjaban maximalis a kotéler6 nagysaga, és mekkora ott az
értéke?

-

D

4.2.3/14 Az m témegl anyagi pont el6szor az ABC fliggbleges siku surlédasmentes
palyan kényszermozgast végez, majd a ¢ pontot elhagyva szabadon mozog a homogén
gravitaciés erétérben, végll a koérpalya legmélyebben fekvé B pontjaval azonos
magassagban (D pont) mozgasa véget ér. Az anyagi pont sebessége a C pontban ismert.
Adatok:

o =45%f=30% R=08[m]; vc=3[2|; m=2kgl; g =981[5].

“oris
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I
|
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a, Hatarozzuk meg a € pontbeli sebesség ismeretében az A pontbeli kezdGsebességet!
b, Hatarozzuk meg a sikra érkezés helyét kijel6l6 d tavolsagot!
¢, Hatarozzuk meg a palya altal kifejtett kényszererd nagysagat a B és C pontokban!

4.2.3/15 Az m témeg( pontszer( test palydja egy « hajlasszdgli u,, cslszasi surlddasi
tényezGvel jellemzett AB lejt6 és egy ahhoz kapcsoléddé R sugaru fiigglleges sika
surlédasmentes BC koriv. A test a C pontot elhagyva a homogén gravitacios erétérben
szabad mozgast végez.

Adatok:

R=10[m]; v, =0 [?] m =2 [kgl; u,, = 0.1; Ah, =12 [m]; Ahy = 10 [m]; a = 60%; g = 9.81 [S%]

Ah;

Ad D

a, Hatarozza meg az abran lathaté 4s,, és Ah, tavolsagokat!

b, Rajzolja be az A pontban a testre hatdo er6ket, majd szamitsa ki az altaluk az AB
szakaszon kulon-kilon végzett munkakat!

c, irja fel az AB szakaszra vonatkozd munkatételt, majd hatdrozza meg a test
sebességének nagysagat a B pontban!

d, Feltételezve, hogy a B pont mar az ives a BC palyaszakaszhoz tartozik, hatarozza meg
a B pontban a palya altal kifejtett kényszereré nagysagat!

e, irja fel a BC szakaszra vonatkozd munkatételt, majd hatdrozza meg a test
sebességének nagysagat a ¢ pontban!

f, A v, sebességnagysag és Ah, tavolsag ismeretében hatdrozza meg az abran lathatd Ad
tavolsagot!

g, Mekkora a test sebességének nagysaga a D pontban?
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4.3 Merev testek kinematikaja
4.3.1 Mozgasallapot vizsgalata
4.3.1.1 Egyetlen tarcsa

4.3.1.1/M1 Az RV2 hosszUsagu palca A végpontja egy egyenes, mig B végpontja egy R
sugaru, koriv alakd kényszerpalyan halad. Az abran vazolt pillanatban az 4 pont v,
sebessége ismert.

Adatok:

R=05[m]; a=15% v, = 0.2 [%] .

a, Szamitsuk ki a rid szdogsebességének, valamint a B pont sebességének nagysagat!

b, Szamitsuk ki az A pontbdl a sebességpodlusba mutatd vektort, majd szerkesszlk is
meg a sebességpdlust!

Megoldas:

aI

El6sz6r szamitsuk ki az abran lathatdé x tavolsagot, alkalmazva az abran lathatd g szog
szaraira a parhuzamos szel6k tételét! (A szogszarakat atmetsz6 parhuzamos szakaszok
legyenek a BD és OE szakaszok!)

X R-V2: sina V2-sina
- 5> x=R-————— =0.289 [m]
x+R R 1-+2sina
Az x tavolsag ismeretében a f sz6g kiszamithaté:
. R-V2:sina
sinff = — - 0.634 - p =39.34°

A B szbg segitségével a 7, sebességvektor az alabbi alakban irhato:

vg-sinf
Vg =|—vg-cosf
0
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Most irjuk fel az A pont sebességének ismeretében a v, sebességvektort:

Vg Sin Vg 0 —R-V2-cosa vy — . R-V2-sina
—vg - cosfB =vB=vA+wrxrAB=(0>+ 0 x| R-vV2-sina |= —w, " R-V2-cosa
0 0 Wy 0 0

A fenti vektoregyenletbdl az alabbi egyenletrendszer adddik:
Vg sinf=v,—w, R-V2-sina
cosf
cosa

—vp-cosf=—w, R-V2-cosa - —w, R V2 =—vy

in cosfi .
vg-sinf =v, —vg- sina
B A B cosa

i+ cosfp .
Vg * sin Vg * ‘sina = v
B B cosa A

vg - (sinf +cosf -tana) = v,

N m
Ve = (sinf + cosf - tana) = 0238 [?]
w, = —2 5P €SP _ 0269 [@

cosa-R-V2 S

b,
Az A pontbdl a sebességpdlusba mutatd vektort:

=l Xa_ 1 8 X 062 = 0;)43 [m]
AP w2 (0.269)? 0.269 0 0

A szerkesztés esetén a sebességpdlust a v, és v, sebességvektorokra az A és B
pontokban allitott merdlegesek metszéspontja adja (lasd abra).

4.3.1.1/M2 Az R sugarl korong a vizszintes sikon tisztan gordil. Az abran lathaté
pillanatban a korong kozéppontjanak as gyorsuldsa, valamint szogsebességének w
nagysaga ismert. A szogsebesség értelme az abran adott.

Adatok:

R = 0.5 [m]; a5=2[sﬂz]; (u=1[

by

rad]

N

a, Szamitsuk ki a bejeldlt pontok sebességvektorait!

b, Szamitsuk ki a korong sz6ggyorsulds vektorat, majd szamitsuk ki az 4, B, és C pontok
gyorsulasvektorait!

¢, Szamitsuk ki a korong kozéppontjabdl a gyorsulaspélusaba mutatéd vektort! Hol lenne a
gyorsulaspdlus, ha a korong széggyorsulasa zérus lenne?
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Megoldas:

a,
Csak az A pont sebességvektorat szamitjuk ki, a B és C pontok esetében az eljaras
ugyanaz. A korong szogsebesség vektora a z tengellyel azonos iranyd, de ellentétes

értelmd, tehat:
( 0 > rad
w=|0 [—
_1 S

—-0.5
Tpa = ( 0.5 >[m]
0

o 0 —-0.5 0.5\ 1m
Vy=Vpt+twXrp,=| 0 |X| 05 |=(05 [—]
-1 0 o/ *

Tiszta gordlilés esetén a D pont a tarcsa sebességpodlusa, tehat v, = 0.

b,

Tiszta gordllés esetén a tarcsa S (gorbileti) kozéppontjanak gyorsulasa az alabbi,
Osszefliggéssel szamithato:

Tovabba:

R
R+r
A fenti 6sszefliggésben r, azon gorbe gorblleti sugara a D pontban, amelyen az R sugaru
korong gordul. Mivel esetiinkben a fenti gérbe egyenes, igy r, = 0 - ﬁ = 0. Tehat:

2 0 0 —0.5-¢\ 1,
0 £ 0 0 s
A fenti vektoregyenletbdl az aldbbi skalaregyenlet adédik:
m _ 0\ rrad
2=-05¢ > e=-4 [—2] - &=10 [—2
S —4 S
Az A pont gyorsuldsa a S pont gyorsuldsanak ismeretében az aldbbi, altalanos
Osszefliggéssel szamithato:
2.5\ 'm
0

2 0 -0.,5 -0.5
a,=as+exrg—w? rg=(0]+[ 0 |x 0o |—-1%2-1 o
0 —4 0 0

ag =& XTpg— 2rps
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A masik két pont esetében hasonldan:

2 0 0 0 4\ o
aB=aS+s><rSB—w2-rSB=<O>+< 0 >x<0.5>—12-<0.5>=<—0.5> [—2]
0 —4 0 0 0o /"
2 0 0.5 0.5 15\
oo () (-
0 —4 0 0 0/%
c,

A korong S kodzéppontjabdl a G gyorsulaspdlusdaba mutatd vektort az aldbbi, altalanos
Osszefliggéssel szamithatjuk:

0 2 2
_sxa5+w2-a5=<_04>x<g>+1 <8>=< 0'118>[m]

T wt+e? 1% + (—4)? _0'%71
frjuk fel most az ry, vektort abban az esetben, ha & = 0:
8Xa5+w2'(€XTDS) 0Xa5+(u2'(0XTDS)
= = 0
w* + &2 w* + &2
Tehat ekkor a gyorsulaspélus a korong S kézéppontjaban van.

Tsg =

4.3.1.1/3 A vazolt pillanatban a sikmozgast végzé R sugaru korong K pontjanak vy
sebessége és a, gyorsuldsa ismert. Tovabba ismert a korong szogsebessége és
szbggyorsulasa.

Adatok:

rad
sz |

a=30% R = 0.6 [m]; vK=4[?];aK=3[SEZ];w=1O [?;8=2[

a, Szamitsuk ki az A pont sebesség- és gyorsulasvektordt az abran adott
koordinatarendszerben!
b, Szamitsuk ki a korong K pontjabdl a sebesség- és gyorsulaspdlusba mutato vektort!

4.3.1.1/4 Sikmozgast végz06 R sugaru korong B pontjanak v, sebessége ismert, tovabba
ismert az A pont sebességének iranyat.
Adatok:

a=30% R=08[m]; vs=5 [?]
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a, Valasszunk célszerl koordinatarendszert, majd szamitsuk ki az A pont sebességének
nagysagat, valamint a korong szégsebesség vektorat!
b, Hatarozzuk meg a sebességpdlus helyét szamitassal, majd szerkessziik is meg!

4.3.1.1/5 Az R sugaru korong a vizszintes sikon tisztdn goérdil, kdzéppontjanak v
sebessége allando.
Adatok:

R=05[m]; vs=1 [?]

a, Hol van a korong pillanatnyi forgaskézéppontja? Valasszunk célszer(
koordinatarendszert, és szamitsuk ki a korong szogsebesség vektorat!

b, Szamitsuk ki a bejel6lt pontok sebességvektorait, majd rajzoljuk is be 6ket az abraba!
c, Hol van a pillanatnyi gyorsulaskézéppont? Szamitsuk ki a bejelolt pontok
gyorsulasvektorait, majd rajzoljuk be 6ket az abraba!

4.3.1.1/6 Az abran lathatd elrendezéseknél az idealis kotél (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) A
végpontjanak sebessége és gyorsuldsa ismert.
Adatok:

R=08[m]; v, = 2[%]; a, =05 [Sﬂz]
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a, Mekkora az R sugaru korong szdégsebessége és szoggyorsulasa?
b, Mekkora és milyen irdnyu az s sulypont sebessége és gyorsulasa?

4.3.1.1/7 Az abran lathatd [ hosszUsagu rud B végpontjanak sebessége ismert.
Adatok:
[=15[m]; a=60% v, =2["|.

VB

a \ A V4
L

a, Valasszunk célszerl koordinatarendszert, majd szamitsuk ki az A pont sebességének
nagysagat, valamint a rad szégsebesség vektorat!

b, Hatarozzuk meg a sebességpdlus helyét szamitassal, majd szerkessziik is meg!

¢, Szamitsa ki a rud kozéppontjanak sebességvektorat, és annak nagysagat!

4.3.1.2 T6bb, egylitt mozgd tarcsa

4.3.1.2/M1 Az abran lathaté C kozéppontu korong vizszintes sikon tisztan goérdil. A
korong A pontjahoz egy [ hosszUsagu rud kapcsolddik, amelynek B végpontja fligg6leges,
sima falnak tamaszkodik. Az abran lathatd helyzetben a korong szdgsebessége és
szbggyorsuldsa w és ¢ nagysagu, értelmik az abran adott.

Adatok:

rad] rad

R=1[m];l=2[m];a=60°;w=5[T,s=2[s—2].
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a, Vegyunk fel célszer(i koordinatarendszert, és hatdrozzuk meg az A pont
sebességvektorat és sebességnagysagat!

b, Hatarozzuk meg a B pont sebességvektorat és az AB rud w, sz0gsebesség vektorat!

c, Hatarozzuk meg az A pontbdl a rid P. sebességpdlusaba mutatdé helyvektort
szamitassal, majd szerkessziik is meg a sebességpodlust!

d, Hatdrozzuk meg a ¢, majd a P pont gyorsulasvektorat, tovabba a P pontbdl a korong G
gyorsulaspélusaba mutatd helyvektort!

Megoldas:

a,

zp
a, A korong szOgsebesség vektora a z tengellyel azonos irdnyl, de ellentétes értelm,

tehat:

()

1 2 sin 60° 1.732
rpa=|(1]|[ml, rypg=|2-cos60°|=| 1 |[m]
0 0 0

o 0 1 5\ m
‘UA=‘Up+wX1'pA= 0 X|1]= _5 [_]
-5/ \o 0/%

m
lv,] = /52 + (=52) + 02 = 7.071 [?]

Tovabba:
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b, Irjuk fel a B pont sebességvektorat:

0 5 0 1.732 5 —w, 5—w,
<v3>=vB=vA+wr><rAB=<—5>+<0>X< 1 |=(-5 +(1-73'wr)= =5+173 w,
0 0 Wy 0 0 0 0

A fenti vektoregyenletbdl az alabbi egyenletrendszer adddik:
0=5—-w,
Vg =—-5+1,73w,

rad

Ebbél: w, =5[], v, =3.65[2].

Tehat:
0 0
w, = (0) 4], v, = (3.65) K
5 0

c, Az A pontbdl a rud P. sebességpdlusaba mutatd helyvektor:

w,xv, 1 (0 5 1
Typ, = ~wZ 25 0]x{=5]=(1][m]
r 5 0 0

A szerkesztésnél a rud P. sebességpdlusat a v, és v, sebességvektorokra allitott
meré6legesek metszéspontja adja az abra szerint.

d,

Tiszta gordlilés esetén a tarcsa C (gorblleti) kdzéppontjanak gyorsuldasa az alabbi,

Osszefliggéssel szamithato:
R

R+
A fenti 6sszefliggésben r, azon gorbe goérblleti sugara a P pontban, amelyen az R sugaru
korong gordul. Mivel esetiinkben a fenti gérbe egyenes, igy r, = 0 - —R_ = 0. Tehat:

o8-

A P pont gyorsuldsa a C pont gyorsuldsanak ismeretében az aldbbi, altaldnos
Osszefiiggéssel szamithat:

2 0 0 0 0\
ap=ac+s><rcp—w2-rcp=<0>+<0>>< —1)-25-{-1]=(25 [—2]
0 -2 0 0 0/°%

Tehat a P sebességpolus a € kozéppont felé gyorsul. A P pontbdl a korong G
gyorsulaspélusaba mutatoé helyvektort:

exap+w?ap 0.079
TPG = (U4 + 82 = 0%94 [m]

ac = EXTpc — w? - Tpe

4.3.1.2/2 Az R, sugardu, allo fogaskeréken az 04 kar segitségével legorditjiik az R, sugaru
fogaskereket. Az 0A kar w, szégsebessége allandé.
Adatok:

rad

Ry =05[m]; R,=0.2[m]; w, =2 [T .
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a, Mekkora a kis kerék szégsebessége?

b, Mekkora a kis kerék B pontjanak sebessége és gyorsulasa?

¢, Hatarozza meg a kis kerék gyorsulaspélusanak helyét szamitassal!
d, Szédmitsa ki a kis kerék szégsebességét a forgd karhoz viszonyitva!

4.3.1.2/3 Az allandé w; szogsebességgel forgd R, sugarl fogaskeréken az 04 kar
segitségével legorditjik az R, sugaru fogaskereket. Az 0A kar w, szogsebessége allandé.
Adatok:

rad

[ o =2]7.

R, =0.2[m]; R, =0.06[m]; w,=3 [’“d

N

a, Szamitsuk ki a kis kerék szdgsebességének nagysagat, valamint pillanatnyi
forgaskozéppontjanak helyét! A pillanatnyi forgask6zéppontot szerkessziik is meg!

b, Szamitsuk ki a kettes kerékhez csatlakozd R; sugaru fogaskerék szogsebességét!

c, Fejezzik ki az 0A kar szOgsebességét az egyes és harmas kerék szogsebességével!
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4.3.1.2/4 Az abran egy golydcsapagy kinematikai modellje lathatdé. A csapagy 1-es jeld
kilsé gy(rdje all, 3-as jelli belsé gyl(irlje n fordulatszammal forog. A 2-es jelli golyé mind
a kuls6, mind a bels6 gylr(in csiszasmentesen gorddil.

Adatok:

Ry =03 [m]; Ry =0.1[m]; R, = adédik; n = 1440 [[22]

min

1

a, Szamitsa ki, hogy a golyd S sulypontja milyen nagysagu sebességgel mozog, valamint
mekkora a golyd sulypontjanak gyorsuldsa (a palyairdnyld és az arra merdleges
komponens nagysagat is adja meg)!

b, Rajzolja be az &brara a sulypont sebességvektorat és gyorsulasvektorat
jelleghelyesen!

4.3.1.2/5 Az abran vazolt négycsuklés mechanizmus AB, BC és CD rudjainak hosszusaga,
valamint vizszintessel bezart szoge ismert. Tovabba ismert az AB rud szbgsebessége és
szbggyorsulasa.
Adatok:

rad

L=5[ml; L =7[m]; s = 6vZ [m]; & = 60" &, = 307 @, = adodik; w; =5[] ; & =0]
y C

rad
52

S

—~—

M
ay A

a, Szamitsuk ki a B és C pontok sebességvektorat, valami a 2-es és 3-as rudak

szbgsebesség vektorat az abran vazolt pillanatban!

b, Szamitsuk ki a B és C pontok gyorsulasvektorat, valami a 2-es és 3-as rudak

szbggyorsulas vektorat!

¢, Hatarozzuk meg a 2-es rud sebességpolusat szamitassal, majd szerkessziik is meg azt!
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4.3.1.2/6 Az abran lathatd AC rud a vizszintes sikon tisztdan gordilé korongra
tamaszkodik, a rad A végpontja egy csuklo korll szabadon elfordulhat.
Adatok:

R=1[m]; AC=3[m]; v,=2["]; a=45".

TITITTTTTTTITTT AT T T,
a, Valasszon célszerli koordindta rendszert, majd hatdrozza meg a korong ruddal
érintkez6 B* pontjanak sebességvektorat!
b, Hatarozza meg a rdd B pontjanak sebességvektorat, valamint a rdd szogsebesség
vektorat!
¢, Hatarozza meg a rud € végpontjanak sebességvektorat valamint annak nagysagat!

4.3.1.2/7 Az R sugaru korong a vizszintes sikon allandé w nagysagu szégsebességgel
tisztan gordul. Egy vékony rad A végpontjat a koronghoz régzitjik, annak kézéppontjatdl
R/2 tavolsagban. A rdd masik vége a vizszintes sima sikon ellendllas nélkil csuszik.
Adatok:

R=1M¢AB=LﬂmL%=2HLa=3m

R/2

T B

Y/ /////z//zzz2///44
a, Valasszunk célszerli koordinatarendszert, majd szamitsuk ki az A pont
sebességvektorat az dbran vazolt pillanatban!
b, Szamitsuk ki a rud szogsebesség vektorat, valamint a B pont sebességvektorat és
annak nagysagat! Tintesslik fel az dbran a rid forgasértelmét!
¢, Szamitsuk ki az A pontbdl a rid sebességpodlusaba mutatd vektort, majd szerkesszlk is
meg a sebességpodlust!
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4.3.1.2/8 A vazolt forgattylds mechanizmus 04 forgattylkarjanak masodpercenkénti
fordulatszama (n) ismert.
Adatok:

R =80 [mm]; | = 250[mm]; o = 30°; n = 5000 [22]

']

A
R
(aO X

g
[0)

L
B
a, Szamitsuk ki az A és B pontok sebességvektorait, valamint az AB csatléridd
szbgsebesség vektorat!

b, Hatarozzuk meg a csatlérid sebességpodlusanak helyét szamitassal és szerkesztéssel!
Tlntesslk fel az abran a rad forgasértelmét!

¢, Szamitsuk ki az A és B pontok gyorsulasvektorait, valamint a csatlérid széggyorsulas
vektorat!

d, Hatarozzuk meg a csatlérid gyorsulaspdlusanak helyét szamitassal és szerkesztéssel!

4.3.2 Véges mozgas vizsgalata

4.3.2/M1 A vazolt forgattyds mechanizmus R hosszlsagu, OA forgattyukarja allandd, w
szbgsebességgel forog.
Adatok:

R = 80 [mm]; [ = 250[mm]; w = 524 [m“].

N
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a, Adjuk meg az A pont sebességvektorat, mint az id6é fliggvényét, ha a t=0
id6épillanatban a forgattyukar éppen a fels6, 04, pozicién halad at!

b, Adja meg az | hosszlsagu, AB csatlorid w, szogsebességét, valamint a B dugattyu
palyamenti sebességét az id6 fliggvényében.

Megoldas:

a,

(t)

0 /—R-sin (w-t) 0 —0.08-sin(524-t)
v,(8) = w(t) X1p,(t) = (0) x | o) | = ( 0 ) X ( 0.08 - cos(524 - t) ) =

w R cos(w-t) 524 0
0
—41.92 - cos(524 - )\
=| —41.92 -sin(524 - t) [?]
0

b,
A B pont sebességvektorat az id6 fliggvényében az alabbi 0sszefiiggés szolgaltatja:

vp(t) = v,(t) + w,(t) X 1,45(1)
Hatarozzuk meg el6szor az 6sszefliggésben szerepld r,; (H)fliggvényt!

l-sina(t) R sing(t) R -sin(w - t)
T,45() = (—l - cos a(t)) =| -/ =R sinp®)? |=| =12 - R sin(w-1)? | =
0

0 0
0.08 - sin(524 - t)
=| —,/0.0625 — 0.0064 - sin?(524 - t) | [m]

0

Most mar felirhatjuk a v, (t) figgvényt:

0
(VB (t)) = v,(t) + w,(t) X 1,45(1)
0
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—41.92 - 5in(524 - t) 0 Jx| —/0.0625 - 0.0064 - sin2(524 - t)
0 wr(t) 0
—41.92 - c0s(524 - t) + w, () - /0.0625 — 0.0064 - sin?(524 - t) \ '
= —41.92 -sin(524 - t) + w,(t) - 0.08 - sin(524 - t) [?]
0

(—41.92-cos(524-t)> ( 0 ) 0.08 - sin(524 - t)
= +

Innen az alabbi egyenletrendszer adddik:
0=-4192-cos(524-t) + w,(t) - \/0.0625 —0.0064 - sin?(524 - t)
vp(t) = —41.92 - sin(524 - t) + w,(t) - 0.08 - sin(524 - t)
41.92 - cos(524-t)

w.(t) = .
/0.0625 — 0.0064 - sin2(524 - t)
] 41.92- cos(524 - t) ]
vg(t) = —41.92 - sin(524 - t) + +0.08 - sin(524 - t)
/0.0625 — 0.0064 - sin2(524 - t)
sin(1048:t)

1.677 -2 -sin(524 - t) - cos(524 - t)

/0.0625 — 0.0064 - sin2(524 - t)
] sin(1048 - t)
= —41.92-sin(524 - t) + 1.677 - [
/0.0625 — 0.0064 - sin2(524 - t)

= —41.92-sin(524-t) +

g

4.3.2/2 Az abran lathaté R sugarl korong, az abran vazolt poziciobdl, zérus kezdeti
szbgsebességgel indul, és allandd nagysagu, az abran jelzett értelml széggyorsulassal
tisztan gorduilve halad.

Adatok:

rad
s2

rad

R = 0.4 [m]; w0=0[ ];s=0.5[ ];d=0.3[m].

N

/
Nz

o, =0

Adjuk meg az &bran vazolt koordinadta rendszerben a korong kozéppontjatdl d
tavolsagban |év6 B pont sebesség- és gyorsulasvektorat, mint az indulastdl eltelt id6
figgvényét!

4.3.2/3 Egy rud falnak tdmaszkodo A végpontjat egy kotél segitségével allandé nagysagu
figgdleges irdanyu sebességgel eresztjik lefelé. A rid kezdetben a filiggdlegessel ¢,
szO0get zar be, majd fliggdleges sikban lefelé halad, mikézben B végpontja a vizszintes
talajon csuszik.

Adatok:

[=5[ml; vy=01[%]; ¢, =0175[rad].
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B

Adjuk meg a rud szOogsebességét és szogelforduldsat, mint az indulastdl eltelt id6
figgvényét!

4.3.2/4 A merev AC rud ugy végzi mozgasat, hogy A végpontja a vizszintes sikon csuszik,
mikozben feltdmaszkodik a B élre.

C

A

a, Pausz papir segitségével modellezze a mozgd sikot a rajta l1évé ruddal!
b, Rajzolja meg a nyugvé alapsikon az all6, és a mozgd sikon (pausz papir) a mozgd
pblusgdrbe egy-egy szakaszat!

4.3.2/5 A vizszintes sikon gordilé R sugari merev tarcsa excentrikusan elhelyezett
(e = R/2) csapjahoz merev rid csatlakozik, melynek masik vége a vizszintes sikon
csuszik.

o ——

|
|
A.
a, Pausz papir segitségével modellezze a mozgd sikot a rajta l1évé ruddal!

b, Rajzolja meg a nyugvo alapsikon az allé, és a mozgd sikon (pausz papir) a mozgd
pblusgdrbe egy-egy szakaszat!
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4.4 Merev testek kinetikaja
4.4.1 Tehetetlenségi nyomaték szamitasa

4.4,1/M1 Az abran lathaté v vastagsagu acélbol készllt kerék geometriai méretei
ismertek.
Adatok:

K
d, = 0.8 [m]; d, = 0.2 [m];dy = 0.3 [m]; @ = 0.085[m]; v = 0.05[m] ; p = 7800 [m—gs]

ds| d> la

Szamitsa ki a kerék tehetetlenségi nyomatékat a kozéppontjan atmend, sikjara
meré6leges tengelyre vonatkozoan!
Megoldas:
A kivagott részek tomegét tekintsiik negativnak, amelybdl kivagjuk 6ket azok tomegét
pozitivnak. A d; atmérdjli téomor korong, a d, atmérdjl, kor alaku konnyités, valamint az
a oldalhosszUsagu négyzet alakd konnyités tomegei sorrendben az alabbiak:

2 2
m, = (%) v p=196.04[kg], m, = — (%) v p=—12.25[kgl, ms = —a? - v- p = —2.82[kg]
Jeloljuk a kerék kozéppontjat S-el, az egyik kor alakd kénnyités kdozéppontjat pedig S,-el.
Az egyes alakzatok sajat kozéppontra vonatkozd tehetetlenségi nyomatékai sorrendben

az alabbiak:
2 d 2
his=3m - (2) = 1568lkg m?], Jps, =m, - () = ~0.061[kg" m?],

2

1
Jas =15 M3 (@® +a%) = —0.003[kg - m?]

A fenti Osszefliggések integralszamitassal szarmaztathaték, de ez itt most nem
részletezzilk. A kor alakd konnyités tehetetlenségi nyomatéka Steiner tételével

atszamithato6 a kerék kézéppontjara:
2

d; d
Jos = Jas, ¥ My (734' 72) = —0.827[kg - m?]

A kerék S pontra vonatkozoé tehetetlenségi nyomatéka az egyes részei S pontra vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékainak ¢sszege:
Js = Jis + 4+ Jos + Jas = 12.37[kg - m?]
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4.4.1/2 Az abran lathatd inga tanyérja v vastagsagu, R sugaru rézkorong, szara |
hosszUsagu kor keresztmetszetl d atméroji rézrud.
Adatok:

R=0.1[m]; I =0.4[m]; d=0.01[m]; v =0.005[m]; p,, =8920 [%]

S

a, Szamitsa ki az inga tehetetlenségi nyomatékat az 0 végpontjan atmend, sikjara
meréleges tengelyre vonatkozoan!

b, Szamitsa ki az inga sulypontjanak O-tdl mért tavolsagat, majd szamitsa ki a
tehetetlenségi nyomatékot a sulyponton atmend, az el6bbivel parhuzamos tengelyre!

4.4.1/3 Az abran lathatd v vastagsagu aluminiumbdl készilt kerék geometriai méretei
ismertek. A kerék kull6i négyzet keresztmetszet(i idealisan vékony rudak.
Adatok:

k
d, = 0.8 [m]; d, = 0.7 [m];dy = 0.2 [m]; @ = 0.085[m]; b = 0.042[m]; v = 0.05[m] ; p = 2702 [m—gs]
b

—»] |

d2ds| || ' | di Ya

[

a
4.4.1/3 abra

Szamitsa ki a kerék tehetetlenségi nyomatékat a kozéppontjan atmend, sikjara
meréleges tengelyre vonatkozoan!
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4.4.1/4 Az dbra egy v vastagsagu rézlemezbdl kivagott tarcsat szemléltet.
Adatok: R = 0.2 [m]; v = 5[mm]; p., = 8920 [%]

réz

a, Szamitsa ki a tarcsa sulypontjanak helyzetét jellemz6 s tavolsagot!
b, Hatdrozza meg a sulyponton atmend (rajz sikjara merGleges) tengelyre a korong
tehetetlenségi nyomatékat!

4.4.1/5 Az abran lathatd AB, BC és CD idedlisan vékony, egyenként m, 2m és m tomegd
rudakbdl allo szerkezetet az A pontjaban felfliggesztjik. A szerkezet az A pont koril
ellenallasmentesen elfordulhat.

Adatok:

m=2[kgl; a=2][m].

a, Szamitsuk ki a szerkezet tehetetlenségi nyomatékat az A pontjan atmend, sikjara
meré6leges tengelyre vonatkozoan!

b, Hatarozzuk meg a sulypont helyzetét jellemzé s tavolsagot!

¢, Szamitsuk ki a szerkezet S sulypontjara vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat!

d, Mekkora o szbget zar be az AB rud a vizszintessel, amikor a szerkezet egyensulyban
van?
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4.4.2 All6 tengely koriili forgas, lengés

4.4.2/M1 Az abran lathatd szerkezettel egy idedlis kotélre (lasd 4.2.2.1/M1 feladat)
flggesztett m; tomeg( vodrot huzunk fel allandé nagysagu F erdvel. A kotél egy
sulytalan dobon, és egy furatokkal konnyitett, R sugaru, p slirlségl, v vastagsagu
tarcsan van atvetve. A dob és a tarcsa ellenallasmentesen forog, rajtuk a kotél nem
csuszik meg.

Adatok:

R =025[m], v = 0.03[m], p = 7200 [*4], m, = 10[kg], F = 100[N], a =30°, g =9.81%.
|

m

a, Hatdrozzuk meg a tarcsa tehetetlenségi nyomatékat a sulypontjan (S) atmend, sikjara
meré6leges tengelyre vonatkozoan!
b, Hatarozzuk meg a korong széggyorsulasat, a kotelet feszitd erd, valamint a
forgastengelyénél (S pont) ébredé kényszerer6é nagysagat a felhlzas kozben!
c, A felhlzas soran a korong tiz teljes fordulatot tesz meg. Mekkora lesz a sz6gsebessége
a felhlizads végén, ha nyugalombdl indul?
Megoldas:
a,
A kor alaku konnyitések tomegét tekintsiik negativnak, a tarcsa tomegét, amelybdl
kivagjuk Oket, pozitivhak. A R sugard témor tarcsa és az % sugaru, kor alakd koénnyités
témegei sorrendben az alabbiak:
2
my =R*-m-v-p=4241[kgl, mg =— (%) -7 v- p=—265[kg]
Jeloljuk az egyik kor alaku konnyités kozéppontjat S,-vel. A témor tarcsa és a kénnyités
sajat kozéppontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatékai sorrendben az alabbiak:
1 R\?

Jrs = %mr “R?, Jks, = SMg - (Z)

A kor alaku kénnyités tehetetlenségi nyomatéka Steiner tételével atszamithaté a kerék S

kézéppontjara:
2

R\ 1 R R\ 3 .
Jis =Js, +mi-(3) =gme-(3) +ma(3) =g mik
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A két furattal konnyitett tarcsa S pontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka:

1 3
]S=]T5+2']KS=§mT'R2+Z'mK'R2 = 1232[kgm2]
b,

=

K>

™\ |

mg *

El6szor kiszamoljuk a korong tomegét:
m=my+ 2 -mg = 37.11[kg]
Mivel a dob és a kotél idedlisak, a K, és K, kotéler6k nagysaga egyenlé:
|K1| = |K2| =K
Mivel a kotél idedlis, ebbdl adéddan nyujthatatlan, valamint a kotél a tarcsan nem csuszik
meg, a vodor a, palyamenti gyorsulasa minden pillanatban egyenl6é a tarcsa kerlleti
pontjainak gyorsulasaval:
a, =¢-R
A fenti egyenletben ¢ a tarcsa széggyorsulasa.
Ezt kévetden felirjuk a konnyitett tarcsa és a vodor mozgasegyenleteit:
A tarcsa mozgasegyenletei:

ZFi=m'g+K1+FS+F=m-aS=0
7
0 —K - cosa (FSX) 0Y)_ (0
(—m : g) + (—K . sina) + Fg, + (—F) - (0)
ZMSL-=K-R—F-R=]S-3
7

A vodor palyamenti mozgasegyenlete:

FF=m-g—K=m; -a
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A fentiekbdl az alabbi egyenletrendszer adodik:
—K-cosa +Fg, =0
-m-g—K-sina+Fs, —F =0
K-R—F-R=Js¢
m-g-—K=my-a >K=my-g-m-a
a, =¢-R
(my-g—my-a)) R—F-R=Js-¢
(my-g—my-e-R)-R—F-R=Js-¢
m-g-R—my-e R°—F-R=]Js-¢
(my-g—F)-R=(s+m-R?) ¢
my-g—F rad
']S+m1 " R? 5%
A kotéleré nagysaga a IV. egyenletbdl:
K=m-g—m;-a;,=my-g—m,;-e-R =98.74[N]
Az S pontban ébred6 kényszererd (tdmaszerd) komponensei az 1. és II. egyenletbdl:
Fs, = K - cosa = 85.51[N]
Fs, =K -sina + m- g+ F = 513.4[N]

|Fg| = Fg = /FSXZ + Fs,? = 520.5[N]
op

A végs6 szbgsebességet meghatarozhatjuk a széggyorsulas ismeretében, vagy attdl
fliggetlenll a munkatétel alkalmazasaval:

A szOggyorsulas ismeretében:

Vegylk figyelembe, hogy a korong szogelforduldsa, szégsebessége és szoggyorsulasa a
korong negativ forgasértelmébdl adéddan negativ:

0 0 « s .
¢(t*)=(m+w(0)'t*+§-t*2 - t*=\]2 (p(t)=J2 (=20 n)=22.16[s] >

e=R = —0.256[

A kényszererd nagysaga:

£ —0.256

—~— rad
W) = o(0) + et = —5.67 |
Tehat a szogsebesség nagysaga 5.67 [% .
A munkatétel alkalmazasaval:
A gravitacios és kényszerer6 munkavégzése zérus, mivel hatdsvonaluk athalad az S
forgasponton. Tehat csak a kotéler6 és az F er6 munkavégzése szerepel a

munkatételben:

0
—

Z W oD — 0=l - - 5 s 0D =5 Js w(0)?
7

@(t") @(t") @(t") @(t")

1
f —F-Rd<p+f K-Rd(p=—F-Rf d(p+K-Rf dp=(K-R=F-R) o(t") =5Js w(t")’
0 0 0 0
Tehat a szogsebesség nagysaga:
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rad

2'R-(K—F) () [2-0.25-(98.74 —100) - (=20 - m)
Iw(t*)I=J =J =

Is 1.232 5'67[

s
4.4,.2/M2 Az abran lathaté inga rddjanak valamint korongjanak vastagsaga
elhanyagolhaté az inga egyéb méreteihez képest. Az 0 csap surlédasatdl és a

Iégellenallastol eltekintink.
Adatok:

m
I =05 [m]; my = 03 [kg]; R = 0.1 [m];m, = 1[kg]; g = 9.81 [s_z]

a, Hatadrozza meg az inga sulypontjanak tavolsagat a felfiiggesztési ponttol!
b, Szamitsa ki az inga tehetetlenségi nyomatékat a felfiiggesztési ponton atmend, az
inga sikjara merGleges tengelyre!
¢, Hatadrozza meg az inga redukalt hosszat, valamint lengésidejét kis szogkitérések (¢<5°)
esetén!
d, Téritsiuk ki az ingat ¢* = 30° szbggel, majd engedjlik el. Hatarozzuk meg az A pontban
ébred6 normaliranyl kényszerer6 nagysagat, amikor ¢ = 15°, valamint az inga also
helyzetében (¢ = 0°)!
Megoldas:
a,
Az inga sulypontjanak tavolsagat a felfliggesztési ponttdl:

y

b'dd
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0.5
_Z?zlmi-xsi_ml'xs1+mz'xsz_0'3'T+1'(0'5+0'1)_0519[ ]
Xs = Y2 m, - m, +m, B 03+1 S "

b,
Az inga rudjanak és korongjanak tehetetlenségi nyomatéka a sajat S, és S,sulypontjaikra:
]151 =é'm1'lz/ ]252 =%'m2 *R?
A rud és a korong tehetetlenségi nyomatéka Steiner tételével atszamithatdé az inga 0
felfliggesztési pontjara:
I’ 1 , 1’ 1 ,
J1o =]151+m1'(§) =E'm1'l +m1'(§) =§'m1'l
1
J20 =J25, + My " (I+R)? =§'m2 ‘R*+my, - (1 +R)?
Ezt kévetben az inga 0 pontra vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka:

1 2 1 2 2 2
]0=]10+]20=§'m1'l +§m2R +m2(l+R) =0,390[kgm]

(m; +my)-g

7
7
7

frjuk fel az inga mozgéasegyenleteit, figyelembe véve, hogy annak témege m = m, + m,:
ZFi =m-g+F,=m-a;

4

ZMSi=m-g-sin(p-r05=]o-s
i
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A fenti egyenletek az aran adott természetes koordinatarendszerben:
. m:ag
(_m'g'Sln(P)+(F0e)=(m'a5e)= g2
—m:-g-cos@ Fon m: Qs m-—
Tos
—-m-g SsinQ-ros =Jp" €
Innen az alabbi egyenletrendszer adodik:
—-m-g sing+Fp,=m-ag=m- Ty E=M"Tps" Y
Vg2 W Tys) 2
—m-g-cos @+ Fy, =m.i=m.ﬂ= m-w? rys =m- @2 1y
Tos Tos
—m-g-Ssing ros =Jo €=]o" P
Ha az inga szdgkitérése kicsi (¢ < 5° = 0.087 [rad]), akkor igen jé kozelitéssel teljesll a

sing = ¢ egyenlGség. Ekkor a III. egyenlet:
m-g-r,
p0)+ 5 o) =0
Jo

Ez ugyanolyan szerkezetl( differencidlegyenlet, mint amilyet a matematikai inga
(4.2.2.2/M3 feladat) esetén kaptunk. Tehat a megoldas is egyez6:

@) = Oy " Sin(w -t + 6y)
Az egyenletben ¢,,,, @ maximalis szogkitérés, w a korfrekvencia, §, a kezdo6fazis. Ha a
o(t) figgvényt, és annak masodik derivaltjat visszahelyettesitjik a fenti egyenletbe,
akkor megkapjuk a korfrekvenciara, abbdl pedig a lengésidGre vonatkozo 6sszefliggést:
m-g-Tos

Jo

, M g Tos

w =
Jo
w= [MgTos p_o.q. Jo
Jo mgros

Tehat esetiinkben a lengésidé:

T=2 Jo =2 0390 = 1.525[s]
T i rmy) g res © " |13-981-0519

Redukalt hossz alatt annak a matematikai ingdnak a hosszat értjik, amelynek
lengésideje - kis szogkitérések esetén - a fizikai ingdéval egyezd. Azaz ilyen
szempontbdl a fizikai inga helyettesitheté a matematikai ingaval. A matematikai és fizikai
inga lengésidejére vonatkozd Osszefliggéseket egymassal egyenlévé téve, a redukalt

hossz meghatarozhato:
l
S IR
m:-g-Tos 9
Jo _

-w? '(pmax'Sin(W't+60) = '(pmax'Sin(W't+60)

lred
(my+my)-g-1os g
Azaz a fizikai inga redukalt hossza:

Jo

m-Tos

lrea =

Esetlinkben:
Jo 0.390

brea = (m;, + my) 195 1.3-0.519

= 0.578[m]
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Itt csak az ¢ = 15° esettel foglalkozunk, az ¢ = 0° eset hasonldéan kiszamithatd. El6szor
szamitsuk ki a munkatétel segitségével az inga sz6gsebességét a 15°-0s szo6ghoz tartozo
pozicidban. Az 0 pontban ébred6 kényszerer6 munkavégzése zérus, mivel hatasvonala
minden pillanatban athalad az 0 forgasponton. Tehat csak a gravitacios er6
munkavégzése szerepel a munkatételben:

0
—_—m

YR (150 YR (150 1 2 1 2
Z WF};GO yoh(S) - Wn}f-go IR - E Jo- (‘U(15°)) - E Jo- (‘U(30°))
i

1 2
m-g- (h(30°) - h(15°)) =m-g- (rOS (1 = c0s30°) — 155+ (1 —cos 15°)) =3 Jo- (w(15°))

1 2
m- g-rys(cos 15° — cos 30°) = 3 Jo - (w(15°))

w(15°) = \/2 ‘m-g-rog (c](;s 15° — cos 30°) _ \/2 -1.3-9.81- 0.5109.3'9(((,)'05 15° — cos 30°) _ 1841 [@
A normaliranyu kényszererdt a ¢, pontban felirt II-es egyenletbdl hatarozzuk meg:
—-m-g-cos15°+ Fy, = m- ((u(15°))2 " Tos
Fop=m-g-cos15°+m- ((u(15°))2 *Tps = 1.3-9.81 - cos 15°+ 1.3 - (1.841)? - 0.519 = 14.61[N]

4.4.2/3 Egy m tomegl R sugaru téomor dobra feltekert kotelet allando F erével hizunk az
abra szerint. A dob csapjanak surlédasa elhanyagolhatd, a kotél idedlis (lasd 4.2.2.1/M1
feladat) és a dobon nem csuszik meg.

Adatok:

m =100 [kg]; F = 2[kN]; R=0.5[m]; g =9.81 Lﬂz]

F

a, Hatarozzuk meg, majd abrazoljuk a dob e(t), w(t),¢(t) fliggvényeit, ha azt nyugvo
helyzetbdl indul!

b, Mekkora lesz a dob szbgsebessége tiz teljes fordulat megtétele utan?

¢, Mekkora az S pontban ébredd kényszerer6 (tdmaszerd) nagysaga a mozgas soran?

4.4.2/4 Az R sugarl m tomegl tomor tarcsat, amely a sulypontjan atmené vizszintes
tengely koril n, fordulatszdmmal forog, a keriiletére szoritott fékpofdkkal, F nagysagu
erdkkel lefékezlink. A csuszasi surlédasi tényez6t a tarcsa és a fékpofak kozott u-vel
jeloltik.
Adatok:

F =100 [N]; m =50 [kg]; R = 800 [mm]; u = 0.1; ny =800 M]

perc
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a, Mekkora a tarcsa széggyorsulasa a fékezés ideje alatt?
b, Mennyi id6 alatt, és hany teljes fordulat megtétele utan all meg a tarcsa?

4.4.2/5 Egy m tdmegl R sugard tomor dobra feltekert kotél végére egy m, témeg( sulyt
erdsitlink. (A dobra és kotélre vonatkozd feltételeket lasd 4.2.2.1/M1 feladatban.)
Adatok:

m = 200 [kg]; m; = 25 [kg];R = 0.6 [m]; g = 9.81 Lﬂz]

my|

a, Hatarozzuk meg, majd abrazoljuk a dob =(t), w(t), p(¢t) fliggvényeit, miutan azt nyugvod
helyzetben magara hagyjuk!

b, Mekkora az S pontban ébredd kényszererd (tamaszerd), valamint a kétéleré nagysaga
a mozgas soran?

¢, Mekkora lesz a dob sz0gsebessége tiz teljes fordulat megtétele utan?

4.4.2/6 Egy m tdmegUl R sugaru dobra felcsévélt kotél egyik végére egy m; tomeg( sulyt
erOsitlink, masik végét pedig allando F erével huzzuk az abra szerint. (A dobra és kotélre
vonatkozo tovabbi feltételeket lasd a 4.2.2.1/M1 feladatban.)

Adatok:

F =2[kN]; m =100 [kg]; my = 5 [kg];R = 0.5 [m]; a = 30; 4h = 10 [m]; g = 9.81 [sﬂz]
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a, Hatarozzuk meg az m, témegl testre hatd kotéleré nagysagat a felhlzas soran!

b, Hatarozzuk meg a test sebességét a felsd pozicidoban, ha lentrél nyugalombdl indul!
¢, Mennyi id6t vett igénybe a felhlzas?

d, Mekkora az S pontban ébredd kényszerer6 (tdmaszerd) nagysaga a felhlzas soran?

4.4.2/7 A vazolt szerkezettel, egy vizzel telt m; tomegl vodrot htizunk fel egy kutbdl. Az
R sugarl m témegl dobra egy 2R hosszUsagu elhanyagolhato tomegl idedlisan vékony
hajtdkar van hegesztve. A hajtokar végét ra meréleges iranyu, allandd F nagysagu erével
nyomjuk. (A bal oldali kisméretli dob tomege elhanyagolhaté. A dobokra és kotélre
vonatkozo tovabbi feltételeket lasd 4.2.2.1/M1 feladatban.)

Adatok:

m = 200 [kg]; m, = 25 [kgl;m, = 0 [kg]; F = 100 [N];R = 0.6 [m]; « = 30% g = 9.81 [sﬂz]

a, Hatarozzuk meg a dob szdggyorsuldasat és a vodorre hato kotélerd nagysagat a
mozgas soran!

b, Adjuk meg, majd abrazoljuk a vodor a(t),v(t),s(t) fuggvényeit, ha az nyugalombol
indul.

¢, Mekkora lesz a dob sz0gsebessége tiz teljes fordulat megtétele utan?

4.4.2/8 Az abran lathato elrendezésben az m, témegl ladat felhizzuk a h magassagu
érdes lejt6é aljarél annak tetejére. A felhlzashoz alkalmazott kotél ideadlis (lasd
4.2.2.1/M1 feladat).

Adatok:

my = 50 [kgl;m, = 25 [kg];F = 700 [N};R = 0.3 [m]; 4 =0.2; &= 60" h =30 [m]; g = 9.81|5].

a, Hatarozzuk meg az m, tdmegu testre haté kétéleré nagysagat a felhlizas soran!
b, Hatarozzuk meg a test sebességét a lejtd tetején, ha lentrdl nyugalombdl indul!
¢, Mennyi id6t vesz igénybe a felhl(zas?
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4.4.2/9 Egy m tomegl dobon atvetett kotél két végéhez egy m, és m, tomeg(i testet
er0sitlink az abra szerint. (A dobra és koétélre vonatkozd tovabbi feltételeket lasd a
4.2.2.1/M1 feladatban.)

Adatok:

m = 200 [kg]; my = 25 [kg]; m, = 10 [kg; R = 0.6 [m];h = 2 [m]; g = 9.81[%].

a, Azonos magassagbdl nyugalombdl inditva mennyi id6é mulva lesz az m, és m, témegd
testek egymastdl mért fliggbleges tavolsaga h?

b, Mekkora az S pontban ébredd tdmaszer6 nagysaga a mozgas soran? Mekkora lenne a
tamaszerd nagysaga, ha a dob tengelye berozsdasodna, és nem tudna elfordulni?

4.4.2/10 Az abra egy lépcs6s dobot szemléltet. Az elhanyagolhatd tomeg(i R, sugaru
dobra csévélt kotelet allandd F erével hizunk, az R, sugaru dobra csévélten pedig egy m
tomegl test fligg. (A dobra és kotélre vonatkozd tovabbi feltételeket lasd 4.2.2.1/M1
feladatban.)

Adatok:

m
F =500 [N]; m, = 0 [kg]; m, = 50 [kgl;m = 10 [kg]; R, = 0.8 [m]; R, = 0.5 [m]; g = 9.81 [s_z]

a, Mekkora az m témeg( testre hatd kotéler6 nagysaga a felhlzas soran?

b, Mennyi munkat végez az F er0 és a kotéler6 a dobon kilon-kilén, mialatt az 5-szor
kérbefordul?

¢, Mekkora lesz a dob szdgsebessége 6tszori korbefordulas utédn, ha nyugalombdl indul?
d, Mennyi id6t vesz igénybe az 6tszori korbefordulas?
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4.4.2/11 Az abra egy lépcsds dobot szemléltet, amelyet az R, sugard dobra csévélt
idedlis kotéllel (lasd 4.2.2.1/M1 feladat) az A ponthoz régzitettiink. Az R, sugaru dobra
csévélt (szintén idealis) kotélen egy m témegl teher fligg.

Adatok:

m
m, = 20 [kg]; m, = 50 [kg];m = 10 [kg]; R, = 0.8 [m]; R, = 0.5 [m]; g = 9.81 [5_2]

Ah

a, Mekkora lesz az m témegl teher sebessége, ha az A ponthoz rogzitett kotelet

elvagjuk, és varunk 10 masodpercet?
b, Mekkora Ah tavolsagot fut be a teher a 10 masodperc alatt?

4.4.2/12 Az abran lathatd v vastagsagu p slirlségl vizszintes helyzetl tarcsat
sulypontjaban csapagyazva, nyugalmi helyzetébdl inditva, allandd M nyomatékkal At
ideig gyorsitjuk.

Adatok:

k m
R =02 [m]; v = 20 [mm]; p=7.85- 103 [m—gs]; M =02 [Nml; At =3 [s]; g =981[5]

A

a, Szamitsa ki a tarcsa sulypontjanak helyzetét jellemz6 s tavolsagot!

b, Hatdrozza meg a sulyponton atmend, rajz sikjara meréleges tengelyre a korong
tehetetlenségi nyomatékat!

¢, Szamitsa ki a tarcsa szoggyorsulasat, valamint At id6 elteltével a szogsebességét!

e, Hatdrozza meg az A pont vektoridlis sebességét és gyorsulasat az indulasa utan At
idével egy olyan koordinata rendszerben, amelynek origdja az S pont, és amelyben az 4
pont koordinatai az indulas pillanataban 4, = (0; R + s)[m]!
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4.4.2/13 Az m tomegl korongot felfliggesztjik a kertletén atmendé (4 pont), vizszintes
tengelyre. Az A csap surlodasatél és a légellenallastdl eltekintlink.
Adatok:

m
m = 5[kg];R = 0.15 [m]; g = 9.81 [s_z]

a, Hatarozzuk meg az igy kapott fizikai inga redukalt hosszat, valamint kis szégkitérési
(p<57) lengésekre vonatkozd lengésidejét! (A megadott kis szogkitérések esetén
alkalmazhato a sing = ¢ kozelités.)

b, Mekkora lenne a korong sulypontjanak sebessége a jel6lt (alsd) helyzetben, ha a fels6
holtponti helyzetbdl, nyugalombdl indulna?

c, Szamitsa ki ekkor a jeldlt (alsd) helyzetben a tengely altal az ingara kifejtett
kényszererd nagysagat!

4.4.2/14 Egy |; hosszUsagu m,; témegl idedlisan vékony rudbdl és egy R, sugaru m,
tomegl korongbdl ingat készitliink az abra szerint.
Adatok:

m
I, = 0.8 [m]; my =0.2 [kgl; R, = 0.2 [m];m, = 0.8 [kg];T = 0.5[s]; g = 9.81 [s_z]

Hol helyezzlik el a ridon a korongot (a =?), hogy az inga lengésideje éppen a megadott T
legyen?
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4.4.2/15 Az A— A’ élen atmené vizszintes tengely korul elfordithatdéan felfliggesztett
homogén téglatest kis szogkitérésl (p<5°) lengéseket végez. A tengely slrlodasatol és a
Iégellenallastol eltekintink.

Adatok:

a, Hatarozza meg az igy kapott fizikai inga redukalt hosszat!
b, Hatdrozza meg az inga lengésidejét!

4.4.3 Gordiilés

4.4.3/M1 Az abra egy vizszintes orszaguton haladd gépkocsi kerekét szemlélteti. A vazolt
pillanatban a sof6r gazt ad, igy a motor a hajtason keresztll M, nyomatékot fejt ki a
kerékre. A menetiranyU és arra meréleges kerékterheléseket T és N jeldli. Az m tomeg(
kerék homogén témegeloszlasu, a tapadasi surlédasi tényezét p, a gordiilési ellenallas
karjat f, jeloli. A csapsurlddastdl eltekintink.

Adatok: M, =320[Nm], T =1000[N], N =6000[N], p, =09, f,=0,01[m], m=8[kg]l, R=
0,25[m], g = 9.81 [Sﬂz]

|
///////////‘><<///////
Ko, fo

a, Tiszta gordulést feltételezve szamitsuk ki a korong szdggyorsulasat és sulypontjanak
gyorsulasat a vazolt pillanatban!

b, Mekkora lehet maximalisan az M, nyomaték nagysdga a korong tiszta gordilése
mellett?
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Megoldas:
a,

frjuk fel a korong mozgéasegyenleteit feltételezve a korong tiszta gordilését:
ZFi =m-g+F,+T+N=m"ag
i

(o) () + () + () = (5)

n

ZMSi=Ft-R—MH +M;=]s-¢
i

Tovabba a tiszta gordilés kinematikai feltétele:

Qs 0 0 —&-R
(0>=a5=£><1'p5= 0x{R|= 0 - ag=—-¢'R
0 € 0 0

Innen az alabbi egyenletrendszer adodik:
L FF—T=m-ag=-m-¢-R > F,=T—m-¢-R
II. -m-g+F,—-N=0->F,=m-g+N

1
My-Mg+ mR?e

L RR=My 44y =fge=tm e o =
1v. ag=—¢"R
A gordulési ellenallasi nyomaték az alabbi 6sszefiiggéssel szamithato:
V. My=fyF,=fy (m-g+N)=60.78[N]

Az I és III egyenletekbdl meghatarozhatjuk az £ széggyorsulast:

MH—Mg+%-m-R2-s

R

1
T-R—m-s-RZ=MH—Mg+§-m-R2-s

3
T:R=My+M; =5 -m-R*-e

R

T—m-e-R=

_2-(T-R-My+M,;) 2-(T-R-My+M,) [rad
R e T e v
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Ezt kévetben a kerék kézéppontjanak gyorsulasa:
m
as = —&-R = 3,072 [5_2]
b,
Tiszta gordllést feltételezve adjuk meg az F, tapadasi komponenst az M, nyomaték
figgvényében, felhasznalva a széggyorsulasra kapott 6sszefliggést:
2-(T-R—MH+Mg)_R

FF=T—-m-e:R=T—-m T R?

Tovabba a masodik egyenletbdl:
Fb=m-g+N
A gordulés akkor és csakis akkor tiszta (azaz csliszasmentes), ha:
|Ft| Sk
—Ho Fn S F <y Fy
Behelyettesitve az F,-re és F,-re kapott 0sszefliggéseket:
2-(T-R-My + M,)
3-m-R?

—3-po-(m-g+N) m-R*<T—-m-2-(T-R-My+M,) R <3-py-(m-g+N) -m-R?

—po-(m-g+N)<T—m- ‘R <py-(m-g+N)

—3-pp-(m-g+N)-R<

z_m_R—(T-R—MH+Mg) <3y, (m-g+N)-R

Behelyettesitve az adatokat:
—4102.97 < M, — 60.78 <4102.97
Innen:
—4042.19[Nm] < M, < 4163.75[Nm]
Tehet az My nyomaték nagysaga maximalisan 4163.75[Nm] lehet a korong tiszta gordilése
mellett.

4.4.3/M2 Az abrdan lathaté a hajlasszégl h magassagu érdes lejtére helyezett mg sulyu R
sugaru korongra lejtéiranyu F erdvel hatunk az abra szerint. A lejt6 és a korong kozotti
tapadasi surlddasi tényezot u, jeldli, a gordiilési ellenallastdl eltekintlnk.

a, Milyen hatarok kozt valtozhat az F er6 nagysaga a korong tiszta gordilése mellett?

b, Mekkora a korong széggyorsulasa és sulypontjanak gyorsulasa, ha F = 1300[N]?

c, Mennyi id6 alatt ér fel a korong a b, esetben a lejté aljarél annak tetejére, ha
nyugalombdl indul?
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Adatok:

0.2 [m];@ = 30°%h =10 [m]; u, =0.3.

m-g =5000[N]; R
Megoldas:

a,
frjuk fel a korong mozgéasegyenleteit feltételezve a korong tiszta gordilését:
Fi=F+m-g+F,=m-ag
i
F -m-g-sina —Ft)_ (As
(0)+(—m-g-cosa)+(Fn =m (0)
ZM&: ~F-R—F,*R =J;-¢
i

Tovabba a tiszta gordilés kinematikai feltétele:

as 0 0 —&'R
(0>=a5=£><1'p5= 0]xX|R )= 0 - ag=-—¢'R
0 0

&

0
Innen az alabbi egyenletrendszer adddik:
L F—m-g-sina—Ft=m-a5=—m-s-R—>8=M+L:Z“_Ft
II. -m-g-cosa+F,=0-> F,=m-g-cosa
II.  —F-R—F,-R=Jg-e=2m-R*-e > g=200000)

1v. as=—¢-R

(A 1V egyenlet a tiszta gordilés kinematikai feltétele.)
Az I és III egyenletekbdl hatdrozzuk meg az F, tapaddsi komponenst:
F-m-g-sina—F, 2-(—F-R—F,"R)
-m-R - m - R?

—R-(F-m-g-sina—F)=2-(—F-R—F,-R)

—F-R+m-g-sinaR+F,-R=-2-F-R—2-F,*R
3:FfrR=-F-R—m-g-sina-R
—FR—m-g-sina-R F m-g-sina

Fe = 3-R 3 3




SZECHENY!I

A gordulés akkor és csakis akkor tiszta (azaz csiszasmentes), ha:
|Ft| S/ Fn
—to By S Fe <y Fy

F m-g-sina

—Ug-m-g- cosa<—§— SUg-m-g-cosa

3
sina sina
Smg( WUy " cos a + ) F<3 g(ocosa+ )
sina sina
3-m-g-(uo-cosa— 3 ) >3- (uo cosa — 3 )
—6397[N] < F < 1379[N]

b,
A feladat a, részében kapott eredménybdl addan, ha F = 1300[N], akkor a korong tisztan
gorduil. Ekkor a tapadasi komponens értéke:

Ezt kévetben a szbggyorsulas:

F—m-g-sina—F, rad
€= ——0653[
-m-R

A sulypont gyorsulasa:
as = —¢-R = 0.131 [Sﬂz]

¢
0

—_—— a
= As = v5(0) - At +?S-At2 > At = 17.5[s]

20[m] = sina
4.4.3/3 Vizszintes sima sikra m tomeg( R sugaru korongokat fektetlink. A korongok,
amelyekre a vazolt er6k hatnak, a t = 0 id6pillanatban nyugalombdl indulnak.
Adatok:
m =10 [kg]; F = 20 [N]; R = 0.1 [m].

b, b

N AN e
DAY, -

R

a, Adjuk meg a korongok széggyorsulasat, valamint sulypontjuk gyorsuldasat a megadott
koordinatarendszerben!

b, Adjuk meg a korongok szogsebességét, valamint sulypontjuk sebességét a t; = 3[s]
id6pillanatban!

¢, Adjuk meg a korongok sulypontjuk helyvektorat a fenti iddpillanatban, tovabba
hatarozzuk meg a korong szogelfordulasat a [0,3] [s] idGtartamon.
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4.4.3/4 Egy m tomeg( R sugaru témor korongra allandé F erbvel hatunk az abra szerint.
A korong v, kezdGsebességrdl indulva tisztan, ellendlldsmentesen gorddil.
Adatok:

m =100 [kgl; R = 0.5 [m]; F = 600 [N]; 1, = 0.3; v, = 2 [?] g =981 [Sﬂz]
7\ F ) '\ F

i

As

a, Mekkora a korong széggyorsulasa és sulypontjanak gyorsulasa?

b, Az a, pont eredményének ismeretében szamitsuk ki a korong szdgsebességét 10 [s]
elteltével? Mekkora a korong szogelforduldsa és a sulypontja altal megtett Ut (4s) ez id6
alatt?

c, A korongra felirt perdllet- és munkatétel segitségével ellendrizziik a b, pontban kapott
eredményeket!

d, Mekkora a talaj altal a korongra kifejtett kényszereré nagysaga a gyorsitas ideje alatt?
f, Adja meg az F er6 maximalis értékét, amelynél a korong még tisztan gordul!

4.4.3/5 Egy m tomeg( R sugaru témor korongra allandé F erével hatunk az abra szerint.
A korong w, kezdeti szogsebességrol indulva tisztan, ellendlldsmentesen gordl.
Adatok:

rad m
m =100 [kgl; R = 0.5 [m]; F = 600 [N]; u, = 0.3; @, =5 [T] As =20 [m]; g = 9.81 [5_2]

F

m R

0]
0

Zé

As

a, Mekkora lesz a korong szégsebessége az abran jelzett As hosszlsagu Gt befutasa
utadn? Mennyi ideig tart a befutas?

b, Mekkora lesz az A, B és C pontok sebessége a mozgas végén?

¢, Adja meg az F er6 maximalis értékét, amelynél a korong még tisztan gordal!

4.4.3/6 AzR sugaru v vastagsagu p slrlségl két furattal gyengitett korongot a
vizszintes, érdes sikon allandd F erGvel gyorsitjuk az abra szerint. A korong tisztan,
ellenallasmentesen gordll. Az abran vazolt t = 0 idGpillanatban a korong szégsebessége
w, nagysagu.

Adatok:

g rad m
R = 0.25 [m]; v = 100 [mm]; p = 7.2 [%] F =300 [N]; 1, = 03; wy = 2 [T] g =981 [5_2]
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a, Mekkora a korong tehetetlenségi nyomatéka a tomegkdzéppontjan atmend, sikjara
meré6leges tengelyre vonatkozoan?

b, Mekkora a korong széggyorsulasa és sulypontjanak gyorsulasa?

c, Mekkora lesz a korong szOgsebessége a t =75][s] id6pillanatban? Mekkora ekkor a
korong tet6pontjanak gyorsulasa, valamint a gyorsulas fligg6legessel bezart szége?

d, Mekkora lehet az F er6 nagysaga maximalisan, hogy a korong még tisztan gorduljon?

4.4.3/7 Egy Vvizszintes, érdes sikon gordilé6 korongot az egymassal szemkozt
elhelyezkedo fékpofakkal kivanunk lefékezni.
Adatok:

m
m = 20 [kgl; R = 300 [mm]; 1., = 0.15; u,, = 0.1; p, = 0.12; u, = 0.08; v, = 1.5 [?]

17T77T717777777777777777777777777,
Has Koy

a, Szamitsa ki az F er6 maximalis nagysagat, amelynél a korong a sikon még tisztan
gordil, azaz nem csuszik meg!

b, Szamitsa ki a fékutat az a, pontban kiszamolt maximalis er6 alkalmazasa esetén!

¢, Szamitsa ki a fékutat, ha a fékpofak blokkoljék a korongot, igy az csuszik a sikon!

4.4.3/8 Egy m tomegld R sugaru tomor korong az abran lathatdé érdes lejtén tisztan,
ellendllasmentesen gordil lefelé.
Adatok:

m
m =100 [kg]; R = 0.5[m]; @ = 30% u, = 0.3; h = 10[m]; g = 9.81 [s_z]
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a, Mekkora a henger szdoggyorsulasa és sulypontjanak gyorsulasa?

b, Mekkora lesz a lejt6 aljan a korong sulypontjanak sebessége, ha fentrél nyugalombol
indul? Mennyi ideig tart a mozgas?

¢, Mekkora lehet az a sz6g maximalis értéke, hogy a henger még tisztan goérdiljon?

d, Hogyan mozogna, és mennyi id6 alatt érne le a korong a lejté aljara, ha a lejto
tokéletesen sima volna? (u, =0, u=0)

4.4.3/9 Az ismert m témegl rud a fligglleges és vizszintes sikon egyarant ellenallas
nélkdl elcsuszhat (u,, 1, = 0). A rudat a vazolt helyzetben magara hagyjuk.

Adatok:
m
m =20 [kg]; d; = 3[m]; d, =2[m]; g =9.81 [S_z]

7

di

d

Mekkora a rud szégsebessége, és fallal érintkez6 végpontjanak sebessége a foldet érés
pillanataban (vizszintes helyzet)?

4.4.3/10 Az abran lathatd sulytalannak tekinthet6é R sugaru karika két atellenes pontja
k6zé m tomeg( rudat erGsitettiink. A karikat az a hajlasszogl lejtére helyezve magara
hagyjuk.
Adatok:

m
m =2 [kgl; R = 0.1[m]; = 30" g =9.81 [s_z].

a, Feltételezve, hogy a karika nem csuszik meg, hatdrozza meg annak széggyorsuldsat!
b, Hatdrozza meg, minimalisan mekkoranak kell lennie a karika és a lejt6 koOzotti
tapadasi surlédasi tényezének, hogy a karika tisztan gérdiljon!
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4.4.3/11 Az R sugaru korongra 4R hosszUsagu rudat er0sitiink, és o hajlasszogl érdes
lejtére helyezzik az abra szerint.
Adatok:

m
m, = 2 [kgl; my = 0.5 [kgl; R = 0.1[m]; a = 307 u, = 0.45; g = 9.81 [5_2]

Tisztan kezd-e gordilni a karika a lejtén? Ha igen, akkor mekkora a kezdeti
szoggyorsuldsa? Lefelé vagy felfelé indul-e el a lejtén? (A gordllési ellendllas
elhanyagolhato.)

4.4.3/12 Az érdes lejtére helyezett v vastagsagu p slr(iségl kozépen atfurt korongra a
maximalis M nyomatékot fejtjik ki, amely mellett az még tisztan gordil. A gordulési
ellenallas értéke elhanyagolhato.

Adatok:

k
R = 300[mm]; r = 100[mm]; v =5 [mm]; p=7.85-103 [m—gs] ;a=15% p, = 0.35,

a, Szamitsa ki a fenti maximalis M nyomaték értékét!
b, Hatdrozza meg a korong szoggyorsulasat és sulypontjanak gyorsulasat a fenti
maximalis nyomaték mellett!

4.4.3/13 Az abran vazolt homogén forgastest egy r sugard 1 hosszUsagl csapbdl és a
csapra felhuzott R kiils6 sugaru v vastagsagu gy(irlibol al. A forgastestet az o hajlasszogl
lejtére helyezziik az aldbbi abra szerint, majd magara hagyjuk. A goérdilési ellenallas
értéke elhanyagolhato.

Adatok:

k
R = 60[mm]; r = 30[mm]; v = 20 [mm]; | = 80 [mm]; p=7.85-103 [m—gs] a= 15"
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a, Feltételezve, hogy a csap nem csuUszik meg a lejtén, hatdrozza a forgastest
szbggyorsulast!

b, Hatarozza meg, hogy minimalisan mekkoranak kell lennie a csap és a lejté kozotti
surlédasi tényez6 értékének, hogy a csap tiszta gérdilé mozgast végezzen!

4.4.3/14 Egy m témegl R sugarl korongra idedlis kotelet csévélink és atvetjiuk azt az 4
tengely( idealis dobon. Ezt kévetéen a kotél végére egy m, tomegl sulyt fliggesztink,
majd a rendszert magara hagyjuk. A korong a vizszintes, érdes talajon tisztan,
ellendlldasmentesen gordil, a dobra és kotélre vonatkozd tovabbi feltételeket lasd a
4.2.2.1/M1 feladatban.

Adatok:

m
R = 0.5[m]; m = 100[kgl; m, = 25 [kg]; u, = 0.4; g = 9.81 [s_z]

A
m R

S

a, Mekkora a korong szdggyorsulasa és a kotéleré nagysaga a mozgas soran?

b, Adja meg, majd abrazolja a korong &(t), w(t) és ¢(t) fliggvényeit!

c, A fenti figgvényekbdl szamitsa ki, hogy mekkora lesz a korong sztgsebessége és
szogelfordulasa 5 [s] elteltével! Mennyi utat tesz meg az m, tomegd test ez id6 alatt?

d, Az impulzus és munkatétel felhasznalasaval ellen6rizze a ¢, pontban kapott
eredményeket!

e, Mekkora lehet az m, témeg maximalisan, hogy a koron még tisztan gordiljon?

4.4.3/15 Egy m tomeg( R sugaru korong kdzéppontjan atmend tengelyhez idealis kotelet
erOsitlink, majd atvetjuk azt az abran lathato A tengely(i idealis dobon. Ezt kdvetben a
kotél végére egy m, tomegl terhet fliggesztiink, majd a rendszert magara hagyjuk. A
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korong az o hajlasszogl érdes lejtén tisztan, ellendlldasmentesen gordil. Az A tengely(
dobra és kotélre vonatkozo feltételeket |asd a 4.2.2.1/M1 feladatban.
Adatok:

m
m = 40[kg]; m; = 16 [kgl; R = 0.5[m]; u, = 0.4; @ = 20%h = 25[m]; g = 9.81 [s_z]

a, Merre indul el a korong a lejtén? Tiszta gordllést feltételezve szamitsuk ki a korong
szbggyorsulasat és sulypontjanak gyorsulasat!

b, Mekkora lesz az m, témegl teher sebessége az abran jelzett h magassagban, ha
lentrél nyugalombdl indul? Mennyi ideig tart mozgdsa?

¢, Milyen hatarok kozoétt valtozhat az m, témeg, hogy a koron tisztan gordiljon a lejtén?

4.4.3/16 Az abran lathatd - egy mozgd, és egy allé6 dobbdl all6 - egyszerd gép az m,
tomegl vodor felhlzasara szolgal. A kotél idedlis, a csigdkon nem csuszik meg, az m,
tomegl csiga ellenallasmentesen forog (a feltételeket lasd részletesen a 4.2.2.1/M1
feladatban).

Adatok:

m
m; =5 [kg]; m, =5 [kg]; m; =15 [kg]; R =0.1[m]; g =9.81 [S_Z]

a, Mekkora er6 sziikséges a vodor egyensulyban tartasahoz? Ekkora erd alkalmazasaval
mennyi munkavégzés aran huzhato fel a védor 10m mélységbdl?

b, Mekkora lesz a vodor gyorsulasa, ha F = 120N?

c, Mekkora a baloldali, és kozépsé kotélagban ébred6 kotéleré nagysaga ab, esetben?

d, Miért célszerl a fenti, egyszer( gépet hasznalni egy épitkezésen?
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4.4.3/17 Az abran lathatd R sugaru kényszerpalya o szoggel jellemzett A pontjabdl,
nyugalombdl indulva, legordll egy r sugart m tomeg(i tomoér korong. A gordulés tiszta és
ellenallasmentes.

Adatok:

a, Mekkora a korong szogsebessége és kozéppontjanak sebessége a palya alsé B
pontjaban?
b, Mekkora a palya altal a korongra kifejtett kényszereré nagysaga a B pontban?

4.4.3/18 Az abran lathatd lada egy teherautd rakfeltiletén all.
Adatok:
m
a=0.3[m]; b= 1.8[m];g = 9.81 [s_z]

a

]

i

Legfeljebb mekkora gyorsulassal indulhat a teherautd, hogy a lada a rakfelilethez képest
ne mozduljon meg, ha a tapadasi egylitthato értéke:

a, y, =015

b, pu, =027
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5. ALKALMAZOTT JELOLESEK JEGYZEKE

Altalanos jelolések

x skalarmennyiség

x vektormennyiség

x| skalarmennyiség nagysaga (abszolut értéke)

[x| vektor nagysaga (hossza)

x skalarmennyiség id6 szerinti derivaltja

% skalarmennyiség id6 szerinti kétszeres derivaltja
x vektormennyiség id6 szerinti derivaltja

X vektormennyiség id6 szerinti kétszeres derivaltja
x [y] az x mennyiség mértékegysége y

Ax az x mennyiség megvaltozasa

Tovabbi jelolések

a Lﬂz] palyamenti gyorsulas

a Lﬂz] gyorsulasvektor

A [m] amplituddé (maximalis kitérés)

a, sﬂz] érintd irdnyd gyorsulas

a, sﬂz] normalis irdny( gyorsulds

c [% rugémerevség (rugoallandd)

d [m] tavolsag (altalaban), atméré

e érint6 iranyu egységvektor

f E] rezgésszam (frekvencia)

fo [m] gordulési ellenallasi kar

E, [N] kényszereré nyomd komponense
F, [N] kényszererd surlédasi komponense
F, [N] kényszererd tapadasi komponense
F [N] erGvektor

F, [N] kényszererd

g Lﬂz] gravitacios gyorsulas

G gyorsulaspdlus

] magassag (altalaban)
Jo [kg-m?] tehetetlenségi nyomaték az O pontra
K [N] kotélero
hosszusag (altalaban)
m] fizikai inga redukalt hossza
m [kg] témeg



=
3

]

M, [N-m] skalaris forgatdbnyomaték az O pontra
M, [N-m] forgatényomaték vektor az O pontra

S N9 v xR X v =

<
|

gordulési ellenallasi nyomaték

fordulatszam

normalis iranyu egységvektor
sebességpolus

gorbileti sugar

helyvektor

sugar

palyakoordinata (ivkoordinata)
ido

periddusido

palyamenti sebesség, vastagsag
sebességvektor

korfrekvencia
mechanikai munka
gravitacids allandé
kezdo6fazis
szbggyorsulas
szbggyorsulas vektor

dinamikus viszkozitas

csuszasi surlodasi tényezo
tapadasi surlédasi tényez6
tomegslrliség

szbgkoordinata (szogelfordulas)
kezdo6fazis

szbgsebesség, korfrekvencia

szbgsebesség vektor
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