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1. El6zmények és célok

A Finsler-sokasagok a Riemann-sokasagok altaldnositasai. Egy Riemann-so-
kasdg minden érintdterén adva van egy pozitiv definit skalaris szorzat. Ha
a skalaris szorzatokat (esetleg aszimmetrikus) normékra cseréljiik, Finsler-
sokasdghoz jutunk. A valtozas kozvetleniil csak az érintétereken észlelheto,
természetes modon vetodik fel tehat a kérdés: az alapsokasidgok geometriaja
mennyiben kiilonbo6zik a Riemann és a Finsler esetben? Ez az alapvet6 kérdés
volt a f6 motivacidja kutatomunkanknak, amelynek fontosabb eredményeit
mutatja be ez a disszertacié. A problémat két iranybdl kozelitettitk meg.

1. Vizsgaltuk azokat a Finsler-sokasigokat, amelyek valamilyen értelem-
ben ‘kdzel vannak’ a Riemann-sokasagokhoz. A Finsler- és a Riemann-geo-
metridban egyarant a geodetikusok azok legegyszeriibb objektumok, amelyek
az alapsokasdgon élnek. A geodetikusok leirhaték egy méasodrendli differen-
cidlegyenlet segitségével. Eloremutatobb megfogalmazasban: a geodetikusok
mindkét geometridban egy masodrendi vektormez6, a kanonikus spray, alap-
integralgorbéi. A Riemann-esetben a kanonikus spray sziikségképpen affin.
Egy (nem Riemann) Finsler-sokasdg kanonikus sprayje is lehet affin, ekkor
a Finsler-sokasagok egy specialis osztalyahoz, a Berwald-sokasagok osztalya-
hoz jutunk. Erdekes kérdés, hogy a kanonikus spray mely Finsler-sokasigok
esetén lesz csupan projektiven affin. A feltételnek ez a gyengitése azt jelenti,
hogy a geodetikusok egy affin spray geodetikusainak az atparaméterezései.
A probléma metrikus strukturaktél fliggetleniil is megfogalmazhatd, mivel
nincs sziikség a geodetikusok kitiintetett (egységpalyasebességii) paraméte-
rezésére. Igy a projektiven affin sprayk jellemzésének probléméajahoz jutunk.
J. Douglas felfedezett [15] egy kés6bb réla elnevezett projektiven invaridns
tenzort, amelynek eltinése garantdlja a megfelel6 affin sprayk lokalis 1éte-
zését. Toébben is adtak globalis konstrukciot az irdnyithatésag feltételezése
mellett [40, 46]. Els6 eredménytink az, hogy az iranyithatdsig feltétele el-
hagyhato.

Ezt kovetoen Einstein-tulajdonsagi Berwald-sokasagok létezésének kér-
désével foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a Berwald-sokasdgok kozott csak
nagyon specialis Einstein-tulajdonsaguak léteznek: a klasszikus Einstein-so-
kaségok és olyan Berwald-sokasagok, amelyeknek a gorbiileti fiiggvénye zérus.

Végiil olyan ‘Riemann-sokasdgokhoz kézeli’ Finsler-sokasagokkal foglalko-
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zunk, melyeknek érintéterei, mint (aszimmetrikus) normalt terek, egymadssal
linedrisan izometrikusak. Ez a tulajdonsag nyilvanvalbéan teljesiil a Riemann-
esetben. Uj bizonyitést adunk Y. Ichijyo egy tételére [21], amely szerint
ezek a Finsler-sokasigok — megfeleld simaséagi feltételek mellett — éppen az
altalanositott Berwald-sokasagok. (Megjegyezziik, hogy N. Bartelmefl and
V. Matveev egy nem publikalt eredménye szerint a simasagi feltétel elhagy-
haté.) Eredménytink egyben altaldnositja is Y. Ichijyo tételét, mivel nem csak
Finsler-fiiggvényekre, hanem az érintésokasigon adott barmely C!-osztalyt
fuggvényre érvényes.

2. A maésik irdnyu megkozelitésben az affinitdsok és izometridk szemszo-
gébol keressiik a Riemann- és Finsler-geometria kézotti kapcsolatokat. Egy
transzformécié affin, ha barmely geodetikust (mint parametrizalt gérbét) geo-
detikusba visz at. Hasonlé tartalmi fogalom a spray-automorfizmus fogalma:
ez olyan transzformaécid, amely a sprayt 6rzi meg. Mivel a spray az érintésoka-
sagon van értelmezve, itt fel kell tenni a simasagot. Valéjaban ez a lényeges
fogalmi kiilonbség az affinitdasok és a spray-automorfizmusok kozott, ugyanis
egy sima affinitas szlikségképpen spray-automorfizmus. F. Brickell megmutat-
ta [8], hogy ha egy affinitds homeomorfizmus is, akkor automatikusan sima.
Hasonl6 mondhaté az izometridkrdl. Egy transzformaciét akkor neveziink
izometridnak, ha megérzi az alapsokasag Finsler-fliggvénybdl szarmazoé ta-
volsagfiiggvényét. Beszélhetiink Finsler-izometriardl is: ez olyan transzformé-
ci6, amely (pontosabban amelynek derivaltja) a Finsler-fliggvényt 6rzi meg.
Szintén Brickell igazolta, hogy az automatikus simasag izometridkra is telje-
siil, és igy az izometridk megegyeznek a Finsler-izometridkkal. A Riemann-
geometridban az analég eredményt S.B. Myers és N. Steenrod [35] klasszi-
kus tétele adja. Disszertacionkban technikai egyszeriisitésekkel rekonstrual-
juk Brickell bizonyitasat.

Ugynevezett tévolsdgkoordinatédk segitségével egy, az el6bbitél teljesen
fuggetlen bizonyitdst is talaltunk az izometridk simasagara. Az otlet vald-
jaban a Riemann-geometridbdl szdrmazik: Peter Petersen kivalé Riemann-
geometria tankonyvében [38] tavolsdgkoordinatakat alkalmazoé bizonyitas ta-
lalhaté a Myers—Steenrod tételre. Azonban a Finsler-esetben a tavolsagko-
ordinatak létezése lényegesen részletesebb indoklast igényel a geodetikusok
aszimmetrikus természete miatt. Egy tovabbi alkalmazasat is adjuk a tavol-
sagkoordinatdknak: megmutatjuk, hogy a reverzibilis Finsler-sokasidgok ko-



z6tti szubmetridk differencidlhatéak egy bizonyos regularitasi feltétel mellett.
Ezzel altaldnositjuk V.N. Berestovskii és L. Guijarro egy tételét [6]. Meg-
jegyezziik azonban, hogy allitisunk A. Lytchak egy metrikus terek kozotti
szubmetriakrol sz6l6 tételébdl is kovetkezik [30]; a mi bizonyitasunk elénye
az, hogy kizarélag differencidlgeometriai eszkézokre tamaszkodik.

Miutan tisztaztuk, hogy a két-két értelemben vett affinitds és izomet-
ria lényegében ekvivalens, a tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget koztiik.
A Riemann-geometridban tobb nevezetes tétel ad elégséges feltételt arra,
hogy az affinitdsok és az izometridk egybeessenek. Két ilyen tételre talaltunk
Finsler-geometriai altalanositast. Az egyik J.-I1. Hano tétele, amely szerint egy
teljes Riemann-sokasdg minden korldtos affin vektormezdje (infinitezimdlis
affinitisa) Killing-vektormezd (infinitezimdlis izometria). Kideriilt, hogy ez
a tétel Finsler-sokasagokra is atvihetd, és — meglep6 moédon — egészen elemi
eszkozokkel igazolhatd. Kobayashi mutatta meg, hogy az 1-dimenzids eukli-
deszi tér kivételével a teljes és irreducibilis Riemann-sokasdgok affinitdsai és
izometridi egybeesnek. Ennek az allitdsnak mar a megfogalmazasa is problé-
mat okoz a Finsler-esetben, mert az irreducibilitasnak nincs egyértelmii meg-
felel6je. Megmutatjuk, hogy ha az irreducibilitas feltételét a kanonikus spray
egyértelmil metrizalhatésdganak, az un. affin merevségnek feltételére cserél-
juk ki, akkor Kobayashi tétele a Finsler-esetben is igaz. Az eredmény értékét
sajnos csOkkenti, hogy kevés elegendé feltétel ismert Finsler-sokasagok affin
merevségére, néhany ilyet azonban sikeriilt igazolnunk.

Zarasként olyan Finsler-sokasdgokkal foglalkozunk, melyeknek sok izo-
metridja van abban az értelemben, hogy minden pont koriil 1étezik Killing-
vektormezokbol 4ll6 n-élmezé. Megmutatjuk, hogy egy ilyen Finsler-sokaség
altalanositott Berwald-sokasag, és ha a Killing-vektormezokbol szarmazo par-
huzamositas kompatibilis a Finsler-fliggvénnyel, akkor a Finsler-sokasag Ber-
wald-sokaség.

Egy technikai megjegyzés: valamennyi eredmény azzal a sorszammal szere-
pel, mint a disszertaciéban. Ha egy tétel, lemma, kivetkezmény vagy allitas
nem 1j eredmény, az eredeti szerz6 nevét zardjelben jelezziik a tétel legele-
jén. A publikélt Uj eredményeink kimondédsakor szintén zardjelben jelezziik a
follelhetéségiiket.
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2. Fogalmi hattér és eszko6zok

Kanonikus objektumok az érintényalabon

A disszertacioban megszamlélhaté béazist, sima Hausdorff-sokasdgokon dol-
gozunk, ezeket az egyszerliség kedvéért sokasagoknak hivjuk. Ha mast nem
mondunk, egy sokasagok kozotti leképezést simanak (végtelen sokszor diffe-
rencidlhaténak) tételeziink fel. Tetsz6leges M sokasdg esetén hasznaljuk az
alabbi jeloléseket:

(1) C*°(M) az M-en értelmezett valds értéki sima fiiggvények gytiriije;

(2) 7: TM — M az M sokasig érintényaldbja;

(3) TM C TM a nemnulla érintévektorok részsokaséga, + := 7 | TM a
hasitott érintonyalab;

(4) 7rar: TTM — TM a T'M érintésokasag érintényalabja.
Tovabbi jel6lések:

(5) FI¥ az X vektormezd folyama, FLY (t € R) a t-edik stadiuma.

(6) I'(w) vagy I'(B) jeloli egy m: E — M vektornyaldb (sima) szeléseinek
C*°(M)-modulusat. Specidlisan X(M) := I'(T'M) az M sokasag vektor-
mez6inek C*°(M)-modulusa.

(7) p«: TM — TN egy sokasdgok kozotti ¢: M — N leképezés derivéltja .

Tetszéleges X € X(M) vektormezének értelmezziik a vertikdlis liftjét, a
(t,v) ERXTM — v+ tX(7(v)) € TM.

folyam sebesség-vektormezdjeként. Ez egy vektormez6 a T'M érintGsokasa-
gon, amelyet XV-vel jeloliink. Szintén alkalmazzuk X teljes liftjét, a

(t,v) € Dx — (FLY),(v) € TM

folyam sebesség-vektormezéjét. Itt FI¥ : Dy € Rx M — M az X vektormezd
folyama és N
Dx :={(t,v) e RxTM | (t,7(v)) € Dx}.

A teljes lift szintén egy vektormezé az érintésokasagon, jelolése X©.



A TM érint6sokasag (t,v) € R x TM —— elv € TM pozitiv nydjtésai
altal generdlt vektormez6t Liouville-vektormezdnek hivjuk és C-vel jeloljiik.

A TTM érintényaldb vertikdlis résznyaldbja VT M := ker(r,), ennek T'M-
re valé természetes leszitkitését V' M-mel jeloljik.

A 7*7 pull-back nyaldbot Finsler-nyaldbnak nevezziik. Ennek alapsoka-
saga TM , teljes sokasaga

TM xp TM := {(u,v) € TM x TM | #(u) = 7(v)},

fibruma egy u € TM pont folott az {u} x T:(uyM vektortér. Az M sokasig
egy X vektormezdjébdl természetes médon szarmaztathatd a Finsler-nyalab

X:TM = TM xp TM, X(u):= (u, X(#(w)))

szelése. Ezt az X vektormez6 bdzikus liftjének nevezzik. Hasonlé moédon az
M sokasag minden tenzora felemelhetd a Finsler-nyaldbra.

A Finsler-nyalab és VI'M nyaléb szeléseinek modulusai természetes moé-
don izomorfak. Ezt az i-vel jelolt izomorfizmust egyértelmiien meghatéaroz-
za az iX = XV Osszefiiggés. Hallgatélagosan minden ilyen tipust modulus-
homomorfizmust nyalableképezésnek tekintiink, ha sziikséges. Ily mdédon i
felfoghat6 egy fibrumonként linearis leképezésnek is TM x g TM-b81 VT M-
be.

A Finsler-nyalab kanonikus szelése
6: TM —TM xpy TM,  6(u) := (u,u),

erre teljesiil, hogy i0 = C.

A Finsler-nyalab ellathaté egy természetes derivaciéval, amely 1ényegében
a fibrumokon adott természetes derivalasbdl szarmazik. A preciz megadasa-
hoz a Finsler-nyaldb minden X szeléséhez tekintjik ennek X : TM — TM {6
részét, amelyet az X (u) = (u, X (u)) el6irés ad meg. Ezutén definidlunk egy

VV:T(7*1) x T'(7"1) = T(7%1)
VY (u) = (u, (Y [ T,M)' (u)(X(u)))
leképezést. Ez a klasszikus tenzorderivacidkhoz hasonlé médon kiterjeszthe-

t6 a Finsler-tenzorok nyalabjara, ha megallapodunk abban, hogy tetszdle-
ges f € C®°(TM) fiiggvény esetén V‘;? [ :=1iX[f. Ezt a derivaciét kanonikus
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vertikdlis derivdltnak nevezziik. A lokélis szdmolasokban VY egyszertien ‘7'-
szerinti derivalasként’ jelentkezik. Példaul: adva egy f € C°° (T M) fuggvényt,

82 - -
By du* @ du’, stb.

vvf — 8f

dui, VYV =
) Oy* f<u)

Ehresmann-konnexidk és sprayk

2.1. Legyen M egy sokasag. Egy

H:TM xp TM — TTM, (u,v) — H(u,v),
leképezést T M-en adott Ehresmann-konneziénak neveziink, ha
(E1) H(u,v) € T,TM minden (u,v) € TM x5y TM esetén;
(E2) a v — H(u,v) leképezés R-linedris minden u € TM esetén;
(E3) 7.H(u,v) = v minden (u,v) € TM x5 TM esetén.

A HTM := ImH képhalmaz a TTM egy n = dim M-rangi résznyalabja,
melyre

TTM =VTM @ HTM

teljesiil. Ezt a H-hoz tartoz6 horizontdlis résznyaldbnak nevezzik.

Ertelmezzitk a h: TTM — HTM és v: TTM — VTM projekcidkat
oly médon, hogy Kerv = HTM, Kerh = VI'M. Szintén definialjuk a
V := i o v vertikdlis leképezést, amely az i egy balinverze. Egy X € X(M)
vektormezd, horizontdlis liftie az X" = HX e X(T'M) vektormezd. Az
Ehresmann-konnexié pozitiv-homogén, ha a horizontalis liftek 1™-homogének,
azaz [C, X"] = 0 minden X € X(M) esetén.

2.2. Azt mondjuk, hogy S € X(T'M) sprayje M-nek, ha

(S1) 70 S =idp,;

(S2) [C,S] = S, azaz S 2T-homogén.



Ekkor az (M,S) part spray-sokasagnak nevezzilk. Ha H pozitiv-homogén
Ehresmann-konnexié, akkor S := Hd spray. Megforditva, ha S egy spray,
akkor 1étezik olyan H Ehresmann-konnexid, hogy

~

H(X) = X" = L(X° + [X",8)

minden X € X(M) esetén. Ezt az Ehresmann-konnexiét a spray-sokasig
Berwald-konnexiéjanak nevezzik. Ekkor Ho =S teljesiil. A részleteket ille-
téen 1d. [45, 7.3.3].

Egy Ehresmann-konnexié torzidja az az (1,2)-tipusi T Finsler-tenzor-
mez0, amelyre

iT(X,Y)=[X"v]-[Y" X - [X,Y]; X, YX(M)

teljesiil. Konnyen lathatd, hogy egy spray-sokasag Berwald-konnexidjanak
a torzidja eltlinik. Megmutathatd, hogy minden torziémentes Ehresmann-
konnexi6 egy spraynek a Berwald-konnexiéja.

2.3. Egy (M, S) spray-sokasig Jacobi-endomorfizmusa a
K(X):=V[S,HX], X eI (#*r)

el6irdssal definialt (1, 1)-tipust Finsler-tenzormezs. Ha n = dim M > 2, ak-

kor a
1

n —

K =

trK (1)
fliggvény a spray-sokasag gorbileti fiiggvénye.

2.4. Legyen H egy TM-en adott pozitiv-homogén Ehresmann-konnexio,
I C R egy nyilt intervallum, és v: I — M egy sima gorbe. Egy ~-menti
X: I — TM vektormezé parhuzamos H szerint (réviden H-parhuzamos vagy
pdrhuzamos), ha

X(t) =H(X(t),7(1)  (tel).

Minden ¢y € I és v € T, (o) M esetén létezik egy és csak egy X parhuzamos
vektormezd v mentén ugy, hogy X(top) = v. Ekkor X (t) a v pdrhuzamos
eltoltja v mentén T Sty M-be. Igy értelmezhetiink egy

P()iy: Tyag)M = ToM
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leképezést, amely minden v € fv(to)M vektort a parhuzamos eltoltjaba visz
at. Ekkor P(v)}, sima és 17-homogén minden ¢ € I esetén [45, 7.6]. A P(v)i,
leképezés természetes modon kiterjeszthetd az egész T’ ;)M érintStérre, ha
a zérus vektormezét parhuzamosnak tekintjiik. Tgy P(7)},(0) = 0 adédik.

2.5. Egy ‘H Ehresmann-konnexié birtokdban bevezetiink egy
VI T(#7) x D(#*7) — D(#*7)

operatort, a V%f/ = V[’Hf( , 117] eléirassal. Bazikus liftekre ekkor azt kapjuk,

hogy
h v _ :—1 h v
V)A(Y =i [X",YV]. (2)

A VM és VY operatorokbdl elsllithaté egy
V: X(TM) x T(#*7) — [(#*7)
kovarians derivalas a Finsler-nyaldbon. Ezt jellemzik a
VY =VRY, VY =V%Y

Osszefiiggések. A V kovarians derivalast a H altal indukélt Berwald-derivdlds-
nak nevezziik. Az Ehresmann-konnexié Berwald-tenzorat a

S oos b X - s

B(X,Y)Z = V‘)’?V?Z — V;V";{Z — V[iX’Hy}Z.

képlet definidlja. A bézikus lifteken ez az
iB(X,Y)Z =[[X",Y"],2"]
alakra redukélédik [45, 7.13].

2.6. Legyen (M, S) egy spray-sokasidg. Ha o: I — TM S-nek integralgor-
béje, akkor az (S1) feltétel alapjan a v := 7 o o gorbe sebességvektormezdje
éppen o. Az ilyen 7 gorbéket nevezziik S geodetikusainak. Egy v: I — M
gorbe pontosan akkor geodetikusa S-nek, ha S o4 = 4. A konstans gorbéket
szintén geodetikusoknak tekintjiik.



Linearis konnexidk és affin sprayk

Egy TM-en adott Ehresmann-konnexiét linedrisnak mondjuk, ha az alabbi
ekvivalens feltételek valamelyike (és ezért mindegyike) teljestil.

(L1) H pozitiv-homogén és létezik sima kiterjesztése T M-re.

(L2) H Christoffel-szimbdélumai linearis fiiggvények a fibrumokon.

(L3) A H altal indukélt Berwald-derivalds Christoffel-szimbélumai konstans
fliggvények a fibrumokon.

(L4) H Berwald-tenzora eltiinik.

(L5) Barmely X,Y € X(M) esetén [ X", Y] € X(T'M) megkaphaté vertikalis
liftként.

(L6) Egyértelmiien létezik olyan D kovaridns derivalas M-en, amelyre

(DxY) = (X" v 2iva?, XY ex(M).

(L7) A H-parhuzamos eltoldsok linearisak.

Mivel az Ehresmann-konnexikat csak 7'M-en értelmeztiik, a fenti feltéte-
lekben t6bb objektumot is ki kell terjeszteni a zérus vektorokra, ez azonban
mindig természetes mddon lehetséges.

A tovabbiakban linearis Ehresmann-konnexi6 helyett egyszertien linedris
konnezxiorol szélunk.

Egy S sprayt affinnak hivunk ha az aldbbi ekvivalens feltételek valame-

lyike teljesiil.
(A1) S-nek van sima kiterjesztése T'M-re.
(A2) S egyutthatéi kvadratikus formék a fibrumokon.

(A3) Az S-bdl szarmazd Berwald-konnexi6 linedris.

(A3) alapjan az affin sprayk a Berwald-konnexigjuk segitségével is jellemez-
hetéek, az (L1)—(L7) feltételek barmelyikével.
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Finsler-sokasagok

Legyen M sokasag. Egy F': TM — R fiiggvényt Finsler-fiiggvénynek nevez-

ziikk (M folott) ha:

(F1) F folytonos TM-en, és sima T M-en,

(F2) F 1*-homogén,

(F3) F(v) >0hav#0,

(F4) a g := $VYVYEF? fundamentdlis tenzor (fibrumonként) pozitfv definit.

Ekkor az (M, F) part Finsler-sokasdagnak hivjuk. E := %F2 az F-hez csatolt

energia-fiigguény. Azt mondjuk, hogy egy Finsler-sokasag Riemann-sokasdgra

redukdlddik, ha energia-fliggvénye minden érintétéren kvadratikus forma.
Egy v: I — M sima gorbe a Finsler-sokasag geodetikusa, ha teljesiti a

OE N\ OE | |
(8yioy>_axi07_o, ief{l,...,n} (3)

Euler-Lagrange egyenletet minden, a y képét metsz6 térkép esetén. Az (M, F')
geodetikusai szintén a geodetikusai egy egyértelmiien meghatarozott spray-
nek, ezt nevezzik az Finsler-sokasag kanonikus sprayjének. S-sel jelolve a
kanonikus sprayt, (3) az

SXYE—X°E=0, X eXx(M) (4)

alakba irhaté. Az Euler—Lagrange egyenletnek ezt a formdajit M. Crampin
talalta [11, 348. oldal].

A kanonikus spray Berwald-konnexiéjat a Finsler-sokasig kanonikus kon-
nexidjanak nevezzilk. Egy TM-en adott H Ehresmann-konnexi6 pontosan
akkor a kanonikus konnexiéja (M, F')-nek, ha

(CC1) H pozitiv-homogén,

(CC2) H torzidja eltiinik,

(CC3) HTM :=1Im(H) C ker dF.

(részletekért lasd [45, Theorem 9.3.5]). A (CC3) feltétel garantalja, hogy F
konstans a parhuzamos vektormezdk mentén, és igy a H-parhuzamos elto-

lasok megérzik a Finsler-fuggvényt (lasd Lemma 2.3.1). Tehdt a kanonikus
konnexi6 analég a Riemann-sokasigok Levi-Civita konnexidjaval.
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Az exponencialis leképezés

Legyen (M, S) spray-sokasig. Tetszéleges v € TM esetén jelolje v, azt a
maximalis geodetikust, amely kezddsebessége v. Legyen TM azon v € TM
érintovektorok halmaza, amelyekre =, értelmezve van az 1-ben. Ekkor

exp: TM — M, v+~ exp(v) := 7,(1)

az S altal generalt exponencidlis leképezés.

3. Az értekezés 1j eredményei

Projektiven affin sprayk
Legyenek S és S sprayk egy M sokasigon. S és S projektiven csatolt, ha

S=S8—-2PC,

ahol P egy fiiggvény T M-en. Ekkor azt is mondjuk, hogy S az S spray egy
projektiv vdltoztatdasa, P faktorral.

Egyszerli szdmolassal igazolhaté, hogy ha egy spray projektiven csatolt
egy affin sprayhez, akkor a

1 . ~ .
D = B — m((v trB) ® 6 + (tI'B) @ ldl"(;_*q_))

képlettel definidlt Douglas-tenzor eltinik. Megmutattuk, hogy a megforditds
is igaz. Ehhez sziikkségiink volt a vertikdlisan invaridns térfogati formék be-
vezetésére. Ezek olyan térfogati formak az M érintésokasigan, amelyeknek a
vertikalis liftek szerinti Lie-derivaltjai eltiinnek.

2.1.8. Tétel ([45]). Ha (M, S) eltiné Douglas-tenzori spray-sokasdg, és w

egqy vertikdlisan invaridns térfogati forma T M -en, akkor

_ 1 .
S:=8-2PC ahol P.:mdlvws

affin spray.

2.1.9. Allitas ([45]). Bdrmely sokasdg érintdsokasdgan létezik vertikdlisan
invarians térfogati forma.
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2.1.10. Kovetkezmény ([45]). Ha egy spray-sokasdg Douglas-tenzora elti-
nik, akkor a spray projektiven csatolt egy affin sprayhez.

Ezt az allitast lokalisan J. Douglas igazolta [15]. Globalisan Z. Shen [40,
5.2] tovabba Szilasi Jozsef és Vattaméany Szabolcs adtak bizonyitdst [46], de
feltételezték a sokasag irdnyithatosiagat. A mi valtozatunk erésebb annyiban,
hogy ez a feltétel nem szerepel.

Nem léteznek valédi Einstein—Berwald-sokasagok

Egy Berwald-sokasdg olyan Finsler-sokasag, amelynek a kanonikus sprayje
affin, vagy — ekvivalens médon — a kanonikus konnexidja lineéris.

Egy (M, F) Finsler-sokasag Einstein—Finsler-sokasdg, ha a (1) gorbiileti
fiiggvény és a Finsler-fiiggvény k6zott fennéll a

K=(\oT)F?

osszefuggés, ahol A € C°°(M). Megmutattuk, Berwald-sokasdgok kozott csak
nagyon specidlis Einstein—Finsler sokasigok 1éteznek.

2.2.1. Lemma ([14]). Egy Berwald-sokasdg gorbiileti figgvénye kvadratikus
forma minden érintdtéren.

2.2.2. Tétel ([14]). Ha egy osszefiiggd Einstein—Finsler-sokasdg egyben Ber-
wald-sokasdg is, akkor vagy Riemann-sokasdgra redukdlodik, vagy pedig a gor-
biileti fliggvénye eltiinik.

Monokromatikus Finsler-sokasagok

Legyen M sokasig, U pedig az M-nek nyilt részsokasaga. Tekintsiink egy
(X)), n-élmezdt U-n. Ekkor az (X;)I, R-linedris burkat M U folotti lo-
kdlis pdrhuzamositdsanak nevezziik. Egy U {6l6tti P lokélis parhuzamositas
elemei a P-szerinti parhuzamos vektormezék. Minden v € 771 (U) esetén egy-
értelmtien létezik olyan vp € P vektormez8, melyre vp(7(v)) = v. Ha p és ¢
U-nak pontjai, akkor a

Pyp(v) == vp(q)
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eldirdssal adott Pyp: Tp,M — T, M leképezés linedris. Egy nem feltétleniil
sima f: TM — R figgvény kompatibilis P-vel, ha fo Py, = f | TO’pM minden
p,q € U esetén. Ezzel ekvivalens, hogy f o X konstans, ha X € P.

Egy nem feltétleniil sima f: TM — R fliggvény monokromatikus, ha min-
den p,q € M esetén 1étezik egy Lgp: T,M — T, M linedris izomorfizmus gy,
hogy foLg = f | TpM. Az f fuggvény simdn monokromatikus, ha minden
p € M pontnak van olyan kérnyezte, amely folott 1étezik f-fel kompatibilis
lokdlis parhuzamositds. Kénnyen lathato, hogy egy siman monokromatikus
fliggvény monokromatikus is, ha M is Osszefiiggo.

Hasonlban, egy nem feltétleniil sima f: TM — R fuggvény is kompati-
bilis eqy H homogén Ehresmann-konnexioval, ha a H szerinti parhuzamos
eltolasok megorzik f-et. Ezzel ekvivalens, hogy f konstans a H-parhuzamos
vektormezok mentén.

2.3.1. Lemma. Egy C'-osztdlyi f: T™M - R fiiggvény pontosan akkor kom-
patibilis eqy homogén Ehresmann-konnexidval, ha kerdf tartalmazza a kon-
nexiéhoz tartozo horizontdlis résznyaldbbot.

2.3.3. Tétel. Ha egy C'-osztdlyi f: TM - R figgvény simdn monokroma-
tikus, akkor kompatibilis egy linedris konnexidval.

A megforditas teljestl anélkil, hogy barmit feltennénk a figgvényrél.

2.3.6. Allitas. Ha egy nem feltétleniil sima f: TM - R fligguény kompati-
bilis egy linedris konnexioval, akkor f simdn monokromatikus.

Egy (M, F) Finsler-sokasag dltaldnositott Berwald-sokasdg, ha F kompa-
tibilis egy T'M-en adott linearis konnexioval. A fenti két eredménybol azonnal
adédik az altalanositott Berwald-sokasagok alabbi jellemzése.

2.3.7. Tétel (Y. Ichijyo [21]). Egy Finsler-sokasdg pontosan akkor dltaldno-
sitott Berwald-sokasdg, ha simdn monokromatikus.

Y. Ichijyo bizonyitasa a G-strukturakkal kompatibilis konnexidkra ta-
maszkodott. A mi bizonyitasunkban csak az Ehresmann-konnexiék egyszerii
tulajdonsagaira, és a Finsler-fliggvény differencidlhatésagara van sziikség.

E szakasz zaré eredménye H. Weyl egy fontos, de kissé elfeledett tételének
modern atfogalmazésa.
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2.3.9. Tétel (Weyl). Legyen M sokasdg, f pedig egy Finsler-norma egy T, M
érintétéren (azaz f folytonos, 1T -homogén, a T,M \ {0} halmazon sima és
pozitiv, tovdbbd f"(v) pozitiv definit birmely v € T,M \ {0} esetén). Min-
den U C M feletti P pdrhuzamositds esetén (ahol p € U), definidljunk egy
Fp: TU — R Finsler-figgvényt az

Fp(v) := f(vp(p))

eldirassal. Ha minden ilyen P pdrhuzamositds esetén (U, Fp) Berwald-soka-
sag, akkor f euklideszi norma.

Az affinitasok és az izometridk simak

Legyen adva egy (M, F) Finsler-sokasig vagy egy (M,S) spray sokasig.
Egy (nem feltétleniil sima) bijektiv ¢: M — M leképezést affinitasnak ne-
veziink, ha megérzi a geodetikusokat. Pontosabban: ¢ affinitds, ha min-
den v geodetikus esetén o~y is geodetikus. Hasonlb6an, ha (M, F') Finsler-
sokasag, egy (nem feltétlentl sima) ¢: M — M leképezés izometria, ha
o(e(p),v(q)) = o(p,q) minden p,q € M esetén. Itt p az (éltaldban nem
szimmetrikus) Finsler-tavolsdg M-en, amelyet a p-b6l ¢g-ba futé szakaszon-
ként sima gorbék ivhosszai halmazanak infimumaként definialunk.

F. Brickell megmutatta [8], hogy spray-sokasagok affin homeomorfizmu-
sai, és Finsler-sokasagok izometriai sziikkségképpen simak. A bizonyitasa egy-
szeriisithet6 az alabbi (6nmagédban is érdekes) lemma segitségével.

3.1.1. Lemma. Legyen (M, S) spray-sokasdg, p € M. Legyenek (a,) és (by)
a p ponthoz konvergdlé sorozatok, és definidljuk a

Ly, =exp, ! (by), A= exp;l(an), B, = exp;l(bn), n € N*

sorozatokat. Ekkor
. Bn - An - Ln
lim ———— =0,
n—00 | Ll

(o (|Ba—An| J
és 19y o 1. Tovabbd, ha a

(=) (2
Bo-40)  \L
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sorozatok egyike konvergens, akkor a mdsik is az, és a hatarértékik megegye-
zik.

Itt || -] a norma figgvény egy M-en adott tetszéleges Riemann-metrikéara
nézve.

Tavolsag-koordinatarendszerek

Legyen (M, F') Finsler-sokasag, és (p;)i, az M pontjainak egy olyan sorozata
amelyre teljesiil, hogy az

Up: q — (Q(ph Q)7 ) Q(pnv Q))

leképezés diffeomorfizmus M egy U nyilt részhalmazabdl R™ egy nyilt rész-
halmazéaba. Ekkor (U, u,)-t tdvolsdg-koordindtarendszernek nevezziik. Meg-
mutattuk:

3.3.1. Lemma ([3]). Egy Finsler-sokasdg minden pontja kéril létezik tdvol-
sag-koordindtarendszer.

Tavolsagkoordinatdk segitségével 1j, egyszeri bizonyitast adtunk az izo-
metridk simasagara. A bizonyitas Gtlete P. Petersen Riemann-esetre val6 bi-
zonyitasabodl szarmazik [38, Ch. 5.10].

A tavolsag-koordinatarendszereknek egy tovabbi alkalmazasaként igazol-
tuk, hogy reverzibilis Finsler-sokasagok kozotti requldris szubmetridk diffe-
rencidlhatéak (3.3.3 Tétel). Ez az &llitas kovetkezik egy metrikus terekben
ismert tételbdl is (14sd [30]), de az altalunk talalt bizonyitds kozvetlenebb és
differencidlgeometriai szemléletii. El6szor tisztaznunk kell egyes elnevezése-
ket.

Legyenek M; és My metrikus terek. Mindkettében B-vel jeloljiikk a met-
rikus gomboket. Egy ¢: My — My leképezést szubmetridnak hivunk, ha M,
minden p pontja esetén létezik olyan ¢ pozitiv szdm, melyre

@(B:(p)) = B:((p)),

ha € € ]0,6[. Az ilyen ¢ szdmok szupremumét jel6lje J, (ez lehet végtelen is).
A szubmetria reguldris, ha minden X C M; kompakt halmaz esetén

= inf .
oK 52K6p>0
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Egy Finsler-sokasig reverzibilis, ha F(—v) = F(v) barmely v € TM
vektor esetén. Ebben az esetben ¢ szimmetrikus, és igy (M, o) metrikus tér.

3.3.2. Lemma ([3]). Legyen (M, F) reverzibilis Finsler-sokasdg, p M -nek
egy pontja, és U a p-nek egy normdlkornyezete. Ekkor a o, tdvolsdgfiiggvény
lesziikitése az U \ {p} halmazra reguldris szubmetria az R kanonikus tdvolsd-
gdra nézve.

3.3.3. Tétel (A. Lytchak [30],[3]). Egy reverzibilis Finsler-sokasdgok kozotti
requldris szubmetria differencidlhato.

A bizonyités f6 1épéseiben a [6] dolgozatot koveti, amelyben az analég
allitas a Riemann-esetben lett igazolva.

Kapcsolatok affinitasok és izometridk kozott

A Riemann-geometridban tobb nevezetes tétel ad elégséges feltételt arra,
hogy az affinitdsok és az izometridk egybeessenek (ldsd példaul [25, 242—
244. oldal]). Két ilyen tétel Finsler-geometriai altalanositasit adjuk meg az
alabbiakban.

Az els6 tételiink infinitezimadlis affinitdsokrél és izometridkrdl szél. Ezek
olyan vektormezok az alapsokasidgon, melyek stadiumai a megfelel6 tipusi
leképezések. Az infinitezimadlis affinitdsokat affin vektormezdknek, az infini-
tezimalis izometridkat Killing-vektormezdknek hivjuk. Mindkét tulajdonséig
kifejezheté a vektormezd teljes liftjével: ha (M, F') egy Finsler-sokasig és
S a kanonikus spray, akkor X € X(M) pontosan akkor affin, ha LxcS :=
[X€, S] =0, és pontosan akkor Killing-vektormezd, ha Lx<F := X°F = 0.

Altaldnositasat adtuk J.-I. Hano tételének, amely szerint egy teljes Rie-
mann-sokasdg minden korldtos affin-vektormezdje Killing-vektormezd. Hano
bizonyitasa a de Rham-felbontdson, és az irreducibilis Riemann-sokasagok
specialis tulajdonsigain alapszik. Hano tétele Finsler-sokasagokra is atvihe-
t6, s meglepé mdédon egészen elemi eszkozokkel, a de Rham-felbontéas és az
irreducibilitasnak megfelel$ fogalom bevezetése nélkiil. Kulcsfontosségi a ko-
vetkez6 észrevétel:

3.4.5. Lemma ([23]). Legyen (M, F) Finsler-sokasdg, X egy affin vektor-
mez0 és vy eqy geodetikus. Ekkor

XYE(¥(t) = XVE(¥(to)) + (t — to) X“E(¥(t0))
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teljestil a v gorbe értelmezési tartomdnydnak minden t és tg pontjdra.

Bér nem nyilvanval, ez a lemma valgjaban egy specidlis esete az 5.4.3(c)
feladatnak a [4] konyvbél. Ez a kévetkezot éllitja: ha J Jacobi-mezd egy ~y
geodetikus mentén, akkor

95(J.7)(t) = 95(J (o), ¥(to)) + (t — t0)g5(J (to), ¥(t0)),

ahol J' a J a y-menti kovaridns derivaltja a Berwald- vagy a Chern-derivaldsra
nézve. Azonban a lemmankat egyszeriibb kozvetleniil igazolni, mint levezetni
idézett feladatbol.

3.4.6. Tétel ([23]). Legyen (M, F) Finsler-sokasdg, X egy affin vektormezd,
és tegytik fel, hogy az aldbbi két feltétel valamelyike teljestil.

(1) F o X korlatos és (M, F) teljes;
(2) FoX és Fo(—X) korldtos, tovibbd (M, F) ‘forward’ teljes.
Ekkor X Killing-vektormezd.
Ebbdl kovetkezik:

3.4.7. Tétel (J.-1. Hano). Legyen (M,g) egy teljes Riemann-sokasdg és X
egy olyan affin vektormezé M-en, hogy a g(X,X) figguény korldtos. Ekkor
X Killing-vektormezd.

Mivel a kompakt Finsler-sokasagok teljesek, szintén azonnal adédik a
kovetkezo:

3.4.8. Tétel ([23]). Egy kompakt Finsler-sokasdg affin vektormezdi Killing-
vektormezok.

Az utébbi tételt a Riemann-esetben el6szor K. Yano igazolta [52].

Kobayashi-t6l szdrmazik egy tovabbi érdekes tétel az affinitasok és izo-
metriak kapcsolatardl. Megmutatta, hogy az 1-dimenzios euklideszi teret ki-
vételével eqy teljes és irreducibilis Riemann-sokasdg affinitdsai és izometridk
egybeesnek.

A kovetkez6kben Kobayashi tételének Finsler-dltaldnositasait targyaljuk.
Ennek az allitisnak mar a megfogalmazasa is problémat okoz a Finsler-
esetben, mert az irreducibilitdsnak nincs egyértelmt megfelel6je. Egy lehet-
séges Ut az irreducibilitasi feltétel kicserélése az affin merevség feltételére.
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Ennek definiciéja a kovetkezd. Egy M sokasdg S sprayje egyértelmien met-
rizdlhatd, ha S kanonikus sprayje egy F Finsler-fiiggvénynek, és ha F' olyan
tovabbi Finsler- fuggveny, amelynek szintén S a kanonikus sprayje, akkor M
minden komponensén F az F-nek skaldrszorosa (mas széval, d(F/F) = 0).
Egy Finsler-sokasig affin merev, ha a kanonikus sprayje egyértelmiien metri-
zélhatd. A kovetkezd eredmény a [25, p. 242, Lemma 1] kozvetlen megfeleléje.

3.4.9. Lemma. Egy 0sszefiiggo affin merev Finsler-sokasdg minden affini-
tasa homotécia.

Itt a homotécia olyan ¢ diffeomorfizmust jelent, melyre F o ¢, = cF’ tel-
jestl, ahol ¢ konstans. Mivel a ‘forward’ teljes Finsler-sokasag kozott egyediil
a Finsler-vektortereken léteznek olyan homotécidk amelyek nem izometridk
[29], adédik a kovetkezé:

3.4.10. Kovetkezmény. Egy dsszefiiggd ‘forward’ teljes affin merev Finsler-
sokasdg affinitdsai és izometridk egybeesnek.

Sajnos Kobayashi tételének ez az altalanositisa nem tdl hasznos, mert
kevés elégséges feltétel ismert a Finsler-sokasagok affin merevségére. A foly-
tatasban ezzel a problémaval foglalkozunk.

Affin merev Finsler-sokasagok

Ebben a szakaszban (M, F) végig egy Osszefliggd Finsler-sokasdg.

A kanonikus konnexié parhuzamos eltoldsait felhasznalva egy Finsler-
sokasagnak is értelmezhetjitk a holonémia-csoportjat, _ugyanugy, mint a Rie-
mann-esetben. Rogzitve egy p € M pontot, Hol, a T M sima 17-homogén
diffeomorfizmusainak egy részcsoportja.

3.5.1. Allitds. Ha Hol, tranzitiven hat az U(T,M) := F~'({1}) N T,M
egységgombon, akkor (M, F) affin merev.

Jol ismert, hogy az irreducibilis Riemann-sokasigok affin merevek. Ber-
ger holonémia-tétele [7, 36] szerint léteznek olyan irreducibilis Riemann-
sokasagok, melyek holonémia-csoportja nem hat tranzitiven az egységgdm-
bén. Ebbél kévetkezik, hogy a 3.5.1 Allitas megforditdsa nem igaz, tehat Hol,
tranzitivitdasa gyengitheto.
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A tovabbi eredményeink ismertetéséhez fel kell idézniink néhany szingu-
laris disztribucidkkal kapcsolatos fogalmat [32]. Rogzitve egy M sokasigot,
rendeljiink hozz4 minden p € M ponthoz egy &, C T,M alteret. Ekkor az
& = Upem &p diszjunkt uniot szinguldris disziribicionak nevezzik M-en. Je-
16lje Xjoc(M) azon vektormez6k halmazat, amelyek csak M egy nyilt részhal-
mazan vannak értelmezve, X¢ pedig azon vektormezoket X;,.(M )-ben melyek
csak £-ben vesznek fel értékeket. A X¢ egy V részhalmaza kifesziti £-t, ha
minden p € M esetén &, az {X(p) € T,M | X € V} linearis burka. (Megélla-
podunk abban, hogy az iires halmaz lineéaris burka a vektortér zérus eleme.)
Azt mondjuk hogy £ sima, ha X¢ kifesziti.

Egy & sima szingularis disztribtcid integrilsokasdga olyan i: N — M
immergalt részsokasiag, amelyre i, (T,N) = &i(p) minden p € N esetén. Valo-
jaban az ilyen részsokasdgok szitkségképpen gyengén bedgyazottak [32, 2.13],
és igy nem kell megadni az ¢ immerziét.

Rogzitve Xjo.(M) egy W részhalmazat, jelolje S(W) a

(FIf 0.0 Flfi’“)#Y

alaku lokalis vektormez6k halmazat, ahol Xq,..., X, Y e W, k € N.
Legyen D" az a sima szingularis disztribici6, amelyet S(X ;) feszit fel,

ahol HT'M az (M, F) kanonikus konnexi6jéhoz tartozé horizontalis disztri-

bcib.

3.5.2. Lemma. A bevezett jelolésekkel D" C ker(dF) teljesiil.

3.5.3. Kovetkezmény. Az F Finsler-figguény konstans a D" szinguldris
disztribicio dsszefiliggd integrilsokasdgain.

3.5.5. Allitas. Ha D" dimenzidja 2n — 1 T™ egy stird részhalmaza felett,
akkor (M, F) affin merev.

3.5.6. Allitas. Ha U(TM) := F~'({1}) D"-nak megszimldlhaté részsoka-
sagat tartalmazza, akkor (M, F') affin merev.

A szakasz eredményeit, a kordabbi 3.4.9 Lemmat és 3.4.10 Kovetkezményt
osszefoglalva kapjuk az aldbbi tételt.

3.5.7. Tétel. Legyen (M, F) ésszefiiggd Finsler-sokasag amelyre a kovetkezdk
valamelyike teljesiil.
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(1) Hol, tranzitiven hat a U(T,M) := F~Y({1}) N T,M egységgombin;
(2) D dimenzidja 2n — 1 TM egy sirti részhalmaza felett;
(8) U(TM) := F~1({1}) D"-nak megszdmldlhato részsokasdgdt tartalmazza.

FEkkor (M, F) minden affinitdisa homotécia. Ha rdaddsul (M,F) ‘forward’
teljes is, akkor minden affinitds izometria.

Egyes fenti eredmények specialis esetei mar eléfordultak az irodalomban.
Szenthe Jénos a [43] dolgozatban a v[¢, 7] vektormez&k altal felfeszitett diszt-
ribuciot vizsgalta, ahol £, € X ;;4,,- Megmutatta, hogy ha ennek a disztribu-
cibnak a rangja mindeniitt n — 1, akkor minden affin transzformécié homoté-
cia. Ez kévetkezik a 3.5.7 Tétel (2) esetébdl, mert S(X;4,,) zart a Lie-zaréjel
miiveletére nézve (1asd [32, 3.27 Lemma)), és a D" dimenzi6ja pontosan akkor
2n — 1, ha vD" dimenziéja n — 1. A [17] dolgozatban a szerz6k a X i Altal
generalt Lie-algebrat vizsgaltdk, pontosabban az altala kifeszitett disztribuci-
ot. Kapcsolatot taldltak ennek a disztribicionak a dimenzidja és a kanonikus
sprayt metrizalé funkciondlisan fiiggetlen Finsler-fiiggvények maximalis sza-
ma kozott. Specidlisan igazoltak, hogy ha a disztribicioé kodimenzidja 1, akkor
a kanonikus spray egyértelmfien metrizalhaté. A 3.5.5 Allit4s ennek kozvetlen
altalanositasa, egyrészt mert bovebb disztribiciot tekintiink, mésrészt mert
nem tessziik fel, hogy a dimenzi6 mindeniitt 2n — 1.

A 3.5.5 Allités aldbbi megforditésa igaznak t{inik:

Ha D" dimenzidja T™ eqy nyilt részhalmazan kisebb mint 2n—1,
akkor (M, F') nem affin merev.

Indoklas: ha D" dimenzi6ja a maximalisnal kisebb egy nyilt részhalmazon,
akkor megszamlalhaténal tobb integralsokasaga 1étezhet, és ez kisebb merev-
séget kényszerit a kanonikus sprayt metrizalé a Finsler-fiiggvényekre. Azon-
ban nem ez a helyzet: egy sima szingularis disztribiicié, amelynek dimenzidja
maximalisnal kisebb egy nyilt halmazon, még egyértelmiien meghatarozhat-
ja azokat a folytonos fiiggvényeket, amelyek konstansok az integralsokasa-
gain. Példaul létezik olyan sima szinguldris disztribicié a kanonikus (z,y)
koordindta-rendszerrel elldtott R? sokasigon, melynek maximalis integralso-
kasagai az alabbiak:

(a) az y < 0 és y > 1 egyenl6tlenségekkel megadott félsikok;
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(b) az {(wo,y) € R? | 0 < y < 1} “vertikélis’ szakaszok, ahol zg € R tetszdle-
ges;

(c) az y = 0 és y = 1 egyenletli egyenesek pontjai, mint nulla dimenzids
sokasagok.

Kénnyen lathaté, hogy a folytonos fiiggvények kozott csak a mindeniitt kons-
tans fiiggvények konstansok az Gsszes integralsokasdgon. Az nyitott kérdés,
hogy ilyen konfigurécié eléfordulhat-e D" esetében.

Finsler-sokasagok sok Killing-vektormezdvel

Legyen (M, F') Finsler-sokasig. Egy M egy nyilt halmaza f6l6tti P parhu-
zamositast Killing-pdrhuzamositisnak neveziink, ha Killing-vektormezok R-
linearis burkaként &ll elo.

Egy (M, F) Finsler-sokasag Killing-tulajdonsdgi (v.6. [51]), ha M min-
den pontja koriil van Killing-parhuzamosithaté nyilt kornyezet. Tovabba egy
(M, F) Finsler-sokasig konstans Killing-tulajdonsdgi, ha M minden pontja
koriil van olyan Killing-parhuzamosithaté nyilt kornyezet, amely kompatibilis
F-fel.

A fenti fogalmakat a [12] dolgozat motivalta, ahol a szerz6k olyan Riemann-
sokasagokat vizsgaltak, melyekben minden pont koriil van Killing-vektor-
mez6kbol 4ll6 orthonormalt n-élmezo. A konstans Killing-tulajdonsagu Fins-
ler-sokasagok ezek kozvetlen altaldnositasai.

3.6.1. Tétel. Egy Killing-tulajdonsdgu Finsler-sokasag dltaldnositott Ber-
wald-sokasdg.

3.6.2. Tétel. Egy konstans Killing-tulajdonsdgu Finsler-sokasdg Berwald-
sokasdg.

Megjegyezziik, hogy az utébbi tétel [1, Theorem 3.21 és 3.22] egy kozos
kévetkezményének egy altalanositasa.
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1 History and aims

Finsler manifolds are generalizations of Riemannian manifolds. In a Rieman-
nian manifold we attach a positive definite scalar product to each of the
tangent spaces. If we replace the scalar products by nonsymmetric norms,
we obtain a Finsler manifold. Since the generalization happens on the tan-
gent manifold, it is not immediately clear what new phenomena can occur
on the manifold itself. This question was the main motivation behind the
research whose results are presented in the Thesis. We attempt to tackle the
issue from two directions: by examining Finsler manifolds that are ‘close’
to Riemannian manifolds, namely, Berwald and generalized Berwald mani-
folds, and by investigating how theorems about affinities and isometries in
Riemannian geometry can be carried over into Finsler geometry.

Possibly the simplest (but most important) geometric objects attached
to a Riemannian or to a Finsler manifold, who live on base manifold, are
their geodesics. On a Finsler manifold, the length of a smooth curve segment
v: [a,b] — M is defined by the arclength integral

b
/Fo'j/.
a

It is invariant under orientation preserving reparametrizations of 7. A curve
v is called a geodesic if it is a stationary point of the arclength functional,
and it has constant velocity, i.e., the function F' o 4 is constant. In some
cases, the parametrization of the geodesics is not important, then we refer to
them (following [8]) as oriented geodesic paths. Through the Euler-Lagrange
equation, the geodesics can be obtained as solutions of a second-order differ-
ential equation. In an induced local coordinate system ((z*)%, (y*)" ;) on
the tangent manifold, it takes the form

5 +2G 04 =0, ie{l,...,n}, 5)

where the G's are 2T-homogeneous functions and are smooth outside the zero
vectors. In the Riemannian case, the functions G* become smooth every-
where, and hence they are fibrewise quadratic forms. The functions G* give
a local description of the globally defined canonical spray S via the formula

i 0 i 0

locally © O Ayt
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Then (5) can be rewritten as 4 = S o4. When the functions G are fibrewise
quadratic forms, the spray S is called affine. Due to the work of Z.I. Szabd
[42], Finsler manifolds with affine canonical spray, called Berwald manifolds,
are well understood. Their geodesic structures carry no novelty, because
for any Berwald manifold, there is a Riemannian manifold with the same
geodesics. We can relax the affinity of the canonical spray by assuming only
that the geodesic paths are specified by an affine spray. Since this problem
requires no special parametrization of the geodesics, there is no need for a
Finsler structure: it can be formulated in the framework of sprays manifolds.
So we arrive at the following problem: characterize sprays that have the
same geodesic paths as an affine spray. (Then we say that the spray is
projectively equivalent to an affine spray.) This is an old problem, a local
solution was given by J. Douglas [15]. He proved that if a suitable projectively
invariant tensor attached to a spray S vanishes, then, locally, there exists an
affine spray projectively equivalent to S. Global constructions were found by
Z. Shen [40] and J. Szilasi and Sz. Vattamany [46], but they still assumed
the orientability of the manifold. We present a method that works without
any restriction on the manifold.

Next we turn to the problem of finding Finslerian generalizations of Ein-
stein manifolds. Most of the currently known Einstein—Finsler manifolds
are either of Randers type or have vanishing curvature function, see e.g.,
[5, 9, 39, 41, 53]. We obtain a negative result by showing that among Ber-
wald manifolds, the only non-Riemannian Einstein manifolds have vanishing
curvature function.

Clearly, in a Riemannian manifold, there is a linear isomorphism between
any two tangent spaces which preserves the inner product. This does not
hold for Finsler manifolds in general. When it does, the Finsler manifold is
called monochromatic (an expressive term of D. Bao and Z. Shen). Y. Ichijyo
proved that such Finsler manifolds are generalized Berwald manifolds. This
means that the linear isomorphisms can be chosen as parallel translations
with respect to a single linear connection. His proof relied on G-structures
and their compatible connections, while our proof uses only simple proper-
ties of Ehresmann connections. To obtain the result we assumed, and so did
Ichijyo, that the Finsler manifold is monochromatic in a smooth way. In-
formally, this means that the linear isomorphisms ‘depend smoothly’ on the
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points. N. Bartelmefl and V. Matveev announced to prove that the condi-
tion is redundant, as it follows from the smoothness of the Finsler function.
However, this result has not been published yet.

In the remainder of the Thesis we discuss isometries and affinities of
Finsler manifolds and some relations between them. A bijection on a Finsler
manifold is called affine, if it preserves the geodesics as parametrized curves,
and an isometry, if it preserves the Finslerian distance function. Both con-
ditions are formulated using objects living on the base manifold. They have
counterparts that are defined in terms of objects living on the tangent mani-
fold. The analogue of an affine mapping is an automorphism of the canonical
spray S, that is, a diffeomorphism ¢: M — M such that . 0.S = S o p,.
The analogue of an isometry is a Finsler isometry, that is, a diffeomorph-
ism ¢: M — M satisfying F' o ¢, = F, where F is the Finsler function.
The ‘tangent manifold counterparts’ are a priori more special, as they re-
quire differentiability. F. Brickell proved in the somewhat forgotten paper [8]
that if an affine transformation is also a homeomorphism, then it is necessar-
ily smooth, and hence an automorphism of the spray. Since isometries are
automatically affinities and also homeomorphisms, they are also necessarily
smooth, and hence Finsler isometries. The latter result was proved also by
S. Deng and Z. Hou [13] much later, independently from Brickell. With the
help of Lemma 3.1.1 we provide a simplified version of Brickell’s argument.
We give another, more direct proof of the smoothness of isometries. It is
based on a very elegant proof from [38] of the same result for Riemannian
manifolds. It utilizes coordinate systems, whose coordinate functions are
distance functions. We show that such coordinate systems do exist in the
Finslerian case. Using these special coordinates we show also that under
some regularity condition, submetries between reversible Finsler manifolds
are differentiable. This is in fact a special case of a result about submet-
ries between metric spaces [30], however we believe it is beneficial to have a
purely differential geometric proof. Our argument mostly follows [6], where
the same theorem is proved for Riemannian manifolds, although in that case,
the argument yields that the submetries are of class C1:1.

We continue by examining how some theorems of Riemannian geometry
about the relations between affinities and isometries can be generalized to
Finsler geometry. K. Yano showed that infinitesimal affinities (i.e., affine
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vector fields) on a compact orientable Riemannian manifold are infinitesimal
isometries (i.e., Killing vector fields) [52]; his proof is based on integral for-
mulas. J.-I. Hano found a generalization: bounded affine vector fields on a
complete Riemannian manifold are Killing vector fields. Hano’s proof relies
on the de Rham decomposition and special properties of irreducible Rieman-
nian manifolds. Our Theorem 3.4.6 is a generalization of Hano’s result to
Finsler manifolds. Surprisingly, the proof is significantly simpler than the
ones in [25, 19] for the more special Riemannian case, it utilizes only the
Euler-Lagrange equation and the ‘fundamental inequality’ ([4, p. 7] or [45,
Proposition 9.1.37]), and perhaps most notably, it does not need any concept
analogous to irreducibility.

Another famous theorem about affinities and isometries is due to S. Kobay-
ashi [24]. He proved that in a complete irreducible Riemannian manifold any
affinity is an isometry, except for the 1-dimensional Euclidean space. We
attempt to generalize this result to Finsler manifolds. Since there is no good
analogue of irreducibility in Finsler geometry, we propose to replace it by
one if its consequences: if the holonomy group of a Riemannian manifold is
irreducible, then it determines the metric tensor up to a scalar factor. This
property can be translated to Finsler geometry: we say that a Finsler man-
ifold is affinely rigid, if its canonical spray determines the Finsler function
up to a scalar factor (this translation indeed carries the intended meaning,
since the canonical spray completely determines the holonomy). Affine ri-
gidity turns out to be a suitable replacement of irreducibility in the theorem
of Kobayashi, see Corollary 3.4.10. This suggests that affine rigidity should
be examined further in order to properly understand the relation between
affinities and isometries. We collect our results in Theorem 3.5.7 and we
formulate an open question at the end of the section.

Our final results are about Finsler manifolds that admit local frame fields
consisting of Killing vector fields. Such Finsler manifolds have been studied
by M. Xu and S. Deng in [51]. We show that these Finsler manifolds are
generalized Berwald manifolds, and hence monochromatic. We also show that
if the Finsler function is compatible with the local parallelizations induced
by the Killing frame fields, then the Finsler manifold is a Berwald manifold.
This was already known in the special case when the whole manifold admits
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a Killing frame field [1].

~ O ~v

A technical remark about the Thesis. If a theorem, lemma, corollary or
proposition is not new, we write the name of the original author right at
the beginning of the statement between parentheses. If a result of ours have
been already published, we cite the publication also at the beginning of the
theorem.

2 Basic concepts and tools

Canonical constructions on the tangent bundle

By a manifold we mean a finite-dimensional smooth manifold whose under-
lying topology is second countable and Hausdorff. Mappings between mani-
folds are assumed to be smooth (infinitely many times differentiable), if not
specified otherwise. For a manifold M we use the following notation:

(1) C°°(M) is the ring of smooth real-valued functions on M;

(2) 7: TM — M is the tangent bundle of M;

(3) TM is the submanifold of TM consisting of the nonzero tangent vectors
to M, 7 :=7 [ TM is the slit tangent bundle of M;

(4) 7rar: TTM — TM is the tangent bundle of T'M.

Some further notation:

(5) For a vector field X, F1¥ is its maximal flow, FIX (¢ € R) is the tth stage
of the flow.

(6) For a vector bundle 7: B — M, I'(m) or I'(B) denotes the C*°(M)-
module of its (smooth) sections. In particular, X(M) := I'(T'M) is the
C°°(M)-module of vector fields on M.

(7) The derivative or tangent map of a map ¢p: M — N is ¢.: TM — TN.
The vertical lift of a vector field X € X(M) is the velocity field XV of the

global flow
(t,v) eERXTM +— v+tX(r(v)) e TM
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on TM. If FI*: Dy € R x M — M is the maximal flow of X € X(M) and
Dy = {(t,v) e Rx TM | (t,7(v)) € Dx},

then N
(t,v) € Dx — (FIX),(v) € TM
is a flow on T'M, whose velocity field X€ is called the complete lift of X.
The Liouville vector field on T M is the velocity field C' of the flow of the

positive dilations
(t,v) R x TM — e'v € TM.

The vertical subbundle of TTM is VIT'M := ker(ry). It restricts naturally
to a subbundle of TTM, denoted by VI'M.

The pull-back #*7 of 7 by 7 is a vector bundle over 7'M, called the Finsler
bundle. Its total manifold is

TM xp TM := {(u,v) € TM x TM | #(u) = 7(v)},

and its fibre over u € TM is {u} x T:yM. Every vector field X € X(M)
can be lifted to a section

X:TM —TM xp TM, X(u) := (u, X (#(u)))

of the Finsler bundle, called the basic lift of X. All tensors on M can be
lifted similarly to the Finsler bundle.

We have a natural C°(T'M)-linear injection i: I'(#*7) — D(VT'M) spe-
cified by the rule iX = XV. We agree to identify such module homomorph-
isms with bundle maps, so we may regard i as a fibrewise linear mapping
from T'M x pr TM to VI M.

We denote by & the canonical section

§:ueTM v (u,u) € TM xp TM

of 7*7. The Liouville vector field can be expressed as io = C.
We can construct a covariant-derivative-like operator

VV:T(7*1) x T'(7*1) = [(7*1)
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on the Fin§ler bundle from the canonical differentiation on the fibres. For
a section X of 777, there exists a unique map X: TM — TM such that
X(u) = (u, X(u)) for all u € TM. Define

VLY () = (u, (V[ M) (u)(X(w),  pe M, ueT,M,

and for a function f € C=(T'M), set V‘)’?f := iX f. Then V" can be extended
to a derivation of the tensors of 7*7 in the usual way. We call this derivation
the canonical vertical derivative. In local coordinates, VY is just ‘differen-

tiation with respect to the gy’ coordinates’. For example, if f € C’OO(IO”M ),
U, (u?)) is a chart on M and (7~ 1(U), (z?), (%)) is the induced T M, then

of
oyt

g YWY = —— du’ J .
dur, VYVVf o dyoy u' ® du?, ete (6)

VVf =
/ o)
Ehresmann connections and sprays

2.1. Let M be a manifold. By an Ehresmann connection in TM we mean
a smooth mapping

H:TM xpy TM — TTM,  (u,v) — H(u,v),
which satisfies the following conditions:

(E1) H(u,v) € T,TM for all (u,v) € TM x; TM;
(E2) the mapping v — H(u,v) is R-linear for each fixed u € T'M;
(E3) 7. H(u,v) = v for all (u,v) € TM x5 TM.

The image H TM :=ImH of H is a subbundle of TT'M of rank n = dim M ,
called the horizontal subbundle corresponding to H. It is complementary to
VTM , L.e.,

TTM =VTM & HTM.

We have the projections h: TTM — HfM, v: TTM — VfM, character-
ized by
Kerv=HTM, Kerh=VTM.
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We also define the vertical mapping V := i~! o v; it is a left inverse for i.

For a vector field X € X(M), X" := HX is the horizontal lift of X. The
Ehresmann connection is positive-homogeneous, if the horizontal lifts are 17 -
homogeneous, that is [C, X"] = 0 for all X € X(M).

2.2. A spray for M is a smooth vector field on T™ satisfying the following
conditions:

(S1) 7o S =idj,,.
(S2) [C,S] = S, that is, S is 2T-homogeneous.

A spray manifold is a manifold M together with a spray for M. 1If H is
a positive-homogeneous Ehresmann connection, then S := Hd is a spray.
Conversely, if S is a spray, there is an Ehresmann connection H such that

~

H(X) = X" 1(X° +[Xv,8])  forall X € X(M).

T2

We call this Ehresmann connection the Berwald connection of the spray man-
ifold. Then Hd = S. For details, see [45, 7.3.3].
We define the torsion of an Ehresmann connection by

iT(X,V)=[X" V- [Y"X]-[X,Y]; X,Yex(M).

It is easy to check that the torsion of the Berwald connection of a spray
manifold vanishes. In fact, one can be show that every positive-homogeneous
and torsion-free Ehresmann connection is the Berwald connection of a spray
(for a proof, see [45, Theorem 7.8.7]).

2.3.  The Jacobi endomorphism of a spray manifold (~M7 5) is the type
(1,1) Finsler tensor field K defined by K(X) := V[S,HX], X € T'(7*r). If
n =dim M > 2, the function

K =

trK
— (7)

is called the curvature function of (M, S).

2.4. Let H be a positive-homogeneous Ehresmann connection in TM ,ITCR
an open interval and ~: I — M a smooth curve. A vector field X: I — TM
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along v is said to be parallel with respect to H (briefly H-parallel, or simply
parallel) if .
X(t) =H(X(t),(t)) foralltel.

For each tg € I and v € Tv(to)M , there is a unique parallel vector field X
along v such that X (¢g) = v. Then X (t) is the parallel transport of v along
v to jly(t)M. In this way we obtain a mapping P(v)j, : Tw(to)M — T’y(t)M
that sends each v € i}(to)M to its parallel transport. Then P(v) is smooth
and 17-homogeneous (in the obvious sense) for all ¢ € I. For details, see [45,
7.6]. It is natural to extend P(v)j, to Ty, M by declaring the zero vector
fields to be parallel, and hence setting P(7)},(0) = 0.

2.5. An Ehresmann connection H induces a covariant-derivative-like operator
Vh: T(#*7) x T(#*1) — T(#*1), given by V%Y = V[HX,iY]. For basic lifts
we have

VEY =i X" YY), (8)
From V" and V" we build a covariant derivative operator
V: X(TM) x T(#*7) — T(#*7)

on the Finsler bundle such that VH)?? = V%f/ and Vi)?f/ = V‘)’?f/ It is
called the Berwald derivative induced by H.
The Berwald tensor of H is

Y V)7 . OV h7 <hov 7 o
B(X,Y)Z i= V{VEZ = VAV%Z = V0502,

On basic lifts, it acts simply by iB(X,Y)Z = [[XY,Y"], 2"], see [45, 7.13].

2.6. Let (M, S) be a spray manifold. By condition (S1), each integral curve
o:1 = TM of S is of the form ¢ = 74, where v := 7 o ¢. Such a curve 7 is
called a geodesic of S. Equivalently, a curve v: I — M is a geodesic of §' if
S o4 =4. We declare the constant curves to be geodesics as well.

Linear connections and affine sprays

An Ehresmann connection H in T'M is called linear if any of the following
equivalent conditions holds:
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(L1) H is positive-homogeneous and can be extended smoothly to 7M.

(L2) The Christoffel symbols of #H are fibrewise linear functions with respect
to any chart of M.

(L3) The Christoffel symbols of the Berwald derivative induced by H are
constant on the fibres with respect to any chart of M.

(L4) The Berwald tensor of H vanishes.

(L5) For any two vector fields X, Y on M, their Lie bracket [X",YV] is a
vertical lift.

(L6) There exists a unique covariant derivative D on M such that

(DxY) = [xh v Yivay, XY ex).

(L7) The H-parallel translations along any smooth curve are linear map-
pings.

We note that we defined Ehresmann connections only on TM, hence in
the statements above, many objects need to be extended smoothly to the
zero vectors. These extensions can be carried out in an obvious way.

From now on, we will simply refer to linear Ehresmann connections as
linear connections.

A spray S is called affine if any of the following equivalent conditions
holds:

(A1) S can be smoothly extended to T'M.
(A2) The coefficients of S are fibrewise quadratic forms.

(A3) The Berwald connection determined by S is linear.

Condition (A3) implies that we can characterize affine sprays through their
Berwald connection, by any of (L1)-(L7).

Finsler manifolds

Let M be a manifold. A function F: TM — R is called a Finsler function
(for M) if it satisfies the following conditions:
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(F1) F is continuous on TM and smooth on 7'M,
(F2) F is 1*-homogeneous,
(F3) F(v) >0ifv#0,

(F4) the fundamental tensor g := V'YVVF? is (fibrewise) positive definite.

A Finsler manifold is a pair (M, F') consisting of a manifold M and a Finsler
function F on TM. We say that E := %F2 is the energy function associated
to F' or the energy function (briefly energy) of (M, F'). A Finsler manifold
reduces to a Riemannian manifold if its energy is a quadratic form on each
tangent space.

A smooth curve v in M is a geodesic of the Finsler manifold, if it satisfies
the Euler-Lagrange equation

OE \' O0FE . .
(8yio'y> —axioy—o, ie{l,...,n} (9)

for any chart that intersects the image of . There is unique spray S for
M whose geodesics are the geodesics of the Finsler manifold. We call it the
canonical spray of (M, F'). Then we can write (9) as

SX'E—-XE=0  forall X € X(M). (10)

This form of the Euler-Lagrange equation is due to M. Crampin, see [11,
p. 348].

The Berwald connection H of the canonical spray is called the canonical
connection of the Finsler manifold. It is the only Ehresmann connection in
TM which satisfies the following conditions:

(CC1) H is positive-homogeneous;
(CC2) the torsion of H vanishes;
(CC3) HTM :=1Im(#) C ker dF.

(For details, see [45, Theorem 9.3.5].) Condition (CC3) guarantees that
F' is constant along parallel vector fields, thus the parallel translations with
respect to the canonical connection preserve the Finsler function (see Lemma
2.3.1). Hence the canonical connection is a direct analogue of the Levi-Civita
connection of a Riemannian manifold.
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The exponential map of a spray

Let (M, S) be a spray manifold and let TM be the set of tangent vectors
v € T'M such that v,, the maximal geodesic of S with initial velocity v is
defined at 1. The exponential map for S is the mapping

exp: TM — M, v+ exp(v) := 7,(1).

3 New results of the Thesis

Projectively affine sprays

Two sprays S and S for a manifold M are projectively related if S = S —2PC
for some function P on 7M. Then we also say that S is a projective change
of S with factor P.

It can be shown by simple calculations that if a spray is projectively
related to an affine spray, then its Douglas tensor

D:=B -

1 v ~ )
"+ 1 ((V tr B) X 5 + (tI’ B) ® ldr(;.*T) )

vanishes. Our aim is to prove the converse. To do this, we need the notion
of wertically invariant volume forms. These are volume forms on the tangent
manifold of M, whose Lie-derivatives with respect to vertical lifts vanish.

Theorem 2.1.8 ([45]). Let (M, S) be a spray manifold with vanishing Douglas
tensor and let w be a vertically invariant volume form on TM. Then

_ 1 .
S =5-— 2PC, where P := m lew S,
is an affine spray.

Proposition 2.1.9 ([45]). The tangent manifold of a manifold admits a
vertically invariant volume form.

Corollary 2.1.10 ([45]). If the Douglas tensor of a spray manifold vanishes,
then the spray is projectively related to an affine spray.

Locally this was first proved by J. Douglas [15]. Global versions are due
to Z. Shen [40, 5.2] and J. Szilasi and Sz. Vattaméany [46]. However they
assumed that the base manifold orientable. In our version this assumption is
eliminated.
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There are no proper Einstein—Berwald manifolds

A Berwald manifold is a Finsler manifold whose canonical spray is affine, or,
equivalently, whose canonical connection is linear.

A Finsler manifold (M, F') is called an Einstein—Finsler manifold if the
curvature function of its canonical spray given by (7) is related to the Finsler
function by K = (Ao 7)F?, where A € C*(M). We have obtained a neg-
ative result on the existence of Einstein—Finsler manifolds among Berwald
manifolds.

Lemma 2.2.1 ([14]). The curvature function of a Berwald manifold is a
quadratic form on each tangent space.

Theorem 2.2.2 ([14]). If a connected Einstein—Finsler manifold is a Ber-
wald manifold, then it is either a Riemannian manifold or its curvature func-
tion vanishes.

Monochromatic Finsler manifolds

Let M be a manifold and ¢/ an open submanifold of M. Consider a frame field
(Xi)i—; onU. Then the R-linear span of (X;)}; is called a local parallelization
(of M) over U. Given a local parallelization P over U, a vector field in P
is called parallel with respect to P. For any v € 7-(U), there is a unique
parallel vector field vp (w.r.t. P), such that vp(7(v)) = v. For each p,q € U,
we obtain a mapping Pyy: T,M — T,M by setting Py,(v) := vp(q). The
construction guarantees that these mappings are linear. A (not necessarﬂy
smooth) function f: TM — R is compatible with P, if f o Py, = f over T M
for all p,q € U. Equivalently, f o X is constant for all X € P.

We say that a (not necessarily smooth) function f: TM — R is mono-
chromatic, if for any p,q € M, there is a linear mapping Ly, from T,M to
Ty,M such that f o Ly, = f over IQ},M. We say that f is smoothly mono-
chromatic, if for any point p € M there is a local parallelization over an
open neighbourhood of p, which is compatible with f. It is easy to see that
smoothly monochromatic functions are monochromatic if M is connected.

Similarly, we say that a (not necessarily smooth) function f: TM — R
is compatible with a homogeneous Ehresmann connection H if the parallel
translations with respect to H preserve f.
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Lemma 2.3.1. A function f: T™M - R of class C is compatible with a ho-
mogeneous Ehresmann connection if and only if the corresponding horizontal
subbundle is a subset of ker df .

We establish some basic relations between functions compatible with lin-
ear connections and monochromatic functions.

Theorem 2.3.3. If a function f: T™M - R of class C' is smoothly mono-
chromatic, then it is compatible with a linear connection.

The converse is true without any restriction on the function.

Proposition 2.3.6. If a not necessarily smooth function f: TM — R is
compatible with a linear connection, then f is smoothly monochromatic.

A Finsler manifold (M, F) is a generalized Berwald manifold if there is
a linear connection in 7'M compatible with F'. From our two results above,
the following characterization of generalized Berwald manifolds follows im-
mediately.

Theorem 2.3.7 (Y. Ichijyo [21]). A Finsler manifold is a generalized Ber-
wald manifold if and only if it is smoothly monochromatic.

We note that Y. Ichijyo’s proof relied on G-structures and their compat-
ible connections. Our proof relies merely on simple properties of Ehresmann
connections and utilizes only the differentiability of the Finsler function, and
so is very simple.

Finally we have a modern reformulation of a classical result that goes
back to H. Weyl.

Theorem 2.3.9 (Weyl). Let f: T,M — R be a Finsler norm. (Then f is
continuous, 1T -homogeneous, smooth and positive on T,M \ {0}, and f"(v)
is positive definite for allv € T,M \ {0}.) For each parallelization P over an
open subset U C M containing p, define a Finsler function Fp for U by

Fp(v) := f(vp(p)).

Assume that for each such parallelization P, (U, Fp) is a Berwald manifold.
Then f is an Buclidean norm.



36 3. New results of the Thesis

Affinities and isometries are smooth

Given a Finsler manifold (M, F) or a spray manifold (M, S), we define an
affinity as a (not necessarily smooth) bijective mapping ¢: M — M that
preserves geodesics. More precisely, ¢ is an affinity if for any geodesic
v, ¢ o is also a geodesic. Similarly, for a Finsler manifold (M, F), a
(not necessarily smooth) bijective mapping ¢: M — M is an isometry if
o(e(p), v(q)) = o(p,q), for all p,q € M. Here o(p,q) is the (generally non-
symmetric) Finslerian distance, defined as the infimum of the set of lengths
of the piecewise smooth curves connecting p with ¢ (in this order).

F. Brickell proved [8] that affine homeomorphisms of spray manifolds,
and isometries of Finsler manifolds are necessarily smooth. His proof can be
simplified using the lemma below, which may be interesting in its own right.

Lemma 3.1.1. Let (M,S) be a spray manifold, p a point in M. Suppose
that (a,) and (by,) are sequences converging to p, and let

L, := exp;nl(bn), A, = expgl(an), B, = expgl(bn); n € N*,
Then
. Bn - An - Ln
lim ————— =0,
n—oo [ Ll
and hence W — 1. Furthermore, if one of the sequences

(=) (p)
1B — Anll /) ([ L |
converges, then so does the other, and their limits coincide.

Here || - || is the norm with respect to an arbitrarily chosen Riemannian
metric on M.

Distance coordinates

Let (M, F) be a Finsler manifold and (p;)!_; a family of points in M such
that the mapping
ug: ¢+ (0(p1,4); - -, 0(pn, )

is a diffeomorphism from an open subset I/ of M onto an open subset of R".
Then (U, u,) is called a distance chart for (M, F).
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Lemma 3.3.1 ([3]). Any point of a Finsler manifold has a neighbourhood
that admits a distance chart.

Using distance charts, we give a simple new proof for the smoothness of
isometries which does not rely on the smoothness of affinities. We borrowed
the idea of proof from P. Petersen’s book [38, Ch. 5.10].

As a further application of distance charts, we show that regular submet-
ries between reversible Finsler manifolds are differentiable (Theorem 3.3.3
below). This result is known in the more general setting of metric spaces
(see [30]). We believe, however, that our proof is more accessible and more
interesting for experts in differential geometry. First we clarify the termino-
logy.

Let M7 and Ms be metric spaces. We denote by B the metric balls in
both of them. We say that a mapping p: My — My is a submetry if for
any p in M, there is a positive number § such that for every e € ]0,d] we
have ©(B:(p)) = B:(¢(p)). For each p € M;, the supremum of these positive
numbers ¢ will be denoted by J, (note that d, can be infinite). We say that
a submetry is reqular if for any compact set K C M7 we have

O 1= ;2’2 dp > 0.

Recall that a Finsler manifold is reversible, if F/(—v) = F(v) for every v €

TM. In case of such a Finsler manifold, the distance function g is symmetric,
and hence (M, p) is a metric space.

Lemma 3.3.2 ([3]). Let (M, F) be a reversible Finsler manifold, p a point in
M, and U a normal neighbourhood of p. Then the distance function o, at p
restricted to U\ {p} is a reqular submetry into R with respect to its canonical
distance.

Theorem 3.3.3 (A. Lytchak [30],[3]). A surjective reqular submetry between
reversible Finsler manifolds is differentiable.

In the proof we borrowed some ideas from [6] where the analogous result
is proved in Riemannian setting.
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Relations between affinities and isometries

In Riemannian geometry, some celebrated results give sufficient conditions
for the equivalence of affinities and isometries (see, e.g., [25, pp. 242-244]).
We present some Finslerian counterparts.

Our first result is about infinitesimal affinities and isometries. These are
vector fields on the base manifold, whose stages have the corresponding prop-
erty. Infinitesimal affinities are called affine vector fields, and infinitesimal
isometries are called Killing vector fields.

First we generalize a theorem of J.-I. Hano to Finsler manifolds. Hano
proved that bounded affine vector fields on a complete Riemannian manifold
are Killing fields. His proof relies on the de Rham decomposition theorem
and special properties of irreducible Riemannian manifolds.

Rather surprisingly, Hano’s theorem can be proved for Finsler manifolds
without introducing any analogue of irreducibility (or decomposition). In
fact, our proof is elementary, it relies merely on the Euler-Lagrange equation
(10). The key is the following simple observation.

Lemma 3.4.5 ([23]). If X is an affine vector field on a Finsler manifold
(M, F) and v is a geodesic, then for all t and ty in the domain of v we have

XYE(3(t) = X"E(3(to)) + (t — to) X“E(3(t)).

This lemma is in fact a disguised special case of Exercise 5.4.3(c) from
[4], which states the following: if J is a Jacobi field along a geodesic ~y, then

95 (L, 7)(t) = g4(J (o), ¥(t0)) + (t — to)gs(J' (to), ¥(to)),

where J' is the covariant derivative of .J along v with respect to the Berwald
or the Chern derivative. However, it is easier to prove the lemma directly,
than from the quoted exercise.

Theorem 3.4.6 ([23]). Let (M, F) be a Finsler manifold, X an affine vector
field on M, and suppose that one of the following conditions holds:

(1) F o X is bounded, and (M, F) is complete;
(2) FoX and F o (—X) are bounded, and (M, F) is forward complete.
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Then X is a Killing vector field.
As a simple corollary we have

Theorem 3.4.7 (J.-I. Hano). Let (M, g) be a complete Riemannian man-
ifold, and X an affine vector field on M such that the function g(X,X) is
bounded. Then X is a Killing vector field.

Since compact Finsler manifolds are complete, we also have

Theorem 3.4.8 ([23]). An affine vector field on a compact Finsler manifold
is a Killing vector field.

The Riemannian version of the last theorem is due to K. Yano [52].

Another interesting result about the relation between affinites and iso-
metries is due to S. Kobayashi. He proved that the affinities and isometries
of a complete irreducible Riemannian manifold coincide, except for the 1-
dimensional Fuclidean space.

We propose a possible generalization of Kobayashi’s theorem to Finsler
manifolds, by replacing irreducibility with affine rigidity, defined as follows.
We say that a spray S for M is uniquely metrizable, if it is the canonical
spray of a Finsler function F for M, and if F is another Finsler function
whose canonical spray is also S, then on each component of M, F is a scalar
multiple of F' (in other words, d(F/F) = 0). We say that a Finsler manifold
(M, F) is affinely rigid, if its canonical spray S is uniquely metrizable. The
following result is a direct Finslerian analogue of [25, p. 242, Lemma 1].

Lemma 3.4.9. An affinity of a connected affinely rigid Finsler manifold is
a homothety.

Here by a homothety we mean a diffeomorphism ¢ satisfying F' o ¢, = cF
for some constant ¢. Since the only forward complete Finsler manifold admit-
ting homotheties that are not isometries are the Finsler vector spaces [29],
we have:

Corollary 3.4.10. The affinities and isometries of a connected forward com-
plete affinely rigid Finsler manifold coincide.

This generalization of Kobayashi’s theorem is not very efficient, as little
is known about affinely rigid Finsler manifolds. We continue with exploring
some sufficient conditions.
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Affinely rigid Finsler manifolds

Assume that (M, F') is connected Finsler manifold.

We may construct the holonomy group of a Finsler manifold, analogously
to that of a Riemannian manifold, using the parallel translation with respect
to the canonical connection (see 2.4). In this way, for a fixed p € M, we
obtain a subgroup Hol,, of the group of diffeomorphisms of j},M .

Proposition 3.5.1. If Hol, acts transitively on the unit sphere
U(Tp,M) := F_l({l}) NT,M,
then (M, F) is affinely rigid.

It is well-known that irreducible Riemannian manifolds are affinely ri-
gid. By Berger’s holonomy theorem [7, 36] there are irreducible Riemannian
manifolds whose holonomy groups are not transitive on the unit sphere. This
implies that the converse of Proposition 3.5.1 is not true, and the transitivity
of Hol,, should be replaced by a weaker condition.

To prepare the formulation of our results, we have to recall a few concepts
and results about singular distributions from [32]. Given a manifold M, we
denote by Xj,.(M) the set of vector fields that are defined only on an open
subset of M. Suppose that for each p € M we have selected a subspace &, of
TpM. Then the disjoint union & = | | ¢y &p is a singular distribution on M.
We denote by X¢ the set of (smooth) local vector fields in X;,.(M ), that take
values only in £. We say that a subset V of X¢ spans &, if at each p € M, &,
is the linear span of {X(p) € T,M | X € V}. (We agree that the linear span
of the empty set is {0}.) We say that £ is smooth if it is spanned by X¢.

An integral manifold of a smooth singular distribution £ on M is an
immersed submanifold i: N'— M such that i.(T,N) = &) forallp € N. It
turns out that these integral manifolds are actually initial submanifolds [32,
2.13], so we need not to specify the immersion i.

For a set W C Xj,.(M), S(WW) denotes the set of local vector fields of the
form

(Flffl 0---0 Flik)#}/?
where X1,..., X, Y e W, ke N.
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Let D" be the smooth singular distribution spanned by S(% iag)s Where

HTM is the horizontal subbundle corresponding to the canonical connection

of (M, F).
Lemma 3.5.2. With the introduced notation, D" C ker(dF).

Corollary 3.5.3. The Finsler function F is constant on the connected in-
tegral manifolds of D".

Proposition 3.5.5. If D" has dimension 2n —1 over a dense subset of 'f’M,
then (M, F) is affinely rigid.

Proposition 3.5.6. If U(TM) := F~1({1}) contains countably many max-
imal integral manifolds of D", then (M, F) is affinely rigid.

To summarize, from the results of this section, Lemma 3.4.9 and Corol-
lary 3.4.10 we obtain:

Theorem 3.5.7. Let (M, F) be a connected Finsler manifold satisfying any
of the following conditions:

(1) Hol, acts transitively on the unit sphere U(T,M) := F~*({1}) N T,M;
(2) D" has dimension 2n — 1 over a dense subset of TM;

(3) U(TM) := F~Y({1}) contains countably many mazimal integral mani-
folds of D".

Then any affine transformation of (M, F) is a homothety. If, in addition,
(M, F) is forward complete, then any affine transformation of it is an iso-
metry.

Some special cases of these results have been appeared in the literature.
J. Szenthe in [43] considered (in our terminology) the singular distribution
spanned by the vector fields v[£,n] where &, € X,.;,,. He proved that if
it is a distribution and its rank is n — 1, then any affine transformation is a
homothety. This is a special case of our result, because S(X,,,,) is closed
under Lie brackets by [32, 3.27 Lemma], and the dimension of D" is 2n — 1 if
and only if the dimension of vD" is n— 1. In [17], the authors considered the
singular distribution spanned by all the successive Lie brackets of the vector
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fields in X, ,,, and assumed that it is a distribution. They have found a
connection between the codimension of this distribution and the maximal
number of functionally independent Finsler functions that have the same
canonical spray as F'. As a special case, they obtained that if the codimension
is 1, then the canonical spray is uniquely metrizable. Our Proposition 3.5.5
is a generalization of this result, because we allow the distribution to be
singular, and it is also larger, thus it has a better chance to have the maximal
dimension 2n — 1 (almost) everywhere.
The following converse of Proposition 3.5.5 is quite tempting:

If the dimension of D" is less than 2n — 1 on an open subset of
TM, then (M, F) is not affinely rigid.

If D" has a nonmaximal dimension on an open subset, it can have (un-
countably) many integral manifolds, which forces less rigidity on the Finsler
functions that metrize the canonical spray. However, even if a smooth sin-
gular distribution has nonmaximal dimension on an open subset, it can still
uniquely determine the continuous functions that are constant on the integral
manifolds. For example, there is a smooth singular distribution on R? (en-
dowed with the canonical coordinate system (z,y)) whose maximal integral
manifolds are

(a) the half-planes given by the inequalities y < 0 and y > 1;

(b) the ‘vertical’ line segment {(zg,y) € R? | 0 < y < 1}, for each xg € R;
(c) each point of the straight lines given by y = 0 and y = 1.

It is easy to see that the only continuous functions that are constant on each

of these integral manifolds are the constant functions. However, we do not
know whether a similar configuration can occur or not in the case of D".

Finsler manifolds with many Killing vector fields

Let (M, F) be a Finsler manifold. A local parallelization P over an open
subset of M is called a Killing parallelization if it is the R-linear span of
Killing vector fields.
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We say that a Finsler manifold (M, F) has the Killing property (cf. [51]),
if each point in M has an open neighbourhood that admits a Killing paral-
lelization. We say that (M, F') has the constant Killing property if it has the
Killing property, and the Killing parallelizations are also compatible with F'.

These concepts were motivated by the paper [12] where the authors ex-
amined Riemannian manifolds which admit local orthonormal frame fields
consisting of Killing vector fields. Finsler manifolds with constant Killing
property are direct generalizations of these Riemannian manifolds. We give
simple proofs for the following two theorems.

Theorem 3.6.1. A Finsler manifold with Killing property is a generalized
Berwald manifold.

Theorem 3.6.2. A Finsler manifold with constant Killing property is a Ber-
wald manifold.

We note that the last result is a generalization of a corollary of Theorems
3.21 and 3.22 in [1].
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