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1 Purpose

The purpose of this Ph.D. thesis was to determine the ground state of a one-
dimensional electron system for arbitrary charge density in the framework of
the charged massive Schwinger model and to give a detailed analysis of the
structure of the ground state.

The periodic structure is quite familiar in solid state physics, the classical
example is that the crystals have periodic build-up and it is well-known that
the free low density electron gas also has periodic layout (Wigner crystal).
In quantum field theory the models are usually treated by perturbation
expansion and it is typically assumed that the ground state of the system is
homogeneous, structureless. However there are indications in the literature
that the ground state may be inhomogeneous for certain models. For
example the exact treatment of the interaction of electrons with the classical
external field introduces infinitely many non-renormalizable, i.e. irrelevant
vertices which may support a non-trivial periodic ground state!. Furthermore
an inhomogeneous condensate appears in QCD, in the large N, limit at
high fermion densities>. This result motivated the search for periodic
structure in low-dimensional field theoretical models. These models have
little importance for the real world and can be regarded as simple toy models
in quantum field theory owing to their simplicity, but their investigation
usually can be carried out without approximations. It was found that the
Gross-Neveu and the t’Hooft models exhibit periodic baryon density in the
ground state®. The charged massive Schwinger model is not solvable exactly.
In the framework of the bosonized version of the model simple analytic
arguments lead to the result that the charged massive Schwinger model also
have inhomogenous, periodic ground state for a certain regime of the charge
density*. The Ph.D. thesis gives a systematic numerical search for the ground

state in the bosonized model throughout any value of the charge density. The
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thesis also complements the investigation of the model by determination of

the ground state in terms of the original, fermionic degrees of freedom.

2 Methods

The ground state for the massive Schwinger model has been determined in
the presence of homogeneous external charge density. The energy density of
the ground state has been calculated numerically in the bosonized version of
the model as well as in terms of the original degrees of freedom of QED by
variational methods. The scalar field configuration and the charge density of
the ground state for the bosonized model have been obtained by minimizing
the tree-level energy in the presence of static, homogeneous external charge
density. The minimization was performed by the conjugate gradient method.
In the fermionic approach the finite charge density was realized by the
introduction of the chemical potential. The energy of the ground state has
been determined as the two-loop expectation value of the 7% component
of the energy-momentum tensor in the presence of a periodic photon
condensate. The interaction of the fermions with the photon condensate
was treated non-perturbatively using the exact fermion propagator in the
periodic background potential. Using the collective coordinate method we
have determined the energy density as the function of the amplitude and
the wavelength of a sinusoidal photon condensate. The numerical search for
its minimum has provided the vacuum. We complemented our numerical
investigations with analytic calculations at the one-loop order for large

densities.

3 Results

Our results can be summarized in the following points:

1. The massive sine-Gordon model was investigated in the presence of

static homogeneous external charge density at zero temperature [R6].



The ground state was determined numerically by minimizing the tree-

level expression of the energy by the conjugate gradient method.

(a) The energy minimum for vanishing external charge density was

found for the identically vanishing field configuration, as expected.

(b) For small external charge density the system of finite size shows
up a phase with partial screening of the external charge density.

This phase disappears in the thermodynamic limit.

(c) The system exhibits a single periodic phase in the thermodynamic
limit for arbitrary charge densities. The periodic structure built
up in the ground state has decreasing amplitude and wavelength
with increasing charge density due to the periodic non-linearity of

the classical field equation for the boson field.

(d) In the ground state the homogeneous external charge density is
neutralized in average by the periodic induced charge density. The
wavelength of the periodic structure is found to be equal to the
‘specific volume’ of the external charges that reflects the complete
screening of a test charge being integer multiple of the electron

charge.

(e) At large charge densities, where the numerics fails to give reliable
results, it was confirmed by analytic calculations that the ground
state keeps its periodic structure for arbitrarily large values of the

charge density.

2. By diagonalizing numerically the Dirac Hamiltonian in presence of
a static, periodic external field, we determined the relativistic one-
particle fermionic spectrum [R4] and found a band structure rather
similar to that for the non-relativistic case. For undercritical fields,
when the amplitude of the background potential is smaller than the
electron mass, the mass gap around zero energy separates the infinite
towers of bands above and below this gap. For overcritical fields, when

the amplitude exceeds the electron mass the two towers of the bands



start to overlap, the mass gap vanishes, and opens the way for electron-

positron pair-creation.

. We applied the collective coordinate method in order to define the
generator functional of Green functions for QED in a background
field in a consistent method [R1, R4], where one integrates over
electromagnetic field configurations which are orthogonal to the
background field.

With this method after integrating out the fermion fields we determined
the one-loop effective action of the effective photon theory in the static,
homogeneous background field, and showed that it has a maximum,
which signals an instability in this approximation [R4]. We could
identify this instability as the relativistic analogue of the Peierls

instability.

The one-loop photon polarization function has been determined
numerically [R2, R3, R5| for the homogeneous, free relativistic electron
system with finite chemical potential ey > m for zero energy transfer,
e and m are the electric charge and the rest mass of the electron,
respectively. We showed that just as in the non-relativistic case, the
real part of the one-loop polarization function is singular and the
singularities are at the momenta ¢; = 2k, with the Fermi momentum
kr. Therefore the one-dimensional relativistic electron system is also
unstable against static periodic electromagnetic perturbations of the
momentum ¢; = +2kp in its normal ground state and with switched-

off electron-electron interaction for any values of the chemical potential.

. We also determined the one-loop photon polarization function in the
presence of a static, periodic external electric field for zero energy
transfer [R6]. The electron system in a static, periodic external
electric field is also unstable against periodic, static fluctuations of the
momentum ¢; = £2kp if the Fermi-level is positioned in an allowed
band. However when the Fermi-level lies in a forbidden band then

the value of the polarization function remains finite for any photon



momentum ¢y, so a periodic ground state could be stable. A gap can be
created by an infitesimally small amplitude of the periodic background

field, and results in stability of the relativistic electron system.

. For not too large charge densities the numerical search for the minimum
of the two-loop energy in the framework of QED versus the parameters
of the static, periodic electric background field verified reliably once
again [R6] that the ground state is periodic. The general trends in the
charge-density dependence of the amplitude and that of the wavelength
of the periodic structure are in agreement with those found in the
framework of the bosonized model.

Again, a straightforward perturbation expansion enables us to extrapo-
late the existence of the periodic ground state to arbitrarily large charge
densities, at least in the one-loop order.

Summarizing, in this Ph.D. thesis it is achieved a better understand-

ing of the existence and structure of the periodic ground state of

the massive Schwinger model in the presence of static, homoge-

neous external charge density.
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4. Célkitilizés

Célom az, hogy meghatdrozzam az egydimenziés elektronrendszer alapélla-
potat, tetszbleges kiils6 homogén toltéssiliriiség esetén a tomeges Schwinger-
modell keretében, és az alapallapot szerkezetének részletes leirasat adjam.
Periodikus struktira gyakran jelenik meg a szildrdtestfizikdban, ennek
klasszikus példaja a kristalyos anyagok periodikus szerkezete. Emellett
régéta ismert, hogy a kis stliriiségii szabad elektrongaz szintén periodikus
struktirat mutat (Wigner-kristdly). Kvantumtérelméleti modellek esetében
is feltehet6 a kérdés, hogy az alapdllapota periodikus szerkezetii-e. Ameny-
nyiben a modellt perturbativ médon kezeljiik, dltalaban feltessziik, hogy a
fizikai rendszer alapdllapota homogén, szerkezet nélkiili. Vannak azonban
olyan nem-perturbativ médon kapott eredmények, amelyek azt mutatjak,
hogy bizonyos modellekben az alapallapot inhomogén. Példaul, ha egy
elektronrendszer kiilsé térrel valé kolcsonhatasat nem-perturbativ modon,
egzaktul vessziik figyelembe, akkor az végtelen sok nem-renormalhatd,
irrelevans kolcsonhatdsi tagot general a modell Lagrange-fiiggvényébe, és
ezek ereményezhetnek periodikus alapédllapotot®. Inhomogén alapéllapot
alakul ki a négydimenziés kvantumszindinamikiban is nagy bariontoltések
esetén, ha nagyon sokféle szintoltés 1étezését feltételezziik®. A periodikus
struktira kialakuldsanak megvilagitasara alacsony dimenziés térelméleti
modellekben kezdték el tanulmanyozni az alapallapotot. Ezek a modellek
ugyan nem alkalmasak konkrét fizikai rendszerek kozvetlen leirasara, viszont
elég egyszeriiek, és gyakran kozelités nélkiil megoldhatéak. Azt talaltak,
hogy a Gross-Neveu- és a 't Hooft-modell szintén periodikus alapéllapottal
rendelkezik”. A toltott tomeges Schwinger-modell nem oldhaté meg egzakt
moédon. A modell bozonizdlt valtozatanak keretében egyszerii analitikus
megfontolasokbdl jutottak arra a kovetkeztetésre, hogy meghatarozott

toltéssiiriiség-tartoményban az alapdllapot inhomogén, periodikus®. A
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dolgozatom ezt az eredményt vizsgalja numerikus eszkozokkel, és egésziti ki
tetszoleges toltéssiirliségre. A vizsgdlatom annyiban is tobbletet hordoz az
irodalomban ismert eddigi eredményekhez képest, hogy a toltott tomeges
Schwinger-modell alapallapotat a modell eredeti megfogalmazasaban, a

fermionikus szabadséagi fokok hasznalatanal maradva is meghataroztam.

5. Vizsgalati mdédszerek

A tomeges Schwinger-modell alapallapotat hatdroztam meg kiilsé, homogén
toltéssliriiség jelenlétében. Az alapallapot energiasiirtiségét numerikusan
szamoltam ki részben az eredetivel ekvivalens bozonikus modellben, masrészt
az eredeti, fermionikus szabadsagi fokok segitségével. El6szor a bozonikus
modellben a sztatikus térkonfigurdacidék kozott kerestem meg az alapallapoti
térkonfiguraciot rogzitett kiilso toltés jelenlétében, mint a fagraf-kozelitésben
szamolt energiafunkciondl minimumhelyét. A numerikus minimalizaldshoz
konjugélt gradiens mddszert hasznaltam. A fermionikus szamolds sordn a
véges toltéssliriiséget véges kémiai potencidl segitségével vezettem be. A
fermionikus modellben az alapallapotot ligy kerestem meg, hogy a kéthurok-
kozelitésben, numerikusan szamolt energidt minimalizaltam a 1étrejovo pe-
riodikus, elektrosztatikus tér amplitiddja és hulldimszama fiiggvényében.
Az elektronok periodikus hattértérrel valé kolcsonhatdasat nem-perturbativ
modon vettem figyelembe gy, hogy a szdmolds soran a periodikus po-
tencidl jelenlétében szamolt egzakt fermionpropagatort hasznaltam. Nagy
stirliségekre egyhurok-kozelitésben végzett analitikus szdmolassal hataroztam

meg az alapallapotot.
6. Eredmények

Kutatdsaim eredményeit az alabbi pontokban foglalom Gssze:

1. A tomeges sine-Gordon-modellt vizsgaltam hattértoltés jelenlétében
zérus hémérsékleten [R6]. Az alapéllapoti térkonfiguraciét az energia-

funkciondl fagraf-kozelitésben szamolt kifejezésének minimalizaldsdval



hatdroztam meg, konjugalt gradiens moédszerrel. Ez a kovetkezo

eredményeket adta:

(a) Zérus toltéssiirliség esetén az energia minimumdt az azonosan
zérus térkonfigurdcional taldltam meg, a varakozasnak megfele-

18en.

(b) Kis toltésslirtiség esetén a véges méretii rendszer alapallapotdban
a kiils6 homogén toltésstiriiség csak részlegesen van ledrnyékolva.
Megmutattam, hogy a termodinamikai hataresetben ez a részleges

ledrnyékolassal jellemzett fazis eltiinik.

¢) Termodinamikai hatdaresetben egyetlen, periodikus toltésstiriség-
g g

gel jellemezhet6 fazist talalunk minden toltéstirtiségre. A kialakult
periodikus szerkezet amplitiddja és hullamhossza csokken a

toltéssiirliség novelésével.

(d) A periodikus alapallapotban a homogén hattértoltést teljesen
learnyékolja az indukalt toltésstiriiség. A periodikus alapéllapot
hullamhossza egyenld a kiilso toltés fajtérfogataval. Ez azt jelenti,
hogy a rendszerbe helyezett probatoltés teljesen learnyékolédik, ha

a probatoltés az elektrontoltésnek egész szamu tobbszordse.

2. Sztatikus, periodikus potencial jelenlétében numerikusan megoldot-
tam a kétdimenziés téridoben a Dirac-egyenletet, meghataroztam a
fermionok egyrészecskés spektrumat és az energia-sajatallapotokhoz
tartozé Dirac-spinorokat [R4]. A diszperziés relacié savszerkezetet mu-
tat ugyanugy, mint nem-relativisztikus esetben. Ha a periodikus tér
amplitidéja kisebb, mint az elektrontomeg, akkor a zérus energia koril
kialakulé energiarés szétvalasztja a pozitiv- és a negativfrekvencias
egyrészecskés energidkat. Ellenkez0 esetben a rés eltlinik, és a
pozitiv- és negativirekvencids egyrészecskés energidk atlapolnak, ekkor

elektron-pozitron parképzodés torténhet.

3. A kollektiv koordinatdk moddszerével konzisztens moédon definidltam
a Green-fiiggvények generdlé funkciondljat elektrosztatikus hattértér

jelenlétében.



Ennek segitségével meghataroztam az effektiv hatast egyhurok-koze-
litésben homogén kiilsé elektrosztatikus tér jelenlétében és megmu-
tattam, hogy annak maximuma van, ami instabilitast jelez ebben a
kozelitésben [R4]. A kapott instabilitds a Peierls-féle instabilitds rela-

tivisztikus analégidjanak tekintheto.

Homogén, relativisztikus elektronrendszerre meghatdroztam a po-
larizacids fiiggvényt egyhurok-kozelitésben, véges kémiai potencidl je-
lenlétében, zérus energiadtaddsnal [R2, R3, R5]. Megmutattam, hogy
annak valds része szinguldris a ¢; = +2kp impulzusokndl (kr a Fermi-
impulzus), ami azt jelenti, hogy az egydimenzids elektronrendszer
normal alapallapota instabil a ¢; = £2kpr impulzusu sztatikus peri-

odikus elektromagneses perturbaciéval szemben.

. Kiilsé, periodikus elektrosztatikus tér jelenlétében szintén meghataroz-
tam az elektronrendszer polarizacios fliggvényét egyhurok-kozelitésben,
zérus energiadtadasndl [R6]. Az elektronrendszer tovabbra is insta-
bil ¢z = +2kpr impulzusi sztatikus periodikus elektromagneses per-
turbaciéval szemben, ha a Fermi-szint egy megengedett savban van.
Ha azonban a Fermi-szint tiltott savba esik, akkor a polarizaciés fiigg-

vény véges, ebben az esetben a periodikus alapallapot stabilla valhat.

. Numerikusan megkeresve a kéthurok-kozelitésben szamolt energia mi-
nimumat a sztatikus periodikus elektromos hattértér paramétereinek
figgvényében, a bozonikus szdmolds eredményeivel egybehangzdan
azt taldltam, hogy a periodikus szerkezetli alapallapot energetikailag
kedvezobb, mint a homogén. A kialakult periodikus szerkezet
amplitidéja és hullamszama, a bozonikus esethez hasonléan, csokken
a toltéssliriiség novelésével. Ezért a numerikus eredmény kis toltéssii-

riiségnél megbizhatd.

Nagy toltésstirtiségeknél a perturbaciés sorfejtéssel analitikusan egy-
hurok-kozelitésben kapott eredmények azt mutatjik, hogy ebben a
stirliségtartomanyban is a periodikus alapdllapot az energetikailag
kedvez6bb.
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Osszefoglalva, a doktori dolgozatomban t3bb oldalrél is aldtdmasztot-
tam, hogy a toltott tomeges Schwinger-modellben az alapallapot
periodikus, és a periodikus szerkezet jobb megértését segito
eredményeket szolgaltattam.
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