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1 TEMAVALASZTAS INDOKLASA

1. Témavalasztas indoklasa

A szakdolgozat a Debreceni Egyetem Informatikai Kar matematika — informatika
tanar szakan késziilt. A témavalasztas soran igyekeztem olyan témakort meghatarozni,
mely 0tvozi a matematikai és informatikai ismereteket a tandri hivatas kihivasaival. fgy
dolgozatom témajaul a hozzam legkozelebb 4ll6 matematikai tudomanyagat, a geometriat
valasztottam, mely kutatasaban és oktatdsaban rejlo informatikai lehetéségeket ismertetem.
E témakor atfogo tulajdonsaga miatt csak egy kis szeletét tudom a szakdolgozat keretein
beliil bemutatni.

A gorbeelmélet a geometria és a differencidlgeometria egyik lényeges és fontos aga,
mely tanulméanyozasat korabban is végeztem a Debreceni Egyetem Tehetséggondozd Pro-
gramjanak keretén beliil, késobb pedig kiemelt 6sztondij révén. fgy egyértelmiivé valt
szamomra, hogy éppen e témat dolgozzam fel szakdolgozatomban.

A piacon megtalalhaté kiilonbozé matematikai irdnyvonali programcsomagok kozil
a két legjelentosebbet és talan a legelterjedtebbet valasztottam ki, melyek a Maple és a
Mathematica alkalmazéasok.

Szakdolgozatomban szot ejtek a gorbeelmélet alapfogalmairdl, ezek megvalédsitasarol
a szamitogép segitségével, valamint bemutatom az altalam hasznalt két program miikodési
elvét, a benniik rejlo lehetdségek egy részét.

Az informatika vildga nem csak a kutatasi teriileteken hodit teret, hanem egyre
inkabb a kozoktatas részesévé valik. Ebbol kifolydlag targyalom a szamitogép és az iskola
viszonyat, valamint a gépek matematika oran beliil torténd alkalmazasait — kiilonos fi-
gyelmet forditva a geometriai lehetéségekre. Figyelembe vettem, hogy olyan program fel-
hasznalhatésagat és felhasznalasat mutassam be, mely ingyenesen is elérhet6 mind tanar,
mind didk szamara. fgy valasztasom a GeoGebra alkalmazésra esett.

Szeretném, ha e mi segitséget nyujtana a gorbeelmétet alapjainak tisztazasaban,
az informatikai lehetOségek kihasznalasdaban és a szamitogép oktatasi eszkozként vald

hasznalataban mindazok szamara, akik e témaval foglalkozni kivannak.
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2. ElOismeretek

2.1. Maple
2.1.1. Torténet

A Maple sz6 eredeti jelentése juharlevél. Ezt a rendszert 1980-ban kezdték el fejlesz-
teni a kanadai Waterloo Egyetemen. Palyafutasa alatt a vilag egyik legfejlettebb altaldnos
céli matematikai rendszerévé fejlodott. 1988-ban megalakult a Waterloo Maple tarsasag,
mely kereskedelmi forgalomba helyezte a szoftvert. fgy tobb egyetem is bekapcsolodott
a fejlesztésbe. 1990-ben jelent meg el6szor grafikus felhasznaldi feliilettel, mely Windows
alatt futott. Ez volt a Maple 6todik verzidja. 2003-ban megjelend kilences verzidé Java
alapi alkalamzas lett. A 2005-0s Maple 10 hasznalja el6szor a dokumentum modot. A
2007-ben megjelend 11-es verzid kiilonbozé eszkozoket haszndl a minél eredményesebb
feladatvégzéshez.

A jelenlegi legfrisebb, Maple 12 konnyen kezelheto grafikus feliilettel rendelkezik.
Tobb beépitett eljarast implementéltak a fejleszték a matematika szinte minden teriiletén.
fgy alkalmassa valt a numerikus szamitasok, gyors és konnyt elvégzésétol a latvanyos,

osszetett abrak elkészitéséig a matematikai problémdak megoldasara.

2.1.2. Hasznalat

A Maple egy hatékony matematikai program, melynek segitségével algebrai és for-
malis matematiaki miiveletek végezhetok. Tovabbéa képes numerikus analizis feladatok
elvégzésére és az eredmények sokoldalu grafikus megjelenitésére. A munkafeliileten szoveg,
matematikai kifejezések és grafikus abrak szerepelhetnek.A Maple nagy el6nye, hogy képes
formalis szamitasok elvégzésére. A program kiilonbséget tesz kis és nagybetiik kozott.

Egy-egy Maple parancsot a > prompt utdan adhatunk ki. Ervényesitésére az Enter
billentyt szolgal. Abban az esetben, ha csak 1j sort szeretnénk kezdeni, hasznéljuk a
Shift + Enter billentytikombinaciot. Egy parancs lezarasa kétféleképpen torténhet: a
pontosvesszé (;) hatdsara az eredmény megjelenik a képerny6n, mig a kettdspont (:) esetén
nem. FElhelyezhetiink a parancsokban megjegyzéseket is. Erre a # biztosit lehetoséget.
Ekkor a jel utan beirt adott sorban 1évé széveget a program figyelmen kiviil hagyja.

Egy 1j dokumentum megnyitasa utan célszerli a restart parancsot hasznalni. Ha-
tasara az eddig meglévo Osszes eredmény torlésre kertil.

A program egyarant képes formalis és numerikus aritmetikai megjelenitésre is.
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Az értékadas jele a :=. Ne keverjiik 6ssze az egyenldségjellel (=), hiszen ez utébbi
példaul egyenletek megadasara, illetve logikai egyenléség eldontésére szolgal.

Lehet6ség van a korabban elkészitett kimenetek 1jbdli felhaszndlasara. Ha ez az
eredmény nem tul régi, akkor a % jellel tudunk r& hivatkozni. Tehat, ha az eléz6
eredményre van sziikségiink, akkor a %-ot, ha kett6vel korabbira, akkor a %%-ot hasznaljuk.
Mindez csak 3 db % jelig teheté meg. Ha ennél koréabbi eredményre vagyunk kivéncsiak,
akkor a Ctr+L billentytikombinacié hatasara megjelené parbeszédpanelt hasznaljuk.

A Maple lehetOséget biztosit szimbdlikus egyszerisitésre, mely nagyon hasznos. A
simplify eljaras ezt valdsitja meg, melyet a dolgozat folyaméan tobbszor is hasznalok. A
fiiggvények argumentumait kerek zaréjelek kozé kell tenni. Ugyanis a kiilonozé zéardjel-
fajtdk eltérd jelentéssel birnak a Maple szamara. A szogletes([ |) zardjel listdk definidldséra
szolgél, mig a () par altal vektorokat hozhatunk létre.

A konnyebb adatbevitelt a grafikus feliilet teszi lehetové. Tobb panel is megje-
lenithetd, melyek tartalmazzak a szokdsos matematikai operatorokat és tobb hasznos jelet
is.

A Maple program tobb csomagot is tartalmaz, melyekben kiilonboz6 tipusu fliggvényeket,
eljarasokat implementaltak. Ezek hasznélata csak a betoltésiik utan kezdheto el. Egy
alapértelmezetten nem betoltott program aktivalasa a with(csomagnév) paranccsal

torténik. Ezen alapveto ismeretek birtokdban mar kezelheté a program.

I #Maple 12 - Untitled (1) - [Server 1] =10 x|
File Edit Yiew Insert Format 70 aing i rearshect Tooks Window  Help
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1. abra. A Maple 12 feliilete



2 ELOISMERETEK

2.2. Mathematica
2.2.1. Torténet

Stephen Wolfram 1979 és 1981 kozott alkotta meg az SMP-t (Symbolic Manipula-
tion Program), mely az elsé modern szamitgépes algebrai rendszer volt. Ez tekintheté a
késébbi Mathematica elédjének. 1983 - 1988-as id6szakban Wolfram kifejlesztette a Math-
ematica els6 verzidjat. Ez egy egyszerii rendszer volt, mely tobb specifikus probléma
megoldasara késziilt. Az 1991-ben megjelen6 mésodik verzié mar tobb beépitett fiigg-
vényt tartalmazott. A harmadik verzié — mely 1996-ban jelent meg — tartalmazott in-
teraktiv feliiletet és exportalasl lehetdséget biztositott HTML formaba is. 1999-ben pi-
acra dobott negyedik verziéban a numerikus szamitasok elvégzése jelentésen gyorsabba
és hatékonyabbd valt. Fejlodott a kiilonbozé dokumentumtipusok tamogatésa terén.
Boviilt a beépitett fliggvények listaja. 2003-ban a Mathematica 6todik verzidjanak mo-
torja sokat fejlodott és 1j funkcidkkal boviilt, példaul differencial-egyenletek numerikus
megoldasara is képessé valt. 2007-ben a hatos verzi6 keriilt bevezetésre, melynek a bels6
felépitését teljesen tjratervezték a nagyobb teljesitmény elérése céljabol. Novekedett a fel-
hasznalobaratsag, jobbd valt a megjelenités és az adatok atvétele maS alkalmazasokbol.

A leguijabb, hetedik verzdja jelentos feljesztéseket tartalmaz a digitélis képfeldolgozés

teriiletén, illetve a fejlesztok komoly hangsilyt fektettek a parhuzamos feldolgozasra.

2.2.2. Hasznalat

A Mathematica interaktiv, parancssoros kezelofeliiletii szoftver.

Az els6 parancs beirdsa utdn megjelenik a jellegzetes Mathematica prompt: In[l] :=.
Egy parancs érvényesitése a Shift+FEnter billentylikombinacidval érhetd el. Ha a bevitel
tobb sort foglal el, akkor 1j sort az Enter billentyt lenyomésaval kezdhetiink. A program
kiilonbséget tesz kis- és nagybetiik kozott.

Ha korébbi parancs eredményére akarunk hivatkozni, akkor haszndlhaté a % jel.
Minél tobb jelet hasznalunk, annél korabbi eredményére hivatkozunk. Egy id6 utan vis-
zont bonyolultta valhat ez a fajta irdsmod. Ilyenkor kihasznalhatjuk, hogy a Mathematica
nem csak a bemenetet, hanem a kinetet is szdmozza. Ha a harmadik eredményre vagyunk
kivéancsiak — fiiggetleniil attél, hogy az milyen ,,;messze” van — akkor a Out[3] hivatkozast
hasznaljuk.

Fiiggvények, parancsok argumentumlistajat mindig szogletes zaréjel hatarolja. A
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kerek zardjeleknek elkiilonito, prioritasjelzd szerepiik van, mig a kapcsos zardjelek listak
létrehozéasat szolgéljak.

Az egyargumentumi parancsok esetében a Parancs[kifejezés] helyett ekvivalens mé-
don irhaté a kifejezés// Parancs alak is. A dolgozat soran ezt az frasmédot a Simplify
parancs esetén tobbszor is alkalmazom. Ezzel lehet6ségem van kifejezések egyszertisitésére.

Uj munkafolyamat kezdésekor hasznos, ha az Osszes valtozé tartalmat kitoroljik,
mely a ClearAll[valtozonév] segitségével valdsithaté meg.

A Mathematica kétféle egyenléséget kiilonboztet meg. Az egyik, a definiald, értékado
egyenldség (= vagy :=), a masik két kifejezés egyenldségét vizsgélja (==).

Mindezek ismeretében a Mathematica konnyen kezelheto.

= Wolfram Mathematica 7.0 - [Untitled-1] -[O] x|
Eile Edit Insert Format Cell Graphics Ewaluation Palettes Window Help

EaUntitled-1 =l
| .

100% ~

2. dbra. A Mathematica 7 feliilete
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2.3. A valds n-dimenzios Euklideszi tér

Definicié: A valds n-dimenzids euklideszi tér (R™) az Osszes rendezett valés szam n-esek

halmaza barmely pozitiv egész n esetén.
R™ = {(x1, 29, -+ , ) | z; valds szdmok ¢ = 1,--+ ,n}

R™ elemeit vekoroknak nevezzik.

R2-et euklideszi sfknak, R? pedig euklideszi térnek nevezziik.

Definicié: Legyenek p = (p1,--+ ,pn) ésq = (qi1,- -+, ¢.) R"-beli vektorok, A pedig valds

szam. Ekkor
a két vektor dsszege: p+q = (p1 + pa,- -+ ,Pn + ) € R",

p sklaldrral vald szorzdsa: A\p = (Ap1,- -+, A\p,) € R™,

két vektor skaldris, vagy belsd szorzata: p-q = Zpi -q; €R,

i=1

p vektor hossza, vagy més néven normdja: ||p|| = /P - P,

P9 h<a<n,

két, nem 0 hosszisdgu vektor szogének koszunisza: cosa = —H Mol ~ ==
Pl 14

két vektor tdvolsdga: d(p,q) = ||p — qll-

Tétel: (A skaldris szorzat tulajdonsagai)

R™ barmely x,y,z elemei és barmely A\ valos szam esetén
(i) (x+y)-z=%x-z+Yy-z,
(i) (Ax) -y =Ax-y),
(iii.) x-y =y - X, azaz a bels6 szorzat szimmetrikus,
(iv.) x-x >0,
(v.) x-x =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x = 0.

10
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Tétel: (A norma tulajdonsigai)

R"™ barmely x,y elemei és barmely \ valés szam esetén
(i) ][ =0,
(ii.) ||x|| = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x = 0,
(iii.) [IAx]] = [A[ ][],

(ive) [lx+yll < lix]f + [lyll

Tétel: (Cauchy — Bunyakovszkij — Schwarz — egyenl6tlenség)

Az R" tér barmely x,y elemei esetén

-y < il flyll-

Egyenloség pontosan akkor all fenn, ha x és y linearisan fiiggdk.

Definicié: Legyenek p = (p1,p2,p3) és q = (q1, qo,q3) R3-beli vektorok és (ey, e, e3)

pozitiv irdnyitasi ortonormalt béazis. Ekkor a és b vektorok vektoridlis szorzata

€1 €2 €3

P2 P3 p1 P3 p1 P2
axb=|p p p3|= e — 2+ es,
42 g3 q1 g3 q1 g2
q1 Q92 Qg3
ahol
bi Dj
= Piqj — 4ip;-
q; qj

11
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Tétel: (A vektoridlis szorzat tulajdonsagai)

Barmely a,b és ¢ € R? és \ valés szdm esetén a vektoridlis szorzat
(i) antiszimmetrikus a x b = —(b x a),
(ii) homogén (Aa) x b = A(a x b),

(iii) additiv (a+b)xc=axc+b xc.

Tétel: (Kifejtési tétel)

Barmely a, b és ¢ € R? vektorok esetén

(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a é ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Tétel: (Jacobi azonossig)

Barmely a, b és ¢ € R3 vektor esetén

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0

Definicié: R? komplex struktirdja egy linedris leképezés, J : R? — R?

J(p1,p2) = (—p2; p1).

12
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3. A gorbék értelmezése és megjelenitése

Egy gorbét tobbféleképpen értemezhetiink, igy tobb megadasi moédja is létezik.
Alapvetéen két, egymastdl szemléletmodban eltéré megfogalmazasa ismeretes. Az egyik
a paraméterrel hatarozza meg a gorbét, a masik implicit médon értelmezi azt. Ebben a
fejezetben kitérek még a polarkoordinatakkal torténd lefrasra is.

Elséként vizsgéljuk meg, hogyan torténik a fliggvény-abrazolds a Maple illetve a

Mathematica programcsomagok segitségével.

3.1. Fiuggvényabrazolas

A valés szamokat valds szamokba képezé fliggvények abrazoldasara hasonlé nevi
eljaras szolgdl mindkét program esetén.

A megjelenités szempontjabol fontos kérdés a zérushelyek ismerete, hiszen a fiigg-
vények ezen helyeken tobb érdekességet mutatnak. Az adott fiiggvény zérushelyei koziil
kivalasztva a legnagyobb és legkisebb értéket megkapjuk az abrazolandé intervallumot.

Ezutan mar csak a tényleges kirajzolas van hatra.

Maple
Tekintsiik a kovetkez6 fiiggvényt:

f(z) = 4a* + 42 — 132° — T2 + 8,

melyet vegyiink fel egy f nevii valtozoba.
> fi=dx* + 423 — 1322 — Tz + 8
A zérushelyeket tigy kapjuk meg, hogy megoldjuk a 4a* + 42® — 1322 — 72 +8 =0

egyenletet. A Maple segitségével ez konnyen megtehetd. Hasznéljuk a solve parancsot.

solve(egyenlet, ismeretlen)

A parancs els6é argumentuma egy egyenlet, melynek megoldasat keressiik, masodik
paraméterben jelezziik az ismeretlent. A mi példankban egyértelmii, hogy az x értékére
vagyunk kivancsiak. Tobb paraméterrel ellatott egyenlet esetén ez nem mindig van igy,
ezért jelezni kell a program szamaéra, mit is kértink téle. A solve els6é paramétere lehet
egy egyenlet, pl.: 2* — 5z + 3 = 2, vagy pedig egy kifejezés is, ebben az esetben a Maple
a kifejezés = 0 egyenletet tekinti megoldandonak.

13
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> solve(f,x)

Meghatarozzuk a megoldasok koziil a legkisebbet és a legnagyobbat, melyet a max illetve
min eljarasokkal tehetiink meg.

> a:=min(%)
> b:=max(%)

A kirajzolés a plot rajzold eljarassal torténik.

plot (f, x = a..b, opcidk)

Lathaté, hogy a plotnak tobbféle paraméterlistaja van. Elsé argumentuma az abra-
zolando fiiggvényt takarja, mely xz-nek fiiggvénye, masodikként megadhato az x tengely
menti intervallum, melyen meg szeretnénk jeleniteni a fliggvényt. Ha sziikséges, ugyanez
megteheto az y tengely méreteire vonatkozoan is. A plot parancs tobbféle opcidja koziil
talan a legfontosabb, a scaling = constrained beallitasi lehetéség, mely biztositja a
tengelyek azonos skaldzasat. Ezen kiviil lehet6ség van az abrazolt fliggvények szinének

megaddsdra (pl.: color = blue) és a létrejové abranak cimet is adhatunk (pl.: title
"Fiigguénydbrdzolds’).

Jelenitsiik meg az dbrazolni kivant fiiggvényt a kovetkezé parancscsal:

> plot(f,z = a — 0.4..b + 0.4,title="Fiigguénydbrdzolds’)

3. dbra. f(z)=a'—5x+3 =2

Tobbféle bedllitas is megteheté a Maple grafikus feliiletének felhasznalasaval. A plot

parancs eredményeképpen 1étrejott objektum utoélag is modosithatd, ehhez legegyszertibb

14
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a helyi ment hasznalata. Itt példaul beallithatjuk a tengelyek elhelyezkedését, skalazasat,
méretét, modosithatjuk a szineket, létrehozhatunk jelmagyarazatot, médosithatjuk az
abra cimét. Ha sziikséges, exportalhatjuk képként is az objektumot, hogy esetleg mas
alkalmazédsokban kés6bb felhasznaljuk.

Tobbszor elofordul, hogy egy koordinatarendszerben szeretnénk tobb fliggvényt ab-
razolni. Ez konnyen megtehet6 a Maple plot eljarasanak segitségével. Legyen a két

abrézolandé fliggvényiink neve g és h, x € [a,b]. Ekkor a plot alakja a kdvetkezo:

plot ({g,h}, x = a..b, opcidk)

Lathaté, hogy a plot utasitas elsé paramétere egy kételemii lista, mely a megje-

lenitendo fiiggvényeket tartalmazza.

Mathematica

Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt:
f(z) =2® — 32° + 4,

melyet el6szor kifejezésként taroljunk el egy g nevii valtozoba.
In[]:=2%—32"+4
A zérushelyeket az 2° — 32% + 4 = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk meg. Ez a Solve

parancs hasznalataval érheto el.

Solvelegyenlet, ismeretlen]

Lathaté, hogy nagyon hasonlit a Maple solve parancsara. Eltérés a nevén kiviil,
hogy els6 paraméterében mindenképpen egy egyenletet kell megadnunk. Kifejezés esetén
a program hibat jelez. Az ismeretlen argumentumrész abban az esetben elhagyhatd, ha
egy egyismeretlenes egyenlet megoldasat keressiik, és egyértelmii, mi az ismeretlen.

In[] := Solvelg == 0, z]

Out[] :=2—>—-1,2— > 2, 0— > 2
A parancs eredményeképpen létrejon egy lista, mely tdrolja a megolddsokat. Ahhoz, hogy
tovabb dolgozzunk a zérushelyekkel, ki kell nyerni oket. Téroljuk el a megoldasokat az
xl, 22, x3 segédvaltozokban. Ehhez el6szor nevezziik el a listankat megoldas-nak.

In[] := megoldas = %
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In[]:= z1 =megoldas|[1,1,2]];
2 = megoldas|[2, 1, 2]];
x3 = megoldas|[3, 1, 2]]
A megoldasok koziil a Min illetve a Max fliggvények segitségével meg tudjuk
hatarozni az dbrazolando intervallumunk végpontjait.
In[]:= a= Min[zl,22,23];
b= Max[zl, 22, 23|
A kirajzolds a Plot eljaras segitségével torténik:

Plot|f[x], {x,a,b}, opcidk]

Els¢ argumentum az abrazolni kivant fiiggvény, mely x-nek fliggvénye. Maésodik
argumentum egy lista, ahol megadhato6 az abrazolni kivant intervallum kezdete és vége. Az
opcidk tobb lehetdséget biztositanak az abra formazasara. Médunk van cim megadésara,
a tengelyek modositasara, a gorbe szinének megvaltoztatasara, és még szamos beallitasi
lehetOséget biztosit. Egyes opcidk hasznalata opcionév — >érték alakban torténik. A
grafikon cimének megadésa a PlotLabel — > | cim” utasitassal torténik.

Ahhoz, hogy f(z)-et dbrézoljuk, létre kell hozni egy fliggvényt, hiszen g értéke csak
egy kifejezés.

- Il]=fle]=yg
Ily médon egy kifejezést adtunk értékiil egy fliggvénynek. Most nézziik a kirajzolast.
In| | := Plot[f[z],{x,a — 1,0+ 1}]

/~ N /'
/ /
/o /

2 h | 2

4. bra. f(x) =23 — 32> +4

Az elkésziilt dbra utdlag is modosithato. Egyszertien at kell {rni a megfelelo beviteli
részt, majd ijboli SHIFT + ENTER billentyi-kombinacioval érvényesiteni a valtozasokat.

A helyi menii hasznédlataval elmenthetjiik az abrat tobbféle formatumban annak megfele-

16en, mire lesz sziikséglink a tovabbiakban.
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Tobb fiiggvény abrazolasa ugyanabban a koordinata-rendszerben ugyancsak a Plot
eljaras hasznalataval érhet6 el oly médon, hogy az els6 argumentum nem egy fiiggvény,

hanem tobb fliggvényt tartalmazé lista lesz.

Plot|fiiggvény-lista, {x,a,b}, opcidk]

3.2. A gorbék paraméteres eloallitasa

Definicié: Legyen I a valés szamtest egy intervalluma. Ekkor a kovetkezé6 mdédon

értelmezett hozzarendelés képterét parametrizalt gorbének nevezziik.
c: I —-R"

C<t> = (xl(t)v T 71‘”@))7

ahol t € I és minden z;(t), (i = 1,--- ,n) valés fiiggvény.
Ha ¢ tetszOlegesen sokszor differencidlhatd, akkor reguldris parametrizdlt gorbérdl

beszélunk.

Megjegyzés: A sikon, illetve a térben x;(t),i = 1,2, 3 helyett szokds z(t),y(t), illetve
z(t) jelolést hasznédlni. A tovabbiakban ezt fogom alkalmazni.

Példa: A kor parametrizalt modon torténé eléallitasa:
c(t) = (x(t),y(t)), x(t) = r - cost és x(t) = r-sint, ahol t € [0; 27| = I.

Tekintsiik a sikgorbéket, melyek altaldnos alakja:

c(t) = (z(t),y(1)), t € [a, b].

Maple

A sikgorbék megjelenitése is a plot eljaras segitségével torténik. Elsé paraméter a
komponens-fiiggvényeket és t felveheto értékeit adja meg, majd a bedllitasi lehetdségek

kovetkeznek.

plot ([ x(t),y(t), t=a..b ], opcidk )

17



3 A GORBEK ERTELMEZESE ES MEGJELENITESE

Legyen z(t) = t?cost és y(t) = tcost, ahol t € [—3,5m;3,57]. Ekkor a kirajzolds a
kovetkezoképp lehetséges:
> plot([t? cos(t), t cos(t),t = —3.5m..3.57], title = *Sikgorbe’)

5. &bra. c(t) = (t*cost,tcost)

Mathematica

Parametrizalt médon megadott gérbe megjelenitése a ParametricPlot eljarassal

érhetd el.

ParametricPlot [ {x[t],y[t]}, {t, a, b }, opcidk ]

A Plot-hoz hasonléan masodik paraméterként meg kell adni az abrazolni kivant interval-
lumot, ahonnan t veszi fel értékeit. Elsé paraméterként a gorbe eldallitasahoz sziikséges
fiiggvények sorat tartalmazo lista megadédsa kotelezé. Opcidk koziil megemliteném az
AspectRatio— >érték lehetdséget, mely segitségével a képarany modosithaté.

Legyenek az dbrazolni kivdnt gorbénk komponensei z(t) = t*sint és y(t) = tsint,
ahol ¢t € [—5m; 5m].

In[] := ParametricPlot[{t*Sin[t], tSin[t]}, {t, =5Pi,5Pi}, Aspect Ratio— > 1]
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Tekintsiik a térgorbéket, melyek altaldnos alakja:

Maple

Parametrizalt térgorbék megjelenitésére a Maple a plots csomagban megtaldlhaté

spacecurve eljarast biztositja szamunkra.

spacecurve ([x(t), y(t), z(t)], t=a..b, opcidk)

A t6bbi rajzolo eljarashoz hasonldéan itt is elsO paraméterként szerepel maga az abrézolni
kivant gorbe komponenseibdl készitett lista, melyet a paraméter és annak intervalluma
kovet. Az opcidk koziil érdemes megemliteni a nézopont beallitasanak lehetoségét, melyet
az orientation = [0, ¢] paranccsal tehetiink meg. E két érték a z tengely koriili forgatas
mértékét modositja. Egy mésik opcidval finomithatjuk az dbrankat: numpoints = I,
ahol [ egy természetes szam. Minél nagyobb [ értéke, anndl ,,simabb” gorbét kapunk
eredményiil.

Példaként tekintsiik a c(t) = (¢, 42 3) médon adott térgdrbét. Abrazoljuk, ha ¢ €
[—10, 10].

> spacecurve([t,t?,t3],t = —10..10)

T

500

-500

-1 0004 0

7. dbra. c(t) = (t* cost,tcost)
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Mathematica

Parametrizalt médon megadott térgorbe dbrazolasara a Mathematicaban is lehet6ség
van. A rajzold eljardsok csalddjaba tartozé ParametricPlot3D els6 argumentuma az
abrazolni kivant gorbe komponenseit tartalmazoé lista, vagy mar korabban definialt para-
méteres térgorbe. Masodikként meg kell adnunk, hogy a paraméter mely intervallumbol
veszi fel értékeit. A lehetséges opcidk koziil kiemelném a nézépont bedllitasat szolgald
BoxzRatios— >{x,y,2} lehet6séget, valamint az dbra finomsagat médosité Plot Points— >
ertek beallitast. Ez utébbi esetében minél nagyobb az érték, annal folyamatosabb lesz a

kép.

ParametricPlot3D [{x(t), y(t), z(t)},{t,a,b}, opcidk]

Az eljards bemutatasdhoz tekintsiik a c(t) = (3t — t3,3t?,3t + t3) Osszefiiggéssel adott
gorbét, melyet a [—20, 20] intervallumon abrézolunk.
In|] := ParametricPlot3D[{3t—t3, 3t?, 3t+t3}, {t, —20, 20}, Box Ratios— > 1,1,1]

5000 0 3000

8. dbra. c(t) = (3t — 3, 3t%, 3t + t3)
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3.3. Gorbék implicit médon torténo eléallitasa

Definicié: Legyen F': R™ — R nem sziikségképpen folytonos fiiggvény. F nulltere

KerF = {p € R*|F(p) = 0}.

Definicié: Legyen F' : R" — R egy differencidlhaté fiiggvény. Ekkor implicit modon
adott sikgorbe ezen F' figgvény képtere.
A gorbét igy is szokds lefrni: F'(z,y) = 0.
Példa: A kor implicit médon torténd eléallitasas
(x —u)? + (x —v)? = r? ahol (u;v) a kor kozéppontjdnak koordindtai.
Ekkor az F fiiggvény:
F(z,y) = (v —u)?® + (x —v)* — 1%

Maple

Implicit fliggvények kirajzolasa a Maple program implicitplot eljarasaval torténik,

melyet a plots csomagban taldlhatunk meg.

implicitplot ( f(x,y)=c, x=a..b, y=c..d, opcidk )

Az eljaras elsé argumentuma az dbrazolni kivant gorbe implicit egyenlete, mely x és
y fiiggvénye, a kovetkezoben meg kell adni, hogy x, illetve y milyen tartomanybdl vegye
fel az értékeit. Az opcidk kozil a legfontosabb gridrefine = [, ahol 1 egy pozitiv egész

szam. Segitségével | finomabba” tehetd az abra.

Definicié: Az un. Descartes-levél implicit egyenlete:

2%+ 3 — 3axy = 0,

ahol a valdos paraméter.

Készitsiik el azon Descartes-levelet, melyben a = 1, valamint (z,y) € [—2;2] X
[—2;2].
> implicitplot(x® + y* — 3zvy = 0,2 = —2..2,y = —2..2, gridrefine = 2)
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9. dbra. Descartes-levél

Mathematica

Implicit médon megadott gorbéket legegyszertibben a Graphics csomag Implicit-

Plot eljarasaval abrazolhatunk.

ImplicitPlot | f[x,y]=c, {x, a, b},{ y, ¢, d}, opcidk |

Els6 paraméter az abrazolni kivant fiiggvény implicit egyenlete, majd az = és y értékeit
meghatarozé intervallumok. Nem kotelezo az y értékéhez tartozéd intervallumot megadni,
a Mathematica ugyanis enélkiil is képes latvanyos abrat késziteni.

Definicié: Az un. Cassinian-tojas implicit egyenlete:
(22 + 42 + a?)? — bt — 4a2?,

ahol a és b paraméterek.

Abrézoljuk a Cassinian-tojast abban az esteben, ha a = 2,02 és b = 4,04, valamint
In[] := Implicit Plot[z* + y* == 4,{z,—5,5},{y, —1,1}]

1.0

10. abra. Cassinian-tojas
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3.4. Polarkoordinatak hasznalata

A sik egy tetszOleges P pontjat a polarkoordindta-rendszerben az (r, ) valds szam-
parral azonositjuk. Az azonositashoz sziikséges egy O kezdopontu félegyenes. O-t a
poélusnak, a félegyenest pedig polartengelynek nevezziik. Az r szam az O és P pontok
tavolsagat jelenti, mig 6 a polartengely OP félegyenessel bezart szoget méri radianban.

A polarkoordinata-rendszerre rahelyezhetiink egy derékszogii koordinatarendszert
ugy, hogy a polus és az origd azonosak legyenek, tovabbd az z-tengely pozitiv fele essen
egybe a polartengellyel. Egy tetszéleges P(z,y) derékszogli koordinatérdl a kovetkezd

Osszefiiggéssel térhetiink at ugyanezen P pont (r, ) polarkoodinétdira.
x =rcosf, y=rsind.

Példa: A kor paraméteres médon torténd eléallitasas

O kozépponti, a sugari kor egyenlete:r(6) = a.

P(r,0)

©) Polar tengely

11. abra. Polarkoordindta-rendszer
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Maple

A Maple program két lehetdséget biztosit polarkoordinatakkal leirt gorbék megje-

lenitésére. Ezek koziil nézziik a mar jol ismert plot eljaras ide vonatkozé alakjat.

plot ( [ r(0),0,0 = a..b ], coords = polar, opcidk )

Els6 argumentumként meg kell adnunk r-et, mely 6 fliggvényeként van kifejezve,
majd kovetkezik a 6, végiil pedig meg kell mondanunk, 6 mely [a, b] intervallumbdl veszi
fel értékeit. Masodik argumentumként szereplé coords = polar jelzi a Maple szamara,
hogy egy polar-koordinatakkal adott gorbérdl van szé.

Masodik lehetéséget biztosit szamunkra a polarplot eljaras, mely a parametricplot-

hoz hasonléan a plots csomagban taldlhato.

polarplot ( 7(0),0,0 = a..b, opcidk )

A polarplot rendelkezik minden olyan tulajdonsaggal, mint a plot, paraméterei is
hasonléak.

Abrézoljuk a kévetkezd polarkoordindtakkal adott gorbét r(6) = siné, ahol ¢ €
[0; 27]. Legyen n = 5.
Els6 modszer:

> plot([sin(50),0,0 = 0..27], coords = polar)
Maésodik mddszer:

> polarplot(sin(50),0 = 0..27)

08 06 04 02 02 04 06 08

12. dbra. Az r(t) = sin(50) gorbe plot és polarplot eljarasokkal
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Mathematica

Polarkoordinatakkal megadott gorbék megjelenitése a Mathematicaban a PolarPlot

eljarassal torténik hasonléan a Maple-hoz.

PolarPlot [ r[f], {6, a,b}, opcidk |

Els6 argumentumként meg kell adni r-et, mely 6 fliggvénye, majd azt az intervallumot,
melyen 6 felveszi az értékeit.
Abrazoljuk a cos(560) 4 n cos(6) gorbét, ahol 6 € [0;7] és n = 0.5.

In[] := PolarPlot[Cos[50] + 0.5C0s[0],{6,0, Pi}]

13. dbra. r(t) = cos(50) + 0.5 cos

25



4 A GORBEKHEZ KAPCSOLODO FONTOSABB FOGALMAK, ALLITASOK

4. A gorbékhez kapcsol6do fontosabb fogalmak, allitasok

A tovabbiakban regularis parametrizalt gorbékkel foglalkozom.

Ebben a fejezetben elsoként a gorbék ivhosszanak kiszamitdsi lehetoségeit vizsgalom,
majd a gorbiilet és torzid meghatarozasanak modjait ismertetem mind a sik-, mind a
térgorbék esetén. Foglalkozom még sikgorbék simulokorének eldallitasaval. Végiil pedig
adott gorbiilet esetén meghatarozom a hozza tartozé sikbeli gorbét.

Ezen ismeretek és eljarasok megvaldsitasa a Maple és a Mathematica programokkal
egyarant lehetséges. fgy ismertetem, hogyan is torténik mindez konkrét példak esetén.

Minden részfejezet tartalmazza az adott problémakorhoz tartozé definicidk, illetve

tételek sorat.

4.1. Ivhossz, paraméterezés

Definicié: Legyen c egy reguléris parametrizalt gorbe, t egy tetszoleges paraméter. Ekkor

a c(t) pontra illeszkedd, ¢/(t) iranyvektoru egyenest a gorbe c(t) pontjaban vett érintd

egyenesének nevezziik.

Definicié: Egy ¢ gorbe pdlyasabesség-figguénye v : I — R
v(t) = [l (D)l -

Definicié: Legyen c egy gorbe. Ekkora a gérbe ivhossza az [a, b] intervallumon

L(c) = / 1)) dt.

vagy masképpen

Definicié: Legyen c egy gorbe, a € I egy rogzitett pont. Ekkor a ¢ gérbe ivhosszfiiggvénye
o : [a;b] — [0; L(c)]
t
o(t)i= [ ¢ ds
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Tétel: Az ivhosszfliiggvény invertalhaté.

Bizonyitas: Derivaljuk az ivhosszfliggvényt:

o'(t) = [I<'(t)] > 0

Ebbol kovetkezik, hogy az ivhosszfiiggvény szigortian monoton novekvo. A monoton
fiiggvényeknek létezik invezre. fgy az ivhosszfliggvény invertalhaté.
O

Definicié: Legyen c¢ : [a;b] — R"™ gorbe, és 0 : [c;d] — [a,b] fiiggvény tgy, hogy 6’ sehol
sem tlinik el. Ekkor a ¢ gorbe 6 altali datparaméterezése
¢:=cof:|c;d — R

Ha ||&(s)|| = 1, akkor é-t természetes paraméterezési gérbének nevezziik.

Megjegyzés: Ha 0’ > 0, akkor a befutasi irany megérzédik. Ha 6 < 0, akkor a

befutasi irdny megfordul.

Tétel: Minden regularis parametrizalt gorbe atparaméterezheto természetes

paraméterezésivé.

Bizonyitas: A bizonyitas konstruktiv jellegli. Megmutatjuk, hogy az ivhosszfiiggvény

inverzével torténd atparaméterezés eredményeképpen kapott gorbe természetes paramé-
terezési.

Legyen ¢ := coo ! : [0, L(c)] — R™, s tetszbleges pontja az [0, L(c)] intervallumnak.

Ebbél kovetkezik, hogy ||&(s)|| = 1.
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Tétel: Az ivhossz paraméter-transzformacioval szemben invarians.

Bizonyitas: Legyen c egy gorbe és 0 : [c;d] — [a;b]. Az ivhossz kiszamitasakor végezziik

el a t = 6(s) helyettesitést.

~1(b)
[ewna= [ o IO o) s =

1 (0())]]0'(s)ds (ha 6 > 0)

O 8(s)ds (ha & <0) / 1(6(s) ]| 6'(s) ds

/||c DI (s) |ds—/|| 9| ds,

ahol ¢ = co 0. Ekkor L( ) )

Maple

Az ivhossz kiszamitédsa egy adott intervallumon a Maple segitségével egyszertien
megoldhaté. A VectorCalcus csomagban taldlhaté ArcLength fiiggvény kiszamitja egy
meghatarozott intervallumon egy paraméterként megadott gorbe ivhosszat. A gorbét

vektor formajaban varja.

ArcLength({x(t),y(t)),t=a..b)

Szamitsuk ki a c(t) = (¢,t*) gorbe {vhosszdt az [0; 1] intervallumon.
> ArcLength({(t,t*) ,t = 0..1)

1 1
5 5—Zln(—2+\/5)

Ha nem pontos, csak kozelito értékre vagyunk kivancsiak, akkor az intervallum megadasanal

ne 1-et frjunk, hanem 1.-ot. gy az fvhossz a [0; 1] intervallumon: 1.478942858.
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Mathematica

Els6 1épésként definialjunk egy olyan fiiggvényt, mely megvaldsitja egy tetszoleges
c(t) gorbe pélyasebesség-fiiggvényét. Bemenetként var egy gorbét és annak paraméterét.
A derivalas a Mathematica D fliggvényével torténik, mely paramétere a derivalandé kife-
jezés. A skalaris szorzas miiveletét a . operdtor valésitja meg. A gyckvonas miiveletét a

Sqrt fiiggvény végzi.

palyasebFvic_|[t_] := Sqrt[Simplify[D[c[tt], tt].D[c[tt], tt]]] /. tt — >t

A pélyasebesség-fliggvény integraldsdval megkapjuk a gorbe ivhosszat egy adott [a;b]
intervallumon. Az integralas miiveletének elvégzésére a Mathematica két lehetoséget biz-
tosit. Az egyik Integrate, a masik az NIntegrate metédus. Az utébbi numerikusan
integral. Ha sziikséges, akkor késébb is at tudjuk alakitani az els6 eredményét az N
fiiggvény hasznalataval numerikus értékké. fgy én az Integrate-tel torténé megoldast
valasztottam.

Az ivhossz kiszamitdsat végzo metodus paraméterei azon intervallum kezdo6 és vég-

pontjai, melyen keressiik a harmadik paraméterként adott gorbe ivhosszat.

ivhossz[a_, b_|[c_] := Integrate[palyasebFv|c|[u], {u, a, b}]

Példaként szamitsuk ki a c(t) = (¢%,¢%) gorbe {vhosszat a [0;2] intervallumon. Ehhez
el6szor definialjuk a gorbét.
In[]:=c[t]:=t

In]]:= ivgossz[O, 2][]
Out[] := (=1 + 10v/10)

Ha nem sziikséges a pontos érték, vagy ha kozelitoleg szeretnénk az ivhosszat megkapni,
akkor azt a kovetkezoképpen tehetjiik meg.

In[] := Nlivhossz|0, 2][c]]

Out[] := 9.07342
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4.2. Gorbiilet, torzio

4.2.1. Sikgorbék

Definicié: Legyen ¢ : [ — R? c(t) = (z(t),y(t)) reguldris parametrizdlt sikgérbe. Egy t
tetszoOleges paraméter esetén a gorbe eldjeles gorbiilete

2'(t) - y"() —y'(t) - 2" ()
(@2(t) + y2(1))2

K(t) ==

Természetes paraméterezés esetén:
N ] / "
Re(t) :=a -y — o - 2".

Tétel: Hac: I — R? ¢(t) = (x(t), y(t)) reguldris parametrizalt sikgorbe, akkor a gorbiilet
egy tetszoleges t pontban meghatarozhaté a kovetkezd modon:

d'(t) - Jc’(t)‘

=P

Bizonyitas: Tudjuk, hogy c(t) elsé, illetve mésodik derivaltja ¢(t) = (2/(t),y'(t)) és
d(t) = (2"(t),y"(t)). Ekkor

JA(t) = (= (), /(1))
') - JC@) _ @"(),y"(1) - (=y'(1), 2'(t)) _ 2(t) " () = y'(t) - 2"(1)
le@)]I? (Va(t) + y2(1))? (z2(t) + (1)
O

Maple

A sikkgorbék gorbiiletét a Maple programmal konnyen meg tudjuk hatarozni. A

VectorCalculus csomag Curvature eljarasa pontosan ezt teszi.

Curvature({x(t),y(t)) ,t)

Els6 paraméterként a gorbe vektor formaban adott alakjat varja, majd masodikként meg

kell mondani mi az ismeretlen. Az eljaras a gorbiilet-fliggvényt hatarozza meg. Ha a
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gorbe egy bizonyos pontjaban szeretnék a gorbiiletet meghatarozni, akkor a hozza tartozé
paraméterértéket be kell helyettesiteni, melyet az eval fiiggvény tesz lehetové.
Készitsiink egy grafikont a c(t) = (¢, %) gorbe gorbiilet-fliggvényérél a [—4;4] inter-
vallumon, mely a mar ismert plot rajzold eljarassal valésithaté meg.
> plot(Curvature((t,t*) ,t),t = —4..4)

14. dbra. A c(t) = (t,t?) gorbe gorbiilete

Hatéarozzuk meg a t = 3 paraméterpontban a gorbe gorbiiletét.
> eval(Curvature((t,t*) ,t),t = 3)

1
——_\/1V1369V/
50653f 369v/37

Ugyanez tizedestort alakban: 0.008886431744.

Mathematica

Egy sikgorbe gorbiiletének kiszamitasdahoz hasznéljuk az erre vonatkozo tételt. fgy
definidlnunk kell a J strukturat, majd a gorbiilet kiszdmitasara alkalmas eljarast.
A J struktira definidlasa Mathematica segitségével a kovetkezdképpen torténik.

In[]:= J[{pl.,p2-}] == {-p2,p1}
Ezt felhasznalva készitsiik el a gorbiilet kiszamitasara alkalmas eljarast.

gorbuletS[c ][t_] := Dlc[tt], tt, 2].J[Dlc[tt], tt]]/
Simplify[D[c[tt], tt].D[c[tt], tt]*/2 /. tt — >t

Lathaté, hogy a gorbuletS fliggvény képes egy tetszoleges gorbe gorbiiletét kisza-
mitani egy adott pontban, valamint el6 tudja allitani a gorbe gorbiilet-fiiggvényét. Be-

menetként csupan a gorbét és annak paraméterét varja.
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Példaként hatdrozzuk meg a c(t) = (sin(t),sin(t) cos(t)) gorbe gorbiiletét ¢ = 5
pontjaban, valamint készitsiik el a gorbiilet-fliggvény grafikonjat. Mindezek el6tt defini-
aljuk a c(t) gorbét.

Megjegyzés: Ezt a gorbét szokas nyolcas gorbének is nevezni, mert a képe egy fektett
nyolcast rajzol ki.

In[] := nyolc[t_] .= {Sin[t], Sin[t|Cos[t]}

In[] := gorbuletS|nyolc][5]

Out| ] :=

(2v/2(—4 cos 5%sin 5 — sin 5(— cos 5% + sin 52)))
(2 4+ cos 10 + cos 20)%

Ha tizedesetort alakban szeretnénk a megoldast, akkor hasznaljuk az N eljarast.
In[] := N|gorbuletS[nyolc][5]]|
Out| ] := 1.60212

Készitsiik el a nyolcas gorbe gorbiilet-fiiggvényének grafikonjat.
In[ ] := Plot|gorbuletS[nyolc][t],t,0, 2P1]

15. abra. A nyolcas gorbe gorbiilete

4.2.2. Térgorbék

Definicié: Legyen ¢ : [ — R3, ¢(t) = (x(t),y(t), 2(t)) regulris parametrizalt térgorbe.

Egy t tetszoleges paraméter esetén a gorbe gorbulete

@ x )
[P
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Természetes paraméterezés esetén:

Definicié: Legyen ¢ : [ — R3, ¢(t) = (x(t),y(t), 2(t)) reguldris parametrizalt térgorbe.

Ekkor /(
T(t) := HC/E 3” -t érinté egységuektormezionek,
c
/ /
B(t) == M—t binormdlis vektormezdnek,
HC( ) x (@) ,
F(t) := B(t)xT(t)-t fénormdlis vektormezdnek nevezzik. Ezt a harom mennyiséget

Frenet-féle haromél-mezonek hivjuk, mely a gorbe alakjarol ad felvilagositast.

Megjegyzés: T(t), F(t), B(t) ortonormalt, jobbsodrasi bazist alkot.

A harom él valtozasat leiré egyenlet, ahol w;; : I — R fiiggvények.

T = wnT + wioF +wisB
F' = wnT + woo I + we3 B
B/ = wng + w32F + w33B

Az érint6 egységvektormezd definicigjabdl kovetkezik, hogy
T-T=1

Derivaljuk mindkét oldalt.
T-T+t-T =0

T-T"=0
Helyettesitsiik be T" értékét az egyenletrendszerbol.
T- ((,UHT + qu + u)lgB) =0
wn(T . T) + wlg(T . F) + wlg(T . B) =0
A Frenet-féle haromél-mez6 ortonormalt tulajdonsdga miatt:
wn(T . T) =0
w11 = 0
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Hasonlé moédon belathaté, hogy

W99 = Wy = 0.

Masfelol tudjuk, hogy

Derivaljuk mindkét oldalt.
T -F+T-F =0

Helyettesitsiik be T" és I értékét értékét az egyenletrendszerbdl.
C()12F -+ wlgB) - F —+ T- (Cdng -+ (.UQgB) =0

u}lg(F'F) +W13(B'F)+WQ1(T'T) —I—QJQg(T'B) :O

A Frenet-féle haromél-mez6 ortonormalt tulajdonsidga miatt:
wlg(F . F) +WQ1(T : T) =0

Wo1 = —Wi2

Hasonl6 médon T - B = 0 -bdl kovetkezik, hogy w3y = —ws3, valamint B - F' = 0 -bdl,
hogy w3z = —was.

A kovetkezokben meghatarozzuk w3 értékét.

C/

il

T = =T,
ahol v a palyasebesség-fiiggvény. Derivaljuk mindkét oldalt.

=0T +ovT’

dxd" =0T xT

Tudjuk, hogy ¢ x ¢" parhuzamos B-vel. Kovetkezésképp B parhuzamos T x T"-vel, amibdl

kovetkezik, hogy T" és B meréleges egymaésra.

T'-B=0
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Helyettesitsiik be T” értékét az egyenletrendszerbdl.
(wi2F +wi3B) - B =0
wia(F - B)+w3(B-B)=0
Mivel T' és B merdleges egymasra, igy skaldris szorzatuk 0.
wiz3(B-B)=0

w13:0

A harom él valtozasat leiré egyenlet a kovetkezoképpen néz ki:

T/ = W12F
= — wlzT + (,()233
B = — w23F

Tétel: wiy = vk

Bizonyitas: Tudjuk, hogy

d=vT é ' =0T +0T" =0T+ vwF.

Ekkor

d x " =v*wp T X F =0’w,B

Vegyiik mindkét oldal skalaris szorzatat B-vel.

(dx")-B =viw (%)

X
Szamitsuk ki a jobb oldalt felhasznélva, hogy B = m
2
R N CE T ]
le x| [ el e x el
A kapott eredményt helyettesitsiik be (x)-ba.
I x || = v2wis
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d x
A pélyasebesség-fiiggvény (v = ||¢'||) és a gorbiilet <I€ = w) definicigjat fel-
hasznalva kapjuk a bizonyitandoé allitast.
'U3/£ = v2w12
W12 = U KR
O

Tétel: wy3 = F' - B.

Bizonyitas:

F/ - B = (—me + u}ggB) - B = —wlg(T . B) + u)Q3<B . B) = W93

|

Definicié: Legyen c: I — R3 reguléris parametrizalt térgorbe. A gorbe torzidja

Wa3 - B
T = — =
v v

! .
Tétel: 7 — X"
e x e

Bizonyitas: Az el6z0 levezetések alapjan tudjuk, hogy

" =VT + vwis F.
/ " 2
¢ X' =0v'wB

Most szamitsuk ki ¢”’-jat.

" =0"T + 0T + (vwi2)'F + vwio F
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Helyettesitsiik be T" és I’ értékét az egyenletrendszerbdl.
Cm = U”T + U/wlgF + (leg)/F - ’UW%QT + Uw12w23B

Ekkor képezziik a kovetkezo skalaris szorzatot.

/1,

(d x ") " = v3wiywos

Helyettesitsiik be wis és wag értékét.

/ 5,.2 6, .2

(" x ") - " = v’k we3 = VKT

Fejezziik ki 7-t, majd hasznaljuk fel a a pédlyasebesség-fliggvény és a gorbiilet definicidjat.

/11 /11

(dxd)-d" (dxc)-c
Rl x|

T =

O
Mindezekbol kovetkezik, hogy a harom él valtozasait leird egyenletekben szereplo egyiitt-

hatok egyértelmiien meg vannak hatarozva.

Tétel: (Frenet-képletek)

T = veF
F' = —osT +urB
B = —urF

Természetes paraméterezés esetén v = 1.

T = kF
F' = — kT + 7B
B = —7F
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Maple

Térgorbék gorbiiletének és torziéjanak meghatarozasa a Maple segitségével beépitett
fiiggvényekkel torténik. A gorbiiletet a mar korabban emlitett Curvature eljarassal kapjuk
meg. FEgyediili eltérés a sikgorbékhez viszonyitva, hogy elsé argumentumként egy 3 di-
menzios vektort kell megadnunk.

Tekintsiik a c(t) = (¢, t3,1°) térgorbét. Hatdrozzuk meg a gorbiilet-fiiggvényét, majd
készitsiink réla grafikont. Ehhez vegyiik fel a gorbét egy ¢ nevii valtozoba.

> ¢ = (t, 13, 15)

A gorbiilet-fiiggvény:
> simpli fy(Curvature(c,t))

2(225t% + 100¢* + 9)
2
(14 9t* + 25t%)2

V14 94 + 258

> plot(simpli fy(Curvature(c,t)),t = —5..5)

I,

)\
0,6
0,2
-4 -2 0 2 4

16. dbra. A c(t) = (t,3,t°) gorbe gorbiilete

A torzié meghatarozasara a szintén a VectorCalculus csomagban megtalalhaté Tor-

sion fiiggvénnyel torténik. Paraméterei megegyeznek a Curveture eljaraséval.

Torsion({x(t), y(t), z(t)),t)

Hatarozzuk meg az elobb definialt gorbe torzio-fliggvényét, majd abrazoljuk azt.
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> simpli fy(Torsion(t,t))

60t3

12(225¢8% 4+ 100t* +9)  [t2(225t% + 100t* + 9
(14 94 + 95psyaz, [ L2250 + 1000 +9) \/ (22567 + 100 + 9)
(1 + 9t + 25¢8)2 1+ 9t4 + 25¢8

> plot(simplify(Torsion(t,t)),t = —4..4)

)
1

4 -3 -2 1 2 3 4
1 P

17. dbra. A c(t) = (¢,t%,t°) gorbe torzidja

Mathematica

Egy térgorbe gorbiiletének és torziéjanak meghatarozasara sajat eljards készitettem,
mely tobb beépitett fliggvényt hasznal fel. Az egyik a mar korabban is emlitett D, mely a
differencialast végzi, a masik a Cross, mely két térbeli vektor vektorialis szorzatat allitja
eld.

A gorbiilet kiszamitdsakor annak definicigjat vettem alapul.

gorbuletT[c_|[t_] := Sqrt[Cross[Dlc[tt], tt], Dl[c[tt], tt, 2]].
Cross[D[c[tt], tt],D[c[tt], tt, 2])]/(Dlc[tt], tt].Dc[tt], tt])3/? /.
tt —>1t

A fiiggvénynek két paramétere van, az egyik egy gorbe, melynek gorbiiletére vagyunk
kivancsiak. A masodik egy paraméter. Ha ez megegyezik a gorbe definialdasakor megadott
ismeretlennel, akkor a gorbiiletfiiggvényt kapjuk eredményiil. Abban az esetben, ha
t helyére konkrét értéket adunk, akkor a gorbe ezen paraméterhelyén felvett gorbiilet
értkéket tudhatjuk meg.

A fiiggvény miikodéséhez tekintsiik a mér kordbban is emlitett c(t) = (3t—t3, 3t2, 3t+

t3) gorbét. Elészor definidljuk, legyen a neve gamma.
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In|] := gammalt_] := 3t — 3, 3t%, 3t + 3
Hatarozzuk meg a gamma gorbe gorbiilet-fliggvényét:
In[ ] := gorbuletT[gammal[t]//Simplify

1
3(1+ £2)?

Ezutéan szamitsuk ki a ¢ = 3 helyen felvett gorbiiletét.
In[] := gorbuletT [gammal][3]

Abrézoljuk a gorbe gorbiilet-fiiggvényét a mar korabban ismertetett Plot eljards segitsé-
gével a [—2; 2] intervallumon.
In] | := Plot[gorbuletT [gammal][t]//Simplify,t, —2, 2]

) o 1 2
18. dbra. A c(t) = (3t — t3, 3t?, 3t + t*) gorbe gorbiilete

A torzié kiszamitasahoz készitett sajat eljarasom torzidra vonatkozo tétel alapjan szamol.

torzio[c_|[t-] := (Cross[D[c][tt], tt], Dlc[tt], {tt, 2}]]. DIc[tt], {tt, 3}])/
(Cross[D|c[tt], tt],Dlc[tt], {tt, 2}]].Cross[Dlc[tt], tt], D[c[tt], {tt, 2}]]) /.
tt—>1t

Szamitsuk ki a gamma gorbe torzié-fiiggvényét.

In[] := torziolgammal[t]/ /Simplify

1
3(1412)?

Lathaté, hogy ezen gorbe gorbiilete és torzidja minden pontjaban megegyezik, igy el-

tekintiink a torzié abrazolasatol.
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4.3. Simuldkor a sikon

Definicié: Legyen c(t) : [a;b] — R? egy reguldris parametrizalt sikgorbe, és legyen
a <t < bugy, hogy k(t) # 0. Ekkor a ¢ gorbe ¢(t) pontjéhoz tartozéd simulékor egy olyan
kor, melynek

! és kozéppontja c(t) + L Je(t)
—_— 7z — .
k(1)) k() @)

Megjegyzés: A simulékor angol neve osculating circle, melyet magyarra csékol6zo kornek

sugara

is lehet forditani.

Tétel: Legyen c(t) : [a;b] — R? egy reguldris parametrizélt sikgorbe, és legyen a < t; <

to < t3 < b. Jeldlje C(ty,ts,t3) azt a kort, melyet c(t;), c(t2) és c(t3) hataroz meg, melyek
nem illeszkednek egy egyenesre. Ha k(tg) # 0, akkor a ¢ gbrbe c(ty) pontjéhoz tartozd
simulokor
C= lim C(ts,tats).
t1 — 1o
la — 1o

t3—>t0

Bizonyitas: Jelolje p(ty,to,t3) a C(ty,te,t3) kor kozéppontjat és definidljuk f : (a;b) —

R fiiggvényt a kovetkezoképp:

F(t) = lle(t) = plts ta, ta)]

Ekkor

J'(t) =2¢(t) - (e(t) — plta, ta, t3)),

() = 2¢"(t) - (e(t) = pltr, ta, 1)) + 2| ()]
Tudjuk, hogy f differencidlhatod, és f(t1) = f(t2) = f(t3). Ebbdl, valamint a Roll-féle
kozépérték tételbol kovetkezik, hogy 1étezik u; és us gy, hogy t1 < uy < to < ug < t3 és

f'(uy) = f'(ug) = 0.
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Hasonldan, 1étezik v gy, hogy u; < v < ug és

f'(v)=0.
Vilagos, ha tq,ty és t3 tart tp-hoz, akkor u; és us tart v-hez. fgy

d(to) - (c(to) —p) =0,
¢ (to) - (clto) — p) = =2 (to) || |

ahol

p=lim  p(ti,to,t3).
tl — to

t2—>t0

t3—>t0

Ebbdl és a gorbiilet definicidjabdl kovetkezik a bizonyitandé allitas.

-1 J/i(tg)
r(to) ¢ (to)]]

c(to) —p=

O
Megjegyzés: A sikgorbéket tekinthetjiik olyan térgorbéknek, melyek harmadik kompo-
nens-fliggvénye az azonosan 0 fliggvény. Ekkor a simulékor kozéppontjat a ¢ty paraméter-

helyen a kovetkezoképp kapjuk meg:

c(to) + F(to)

1
K(to)
Maple

Ez ut6bbi megjegyzést felhasznédlva szemléltetem a simulokor kozelito tulajdonségat.
Tekintsiik a szinuszfiiggvényt, mely specidlis térgorbeként a kovetkezoképp definialhato:

> ¢ := (t, sin(t),0)

A kiséro triéder vektorainak meghatarozasara szolgadl a TNBFrame eljaras, mely

szintén a VectorCalculus csomagban taldlhaté meg.

TNBFrame(c,t,kimenet)

Els6 paraméterként a gorbét kell megadnunk vekor formajaban, majd a paraméter kovetkezik,
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végiil pedig a kimetetel tudjuk meghatarozni, hogy a fiiggvényiink melyik triédert szamitsa
ki. Ha ’output’="T", akkor az érinté egységvektort kapjuk, ha ’output='N’, akkor a
fonormalist, ’output’="B’ esetén a binormaélis vektor értékét hatarozhatjuk meg.
> F = simplify(TNBFrame(c,t, output’ =" N')), assumingt :: real)
Taroljuk el egy gorbulet nevii valtozéva a gorbe gorbiilet-fliggvényét.
> gorbulet := (simpli fy(Curvature(c,t)), assumingt :: real)
Szamitsuk ki a sugar értékét a ty paraméterérték helyén.
> sugar := 1/(eval(gorbulet,t = ty))
A kozéppont meghatarozasa a kovetkezOképp torténik, szintén a to paraméterérték helyen.
> kozeppont = eval(c,t = to) + sugar * eval(F,t = ty)
Az igy kapott vektor komponenseit kénnyen meghatarozhatjuk, ha el6szor az (1,0,0)
vektor, majd pedig a (0,1,0) vektorral képezziik a skalaris szorzatot.
> kpX := kozeppont. (1,0,0)
> kpY = kozeppont. (0,1, 0)
Ekkor a ty = 2 pontban simulokor implicit egyenlete a kovetkezoképp alakul.
> simulokor := eval((x — kpX)* + (y — kpY)? = sugar?, to = 2)
Szemléletes abra készitéséhez ne csak a simulokort, hanem magat a gorbét is abrazoljuk.
Mivel a simulokor implicit médon van meghatarozva, igy ugyanezt tegyiik meg a gérbével
is.
> gorbe ==y = sin(x)
A kirajzolds a mar ismert implicitplot eljarassal torténik.
> implicitplot([simulokor, gorbe], z = 3.8,y = —8..2,

frames = 30, scaling = constrained, numpoints = 1500)

19. dbra. A szinuszfliggvény egyik simuldkore

Az abréan jol lathato, hogy a simuldkor a lehetd legjobban megkozeliti a gorbe {vét.

43



4 A GORBEKHEZ KAPCSOLODO FONTOSABB FOGALMAK, ALLITASOK

Mathematica

A simulékor meghatarozasahoz a definiciét hasznaltam fel. Az édltalam elkészitett
fiiggvény megadja egy tetszoleges gorbe adott pontjdhoz tartozé simulékort. Az eljaréds
igénybe veszi a Circle néven definidlt objektumot, mellyel lehetdség van kor 1étrehozasara,
ha ismerjiik a kozéppont koordinatai és sugaranak hosszat. fgy a fliggvény visszatérési

értéke is egy ilyen objektum lesz. Bemenete egy gorbe, és annak paramétere.

simuloKor[c_|[t-] := Circlelc[tt] +Dlc[tt], tt].D[c[tt], tt]/
(Dle[tt], {tt, 2}].J[D[c[tt], tt]]) J[D[c[tt], tt]],(D[c[tt],
tt].D[c[tt], tt])*/2/ Dlc[tt], {tt, 2}].J[D[c[tt], tt]])] /. tt — >t

Az eljaras szemléltetéséhez felrajzoljuk a logaritmikus spiral néhany simulokorét. A
gorbe definicidja megtaldlhaté az 5.1.5 fejezetben-ben.

In[ ] := Show|[Graphics|Evaluate[Table[simuloK or[logspiral[l, —1.5]][t],

{t,0,3Pi/4, Pi/24}]]]]

20. dbra. A logaritmikus spiral néhany simuldkore

Az abrén jél latszik, hogy a simulékorok mennyire megkozelitik a gorbe vonaldt.

mely egészen kirajzolodik.
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4.4. Sikgorbe meghatarozasa a gorbiilet ismeretében

Ebben a részben feltételezziik, hogy a gorbe természetes paraméterezési. Ez nem
jelent semmiféle megkotést, hiszen korabban mar bebizonyitottuk, hogy minden gorbe

atparaméterezhetd természetes paraméterezésiivé.

Definicié:

Legyen c(t) : I — R? természetes paraméterezésii sikgorbe. Ekkor egy t tetsz6leges
paraméter esetén
a ¢ gorbe hajlasszog-fugguénye.

Tétel: Legyen c(t) : I — R? természetes paraméterezésii sikgorbe 6(t) hajlasszog-

fiiggvénnyel. Ekkor
d(t) = (cosO(t),sinO(t)).

Bizonyitas: Legyen f: I — R fiiggvény

F(1) = [l (8) = (cos O(2), sin 6(1)) .
Végezziink el néhany atalakitast, ha c(t) = (x(t),y(t)).
F(t) = ls' = cosb,y’ — sinb] (£) = (2" — cos0)® + (5 — sin6)?)(¢)
Derivaljuk f-et.
f'=2("+cosh) - (" +sinh-0") +2(y —sinf) - (y" —cosf-¢') =

i

=2(2'2" +y'y" — 2'Tcosf —y" sinf + 2'sinh -0 — 3/ cos@-6') (%)

c természetes paraméterezési, ezért

.TIZ _|_y/2 =1
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4 A GORBEKHEZ KAPCSOLODO FONTOSABB FOGALMAK, ALLITASOK

Derivaljuk mindkét oldalt.
21"1’” + 2y/y// — O

2(d-d")=0
Ezt t6bbszor felhasznélva folytassuk (x)-ot.
= 2[—cosO(y'0 + ") + sinO(2'0" — /)]
Itt
y/el + x// — y//fe ‘l— x// — x/y/y// _ y/2$// + x// — _(x/)QxI/ o (y/)2$// + x// — O

Hasonléan z'¢" — 3" = 0.
Tehat f' = 0. Ekkor f azonosan konstans fiiggvény. Igy 0 = f (to) = f(t). Ebbél
kovetkezik, hogy
d(t) = (cosb(t),sinO(t))

|

Mindezek alapjan egy sikgorbe gorbiiletbol valéo meghatarozasanak 1épései a kovetkezok:

1. A természetes paraméterezésii c(t) gorbe gorbiiletét integraljuk, igy megkapjuk ¢

hajlasszog-fiiggvényét.

cosf(s)ds

8
Il

—

sin0(s)ds

Maple

A fentiekben ismertetett lépések megvaldsitasa a Maple programcsomag hasznalataval
tobb lépésben torténik, melyeket az alabbiakban egy példan keresztiil ismertetek.

Legyen a gorbiilet, melyhez tartozo gorbét keressiik 7 Hatéarozzuk meg a hajlasszog-
fliggvényt. Az integrdlas az int eljarassal torténik, melynek paraméterei az integralni

kivan kifejezés és egy valtozo, ami szerint integralunk.

1
> 0 :=int (—,t)
t
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4 A GORBEKHEZ KAPCSOLODO FONTOSABB FOGALMAK, ALLITASOK

Ezutan meghatarozzuk a gorbe komponens-fiiggvényeit.
> x = int(cos(f),t)
> y = int(sin(0), t)

A kovetkez6 gorbét kaptuk eredményiil:

1 1
(§t(cos Int +sinlnt), §t(sin Int — cosln t)) :
mely egy logaritmikus spirdlt hataroz meg.

Mathematica

Az elézbekben ismertetett 1épések megvalositasa a Mathematica program segitségével
egyszeriien torténik. KEls6 1épésként definialjunk egy olyan eljarast, mely meghatarozza
a hajlasszog-fiiggvényt. Az eljaras egy tetszélegesen megadott gorbiilet esetén annak in-
tegralasaval allitja el a hajasszog-fiiggvényt. Az integrdlas az Integrate fliggvénnyel
torténik, melynek egyik paramétere az integralni kivant fiiggvény, masodik pedig az is-

meretlen, ami szerint az integralast végezziik.

hajlasszogFv]c_|[t_] := Integrate[gorbuletS|c|[u], u]

Ezen eljaras torzsét hasznaljuk fel a sikgorbe komponenseinek eldallitasara a kovetkezo

formaban:

gorbe[gorbulet_] := {Integrate[Cos|[Integrate[gorbulet, t]], t],

Integrate[Sin[Integrate[gorbulet, t]], t]}

Ez az algoritmus a hajlasszog-fliggvény megfelelo integralasaval allitja el a kivant
gorbét.

A kiprébalashoz hatarozzuk meg azt a gorbét, melynek gorbiilete 2. Tudjuk, hogy
ez egy % sugaru kor lesz.

In[] := gorbe[2]

Out]] = %smm], 5 Cosai

Valoban a kivant eredményt kaptuk.
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5. Néhany gorbe

Ebben a fejezetben néhany sik-, valamint térgorbét ismertetek, melyek gorbiilet,
illetve torzié-fiiggvényét is megjelenitem. A bemutatasra keriilé gorbe-csaladok tagjai
koziil igyekszem a , leglatvanyosabbakat” megtalalni. Ezért a Maple és a Mathematica

programcsomagokban eltéré paraméterrel abréazolom oOket.

5.1. Sikgorbék

5.1.1. Kor

Definicié: A kor azon pontok halmaza a sikon, melyek egy adott ponttél egyenld tavolsagra

helyezkednek el.

Origo6 kozépponti, r sugaru kor paraméteres elballitasa:
c(t) = (rcost,rsint) t € [0;2n].

Egy maésik paraméterezése: c(t) = (rcos2t,rsin2t) t € [0;7).

Maple Mathematica
A KOR DEFIN{CIOJA
kor(r) := (rcos(t), rsin(t)) kor[r_][t_] := {rCos[t], rSin[t]}
ABRAZOLAS
r=2 r=3
plot([kor(2)[1], kor(2)[2],t = 0..27)]) ParametricPlot[kor[3][t],t,0,2P1]

21. abra. Kor
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5 NEHANY GORBE

Maple Mathematica
GORBULET
simplify (Curvature(kor(2), t gorbuletS [kor|[3]][t Simplify
y
1 1
2 3

A gorbiilet-fliggvény konstans, igy abrazolasatdl eltekintiink.

5.1.2. Ellipszis

Definicié: Az ellipszis azon pontok helye egy sikon, ahol a pontok két rogzitett ponttol

mért tavolsdganak Osszege allando. A két pontot fékuszpontnak vagy gyujtépontnak
hivjuk. Az a hir, mely a két fékuszponton halad at, a fotengely. A f6tengely az ellipszis
leghosszabb hurja, hossza 2a. A fékuszok felezOpontjan a nagytengelyre merdlegesen
allitott egyenes altal meghatarozott hur a kistengely, melynek hossza 20.

Parametrikus modon torténo eloallitasa:

c(t) = (acost,bsint) t € [0;27]

Maple Mathematica
A7z ELLIPSZIS DEFINICIOJA
ellipszis(a,b) := (acos(t), bsin(t)) ellipszis[a_, b_][t-] :== {aCos]t],bSin]t]}
ABRAZOLAS
a=3b=5 a=2b=1
plot([ellipszis(3, 5)[1], ellipszis(3, 5)[2], ParametricPlot[ellipszis[2, 1][t] //

t =0 .. 2m)], scaling = constrained) Evaluate, t, 0, 2Pi, AspectRatio — >

Automatic]

22. dbra. Ellipszis
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Maple

Mathematica
GORBULET
plot(Curvature(ellipszis(3, 5), t),

Plot|gorbuletS|ellipszis[2, 1]][t] //
t=0. 2 m Evaluate, t, 0, 2 Pi]

2.0

[\ /
[ |
\ [
| [
| |
| | |
[ I
| |
|
04 I I

23. abra. Ellipszis gorbiilete

5.1.3. Hiperbola
Definicié: A hiperbola azon pontok halmaza a sikon, melyeknek két rogzitett ponttol

(fokusz- vagy gytjtépontoktdl) valé tavolsdganak kiilonbsége dllandd. Parametrikus mé-
don torténd eléallitasa:

c(t) = (acosht,bsinht) t € [0;27],

ahol a a fél valds tengely, b pedig a fél képzetes tengely hossza.
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Maple Mathematica
A HIPERBOLA DEFINICIOJA

hiperbola(a,b):=(a cosh(t), b sinh(t)) hiperbolaja_, b_|[t_] :=
{a Cosh][t], b Sinh[t]}

ABRAZOLAS
a=-2,b=1 a=3b=2
plot([hiperbola(-2, 1)[1], ParametricPlot[hiperbola[3, 2][t],
hiperbola(-2, 1)[2], t = —F .. 7)], scaling {t, -Pi, Pi} // Evaluate, AspectRatio
= constrained) — > Automatic]
2 2

5 10 15 20 25 30 35

24. abra. Hiperbola

Maple Mathematica
GORBULET
plot(Curvature(hiperbola(-2, 1), t), Plot[gorbuletS[hiperbolal[3, 2]][t] //
t=-%.7%) Evaluate, {t, -Pi, Pi}|

/124 \
/ \
104 \
084
06
044
024
— —
‘1 U‘,‘ 1‘
‘

25. dbra. Hiperbola gorbiilete
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5.1.4. Parabola

Definicié: A parabola azon pontok helye a sikban, melyek egyenlo tavolsagra van-

nak egy adott ponttdl (fékuszpont, vagy gyujtépont) és egy ezen a ponton at nem ha-
lad6 adott egyenestdl (direktrix, vezéregyenes). A fékusz és a vezéregyenes tavolsiga
a parabola paramétere, ennek felét gyijtétavolsagnak (a) hivjuk. Parametrikus médon

torténd eléallitasaban a fékuszpont koordinatéi: (0;a).

c(t) = (2at, at?),

Maple Mathematica
A PARABOLA DEFINICIOJA
parabola(a):=(2 a t,a t?) parabolala |[t] := {2 a t, a t?}
ABRAZOLAS
a= -2 a=3
plot([parabola(-2)[1], parabola(-2)[2], t = ParametricPlot|parabola[3][t], {t, -4, 4},
-4 .. 4], scaling = constrained) AspectRatio — > Automatic]|

. \\\ ) /
30 \ /

26. abra. Parabola

GORBULET
plot(Curvature(parabola(-2), t), t = -4 .. Plot[gorbuletS[parabola[3]][t], {t, -P1,
4) Pi}]
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27. abra. Parabola gorbiilete
5.1.5. Logaritmikus spiral
Definicié: Logaritmikus spirdlnak nevezziik a kdvetkezé médon adott gorbét:

c(t) = (ae” cost,ae’ sint),

ahol a és b paraméterek.

Maple Mathematica
A LOGARITMIKUS SPIRAL DEFIN{CIOJA

logspiral(a,b):=(e" cost, e sint) logSpiral[a_, b ][t] := a { E* Coslt], E*

Sin[t]}

ABRAZOLAS

a=—2 a=3

plot([logspiral(-1, 0.08)[1], logspiral(-1, =~ ParametricPlot[logSpiral[1, 0.08][t], {t, O,
0.08)[2], t =0 .. 127)]) 12 Pi} // Evaluate, AspectRatio — >
Automatic]
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ot

)
=

3

\
|

28. dbra. Logaritmikus spiral

GORBULET
plot(Curvature(logspiral(-1, 0.0), t), t = Plot[gorbuletS[logSpiral[1, 0.08]][t] //
0.. 2m) Evaluate, {t, 0, 12 Pi}]
1 |
\ \“\ | N T —
\ S\ J S T TR TR T

29. abra. Logaritmikus spiral gorbiilete

5.1.6. Csillaggorbe

Definicié: Csillaggorbének nevezziik a kovetkezd gorbét:

c(t) = (acos™t,bsin™ t),

ahol n, a és b paraméterek.
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Maple Mathematica

A CSILLAGGORBE DEFINfCIOJA

csillagGorbe[a_, b_, n_|[t_] := {a
]

(Cos[])™, b (Sin[])™}

csillaggorbe(a,b,n):=(a cos™ t, bsin" t)

ABRAZOLAS

a=2b=1n=>5
plot([csillaggorbe(2,1,5)[1],
csillaggorbe(2,1,5)[2], t = —7 ..

™))

a=4b=2n=3
ParametricPlot[csillagGorbe[4, 2, 3]]t],
{t, -Pi, Pi} // Evaluate, AspectRatio
— > Automatic]

,/ \\

]/, / SN
N B N
T = 4/\\-‘2 ) 4

\ // \ //
u\\ “‘ \\\'1 / /
Y
30. abra. Csillaggorbe
Maple Mathematica

GORBULET

plot(Curvature(csillaggorbe(2,1,5), t), t

—T ..

m)

95

Plot[gorbuletS[csillagGorbe[4, 2, 3]][t] //
Evaluate, {t, -Pi, Pi}]
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31. abra. Csillaggorbe gorbiilete

5.1.7. Ciklois
Definicié: Altaldnosan a ciklois olyan gorbe, amelyet egy iranyitott gorbén cstszas nélkiil

legordiilé kor egy meghatarozott pontja ir le. A gyakorlatban azoknak a cikloisoknak van
jelentosége, melyeknél az iranyitott gorbe egyenes, illetve kor.

Szamunkra a ciklois azon pontok halmaza a sikon, melyet egy b sugari kor adott
pontja ir le, mikozben egy szintén adott a sugarid, az elozovel koncentrikus kor csiszés

nélkil legurul egy adott egyenesen. Ha a > b, akkor roviditett cikloisrél, ha a < b, akkor

hosszikés cikloisrél beszélhetiink.
A gorbe parametrikus alakja:

c(t) = (at — bsint,a — bcost).

Maple Mathematica

A CIKLOIS DEFINICIOJA

ciklois(a,b):=(at — bsint,a — bcost) cikloisa_, b_][t_] := {a t - b Sin[t], a- b

Coslt]|}
ABRAZOLAS
a=3b=1 a=1,b=3
plot([ciklois(3,1)[1], ciklois(3,1)[2], t =  ParametricPlot|ciklois[1, 3][t], {t, -3 Pi, 3
—5m .. 5m)]) Pi} // Evaluate, AspectRatio — >

Automatic]
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32. 4bra. Ciklois

GORBULET
plot(Curvature(ciklois(3,1), t), t = =57 Plot[gorbuletS|ciklois[1, 3]][t] //
. 5m) Evaluate, {t, -3 Pi, 3 Pi}]

33. abra. Ciklois gorbiilete
5.1.8. Bernoulli lemniszkataja

Definicié: A lemniszkata azon pontok mértani helye a sikon, melyek két adott ponttol

val6 tavolsaganak szorzata allando.

A gorbe parametrizalt modon torténd eléallitasa:

acost asintcost
C(t>: .20 .. 92
1+sin“t 1+sin“t

o7



5 NEHANY GORBE

Maple Mathematica

A LEMNISZKATA DEFINICIOJA

lemniszkata(a,b)::< - f(‘;?;i)g, ‘i:‘(lsflf‘t’)sg > lemniszkatala_|[t_] := {(a Cosl[t])/(1 +
(Sin[t])?), (a Sin[t] Cos[t])/(1 +
, (Sin[t])*)}
ABRAZOLAS
a=—4 a=3
plot([lemniszkata(-4)[1], ParametricPlot[lemniszkata[3][t], {t, 0, 2
lemniszkata(-4)[2], t = —7 .. 7)]) Pi} // Evaluate, AspectRatio — >

Automatic]

34. abra. Bernoulli lemniszkatédja

Maple Mathematica
GORBULET
plot(Curvature(lemniszkata(-4), t), t = 7 Plot[gorbuletS[lemniszkatal[3]][t] //
. ) Evaluate, {t, 0, 2 Pi}|

35. dbra. Bernoulli lemniszkatajanak gorbiilete
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5.1.9. Szivgorbe

Definicié: A szivgorbe azon pontok halmaza a sikon, melyeket egy adott a sugard kor

egy rogzitett pontja ir le, mikozben csuszas nélkil gurul végig egy rogzitett, szintén a
sugaru koron.

A gorbe paraméteres alakja, ha a rogzitett kor kozéppontja az origo:

c(t) = (2acost(l + cost),2asint(1 + cost))

Maple Mathematica
A SzIVGORBE DEFINICIOJA
szivgorbe(a):=(2a cost(1 + cost), szivGorbe[a_|[t_] := {2 a Cos[t] (1 +
2asint(1 + cost)) Cos|t]),2 a Sin[t] (1 + Cos[t])}
ABRAZOLAS
a=—1 a=1
plot([szivgorbe(-1)[1], szivgorbe(-1)[2], ParametricPlot[szivGorbe[1][t], {t, 0, 2
t=—m. 7)) Pi} // Evaluate, AspectRatio — >
Automatic]
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36. abra. Szivgorbe
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Maple

plot(Curvature(szivgorbe(-1), t),
t=m. 7

GORBULET

Mathematica

Plot[gorbuletS[szivGorbe[1]][t] //
Evaluate, {t, 0, 2 Pi}]

37. abra. Szivgorbe gorbiilete
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5.2. Térgorbék

5.2.1. Csavarvonal

Definicié: Csavarvonalnak nevezziik a kovetkezd médon adott térgorbét:

c(t) = (acost,asint,bt),

ahol a és b paraméterek.

Maple Mathematica
DEFINICIO
V 1 ) b, t| = C t,
csavarvonal(a,b):=(a cost, asint, bt) csavaryona [a‘ J[t-] := {a Cos[t], a
Sin[t] , b t}
ABRAZOLAS

1(-1, 0.2)[1],
spacecurve([csavarvonal( i ParametricPlot3D[csavarVonal[1, 0.2][t],

{t,0,4Pi}, PlotPoints — > 2000,
BoxRatios — > {1, 1, 1}]

csavarvonal(-1, 0.2)[2],
csavarvonal(-1,0.2)[3]], t = -50 .. 50,
numpoints = 2000)

38. abra. Csavarvonal
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Maple Mathematica
GORBULET
gorbuletT[csavarVonal[a, b]|[t] //

implify(Curvat I(a, b), t
simplify (Curvature(csavarvonal(a, b), t)) Simplify // PowerExpand

02
b24a2 -2
\/b2—_;’-':(12 a2+b2
TORZIO
simplify(Torsion(csavarvonal(a, b), t)) torzio[csavarVonal[a, b]][t] // Simplify
ab csgn(a) .
\/bZ(faQ (b2+a2)3/2 212

A csavarvonal gorbiilete és torzidja is konstans, igy ezek abrazolasatol eltekintiink.

5.2.2. Csigavonal

Definicié: Csigavonalakat egy méar meglévé sikgorbébdl szarmaztathatunk. Legyen

az adott sikkorbe cg(t) = (z(t),y(t)). Ekkor egy ¢ paraméterrel rendelkezé csigavonal

parametrikus egyenlete:

c(t) = (x(t), x(t), ct).

Maple Mathematica

DEFINICIO

esigavonal(c.a):=(c[1]. c[2], at) csigaVonal|c_, a_|[t_] := {c[t][[1]], c[t][[2]],

at}

ABRAZOLAS

spacecurve( [csigavonal (csillaggorbe(2, 1, ParametricPlot3D]

5), 1)[1], csigavonal(csillaggorbe(2, 1, 5), Evaluate[csigaVonal[logSpiral[1, 0.08],
1)[2], csigavonal(csillaggorbe(2, 1, 5), 0.5][t]], {t, 0, 12 Pi}, BoxRatios— >1, 1,

1)[3]], t = -10 .. 10, numpoints = 2000) 1]
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39. abra. Csigavonal

A bal oldali kép egy csillaggérbébdl, a jobb oldali kép pedig egy logaritmikus spiralbdl
képzett csigavonalat abrazol.

A gorbe gorbiiletét, illetve torzidjat egy abran szemléltetem.

Maple Mathematica
GORBULET ES TORZIO
plot({simplify(Torsion(csigavonal Plot[gorbuletT[csigaVonal[logSpiral[l,
(csillaggorbe(2, 1, 5), 1), t)), simplify 0.08], 0.5]][t] // Simplify,
(Curvature (csigavonal (csillaggorbe(2, 1, torzio[csigaVonal[logSpiral[1, 0.08],
5), 1), t))}, t =-10 .. 10) 0.5]][t] // Simplify, t, 0, 12 P4i]

| H :ji

n
M WJ i ]WM Il "

wuw “‘\” wmw ““‘m ”
\JJ}'M'\\ S —

— gorbiilet — torzio __ gbrbiilet torzié

40. abra. Csigavonal gorbiilete és torzidja

63



5 NEHANY GORBE

5.2.3. Viviani gorbe
Definicié: Egy gomb és egy egyenes korhenger metszésvonala a Viviani gorbét alkotja
Legyen a gomb egyenlete 22 + y? + 22 = 4a® a henger egyenlete pedig (z — a)? + y* = a®.

Ekkor a Viviani gorbe paraméteres alakja:

c(t) = (a + acost,asint, 2asin 5) :

Maple Mathematica
DEFINICIO
y\Viviani[a_][t_] := {a 4 a Cos [t], a Sin[t],
2)) 2 a Sin[t/2]}

viviani(a):=(a + a cos(t), asin(t), 2a, sin (
ABRAZOLAS
ParametricPlot3D[viviani[1][t], 1 +
Coslt], Sinlt], 0, 2 Cos[t/2], 0, 2 Sin[t/2],
2 Cos[t/2], 2 Sin[t/2], 0, 0, 2 Cos[t/2], 2
Sin[t/2] // Evaluate, {t, 0, Pi}, Boxed
— > False, Ticks — > None, AxesEdge
s {1 {1, {1,
PlotRange — > {{0, 2}, {0, 2}, {0, 2}},
ViewPoint — > {10, 3, 1}]

spacecurve([viviani(2)[1], viviani(2)[2],
viviani(2)[3]], t = -10 .. 10, numpoints =
2000)

41. abra. Viviani gorbe

Szemléletes kép alkotdsa érdekében a Mathematicaval torténd abrazolaskor nem csak a

gorbét jelenitettem meg, hanem a ,,szdrmazasanak koriillményeit” is, azaz a korhenger és
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a gomb megfelel6 részeit.

A gorbe gorbiiletét, illetve torzidjat egy abran szemléltetem.

Maple Mathematica
GORBULET ES TORZIO
Plot[{gorbuletT[viviani[1]][t],
torzio[viviani[1]][t]} // Evaluate, {t, 0, 2

plot(simplify(Torsion(viviani(2), t)),
t
Pi}, PlotStyle — > {{GrayLevel[0]},

simplify (Curvature(viviani(2), t)),

-10 .. 10)
{GrayLevel[0.4]} }]
[ [ 10
08
i \ /,”“ 0.6 P .
02 04
02
0,14 ‘
1 3 4 5 6
10 0) 10 - 02
014 - 04
\—”,g;érbﬂlet torzi;')ri gorbiilet torzio

42. abra. Viviani gorbe gorbiilete és torzidja
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6. Szamitogéppel tamogatott geometriai oktatas

6.1. A szamitégép mint oktatasi eszkoz

Oktatasi eszkoz, vagy taneszkoz olyan anyagi, technikai targy, berendezés, anyag,
mely a tanitasi és tanulasi célok elérését segiti, valamint a tanitas, tanulas hatékonysdgat
noveli.

A taneszkozok hasznalata egyidds az oktatas torténetével. Mar az dkorban is hasz-
naltak tanulast segitd eszkozoket. Gondoljunk az akkori tabldzatokra, vagy az dkori
gorogok altal haszndlt szorzotablara, melyek segitségével a bonyolultabb miiveletek egy-
szeriibbé valtak.

A taneszkozok fejlodésében nagy 1épést jelentett a nyomtatas feltalalasa a 15. szazad
derekan, igy a megjeleno konyvek is, melyek a mai napig az els6 szamu tanulast segito
eszkozok kozé tartoznak. A 16-17. szazadban fellendiilt a természettudomanyos targyak
iranti érdeklodés és oktatas. Ekkor az iskolak szertarait felszerelték kiilonbozo, a kisérletek
elvégzését segitd eszozokkel. A 17. szazadtol a tapasztalds hangstlyozasa, a szemléletesség
fontossaga kertilt el6térbe. A szemléltetés taneszkozei ekkor sziilettek meg, és azdta is
gyarapodnak, fejlédnek egészen napjainkig. A 18. szazad végén és a 19. szazad elején
terjedtek el a konyvek, falitérképek, fold-és éggombok. 1835-ben jelent meg el6szor az
oktatasban a mai napig nélkiilonozhetetlen fekete tabla. A 19. szdzad nagy talalmany, a
mozgdfilm is helyet kapott a tanitas-tanulas folyamataban. Az 1930-as években késziilt
irasvetitd egész sokaig volt hasznélatos az iskolai oktatasban. A 20. szazadtodl szerepet
kaptak az auditiv eszkozok, elséként a fonograf. Az elsé oktatogépek a 19. szézad végén
és a 20. szazad elején jelentek meg. A 70-es évekre teheto a programozott oktatas megje-
lenése és térhoditasa. Hatasara a taneszkozok funkcigja megvaltozott. Eddig {6 feladatuk
a szemléltetés volt, azutan a tanitas irdnyitasa, a tananyag-feldolgozasa is megvaldsithaté
volt hasznélatukkal.

A 20. szazad masodik felében az audiovizualis eszkozok, a szamitdégépek térhdditasa
az iskolaban a tanulds irdanyitasat, segitését egyre nagyobb részben tamogattdk. Nap-
jainkban a fejlett technikai szinvonalat az elektronikus szamitégépek képviselik, melyek
mar szinte az Osszes haztartasban megtalalhatok. Az iskoldk egyre jobban felszerelt
géptermekkel rendelkeznek, és mindenhol megvalosult az informatika valamilyen szinti
oktatasa.

A 20. szazad végén a szamitastechnika fejlodése lehetévé tette az oktatoszoftverek,
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az adatbazisok, az interaktiv modulok megjelenését és taneszkozokké valasat. A csak
korilményesen, vagy egyaltalan nem szemléltethetd jelenségek esetében, illetve bizonyos
nehezen beszerezhetd vagy draga szemlélteto-, illetve kisérleti eszkozok helyettesitésére
is mind gyakrabban hasznéljék a kiilonb6zo, az esetek tobbségében szimulacion alapuld,
multimédias szoftvereket. A szamitogép tehat egyre inkabb atveszi a hagyomanyos ok-
tatastechnikai eszk6zok szerepét is.

A mai legtijabb oktatéasi segédeszkoz az interaktiv tabla, mellyel a szamitégép i-
ranyithaté. A tabla helyettesitheti a hagyomanyos , krétas tablat”, ugyanakkor latva-
nyosabbd teszi a tandéra menetét a benne rejlo animécids lehetOségek segitségével. A
gyerekek szaméra érdekes, hogy kézzel mozgathatjak a megjeleno objektumokat, irhatnak,
rajzolhatnak a tablara, melyeket el is tarolhatnak. Mindezekbdl kidertil: ez nem csak egy
szemléltetd eszkoz, hanem alkalmas arra, hogy a didk aktivan részt vegyen a tandrai
tevékenységekben.

Minden, az oktatasban hasznalt eszkozre igaz, hogy csak akkor lehet igazan hatékony,
ha a felhasznalod, legyen az akar a tanar, akar a didk, sajat céljainak elérése, feladatainak
megoldasa érdekében mind az eszkozre magara mind pedig annak alkalmazasara vonat-
kozdan megfelel6 hattérismerettel rendelkezzen.

A szamitégép kétféle médon jelenhet meg az oktatdsban. A szamitégéppel sz-
ervezett oktatas soran a tanulok nincsenek kozvetlen kapcsolatban a szamitogéppel.
A szamitogép ebben az esetben oktatott anyagot nem tarol, megérzi viszont a tanuldk
eredményeit, szervezi az oktatas folyamatat. A szamitégéppel segitett oktatas soran
a szamitogép oktatastechnikai eszkoz, oktatdgépként vesz részt a tanitasi-tanulési folya-
matban, tobbféle feladat megoldasaban nyujt segitséget tanarnak, didknak egyarant.

Azok az oktatéfeladatok, amelyeket a szamitégépre szabtak iskolai keretekben, in-
kabb egy elektronikus tankényvre vagy munkafiizetre hasonlitanak, amely az eszkoz 1j-
szeruségében kiilonbozik az frott, nyomtatott anyagoktél. A tanulék nem papirt és tol-
lat hasznalnak, hanem monitort, billentytizetet és egeret. Ennek hatékonysiga erdsen
kérdéses, talan csak koltségesokkenté haszna lehet a papirfelhasznalas szempontjabdl,
vagy abban az esetben, ha az intézmény sajat szoftvert haszndl, esetleg olyan feltételekkel
tudja azt megvasarolni, hogy egy szoftvert jogosult futtatni az Gsszes gépén. Az ilyen
tipust szoftvereket CAl-nak (Computer Assisted Instruction - Szamitégéppel Tamogatott
Oktatéas) hivjak, és amint az a nevében is benne van, a hagyoményos oktatasi szisztéma

érvényestil, csak kiegészitve a szamitogéppel.
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Ezek a programok roviden:

e Begyakorloprogramok Valamely megszerzett készség hasznalataban vald tigyes-
séget fokozzak. A helyes valaszokat megerdsitik. A tanuloknak a begyakorlast addig
kell végezniiik, mig a kivant szintet el nem érik. A szamitogép figyelemmel kiséri
a tanuld teljesitményét, majd pedig kozli az elért eredményeket, az adatokat és a
tipushibakat. A begyakorléprogramok célja, hogy a kordbban kozolt ismereteket

megerositse.

e Ismeretkozl6, tanité programok Céljuk a tanuldk segitése az 1j ismeretek sz-
erzésében. A szamitégép szerepe az oktatds és a szamonkérés. A program az
ismeretfeldolgozas szabdalyainak megfeleléen tényeket, fogalmakat, osszefliggéseket

kozol, majd pedig a szerkesztett kérdésekkel teszteli a tanuldok tudasat.

e Problémamegoldé programok A tanuldshoz az induktiv megkozelitést hasz-
naljak: problémakat mutatnak be, amelyeket a tanulé a fokozatos megkozelités,
probalgatas modszerével old meg. A tanulé feladata, hogy a megoldasra egy algorit-
must dolgozzon ki és azt tesztelje le. A program fejleszti a tanulék problémamegoldé

képességét, és a kutatdi attitlid kialakitasat is megkezdi.

e Szimulaciés programok A tanuld a valosag egy mesterségesen eloallitott masaval
all szemben. Lehetové teszi a gyakorlast koltségek és veszélyek kockazata nélkiil.
Alkalmazhaté akkor is, ha a folyamat tul gyors, bonyolult vagy nincs hozza eszkoz
stb. A szamitégép segitségével visszaadhatd a kisérletezés izgalma, élménye. Nagy

mértékben segiti a gyors megértést, a biztosabb rogzitést.

e Jatékprogram A jatékprogram szimuldcids elemet foglal magaban, de nélkiilozheti
is azt. A jaték lehet oktaté vagy nem oktaté jellegii, attdl fiiggden, hogy kapcsoljuk-
e valamilyen oktatési célkitiizéshez. Oktatasi célokra haszndlt jatékprogramok mo-

tivalo erejik miatt hasznosak.

Az oktatasi eszkozként szolgald szamitogép kiilondsen jelentds szerepet jatszik, amikor
térben és idében valtozo eseményeket, jelenségeket kell szemléltetni, bemutatni. Az elek-
tonikus szamitogép a legfejletteb olyan eszkoz, amely a jelenségeket, eseményeket di-
namikusan véltozo forméban, interaktiv médon képes létrehozni, modellezni.

Az adatok, paraméterek valtoztatdsat a tanar vagy a tanulé végezheti kozvetlen,

interaktiv kapcsolatban a szamitogéppel. A tanulé ekkor aktivan vesz részt a jelenség,

68



6 SZAMITOGEPPEL TAMOGATOTT GEOMETRIAI OKTATAS

vagy egy - a valosdgban nehezen megfigyelheto - kisérlet szimulacidjaban. A szimulacios
technika elsajatitasa kozelebb viszi a gyerekeket a tudomanyos megismerés és kutatas
modszereihez, és a szamitégéppel mint eszkozzel valé manipuldcié az dltalanos szamités-
technikai kultiura fejlesztését is szolgdlja.

A szamitégép oktatasi eszkozként vald alkalmazésa soran tobbféle feladatot, funkciot
tolthet be. Segitheti a tanart, atveheti annak bizonyos feladatait, de a pedagdgus emberi
jelenlétét, az oktatasban betoltott szerepét nem potolhatja.

A szamitégép gyors miikodése, nagy memdriakapacitdsa révén a alkalmas arra,
hogy a tanuld szaméra gyakorlé partneriil szolgaljon, a tanart pedig segitse a tanuld
munkajanak, eloreheladasanak ellendrzésében. Programok segitségével kiillonbozé szinti
feladatokat tiiz ki, majd ellenorzi és értékeli azok megoldasat. Ezek a feladatok a lege-
gyszerlibb lexikalis ismeretek kikérdezésétol az 6nallé problémamegoldésig terjedhetnek.

Osszefoglalva a szamitégép az oktatds tobb teriiletén lehet hasznara mind a tanarnak,
mind a didknak. A szemléltetés kifejezOerején tul megmozgatja a tanuld fantaziajat, in-
teraktiv médon bevonja éket a a tanulas-tanitas folyamataba. Az oktatoprogramok egyik
elénye, hogy szinte mindig rendelkezésre all. A szamitégép viszont sohasem helyettesitheti

a tanart. A tanuldéknak sziikségiik van emberi kommunikéciora is.

6.2. A szamitogép az oktatasban

Az 1970-es években él6 Skinner vetette fel eloszor a programozott oktatas gondo-
latat. Szerinte a didkok iskolai tanuldsat ugy kellene formalni, hogy programokat kapnak,
melyekben az ingereket 1gy szervezik meg, hogy a kivanatos eredmény felé vigyék a
tanuldkat. A tudas megszerzésének egész folyamatat nagyszamu aprd 1épésre kell lebon-
tani, és a megerésitésének az egyes lépések teljesitésétol kell fiiggeni. A gépek hasznélata
soran a helyes felelet megerositése azonnali. Az dltala elméletben kitalalt tanitégép nem
terjedt el, hiszen abban a korban nem volt meg az ehhez sziikséges technikai hattér.

Az 1980-as, 90-es években a személyi szamitégépek megjelenése az oktatast is be-
folyasolta. Tobben probaltak alkalmazni a tanitas-tanulas folymatdban. A legjelentéseb-

bek: Taylor, Slavin és Kulik, akik megfogalmaztak a gépek szerepét.
e hazitanar” (tutor)
e bemutatja a tananyagot, majd kérdez

o ¢értékeli a valaszokat
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e vilaszok minésitése alapjan 1j tananyot ad/gyakoroltat

e dokumentalja a didkok haladasat

o segédeszkoz

e méroeszkoz

o szimuldcié (kisérleti eszkoz)

e a didk programoz

e a didk maga allitja be a tanulasi kornyezetet

e a didk atalakitja a meglévo eszkozt

e adott problémara programot készit

e oktatasszervezo

e felméri a tanulé meglévo tudasat/igényeit

e kivalasztja a tananyagot, vizsgafeladatot, illetve informacios forrast
e vizsgaztat és visszajelez

e nyilvantartja a haladast, 6sszeméri a tanuldkat/osztélyokat.

A mai iskoldkban mindeniitt megtalalhaté a szamitégép. Koszonhet6 ez annak, hogy a
szamitastechnika vagy informatika onallé targyként jelenik meg a tanervekben. Bevezetése
a kozoktatasba nem volt zokkenémentes, hiszen a pedagogusok tobbsége nem rendelkezett
a gépek hasznalatanak el6ismereteivel. Ennek kovetkeztében ma is kevesen hasznaljak
szakértelemmel a gépeket azokon az érakon, ahol ez nem feltétlentil sziikséges. Leggyako-
ribb, a szamitastechnikai érakon kiviili alkalmazéasa annyiban kimeriil, hogy az esetleges
hazi dolozatokat gépelve kérik a tanuldktol, vagy pedig egy-egy anyagrész ismertetése
soran prezentaciot hasznalnak.

A szamitoégép hasznédlata a tanitasi 6rakon tobb kérdést is felvet a pedagdgusok

szemszogébol nézve, melyek az aldbbiak:
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e Minden tantargy oktatiasaban hasznalhatok-e a szamitdgépre kifejlesztett eszkozok
és modszerek, vagy vannak olyan teriiletek, ahol tobbet art, mint hasznal? A-
lapvetéen mas-e a szamitogéppel segitett tanitas és tanulds, mint a hagyomanyos

pedagdgia?
e Jelent-e tobbletmunkat a pedagégus szamara?
e Diszkrimindl-e a géppel segitett oktatas?

Véleményem szerint a szamitogép megfelel6 mértékben torténd felhasznélasa minden tan-
targy esetén hasznos lehet a tanuldk szamara. Gondoljunk csak arra, hogy a gyerekek nagy
részének otthon is van személyi szamitégépe, melyet naponta hasznal nem feltétleniil a
tanulas céljabdl. Viszont, ha ismernék a PC felhasznaléasi lehetdségeit tobb tudomany
teriileten beliil is, talan céltudatosabban hasznalnak nem csupan jatékként, hanem az

informacio szerzésének és feldolgozasanak egyik forméjaként.

6.3. Szamitdégép és a geometria oktatasa

A szamitogép a matematika oktatas tobb teriiletén is alkalmazhaté. Ebbol kifolyodlag
tobb olyan alkalmazas is elkésziilt, mely az egyes témakoroket célozza meg. Az algebra,
fiiggvénytan, szamelmélet, geometria, kombinatorika, statisztika, grafelmélet teriiletén is
tobb oktatéprogram ismeretes.

A korabbi fejezetekben bemutatott Maple és Mathematica programcsomagok is al-
kalamsak mindezen témakorok feldolgozasara. Véleményem szerint ezek az alkalmazasok
kozépiskolai hasznalata nehezen oldhaté meg, ami egyrészt annak koszonheto, hogy a
szoftverek nem érhetok el ingyenesen. Ugyanakkor til 0sszetettek ahhoz, hogy egy atlagos,
a szamitastechnikaval ismerkedd didk céltudatosan hasznaljak 6ket. Természetesen van-
nak olyan tanulok, akik mélyebb informatikai ismeretekkel rendelkeznek, nekik nem okozna
nehézséget ezen programcsomagok kezelése megfelel6 tanari iranyitassal.

A matematika targykorein beliil szeretném kiemelni a geometria oktatdsa sordn
felmertil6 lehetoségeket. A geometria tanitdsa -tanuldsa sordn tobb taneszkoz vehetd
igénybe. Ehhez ad segitségét az Oktatdsi Minisztérium altal kiadott kozlemény, mely-
ben részletesen, tantargyanként és témakorokként ossze van gytijtve az ajanlott eszkozok

listaja. Ebbdl a dokumentumbdl ismertetem a geometriara vonatkozé részt.
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Téma Minimalis Ajanlott
Demonstraciés| Tevékenykedtetd Demonstraciés| Tevékenykedtetd
Geometriai
alapfogalmalk, o ) )
| Falikép Sik és
sokszogekkel . o ) o
Irasvetito térgeometriai
kapcsolatos L .,
_ folidk modellezo
ismeretek
rendszerezése
A haromszog Falikép o .
‘ . Szamitégépes | Euklidesz (Ok-
nevezetes vonalai, Irasvetito i
o o programok taté CD)
korei foliak
Thalész tétele, a , .
o Irasvetito )
kor és érintéi, az L o o ) Euklidesz (Ok-
o . foliak Korzo, | Korzo, vonalzé )
érint6sokszog , taté CD)
vonalzé
fogalma
| Falikép . , o
Egybevagosagi , - Korzo, vonalzé , Szamitogépes
o [rasvetitd e , Oktato CD
transzforméaciok L Atlatszo papir programok
foliak
A forgdsszog
fogalma, fvmérték,
a kor kozépponti o .
. o Falikép Fonal, zsineg
szoge, koriv
hossza, korcikk
keriilete, tertilete
Egyszerti Faliké
& L. . ,,p . , Euklidesz (Ok-
szerkesztési Korzo, von- | Korzé, vonalzé )
) taté CD)
feladatok alzé

Ebbdl a tablazatbdl is kideriil, hogy a szamitégép a hagyoméanyos (korzé, vonalzd, tébla)

eszkozok mellett fontos szerepet jatszhat a geometria oktatdsa soran.

A témakor sz-

inte minden teriiletén kivaléan hasznélhato. Legfoképpen szerkesztési feladatok, transz-

formaciok tanitasa soran bizonyulhat hatékony eszkoznek.

Az itt emlitett Euklidesz program a geometriai abrazolas, a koordinata-geometria
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tertiletén nyujt segitségét a tanar és didk szamara. Ugyanezt teszi a GeoGebra program
is, mely teljesen ingyenes, és letolthetd a www.geogebra.at oldalrél. A dolgozat tovabbi

részében ezen alkalmazas lehetdségeit szeretném ismertetni.

6.4. A GeoGebra

Kozépiskolai segédletként irta Markus Hohenwarter a Salzburg Egyetemen. A Ge-
oGebra egy dinamikus szerkesztéprogram, mint ilyen rendelkezik szamos tulajdonsaggal.
Nézziik ezeket sorban.

Kétféle pontot kiilonbozete meg: bazispontok, melyek a sitkon barhol felvehetoek;
szarmaztatott pontok, melyek mar meglévo alakzatok metszéspontjai altal jonnek létre.
Az elkésziilt abran a bazispontok helyzetének megvaltoztatasaval modosulnak a szarmaz-
tatott pontok helye is ugy hogy a logikai kapcsolat fennmarad. Szamos példa talalhato,
ahol ez kifejezett elonyt jelent a hagyomanyos papir-ceruza modszerrel szemben. Példaul
a gyerekek megtanuljédk, hogy a haromszog magassagpontjai az egyes haromszogtipusok
esetén hol helyezkedik el. Ehhez a fiizetbe készitenek egy-egy abrat. A programmal
elegend6 egyszer megszerkeszteni egy tetszoleges haromszog esetében a magassagpontot.
Ezutan a haromszog pontjainak valtoztatasaval elérheto, hogy mas tipusi haromszoget
kapunk és a magassagpont helyzete ennek fliggvényében valtozik. fgy latvanyos modon
a gyerekek szamara is vilagos lesz, miért ott helyezkednek el a magassagpontok, ahogy
azt a tanarral megbeszélték. Ha mindezt a fiizetben szeretnénk szemléltetni, akkor az
sokkal koriilményesebben torténne, hiszen minden egyes véaltozas esetén 1j abrat kellene
szerkeszteni, ami idGigényes, nem tul érdekfeszité és nem koti le a gyerekek figyelmét. A
GeoGebra interaktivitasa pontosan ezt a probléméat oldja meg. FEzt kihaszndlva nem
csak a szerkesztési feladatok, hanem a transzformaciok targyalasa is konnyebbé vélhat.

A program masik tulajdonsaga az interaktivitds melett a nyomvonal készitése.
Lényege abban all, hogy egy megszerkesztett abran egy bazispontot végigfuttatunk egy
objektumon - mely lehet egy szakasz, félegyenes, kor, kipszelet - és ekozben egy futo, a
bazisponttol valamilyen formébban fiiggd, szarmaztatott pont nyomvonalat megjelenitjiik.
Ezen funkcié legfontosabb alkalmazasi teriilete a mértani helyek meghatarozasat igénylo
feladatok megoldasa.

A geometriai szerkesztéprogramok leglatvanyosabb és ebbdl kifolydlag a didkok
szamara legérdekesebb funkcié az animacié, mely abbdl all, hogy egy bézispontot fut-

tatunk valamilyen alakzaton, mikozben egymas utan minden egyes fazisban megjelenik
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az aktualis szerkesztésnek megfelelo abra. Mddszertani szempontbdl az animaciok alka-
Imazésanak kettos célja van. Egyrész latvanyossagaval motivacios eszkozként hasznél-
hatjuk, masrészt a tanuldék szamara 1j fogalmak bevezetésére, szemléltetésére tokéletesen
alkalmas mad.

A szerkesztéprogramok hatalmas elonye, hogy az elkészitett szerkesztés barmikor
visszajataszhato. Az egyes lépések tjrajatszasa soran lehetGség van a tananyag ismétlésére
és rogzitésére.

A tovabbiakban nézziik magat a programot.

A munkafeliilet tobb részbdl all. Ezek a kovetkezok:

e menusor

eszkoztar

informacios ablak

szerkesztOi felilet

adatbeviteli mez6

# GeoGebra  « =|o]x|
Fajl Szerkesztés Négel™Bealltasok Tools Ablak  Sigd
— -
- S T e || ] * ; Dirag or select objects (Esc)
_J Szabad alakzatok
_J Fuggd alakzatyl
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43. dbra. A GeoGebra 3.0 kézeldi feliilete
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6 SZAMITOGEPPEL TAMOGATOTT GEOMETRIAI OKTATAS

Nézziik meg kozelebbrol az eszkoztarat, mely nagy segitséget jelent a szerkesztés folyaméan.

Kilenc ikon taldlhaté, melyek tobb funkciot is takarnak.

1

Mozhatas, pont koriili forgatas

. 1j pont; két alakzat metszéspontja;felez6 vagy kozéppont

. egyenes két ponton keresztiil; szakasz ;szakasz pontbdl adott tavolsaggal; félegyenes;

vektor; vektor pontbdl ;sokszog, regularis poligon

. merdleges; parhuzmos; szakaszfelez6; szogfelezo; érinto; polaris

. korkozépponttal és kerdleti ponttal; kor kozépponttal és sugarral;koré irt kor; két

pontra illeszkedo félkor; koriv kozéponttal és két pontjaval; harom pontra illeszkedo
koriv; korcik kozépponttal és két pontjaval; harom pontra illeszkedd korcikk; kip-

szelet 5 ponton keresztiil

. sz0g; szog adott mérettel, tavolsag; teriilet; lejto; csiszka; mértani hely;

centrélis tikrozés; tengelyes tiikrozés; pont koriili forgatas adott szoggel; eltolas

vektorral; centralis nyujtas

. szoveg beszurasa;kép beszirasa; kapcsolat két alakzat kozott

. rajzlap mozgatasa; nagyitas; kicsinyités; alakzat mutatdsa/elrejtése; felirat mu-

tatdsa/elrejtése; vizualis stilus masolasa; alakzatok torlése.

&AL ) <)

44. dbra. A Geogebra 3.0 eszkoztara
Az adatokat az adatbeviteli mez6 segitségével, vagy pedig az eszkoztar hasznalataval

D ® |
B * MI5C

lehet bevinni, melyek aztan objektumokka valnak. Egy objektum lehet lathatd vagy

lathatatlan annak fliggvényében, hogy szeretnénk-e a munkalapon megjeleniteni, vagy

Seiml.

Ez hosszabb, 6sszetettebb szerkesztéseknél nagyon hasznos lehet.
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6 SZAMITOGEPPEL TAMOGATOTT GEOMETRIAI OKTATAS

Az objektumok tipusai

Szabad objektum: ide tartozik minden olyan objektum, mely semmilyen masik obe-

jktumtél, adattél nem fiigg.

Fiiggo objektum: ebbe a csoportba sorolhatok azok az objektumok, melyek valamilyen

logikai kapcsolatban dllnak mas objektumokkal, példaul metszéspontok.

Segéd objektumok: az el6zd két kategoridba be nem sorolhaté objektumok. Ide a

felhasznalo teheti at a mar meglévé objektumokat.

Fix objektumok: olyan opcié, melynek bekapcsolasaval az objektum nem lesz moz-

gathatd. Ez a funkcio csak szabad objektumok esetén allithato be.
Ez elobb felsoroltakon kiviil a program tobb lehetdséget biztosit szamunkra.

Szinezés Ennek segitségével tehetjiik konnyebben érthetévé az dbrankat. Lehetéség van

elore definialt szinek haszndlatara, illetve 1j szin 1étrehozasara is.

Vizualis effektek Ide tatroznak azon beallitasi lehetoségek, melyek a latvanyt kivanjak

fokozni. Példaul vonalvastagsag, vonalstilus.
Mentés és exportalas segitségével az elkésziilt dbra 1jbol felhasznalhatova valik.

A program miikodésének kozelebbi megismeréséhez nézziink konkrét példakat.
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6 SZAMITOGEPPEL TAMOGATOTT GEOMETRIAI OKTATAS

6.4.1. Magassagpont szerkesztése

Feladat: Szerkessziik meg egy tetszoleges haromszog magassagpontjat.

Ehhez els6 1épésben vegyiik fel a harom cstcspontot, melyhez a masodik ikont fogjuk
hasznalni. A harom csucs neve: A,B,C

A szemléletes abra érdekében rajzoljuk meg a hdromszog oldalait, mely legkonnyebben
a harmadik ikon segitségével érheto el.

Ezutan szerkessziik meg az a, illetbe a b oldalhoz tartozé magassagvonalakat, ami
a negyedik ikon megfelel6 funkcidjanak hasznalataval konnyen megteheto.

Az igy kapott két egyenes metszéspontja lesz a keresett magassagpont. A metszéspontot
nevezziik el M-nek a helyi menii hasznalataval.

A kész abran fogjuk meg az egyik alappontot, azaz a haromszog egyik csucspontjat
és mozgassuk. Lathato, hogy a tobbi, szarmaztatott adat vele egyiitt médosul.

Hasonldan el lehet késziteni az Gsszes szerkesztési feladat megoldasat, hiszen a Ge-

oGebra ismeri az alapszerkesztések nagy részét.

45. dbra. Magassagpont
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6 SZAMITOGEPPEL TAMOGATOTT GEOMETRIAI OKTATAS

6.4.2. Ellipszis-iv szerkesztése

Feladat: Szerkessziik meg egy olyan ellipszis ivét, melynél 2a = 10 egység!

A megoldés soran kihasznéljuk a GeoGebra nyomvonal szerkesztésének lehetoségét.
Els6 1épésben definialjunk egy csuszkatm mely az eszkoztar hasznélataval konnyen megte-
heté. Allitsuk be az intervalluma értékeit: minimum:0, maximum:10; beosztas:0.01.
Ezutan vegyiink fel két tetszéleges pontot tgy, hogy tavolsaguk kevesebb legyen 10 egy-
ségnél. Ezek lesznek a fokuszpontok, ezért nevezziik el 6ket F-nek és Fyr-nek. Szerkeszziik
meg az ellipszis egyik pontjat a definiciét felhasznalva. Rajzoljuk meg az F; kozéppontu,
a sugara kort, majd Fb kozéppontu 10 — a sugaru kort. Ezen korok metszéspontjai adjak
a gorbe egy-egy pontjat. Az atlathatobb abra érdekében a koroket ne jelenitsiik meg.

Allitsuk be, hogy a két metszéspont nyomvonala keriiljon megjelenitésre. Ezt a
pontoknal megjelen6 helyi meniivel érhetjiik el olymdédon, hogy kivalsztjuk a nyomvonal
meniipontot.

Mar csak annyi van hatra, hogy a csiszkan 1év6 pontot mozgassuk, igy kirajzolédik

a gorbe vonala.

a=3.35
sees = 0 e
e *® s ““*
. o \q.
.G' .
& N
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- %
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.
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o' o’
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.
L ]
L ] L ]
.
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% ¢
. .
.
.
*,D R
. f‘.
* -
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46. abra. Ellipszis-iv
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6.5. (")sszegzés

Osszességében elmondhaté, hogy a szdmitégép hasznos segitétarsa lehet mind tandr,
mind didk szamara nem csak informatika éran, hanem a matematika témakoreiben is.
Amellett, hogy latvanyossa, érdekessé teheti az ora folymatat, megismerteti a didkokat
az informatika sokszinii alkalmazasi tertiletével is. fgy a tanuldok nyitottabba valnak a

technikai ijdonsagok iranyaba.
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7. (")sszegzés

Dolgozatomban megprébaltam bemutatni az informatika sokszinii alkalmazasainak
lehetOségeit. Kideriilt, hogy a geometria oktatasa és e témakoron beliil végzett tanul-
manyok jelentésen konnyebbé valnak, ha a szamitastechnika altal nytjtott megoldasokat
is hasznaljuk. A Maple és Mathematica programcsomagok tudasanak, teljesitményének
egy részét tudtam csak bemutatni. Az Osszes funkcio leirdsa szinte lehetetlen vallalkozés
volna tekintettel az alkalmazasok globalis voltara. Viszont ennyibdl is egyértelmiivé valt
szamomra, hogy a tudomanyteriiletek kozotti hatarok egyre jobban elmosédnak.

A szakdolgozatomban kitértem az oktatdsban is megvalosulé jovo iranyaba, ahol
az informéacié szerepe tovabb erdsodik és annak mindsége, illetve megszerzésének maodja
tendenciaszertien az informatika felhasznalasaval alakul ki. Nagy mértékben segiti az

informatika vilaga ezt a tuddskozpontu felfogasmod meghonosodésat.
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