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Bevezetés

Fiiggvényegyenletek megoldasa az analizis egyik régi problémaja. A kozgaz-
dasagtan, fizika, statisztika szamos teriiletén alkalmazott fiiggvényegyenletek
kutatdsat Magyarorszagon els6ként Aczél Janos kezdte. Az els6 nagyobb dtfogd
munkdk is az 6 nevéhez kotédnek (lasd [1], [2]). Fliggvényegyenletekkel és
alkalmazédsaikkal azéta is sokan foglalkoznak, kozgazdasdgi téren ldsd példdul
Eichhorn [15] kényvét, miiszaki téren Castillo és Ruiz-Cobo [10] munk4jét,
valdsziniiségelméleti alkalmazdsokkal Ramachandran és Lau [53] illetve Yad-
renko [56] konyvét, mig informécidelméleti vonatkozdsban Aczél és Dardezy [3]
monografiajat.

A disszertacié eredményei hangsulyosan kapcsoldodnak az ugynevezett kor-
latozott tartomanyokon teljesiilé fiiggvényegyenletek vizsgalatahoz. Részben
azokhoz, amikor explicite megadjuk a fiiggvényegyenlet tartomanyanak korla-
tozését. Itt név szerint is ki kell emelni Aczél és Erdés [5], Dardczy és Losonczi
[11], Székelyhidi [54], Ger [18] és Péles [52] eredményeit, de mas szerz8k (1dsd
[14], [25], [26]) munkédssdgat is. Mésrészt az Erdés [16] felvetése nyomén in-
dulé azon vizsgélatokhoz kotédnek, amikor az egyenletek (a Lebesgue-mértékre
nézve) majdnem mindeniitt teljesiilnek az alaphalmazon. Ilyenkor t6bb esetben
(pl. a Cauchy-alapegyenlet [12], [13], [23] és a Cauchy exponencidlis egyenlet
[4] esetén) az altaldnos megolddsok is meghatdrozhaték, melyek majdnem min-
deniitt megegyeznek a teljes alaphalmazon teljesiilé egyenletek megoldasaival.
Ugyanakkor, a fliggvényegyenletek egy szélesebb korénél, Jarai [20], [21] igen
altaldnos eredményei segitségével belathatd, hogy a majdnem mindeniitt tel-
jesiilo fuggvényegyenlet mérhet6 megoldasai majdnem mindeniitt megegyeznek
az adott egyenlet folytonos megoldasaival, de az altalanos megoldas meghata-
rozésa még nyilt probléma.

A dolgozatban a valésziniiségelmélet karakterizaciés probléméihoz kapcsold-
do fiiggvényegyenleteket vizsgalunk, majd ezeket a karakterizacios problémakat
be is mutatjuk a fiiggvényegyenletek megoldasa soran kapott eredmények fel-
hasznaldsaval a kiilonboz6 jellemzésekben. Ezzel a témakorrel els6k kozott
Narumi (lasd [50]), majd az 6 vizsgdlatait pontositva Arnold, Castillo és Sara-
bia (lasd [6] és [7]) foglalkozott. Végzett ilyen irdnyu vizsgdlatokat Lajké (ldsd
[27], [28], [29], [30], [31], [32], [33]) és Wesolowski (lasd pl. [55]) is. Az értekezés
célja hasonlé eredmények igazolasa az eddigieknél gyengébb - az alkalmazasok
szempontjabol sokkal természetesebb - feltételek mellett.



1. Egyvaltozds eloszlasok jellemzése soran fel-
hasznalt fiiggvényegyenletek

Ebben a fejezetben azon fliggvényegyenletek dltaldnos, illetve mérhetd (vagy
stirliségfiiggvény) megoldésait vizsgaljuk, amelyekkel egyvéltozds eloszldsok ka-
rakterizacids problémdinak vizsgalata soran taldlkoztunk. A felhaszndlas szem-
pontjabdl mindenképp fontos, hogy egyenleteink vizsgalata soran maga a fiigg-
vényegyenlet csak majdnem mindeniitt teljesiiljon az adott tartomanyon és a
szereplé ismeretlen fiiggvényekrol csak annyit feltételeziink, hogy mérhetéek
vagy pedig siirliségfiiggvényei valamilyen valészinliségi valtozénak (azaz mér-
hetéek, a Lebesgue-mérték szerint majdnem mindeniitt nemnegativak és in-
tegraljuk 1).

Jérai bevezetésben jelzett eredményének (a disszertdcié 1.1.1. tételének) se-
gitségével tobb majdnem mindeniitt teljesiilé egyenletnél is megmutatjuk, hogy
a mérhet6 megoldasok majdnem mindeniitt megegyeznek a mindeniitt teljesiilo
egyenlet folytonos megolddsaival. A Steinhaus tétel egy altaldnositdsdval ([17]
ill. 1.1.2. tétel) pedig azt latjuk be, hogy a slirliségfiiggvény megolddsok majd-
nem mindeniitt pozitivak (vagy mindeniitt pozitivak, ha az egyenlet mindeniitt
teljestil).

Az 1.2. alfejezetben az édltalunk Olkin-Baker egyenletnek nevezett

1) f@) g =ple+y)q (;”) ((z.y) €B2)

fiiggvényegyenlettel foglalkozunk, melynek vizsgdlatdt Olkin [51] vetette fel az
fy 9,0, ¢: Ry — R ismeretlen fiiggvényekre. Az els6, eléggé altalanos eredmé-
nyeket Baker ([9]) és Lajké ([28]) érték el. A tovdbbiakban fontos szerepet jatszd
mérhetd (folytonos) megolddsok is ismertek.
Meghatarozzuk a majdnem mindeniitt teljesiilé (1) fliggvényegyenlet f, g,
p, ¢ : Ry — Ry mérhet6, majd az igynevezett stiriiségfiiggvény megoldasait.
A fejezet eredményeit az [47] kozlemény és az [48] el6adds tartalmazzdk.
El6szor belatjuk, hogy igaz a kovetkezd:

Lemma. (1.2.1.) Ha az f, g, p, ¢ : Ry — Ry mérhetd figgvények kielégitik az
(1) fdggve:nyegyenletet majdnem minden (x,y) € Rf_ esetén,~akk0r egyértelmiien
léteznek f, §, B, 4 : Ry — Ry folytonos figguények, hogy f = f, § =g, = p
és § = q majdnem mindeniitt, és ha az f, g, p, q fliggvényeket a f, g, D, 4
fluggvényekkel helyettesitjiik, akkor az (1) egyenlet mindendtt teljesiil Ri—en.

Ezutédn a mindentitt teljesiils (1) egyenlet mérhet6 (folytonos) megolddsainak

segitségével megadjuk a majdnem mindeniitt teljestild egyenlet mérhetd (folyto-
nos) megold4sait.

Tétel. (1.2.2.) Tegyiik fel, hogy a mérhetd f, g, p, ¢ : Ry — Ry fugguények



kielégitik a (1) egyenletet majdnem minden (z,y) € R% esetén, akkor

f(x)= Aexplax + blnz] (m.m. z€Ry),

g(z) = Bexplaz + (¢ —b)Inz] (m.m. reR,),
p(x) = Cexplax + clnz] (m.m. x € Ry),

q(z)= Dexpblnz —cln(z+1)] (m.m. zeRy),

ahol a, b, c e R és A, B, C, D € Ry tetszdleges konstansok, amelyek teljesitik
az AB = CD feltételt.

A majdnem mindentitt teljestild (1) egyenlet slirtiségfiiggvény megolddsainak
meghatdarozdsdhoz elészor Jérai ([21]), illetve Baker ([9]) mddszeréhez hasonlét
alkalmazva beldtjuk, hogy igaz a kovetkezo.

Tétel. (1.2.8.) Legyenck az f, g, p, q : Ry — R olyan nemnegativ fiigguények,
amelyek kielégitik a majdnem minden (z,y) € R% esetén teljesiils (1) egyen-
letet és léteznek Ay, As, As, Ay C Ry pozitiv Lebesque mértékd halmazok,
hogy azokon rendre pozitivak. Ekkor f, g, p, ¢ : Ry — R majdnem mindenditt
pozitivak.

Belatjuk, hogy a fenti lemma és tétel érvényes lesz sliruségfiiggvényekre is
(l4sd 1.2.2. lemma és 1.2.4. tétel a disszertdciéban).

Az 1.3. alfejezetben a béta eloszléds jellemzéséhez kapcsolodé fiiggvénye-
gyenleteket vizsgdlunk, melyeket Wesolowski ([55]) vetett fel.

Kiemeljik az fx, fv, fu, fv : (0,1) — R stiriségfiiggvényekre minden
(u,v) € (0,1)% esetén teljesiild

v

—_uv> fy (1 —uw)

) fo ) i ) = 1

1—uv

fiiggvényegyenletet. Ezen fejezet célja Wesotowski eredményeinek 1ényeges alta-
lanositasa.

A fejezet eredményeit a [36] kozlemény és a [45] és [49] el6addsok tartal-
mazzéak.

A (2) egyenlet aldbbi altaldnos megolddsdnak meghatérozasihoz haszndljuk
Maksa egy eredményét ([42]) a négy ismeretlen fliggvényt tartalmazoé altaldno-
sitott informécio-alapegyenletrol.

Tétel. (1.3.2.) Az fx, fv, fu, fv : (0,1) — Ry figgvények akkor és csakis
akkor teljesttik a (2) egyenletet minden (u,v) € (0,1)* esetén, ha

x (@)= expllhi(x)+l(l—2)+a1] (z€(0,1)),

v ()= zexp[ly (z)+1z(x)+13(1—2)+a+b] (x€(0,1)),
v(z)= explla(l—z)+l3(x)+a)] (z€(0,1)),

(z)

vie)= zexp[lh(1—z)+1l(x)+I5(x)+az+b] (x€(0,1))),



ahol az l; (i = 1,2,3) figgvények kielégitik az

li (wy) = l; (x) + 1; (y) (z,y € Ry)
logaritmikus egyenletet és ay, as, b1, ba € R konstansok, hogy 2a1+bs = 2a5+0b;.

Ezek utdn konnyen kapjuk (2) folytonos vagy mérhet megolddsait (1.3.1.
kovetkezmény).

A majdnem mindeniitt teljesiild (2) egyenlet mérheté megolddsairdl elészor
belatjuk, hogy igaz a kovetkezd.

Lemma. (1.3.5.) Ha az fx, fv, fu, fv : (0,1) — Ry mérhetd figgvények
majdnem minden (u,v) € (0, 1)2 esetén teljesitik a (2) egyenletet, akkor egyér-
telmiien léteznek fx, fy, fU, fv :(0,1) — Ry folytonos figgvények gy, hogy
fX = fx, fy = fy fU = fu, fv~: fv majdnem mindenditt, és ha az fx,
fy, fu, fv figguényeket sorban az fx, fy, fu, fv fliggvényekkel helyettesitjik,
akkor a (2) fiigguényegyenlet mindeniitt teljesiil a (0,1)* halmazon.

Ezutan megmutatjuk, hogy igaz az alabbi:

Tétel. (1.3.53.) Az fx, fv, fu, fv : (0,1) = Ry mérhetd figguények akkor és
csakis akkor elégitik ki a (2) egyenletet majdnem minden, (u,v) € (0,1)* esetén,
ha léteznek olyan pozitiv p, q, v, €; (i =1,2,3,4) konstansok az €169 = e3e4
tulajdonsdggal, hogy

()= ez '(1-2)""  (mm. ze(0,1)),

(y) = e 11—y (mm oye(0,1)),
()= e’ '(1—w)!"  (mm. ue(0,1)),
(v)

= et (=)t (m.m. v € (0,1))
teljestil.

A majdnem mindeniitt teljestilé (2) egyenlet siirliségfiiggvény megolddsairdl
el6bb beldtjuk, hogy majdnem mindeniitt pozitivak (lasd 1.3.4. tétel).

Tovabbé érvényes marad az el6bbi lemma és tétel siirtiségfiiggvényekre is
(lasd 1.3.4. lemma és 1.3.5. tétel).

Ebben az alfejezetben vizsgdljuk még (2) dltaldnos megolddsat ha minden
(u,v) € (0, 1)2-re teljestl, fx, fy, fu, fv nemnegativak és léteznek A, B, C,
D c (0,1) pozitiv Lebesgue mértékii halmazok, hogy azokon rendre pozitivak
(ldsd 1.3.6. tétel).

Az 1.4. alfejezetben a normalis eloszlas jellemzéséhez kapcsolédé sokak
altal vizsgdlt (pl. Baker [8] és Lajké [29])

(3) f@)g) =hlaz+by)k(cx+dy)  ((z,y) € R?)

fliggvényegyenletet tekintjik, ahol f, g, h, k : R — C vagy R fliggvények, a,
b, ¢, d pedig rogzitett nullatol kiillonbozo valds szémok az A := ad — be # 0
tulajdonsaggal.



Baker meghatdrozta az Gsszes mérhet6 és nem majdnem mindeniitt nulla
fy g, hy k : R — C fiiggvényt, amely kielégiti a (3) egyenletet, Lajké pedig
megadta (3) Osszes olyan f, g, h, k : R — R megolddsdt, amely nem majdnem
mindentitt nulla. Itt meghatdroztuk a majdnem mindeniitt teljesiilé (3) egyenlet
Osszes mérhetd f, g, h, k : R — R, megoldasat, illetve a stirliségfiiggvény
megoldasokat is.

Az alfejezet eredményei az [46] dolgozatban és az [48] eldaddsban taldlhatdk
meg.

F& eredményiink (melyhez tobb 1épésen keresztiil jutunk) a kovetkezd.

Tétel. (1.4.4.) Tegyik fel, hogy az f, g, h, k : R — R sdriségfiggvények
kielégitik a (3) egyenletet majdnem mindenditt, ekkor

f(@)= orexp a1z + b12?] (m.m. z € R),

bd
g(z)= agexp [aﬁ - ble} (m.m. z € R),
ac

aird — asc d
h(z) = progogexp [;d—bzm + ablxﬂ (m.m. x € R),
k(z)= B ox aza —a1b Qb 2 ( € R)
Tr) = 2001 (2 P ad — be X c 1T m.m. T

teljesiil, ahol a1, as, by € R tetszbleges konstansok és «;, B; € R (i=1,2)
tetszoleges, az a1 frasfBs = 1 feltételt kielégitd konstansok.

Az 1.5. alfejezetben a majdnem minden (u,v) € Ri esetén teljesiild

(4) futv) =g (u)h(v)

exponencidlis Pexider egyenletet vizsgdljuk az ismeretlen f, g, h : Ry — R
mérheto fliggvényekre, ahol g, h nem azonosan 0, illetve a majdnem minden
(u,v) € R? esetén teljesiils

®) flww) =g (u) + h(v)

logaritmikus Pexider egyenletet az ismeretlen f, g, h : R; — R mérheto fligg-
vényekre.

Ismeretesek (ldsd [4]), a minden (u,v) € R2 esetén teljesiild (4) egyenlet
nemtrividlis mérhetd (folytonos) megolddsai illetve a minden (u,v) € R? esetén
teljesiilé (5) egyenlet mérhet (folytonos) megoldasai.

Az alfejezet eredményeit a [37] és [43] cikkekben kozoltiik.

F6 eredményeink:

Tétel. (1.5.1.) Tegyiik fel, hogy az f, g, h : Ry — R mérhetd figgvények,
ahol g, h nem azonosan 0, majdnem minden (u,v) € R? esetén kielégitik a (4)
egyenletet, akkor

f () =abe, g(t)=ae", h(zx)=>be" (m.m. t € Ry),

ahol a,b e Ry, ce R.



Tétel. (1.5.2.) Tegyiik fel, hogy az f, g, h : Ry — R mérhetd figgvények
majdnem minden (u,v) € R esetén kielégitik az (5) egyenletet, akkor

f@®)=clnt+a+b, g({)=clnt+a, h(t)=clnt+bd (m.m. t e Ry),

ahol a,b,c € R.

2. Feltételesen meghatarozott kétdimenzids
eloszlasok jellemzése soran felhasznalt fligg-
vényegyenletek

A 2.1. alfejezetben a

©) m(25) s 0= (325) 2 @

fliggvényegyenlet vizsgaljuk a hi, ha, fy, fx ismeretlen fliggvényekre, a c és d
pozitiv fliggvények specidlis vélasztasai esetén.

(6) a feltételesen meghatdrozott kétdimenzids eloszldsok jellemzésében jat-
szik szerepet. Arnold, Castillo és Sarabia ([7]) az ismeretlen fiiggvények kétszeri
differencidlhatosaga mellett vizsgaltdk az egyenletet, specidlis esetekben, feltéve,
hogy azok minden (z,y) € R? esetén teljesiilnek.

Itt el6szor a ¢ és d fliggvények specidlis valasztdsai esetén, csak a pozitiv
ismeretlen hy, ho, fy, fx fliggvények mérhetOségét tételezziik fel, illetve azt,
hogy a kapott egyenletek majdnem minden (z,y) € R3 esetén teljesiilnek.
Eredményeinket két kiilonb6zé mddon is megkaphatjuk, a disszertdaciéban sze-
repel mindkét modszer leirasa.

Beldtjuk, hogy a majdnem mindeniitt teljesiilé (6) egyenlet mérheté megol-
désai — a kiilonbo6zd specialis esetekben — egyértelmiien , kiterjeszthetoek” folyto-
nos fliggvényekké és ha a mérhet6 fiiggvényeket a folytonosakkal helyettesitjiik,
akkor az egyenlet mar mindeniitt teljesiilni fog Rﬁ_—en. Ezutédn vizsgaljuk a
kapott specidlis egyenletek stiriiségfiiggvény megoldésait is.

Eredményeinket a [37] és [38] dolgozatokban, valamint a [34] és [35] el6addsok
soran kozoltiik.

Az elsé specialis esetben a ¢, d fiiggvények

1 1

C(y):a+y’ d(x):ﬂ

(z,y >0)

alakdak, ahol «, 8 nemnegativ konstansok. Ekkor (6)-bdl kapjuk, hogy

(7) hi((a+y)z) (@+y) fy (y) = ha (B+2)y) (B+ ) fx (2)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R% esetén, ahol hy, ho, fx, fy : Ry — Ry
mérhet6 ismeretlen fliggvények, «, B > 0 tetszoleges konstansok.



A megolddsokat a? + 5% # 0 esetén az egyik mdédszerrel a 2.1.2. tétel, a
masikkal a 2.1.4., 2.1.6., 2.1.8. tételek, mig az a = § = 0 esetben a 2.1.9. tétel
irja le.

Megadjuk a majdnem mindeniitt teljesiilé (7) egyenlet siirliségfiiggvény meg-
olddsait is. El6szor (esetszétvélasztdssal) beldtjuk, hogy teljesiil a kovetkezd

Tétel. (2.1.11.) Legyenck a hy, ha, fx, fy : Ry — R nemnegativ (7)-
et majdnem minden (z,y) € Ri—re kielégitd olyan mérhetd figguények, hogy
léteznek Ry -nak olyan Lebesque mérhetd és pozitiv mértéki részhalmazai, amin
a fiigguények pozitivak. Ekkor a hyi, hso, fx, fy fliggvények majdnem mindentitt
pozitivak R, -on.

Emellett igaz a kovetkezo is:

Tétel. (2.1.12.) Ha a nemnegativ hq, ha, fx, fy : Ry — R mérhetd figgvények
magjdnem mindenitt pozitivak Ri-on és majdnem minden (x, y) € Ri esetén
teljesitik a (7) fiigguényegyenletet, akkor egyértelmien léteznek hi, hg, fX, fr
folytonos (és pozitiv) figguények, hogy hi = hi, he = hs, fx = Ix, fy = fy
majdnem mindeniitt, és ha a hi, he, fx, fy figguényeket a hi, ho, fx, fy
fliggvényekkel helyettesitjik, akkor (7) mdr mindeniitt teljesil R, -on.

Az utébbi két tétel (a mindeniitt teljesiild (7) egyenlet megolddsait haszn4l-
va) adja f6 eredménytinket.

Tétel. (2.1.13.) Ha az o + 32 # 0 esetben a hy, ha, fx, fy : Ry — R nem-
negativ (7)-et majdnem minden (z,y) € R? -re kielégité mérheté figgvények,
hogy vannak R -nak olyan Lebesque mérhetd és pozitiv mértéki halmazai, amin
a fiigguények pozitivak, akkor

hi(z) = x° exp(yz+ 01) (m.m. x € Ry),
he () = % exp (yx + d2) (m.m. zeRy),

Cc2

Iy (y) = (y—i—yaﬁ exp (vBy + d3) (m.m. y€Ry),
fx (x) = (x—i—z;)cm exp (yax + d4) (m.m. z€R,),

ahol c1, ca, 7y, 01, 02, 03, 04 € R tetszdleges, a 41 + 93 = do + 4 tulajdonsdgot
kielégitd konstansok.

A miésodik specidlis esetben a (6) egyenletben szerepld ¢ és d fliggvények
linedrisak, azaz

cw)=Mlaty), d@)=X @+z) (2,y>0),

ahol{ A1, Ao pozitiv, a és 0 nemnegativ konstansok.
Igy (6)-bdl a

T 1 _ Y 1 -
®) ’“(Al(aw))A1<a+y>fY(y)‘h2(A2<ﬁ+x>)Amm)f“)




egyenletet kapjuk majdnem minden (z,y) € R2-re, ahol hq, ho, fx, fy : Ry —
R, mérhet6 ismeretlen fiiggvények, A1, Ao € Ry, o, B > 0 tetsz6leges konstan-
sok.

El6szor (esetszétvilasztassal) kétféle mddszerrel is leirtuk (8) mérhetd és
pozitiv megoldéasait a 2.1.15., 2.1.16. és 2.1.17. illetve 2.1.19., 2.1.21., 2.1.23. és
2.1.24. tételekben.

(8) stirliségfiiggvény megolddsainak megaddsahoz (a 2.1.25. tétel és néhany
korébbi eredmény felhaszndldsdval) belattuk, hogy igaz:

Tétel. (2.1.26.) Ha a hi, ha, fx, fy : Ry — R filigguények majdnem min-
den (z,y) € R%-re teljesitik a (8) egyenletet, nemnegativak és az Ay, As, As,
Ay C Ry pozitiv Lebesque mértéki halmazokon rendre pozitivak, akkor Ry -on
magjdnem mindendtt pozitivak.

Majd bizonyitottuk, hogy teljestl a

Tétel. (2.1.27.) Ha a hy, he, fx, fy : Ry — R mérhetd, nemnegativ figg-
vények az o > 0, B > 0 esetben majdnem minden (x,y) € Ri esetén teljesitik
a (8) figgvényegyenletet és léteznek Ay, Az, Az, Ay C Ry pozitiv Lebesgue
mértékd halmazok, hogy azokon rendre pozitivak, akkor

hi(z) = e % (Ala)p? xP2te (sc + ﬁ) h (m.m. x €Ry),

ﬁ )\10&
—ay [(P2B\ a \*
hy(z) = e % (a) 2Pt (g o] (m.m. x €Ry),
A
fX (.T) = 6d4ﬁp1+7iz+qxp2+q (l‘ + ﬁ)p1+l (mm xT € R+> s
A
fr (z) = edamml’ﬁq (z+ )™ (mm. zeRy),

ahol p1, p2, q, d1, do, d3, dy € R tetszdleges konstansok a di + d3 = do + d4
tulajdonsdggal.

Az a =0, 8 > 0 esetben a 2.1.28. tétel, mig az a > 0, B = 0 esetben a
2.1.29. tétel teljesiil.
A 2.2. alfejezetben a

z—a(y)] 1 _o |y zb@) L
R o o ot

egyenletet vizsgéljuk, ahol a, b adott, ¢ és d adott pozitiv fliggvények. Ebben a
fejezetben ezen fliggvények specidlis valasztasa mellett csak a g1, go, fy, fx is-
meretlen pozitiv fliggvények mérhet&ségét tessziik fel, illetve azt, hogy az egyen-
let majdnem minden (x,7) esetén teljesiil R? egy nyilt részhalmazan.

A fejezet eredményeit a [39] dolgozatban tervezziik megjelentetni.

Azt az esetet tekintettiik, amikor a, b ¢ és d

a(y) =miy+ci, b(x)=mox+ co,



cy)=My+a), d@)=>N(@+a)
alakud linedris fliggvények (azaz a linedris regresszi6 és feltételes szords esete,
lasd [7]).
Eredményeinket a 2.2.1. lemmaéaban, valamint a 2.2.1.; 2.2.2., 2.2.3. és 2.2.4.
tételekben adtuk meg.

3. Egyvaltozos eloszlasok karakterizacidja

Vizsgalataink soran feltételezziik, hogy az eloszldsok abszolit folytonosak, azaz
léteznek a stlriiségfiiggvények, tovabbd hasznéljuk a jol ismert transzformaécios
tételt ([19]).

Tétel. (3.1.1.) Legyen X = (X1,...,Xy) abszolit folytonos valdsziniségi vek-
torvdltozo az f : RN — R striségfigguénnyel, mely az Q, C RN tartomdnyon
kivil zérus. Legyen v : Qp — Q, C R"™ kélcsonosen egyértelmi leképezés €1y-ra
és jelolje v~ 1 az inverzét.
-1
Ha a J (y) = det (‘%Ty(y)) Jacobi determindns létezik, folytonos és nem vdlt
eldjelet Qy,-ban, akkor azY = 1 (X) valdszinidségi vdltozd is abszolit folytonos
a kovetkezd g striiségfiigguénnyel

g(y) _ f (¢_1 (y)) |J(y)| ,ha ye Qy m.m.
0 ,ha  yeRN\Q,.
A karakterizdcidkat a [36], [43], [46] és [47] cikkekben és a [45], [48] és [49]
eldadédsok keretében kozoltiik.

A 3.2. alfejezetben a gamma eloszlds karakterizacidival foglalkozunk.
El6bb a gamma eloszlds jol ismert Lukdcs-féle (ldsd [41]) karakterizdcidjat

bizonyitjuk. A ¢ : R — R3, ¢ (z,y) = (x + v, %) transzforméacié és a transz-
formacios tétel segitségével kapott
o2
Tty

Fx @) fy (9) = fu @+ 9) fu (j) (mm. (z,y) € B2)

fliggvényegyenlet megoldasa azonnal jon az Olkin-Baker egyenlet megoldédsaibdl,
ami adja a kovetkezo6 jellemzési tételt:

Tétel. (3.2.1.) Az X, Y figgetlen és abszolit folytonos valdszintiségi vdltozdk
akkor és csakis akkor gamma eloszldstak (ugyanazzal a paraméterrel) ha X +Y
€s % flggetlenek.

A gamma eloszlds egy mésik Kotlarskit6l szarmazé jellemzését ([24]) is meg-
adjuk a 3.2.2. tételben.

A 3.3. alfejezetben a béta eloszlas egy karakterizaciéjaval foglalkozunk,
melyet Wesolowski ([55]) vizsgalt a

(0.1 = (0.1, w(ry) = (f‘jy@—xy)
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transzforméci6 és a transzforméacios tétellel kapott (az 1.3. fejezetben szerepld)

1—w
1—wuv

(10) i () fr (0) = fx ( ) fy (1= )

1 —wuv
fiiggvényegyenlet segitségével, az ismeretlen fx, fyv, fu, fv : (0,1) — R siiri-
ségfliggvényekkel.

Wesolowski vizsgélataiban feltételezte azt is, hogy (10) minden (u,v) €
(071)2 esetén teljesiil. Itt, Osszhangban a transzformdécids tétellel csak azt
tessziik fel, hogy a (10) egyenlet majdnem minden (u,v) € (0, 1)2 esetén teljesiil
és fx, fv, fu, fv olyan (slirliség)fiiggvények, hogy nemnegativak, mérhetéek
és Lebesgue integréljuk 1.

Igaz a kovetkezo jellemzés:

Tétel. (3.3.1.) Ha X ésY abszolit folytonos és figgetlen valdsziniiségi vdltozdk
(ahol X ésY tartdja a (0,1) intervallum) dgy, hogy az

1-Y

U=1"%xv

V=1-XY

szerint definidlt valoszinidségi vdltozok szintén fiiggetlenek, akkor X,Y,U és 'V
a béta eloszldscsalddba tartoznak. Azaz X, Y, U és 'V béta eloszldsiak sorra a
p,q; P+ q,7; T,q €s q+ 1, p paraméterekkel.

A 3.4. alfejezetben a normalis eloszlds egy jol ismert Lukécs-féle ([40])
jellemzését bizonyitjuk, itt is feltételezve, hogy X és Y abszolut folytonosak.

Ay (z,y) = (z+y,z—y) ((z,y) € R?) transzforméciot és a transzformdci-
0s tételt hasznalva kapjuk az

fx@) fy(y)=2fv(@+y) fv(z—y) (mm (z,y) €R?)

egyenletet, amely a (3) egyenlet specidlis esete az a = b =c=1ésd = —1
konstansvalasztdssal.
Ennek megoldasai (lasd 1.4. fejezet) adjék, hogy igaz a kovetkezd jellemzés:

Tétel. (3.4.1.) Az X ésY figgetlen és abszolit folytonos valdsziniiségi vdltozdk
pontosan akkor normalis eloszlastak, ha X +Y és X —Y fiiggetienek.

A 3.5. alfejezetben az exponencialis eloszlas egy karakterizdcidja szerepel.
Megadjuk az Osszes f stirliségfliggvényt, ami kielégiti az alabbi két feltételt
(ldsd Maksa és Mészaros [43])
1. Tulajdonsdg. f(u)= 0 majdnem minden u € (—o0,0) esetén ( a Lebesgue

mérték szerint ) és

2. Tulajdonsdg. Létezik olyan 0 < n € Z (az egész szamok halmaza) és —1 <
B € R, hogy az R%-en az aldbbi mdédon definidlt p figguény:
p(u,v) =0 hau <0 vagy v <0 és

“+oo
(11) p(u,v) = A F(u) (F(w) — F(s +u)" f(s+) f(s+utv) F(s+utv)?ds
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hau,v € [0,4+00), ahol F(u) = fu+°o f,u >0 azun. taléld figgvény, az egyiittes
stirtiségfigguénye két fiigguetlen valdszintségi valtozonak.

Beldtjuk, hogy minden f siirfiségfiiggvény, ami pozitiv [0, +00)-en és ren-
delkezik az 1-2 tulajdonsigokkal, az exponencidlis eloszlas sirliségfiiggvénye.
Tovabba, adunk egy sziikséges és elégséges feltételt a (11)-ben szereplé n és
0 paraméterekre, hogy a (11)-ben definidlt p fiiggvény, egy f exponencidlis
stirtiségfiiggvénnyel, maga is stirliségfliggvény legyen.

4. Feltételesen meghatarozott kétdimenziés ab-
szolut folytonos eloszlasok karakterizacidja

Legyen (X,Y) egy abszolut folytonos kétdimenzids valészintiségi vektorvaltozo.
Jelolje fixvy, fx,fv, fx)y é fy|x az egyiittes, a margindlis és a feltételes
stirliségfiiggvényeket. Ismeretes, hogy

(12) foxy) (@9) = Fxiy (2,9) fy (y) = fyix (z,9) fx (@)

majdnem minden (z,y) € R? (vagy pozitiv tartéji vektorvaltozé esetén majd-
nem minden (z,y) € R%) esetén.

Ha a feltételes stirliségfiiggvényeket valamilyen (pl. gyakorlati vagy valé-
szinliségelméleti szempontbdl érdekes) specidlis alakd fliggvények kozott de-
finidljuk, olyan fiiggvényegyenleteket kapunk, melyek megolddsa (X,Y) egy
jellemzéséhez vezetnek.

Els6ként Narumi ([50]), majd Arnold, Castillo és Sarabia ([7]) alkalmazott
fliggvényegyenleteket feltételesen meghatdrozott kétdimenzids eloszlasok karak-
terizacidja soran.

Az eredmények a [37] és [38] dolgozatokban szerepelnek, illetve [39]-ban
kivanjuk megjelentetni.

A 4.2. alfejezetben eltolasparaméter jellegii feltételt vizsgalunk, speciali-
san linedris regresszids fiiggvényekkel. Ekkor a feltételes stirtiségfiiggvényeknek
az x|y (2,y) = g1 (r — a1y —a2), fy|x (x,y) = g2 (y — bix — by) alakot kell
oOltenie (feltételezve, hogy a feltételes variancidk konstansok).

Ebben az esetben kapjuk az

(13) fy W) g1 (z — a1y — a2) = fx () g2 (y — bz — ba)

egyenletet. Narumi megoldotta (13)-at, de erds regularitési feltételek mellett.
Tételezziink fel csak annyit, amennyi természetes. Az ismeretlen fliggvények
legyenek stirliségfiiggvények és az egyenlet teljesiiljon majdnem minden (z,y) €
R? esetén.
(13) megoldasai visszavezethetOk az 1.4. fejezetben szerepld egyenlet megol-
désaira, amibol azonnal kapjuk az

f(X,Y) (v,y) =
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2 2

= (1 €XP |:(A1 — Agbl) x + A2y — LBl < — 21’:1} + y):|
1-— aq bl

egyiittes slirtiségfiiggvényt majdnem minden (z,y) € R? esetén.
fgy ugyanarra a kovetkeztetésre juthatunk, amire [7]-ben is, hogy X és Y

vagy fiiggetlenek vagy (X,Y") kétvéltozds normélis eloszldsu.

A 4.3. alfejezetben a skalaparaméter jellegii feltétel esetét vizsgaljuk. Ar-
nold, Castillo és Sarabia [7] tekintette azt az esetet is, amikor a feltételes stirfiség-

fiiggvények fxjy (2.) = h1 (55) wy Frix (@.y) = ha (i) sy alakiak,

adott pozitiv c és d fliggvényekkel, ahol hi, ho ismeretlen pozitiv fliggvények.
Ekkor (12)-bél kapjuk a

(14) hy (cfy)> ﬁfy (y) = ho (diyx)) ﬁfx (z)

fliggvényegyenletet, amit a 2.1. fejezetben vizsgaltunk.
A ¢, d fuggvények 2.1.-beli els6 specidlis valasztdsdval (14)-bol kapjuk, hogy
a 2.1.-beli

(15) hi((a+y)x) (a+y) fy (y) =ha (B+2)y) (B+2) fx (v)

egyenlet teljesiil majdnem minden (z,y) € Ri esetén, ahol hi, ho, fx, fy :
R, — Ry mérhetd ismeretlen fiiggvények, o, 8 > 0 tetsz6leges konstansok.
Ekkor a 2.1. fejezet eredményeit felhasznalva kapjuk az aldbbi eredményt:

Tétel. (4.5.1.) Az adott specidlis esetben, ha o> + 32 # 0 a hy és hy fiigguények
a gamma eloszlds slrdségfiggvényei (rendre —vy, c¢1 + 1 és —v, ca + 1 paramé-
terekkel), azaz (X,Y) gamma feltételes eloszldsokkal rendelkezik. Tovdbbd az
egytittes striségfiggvény

fixy (2,y) = exp (01 + d3) 2™y exp (v (e + 2y + By))
alaki majdnem minden (z,y) € R2 esetén, azaz a megolddsok osztdlya (ha
c(y) = %ﬂ/, d(z) = ﬁﬁ) eqybeesik a MODEL II gamma feltételes osztdllyal

(idsd [7)).

Illetve a 2.1.-beli masik specidlis valasztassal a

T 1 . Y 1
(16) ’“(Mam))A1<a+y>fY(y)‘h2(Az<ﬂ+x>)Azwm)ﬁ‘(”’

egyenletet kapjuk majdnem minden (z,y) € R3-re, ahol hi, ho, fx, fy :
R+ — Ry mérhetd ismeretlen fiiggvények, A1, Ao € Ry, a, B > 0 tetszbleges
konstansok.

Ekkor kapjuk az aldbbi eredményeket:

Tétel. (4.3.2.) Aza >0, 8> 0 esetben a hy és he figguények (rendre co + 1,
aiﬁ —cp—1éscy+1, alﬁ — ¢1 — 1 paraméterd) Pearson tipusi VI eloszldssal

rendelkeznek, amit mdsodrendd béta eloszldisnak is neveznek (ldsd [7]). Ebben
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az esetben az fx €s fy margindlis striségfigguények is ugyanolyan eloszldasiak.
Tovdbba az egyiittes stiriségfigguény

fix,y) (@,y) = exp (d3 — d2) 2y (ax + By + af)” =

alakid majdnem minden (z,y) € Ri esetén, azaz a megolddsok osztilya egybeesik
a Mardia dltal bevezetett kétvdltozds Pareto eloszlds eqy kiterjesztésével (ldsd [7],

[44])-

Az a =0, 8> 0 esethben az egyiittes striségfiggvény

vy Btz

foxvy (@,y) = exp (ds — do) ®y“re 77 v

alaki majdnem minden (z,y) € R esetén.
Mig az a > 0, B = 0 esetben az egyiittes stiriségfigguvény

y_oaty

f(X’Y) (z,y) = exp (dz — do) x%?y“1e o =

alakd majdnem minden (z,y) € R esetén.

A 4.4. alfejezetben az eltolas- és skdlaparaméter jellegii feltételt tekintjiik,
amikor a feltételes stirliségfliggvények

I—a(y)} L
c(y) ey

s frix (@.y) = g2 [?J;(bx()l‘)] d(lfﬂ)

fX|Y (z,9) = [
alakuak adott a, b és adott pozitiv ¢, d fiiggvényekkel, ahol g;, go ismeretlen
fiiggvények.
Ekkor (12)-bél a 2.2.-beli

z-aly) 1 _ o |y=b@) 1
ana | o= | @

egyenletet kapjuk. Tételezziink most is csak annyit fel, amennyit természetes.
Az ismert fiiggvények specidlis valasztasa mellett, a g1, g2, fy, fx ismeretlen
fiiggvények legyenek sliriségfiiggvények (mérhetek 1 Lebesgue integrallal), és
a (17) egyenlet teljesiiljon majdnem minden (z,y) esetén R? egy nyilt részhal-
mazabol.

Ha az a, b, ¢ és d figgvények linearisak, g1, g2, fy, fx striségfiggvények,
akkor a 2.2. fejezet eredményeit felhasznalva a 4.4.1., 4.4.2. és 4.4.3. tételek
megadjak az (X,Y) egyiittes slir{iségfliggvényének lehetséges alakjét.
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Introduction

Solution of functional eqautions is an old problem of mathematical analysis.
In Hungary Jénos Aczél was the first who investigated intensively functional
equations. The first comprehensive works are also due to him (see [1], [2]).
These functional equations and their applications are widely studied and can be
applied in economics, physics and statistics as well. In economics see for example
the book of Eichhorn [15], in engineering see the work of Castillo and Ruiz-Cobo
[10], with applications in probability theory the books of Ramachandran and
Lau [53] or Yadrenko [56] can be considered, in connection with information
theory the monography of Aczél and Daréezy [3] is notable.

The results of the dissertation are partly connected to the investigation of
functional equations with restricted domains, for example when the restriction
of the domain is explicitly given. Here we can mention the results of Aczél
and Erdés [5], Darécezy and Losonczi [11], Székelyhidi [54], Ger [18] and Péles
[52], but there are a lot more (see [14], [25], [26]). On the other hand the
results are also connected to the examinations (raised by Erdés [16]), where the
equations are satisfied only almost everywhere (with respect to the Lebesgue-
measure) on their domain. In more cases the general solution of the almost
everywhere satisfied equations can also be determined (for example in the case
of the Cauchy-equation [12], [13], [23] and the Cauchy exponential equation [4]),
and these solutions are almost everywhere equal to solutions of the everywhere
satisfied equations. In more cases by the help of a general result of Jérai [20],
[21] it can be proved that the measurable solutions of the almost everywhere
satisfied functional equations are almost everywhere equal to the continuous
solutions of the everywhere satisfied equations, but the determination of the
general solution is an open problem.

The dissertation consists of four parts. In the first two sections functional
equations are investigated, in the latter two we deal with characterization prob-
lems of probability theory by the help of our functional equations. This topic
was investigated among the first by Narumi ([50]), then refining his work by
Arnold, Castillo and Sarabia ([6] and [7]). Lajké ([27], [28], [29], [30], [31], [32],
[33]) and Wesolowski ([55]) also examined this topic. Our purpose is to get
similar results, but with more natural assumptions.
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1. Functional equations connected to character-
ization problems of univariate distributions

In this section we study the general or measurable (density function) solutions
of those functional equations that are connected to characterization problems
of univariate distributions. It is important that our equations are satisfied only
almost everywhere on their domain and the unknown functions are measur-
able and positive or density functions of some random variable (hence almost
everywhere nonnegative and measurable with integral 1).

By the help of Jarai’s result (theorem 1.1.1. of the dissertation) we can show
for several almost everywhere satisfied functional equations that the measurable
solutions are almost everywhere equal to the continuous solutions of the every-
where satisfied equations. With a generalization of the Steinhaus theorem ([17]
and theorem 1.1.2.) we can prove that the density function solutions are positive
almost everywhere (or everywhere, if the equation is satisfied everywhere).

In subsection 1.2. we deal with the Olkin-Baker functional equation

1) F@)g) =platy)a (j) ((2,y) € B2),

which was raised by Olkin [51] for unknown functions f, g, p, ¢ : R — R. The
first general results are due to Baker ([9]) and Lajké ([28]). The measurable
(continuous) solutions are also known.

We give the measurable and the density function solutions f, g, p, ¢ : Ry —
R of the almost everywhere satisfied functional equation (1).

The results of this subsection can be found in [47] and [48].

First we show the following

Lemma. (1.2.1.) If the measurable functions f, g, p, ¢ : Ry — Ry satisfy

equation (1) for almost all (x,y) € R2, then there exist unique continuous

functions f, G, P, q : Ry — Ry such that f= J:9=9,p=p and = q almost
everywhere, and if f, g, p, q are replaced by f, J, D, q, respectively, then (1) is
satisfied everywhere on ]Rf_.

By the help of the continuous solutions of the everywhere satisfied equation
(1) we can give the measurable solutions of the equation satisfied for almost all
(z,y) € RE.

Theorem. (1.2.2.) Suppose that the measurable functions f, g, p, ¢ : Ry — Ry
satisfy functional equation (1) for almost all (x,y) € Ri. Then

f(x)= Aexplax + blnz] (a.e. z€Ry),

(r) = Bexplar+ (¢ —b)Inz] (a.e. z€Ry),

(x) = Cexplax + clnz] (a.e. z€eRy),

(2) = Dexp[blnz —cln(x + 1)] (a.e. x€Ry),

where a, b, c € R and A, B, C, D € R, are arbitrary constants with AB = CD.
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To determine the density function solutions of the almost everywhere sat-
isfied equation (1) first we show (similarly as Jarai ([21]), and Baker ([9])) the
following

Theorem. (1.2.3.) Let the nonnegative functions f, g, p, ¢ : Ry — R satisfy
equation (1) for almost all (z,y) € R% and let Ay, Ay, A3, Ay C Ry be sets
with positive Lebesgue measure, on which the functions are positive, respectively.
Then f, g, p, ¢ : Ry — R are almost everywhere positive.

The above lemma and theorem remain true with density functions as well (see
lemma 1.2.2. and theorem 1.2.4.).

In subsection 1.3. we study functional equations arisen from the charac-
terization of beta distribution, raised by Wesolowski ([55]).

We emphasize the functional equation

® fo () v (0) = £ (7

for all (u,v) € (0, 1)2 and with density functions fx, fyv, fu, fv : (0,1) = R,.
The purpose of this subsection is the generalization of Wesotowski’s results.
The results of this subsection can be found in [36], [45] and [49].

To get the general solution of equation (2) we use a result from Maksa ([42])
in connection with the generalized fundamental equation of information with
four unknown functions.

Theorem. (1.53.2.) Functions fx, fy, fu, fv : (0,1) — Ry satisfy the func-
tional equation (2) for all (u,v) € (0,1)* if and only if

() = explly(z) +l(l—-2)+a] (z€(0,1)),
v(z)= wexplli(z)+lha(x)+i3(1—xz)+a1+b (z€(0,1)),
v@)= explla(l—2)+13(z)+a] (z€(0,1)),

()= zexp[li(l—z)+l(z)+i3(z) +az+b] (z€(0,1)),

x x) =

v (z) =
where function l; (i = 1,2,3) satisfies the Cauchy logarithmic equation

li (wy) = 1l; (x) + 1; (y) (z,y € Ry)
and ay, as, by, by € R are constants, such that 2a, + by = 2a9 + b.

Then we get easily the continuous or measurable solutions of (2) (corollary
1.3.1.).

First we prove, for the measurable solutions of the almost everywhere satis-
fied equation (2), the following

Lemma. (1.5.8.) If the measurable functions fx, fy, fu, fv : (0,1) = Ry
satisfy equation (2) for almost all (u,v) € (0, 1)2, then there exist unique con-
tinuous functions Ix, fv, fu, fv : (0,1) = Ry, such that fx = fx, fy = fv

fU = fu, fV = fv almost everywhere, and if fx, fv, fu, fv are replaced by
Ix, fyvs fu, fv respectively, then equation (2) is satisfied everywhere on (0,1)°.
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Then the following result is valid.

Theorem. (1.53.3.) The measurable functions fx, fv, fu, fv : (0,1) — Ry
satisfy functional equation (2) for almost all (u,v) € (0, 1)2 if and only if there
exist positive constants p, q, r, €; (i = 1,2,3,4) with 165 = €34 such that

fx (@)= ea? t(1—2)"" (a.e. x € (0,1)),
fr@) = ey 1=y (ae ye(0,1),
fow) = equ"(1—u)?! (a.e. u € (0,1)),
fr (@) = e T1—0)’"" (ae ve(0,1)).

On the density function solutions of equation (2) satisfied almost everywhere
we can show that they are almost everywhere positive (see theorem 1.3.4.).

Furthermore similar lemma and theorem are valid with density functions as
well (see lemma 1.3.4. and theorem 1.3.5.).

We also investigate the general solution of equation (2) satisfied for all
(u,v) € (0, 1)2, with nonnegative functions fx, fy, fu, fv where there ex-
ist sets A, B, C, D C (0,1) with positive Lebesgue measure, on which the
functions are positive, respectively (see theorem 1.3.6.).

In subsection 1.4. we consider the functional equation

3) f@)g(y)=hlaz+by)k(cx+dy)  ((z,y) €R?)

with unknown functions f, g, h, kK : R — C or R and arbitrary fixed nonzero
real constants a, b, ¢, d with the property A := ad — bc # 0. This equation is
connected to the characterization of the normal distribution, it was investigated
for example by Baker [8] and Lajké [29].

Baker determined all measurable and not almost everywhere zero functions
f, g, hy, k : R — C satisfying functional equation (3), Lajké gave all solutions
f, 9, hy k: R — R of (3), which are not almost everywhere zero.

Here our purpose is to determine all measurable (and the density function)
solutions f, g, h, k : R — R of the almost everywhere satisfied equation (3).

The results of this subsection can be found in [46] and [48].

The main result is the following

Theorem. (1.4.4.) Suppose that the density functions f, g, h, k : R — R
satisfy equation (3) almost everywhere, then

f(x)= aiexplaiz + by2?] (a.e. z€R),

bd
g(x) = agexp |:CL2$ — blxz] (a.e. z €R),
ac

ard — ase d
h(z) = Prorazexp [;d—be + ablxﬂ (a.e. z €R),
k(z) = fearazex %ﬂ‘blbx—ébx2 (a.e. z €R)
= Qe exp o 1 -6 )
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where a1, az, by € R are arbitrary constants and o;, B; € R (i =1,2) are
arbitrary constants, satisfying a1 B1ab2 = 1.

In subsection 1.5. we examine the exponential Pexider equation

(4) flu+wv)=g(u)h(v)

for almost all (u,v) € R3 with unknown measurable functions f, g, h : Ry — R,
where g, h are not identically equal to 0. We also consider the logarithmic
Pexider equation

(5) f(uv) = g (u) + h(v)

for almost all (u,v) € Rf_ with unknown measurable functions f, g, h : Ry — R.

The non-trivial measurable (continuous) solutions of equation (4) satisfied
for all (u,v) € R% ([4]) and the measurable (continuous) solutions of equation
(5) satisfied for all (u,v) € R% are known.

The results of this subsection can be found in [37] and [43].

Our main results:

Theorem. (1.5.1.) Suppose that the measurable functions f, g, h : Ry — R,
where g, h are not identically equal to 0, satisfy functional equation (4) for
almost all (u,v) € RZ. Then

() =abe, g(t) =ae", h(x)=0be" (a.e. teRy),
where a,b € Ry, c € R.

Theorem. (1.5.2.) Suppose that the measurable functions f, g, h : Ry — R
satisfy functional equation (5) for almost all (u,v) € R%, then

f@®)=clnt+a+b, g¢gt)=clnt+a, h(t)=clnt+b (a.e. teRyY),

where a, b, c € R.

2. Functional equations connected to character-
ization problems of conditionally specified bi-
variate distributions

In subsection 2.1. equation

©) m (o) st 0 =t (25 ) g @

is studied for the unknown functions hi, ho, fy, fx with special choices for the
positive functions ¢ and d.

Equation (6) arisen from the characterization problems of conditionally spec-
ified bivariate distributions. Arnold, Castillo and Sarabia ([7]) investigated the
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equation in special cases with the assumptions that the unknown functions are
twice differentiable and the equations are satisfied for all (z,y) € R%.

With special choices for the functions ¢ and d we assume only the measur-
ability of the positive unknown functions hy, hs, fy, fx and that the resulted
equations are satisfied for almost all (z,y) € Ri. We can prove our results in
two different ways, both can be found in the dissertation.

We prove that the measurable solutions of the almost everywhere satisfied
functional equation (6) — in the different special cases — can be ,extended”
uniquely to continuous functions and if the measurable functions are replaced
by the continuous ones, then the equation will be satisfied everywhere on ]Ra_.

We get our results in two different ways: First we show, that the continu-
ous solutions are differentiable infinitely many times, then we solve differential
equations. On the other hand we give the continuous solutions of our equations
by the help of the known continuous solutions of these equations. Then we also
investigate the density function solutions of the special equations.

We also give the density function solutions of the equation in the special
cases.

The results of this subsection can be found in [37], [38], [34] and [35].

First we study the case, when

1 1

C(y)zaera d(x):ﬂ

(z,y >0)

where «, § are nonnegative constants. Then we get the equation

(7) hi((a+y)x) (a+y) fy (y) =ha (B+2)y) (B+2) fx (v)

for almost all (z,y) € R%, where hi, ho, fx, fy : Ry — R are measurable
unknown functions and «, 8 > 0 are arbitrary constants.

In case o + 3% # 0 with the first method we get the solutions which can be
found in theorem 2.1.2., with the other way in theorems 2.1.4.; 2.1.6., 2.1.8. In
case @ = 3 = 0 our result can be found in theorem 2.1.9.

We give the density function solution of equation (7) satisfied almost every-
where. First we show the following

Theorem. (2.1.11.) Let hy, ha, fx, fv : R+ — R be nonnegative measurable
functions satisfying equation (7) for almost all (x,y) € Ra_, such that there
exist subsets of Ry with positive Lebesque measure on which the functions are
positive, respectively. Then hi, hs, fx, fy are positive almost everywhere on
R..

Furthermore the following results are valid, too.

Theorem. (2.1.12.) If the nonnegative measurable functions hy, he, fx, fy :
R4+ — R are positive almost everywhere on Ry and satisfy functional equation
(7) for almost all (x,y) € R%, then there exist unique continuous (and positive)
functions ﬁl, Bg, fx, fy such that hy = hi, hy = ho, fX = fXLfy = fy almost
everywhere, and if h1, ha, fx, fy are replaced by hi, ho, fX, fy, then equation
(7) is satisfied everywhere on Ry.
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The last two theorems (with the solution of the everywhere satisfied equation
(7)) give our main result.

Theorem. (2.1.13.) In case o + (3% # 0 if the nonnegative measurable func-
tions hy, ha, fx, fy : Ry — R satisfying equation (7) for almost all (z,y) € R,
such that there exist subsets of Ry with positive Lebesque measure on which the
functions are positive, then

hi(z) = % exp(yz + d1) (a.e. x€Ry),
he (x) = x%exp (yz + d2) (a.e. x€Ry),

C2

)= comme Byt (se yeRy),
fx (@)= (x_i_x;l)cmexp('yax—&—&;) (a.e. z€Ry),

where c1, ca, 7, 61, 02, 03, 04 € R are arbitrary constants with the property
01 + 83 = 62 + 04.

In the second special case let the functions ¢ and d in (6) be linear, that is
cly)=Mla+y), d@)=2@+z) (z,y>0),

where A1, Ay are positive, a and 3 are nonnegative constants.
So from (6) we get equation

T 1 _ Y 1
®) ’“(Mwy))A1<a+y>fY(y)‘h2(A2<ﬂ+x>>A2<ﬁ+x>f“””)

for almost all (z,y) € R2, where hy, hs, fx, fy : Ry — R, are measurable
unknown functions, A1, A2 € Ry, «, 8 > 0 are arbitrary constants.

First we give the measurable and positive solutions of (8) in two different
ways in theorems 2.1.15., 2.1.16. and 2.1.17. and in theorems 2.1.19., 2.1.21.,
2.1.23. and 2.1.24.

To get the density function solutions of (8) (by the help of theorem 2.1.25
and other previous results) we show the following

Theorem. (2.1.26.) If the nonnegative functions hy, ha, fx, fyr : R4 = R
satisfy equation (8) for almost all (z,y) € RA and there ewist sets Ay, As, As,
Ay C Ry with positive Lebesque measure on which the functions are positive,
respectively, then they are positive almost everywhere on R .

Theorem. (2.1.27.) In case o > 0, § > 0, if the nonnegative measurable
functions h1, ha, fx, fy : Ry — R satisfy equation (8) for almost all (x,y) €
Ri and there exist sets A1, Aa, Az, Ay C Ry of positive Lebesgue measure on
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which the functions are positive, then

hy ()= e % (Ma)m ZP2te (33 + ﬂ) - (a.e. TER,),

ﬂ )\1&
B )\ 6 p1 a —q
_ d1 2 D1+q

he (z) e ( ” ) x <x+)\2ﬂ> (a.e. z€Ry),
A

Jx @)= et @k BN (ae zE Ry,
A

Iy (-73): edsmxm-‘rq (.Z‘+()é)p2+1 (a.e. .Z‘ER+),

where p1, p2, q, di, da, d3, dy € R are arbitrary constants with the property
di +d3 =do +dy.

In case @« = 0, 8 > 0 theorem 2.1.28. and in case o > 0, § = 0 theorem
2.1.29. are valid.
In subsection 2.2. equation

is investigated, where a, b are given, ¢ and d are given positive functions. With
the special choice of these functions we only suppose the measurability of the
unknown positive functions g1, g2, fy, fx and that the equation is satisfied for
almost all (x,%) from an open subset of R2.

The results of this subsection can be found in the manuscript [39].

We considered the case, when a,b, ¢ and d are linear functions (see [7]), i.e.

a(y) =miy—+c1, b(x)=mox+ co,

c)=M+a), d@)=>X(@+as).

The main results can be found in lemma 2.2.1. and in theorems 2.2.1., 2.2.2.,
2.2.3. and 2.2.4.

3. Characterizations of univariate distributions

Throughout in the dissertation we suppose that the probability distributions
are absolutely continuous, that is, they have density function, and so we can
use the well-known transformation theorem of probability theory ([19]).

Theorem. (3.1.1.) Let X = (X1,...,Xy) be an absolutely continuous random
variable with density function f : RV — R, which is zero outside of a region
Q, CRN. Let:Q, — Q, CR"™ be a one-to-one transformation onto ), and
denote ™! its inverse transformation.
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If the Jacobi determinant J (y) = det (‘%57;(?’)) exists, s continuous and

does not change sign in Q,, then the random variable Y = 9 (X) is absolutely
continuous with density function g such that

@)W i yeQ, ae
g(y){o( y) Y Lif ZGRN\Qy.

The characterizations can be found in [36], [43], [46], [47], [45], [48] and [49].

In subsection 3.2. we consider the characterization of the gamma distri-
bution.

First we prove the Lukécs characterization of the gamma distribution ([41]),

where we use the transformation ¢ : R3 — RZ, ¢ (2,y) = (z +y, %) and the

transformation theorem and get the functional equation

2

Y @) fy () = fu (e 4 ) fy (y) (ae. (2,y) € R2)

Tty

which can be solved by the help of Olkin-Baker equation, hence we get the
following

Theorem. (3.2.1.) The absolutely continuous and independent random vari-
ables X and'Y are gamma distributed (with the same scale parameter) if and
only if X +Y and % are independent.

We also prove an other characterization of the gamma distribution due to
Kotlarski ([24]) in theorem 3.2.2.

In subsection 3.3. we give a characterization of the beta distribution
(raised by Wesotowski [55]) by means of the transformation ¢ : (0,1) — (0,1)?,

Y (z,y) = ( v g — ;Uy) and the transformation theorem. We get the func-

l1—zxy’
tional equation

1
1

v

(10) fu () fu (0) = fx ( ) fy (1= uv)

uv 1—uv

(investigated in subsection 1.3.) for the unknown density functions fx, fy, fu,
fV . (O, 1) — R.

Wesolowski supposed that equation (10) is satisfied for all (u, v) € (0,1)%, but
now we suppose only that equation (10) is satisfied for almost all (u,v) € (0,1)?
with the density functions fx, fy, fu, fv.

We have the following

Theorem. (3.5.1.) If X and Y are absolutely continuous and independent
random variables (and the support of X andY are equal to (0,1)) such that the
random variables, defined by

1-Y

U=1"Xv

V=1-XY
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are also independent, then X, Y, U and V belong to the family of beta distribu-
tions. That is, X, Y, U and V have beta distributions with parameters p,q;
p+q,r; r,q and q + 7, p, respectively.

In subsection 3.4. we prove the Lukécs characterization of the normal
distribution ([40]), where we use the transformation ¢ (z,y) = (v +y,z —y),
(x,y) € R? and the transformation theorem to get the functional equation

fx @) fy W) =2fv(@+y) fv(@—y) (mm (z,y) €R?),

which is a special case of equation (3) with the constants a = b = ¢ = 1 and
d=-1.
So we get the following

Theorem. (3.4.1.) The absolutely continuous and independent random vari-
ables X and'Y have normal distributions if and only if X +Y and X — Y are
independent.

In subsection 3.5. a characterization of the exponential distribution can
be found.

We give all density functions f satisfying the following two properties (Maksa
and Mészéros [43])

Property 1. f(u) =0 for almost all u € (—o0,0) ( with respect to the Lebesgue
measure ) and

Property 2. There exist 0 < n € Z (the set of all integers) and —1 < f € R
such that the function p defined on R? by p(u,v) =0 if u <0 orv <0 and

+oo
(11) plu,v) = /0 Flu) (F(u) = F(s +u)" f(stu)f(s+utv)F(s+utv)’ds

if u,v € [0,+00), where F(u) = quoo f, u >0 is the survival function, is the
joint density function of some two independent random variables.

We give a solution of the problem by proving that all density functions f
which are positive on [0,4+00) and have properties 1-2 are exponential density
functions. Furthermore we give a necessary and sufficient condition for the
parameters n and S in (11) in order to the function p defined in (11), with some
exponential density function f, be a density function itself, too.

4. Characterizations of conditionally specified
absolutely continuous bivariate distributions

Let (X,Y) be an absolutely continuous bivariate random variable, whose joint,
marginal and conditional density functions are denoted by f(x v), fx, fv, fx|v



24

and fy|x respectively. One can write f(x y) in two different ways and obtain
the functional equation

(12) foxy (@y) = fxpy (2,9) fy () = fyix (7,9) fx (o)

for almost all (z,y) € R? (or for almost all (z,y) € R? if we restrict our inves-
tigations to the random variable (X,Y) with support in the positive quadrant).

If the conditional densities are defined among important special functions,
then we get functional equations which lead us to a characterization of (X,Y).

First Narumi ([50]), then Arnold, Castillo and Sarabia ([7]) used functional
equations in characterizations of conditionally specified absolutely continuous
bivariate distributions.

The results can be found in [37], [38] and in manuscript [39].

In subsection 4.2. we consider the case of linear regressions with con-
ditionals in location families, when the conditional densities have the form
Ixiy (x,y) = 91 (x — a1y — a2), fyx (v,y) = g2 (y — bix — ba).

In this case we get equation

(13) fy (W) g1 (x — a1y — az) = fx () g2 (y — bz — ba) .

Narumi solved (13) under strong regularity assumptions.

Now we suppose only what is natural. Let the unknown functions be density
functions and let the equation be satisfied for almost all (z,y) € R?.

We can give the solutions of (13) by the help of the equation in subsection
1.4., which gives us immediately the joint density function

f(X,Y) (13, ?J) =

2 2
= ajagexp |(A; — Asby) x + Asy — _ub (x —2zy + y)]
1-— al b1 al b1
for almost all (z,y) € R%.
So we get the same conclusion as [7], that either X and Y are independent
or (X,Y) has bivariate normal distribution.
In subsection 4.3. the case of specified regression with conditionals in
scale families is also investigated, when the conditional densities have the form

Ixiy (z,y) =M <cé;)> )

fY\X (z,y) = ho (dé)) ﬁ;

where ¢ and d are given positive functions and h; and hy are unknown positive
functions.
Hence from (12) we obtain equation
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which was investigated in subsection 2.1.
With the first special choice (in 2.1.) of the functions ¢, d we get equation

(15) hi((a+y)x) (a+y) fy (y) =h2 (B+2)y) (B+2) fx (v)

for almost all (z,y) € R%, where hy, hs, fx, fv : Ry — R, are unknown
measurable functions, «, § > 0 are arbitrary constants.
Using the results of subsection 2.1. the following theorem is valid.

Theorem. (4.5.1.) In the given special case if o + 32 # 0, the functions hy
and hy are gamma densities (with parameters —vy, ¢; +1 and —v, ca + 1), that
is (X,Y) has gamma conditionals. Furthermore the joint density function is

fixyy (,y) = exp (61 + 93) 2y exp (v (ax + zy + By))

for almost all (z,y) € Ri, hence in this case the class of all solutions coincides
with the MODEL II gamma conditionals class (see [7]).

With the second special choice (in 2.1.) of the functions ¢, d we get equation

T 1 _ Y 1
w©  #(5wry) were @ (REe) meTat @

for almost all (z,y) € R%, where hi, ho, fx, fy : R4 — R, are measurable
unknown functions, A1, A2 € R4, a, 8 > 0 are arbitrary constants.
The following result is valid.

Theorem. (4.5.2.) In the case o > 0, § > 0 the functions hy and hy have
Pearson-type VI distribution (with the parameters co+1, alﬁ —co—1andci+1,
o5 — 1 — 1), which is also called beta distribution of the second kind (see [7]).
In this case the marginal densities fx and fy have the same distribution. The
joint density function is

.
fxy) (x,y) = exp (d3 — d2) 2y (ax + By + afB) 7

for almost all (z,y) € Ri, hence in this case the class of all solutions coincides
with an extension of the bivariate Pareto distribution introduced by Mardia (see

(7], [44])-

In case a« =0, B > 0 the joint density function is

_ O Btz
fxy) (v, y) = exp (d3 — da) xy“e 2 ¥

for almost all (z,y) € R%.
In case a > 0, B = 0 the joint density function is

o aty

f(va) (xay) = exp (dS — d2)x62y616_a2 +

for almost all (z,y) € R
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In subsection 4.4. we consider the case of conditionals in location-scale
families with specified moments, when the conditional densities have the form

fxiy (2,9) =g [x;(z)(y)] @ fyix (x,y) = g2 [y;&()x)] !

d(x)

with given functions a, b and given positive functions ¢, d, where g1, go are
unknown functions.
Then we get equation

e | )= || i ),

which was investigated in subsection 2.2.

With special choice of the known functions let the unknown functions g1,
92, fv, fx be density functions and let equation (17) be satisfied for almost all
(x,y) from an open subset of R2.

If the functions a, b, ¢ and d are linear, g1, g2, fy, fx are density functions,
then using the results of subsection 2.2. we get theorems 4.4.1., 4.4.2. and 4.4.3.
for the joint density function of (X,Y).
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