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BEVEZETES

Sokan ¢és sokat vitatkoztak mar a problémamegoldé gondolkoddsnak az
emberré valasban, majd a tarsadalmi fejlédésben jatszott pontos szerepér6l. Nincs
szandékunkban ebben a kérdésben allast foglalni, igy csupan azt jegyezzilk meg,
hogy a vilagrol alkotott képiink arnyaltabba valasaban — vagy masképpen, az emberi
civilizacio fejlodésében — a gondolkodas dontd tényezot jelent. A gondolkodas
fejlesztése mind az egyén, mind pedig a tarsadalom szintjén kozos érdek. Az
el6z6ek miatt ez természetes elvarasként fogalmazodik meg a ma, de foként a
holnap iskoldjaval €s a benne tanitott targyakkal, valamint az oktatas moédjaval
szemben. Kiilonosen igaz ez az allitds a matematikara, amelynek a t6bbi tantargytol
eltérd, bonyolult kélcsonhatasok sordn szigoru rendben egymasra ¢piild, egymas
eredményeit felhasznald struktiraja a tobbitdl kiillonbozd, Osszetett gondolkodast
igényel. Ennek ellenére a fogalmak, eszk6zok és jelolésrendszerek pontos leirdsa
miatt itt a legkdnnyebb az ilyen iranyu vizsgalatokat elkezdeni, — ezt a tényt gyakran
fel is hasznaljak a gondolkodas kutatasaval foglalkozo pszichologiai elméletek — €s
ezen a terlileten lehet talan a leggyorsabban pontos, szamszerlisitheto ¢s
ellendrizhetd eredményt elérni. Ehhez egyarant segitséget nyujthat mind a hibéatlan,
mind pedig a valamilyen szempontbdl helytelen gondolkodasi folyamat
tanulményozasa. Ugyan ezeknél a végeredmények altaldban kiulonbozoek, de a kettd
nyilvdn azonos t6r6l fakad; az egyikhez ugyanolyan Iépések vezetnek, mint a
masikhoz. Az egyik alaposabb megismerése kozelebb visz a masik megértéséhez, €s
igy az egyik leirasdhoz felhasznalt elmélet alkalmazhato kell, hogy legyen a masikra
is. (Feltételezésiink szerint hiba akkor keletkezik, amikor a helyes
problémamegoldas folyamatanak 1épései kozé egy vagy tobb helyen valamilyen

vonatkozasban oda nem 116, azaz ebben az értelemben helytelen elem kertil.)

Ez alapjan a hibas és a jo gondolkodasi 1épések egyarant a gondolkodasi
Iépések kozé tartoznak, tehat vizsgalatuk és csoportositasuk alapja ugyanaz kell,
hogy legyen. Mégis, a mai magyarorszagi viszonyok k6zott hasznosithatdsagukbol,
a gyakorlatban vald felhaszndlasukbdl, de legfoképpen fontossagukbdl adddo
kiilonbségeik miatt a hibds problémamegoldas targyalasat a masiknal eldbbre
valdnak kell tekintentink. Indokként a kovetkezd dolgokat kivanjuk megemliteni.

- A 80-as évek kozepétdl kiilonbozd okok miatt megindult Magyarorszagon a
matematikaoktatds szinvonalanak csokkenése. A matematikat tanito
pedagdgusok altal a gyakorlatban kozvetleniil tapasztalt jelenséget a hazai
(MONITOR) ¢és a nemzetkozi (PISA) felmérések is alatamasztottak.



Réadasul az Orszagos Kozoktatdsi Intézet altal a 80-as évek kozepétol
szervezett Monitor felmérések kimutattdk, hogy ,,a teljesitménycsokkenés
jelentds”, s6t a tanuldi ,teljesitmények szorodasa is novekedett”. A
kozoktatasban és felsofokt oktatasban szerzett tapasztalataink, valamint egy
helyi vizsgalat is alatimasztotta ezt a tényt. A 2000-ben és 2003-ban
lebonyolitott PISA felmérés megerdsitette, hogy ,,az iskolak kozotti
évtizedek ota novekvo killonbségek mérséklése a magyar tanuldi
teljesitmények javitdsanak egyik legfontosabb tényezdje”. (A magyar
tanuldk olvasasi, szovegértési, matematikai teljesitményének szérodasa 71
szazalékban az egyes iskolak kozotti kiillonbségekkel magyarazhato.
Ugyanez az arany az OECD-orszagokban 36 szazalék.)

Ugyanekkor a tehetséges tanuldk kivalasztasaban, a velik wvald
foglalkozasban ¢s versenyeztetésilkben — foként a természettudomanyos
targyak teriiletén — joval az atlag f6lottiek az eredményeink. Nalunk sokkal
nagyobb, gazdagabb ¢&s szerencsésebb orszdgok altaldban boldogan
kiegyeznének azokkal a helyezésekkel, amelyeket legjobb tanuloink a
nemzetkozi versenyeken elérnek. (igy példaul a Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpian 2004-ben a 7., 2005-ben a 9-10. helyezést értik el.)
Gimnaziumi tanuldink nemzetkozi felmérésekben elért eredményei a vilag
élvonalaban vannak, az 6 eredményeikkel tehat akar elégedettek is
lehetnénk.

Sajnos mar nem ennyire kedvezo a helyzet a valamilyen — példaul szocialis
vagy kognitiv — szempontbdl hatranyos helyzetli didkok iskolai oktatasanal.
Ha egy kiviilallé valamelyik, magyarorszagi tanarok szamara szervezett
ankéton, szimpdéziumon, vandorgytllésen, vagy barmilyen szakmai
tovabbképzésen vesz részt, akkor az ott elhangzottak alapjan azt hihetné,
hogy hazankban csak tehetséges, atlagon feliili tanuldk toltik be az
iskolakat, és képzésiik minél magasabb szintre emelése jelenti az oktatasiigy
egyetlen megoldando problémajat.

Mint ahogy azt a felmérések megmutattdk, a helyzet teljesen mas. A
tapasztalatok szerint a tanulmanyi szempontbdl atlagon aluli értékekkel
rendelkezd iskoldk eredményessége az atlagot meghaladdé mértékben valik
egyre kisebbé. Egyre tobb helyen kell egyre gyengébb képzettségl,
felkésziiltségli vagy tehetségii tanulokkal foglalkozni. Ez a tény indokolja a
hatranyos helyzetii tanulokkal valé foglalkozas tantdrgyi modszertanai

kidolgozasanak fontossagat.



Amikor tehat azt a célt tiizziik ki magunk elé, hogy az oktatas hatékonysagat
kivanjuk megnovelni, akkor elsdsorban a nehezebben haladdkra kell tekintettel
lenni. Ez a tanulmany is egy olyan vizsgalatbol nétt ki, amelynek célja az volt, hogy
az iskolai matematika egy témakorének — az algebrai atalakitdsok — oktatasa és
szamonkérése soran elofordult hibakat a gondolkodasi folyamatban bet6ltott
szerepiik alapjan csoportositsa, majd e csoportositds szamszerli eredményeibdl
nyerhetd kovetkeztetéseket — az alkalmazhatosag és a késobbi vizsgalatok érdekében
— levonja. Ezen tilmenden a kapott eredmények megerdsitik a gondolkodasi

folyamat szerkezetének az altalunk felhasznalt leirasat.

Ennek az alkalmazasaval példaul 0j teriileteken (fiiggvény-transzformaciok
¢s ponthalmazok meghatarozasaval kapcsolatos feladatokon) és 1) koriilmények
kozott  (szamitdégéppel tamogatott oktatds) is fel tudjuk hasznalni a
problémamegoldasban a Magyarorszagon rendkivill népszerii Polya-féle

heurisztikus modszert.

Fogalmi értelmezések

Mint az eddigiekbdl kideriilt, gondolkoddason mi a sziikebben vett
produktiv, problémamegold6 gondolkodast értjiikk, amely a rendelkezésre allo
adatokbol uj osszefliggéseket vezet le. Ennek a fogalomlesziikitésnek az oka, hogy
az iskolai matematika oktatasa soran erre a tevékenységre, ennek a fejlesztésére
helyezziik a hangsulyt. igy vizsgalatunk szaméra is ez a teriilet lesz az elsédleges

fontossagu.

Masrészt meg kell emliteniink, hogy a problémamegoldas és a
feladatmegoldas fogalma a pszichologidban kettévalik. Az utobbi altalanosabb
meghatéarozast takar. Mi viszont itt az iskola matematikai széhasznalatat kovetve a
feladatot €s a problémat azonosnak fogjuk tekinteni. (Ha mi a gyakorlati
felhasznalast tekintjiik elsodlegesnek, akkor a definicidink megadasanal is ezt kell a
legnagyobb hangsullyal figyelembe venni. Egy matematika tanar sohasem mondja
azt a diakjainak, hogy most feladatot, azt kovetden pedig problémat fognak
megoldani.) Mindkettdjik kozos jellemzdje, hogy egy olyan cél, a megoldas
érdekében kell a gondolkodasi tevékenységet kifejteni, melynek elérési modja a
feladat, illetve probléma felvetésekor nem ismert. (Példainkban mindig matematikai
problémékra vagy masképpen, feladatokra hivatkozunk. Szaktargyra, tantargyra
vonatkozd megallapitadsaink azonban tébbnyire altalanosabb korre, a matematikahoz
hasonlé gondolkodasi szerkezetet mutatdé targyakra, igy az iskolai

természettudomanyos tantargyakra is érvényesek lehetnek.)



Hiban itt a (matematikai) feladatok megoldasakor a helyes eredményre
vezetd (egyik) eljaras soran elkOvetett olyan tévedést értiink, amely valamilyen
moédon megakadalyozza a vart eredmény levezetését. Tisztaban vagyunk azzal, hogy
a hibanak ez a fogalma az altalanos pszichologidban hasznalatos definicionak
jelentds lesziikitését jelenti, miutdn hiba a legkiilonb6zobb teriileteken ¢és a
legkiilonb6zébb okok miatt is felléphet. Azonban véleményiink szerint ez a

megszoritas nem korlatozza a matematika tanitasaban torténd felhasznalast.

Hibara vonatkozd vizsgalatainkat lehetdségeink miatt az iskolai
matematikanak egyetlen teriiletére korlatoztuk abban a reményben, hogy az altalunk
ezen a teriileten alkalmazott csoportositas alkalmas lehet a tobbi, most nem targyalt
tertiletre is. (A dolgozat végén ellendrzési céllal érintolegesen bekertiltek mas
anyagrészek is. Ezekkel a felvdzolt elmélet matematikdn beliili szélesebb koru
alkalmazhatosagarol gy6zodhetiink meg.) Az altalanos vagy tobb teriiletet feldleld
problémak helyetti egy adott matematikai témakoron belilli feladatmegoldas
gondolatmenetének tanulmanyozasa ugyanis pedagdgiai tapasztalataink szerint csak
megkonnyiti az egyes gondolkodasi Iépések és az ezekhez kotodd hibak
felismerését, de a jellegiiket nem valtoztatja meg. Ezért olyan témakort érdemes
valasztani, amelyek esetében a hibazasok felismerése €s csoportba soroldsa a
tobbinél egyszertibb. Ezek a feladatok az altalaban jol leirhatd, a megoldashoz
sziikséges pontosan ismert Osszefliggéseikkel, és egyértelmiien kovethetd
gondolatmeneteikkel a mas tipusu problémakkal szemben vildgosabban mutatjak
meg a didkok gondolkodasaban megmutatkozd, és tanulmanyunk szempontjabol

Iényeges sajatossagokat, illetve hibazasokat.

Kutatdsi modszeriinknek a pszicholdégidban altalanosan szokdsos-, a
probléma megoldasban részt vevd személyek szobeli megnyilvanulasa alapjan
vezetett jegyzokonyvek kiértékelésére épiilé eljaras helyett az irasbeli
szamonkérések eclemzését végeztilkk el, melyet az esetleges kérdéses esetekben
egészitettink ki szdébeli megkérdezésekkel. Ezzel ugyanis olyan tevékenységet
akartunk mérni €s olyanrol akartunk a késobbiekben hasznosithaté informacidkhoz
jutni, amelyek ugyanebben a formdban valdésulnak meg az iskoldban. (A jelenleg
érvényes Nemzeti Alaptanterv szerint az altalunk els6dlegesen tekintetbe vett,
matematikai értelemben nem kifejezetten tehetségesnek vagy nem ilyen irdnyt
érdeklodéstinek tekintett tanulok altal varhatéan preferalt kozépszintii matematika
érettségi ugyanis irasbeli vizsga. Szdbeli vizsgat csak azok a tanuldk tehetnek,
akiknek az irasbeli vizsgajuk sikertelen.) Igy az altalunk kapott eredmények
kozvetlentil felhasznalhatok a matematika oran eldfordulo, irdsban tapasztalt
hibazasok szamanak csokkentésénél.



Az elméletet adé modellt megalapozd mérésekben hibak vizsgalataval
foglalkozunk. A hibak kategorizalasakor néhany alapveté kovetelménynek eleget
kell tenniink. A csoportokat gy kell kialakitanunk, hogy valamennyi hibat
egyértelmlien be tudjuk sorolni a megfelel osztalyba (esetleg osztalyokba, ha a
helytelen miiveletvégzés tobb oknak az egyideji fellépésével magyarazhatd) €s a
kategorizalas a csoportok jol felismerhetd jellegzetessége miatt viszonylag kénnyen
végrehajthatd tevékenység kell, hogy legyen. Ezen kiviil nem art, ha az alkalmazott
modszer ramutat az 1Uj csoportositds bevezetésének sziikségességére, a korabbi
eljarasokkal szembeni elonyeire. (A mddszeriink kivalasztasanal tisztaban voltunk
azzal, hogy részletes szobeli vizsgalat nélkil nem tudunk egyértelmiien
meggydzddni arrol, hogy a hibdkat valoban minden esetben helyesen soroltuk be.
Ugy gondoljuk azonban, hogy ennél a kisérletnél nem a nagy pontossaggal
megkaphatd szadmszerli eredmények a legfontosabbak, hanem az alapvetd
tapasztalatok  megallapitdsdhoz  sziikséges fobb  tendencidk  koriilbeliili
meghatarozasa. Valamint annak a megmutatasa, hogy az ismertetett modell az
iskolai gyakorlatban a tanarok szamara konnyen alkalmazhato.)

Jelen esetben azért latjuk célszertibbnek, hogy a hibdk csoportositasat a
formai megkiilonboztetés helyett tartalmi szempontbol, a hibas gondolkodas
elemzésének vizsgalata alapjan végezzilk el, mivel ezzel lehet legjobban
hozzajarulni a tanitandd anyagrészek tartalmi, valamint mddszertani szempontbdl
torténd esetleges valtoztatasdhoz. Ezzel a modszerrel megmutathatjuk, hogy az adott
feladattipusoknal a gondolkodas mely — addig esetleg elhanyagolt — Gsszetevoit
kellene a tovabbiakban még jobban fejleszteni; vagy ellenkezdleg, mely — a diakok
gondolkodasmodjatol tulsagosan tadvol allo — anyagrészeket kellene a tananyagbol
eltavolitani. Ezek mellett természetesen a tobbi moddszerhez hasonléan hasznos
utmutatasokat kaphatunk a leggyakrabban el 6forduld hibak megeldzéséhez €s ezaltal
az oktatdsunk hatékonyabba tételéhez. A gyakorlatbol torténd indittatas miatt az
elvégzett  vizsgalatokbol  prébaltunk  meg  kovetkeztetéseket  levonni.
Eredményeinknek emiatt természetesen korlatai is vannak. Igy példaul nem
foglalhatunk allast a szoban forgd anyagrész deduktiv vagy induktiv médon torténd
targyalasa mellett illetdleg ellen, vagy akar a gyakorlatorientaltabb megkdozelités
érdekében. Ennek a tanulmanynak nem is ez a célja. Néhany helyen azonban, ahol
sziikségesnek tartottuk, megjegyzést tettiink a tananyag egyoldali megkézelitésébdl
adodo képzésbeli hianyossagokra. Munkankbol egyértelmiien kideriil, hogy nagyra
értékeljiik a magyar szarmazasu Dienes Zoltan (1973), Pélya Gyorgy (1967, 1988)
¢s Lakatos Imre (1981) kutatok munkait, amelyek a matematikaoktatas heurisztikus
jellegének megerdsitése mellett térnek landzsat. Az elozéek miatt azonban egyetlen

oktataspolitikai koncepcid mellett sem kivanjuk magunkat elkételezni.



Ennek a dolgozatnak az elsé részében — az el6z0 megjegyzéseket is
figyelembe véve — viszonylag konnyt felismerésiik és azonositasuk miatt csupan az
iskolai dolgozatokban el6forduld algebrai atalakitasok hibait dolgoztuk fel. A
dolgozatok egy részét a debreceni Bethlen Gabor (BG) és Irinyi Janos
szakkozépiskolakban tanitd két matematika szakos kolléga tette 1995-ben
hozzaférhetové vizsgalatainkhoz, mig az anyag masik része sajat korabbi,
pedagdgusi munkankbol szarmazott. 1990-t6l gyiijtottiik és csoportositottuk korabbi
iskolankb6l (BG), valamint a Tudomanyos Ismeretterjesztd Tarsulat (TIT)
kozépiskolai levelezds versenyébdl szdrmazé hibas megoldasokat a késdbbi kolléga,
dr. Stimegi Laszl6 tanacsara. Ez az elokészitd munka 10 évig tartott. A gyiijtésbol
addddan a feladatok kiilonb6zo nehézségliek és szinvonaliak valamint témajuak is
voltak. Nem latjuk értelmét, hogy a feladatsorokat és a megoldasokban tapasztalhatd
hibakat jegyzokonyvszerlien tegyiik k6zz¢, mivel a hibak nem kotddtek szorosan az
egyes feladattipusokhoz. Azonos feladatoknal tobbféle hiba is elofordult, és
ugyanolyan jellegli hibat talaltunk kiilonb6z6é anyagrészekhez tartozé feladatokban
is. Igy azt tartottuk targyalasunkban a jobb megoldasnak, hogy a feladatonként
eloforduld hibak felsoroldsa helyett a hibacsoportoknak az adott tananyagnal
eléforduld jellegzetes képviseldibdl mutatunk be néhanyat. Az Altalunk
késobbiekben korvonalazott tavlati célok eléréséhez viszont a tovabbiakban sziikség
lesz a Nemzeti Alaptanterv altal meghatarozott Osszes témakor részletes
feldolgozasara. Ezek ismeretében lehet csak a hibdk kezelésével és igy a
hatékonyabb, a korabbinal szinvonalasabb és a gyakorlati élethez jobban ko6todo
oktatassal kapcsolatban majd egy egységes koncepciot kidolgozni. S6t, ezeket az
altalanos Osszefliggéseket a jobb, illetve gyengébb osztalyok szinvonalahoz lehet
majd igazitani, ha a hibaknak az ilyen tanuldi csoportokban fellépd sajatossagait is
kiilon elemezziik. De lehetoség nyilhat a hibacsoportok iddbeni alakuldsat is
figyelemmel kisérni, és ebbe a folyamatba az alkalmas pillanatokban beavatkozni,
ha eredményeinket a fejlodéslélektan modszereivel egészitjiik ki. A matematikai
problémék megoldasa sordn alkalmazott gondolkodasi 1épések ismeretében a hibak
kezelésén kiviil hasznos utmutatasokat adhatunk a didkoknak és a tanaroknak az
eredményes megoldasi stratégiak kialakitasahoz.

Az eddigieket osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a tanulok elvarasaihoz
és a valtozé vilag altal tdmasztott kovetelményekhez alkalmazkodni kivano iskola
jovobeli, a hatékonysdgot ¢és az eredményességet figyelembe vevo
megreformaldsaban a didkjaink altal elkovetett gondolkodasi hibak elemzésének,
valamint a problémamegoldd gondolkodas pontos ismeretének nagy szerepe lehet.
Ez a lehet6ség indokolhatja ennek a munkanak és teheti sziikségessé az ehhez

hasonlo6 témaju dolgozatoknak a megsziiletését.



TORTENETI ATTEKINTES

Ez a rész azokrol az elgondoldsokrél nyujt rovid attekintést, amelyek a
dolgozatban kifejtett elmélet kidolgozasara valamilyen formaban hatast gyakoroltak.
Ebben a vonatkozasban leginkabb a gondolkoddsi hibékra és a problémamegoldd
gondolkodas szerkezetét leird6 modellekre forditottunk figyelmet. (Mivel ez a két
teriilet az altalunk valasztott felépitésben egymassal elvalaszthatatlanul 6sszefligg,
ezért ezeket a hagyomanyos felépitéstdl eltérden egyiitt targyaljuk.)

Valoszinlileg mar az évszazadokkal ezeldtt €It tanarokban is
megfogalmazodott az oktatassal és a benne tapasztalt hibakkal kapcsolatban egy
felismerés. Nevezetesen az, hogy a tanulasi folyamat legvégén, a szamonkéréskor
jelentkezd hiba altaldban nem véletlenszertien, eldre nem lathat6é okok bekovetkezte
miatt jelenik meg. Minden pedagdgus szembekeriilt és jelenleg is szembekeriil azzal
a ténnyel, hogy kiilonb6z06, de tantargyanként egy adott témakarre jellemzo hibak az
egymastdl eltérd jellegli osztalyokban €s az osztalyokon belill az egyes tanuldknal
évrol-évre ismétlodnek. Ahogyan az évek soran szaporodnak a tapasztalatok, ugy
prébalja a tanar ezekre mar elére szamitva lekiizdeni 8ket. Es att] fiiggen, hogy
milyen sikeres a tevékenysége, valik egyre hatékonyabbd a munkdja. Ez azt jelenti,
hogy ha valaki mar elére tudja, egy adott anyagrésznél milyen hibak meriilnek fel a
leggyakrabban, milyen anyagrészek oktatasanal kell ezekre nagyon vigyazni, akkor
ezzel hosszl évek keserves tapasztalatait, kudarcait tudja sok esetben elkertilni.

Ez a fentebb emlitett felismerés irasos formaban azonban csak a mult szazad
végeén jelent meg. A német Meringer (1895) gylijtotte ssze €s rendszerezte elészor
tudomanyos alapossaggal a fellépo hibakat. Nem sokkal késobb Beke Mané (1900)
mar hazankban is egy hibakutatdssal kapcsolatos programmal tartotta meg
székfoglalo beszédét a Magyar Paedagdgiai Tarsasagban. A pszichologia elsd
kisérleti vizsgalatai is ugyanerre az iddszakra, a tizenkilencedik szdzad utolsd
¢évtizedeire esnek. Ekkor allapitotta meg Binet (1886) megfigyeléseire tamaszkodva,
hogy a gondolkodas képzetek kapcsolata.

Tulajdonképpen természetes is, hogy a pedagdgia, a pszichologia és a
modszertan egyiitt, egymassal parhuzamosan fejlédnek. Vizsgalati eszkozeik és
modszereik az adott kor tudomanyos szemlélete és fejlettsége altal meghatarozottak,
eredményeiket sajat fejlédésiikhoz a tobbiek is fel tudjak hasznalni. gy hasznélta fel
példaul Beke is a matematika fejlodésébdl nyert tapasztalatait tanulmanya

megirasahoz.



Beke a fent emlitett munkajaban gy latta, hogy valamennyi, az oktatasban
eléfordulo tipikus, azaz nagy szamban, €s évrol-évre ismétlodo hiba harom okra
vezethetd vissza. A legfontosabb, a legtobbszor eléforduld csoport hamis vagy
elhamarkodott analdgiabol ered. (S6t, tallépve az iskola kereteit Beke példak egész
soran keresztiil illusztralta azt az allitast, mely szerint a tudomany haladdsanak egyik
utja is a hamis analogiak kikiiszobolését célozza.) A tévedések masik csoportja nala
a kovetkeztetés hibaja, amely talnyomorészt a tételek kelléen at nem gondolt

megforditasabol szarmazik. A harmadik Osszetevdt a szemlélet hianyossaga adja.

A hibak szdmanak és leirasanak kezdeti- formai utan a didaktika természetes
fejlodésébol adoddan megjelentek a kvalitativ vizsgalatok is. Az erre vonatkozo
legelsd kisérleteket Hylla (1916) német pedagdgus végezte el. Hazankban
Ranschburg Pal (1917) foglalkozott elészor ilyen modon szdmolasi hibakkal.
Eredményei szerint ,tisztan az emlékezetre alapitott szamolds nincsen, a
legegyszerlibb szamolasi mivelet megoldasa is gondolkodés eredménye, amelyet a
képzetek egész sora ellendriz”. Véleményének kialakitasaban felfedezhetjiik az
asszociaciés pszichologia akkor divatos elemeit is. Egyik jellegzetes képvisel Gje, a
wiirzburgi iskola elgondolasa szerint ugyanis kivétel nélkiil minden elmemikodés
gondolkodésnak tekinthetd. Egyébként Ranschburg (1901) fedezte fel korabban a
homogén gatlas térvényét is, amely azutan a pedagogiaban széles korben elfogadott
és alkalmazott elméletté valt. E szerint az egymashoz hasonld ugynevezett homogén
elemek a tudatban egymasra gatlé hatdst gyakorolnak. A jelenséget a hibak
kijavitasanal is figyelembe kell venni: ugyanarra a jelenségre vonatkozo két

kiilonb6z6 magyarazat egymas hatasat leronthatja.

Budapest utdn hamarosan Szeged valt a magyarorszagi hibakutatas
kozpontjava. Szenes Adolf (1934) itt elsdsorban a négy alapmivelet kézben
elkovetett hibakat vizsgalta. O a didkoknal tapasztalt tévesztéseket a csokkent,
illetve a mas iranyban elfoglalt figyelemmel magyardzta. Mintegy ellenpontként
Szelianszky Ferenc (1938) mar tobb tényez6t jelolt meg a felmeriild hibak
okaiként. Ezek:

- a feladat meg nem értése,

- kell6 targyi ismeret hianya,
- tartalmi felismerés,

- csalas, puskazas,

- akarati tényezok,

- feledékenység,

- érzelmi tényezok,



- el6zményekbdl kovetkezo hiba,
- folyamatra vonatkozo hiba,

- végrehajtasi hiba,

- idegen hiba.

Jelentds valtozdsok zajlottak le ugyanebben az iddben tdliink keletre, az
akkori Szovjetunioban. Vigotszkij (1934) és tarsai munkéjanak eredményeképpen a
pszichologiai eredmények alkalmazasa polgarjogot nyert a pedagodgiaban
megsziintetve itt sok, korabbi helytelen gyakorlatot. Vigotszkij a szavak
jelentésének vizsgalatabdl indult ki. Véleménye szerint a kiilonb6z6 mértékben
altalanositott fogalomjelentéseknek a tudatban wvald tikr6zéséhez kiilonbozo
mindségli gondolkodasmiiveletekre van sziikség. ,,Az egyes tulajdonsadgok, vonasok
megragadasahoz elegendd az absztrakcido gondolkodasmiivelete. Az elvontabb
tudomanyos fogalmak jelentésének felfogasahoz mar a gondolkodasmiiveletek egész
sordra van sziikség.” Kutatasai alapjan arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a gyerekek
értelmi fejlédésének értékeléséhez kétszeri vizsgalatot kell végezni. Az 6nélld és a
segitséggel torténd feladatmegoldas kozotti  eltérésb6l lehet megkapni a
legkozelebbi fejlodés zondjanak” mutatojat. Néhany évvel késobb Iépett fel
Rubinstein (1940) egy olyan miivel, amely materialista beallitottsagaval hosszi
id6re meghatarozta orszagok egész soraban a pszichologia iranyultsagat. Szemlélete
szerint a cselekvés a gondolkodas eredeti 1étezési formaja. A gondolkodas igazi l1étét
az a cselekvés adja meg, amelyben a gondolkodas megvalosul. Nalunk féként
Salamon Jené (1983) munkassaga mutat ebbe a Rubinstein altal meghatarozott

iranyba.

A huszas- és a harmincas évek madsutt is a pszicholdgia aranykoranak
tekinthetok. Selz (1920) komplexumelmélete szerint a feladatok keresést inditanak
meg. Ez a keresési folyamat vezet el elébb vagy utobb a célhoz. Az alaklélektani
felfogas képviseldinek egyike, Wertheimer (1920) szerint ,,a probléma, a feladat
adatainak a régit6l, a megszokottdl eltérd, tehat ujabb szempontok alapjan torténd
szemlélete a produktivitas Iényege. Ennek a jelzésére az atcsoportositas elnevezést
hasznalja”. Duncker (1935) a feladatmegoldasokban a helyes, de a helytelen
1épéseket is figyelembe vette. Ugyanis véleménye szerint minden megoldasi kisérlet
meghatarozott megoldasi értékkel, azaz ,,funkciéértékkel” rendelkezik. Ezeknek a
meghatarozasa és tudatositasa nélkiil a gondolkodas nem érhet el eredményt.

A harmincas évek végétdl a masodik vilaghaboru végéig a pszichologiaban
tudomasunk szerint nem sziilettek a problémamegoldé gondolkodasra, illetve a

hibazasok leirasara vonatkozo Gjabb, nagy jelentdségi, atfogd elméletek.



A habort utan megindul6 hibakutatas is inkabb egy-egy sziikebb teriiletre
koncentralodott. A svéjci Johannot (1947), valamint a francia Monavon (1953) és
Mialaret (1954) munkaiban ismertetett kisérletek témai a tértszamok bevezetése és
a velik végzett miveletek. Szlavszkaja (1957) Rubinstein munkatarsaként
geometriai abrakkal kapcsolatban az atvitel kérdését vizsgalja. Az atvitel itt a
feladatmegoldo altal régebben megtalalt megoldasoknak uj koriillmények kozott vald
alkalmazasat jelenti. Ennek soran megallapitotta, hogy egy kiilsé személy segitd
szandéku beavatkozasa csak akkor lehet eredményes, ha ,,a megoldando feladat
analizise megteremtette ennek belsd feltételeit”. A Szovjetunidbeli hibakutatasok
legnagyobb alakja azonban kétségtelentil Mencsinszkaja (1955), aki a harmincas
évek kozepétdl kezdve foglalkozott a matematikai feladatok megoldasanak
pszichologigjaval.  Munkdinak  kézéppontjdban a  szoveges  feladatok
értelmezésének, valamint a szoveg szamadatai ¢s kérdései kozotti kapcsolatnak a
kérdései alltak. Ugyanez a problematika jelenik meg a késobbiekben Faragé
Laszlénal (1960) is. Egy madsik tanulmdnyaban Faragé (1958) leirja, hogy
véleménye szerint a hibak oka az oktatasi alapelvek megsértése, igy
osztalyozasunk alapja is ez kell, hogy legyen. (Nézetének kialakitdsdban minden
bizonnyal szerepet jatszottak az adott politikai éra elképzelései. Az 50-es években a
legkiilonbdzobb teriileteken felmeriild problémakat mindig sikeriilt a megfeleld
személy valamilyen mulasztisara visszavezetni. Az 6 elképzelése szerint a hibakért
mindig az adott targyat tanitd pedagogus okolhato.) Csoportositasa szerint a tanulok
6nallo logikus gondolkodasra vald nevelésének terén elkovetett didaktikai hibak:

- az értelemszeriiség,
- a fokozatossag,

- a tudomanyossag,

- a szilardsag,

- az aktivitas,

- az érthetoség,

- a rendszeresség,

- az ¢érdeklodés elvének megsértése.

A késdbbiekben mar a vizsgalatoknak ez a komplex megkozelitési modja
megsztinik. Surdnyi Gabor (1959) az altalanos iskola alsd tagozatidban, mig
Mosonyi Kalman (1972) a felsd tagozatban végezte kisérleteit. A hazai
szakirodalomban publikalt, illetve az itt hozzaférhetd felosztasok koziil szerkezeti
felépitése, egyszerlisége és viszonylag konnyl alkalmazhatdsdga miatt nalunk
altalaban a Mosonyi-féle felosztas terjedt el. (A Czeglédy Istvan (1994) 4ltal a
tanarképzo foiskolak szamara szerkesztett jegyzetben is ez az elgondolas talalhato.)



Mosonyi csoportositasa szerint a gondolkodasi hibak okai a kévetkezok:

- helyteleniil feltételezett analogia,

- formalizmus,

- megszokas,

- fogalmak tisztazatlan volta,

- hidnyos eldismeretek,

- matematikai miiszavak és szakkifejezések.

Mivel a hibakat egyszerre tobbféle ok is eloidézheti, igy Mosonyi az okokat
két csoportba osztotta.

- A dominans okok eldidézik az adott hibat.

- A kiséro okok zavaré momentumkeént erositik a hibat.

A dominans és a kisérd okok fajtai hatarozzak meg szerinte, hogy a hibak
kialakuldsat megel6zni vagy pedig a hibat utdlag kijavitani a célszertibb.

A szocialista orszdgok kutatdsaival szemben ebben az idében nyugaton a
pszichologia mas iranyu kidolgozasat helyezték el6térbe. Dontd szerepe volt ebben
Piagetnek (1970), aki korabban a megismeré tevékenység fejlodésének
vizsgalataval foglalkozott leirva azt az utat, amelyet a gyermek a konkrét
gondolkodés szintjérdl kiindulva tesz meg a formalis gondolkodas kialakuldsaig.
Piaget elmélete nagy hatast gyakorolt tobbek k6zott Bruner munkassagara is.

Bruner (1974) szerint ,,az ember az informaci6 feldolgozasanak és
abrazolasanak harom parhuzamos rendszerét alakitotta ki, az egyiket a manipulalas
¢s a cselekvés, a masikat az észlelési tevékenység szervezodése és a képzetek, a
harmadikat pedig a szimbolikus apparatus éltal”. Ez azt jelenti, hogy az ember
kifejlett gondolkodasdhoz ezen technikdk rendszerének a kialakitdsan keresztiil
vezet az ut. Tehat, ha példaul koézépiskolaban a didkoknak valosziniiség-szamitast és
matematikai statisztikat akarunk tanitani, akkor ennek az elokészitését mar az
altalanos iskola els6 osztidlyaban el kell kezdeni olyan fogalmak és eljarasok
tanitasdval, amelyek majd a késdbbi -elsajatitashoz sziikségesek lesznek.
(Lényegében ezt az elvet veszi at felépitésében a Nemzeti Alaptanterviink is.)
Brunert elmélete kozel vitte a nyelvnek az ismeretitadds folyamatiban betoltott
szerepének vizsgalatdhoz. Bruner nézete az, hogy ,a tanulast nagymértékben
megkonnyiti a nyelv mint kdzvetitd tényezo, amely végiil is nem csak a gondolatok
kicserélését teszi lehetdvé, hanem olyan eszkéz, amelyet a tanulé majd maga is
felhasznal arra, hogy az 6t koémyez6 vilagba rendet vigyen ...



Ez a szempont indit arra, hogy az értelmi fejlodés lényegét kutatva,
vizsgalddasaim kozéppontjaba a nyelvet allitsam... A legfobb hianyossagok, ugy

latszik, nyelvi eredetiiek, a sz legtagabb értelmében.”

Bruner egyik kovetdjeként Majoros Maria (1992) a didkjai altal hasznalt
matematikai nyelvezetnek a szimbélumok kezelésében megmutatkozo szabalyai
alapjan kovetkeztetett a megfigyeltek gondolkodéasara. Véleménye szerint a tanulést
zavar6 gondolkodasi problémak nehézségei fokuk alapjan rendezve a kovetkezoek:

- a matematikdban megtanulandd6 és megértendd dolgok kozotti
kiilonbségtétel megértése;

- a matematikai jelentés beszikiilése, amely azt jelenti, hogy a vizsgalt
személy nem tudja egyszeri 1épésekbdl osszetenni egy bonyolultabb feladat
megoldasat;

- aszubjektivizmus esetében a gyerekek a sajat nézopontjukbdl latjak csak a
matematikat;

- az analfabetizmus a matematika szobeli alakjanak az irasbeli megjelenéstdl
valé teljes elszigetel ddését jelenti;

- a babeli ziirzavar esetén a gyerekek egyéni értelmezései mar a valdésagos

matematikai rendszertdl j6l megkiilonboztethetd rendszert alkotnak.

Brunerhez hasonléan Skempre (1975) is nagy hatast gyakoroltak Piaget
kutatasai. Skemp a problémamegoldas sikerességét az egyén rendelkezésére allo
szkémak (szellemi strukturdk) szamdval hozza kapcsolatba. A megértés pedig egy
megfeleld szkémaba torténd asszimilaciot jelent. Olyan nem sziikségszeriien allandd
szkémaba, amelynek akkomodaldsdra a tanuloknak — egy 1j helyzethez
alkalmazkodva — mindig készen kell allniuk. (Az asszimilacié egyébként ugyanugy,
mint Piaget szohasznalatdban itt is hasonulast, mig az akkomodacio idomulast
jelent.)

A magyar szarmazasu Dienes Zoltant (1973) sem hagyta érintetlentil Piaget
elmélete. Dienes a matematikatanulas folyamatara dolgozott ki egy altalanos
modszert. Ennek egyik alapelve a gondolkodas dinamikajanak elve, mely szerint
minden gondolkodasi folyamatban harom szakaszt lehet megkiilonboztetni. Az
elsében a gondolkodast végzd személy még csak tajékozdodik a kdrnyezetében, ezért
tevékenységének nincs hatarozott irdnyultsaga. Ezt kovetden azonban mar felfogja
és megérti a probléma megoldasahoz sziikséges Osszefliggéseket. Végiil pedig képes
lesz a szoban forgd probléma struktirajanak a felismerésére, és ezaltal az

Osszefliggések segitségével torténd megoldasra.



Mason (1961) a matematikai problémamegoldasban az alabbi fazisokat

kiilonboztette meg.

Folyamatok

Fazisok

Tevékenység

Utasitasok

olvasd el a kérdést gondosan

Tudom

specializalj, hogy felfogd mirdl

van szd

Belépés

milyen ismeretek, tények,
készségek tiinnek relevansnak

ismersz egy analdg, hasonlo
problémat

Keresem

osztalyozd és rendszerezd az

informaciokat

ovatos legyél a kétértelmii
dolgokkal

Specializalas

specializalj a valddi kérdés
felfogésa alatt

Bevezetés

abrak, tablazatok, szimbolikus
reprezentacio, jelolések

@

Tamadas

AKADALY

AHA

{

Ellenodrizd

a szamolasokat, indokold, hogy

a szamolasok megfeleloek

a kovetkeztetéseket,
kovetkezményeket

hogy a megoldas valoban
kielégiti a kérdést

Altalanositas

Reflektalas

a kulcsotletekre, momentumokra

Reflexid

a felfedezés és indoklas

kovetkezményeire

a sajat megoldasra

Kiterjesztés

egy, az eredetinél szélesebb
kontextusba (altalanositas)

egy Uj megoldasi minta

keresésére

a feltételek megvaltoztatasara




A matematikadidaktika legnagyobb hatasu szakértdje, Polya Gyorgy (1957)
a gondolkodasi tevékenység iskolai keretek kozott torténd fejlesztésével
foglalkozott. Polya a feladatok megoldasara, s ezzel a feladatmegoldashoz sziikséges
gondolkodasi miiveletek leirasara négy 1épést javasol. Ezek sorrendben a

kovetkezok:

- A feladat megértése
- Tervkészités
- A terv végrehajtasa

- A megoldas vizsgalata.

A legnagyobb gond ezzel — és a tobbi ehhez hasonld — felosztassal
kapcsolatban az, hogy a gondolkodas egyes lépéseit nem bontja le kis, elemi
szintekig, s igy a gondolkodas menetét, vagy masképpen, a hibazas sajatossagait
nem tanulmanyozhatjuk ezen a mddon a kelld részletességgel. (Csak mintegy olyan
moddon altaldnositva, amely a jellegzetességeknek a kiemelése helyett azok
egységesitését teszi inkdbb lehetévé. Igy tehat annak ellenére, hogy Polya
megfigyelései nagyon sok hasznos tanacsot nyujthatnak a tanitas eredményesebbé
tétel¢hez, maga a modszer egy igazdn részletes vizsgalat alapjaul nem szolgalhat. Jol
latja Lénard Ferenc (1978), hogy ennek oka és altaldban az ilyen elgondolasok
legnagyobb hibaja az, ,,hogy nem az egyéni, konkrét gondolkodasi menetek
vizsgalata nyoman keriiltek megfogalmazasra, hanem a mindennapi megfigyelések
rendkivill nagy mértékben leegyszertisitett Osszegzését kozlik, altaldnositasat
szovegezték meg”. Masok is észrevették, hogy a Polya altal leirt rendszer tul
altalanos, ¢és nem ad elegendden konkrét Utmutatidsokat a tanuldk szamara.
Schoenfeld (1985) kutatdsai alapjan kiegészitette Polya javaslatait. Nala a
gondolkodas fazisai a kdvetkezok.

- A feladat elemzése ¢s megértése
- Megoldasi terv vazlata
- Megoldas keresése nehezebb feladatoknal

- A megoldas feliilvizsgalata.

A matematikai elméletekre nagy hatassal bird Polyaval szemben Lénard az
altala kidolgozott felépitésben szerepld kategoéridit tapasztalati Uton, rejtvényekre
adott valaszok segitségével alkotta meg (, igy kapott eredményein jol felismerhetd
Rubinstein  (1960) munkdainak hatasa). Szerinte a gondolkodas mindig két,
kiilonb6z06 szinten lejatszodo folyamat eredménye. A gondolkodasi fazisok nala a
gondolkodési folyamat egészére vonatkozd Iépéseket jelentenek. Az ezekbol

felépitett makrostruktira szerkezete a kvetkezo.



l. Ténymegallapitas

2. A probléma modositasa

3. Megoldasi javaslat

4. Kritika

5. Mellékes mozzanatok emlitése
6. Csodalkozas, tetszés

7. Bosszankodas

8. Kételkedés

9.

A munka feladasa.

Masrészrol viszont az a tapasztalat, hogy a gondolkodasi lépéseket nem
csak az egész gondolkodasi folyamat, hanem az egyes lépések kis kornyezetei, az
ugynevezett mikrostruktira részei is befolyasoljak. Ilyen moédon az alébbi
gondolkodasi miiveletekhez jutunk:

a) Analizis

b) Szintézis

c) Elvonas (absztrahalas)

d) Osszehasonlitas

e) Elvont adatok 6sszehasonlitasa

f) Osszefiiggések felfogasa

g) Kiegészités

h) Altalanositas (generalizalas)
1) Konkretizalas

1) Rendezés

k) Analogia

A gondolkodasi folyamatnak ez a kettds szerkezete alkalmasnak tiint a
problémamegoldas sordan alkalmazott gondolkodasi folyamat részeire bontasara és
az esetlegesen felmeriild hibaknak ebben a struktiraban vald pontos elhelyezésére.
Emiatt vizsgalati mdédszeriink alapjat — kis modositasokkal egyiitt — erre épitettiik.
Ha ilyen médon vizsgdljuk meg a kiilonbozd témakorok tanitdsanal felmeriild
hibakat, akkor ezek receptszerii leirasan kiviil ramutathatunk azokra a dontd
Iépésekre, amelyeknek a fejlesztésére az egyes tanitandd egységeknél a diakok
gondolkodasaban fokozottan kell figyelniink.

A problémamegoldasra vonatkozé elméletek attekintése nem lenne teljes, ha
nem vennénk figyelembe a jelenleg legdivatosabbnak tiind iranyzatot. A kognitiv
pszicholdgia szerint a tanuldst végzd személy — aki nem csak diak lehet —a meglévo,

rendszerekbe rendezett ismeretei segitségével értelmezi a szamdra 4j informaciokat.



Az itt szdba jovo kognitiv matematikai képességstruktira elemei Caroll (1993)

szerint a kovetkezo faktorokba rendez6dnek:

(1) fluid intelligencia

(2) kikristalyosodott intelligencia
(3) altalanos memoria és tanulas
(4) atfogo vizualis érzékelés

(5) atfogo auditiv érzékelés

(6) atfogo felidézési képesség

(7) atfogd kognitiv gyorsasag

(8) feldolgozasi (dontési) sebesség.

Az elozoeken kiviil az elméletnek a felmeriild tapasztalatok magyardzata
érdekében be kell vezetnie az altalanos intelligenciat jellemzd g-faktort is. A
legnagyobb probléma azonban ennek az elméletnek az alkalmazasaval az, hogy még
nem tisztazott kellden az eldzdekben leirt képességeknek €s a matematikai

problémak megoldasban nyujtott teljesitménynek a kapcsolata.

A matematikai hibak egy jellegzetes csoportjanak, a racionalis vagy ¢sszerii
hibaknak a csoportositisira Ben-Zeev (1998) adott taxonometrikus leirast. A
REASON (Rational Errors a Sources of Novelty) szerint a hibak eldallitasi

mechanizmusa a kovetkez6 abraval szemléltetheto.
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Ezzel napjainkhoz érve rovid torténeti attekintésink végéhez értiink.
Tudataban vagyunk annak, hogy a felsorolasunk tavolrol sem nevezhetd teljesnek;
itt mindossze azokat a legsziikségesebb elméleteket foglaltuk Gssze, amelyek
elgondolasunkat valamilyen médon befolyasoltak. Ismertetésiinkben igyekeztiink
nagy hangsulyt adni a magyar vagy magyar szarmazasu kutatok legjelentdsebb ilyen
iranya eredményeinek. Mar csak azért is kotelességiinknek tekintettiik ezt, mivel a
(matematikai) gondolkodas folyamatanak leirasaval foglalkozo tuddsok kozott
jelentds szamban voltak magyar sziiletésiiek. Rdadasul a hazai viszonyok kozott
nagyon jol alkalmazhato elgondolasok kézel allnak a tanaraink elképzeléseihez, akik

szivesen alkalmazzak oraikon ezeket.

A problémamegoldé gondolkodassal szemben a hibakutatasrol redlisan meg
kell allapitani, hogy ez a téma Beke 1900. évi tanulmanya ota (nalunk is)
méltanytalanul hattérbe szorult. Jol lemérhetd ez a hibak osztalyozasara vonatkozo
vizsgalatokban, amelyek jorészt megrekedtek a leirds szintjén. Ezt csak részben
menti, hogy a matematika tanitdsaval ¢és tanuldsaval foglalkozo tudomdny nagy
hatranyban van a tobbi, mar kialakult fogalomrendszerrel €s strukturaval rendelkez6
elmélet, igy példaul a matematika és a pszichologia mogott. ,,A matematikadidaktika
sziiletdben 1évo diszciplina” irja errdl Krygowska (1989). Megallapitasat a szdban
forgo téma tanulmanyozasaban szerzett — késébb részletezendd — tapasztalataink is

megerOsitik.

Megfigyelhetd példaul, hogy a gondolkodasi hibdkra vonatkozé eldzdekben
ismertetett felosztasok a Majoros és a Ben-Zeev altal alkalmazottak kivételével
ugyan a gyakorlatbdl kiindulva, de anélkiil akarnak a hibak okai feldl kozeliteni,
hogy a hibaknak a gondolkodasi folyamatba val6 beillesztését megkisérelnék. Igy
viszont — noha a feldolgozasokbol a pedagégusok rendkiviill sok segitséget
kaphatnak — a felosztdsok nem igazan tinnek felhasznalhatonak szamunkra. Mi
ugyanis a hibakon keresztiil egy olyan, az iskolai gyakorlatban konnyen
alkalmazhat6 problémamegoldasi modellt szeretnénk leirni, amely a hibak
csoportositasan kiviil mas célokra is alkalmas. A problémamegoldé gondolkodashoz
azért ragaszkodunk, mert véleménytink szerint ez természetes modon kapcsolodik a
gondolkodasi hibakhoz. A gondolkodas ugyanis egy bizonyos probléma megoldasa
sordn meghatarozott 1épcsdfokokon keresztiil megy végbe. A gondolkodasi
hibaknak nyilvanvaldan ezekhez kell kapcsolédniuk. Ha a gondolkodasi folyamatot
kis elemi lépésekre bontjuk, akkor ezzel a hibak keletkezése kibontakozasukban
figyelhetd meg. A hibdk kijavitdsdhoz vezetd hatékony moddszer megtalalasdhoz

ismerni kell a gondolkodasban a helyes és a hibakat okozo helytelen 1épéseket.



A Majoros-féle csoportositds a tanulok beszédében ¢s irasaban tapasztalt
hibakon keresztiil probal meg kovetkeztetni a problémamegoldasban alkalmazott
gondolkodasi folyamat tévedéseire. Felosztisa azonban annyira Osszetett, elemi
1épések sorozatat tartalmazo tényezokbol all, hogy alkalmazasa nem visz benniinket
kozelebb a gondolkodas (és annak hibainak) részletesebb megismeréséhez. A Ben-

Zeev modell csupan egy specialis hibatipus leirasara vallalkozik

Elmondhatd, hogy joforman mindegyik elképzelés a gyakorlatbol torténd
indittatds miatt jelentds mértékben jarult hozza a tanitas eljarasainak tokéletesebbé
tételéhez. Ez jelen vizsgalat targydnak is olyan kovetelménye, amelyet a
késobbiekben mindig figyelembe kell venni. Ennek a célnak kivaloan megfelel a
Lénard €s a Pélya altal a gondolkodasi folyamat leirasara kidolgozott elmélet olyan
osszekapcsolasa, amelyik alkalmas a gyakorlatban torténd széles kora
felhasznalasra. A tovabbiakban ennek az ismertetésére tériink ra.



A GONDOLKODASI FOLYAMAT SZERKEZETE

Ebben a fejezetben a hibds és a vele megegyezd szerkezetli helyes
gondolkodasi folyamat két fo OsszetevOjének és ezen Osszetevok részeinek a
vizsgalatunk szamara legfontosabb jellemzdit foglaljuk 6ssze, majd néhany példan
keresztil megmutatjuk ezeknek a sajatossagoknak az adott témakorben valo

alkalmazasat.

A makrostruktura

Az elézéekben mar emlitettiik, hogy Lénard altalunk is elfogadott elmélete
szerint a gondolkodasi fazisokat a gondolkodas egészében betoltott szerepiik alapjan
kiilonboztetjik meg. Ezeknek a fazisoknak az Osszessége adja meg magat a
gondolkodasi folyamatot, illetve ennek a makrostruktirajat. Es megforditva, a
problémamegoldas minden 1épése sziikségszeriien valamelyik gondolkodasi fazishoz

tartozik.

Az altalunk valasztott kisérleti anyag, a tanuldi dolgozatok elemzése
jellegébdl addéddéan nem teszi sem lehetdvé, sem pedig sziikségessé, hogy
vizsgalataink kozé a Lénard-féle felosztasbol érzelmi kategoriak (csodalkozas,
tetszés, bosszankodas, kételkedés) is keriiljenek. Mar Szelianszky is megallapitotta,
hogy az iskolai teljesitményekben csak nagyon nehezen ¢€s nagyon kis szdzalékban
mutathatok ki az érzelmi hibak. Pedig 6 is — Léndrdhoz hasonléan — vizsgélati
modszeréiill a szébeli kikérdezést valasztotta. Az altalunk atnézett irasbeli
munkéaknal a kozvetlen kontaktus hianya miatt az érzelmi tényezok hatasa a hibak
keletkezésére nem volt kimutathatd. Raadasul a tanuldk utélagos megkérdezése is
azt a véleményt erésitette meg benniink, hogy a tévesztésekben a feladatokkal
kapcsolatos érzelmek hatdsa nem volt szamottevo, és az el6forduld hibakra nézve

sem volt egy-egy ilyen érzelmi kategoria-jellemzo.

Ez mar csak azért is konnyen elhihetd, mivel a feladatok szamonkérés

céljabol torténd kivalasztasandl nem a meglepd adatok, Osszefliggések ¢és



eredmények szerepeltetése volt a fO szempont, hanem az adott témakor
gyakoroltatds utani elsajatitdsanak az ellendrzése. (Mosonyinak is ugyanez volt a
szandéka, ezért vizsgalatai kozéppontjaba 0 is az irasbeli munkak elemzését allitotta.
Az érzelemrdl, mint az eredményt befolyasold tényezordl 6 sem tett emlitést.)
Emiatt ugy véljiik, hogy a késébbi ilyen iranyultsaga, az iskolai oktatds igényeit
elotérbe allit6 modszertani kutatdsoknal is megengedhetd a szoban forgd
gondolkodési fazisok mellézése. Egyébként ezzel kapcsolatban a pszichologusok
allaspontja sem egyértelmi. Horvath Gyorgy (1984) példaul szintén
megkérddjelezi, hogy ,,jogos-e elkiiloniilt, 6nallo fazisként kiemelni a gondolkodas

folyamatabdl annak érzelmi velejardit”.

Eredményeink elemzésekor ezzel kapcsolatban olyan allaspont alakult ki
benniink, hogy az érzelmek a gondolkodési tevékenységben ugyan valdban
vitathatatlanul megjelennek, de konkrét gondolkoddsi 1épések nem kapcsoldédnak
hozzajuk, hanem inkabb csak egyfajta pszichikai allapot létrejottével eldsegithetik
vagy gatolhatjak ezeknek a lépéseknek a kialakulasat. Elképzelhetd, hogy Lénard
azért nem utalt a makro- és mikrostruktira elemei kozott fennallo kapcsolatokra,
mivel az érzelmi elemeknek nem lehet megfeleltetni a mikrostruktura tényezdit. Igy
ellentmondasba kertiilt volna példaul azzal a megallapitasaval, mely szerint minden

egyes gondolkodasi 1épésnek kettds funkcidja van.

Az altalunk javasolt csoportositas egy lehetséges javaslatot mutat az elmélet
ezen hidnyossaganak kikiiszobolésére, és megprobalja ellentmondasmentesen
bemutatni a gondolkodas folyamatanak tényleges felépitését. (Amelyben az
érzelmek mintegy a gondolkodasi folyamatot a gondolkodd személyiségébol
adodoan kisérd, de azt alapvetden nem gondolkodasi jelleggel befolyasold
tényezok.) Nem lehet kijelenteni ugyanakkor, hogy az érzelmi tényezok egyaltalan
nem lehetnek hibazasok okai. Sok olyan esetet fel lehet sorolni, amikor egy érzelmi
gatlas megakadalyozta a varhaté teljesitmény elérését. A mi célunk a matematikai
problémamegoldas folyamatanak gyakorlati néz6pontu feltarasa, amelyhez csak a
kisérleti alapot — azaz az eszkozt — szolgaltatta a feladatmegoldasok elemzése. Ebbdl
a szempontbol szamunkra az affektiv tényezok nem birnak fontossaggal. Vizsgaljuk

meg ezek utan a fennmaradé gondolkodasi fazisokat most részletesebben.



1. Ténymegallapitas

Minden feladat megoldasa ténymegallapitassal kezdddik. Ez a megoldasra
varo probléma adatainak, Osszefiiggéseinek olyan meghatarozasat jelenti, amely a
megadott probléman semmiféle valtoztatast nem okoz. Ekkor veszi szamba a
felmertilt problémaval taldlkozo személy azokat a valamilyen formaban megadott
ismereteket, amelyek a feladatnak a megfogalmazasaval és talan a megoldasaval

vannak kapcsolatban.

Nyilvanvaloan nincs értelme problémamegoldasrol beszélni, ha meg sem
értjik a feladatot, azaz ha a probléma egészét nem tudjuk hozzakapcsolni az
adatokbdl ¢és Osszefiiggésekbdl rendelkezésiinkre 4ll6 részekhez. Még a
legegyszeriibb, legmechanikusabb vagy éppen probalkozdsokon alapuld
gondolkodésnak is tekintetbe kell vennie a feladattal Osszefliggd és ra jellemzo

legalapvet6bb feltételeket.

Az eldzoekben leirtak alapjan megallapithatjuk, hogy a ténymegallapitas az
a 1épés, amely meg kell, hogy el6zzon minden mas gondolkodasi fazist, s amelynek
a tapasztalataira tdmaszkodva indulhat el majd a feladatmegoldas tulajdonképpeni
folyamata. Fiiggetlentil attél, hogy van-e ennek a gondolkodasi 1épésnek lathatd
nyoma a kisérletben részt vevd személy viselkedésében, cselekedeteiben avagy

nincs.

Ezzel magyarazhatd, hogy a Lénard altal kozolt jegyzokonyvekben nem
mindig a ténymegallapitds szerepel az elsé helyen. A kisérletben részt vevd
személyek viselkedésének, beszédének vagy cselekedeteinek megfigyelése fontos
eredményekkel szolgalhat a megoldds menetére vonatkozdan, de a moddszer
ugyanakkor el is fedheti a viselkedést nem befolydsold, beszéddel vagy
cselekedetekkel nem jard elemi gondolkodasi 1épéseket. Ezt a felismerést Horvath
ugy fogalmazta meg, hogy ,,a hangos gondolkodas jegyzdkonyvei nem tiikr6zik a

gondolkodasi folyamat teljességét”.

Itt érdemes megjegyezniink, hogy véleményiink szerint a Lénard konyvében

emlitettekkel ellentétben éppen azért célszerli a gondolkodas vizsgalatdhoz ,,alkoto



jellegti feladatokat” valasztani a rejtvények helyett, mert ezek megolddsmenete nem
takarja el a megfigyelés eldl megbuvo, rejtett gondolkodasi 1épéseket. Azonban ezek
kozil a feladatok koziil is elsdsorban érdemes matematikai problémakat valasztani,
mert ezek megoldasa olyan kisérlettdl fiiggetlen objektiv és megbizhato
eredményeket szolgalhat, amelyeknél konnyld felismerni a  gondolkodas
folyamatanak torvényszeriiségeit. Idedlis esetben ekkor tisztdban lehetiink a kisérleti
személyek rendelkezésére allo alapismeretekkel, az adatokkal és a kozottiik fennallo

Osszefiiggésekkel, valamint a megoldashoz vezet6 utak pontos ismeretével.

A Lénard altal vizsgalt fejtoré feladvanyok megoldasihoz Rubinstein
gondolatmenete szerint sziikséges felfedni a szintézis altal kdzvetitett analizis révén
a feladat szempontjabol Iényeges feltételeket, és el kell vonatkoztatni a
mellékkorilményektdl, amelyek a feltételeket elhomalyositva ¢és dalcazva a

gondolkodast szandékosan helytelen iranyba terelik.

A szamonkérések soran alkalmazott matematikafeladatokat nem elsdsorban
a lényeges feltételek beugrato jellegi alcazasaval teszik a tanult fogalmak és
Osszefiiggések szamonkérésére alkalmassa, hanem a megtanult ismeretek j
koriilmények kozé helyezésévei vizsgaljak a gyakorlatban torténd alkalmazas
elsajatitdsat. Ez kozelebb 4all a mindennapok soran felmeriild problémak
megoldasdhoz, mint a megtévesztések altal kacskaringds utakra kényszeritett

gondolkodas.

Ha wvalaki elkezdi egy matematikai problémanak a megoldasat, akkor
eloszor is be kell illeszteni a megértett feladatot a matematika megfeleld
targykorébe, majd meg kell vizsgalni az itt szerepld oOsszefiiggéseket. Kapcsolatot
kell talalni egyrészt kozottiikk, masrészt az 6sszefiiggések és a felmeriilé probléma
kozott, hogy a késObbieckben ezeket végrehajtva, megvaltoztatva vagy esetleg
ujabbakat létrehozva meg tudjon majd indulni egy javaslattal a feladat

tulajdonképpeni megoldasa.

A helytelen ténymegallapitasra példa, amikor az algebrai atalakitasokon
beliil tényezOkre bontaskor egy didk az x* — 1 nevezetes azonossagot helyteleniil a
kiemelésekhez sorolja és x (x — 1) mddon alakitja szorzattd a fenti kifejezést.

Ugyanigy az x* + 1 6sszegben az (x + 1) + (x — 1) nevezetes azonossagot felismerni



az el6zo6hoz hasonlod hibat eredményez. Javitdsnal a fogalmak és Osszefiiggések
pontos tisztdzasa, azok atismétlésekor a konkrét feladatra vald alkalmazas
ravezetheti a tanuldkat a hiba megallapitasara, amelynek oka igy konnyebben

megvilagithato.

Ritkan eléfordulo hiba, ha valaki a fliggvénytablazatban talalhato értékekrol
azt hiszi, azok pontos értékek. El6fordult olyan eset, amikor a lg 2 —t racionalis

301
1000

szamnak vélték a 0,301 = atalakitas alapjan.

Mivel a négyzetgyoktablazatban taldlhaté szamokkal kapcsolatban az

atnézett dolgozatok egyikénél sem meriilt fel ugyanez a hiba, a magyardzat

valdszintileg a tantervi kovetelményben keresendd. A \/5 101, esetleg a \/5 161
bebizonyitjuk, hogy irraciondlisak, de a logaritmus értékeire — és hasonldan a
szogfiiggvényekére — gyakran még kozvetett utalasokat sem tesziink. Pedig nagyon

tanulsagos lenne legalabb a Ig 2 —161 is bebizonyitani ugyanezt a tulajdonsagot.

A ténymegallapitas soran a feladatban szerepl6 adatokkal kapcsolatban meg
lehet, s6t gyakran meg is kell vizsgilni, hogy igazak-e egyaltaldan a feladatban

szereplo allitasok, €s vannak-e itt az érvényességet korlatozoé feltételek.

Ezen a helyen a dolgozatok leggyakoribb hibaja az algebraban a tortekkel és
gyokokkel osszefiiggo feltételekkel van osszefiiggésben. Ha egy tort nevezdjében az
a — b kifejezés talalhato, akkor az értelmezési tartomanyban nem helyes az a # — b
kikotés. Hasonléan az a®> — b* —nek sem az a # b sem az a # — b kikotések

onmagukban, a masik nélkiil nem felelnek meg.
Ugyanezt a tipust képviseli az x # £ y-bol kovetkezo x = | y| vagy |x| =—y

helytelen egyenldtlenség az |x| = | y| forma helyett. Az ilyen tipusu hibazas utan az

elott.
Gyokvonas értelmezési tartomanyanak a meghatarozasanal gyakran

elfelejtkeznek a tanuldk arrol, hogy a gyo6k alatti kifejezés értéke a gyokkitevotodl is

fugg. Ha raadasul a gyokkitevd betlkifejezést is tartalmaz, ennek parossag



szempontjabdl torténd vizsgalata a megoldas elemzésénél még az el6zo esetnél is
gyakrabban lemarad. (Persze nyilvanvalo, hogy aki ezt figyelembe veszi, az tud
arrol is, hogy a paros, illetve paratlan kitevdjii gyokvonas hogyan befolyasolja a

gyok alatti kifejezés értelmezési tartomanyat.)

Ugyanebben a témakdorben talalkozhatunk példaul gyokos kifejezésekbol
torténd ismételt gyokvonas esetén azzal a problémaval, hogy a tanuldk nem mindig
veszik figyelembe az 6sszes gyokjelet az értelmezési tartomany meghatdrozasanal.
Ugyanez a hiba, ha nem hivjuk {6l ra kelléen a figyelmet, tobb helyen is
elofordulhat.

A VIO-x=x-10 egyenletnél a didkok sokszor csak a négyzetgyok alatti
kifejezést vizsgaljak; a négyzetgyok értékére, azaz a jobb oldalra nem tesznek
megallapitasokat. Tobb négyzetgyokot tartalmazo feladatnal az ilyen jellegli hibazas
szerepe is megnd. So6t, okozhat nehézségeket az itt targyalt probléma késdbbi
anyagrészeknél, példaul a logaritmusnal vagy a trigonometrikus kifejezéseknél.
Ezért is 1ényeges, hogy mar a hiba legeldszor torténo megjelenésekor felhivjuk ra a

tanuldink figyelmét és a javitas elott megbeszéljiik a hibazas okat.

Az ebben a pontban leirtakat osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a
ténymegallapitas soran elkévetett hibak a problémamegoldashoz vezetd ut 1épéseivel
szoros Osszefliggésben vannak. Az egyik esetben a probléma helyzetében,
korilményeibe valo elhelyezésében; a masikban pedig a probléma adataira
vonatkozd Osszefiiggéseknek a meghatdrozasaban taldlkozhatunk helytelen
allitasokkal, s igy a gondolkodasi folyamat eme részében elkovetett hibak —
varakozasunknak megfeleloen — pontosan kovetik maganak a gondolkodasi

folyamatnak a Iépéseit.



2. Megoldasi javaslat

A megadott probléma korilményeinek ¢€s adataira vonatkozd
Osszefliggéseinek megismerése utan a feladathoz tervet, vagyis megoldasi javaslatot
kell késziteni. Amennyiben a végrehajtas soran kideriil, hogy ezek nem bizonyulnak
helyesnek, akkor korrekciora, a megoldasi javaslat feliilvizsgalatara, azaz mintegy —
valamilyen szempontbol — 11j megoldasi javaslatra van sziikség. Az utolsé megoldasi
javaslat, amely mar elvezet a feladat megoldasahoz, maginak a kitlizott
probléménak a megolddsa, vagy egyik megoldiasa. A Lénard altal feladott
fejtoroknek csak egy ,,igazi megoldasa” volt, ellentétben a matematikai targykorébol
vett feladatokkal, amelyeknek altalaban tobb, egymastdl lényegesen kiilonb6zo
elven alapuld megoldasa is létezhet. Igy a megoldasi javaslatok épplgy nem
jellemezhetik mindig egyértelmilen a megadott problémat, mint ahogyan az itt
elkovetett hibak sem feltétlentil jellemzdek ra. Viszont altalanossagban elmondhatd,
hogy a megoldasi javaslat hibai mindenképpen a megoldasi folyamatban ezen a
szinten meglévo valamilyen problémara hivjak fel a figyelmet, amelynek tobbszori
ismétlodése maga utan kell, hogy vonja a problémamegoldasra felkészitendd tanulok

képzésének — az adott hibak kijavitasara tekintettel levd — modositasat.

A megoldasi javaslat készitése soran bizonyos esetekben ugy is eljuthatunk
a megoldashoz, hogy a probléma megismert adatain és 6sszefiiggésein valtoztatunk
— ahogyan azt Léndrd is emliti -, vagy pedig egy olyan rokon
(4ltalanosabb/specialisabb/analog) feladatot keresiink a Polya altal leirtakkal
Osszhangban, amelyek otleteket adhatnak nekiink a tovabbiakra nézve. Ezt a
modszert viszont a megoldasi javaslat részeként alkalmazzuk, ugyanis feltételezziik,
hogy ezaltal elébb vagy utobb ugyanigy eljuthatunk a megoldashoz, mint ha egy

masik megoldasi javaslat itmutatasai szerint jarnank el.

Ugyanez a véleménye példaul Dunckernek (1989), aki szerint a
problémamegoldds nem mas, mint a megoldds — azaz a megoldasi javaslatok —
kifejlése, ami egyben a probléma — azaz a probléma atalakitasanak, modositasanak —

kifejlése is.



Az eldzdekben leirtak alapjan ezért uigy véljik, hogy Lénard elgondolasaval
szemben a matematikai feladatok megoldasainak elemzésébdl kapott tapasztalatok
inkdbb Polya elképzelését tamasztjdk ald. Tehat a probléma modositdsa mint
gondolkodasi fazis a megoldasi javaslat — Pdlyanal tervkészités — egyfajta tipusat

jellemzi, nem pedig 6nallo részt alkot a gondolkodasi fazisok kozott.

A megoldasi javaslat készitését a legfontosabb gondolkodasi 1épésnek
tartjuk, amely sikeres esetben elvezethet a megoldashoz. A matematikai problémak
megoldasanak a Iényege ebben a lépésben rejlik; ennek a helyes, az alkoto
képzeletet is megmozgatd gyakoroltatasa juttathatja el a tanuldt a gondolkodasa
fejlodéséhez, amely cél az iskolai oktatas egyik legfontosabb, ha nem a legfontosabb
feladata. Természetes, hogy érakon a gyakoroltatasnal és a szamonkérésnél is ez a
gondolkodéasi 1épés jut a legnagyobb szerephez, és igy a hibazasok szama is itt a

legnagyobb.

Az algebrai atalakitdsoknal gyakori a nevezetes azonossagok pontatlan

alkalmazasa, mint azt a két tag kiilonbségének négyzetére vonatkozd
(@-b*=a*-b*
@-b'=a*+b
@-b’=a’-2a(b)+(-b)
atalakitasok is bizonyitjak.
Ugyanebben a témakorben fellépd, de mas jellegli hiba példaul az

l+1 1 (vagy masképpen az (a + b)' = a™ + b'), de akir az (&) = &

a;a+b

egyenlOség alkalmazasa is. Gyakori hibak vizsgalatakor a miveletvégzéseknél nem
kell elmenniink még az osztdsig sem. Sok tanulét még a kozépiskolaban is
meglepetésként éri az a felfedezes, hogy egy szorzatnak nem kell minden tagjat

megszorozni az (a b) ¢ = ac * be képzelt asszociativitasi szabalynak megfelelden.

Gyokos kifejezések sokszor eléforduld atalakitasa a x> +)* =x+y,
amelynek a parja a logaritmusnal a 1Ig (x + y) = Ig x + 1g y vagy éppen a

trigonometriaban a sin (x + y) = sinx + sin y.



Nagyon sokaig lehetne még sorolni a kiilonb6zd tipustt megoldasi javaslatok
kiilonb6zd helyeken fellépd kiilonb6zd jellegii hibait, azonban ez a leiras
gyakorlatban felhasznalhaté eredményt a nagyfoku kiilonbozdség és a vizsgalt
teriilet nagysaga miatt aligha hozna. Ugyanakkor ez a gondolkodasi fazis a
mikrostruktarak szintjét tekintve egy madsfajta csoportositassal részeire bonthatd,
tehat az itt emlitett, de még inkabb nem emlitett hibdk elemzését a megfeleld

gondolkodasi miiveletek leirasanal végezziik el.

A munka feladasa Lénard konyvében kiilon gondolkodasi kategoriaként
szerepel. Véleménylink szerint ez a tevékenység azt mutatja, hogy a kisérletben részt
vevo személy vagy nem képes a problémara vonatkozé teljes megoldasi javaslatot
felépiteni, vagy pedig nem képes a sajat Otletét valamilyen ok miatt egészen
végigvinni. Ennek — ha az érzelmi tényezoket a mar emlitett okok miatt figyelmen
kiviil hagyjuk — a matematikaban az elgondolés hianyan kiviil oka lehet a megfeleld
matematikai eljarasok és eszkozok birtoklasanak a hianya is. (Amely akar egy, a
feladat jellegét megvaltoztato hibas algebrai atalakitas miatt is felléphet.) A munka
feladasa tehat a megoldasi javaslat hibajara, hianyossagara vezethet6 vissza. Mint
hiba, az ott eléforduld hibak részének tekinthetd, nem pedig 6nallé gondolkodasi

1épésnek.
Az emlitett okok miatt viszonylag gyakori az el6forduldsa a dolgozatokban.

'
Ilyen példdul az (@ by’ vagy akar az 12 be nem a fejezett, végig nem vitt eredmény.
a’-b

Ezek a példak azt sugalljak, hogy a munka feladasa a matematikaban nem csak a
feladatmegoldas tudatos €s szandékos leallitasat jelenti, mint ami megfigyelhetd
példaul az @ — B* + 2 b ¢ — ¢ = a* — (b — ¢)* be nem fejezett szorzatta alakitasi
problémaban. Ebben az esetben akar a tanulo azt is hiheti, hogy ez a végeredmény.
Ezek ugyanis jellegiikben nem feltétleniil mutatnak ra arra, hogy itt még van tovabbi
tennivalo, tehat a munka feladdsa lehet akaratunktdl, szandékunktol fliggetlen

cselekedet is.

Ha a feladatmegoldd személy gondolkodasa zsdkutcaba jutott, akkor néha
olyan megjegyzések is el6fordulnak a papiron, amelyeknek az adott problémaval

nagyon kicsi vagy egyaltalan semmi kapcsolata nincs. (Ezt a jelenséget nevezi



Lénard mellékes mozzanatok emlitésének.) Ilyenkor leggyakoribb az, hogy a
tanuld az adott t€émakorbdl szarmazo olyan képleteket ir le, amelyekrdl azt gondolja,
hogy esetleg lehet koze az altala fel nem ismert megoldashoz, és amelyek igy
mintegy megoldasvazlatokként értékelhetok. Ekkor természetesen még az egyébként
helyes 0Osszefiiggések is hibanak mindsiilnek, mivel ezek itt a gondolkodas
hidnyossagaira mutatnak rd. Véleményiink szerint ez a 1épés szintén a tervkészités
hib4jat jelzi, annak keretein beliil tdrgyalandé. Mellékes mozzanatok emlitéséhez

sorolhatok példaul a kovetkezOekben leirt hibazasok.

Az x* y' — X kifejezés szorzatta alakitasakor nehezen indokolhaté a
kiemelés elvégzése nélkill az X' — y" = (x — )K" + X y +.. + x Y7 + )y
azonossag szerepeltetése. A tanuld ugyan felismerte, hogy ennek az Gsszefiiggésnek
szerepe lehet a megoldasban, de az ismeretlenek kiilonb6z6 hatvanykitevéi (és a
kiemelés elmaraddsa) miatt az azonossag konkrét formajat nem tudta meghatdrozni.
Sulyosabb probléma, amikor a mindendron szorzatta alakitis érdekében az x* + y*
kifejezés mellett a masodfoku egyenlet megoldoképletének altalanos formajat
talaljuk. Megszokvan ugyanis masodfoki kifejezéseknél a gyoktényezds alakra
hozast, egy szamukra ismeretlen probléma kapcsan gyakran képesek a tanulok a mas

feladatoknal jol bevalt mddszerekhez folyamodni.

Ritkan eléfordul olyan eset is, hogy a feladat kornyezetében, magahoz a
feladathoz egyaltalan nem kotodo Osszefiiggéseket talalunk: nyilvan a megoldd
ezekre a részekre emlékezett, ezeket tanulta meg a legjobban. Nagyon komoly
hianyossagok mutatkoznak annal a didknal, aki az & + b* — ¢* Kkifejezéssel
kapcsolatban az a® + b* = ¢* 5sszefiiggést szerepeltette — nyilvan a Pitagorasz-tételre
emlékezve. Itt mar a kiilonb6z0 anyagrészek formuldinak egymassal 6sszekeveredett
halmazabdl pusztan a kiils6 hasonldésag okan is keriilhetnek el oda nem illo

képletek.

A vizsgalodasok tapasztalatait Osszegezve megallapithatd, hogy ez a nem
kiilonallénak tekinthetd gondolkodési fazis nem fordul eld talsdgosan gyakran
szamonkéréskor; a tanulok a feladatmegoldasoknal altaldban megmaradnak azoknal

a néha hibas eszk6zoknél, amelyekrdl tigy gondoljak, a megoldashoz vezeti 6ket.



Ebben a vonatkozasban komoly eltérések vannak az iskolai feladatok és a
rejtvények kozott. Az eldobbinél az oktatdsi rendszeriinkben a tanulokba sulykolt
megoldasi menetek a keriilok nélkiili kozvetlen utakra fektetik a hangsulyt, mig az
utébbinal a szandékos megtévesztések miatt minden mellékkoriilmény vagy
mellékes mozzanat — amely akar a leghalvanyabb kapcsolatba hozhato a feladattal —
lényeges lehet. Ezek a tények magyardzhatjak az iskolai szamonkérések teriiletén a
mellékes mozzanatoknak a szigortian a felvetett problémahoz k6t6do tényezokkel

szembeni el6fordulasuk gyakorisagaban mutatkozo nagyaranyt lemaradast.

3. Kritika

A problémanak az értelmezésiink szerinti megoldasa nem jelenti a
gondolkodasi tevékenységnek az adott feladatra vonatkozd befejezését. Az
eredményt chhez ellenérizni is kell valahogyan, azaz meg kell gy6zodni a
megolddsunk helyességérol. A matematika iskolai tanitdsdban ennek bevalt, még ha
nem is mindig kovetkezetes szabalyai vannak, de Pélya munkaiban ezektdl eltérd
modszereket is olvashatunk. Ilyenek példaul a feladatmegoldds mas modon torténd
levezetése, az eredménynek vagy a megoldas modszerének alkalmazasa egy masik
feladat megoldasara, stb. Az ilyen ellendrzésnek nagy elénye, hogy ekkor a tanuld
nem ugy gydzodik meg a megoldasanak ,,josagardl”, hogy ellendrzéskor ugyanazt a

hibat koveti el mint korabban, a feladat megoldasakor.

Erdemes diakjainkat — mintegy az iskolai kovetelmények ellenében —
ranevelni arra, hogy nem csak az egyenletek megoldasanak helyességérol vagy
helytelenségérol lehet ellendrzéssel meggy6z0dni, hanem valamilyen moédon minden
felmeriil6 problémarol. Ezzel hozzaszoktathatjuk 6ket ahhoz, hogy ne fogadjanak el
mindent kritikatlanul és o©nallotlanul, hanem prébaljdk a dolgokat a sajat

eszkozeikkel ellenOrizni.

Persze az ellendrzés elvégzését is el lehet rontani. Amikor \/5 ¢s {/g

L 1
0sszehasonlitasat adtuk fel otthoni munkaként, akkor a hibatlan levezetés, a 22 < 33



egyenldtlenség meghatarozasa utdn indokként azt lattuk az egyik fiizetben, hogy az
eredményt mar csak amiatt is el lehet fogadni, mivel 3 barmely hatvanya nagyobb,
mint 2 barmely hatvanya. Itt a tanul6 azért is nyugodt lehetett, mert az egyébként jo
megoldasat kapta igy rossz logikai indoklasaval vissza. Eléfordulhat azonban ennek
az esetnek a forditottja is. Valaki azzal akarta az egyszeriisités egyébként igen
gyakran el6forduld hibas formajat igazolni, hogy ehhez egy ismert és igaz nevezetes

azonossagot hasznalt fel.

2 2

. a
Szerinte az
a+b

= a—b Osszefliggéshez nigy is el lehet jutni, hogy a-val

és b-vel egyszerlsitjik az a-t illetve b-t tartalmazé tagokat, majd az eldjeles
kifejezések osztasara vonatkozo eldjelszabaly figyelembevételével hatarozzuk meg a
hanyadosban a ¢és b Dbetik elgjelét. A megoldas ,helyes” voltat az

a’—b _ (a+b)(a-Db) _

a—b ellendrzés mutatja. Ilyen esetben a tandr ne csak
a+b a+b

ellenpéldaval cafolja az allitast, mert ekkor az maradhat meg a didkban, hogy ha az
eredménye nem is mindig jo, de bizonyos esetekben a moddszere alkalmazhato.

Masrészt ilyen moédon nem jon ra tanitvanyunk a hiba okaira.

Altalanosan is j6l hasznalhat6 eljaras, hogy célszerii ekkor visszamenni a
témakor elejéig, jelen esetben az oszthatosag fogalmaig, és innen lépésenként

visszafelé haladva ramutatni a hibara illetve a kijavitasa utani helyes megoldasra.

Az eddigi példakban vagy a jo megoldasi javaslatot zartuk le egy rossz
kritikai résszel, vagy megforditva: a rossz megoldasi javaslatot indokoltuk egy
onmagaban helyes kritikai megallapitassal. Azonban, mint mar emlitettiik,
ellendrzéskor eléfordulhat ugyanolyan jellegii hiba, mint a megoldas keresésekor. Ez
leggyakrabban az egyenletek témakorében fordul el6. Ott ugyanis lényegében
ugyanazokat a Iépéseket végezziik el ellendrzéskor az eredményiill megkapott
érték(ek)kel, mint amilyeneket korabban a valtozoval csinaltunk. Ha a hiba nem
véletlen elszamoldsbol, hanem tudatosan, rosszul rogziilt miveletvégzésbdl adodott,

akkor nagyon valoszinii, hogy a konkrét szamértékeknél ez tijra megismétlodik.

Ebbe a csoportba tartozik algebrai kifejezéseknél az (a + by' = a + b



atalakitas is, ha ezt az 1 + 1 =

a b a+b

Osszeadds magyarazza.

Algebrai atalakitdsoknal eléfordulhat az is, hogy a végeredményt
tetszblegesen kivélasztott szamokat behelyettesitve tesztelik. Igy az alabbi
egyszerlsités a tényleges eredménnyel szemben ebben az esetben helyesnek tiinik:
a’+2ab+b> 1+2ab+1 _

at+b> 141

azonossagot ad.

ab+1, mivel @ = b = 1-re a bal és a jobb oldal

Az ellendrzés minden nehézségének ellenére azért elmondhatjuk, hogy a
feladatmegoldas soran az eredmény helyességének vizsgalatara nagy sziikség van, és
érdemes a didkokat sajat munkajuk allandé ellenrzésére nevelni. Természetesen
ebben a tevékenységben f6 célként (id6 hianyaban) a probléma megoldasara kell
helyezni a hangsulyt, nem pedig arra, hogy mindig minden gondolkodasi folyamatot
— legyen az ténymegallapitds, megoldasi javaslat vagy éppen a kritika —
ellendrizziink. A megoldas és vele egylitt az egész felvetett probléma lezarasat a

megoldas kritikaja kell, hogy jelentse.

Az eddigiek Osszefoglalasaként megallapithatd, hogy bar a pszicholdgia
Lénard-féle problémamegoldasi folyamatanak struktiraja a matematikaénal
nyilvanvaldéan gazdagabb szerkezetli, de az oktatadsban szerepet jatszd elemei — a
ténymegallapitds, a megoldasi javaslat és a kritika — Iényegében megegyeznek a
Polya-féle csoportositasban  szereplokével. Nagyfokii hasonléosdguk miatt
ténymegallapitast és a feladat megértését, a megoldasi javaslatot és a
tervkészitést valamint a kritikat és a megoldas vizsgalatat azonosnak tekinthetjik.
Polyanal a terv végrehajtasa az egyetlen olyan miivelet, amelyik nem jelenik meg
Lénard rendszerében. Ez azzal magyarazhatdé, hogy a terv végrehajtisa nem
gondolkodési, hanem sokkal inkdbb manipulativ cselekedetnek mindsitheto.
(Schoenfeldnek Poélya elméletére vonatkozd moddositasai is egybevdgnak az
¢észrevételiinkkel: a terv végrehajtasa az 6 rendszerében sem szerepel.) Mivel a
tovabbiakban Lénard elgondolasaval foglalkozunk, igy a fazisoknal Lénard

elnevezéseit hasznaljuk.



A makrostruktira vizsgalatanak szamszeri eredményei

Lénard a konyvében leirt vizsgalatait 135 jegyzOkonyv 3426 gondolkodasi
fazisa alapjan végezte el. Ha a korabban vazolt indokok alapjan nala is eltekintiink a
kisérletekben szerepld érzelmi kategoriaktol, valamint a probléma modositasa,
mellékes mozzanatok emlitése és a munka feladasa fazisait az 6sszehasonlitds miatt
szintén a megoldasi javaslat részeként vessziik figyelembe, akkor elmondhatjuk,
hogy a rejtvények megoldédsara szolgald gondolkodasi folyamatok soran az altalunk

vizsgalt gondolkodasi 1épések koziil

- aténymegallapitas atlagosan 25,
- amegoldasi javaslat atlagosan 52,
- a kritika atlagosan 23 %-ban szerepelt. (Lénard az eredményeket

kerekitve, egész szazalékokban adta meg.)

Mi 1274 olyan algebrai feladat megoldasat vontuk be a vizsgalatokba,
amelyikben valamilyen hibat talaltunk. Természetesen nem mindegyik feladatban
jutottak el a tanuldk a végéig, igy nem mondhatjuk, hogy a hibdk szdmabdl és
megoszlasabol kdvetkeztethetiink a megoldasokhoz sziikséges gondolkodasi 1épések
szamara ¢s megoszlasara. De vizsgalatainkban nem is ez a cél vezetett benniinket. A
gondolkodas hibainak a gondolkodasi folyamat makrostruktirajaba vald

bedgyazodasat kivantuk csupan megmutatni.

Az 1274 hibas feladatmegoldasban 6sszesen 1509 helytelen dolgot taldltunk.
(Egy hibanak tekintettiik azt, ha valaki t6bbszor is ugyanazt a tipusu hibat kovette el,
ugyanis ez a gondolkodasdban nem tobb-, hanem csak egy helyen meglévo

hianyossagot takar, amely a feladat jellegébdl adodoan masutt is megismétlodott.)

Helytelen ténymegallapitast 136 esetben tapasztaltunk; ez az §sszes hibak
9,0 %-a. EbbG1 117-ben, az 6sszes hibak 7,8 %-aban a feladatra vonatkozé feltételek
nem voltak tokéletesek, mig a maradék 19 eset, az Osszes hiba 1,2 %-a téves
helyzetfelismerést, rosszul elgondolt tipust atalakitast tartalmazott. Az lehet a
magyarazata ezeknek a viszonylag alacsony szamadatoknak, hogy a

ténymegallapitasoknak csak kis hanyadat sziikséges leirni a megoldashoz.



A tobbi olyan elemi szintil felismeréseket tartalmaz, amelyek a gyakorldsok
soran mar rutinna valtak, és amelyeknek a leirasa emiatt f6losleges munkat
jelentene. (Példa erre, ha egy tanulonak tortet kell egyszertisiteni vagy egyszeriibb
alakra hozni, akkor 6 mar tudja, hogy ehhez el6szor a nevezét €s esetleg a szamlalot
szorzatta kell alakitani, amit eldszor kiemeléssel probal meg, majd ezutan nézi meg

a nevezetes azonossagok alkalmazasat, stb.)

Nem mindegyik feladattipushoz tartozik hozzd a probléma érvényességi
korét korlatozo feltétel rendszer vizsgalata sem, sot az érettségi kovetelményt a
felmérés elvégzésének idopontjaban meghatarozo feladatgyljtemény ezeknek a nagy
részet elore kozolte is. Ezzel a konyv a megoldasokat jelentdsen megkdnnyiti, és a
gondolkodasi folyamat természetes aranyait a képzési céloknak megfelelden

megvaltoztatja.

A kozpontilag meghatarozott kovetelmények ellenére mi nem tartjuk
szerencsésnek, hogy a problémamegold6 gondolkodds egyes 1épéseit
kilonvalasszuk, €s ezek kozil egyeseket szamonkérenddnek, mig masokat amelyek
ugyanolyan fontosak, elhanyagolandonak tekintsiink. Raadasul, ha az elhagyando
anyagrészek Osszetétele feladattipusonként valtozik, akkor ezzel a diakokat
raszokatjuk arra, hogy a problémamegoldas atlagos szabalyai helyett a témakorok

altal megszabott, betanult feladatmegoldési sémakat hasznaljak.

Mint az varhaté volt, a tanulok tobbsége feladatat az altala elképzelt
megoldasi javaslat leirdsa kozben rontotta el. Az 1509-bdl 1254 hiba, az 6sszesnek
83,1 %-a esett erre a gondolkodasi fazisra. Ezek az algebrai atalakitasokon alapulo
feladatok  valdszinlleg eléggé egyértelmlen kijelolt megoldasmeneteket
hatarozhattak meg, ugyanis a tanuldk egyetlen esetben sem kisérelték meg a
probléma modositasa feldl megkozeliteni az adott feladatot. Altalaban is
megemlithetd, hogy nalunk még nem terjedt el az oktatdsban a matematika
kiilonboz6 teriileteinek az analdgidkon keresztiil torténd Osszekapcsolasa. Tudjuk
ugyan, hogy nagyon szép és szemléletes esetei vannak példaul az altalunk vizsgalt
témakorben egyes nevezetes azonossagok ¢s kiillonb6zo azonos atalakitasok, illetve
bizonyitasok geometriai szemléltetésének, de ez a fajta modszer még nem vert

nalunk gyokeret. (A nem eléggé a szemléletre €s a tanuldi kreativitisra épitett



geometriai képzes ,,eredménye” meg is latszik tanuldink gyenge térszemléletében és

matematikai jellegii manipulativ tevékenységében.)

178 megoldasi javaslatnal, az 1509 eset 11,8 %-anal a feladatmegoldok nem
tudtak végigvinni a megkezdett gondolatot, ennyi esetben volt megfigyelhetd a
munka feladasa. Megalltak, holott lett volna még ra lehetdségiik, hogy folytassak az
atalakitasokat. Nem végezték el az altaluk kijelolt miiveleteket, mert nem biztak a
sikerben, illetve abban, hogy addig a lépésig jol oldottak meg a feladatot. (Itt nem
vettiik figyelembe azt az esetet, amikor egy korabbi elrontott miiveletvégzés miatt
olyan eredmény jott ki, amelyrdl redlisan nem volt varhaté, hogy a tanuld a
matematikai ismeretei alapjan meg tudja oldani. Ugyanis itt a tanulé nem ebben a

1épésben hibazott.)

Mellékes mozzanatok emlitése 22 megolddsra (az Osszes 1,5 %-éara) volt
jellemzd. Mindegyikiik a feladat altal meghatarozott témakorben eldforduld, de
valamelyik nem odailld Osszefliggést szerepeltette a papiron. Latszolag ezek az
esetek ugyanazt a szerepet toltik be, mint amit a munka feladasanal kaptunk.
Mégpedig ezeknél is vagy véglegesen vagy ideiglenesen abbahagytak a tanulok a
megoldasi javaslat kidolgozasat. Viszont itt a feladat témajaval rokon 6sszefiiggések
kertiltek leirasra; ez a feladattal kapcsolatos, de eredménytelen tovabbgondolkodast
jelzi még akkor is, ha ez nem is feltétleniil a helyes irdnyba halad, hanem csak
proba-szerencse alapon vélogat a feladatmegoldas egy, ezen a helyen gyakran
hasznalatos modszerei kozott. Reményiik az, hogy ezeknek a hasonlo
Osszefiiggéseknek van valami koze a kitlizott problémahoz, — és igy ezekért a

javitasi itmutatd szerint nekik pluszpont jar — csak ez eldttiik rejtve maradt.

Az atvizsgalt dolgozatokban a problématdl teljesen eltérd témaju
megjegyzeés nem fordult eld. A tanuldk az utdlagos beszélgetések soran elmondtak,
hogy éaltaldban nem tudnak a rendelkezésiikre all6 iddben végig a megoldasra
koncentralni: figyelmiik el-elkalandozik. Viszont tudjak, hogy a nem odailld, a
témahoz nem kothetd gondolatoknak a leirasa elonyt szamukra nem hozhat. Ez a
feladatmegoldas szempontjabdl tulajdonképpen folosleges 1épés a raforditott ido
miatt csak a feladatmegoldastdl venné el az id6t. Ha az osztalyzatok és a tanuldk

orabeosztasa révén nem lett volna ilyen korlatozd tényezd, valdszinileg mi is a



Lénardéhoz jobban kozelitd eredményt kaptunk volna a vizsgélatokban.

A kritika névvel jellemzett gondolkodasi Iépésekben 119 hiba, az 6sszesnek
7,9 %-a Iépett fel. Ez a kis szam mindenekel6tt azt jelzi, hogy a tanulok nagyon sok
esetben nem jutottak el a helyes végeredményig. Es arra is ramutat, hogy a tantervi
kovetelmény nem mindig koveteli meg a végzett munka ellenérzését. (Abban az
esetben kozelebb volna ez az érték a korabban emlitett tanulmanyéhoz, ha az
ismétlodéseket, tehat az azonos jellegii hibakat eléforduldsi szamuk alapjan vessziik
figyelembe. Azonban ez a mddszer nem a gondolkodasi folyamat hibdira, hanem

inkabb a konkrét feladat, illetve témakor tipusara lenne inkabb jellemzo.)

Mindenesetre lattuk, hogy a gondolkodasi fazisok rendszere — bizonyos
modositasokkal — megfelel a hibas gondolkodasi 1épésekbdl allo rendszernek, amely
igy mintegy igazolja az eléz6 modell felépitését is. Es ezért annak ellenére, hogy a
célkitiizésekbdl adodoan maguk a feladatok, de a kiértékelések mddja és igy maguk
az eredmények is kiillonbozoek, a kétféle, a Lénard altal és az itt kozzétett
szamadatok Osszehasonlitasat érdemes grafikonon is abrazolni. (A Lénard altal

kapott értékeket mindig a baloldali oszlop jeloli.)
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A mikrostruktira

Mint mar emlitettiik, a gondolkodasi 1épéseknek kettds funkcidja van. A
makrostruktura fazisait a gondolkodas egésze hatarozza meg, ugyanakkor a
gondolkodas egyes 1épései a szomszédos Iépésekkel vald kolcsonhatasban a
gondolkodasi folyamat masfajta jellemzését adjak meg. Ezeket a 1épések kozvetlen

szomszédai, azaz a 1épések kisebb kornyezete hatarozza meg.

Ezeket a lépéseket ebben a vonatkozasban — mintegy a gondolkodasi
fazisokkal szemben — gondolkodasi miiveleteknek, mig a gondolkodasi miiveletek
Osszességét — a makrostruktaraval ellentétes felépitésilk miatt — a gondolkodasi
folyamat mikrostruktirajanak nevezziik. (Ezek a Lénard altal bevezetett elnevezések
szemléletesen irjak le a problémamegoldd gondolkodds folyamatdban meglévo
kettds szerkezetet igy, hogy a neviikkben megnyilvanuld kiilonbségek egyben a

tartalmi kiilonbségeikre is ravilagitanak.)

A mikrostruktura szerkezetének vizsgalata soran problémaként jelentkezik,
hogy a tekintett felosztasban tobb olyan gondolkodasi 1épés is talalhato, amely egy
masik, ugyanebbe a felosztdsba tartozdo gondolkodasi miveletnek a specialis
eseteként targyalhatd. Mivel az egymas melletti, és az altalunk a késobbiekben
targyalt egymadassal azonos szerepet betoltd gondolkodési Iépésekkel az egész
gondolkodasi folyamatot a mikrostruktura szintjén le lehet fedni, igy a foloslegesnek
bizonyuld, €s az egyes gondolkodasi Iépéseket tovabb strukturalé gondolkodasi
miiveleteket a megfeleldé indoklas mellett elhagytuk. Ilyen mdédon a Lénard
csoportositasaban szerepld 11 Osszetevot 6 lényeges, egymdstdl fobb vondsaiban

kiil6nb6z0 tényezore bontottuk.

A mikrostruktarat alkotd gondolkodédsi miveletek az eldzoek alapjan az

alabbiak lehetnek.

a) Analizis

Az analizis olyan gondolkodasi miivelet, amely valamely egészet részeire,

Osszetevo elemeire bont fel. Ekkor az egyes 6sszetevok a részekre bontas utan kiilon



egységeket alkotnak. Az analizis — a szintézissel egyiitt — az egyik legalapvetébb
gondolkodési mitivelet, amely az 6sszes tolik kiilonb6z6 bonyolultabb szerkezetii

gondolkodasi muvelet felépitésében is részt vesz.

A feladatmegoldasok soran, a probléma jellegétol fliggden bukkanhatunk
ritkdn vagy gyakrabban hibas analizisre. Ha rosszul elemezziik, rosszul bontjuk

részeire a problémaban szerepl6 adatokat, akkor szamunkra a 2 x példaul nem x + x-
et jelent, hanem 2-t és x-et, amelybol ha x-et elvesziink, akkor 2-t kapunk. A 2 %x

¢s mas hasonld kifejezések értelmezése diakoknal gyakori hibaforrasként
jelentkezik. A szorzasjeleknek betiik, valamint szdmok és betiik kozotti elhagyasat
viszik itt tovabb at az egész- és a tortszamok kozotti kapcsolatra. A hiba forrasanak
feltarasa, azaz a szorzasra vonatkozd jelGlésrendszer tisztazasa elejét veheti a

hasonld jellegii problémaknak.

Egyébként osztasnal is elofordulhat a helytelen analizissel magyarazhatd

2
tévesztés. Tanusitja ezt a 2%: x> milveletvégzés, amely az osztdsra vonatkozo
X

ismeretek pontatlan és feliiletes elsajatitasara vezethetd vissza. Javitasa az el6z6
esetekkel mutatott hasonlosaga miatt ugyanolyan modszerrel, a fogalmak, tételek és

tulajdonsagok visszamendleges tisztazasaval torténik. Ennek soran ra kell mutatni a

hiba kijavitasanak modjara, azaz a helyes megoldasra is.

A fenti példak alapjan lathatd, hogy az analizisnek az algebrai atalakitasok
jelolésrendszerének megértésénél nagy szerepe van. A hibas analizis a probléma
jellegét teljesen megvaltoztathatja. Viszont az analizis 6nmagaban egyetlen feladat
megoldasaban sem jelentkezik 0©nalld részként, hanem mindig valamilyen
mivelethez kapcsolddik. (Példa erre a 2 x - x = 2 miivelet is, ahol az analizis
hibajara a miivelet eredménye vilagitott r4.) Igy az analizis hibajabol ered hibakat a

konkrét, az analizisnél Gsszetettebb miiveletek elemzésénél fogjuk megvizsgalni.

Lénard kiilon gondolkodasi miiveletként emliti az absztrahalast (elvonast),
mint amely valamely egész olyan tulajdonsagat emeli ki, amely nem tekinthetd az

eldbbi egész részének, vagyis 6nalld egységnek.



Mivel ez is az egésznek (meghatarozott mddon torténd) részeire bontasakor
jelentkezik, igy az ennek a pontnak az elején leirtak szerint —és ebben a kérdésben
Rubinsteinnel egyetértve — az absztrakciot az analizis specifikus formajanak
tekinthetjiik. Olyannak, amely ,kiemeli a Ilényeget, elvonatkoztatva azt a
Iényegtelentd]”.

1 1 1

Nyilvan ennek soran is kovethetiink el hibakat. Az 1> +1> =22 helytelen

atalakitasnal a tanulok nem elemezték jol a problémat, és igy a 1ényeges miivelet, az

1
12 kiszamitasa helyett mas modot kellett talalniuk az Gsszevonasra. Ez a példa is

mutatja, hogy a helyes, a lényegest megfelelden kivalasztd elemzésnek mekkora
szerepe van a probléma helyes megoldasdban. Tehat ha a felosztasunk
szempontjabdl nem is tekintjiik kiilon gondolkodasi miiveletnek az absztrahalast, a
foként nem elméleti jellegli szakdidaktikai munkak vizsgalataiban mindenképpen

nagyrészt kell a tanulményozasanak szentelni.
b) Szintézis

A szintézis és az analizis ugyanannak a gondolkodasi folyamatnak a két,
egymast kiegészitd, egymassal ellentétes oldala. A szintézis az analizis altal
felbontott részeket Uj modon, a probléma megoldasanak érdekében egyesiti,
mikézben kimutatja a részek kozott fennallo Osszefiiggéseket. Miutan az analizis €s
a szintézis kolcsondsen Osszefiiggnek egymassal, igy kolcsonosen feltételezik is
egymast. De ez a vizsgalatunk szempontjabdl nem jelenti azt, hogy hibazni ne
lehetne e két gondolkodasi miiveletnél kiilon-kiilon is. Ha az analizis altal elvégzett
felbontast hibas vagy a problémamegoldast nem elérevivo 6sszerakas kovet, akkor a

hibat a szintézisnél kovetjiik el.

Az cl6bbire, a hibas szintézisre példa az (a — b)* = a* — 2 a (-b) + (-b)
atalakitas, amikor is a két tag kiilonbségének a négyzetére vonatkozd formailag
helyes felismerést helytelen alkalmazas kovet. Az utdbbi eset, a célszertitlen
alkalmazas megfigyelheté az x* — y* = (x — )’ + ¥y + x* + )’) atalakitasnal
példaul akkor, ha itt az (x*)* — (*)* azonossag szerint célszeriibb lenne eljarni, vagy
az ugyancsak helyes analizis alapjan felirt 4x* — 4y* = (2x + 2y)(2x — 2y)
azonossagnal akkor, amikor itt a 40¢ — yY) = 4(x + y)(x — y) atalakitas altalaban



tobbszor segit a feladat megoldasahoz vezetd uton. Egy ennél Osszetettebb
problémanél, az x* ( —z) +y° (z — x) + ° (x — ) szorzatta alakitasnal a helyes
analizist, a szorzasok elvégzését sokszor azért koveti rosszul a masfajta szempontbol
torténd csoportositas, azaz szintézis, mivel a tanulok nem sajatitottak el megfelel den
az itt alkalmazando helyes modszert, és a csoportositasoknal emiatt kénytelenek

talalgatasokra hagyatkozni.

Tortek 6sszeadasandl gyakran elofordul, hogy a helyes analizist, a k6zos
nevezore hozasra torekvo felismerést a legkisebb kozds  tobbszords
meghatarozasanak figyelmen kivil hagyasa koveti. Ilyenkor a tanulok
automatikusan az egymastdl kiilonb6z0 nevezdk szorzatat tekintik a ko6zos
nevezonek. Ha a tortek nevezdje gyokos kifejezéseket is tartalmaz, akkor viszont
altalaban leegyszerlisiti az Osszevonast a kozos nevezok megallapitasa elotti
tortenkénti nevezo gyoktelenités. Az analizist kveto szintézis ezekben az esetekben
helyesen mutatja meg a feladatmegoldashoz sziikséges 1épéseket anélkiil azonban,
hogy ezek legegyszerlibb elvégzésére iranymutatast adna. Masképpen fogalmazva: a
tavlati koncepcio, a globalis cél ismeretében ilyenkor nem kapjuk meg az ennek a

legkonnyebb eléréséhez sziikséges kdvetendo stratégiat.

A felsorolt példakbol lathatd, hogy a szintézis soran elkdvetett hibakat
alapvetéen két csoportba oszthatjuk. Az elsének leirt atalakitds olyan hamis
eredményt ad, amely nem szolgalhat alapjaul a késobb esetlegesen erre a részre
épiild megoldasnak. Ez a tipusu hiba tehat zsadkutcaba juttatja a probléma
megoldasara térekvé gondolkodast. A masik fajta hiba nem ad ugyan rossz
eredményt, de a nem megfelel6 vagy nem a legcélszerlibben elérhet6 iranyba mutato
megoldasok olyan mértéken megnehezithetik a bonyolultabb formakbol torténd

Osszefliggések felismerését, hogy emiatt meghiusulhat a végeredmény levezetése.

¢) Osszefiiggések felfogasa

Az Osszefiiggések felfogasa két targy vagy fogalom kozott fennalld
relacionak a meghatarozasa. Az altalunk vizsgalt konyvében Lénard felsorolt

néhany, a gondolkodasi tevékenységben gyakran el6fordulo relaciot. Ilyen példaul a



- hasonlo, ellentétes

- kisebb, nagyobb, egyenld

- eglsz ésrész

- targy és tulajdonsag

- clobbi, utobbi, egyidejli

- alarendelt, folérendelt, mellérendelt
- ok és okozat

- cél és eszkoz

- feltétel és kovetelmény

- értékes ¢és értéktelen

- lényeges és nem lényeges.

Ezutan a felsorolas utan véleménytink szerint nehezen indokolhat6, hogy a
tovabbiakban Lénard kiilon gondolkodasi miiveletként targyalja az dsszehasonlitast
és az elvont adatok osszehasonlitasat, amelyek a targyak illetve fogalmak
azonossagat vagy kiilonbozoségét tarjak fel. Pedig ezek is épp olyan relacidkat
fejeznek ki, mint amilyeneket az eldbbiekben felsoroltunk. Az azonossag
felismerése jellegét tekintve nem igényel gyokeresen mas gondolkodasi formakat
mint a hasonlésag felfedezése, és ugyanez elmondhaté a kiilonb6zo illetve az

ellentétes fogalmakkal kapcsolatban is. S6t, ennél még tobbet is allithatunk.

Az azonossdg mind matematikai mind hétkoznapi értelemben felfoghatd a
hasonlosag specialis esetének is. Ekkor ugyanis a targyak illetve fogalmak
hasonldsaganak tulajdonsagait add jellemzok nemcsak formai, hanem szerkezeti és
tartalmi egyezéseket is mutatnak. (Egy olyan targy vagy fogalom, amely azonos egy
masik targgyal vagy fogalommal, sziikségképpen hasonldsdgot is mutat vele.) A
kiilonbozo és az ellentétes fogalmak esetében az utdbbi foghatd fel az eldbbi
specialis esetének. Hogy a tartalmazasi relacidk az egyes parokndl egymashoz
képest ne forduljanak meg, az tlinik szerencsésebb megoldasnak, hogy a
felsorolasban a hasonldé mellett nem az ellentétes, hanem a kiilonb6z6, és igy az
azonos mellett sem a kiilonb6zd, hanem az ellentétes szerepel. Ezek a kapcsolatbeli
keveredések is azt mutatjak, hogy az Osszefiiggések felfogasa és az dsszehasonlitas,

illetve az elvont adatok 6sszehasonlitasa k6zotti hatar nem olyan éles €s természetes



valasztovonal, amely kiilonbozd dolgokat valaszt el egymastol, hanem olyan
elmosodo €s erdszakoltan létrehozott elkiilonités, amelynek a megsziintetése egy

csapasra feloldja a 1étezésébol adddo ellentmondasokat.

Nyilvanvalo, hogy az analizissel és a szintézissel szemben az 6sszefiiggések
felfogasa, mint gondolkodasi miivelet meglehetdsen Gsszetett. Rubinstein szerint ez
az analizis, a szintézis és az absztrahalas ereddje, tehat beloliik 1épésenként
levezethetd, de a feladatmegoldasokban el6forduld gyakori jelentkezése miatt mégis

célszeri ezt az el6z6ektdl kiilon targyalni.

A hibak vonatkozasaban feltétleniil ki kell emelni, hogy az altalunk
tanulmanyozott anyag jellegébdl adodoan nem fedi le maradéktalanul az Gsszes
elképzelhetd Osszefiiggésfajtat; ezek nem mindegyikét lehet fellelni az atvizsgalt
matematikadolgozatokban. Viszont mar emlitett Osszetettsége miatt az itt fellépo
hibak okai nagyon sokféle, egymdssal a legkiilonb6zdbb koélcsonhatasban levd

problémakra vezethetdk vissza.

Nézziink meg néhany, a Lénard felsoroldsaban is szerepld hibasan
alkalmazott relaciot. Egy kifejezés ellentettjét tobbféleképpen is meg szoktak
jeleniteni a tanuldk példaul az abszolut érték felbontasban. x* — y* —1-szerese ezek
szerint volt mar x* + y*, de — x¥* — y* is. A hibakért itt a tobbtag szorzasara és a
négyzetszamok eldjelére vonatkoz6 szabalyok, valamint az elmaradt zarojelezés

teheto felelossé.

Nevezetes azonossagoknal sokszor problémat okoz a hasonldsag
felismerése. Igy példaul az x* — y* kiilonbségrél nem mindig veszik észre, hogy ez
lényegében két tag négyzetének kiilonbsége vagy azt, hogy az x — 2 y kiilonbség

nem mas, mint a 2 y — x kifejezés — 1-szerese.

Az x és a — x kifejezések koziil a képzetlenebb didkok szerint az el6bbi
el6jele miatt nagyobb a mésiknal. (Magyarazatuk szerint egy pozitiv szdm mindig
nagyobb egy negativnal.) Ebben az esetben a szamok helyett alkalmazott betiik

fogalma var tovabbi tisztazasra.



A nagyobb szamnak (szamoldgéppel vagy mas modon elvégzett) kitalalasa

[N
vagy korrekt meghatarozasa utani magyarazatban fedezhetiink fel hibat a ,,22 <33,

mivel 3 barmely hatvanya nagyobb, mint 2 barmely hatvanya” leirasban.

A helyes végeredmény ismerete sokszor olyan indoklasokra Oszténzi a
tanuldt, amelyek a gyors valaszadas miatti pontatlansagok, kellden at nem gondolt
allitasok kovetkeztében helytelenné valnak. Itt a barmely szd okozza a hibat,
amelyet példaul az ugyanazon szo6 helyett hasznalt a hibat elkovetd személy. (Még
ebben a specialis helyzetben is kiilonbséget kell tenni azonban a kitevok nullahoz
valdé viszonya alapjan az egyes esetek kozott: az allitds csak nullanal nagyobb

hatvanykitevokre teljesiil.)

2
Egyenlétlenség utan egyenlGséget vizsgalva elmondhatjuk, hogy az 4 _

a
egyenlOség elvonatkoztat a betiiknek a szamoktdl valo kiilonb6zoségétol azaltal,
hogy az atalakitasban szerepld kifejezések értelmezési tartomanyat nem vizsgalja.
K6z6s nevezdre hozasnal sokszor nem ismerik fel a tanuldk a rész és az egész
viszonyét, igy az x* és az x° nevezdjii tortek esetében az Osszevondsra keriild

nevezOk x° alakuak lesznek.

A feltétel és kovetelmény nem kelléen tisztazott viszonya okozhatja
bizonyitasoknal azt az esetet, amikor a bizonyitandé allitas keriil felhasznalasra a
levezetés soran. Habar — mint mar emlitettiik — az iskolai algebra feladatainak
megoldiasa nem igényli még a Lénard altal felsorolt Osszes Osszefiiggés
felhasznalasat sem, a fentebbi példak azért ugyanugy ravildgitanak ennek a
gondolkodési miiveletnek az alkalmazisara €s a fontossagara a matematikai
gondolkodasban, mint a hibazasok lehetdségére az Osszefiiggések felfogasaban

szereplO relaciok megmutatasaban és felhasznalasaban.

d) Kiegészités

A kiegészités egy relacid és az abban szerepld targy vagy fogalom
ismeretében megnevezi az ezeknek — a relacio utjan — megfeleltetett targyat illetve

fogalmat.



Ez a matematikai feladatmegoldasra leforditva azt jelenti, hogy az adatok és
a rajuk vonatkozd miiveletek ismeretében kell a végeredményt, vagy a
végeredményre vonatkozo ismeretek €s az ide vezetd miiveletek tudataban kell a
kiindulasi adatokat meghatarozni. Lényegében ilyen célzattal adjuk fel az
algebraban szerepld gyakorlo feladatok nagy részét. Torvényszeri tehat, hogy az itt
elkovetett tévedések az atvizsgalt anyagban szerepld 6sszes hibanak elég jelentékeny

hanyadat alkotjak.

Ebbe a csoportba tartoznak a Mosonyi-féle felosztas formalizmuson — vagy
éppen megszokason — alapuld hibai, illetdleg a fogalmak tisztazatlan voltabol, a
hianyos eldismeretekbdl és a matematikai miiszavakbol, szakkifejezésekbdl eredd
hibak. Célszerii ezeknek a szempontoknak a kozos nézOpontbdl torténd
megkozelitése, mivel kozottiikk sokszor csak arnyalatnyi vagy még annal is kisebb
kulonbségek vannak, amelyek a hibak csoportositdsdt nagyon megnehezitik, és a

hataresetek besorolasat illetéen nem rendelkeznek kellen egyértelmii ismérvekkel.

Példaul a formalizmuson alapuld és a fogalmak tisztazatlan voltabdl eredd
hibak kozott Mosonyi szerint az a kiilonbség, hogy az eldbbinél a forma és a
mogotte alld tartalom koziil a forma tulsulya, — mig az utdbbinal a tartalom
erdtlensége a meghatarozd. Ha ezeket egyiitt targyaljuk, akkor nem kell allandoan
méricskélniink — sokszor csak szubjektiv megkozelités alapjdn — hogy mennyire
erés vagy éppen gyenge egymashoz képest ez a két tényez6. Az elébbihez hasonld
indoklassal elmondhato, hogy nem koénnyi és magabol a hibabdl sokszor meg sem
allapithatd, hogy a helytelen 1épés bekovetkezte a még nem kell en megvilagitott és
begyakorolt fogalomrendszerre vagy a szintén nem kellden megvilagitott, de ennek
ellenére mar tilsagosan is sokat gyakorolt tevékenységekre vezethetd vissza. Tehat a
megszokason alapuld és a fogalmak tisztdzatlan voltabdl eredd hibak
megkiilonboztetése véleménylink szerint a dolgozatokon alapuldé szadmonkérési

rendszertinkben indokolatlan és f6losleges.

Még az elozdeknél is nehezebb kiilonbséget tenni a nem kellden
megalapozott és megvilagitott specialis matematikai miiszavak, szakkifejezések és a

tisztazatlan fogalmak, valamint a hianyos eldismeretek kozott.



Mas csoportositasat adja az itt fellépd hibdknak Krygowska, aki a
formalizmus mellett masik jelentos tényezoként a verbalizmust, az értelem nélkiili —
de esetleg definicidokon és szabalyokon alapuld — miiveletvégzést nevezi meg. Ezt
probalja Mosonyi az elobb emlitett mdédon a kozottik levé kicsi és majdnem

mérhetetlen kiilonbségeik alapjan részekre osztani.

S hogy tényleg elképzelhetd ezeknek az utdbb leirt hibafajtaknak a k6zos
targyaldsa az mutatja, hogy Krygowska szerint is ,,a kizarolag sematikus mintakra
alapitott formalizmus konnyen verbalizmussd alakul”, azaz mindkettd a
gondolkodasi miveletek ugyanazon fajtajat képviseli. (Hazankban az 6tvenes évek
elején volt divatos téma a formalizmus, vagy ahogy Cser Andor (1952) irja, a
»gondolattakarékossagi elv” elleni kiizdelem. Faragd szerint matematikatanitasunk
éppen a formalizmus elleni harc jegyében kapott ekkor uj lendiiletre. Mosonyi is
egyetértdleg nyilvanit véleményt arrol, hogy a formalizmus elleni kiizdelemrol
szoltak ebben az idében a tovabbképzési eldadasok, és ezt tartottak elsdsorban szem
elott a tantervek szerzoi és a tankonyvek iroi. Szerinte ez a harc hasznos volt, mivel
,»a formalizmust, mint minden hibat, teljesen ki kell kiiszobolni”. (Véleményiink

szerint az utobbi megallapitassal egyet is lehet érteni.)

Az eddigiek Osszefoglalasaképpen megallapithatjuk, hogy az ebben a
részben targyalt hibak a nem kellden felépitett és tisztdzott matematikai
fogalomrendszerre és/vagy az ezekre tamaszkodé nem kellden, illetve rosszul

begyakorolt 1épésekre vezethetok vissza.

Lassunk néhanyat ezek koziil. Mar Beke is megemliti az alabbi helytelen
atalakitasokat, és mivel a szazadforduld ota eltelt idében nem forditottunk a

hibakutatéasra elég figyelmet, ezek azdta is folyamatosan el6fordulnak.

Az 0Osszeg négyzete és a négyzetek Osszege a nem kellden tisztazott
fogalmak és az elégtelen gyakorlas miatt valhat egyenlévé az (a + b)* = &* + b
,,azonossagban”. Hasonlo ehhez az (a — by = a* + b vagy az (a — b)* = &* — b* (nem
egészen) ,,egyenloség” is. Kozottik a kiilonbség hajszalnyi: az elébbinél a negativ

tag négyzetére vonatkozo eldjelszabaly figyelembe lett véve.



Az (@ + b) - (c + d) =ac + bd, illetve az (ab) - ¢ = ac + bc miiveleti hibak
koziil az elsd az altalunk vizsgalt dolgozatokban nem fordult eld. Ennek a
miveletnek a helyes elvégzésére ¢és begyakorlasara az 4ltalanos iskola, majd a
kozépiskola a jelek szerint elég sulyt fektet. Valdsziniileg segit a szabaly
rogziilésében a tobbtagok szorzasat leird szoveges magyarazat is, amelynek a
képleténél jobban megjegyezhetd a formdja. A masodiknak leirt képlettel azonos
forméju tévesztés viszont meglehetésen gyakori. A tanulok szdmara logikusnak
tiinik, hogy ha az 6sszeg minden tagjat meg kell szorozni a szorzétényez6vel, akkor

ez az eljaras igaz szorzat esetében is.

A hatvanyokkal és a hatvanykitevokkel végzett miveletek Osszecserélése
mind a hatvanyozas azonossagainal, mind a késobb erre épiild logaritmikus

azonossagoknal eléfordul. Az ¥ x" =x™" , klasszikus” formajan kiviil eléfordult az
(") =x"" az (xp)" =x"+)" és az (¥")" =x" alak is.

Ugyanilyen tipusi hibak a gyokoknél is megtalalhatoak. Példa erre az
ety = +4fy, WUx-Wx=%lx vagy éppen az ’{’/@ —mgfy 4talakitas. Krygowska
megemliti még ezeken kiviil az el6zéekkel egy csoportba tartozo (/m =x+y és
a logaritmus miiveleteinek témakorébdl a jgx—1gy = ig_x hibakat is. A mindenaron

gy

eredményességre valo torekvés vezetheti el a tanuldkat a lg(x—y)=Igx—Ilgy

formaig. Az el6zoekhez hasonléan a nem megfeleléen felépitett fogalmak és

. (. o 1 L .
miiveletvégzések eredményei az ax” = (ax)" , — = x» és 4 =< hibas alakok.
n
X n

Mivel ez a gondolkodasi miivelet egy relacio és egy targy vagy fogalom
ismeretében nevez meg egy, az el6zének megfeleld targyat vagy fogalmat, igy a
gondolkodas eredménye ekkor azonnal megjelenik. Ezért allitjak ezt a gondolkodasi
format az iskolai szamonkérésnél eldtérbe, s ezért érthetd, hogy az itt eléforduld
hibak aranya a tSbbivel dsszehasonlitva miért a legnagyobb. Es ezért is fordulhat az
eld, hogy a pedagoégusok és a matematikadidaktikaval foglalkozo szakemberek egy
része csak ennek vagy jorészt ennek a kérdéskornek a problematikédjaval foglalkozik.

Sot a pszichologiaban egy nagyon jelentds iranyzat legfobb képviseldjeként Bartlett



(1951) ,,az egész gondolkodasi tevékenységet ezzel az egy gondolkodasi miivelettel

magyardzza”.

Lénard a kiegészités alapeseteként targyalja az altalanositast, amely egy
konkrét adathoz tartozé altalanosabb, az eredeti f6l¢ rendelt adat meghatarozasara
szolgal; és ennek ellentétét, a konkretizalast. Annak ellenére, hogy ezek a
gondolkodasi miiveletek nagy szerepet jatszanak a modern matematikaoktatasban, a
segitségiikkel megoldott feladatok megoldasmenetében ilyen jellegli hibat alig
talaltunk. Ez — az eldzd megjegyzésiinkre hivatkozva — egyaltalan nem véletlen,
mert az iskolai oktatdsunk altal felvetett problémakban ¢és az ezekre adott
valaszokban szinte kizarolagosan az iskolai, a wvaldsagtol tobbé-kevésbé
elrugaszkodott hagyomanyos médszerek €s nem pedig az iskolan kiviili és az iskola
utani gyakorlati életben, a mindennapokhoz valé alkalmazkodasban segit6 életszert,

a tanulok érdeklédéséhez igazodo feladatok dominalnak.

Nagyon jol vilagitanak ra erre a tanterv — és képzésbeli hianyossagunkra
Csap6 Bené (1994) tanulmanyai, amelyekben egyébként a tanuldk induktiv

gondolkodasanak tovabbi iskolai fejlesztéséért is hatarozottan szot emelt.

A fentebb emlitettek miatt tanuldink tehat majdnem mindig a mindenkori
feladatra koncentralnak, nem foglalkozvan azzal a tankonyveinkben egyaltalan nem
szerepld lehetoséggel, hogy megoldasaikhoz segitséget a konkrét adatok
altalanositasaban vagy éppen a konkretizalasban keressenek. Reméljiik, hogy a
késobbiekben a sziiletendo alaptantervek az automatizmusokig terjedo
begyakoroltatds helyett jobban figyelembe veszik a  hétkéznapi élet
kovetelményeihez, igényeihez sokkal jobban alkalmazkod6 oktataspolitikai

koncepciokat, és ekkor ezen részek szerepe is novekedni fog az iskolai feladatokban.

Az elézOekben leirtak miatt a konkretizalas hibas alkalmazasa altaldban
megmarad azon a szinten, hogy egy altalanos 6sszefiiggésnek konkrét adatokkal vett
vizsgalatat tanuloink elégségesnek vélik a bizonyitashoz. Es megforditva konkrét
tapasztalatok sorozatabol batran kovetkeztetnek az altalanositott Gsszefiiggésre,
amellyel pedig — ha az adott példak eredményeit bizonyitasként kezelik — az
induktiv gondolkodas szabalyai ellen vétenek. Azonban a tapasztalatok szerint

pontosan ennek, az induktiv gondolkodasnak az iskolai fejlesztése oldja meg azon



problémak tobbségét, amelyet ebben a pontban vazoltunk.
¢) Rendezés

A rendezés olyan Osszetett gondolkodasi miivelet, amely az adatok,
fogalmak, Osszefliggések csoportjabdl valamilyen szempont szerint kivalasztja a

megfeleloket.

Igy példaul a 2 x*+ 3 x* + 4 y = 5x° + 4 y 6sszevonas aszerint valasztotta ki
az egymassal Osszeadhaté ,,egynemii” tagokat, hogy melyikben vannak ugyanolyan
betiivel jelolve az ismeretlenek. Ha a rendezés megtortént, akkor olyan moddon
kellett ezt egy ,,alkalmas” miivelettel lezarni, amely nem mond ellent a rendezés
szabalyainak. Ezért itt a hibat elkvetd nem is veszi észre addig a tévedését, amig
neki az egytag fogalmat pontosan Gjra el nem magyarazzak, s igy ezzel egyiitt
rendezésének hibas voltara rd& nem mutatnak. Ebben a példdban a rendezés

helytelenségére a miiveletvégzés helytelensége iranyitotta ra a figyelmet.

Nem mindegyik, rendezéssel kapcsolatban elkévetett hiba 1ép fel azonban
valamilyen miivelethez kotddve. Egy kordbban elvégzett értelmezési
tartomanyvizsgalatbol levezetett x > 0, x < 3 egyenl6tlenségrendszer megoldasaként
megkapott x; = 1 és x, = 2 értékek a rendezés alaphalmazanak a helytelen
felismerésébol (a valés megoldasoknak a természetes szamokra torténd
korlatozasabol) adodnak. De lehetséges hibat elkdvetni a rendezési relaciok kozotti
miveletek alkalmazasakor is. Talan a leggyakoribb tévedés itt abbol szarmazik,
hogya rendezés utan kapott halmazokat mikor melyik unié — vagy metszetképzéssel,

esetleg valami massal — kell 6sszekotni.

Az itt elkovetett hibak kijavitasakor tehat figyelembe kell venni a rendezés
miveleteit, a miiveletek eredményeképpen kapott halmazokat, valamint az ezek
kozott a halmazok kozott fennallé miiveleteket is, ha vannak ilyenek. A javitas tehat
a szoban forgd gondolkodédsi miivelet Osszetettsége miatt szintén tobbiranyd

megkozelitést igényel.



f) Analégia

Az analogia alkalmazasakor el0szor Osszefiiggést kell talalnunk a megadott
fogalmak, relacidk, illetve adatok és egy altalunk ehhez valamilyen szempontbol
hasonlonak vélt probléma fogalmai, relacidi, illetve adatai k6zott, majd ennek a
rokon esetnek a feladatmegoldasat alkalmazzuk az altalunk megoldando problémara
is. Igy jutunk el az analdgia felhasznalaséval a végeredményhez. Ez a gondolkodasi
miivelet az el6zéekben leirtak szerint olyan Gsszetett szellemi tevékenységet kivan,

amely sorrendben az Osszefliggések felfogasabdl €s a kiegészitésbol all.

Mind a hagyomanyos, mind pedig a heurisztikus problémamegolddsban
nagy szerepet kaphatnak az addig ismeretlen jellegili feladatok megoldasa kapcsan a
mar korabban kidolgozott példak eredményei és az ezekhez vezetd levezetések.
Ezért harithatja Beke a felmeriild hibakat a hamis analogiakra, de ugyanakkor ezért
ajanlhatja Pélya a tervkészités folyamatanak mintegy vezérmotivumaként a rokon

feladat, vagy masképpen analogia keresését.

Szerencsére azok a legegyszerlibb, az analdgianak a szamok korében
végzendd miiveleteihez kotodd hibai, amelyeket Mosonyi az altalanos iskolaban
elofordulo hibakkal kapcsolatban felsorolt, a kézépiskolaban jorészt ismeretlenek. A
korabbi matematika tanulmanyok szadmegyenessel és mas modokon torténd

megfeleld szemléltetése gyakorlatilag szamiizte a hibak sordbdl a 7 > 5
egyenlétlenségb6l kovetkezo l> 1 vagy ¢éppen — 7 > — 5 egyenlotlenségeket. Ez
7 5

azonban egyaltalan nem azt jelenti, hogy a tanulok az egyenldtlenség jelét mindig

helyesen alkalmazzék hanem csak azt, hogy a hibaknak a jellege megvaltozott.
Példaul az *.3 megoldasakor felhasznalt szorzasi 1épést alkalmazzak
2

didkjaink gyakran a 2 3-hoz hasonlo feladatoknal is anélkiil, hogy barmiféle

X

eldjelvizsgalatot végeznének elbtte. Vagy a Vx+1> =3 egyenl6tlenség négyzetre
emelésénél a ,,nagyobb szam négyzete nagyobb” szintén csak bizonyos feltételek

teljesitése esetén fennalld kovetkeztetését alkalmazzak x + 1 > 9 esetére.



Az (a + by =a? + 2ab + b* vagy az (a° — b>) = (a — b)(a’ + ab + b?)

hatvanyozasok a megfeleld szabalyok mintdjara adédhattak a negativ kitevok esetén.

ad bc . .. . " , . . s .
=—.2= koOz0s nevezore hozas a tortek Osszeadasabol indult ki,

Az 22
b d bd bd
, 1 1
migaz —+ —=
a b a+b

miivelet a k6z6s nevezdre hozas szabalyara vald tekintet nélkdil

a szamok Osszeadasat tekintette ,,példanak”. Az —g+b atalakitas ennél

al+b?!

crer

Az analodgia, mint az példainkbdl lathatd akkor kertil el a gondolkodasban,
amikor a feladatmegold6 személy valamihez valamilyen szempontbol hasonlo, de
jellegét tekintve mégis ismeretlen problémaval keriil szembe. A hibas analdgia

esetében a tényleges hasonlosagot elfedi egy masik iranyu latszolagos kapcsolat. (Jo

példa erre a lg?5—1g” 3 atalakitas, amelyben a két tag négyzetének kiilonbségének

mintajara megfigyelhetd atalakitis a probalkozas alapja. A lg”5—1g”3 értékének

. 5 . .
ilyenkor a lg2 5 értékével kellene az elgondolas szerint megegyeznie.)

Ha az oktatasunkban a problémamegoldas altalanos szabalyait, nem pedig
csak az egyes, tanrendbe illeszked6 feladatok megoldasahoz sziikséges konkrét
recepteket tanitjuk meg, akkor ezzel elkeriilhetjik a hamis analdgia gyakori
felbukkanésat. Es ekkor mar didkjaink nem a felszini, hanem a lényegi hasonlésag

felfedezésére fognak térekedni.



A mikrostruktira vizsgalatanak szimszer ii eredményei

Lénard a konyvében szereplo rejtvények megoldasaval parhuzamosan leirt
jegyzokonyvei alapjan dolgozta ki a mikrostruktirat alkotdo gondolkodasi miiveletek
csoportositasat. Eredményeit, elméletét fobb vonalaiban az altalunk atvizsgalt anyag
is alatamasztotta. Ezek miatt meglepd, hogy nala a szamszerl értékelés teljesen
elmarad. Az viszont még ennél is kiilénosebb, hogy vannak olyan gondolkodasi

miiveletek, amelyekre a szerzd egyaltalan nem mutat példat az ismertetéseik soran.

Magyarazatul szolgalhat erre ugyan az a megjegyzése, hogy ,a
gondolkodasi fazisok konnyebben felismerhetok szemben a gondolkodasi
miiveletekkel, amelyek rétegzettsége, egymasba fonddasa a felismerhetoséget, a
diagnosztizalast megneheziti”. Legalabbis a rejtvényekben — tegyiik hozza a
befejezést. Amelyekben ugyan mindazok a Iépések megfigyelhetok, amelyek egy jol
meghatarozott ismeretanyagot igényld, pontosan ismert megoldasmenetekkel
rendelkez0 matematikai feladatban megvannak, csak éppen a felismerésiik ¢és a
leirasuk nehézkesebb. Mindezek ujra csak azt az allitdsunkat tdmasztjak ald, hogy
szerencsésebb lett volna, ha Lénard vizsgalatait példaul a(z iskolai) matematika
targykorébol meritette volna. Mindenesetre az altalunk kapott eredményeket igy
nem 4all modunkban egy masfajta gondolkodast igényld probléma megfeleld

szamadataival dsszehasonlitani.

Az altalunk talalt 1509-b6l mindGssze 146, az Osszesnek 9,7 %-a —
vezethetd vissza helytelen analizisre. Ezek tulnyomd t6bbségét, 131-et (az esetek 8,7
%-at) lehet a feladatokban szerepld adatok valamilyen szempontbdl helytelen
elemzésével megmagyarazni, mig a fennmaradé 15 helyen (a maradék 1,0 %-on) az
analizisnek az absztrahdlds része, azaz a Iényegesnek a Iényegtelentdl valod

megkiilonboztetése okozott a megoldoknak problémat.

Ugyan az analizis mindig a szintézissel egylitt fordul eld, de ennek a két,
egymast kiegészitd folyamatnak a hibai nem feltétleniil kapcsolodnak szorosan
egymashoz. A szintézisnél torténd hibazas miatti rontas 85 helyen mutathatd ki,

amely 5,6 %-nak felel meg.



Annak ellenére, hogy a szintézis az analizissel az 6sszes tobbi gondolkodasi
mivelet felépitésében részt vesz, egyiittesen a hibaknak csupan 15,3 %-aért
okolhatok. Azokért, amelyekben nem fedi, nem nyomja el Oket valamilyen mas
tényezO, s ahol szerepiik a feladatmegoldasban meghatarozé. Ahol viszont
funkciojuk csupan arra korlatozodik, hogy elemi, jorészt fel nem ismerhetd
épitdkovekként jaruljanak hozza egy Osszetett, de bonyolultsdgaban is jellegzetes
gondolkodéasforma kialakitdsdhoz, ott a hiba ezen jellegzetességek hibdjaként lesz
felismerhet6 és megnevezhetd. Tehat az analizis a szintézissel egylitt a hibazasok
kevesebb mint hatodrészéért tehetd csak koézvetleniil feleldssé, azonban
jelentdségiliket mégis mutatja, hogy attételesen, mintegy elrejtve az 6sszes tobbiben

is megtalalhatoak.

Az osszefiiggések felfogasa mint mar emlitettiik, nalunk altalanosabb
megjelolést takar a Lénard altal hasznalatos fogalomnal. A viszonylag nagyszamu
meghatarozando relacid jellegétdl fliggden is sok lehetdség kinalkozik a hibdzasra.
Ezek alapjan azt varnank, hogy az itt eléforduld tévesztések az Osszesnek elég
jelentékeny hanyadat alkotjak majd. A pontos szamok viszont 60 esetet (4,4 %-ot)
mutatnak. Ennek a latszdlagos ellentmondasnak az lehet az oka, hogy az adott
témakor feladatai nem a szoban forgd gondolkodéasi miivelet mérésére vannak
megalkotva. A reldciok meghatarozasa helyett diakjainknak gyakrabban adjuk fel
a(z ismert) relaciok végrehajtasat. Ezek utdn mondhatjuk azt, hogy olyan teriiletet
vontunk itt be vizsgalataink korébe, amelynél az Gsszefiiggések helyes felfogasa
nem tartozik a legfontosabb szamon kérendd, sokszor alkalmazott gondolkodasi
miveletek k6z¢; de azt is hogy érdemes a j6vOben ugy megvaltoztatni itt a feladatok

szerkezetét, hogy a megolddsok soran erre a részre is kell 6 hangsuly essék.

Mint azt az elézboekben emlitettiik, az algebrai atalakitasok alkalmazasat
kivané feladatok dontden a kiegészités logikai miiveletének alkalmazasara épiilnek.
Ez a legtobb esetben azt jelenti, hogy a feladatokban szerepld adatokon kell a
korabban megtanult szabalyok alapjan egy ismert muveletet elvégezni. Ennek az
eredménye szolgaltatja az adott probléma megoldasat. Ebbe a megoldasba 984

kiilonb6zo helyen (és 65,2 %-ban) a miivelet elvégzése kdzben hiba cstszott.



Mivel itt ismert relaciok szdmon kérése tortént, amelyeket a témakor eldzo
anyagrészeinek birtokaban mintegy alkalmazas szintjén ellendriztiink, igy ez a
viszonylagosan magas érték nem csak azt mutatja, hogy aranyaiban mekkora ennek
a gondolkodasi miiveletnek a sulya, hanem azt is, hogy didkjaink dolgozat irasakor
sokszor mennyire kis fokli megértési szinttel és hianyos ismeretanyaggal

probalkoznak eredményt elérni.

Ha elfogadjuk, hogy ezért az eredményért, illetve pontosabban
eredménytelenségért nem mindig a hidnyosan felkésziilt és rossz mddszereket
valasztd tanar és hasonloan a gyenge szorgalmil és nem til magas szintll
matematikai ismeretanyaggal rendelkez6 tanulo a felelds, akkor kimondhatjuk, itt a
didkoktdl érzelmileg viszonylag tavol all6 problémarendszerrel és értelmileg
valosziniileg — az adott életkor tekintetében — tilsagosan mély absztrakcios szinttel
allunk szemben. Azt, hogy a gyakorlati élethez, a tanuldk érdeklddéséhez kotddden
melyik témakoroket milyen mélységben kellene az iskolaban targyalni, most tovabb
nem részletezzilk. Ez meghaladna a dolgozatban vallalt célkitiizéseinket. Csak
jelezziik, hogy az ilyen iranyud tovabbi kutatasok esetleg jobban szolgalnak didkjaink
érdekét, mint ha a tantervi eldirasokat az aktualis politika vagy a tudomanyagak
miiveldinek szakmai stlya dontené el. Igy talan nagyobb befolyashoz jutnanak a
most elhanyagolhatd szerepet jatszé altalanositdson és konkretizaldson alapul6

megoldasmenetek is.

Rendezéskor altalaban olyan miiveletet végziink, amelyre kozvetlentil csak
kevés feladatban kérdezink ra. Mas esetekben viszont a végeredménybdl, a
megoldas moddjabol lehet arra kovetkeztetni, hogy itt a rendezésre, azaz egy
bizonyos szempont szerinti csoportositasra sziikség volt. A két esetnek az 6sszevont
targyalasa esetén is itt taldlkozunk a legkevesebb elkovetett hibaval, 57-tel, amelyik
még 4 %-nal is alacsonyabb értéket (3,8 %-ot) eredményez. Az Osszefiiggések
felfogasahoz sziikséges gondolkodési miivelethez hasonldan tehat a rendezés sem
jellemzd az altalunk kitlizott algebrai feladatok megoldasakor alkalmazott

gondolkodasi folyamatra, igy az ott elmondottak itt is valtozatlanul érvényesek.

Mivel vizsgalatainkban szamonkérés céljabdl irodott atlagos (néha annal

egy kicsivel jobb, maskor viszont anndl gyengébb) szinvonali osztalyokbol bekért



munkdkbol dolgoztunk, igy ezekben a korabbiakban megoldottakhoz viszonyitva
teljesen ismeretlen jellegii problémak nem szerepeltek. Ezeket a jol megértett és
megtanult Osszefiiggések utdn ha még nem is rutinszerlien, de tobbé-kevésbé
biztosan, jol kellett volna megvalaszolni. Az, hogy nem ilyen megfigyeléseket
tettiink, az anyagrész nem kell 6 mértéki elsajatitasat mutatja. Ekkor a tanuldknal az
ismertek is legfeljebb hasonloak lesznek, amelyekhez a konkrét, dolgozatokban
szereplo problémak analégiak utjan kapcsolodnak. Tehat ha itt nagy szamu (hibés)
analogiat kapunk, az még nem feltétlentil annak a jele, hogy a gondolkodas ezen
Iépésének Grvendetesen megnott a szerepe a matematika orakon. Sét, ez most itt az
oktatasunk eredményességének csekély hatasfokat jelzi. A megfeleld mutatok ezek
utan a kovetkezoek: 171 darab, azaz 11,3 % valamilyen szempontbdl hibasan
alkalmazott analdgia fordult eld az atvizsgalt megoldasokban: mindegyik az

el6z6ekben vazolt alkalmazasi feladatokban.

Az altalunk megkapott eredményeket annak ellenére is célszeri dbrazolni,
hogy ezeket most nem tudjuk Osszehasonlitani Lénard megfeleld méréseivel. Ezért
itt az adatokat elegend6é olyan kordiagramon szemléltetni, amelynek Osszetevoi a

vizsgalat probléma tipusat jellemezhetik.

Oa
Eb
Oc
od
He
of

2. abra

A hibas gondolkodasi miiveletek szazalékos megoszlasa



A makro- és a mikrostruktira kozotti kapcsolat

Lénard a makro- és a mikrostruktira elemei ko6zotti kapcsolatot a
konyveiben szereplé példaiban egyaltalan nem vizsgalta meg, holott egy adott
feladat — esetleg egy adott témakor — megoldasaban egy adott, egy gondolkodasi
fazis és egy gondolkodasi miivelet altal meghatarozott helyen felmeriild hiba nem
csak az egyes emberek, hanem a gondolkoddsnak a szoban forgd helyen eléforduléd
altalanos hibaira is jellemzd lehet. Ezek elemzésébdl kovetkeztetni lehet a
problémamegoldé gondolkodas altalanos toérvényszeriiségeire ugyanligy, mint az

ekozben fellépo jellegzetes hibakra is.

Ha a gondolkodasi fazisok koziil a korabban emlitettek miatt kihagyjuk az
érzelmi kategodridkat, akkor a gondolkoddsi folyamat e két Osszetevdje kozotti
kapcsolatok mar egyértelmiien szemléltethetok. Ezt végezziik el az altalunk
atvizsgalt, rendelkezésiinkre allé6 anyag alapjan olyan modon, hogy egy
gondolkodasi fazist rogzitve végigmegyiink az Osszes altalunk megvizsgalt
gondolkodasi miiveleten és megszamoljuk, hogy az egyes esetekben hany hiba
fellépését tapasztaljuk. Ezt kovetden egy masik makrostruktarabeli elemmel
elvégezziik ugyanezt addig, amig minden lehetséges parositast figyelembe nem
vettiink. Ha a besoroldsokat egyértelmiien el lehet végezni, akkor mind az 1509

kiilonb6z6 hibanak meg kell taldlni a hely¢t.

1.a) Amennyiben az eljards soran moddszeresen kivanunk eljarni, ugy
célszerli vizsgalatainkat a ténymegallapitassal ¢és az analizissel kezdeni. Azokat a
hibakat sorolhatjuk ebbe a kategoriaba, amelyeknél az adatok illetve koriilmények
helytelen elemzése még a probléma jellemzdéinek — a megoldasi javaslat

kivitelezéséhez sziikséges — atalakitasa eldtt jelentkezik. A kordbban emlitettek
kozil ilyen a 2 x kifejezésnek 2 + x vagy a 2§x—nek 2%-;5 formaban torténd

figyelembe vétele, amely a miiveletekre vonatkozd megallapodasok helytelen
ismeretén alapul. Ide tartozik az is, ha egy egyiitthatdiban paraméteres masodfoku

egyenletet a diszkusszio elvégzése nélkiil automatikusan masodfokunak mindsitiink.



A tanulményunk targyaul szolgaldé dolgozatokbol 31 hibat lehetett ebbe a
csoportba besorolni. Ezeknek a szamat vizsgalatunk szerint ugy lehet legjobban
csokkenteni, ha a matematikdban hasznalatos, de esetlegesen félreérthetd
megallapodasokra és terminologidkra eldzetesen, még a hibak jelentkezése el6tt

felhivjuk a figyelmet.

1.b) Az elézénél egy kicsivel kevesebb szamban fordult elé az az eset,
amikor még szintén a ténymegallapitdsok sordn a helyes analizist a probléma
megoldasanak szempontjabdl hibas vagy hianyos szintézis koveti. Ide az értelmezési
tartomany vizsgalatanak felirdsa soran fellépd hibak egy része tartozik. Példaul az,
ha a tanulok a négyzetgyokot tartalmazd kifejezés gyok alatti részének lehetséges
értékeit (a nulla kizarasa mellett) a pozitiv szamok koérében vélik felfedezni, vagy
példaul az, ha a feladatban szereplo kifejezések feltételvizsgalatait nem viszik végig,

s az egymastol kiillonbozo feltételek hatasait nem 6sszegzik.

Itt minddssze 27 hasonld jellegli hibaval taldlkozhatunk jorészt anmak
koszonhetden, hogy a feladatgyljtemények egy része elore megadja a megoldashoz
szilkséges feltételeket. Igy a hibak szdma tulajdonképpen mesterségesen van
alacsony szinten tartva abbol kiindulva, hogy ezeknél a feladatoknal az algebrai
kifejezések atalakitasa és nem a diszkutadlasa a lényeg. Véleményiink szerint
azonban sokkal jobb, ha a didkok megtanuljdk, hogy a problémamegoldas soran
minden koriilményt meg kell vizsgalni és minden feltételt ki kell bontani, mint ha

bizonyos utakat mar eldre lezarunk, mig masokat kijeloliink nekik.

1l.c) Az el6zd ponthoz hasonléan az értelmezési tartomany hibai az
Osszefiiggések felfogasa soran is jelentkezhetnek. Ennél a pontndl tobbszor
eléfordulé probléma, hogy az x-et nagyobbnak, mig a — x-et kisebbnek véli a
didkjaink egy része 0-nal. Ezen kiviil algebrai tortek k6zos nevezoére hozasa kozben,
de még a miivelet elvégzése el6tt a vizsgalatokba bevont tanuldk az ¥* — y* —hez
viszonyitva x* + y* vagy a — (x* + %) kifejezést néhany esetben egymas

ellentettjeinek hitték, és a késobbiekben ennek megfelelden jartak el.

Ebbe a csoportba 24 hiba volt besorolhatd. Dontd tobbségiik valamilyen

moddon kapcsolatban allt a negativ elgjellel, ezért a késdbbiekben célszerti, ha jobban



tisztazzuk ennek a szerepét a matematikai jelolésekben és hatdsat az algebrai

kifejezésekben.

1.d) A hibas kiegészitések kozé a megel6zének pontosan a fele, mindossze
12 eset kertiilt. (Azok, amelyek a miiveleti szabalyok pontatlan ismeretével voltak
kapcsolatosak.) Erre a pontra az 1.a)-val szemben nem az volt jellemz6, hogy az
egyik miivelet helyébe egy masik Iépett, hanem az, hogy ezeknek az egymas kozti

viszonyat zavarta meg valamiféle hamis értelmezés.

Jellegzetes példaja ennek az a x" = (a x)" egyenlGség, amikor a didkok a
hatvanyozas és a szorzas sorrendjét — a miiveleti rendek figyelmen kiviil hagyasaval

— felcserélhetonek hiszik.

Mivel a vizsgalatainkban szerepldé négy évfolyamos kdzépiskolakba kertilés
elott a hatvanyozassal bezardlag a miiveletek felépitése megtorténik, ezért célszeri a
9. osztalyos tankonyv elején, mintegy ismétlésként az addigi szabalyokat rendszerbe
szedve Osszefoglalni. (Sajnalatos, hogy ezzel az egyébként nyilvanvalo felismeréssel

csak a kozremiikodésiinkkel késziilt Hajdu-féle tankonyvcesalad élt.)

1.e) Algebrai atalakitasoknal a rendezés hibai leggyakrabban az egynemi
tagok kivalasztasa soran figyelhetdek meg. Ez a legels6 olyan eset, amikor a tanterv
szerint didkjaink a tobb betlit kiilonb6zd hatvanyokon tartalmazo kifejezésekkel
talalkoznak. Es talan ez a legelsd olyan témakor is, amelyet nem lehet kozvetleniil a
valosaghoz, a mindennapi élet tapasztalataihoz hozzakotni. Igy az itt fellépd
hianyossagok a megfeleld absztrakcids szint felépitésében meglévod hianyossagokrol,

azaz a hétkoznapitol eltéré matematikai gondolkodas hibairol tanuskodnak.

Szam szerint 31 esetben fordult ez eld, ami azt mutatja, hogy az eddigieknél
érdemes jobban odafigyelni, nagyobb hangsulyt fektetni az adott fogalom

kialakitdsara, azaz mintegy megeldzésére.

1.f) A hamis analégia nem elsdsorban a ténymegallapitasra jellemzo

problémat mutat, ugyanis csupan 11 helyen volt ez a tipus felfedezheto.

A matematika érettségi vizsga feladatait tartalmazd Osszefoglald

feladatgylijtemény egyik atalakitasaban példaul didkjaink gyakran eltévesztik a



lg” 5—1g” 3 kiilsnbséget, melyet a megfeleld szabaly hianya miatt a logaritmusok

kiilonbségére vonatkoz6 azonossaghoz éreznek legkdzelebb. Igy a végeredmény a

felismert” analdgia elvégzése utan legtobbszor lgzg vagy ezzel egyenértékiien

[lg 5j2 , illetve néhany esetben lgi, a helyes Ig15 -lgg helyett! Abban egyébként
3 3

igazuk is van a tanuloknak, hogy itt az atalakitas elvégzéséhez analdgiara van
szilkség, csak Ok a téma meghatarozottsaiga miatt logaritmusokban, nem pedig

nevezetes azonossagokban gondolkodtak.

A tanuloknak érdemes alaposan felhivni a figyelmét arra, hogy — az
egyébként nagyon fontos €s sokszor hatékony modszer, — az analdgia keresése
kozben ne pusztan a formai, hanem sokkal inkabb a tartalmi hasonlosagokat vegyék

figyelembe.

A kovetkezokben a megoldasi javaslatokat vizsgaljuk meg az elézdekhez
hasonl6 moédon. (Mivel mint azt mar emlitettiik, a témankban szerepld
feladatmegoldasokban ez a gondolkodasi fazis dominal, igy térvényszer(, hogy a

hibazasok szama a tobbi esetnél altaldban magasabb.)

2.a) Az analizisnél a helytelen elemzés itt a korabbiakkal szemben a
miiveletvégzésekhez kapcsolodva kell, hogy jelentkezzen. Ilyenre mutattunk példat
az xX* — 1= x (x— 1) atalakitas leirasanal, amikor is a szorzatta alakitisnal a kiemelés
tévesen keriilt a két tag négyzetének kiilonbsége helyére. Nyilvan itt a nevezetes
azonossagok nem kielégito ismerete okozza a problémat. Ide tartoznak még a fentiek
mellett az olyan esetek is, amikor a helytelen analizis miatt a megoldasok jellege

teljesen (hibas iranyba) megvaltozik. Ez figyelhetd meg akkor, amikor a tanuld az

_2_ tort nevezdjének gyoktelenitését négyzetre emeléssel akarja megoldani. A két
b

tipus egyiittvéve 92 feladat hibas megoldasaban volt felfedezhetd. Ezt kivédeni,
illetve a hibdk szamat csokkenteni csak a fogalmak és az eljarasok pontos

megismertetésével lehet.



2.b) Megoldasi javaslatok soran elkovetett szintézisbeli hibat 32 izben

tapasztaltunk. Ezek a helyes miiveletfelismerések hibas alkalmazasabol szarmaztak.

Kevésbé sulyos hibardl beszélhetiink akkor, amikor a levezetés alapjaban
véve helyes, csak éppen a tovabbi atalakitasok szempontjabdl célszeriitlen. Err6l
mar tettiink emlitést a 4x” — 4)? = 2x + 2y)(2x — 2y) egyenldség kapcsan. De ide
sorolhato az is, ha a k6zos nevezlére — vagy ami ezzel egyenértékii, k6zos hatvany —
illetve gyokkitevore-hozas a legkisebb kozos tobbszorés meghatarozasa helyett
automatikusan a tényezOk szorzataval valosul meg. A masik esetben viszont
egyértelmiien hibas volt a végeredmény. Ezt az (a — b)> = a° — 2 a (- b) + (- b

atalakitas mutatja a formalisan jo képletbe torténo rossz helyettesitéssel.

Ezekben a példakban a problémat jol megértették a tanulok, és a megoldas
modjardl is alapvetden jo elképzeléseik voltak. Az itt elkdvetett kiemelésbeli vagy
éppen az eldjelek alkalmazasa terén elkovetett hibdk azonban megakadalyozzdk a
helyes végeredményhez vezetd ut bejarasat. Raadasul ezek a pontatlansagok elég
jellegzetes, €s mas helyeken is eléfordulod hianyossagokat takarnak, ezért indokolt a
megfeleld anyagrészeknél mar a bevezetéseket ezekre sulypontozva elvégezni.
(Gyakran nyultunk ahhoz a fogashoz az altalunk készitett tankényvekben, hogy egy-
egy hangsulyosabb rész ismételt eléfordulasakor a fontosabb, felhasznalni kivant

Osszefiiggéseket ujbol, ismétlési célzattal megemlitettiik.)

2.¢) Az Osszefiiggések felfogdsa soran a helytelen relacioknak a megoldasi
2
javaslatban vald eloforduldsa okozza a hibakat. Az 9 _ 4 atalakitds nem veszi
a
figyelembe az egyszerlisités értelmezési tartomanyt befolyasolhatd hatasat, ezért a
megallapitott egyenldség csak bizonyos feltételek teljesiilése esetén all fenn. Masik
oldalrol viszont az is el6fordulhat, hogy a tanuld nem veszi észre a tényleges
kapcsolatot, példaul egymas ellentett voltdt azx — 2 y és a 2 y — x kifejezéseknél. Ez

foként algebrai tortek k6zos nevezore hozasanal és kiemeléseknél fordulhat elo.

Annak ellenére, hogy az egyszerisités és az utolag emlitett miveletek a
szoban forgod feladatokban viszonylag gyakran jutnak szerephez, hibakat itt mégis

csak 20 esetben kaptunk.



Ennek az elsé tipusndl az lehet a magyarazata, hogy a dolgozatok
Osszedllitasanal dontéen figyelembe vett Osszefoglaldo feladatgylijtemény
didaktikailag megkérddjelezhetd modon az algebrai tortekkel végzett miveletek
soran elore kozli az atalakitasokhoz sziikséges feltételeket, masrészt a kiemelések és
az Osszevonasok a masodikként emlitett példaban mar a gyakorlasok folyaman is

sokszor a — 1 kiemelésére lettek kihegyezve.

Az elozoeket Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy mindkét hibafajta
targyalasanal a kozponti probléma az értelmezési tartomany vizsgalata, melynek

remélhetden az 4j tantervek a mostaninal nagyobb szerepet juttatnak.

2.d) Mint azt mar korabban megjegyeztikk, a tanuloi gondolkodast
matematikadrakon nagyobbrészt a kiegészités miiveletére épitjiik. Jol tiikkr6zi ezt a

megallapitasunkat az a nagy szamu (933) hiba, amely ebbe a kategéridba tartozik.

Helytelen kiegészités a legkiilonb6zobb tipusu feladatoknal is eléfordulhat.

2 +

n n a
,aZ q " =— vagy
n

Példaként megemlithetjiik az (a — b)Y’ = a* — b7, az (x™)" = x"

X esetleg még a lg(x—y)=Ilgx—lgy formulakat. Ide

. |
eppen a Jgx—lgy= 1g
gy

kertilnek a masok altal formalizmusnak vagy verbalizmusnak nevezett hibak, mint

ahogy ide sorolanddk a fogalmak tisztazatlan voltabdl ered 6 tévedések is.

Ha a késObbiekben a feladatok szerkezetét témakortdl fiiggetleniil a tanulok
érdekében ugy sikeriil atalakitani, hogy a gondolkodasi miiveletek mind a
gyakorlasnal, mind pedig a szdmonkérésnél a jelenlegi kovetelmények altal
meghatarozottnal egyenletesebb eloszlast mutassanak, akkor az itteni magas
hibaszazalék természetes modon, magatél is csokkenni fog. Azonban még ekkor is
nagy hangsulyt kell majd fektetni arra, hogy az egyes fogalmakat ¢s eljarasokat
pontosan megismertessiik didkjainkkal, akik ezen eszk6zok birtokdaban remélhetdleg
nem a rendelkezésre allo képletek véletlenszerli alakitgatdsdban keresik majd a
probléma megoldasanak a lehetdségét, hanem az altaluk is megértett és ezért
pontosan ismert Osszefliggéseket szerepiiknek megfelelden hasznaljak majd fel a

levezetésekben.



2.e) Ez a pont a megoldasok soran fellépd rendezésbeli hidnyossagokat, az
ezzel Osszefliggd célszeriitlen probalkozasokat foglalja magaba. Egy polinom
szorzatta alakitasanal példaul altalaban nem aszerint valasztjuk ki az egymasnak
megfeleld csoportok tagjait, hogy melyekbdl lehet ugyanazt a tényezot a
késobbiekben kiemelni. Vagy mas helyeken gyakrabban fordul az el6, ami itt a
feladatokbdl adoddan ritkdbb, hogy egy egyenloség vagy egy egyenlOtlenség
megoldashalmazit a levezetés pontos ismertetése nélkill — néhany példabodl

megsejtve a végeredményt — a tanulok egyszerii behelyettesitéssel szamitjak ki.

Ezekbdl a példakbol is kitlnik, hogy itt a matematikai eljarasok lényegének
hianyos ismeretébdl adddnak a problémak, tehat ezekre a késGbbiekben nagyobb
hangsulyt kell helyezni. Szerencsére azonban ez az emlitett hianyossag
eléfordulasdnak szamabdl itélve nem tartozik a nagyon sulyos problémak kozé,

ugyanis az itt emlitett hibafajta csak 17 esetben fordult eld.

2. f) Az analdgiat, mint gondolkodasi miiveletet a nem sablonos, hanem
valamilyen szempontbdl ismeretlen tipusti problémak megoldasakor alkalmazzuk.
Ilyenkor elokeressiik ismereteink koziil azokat a megoldasi mdédszereket, amelyek a
megadotthoz hasonlo feladatok megoldasakor mar sikerrel bevaltak, és a szdban
forgd esetre ugyanezt igyeksziink alkalmazni. A hibas analdgia nyilvan abbol
adédik, hogy a hasonlonak kivalasztott példdk mégsem hasonléak abbdl a

szempontbdl, amib6l mi azt elképzeltiik.

A mikrostruktira részeirdl irott rovid elemzések koziil az analdgiabol

megemlitett példak majd mindegyikét itt lehetne felsorolni. Gyakori hiba a
Vx +1 > =3 egyenl6tlenség négyzetre emelésébol szarmazd x + 1 > 9 forma, illetve

egyaltalan az ilyen tipusi hiba. Ugyszintén tobbszor eléfordult az l+ l: !

a b a+b’

illetve az (a + b)> = a” + 2ab + b atalakitas is, nyilvan az 6sszeadas és a négyzetre

c_ad be

emelés mintdjara. Az el6zéektél annyiban kiilonbozik az £.£ 99,
b d bd bd

miveletvégzés, hogy itt a k6zos nevezovel vald elbonyolitas ellenére is helyes

végeredmény kaphato.



Osszesen 160 hiba sorolhato ebbe a kategoridba. Ez alapjan ha nem is
tudunk teljesen egyetérteni Beke véleményével, — ugyanis korantsem igaz, hogy a
felmertild hibak jelentsebb része az analdgiabdl szarmazik, — de azért nagy sulyt
kell fektetni a késobbiekben arra, hogy didkjainknak olyan mddszereket mutassunk
meg, amelyekkel kiilonvalaszthatjdk az igazi analogiat a hamistol. Ugy, hogy

ekozben vagy ellendrzéskor meg is gydzddjenek elképzelésiik helyességérol.

A megoldasi javaslatokndl mértekkel szemben a kritika gondolkodési fazisat
joval kevesebb hiba jellemzi. Ennek a jelenségnek tobbféle oka is lehet. Nem
mindegyik esetben jut el a tanuld a megoldas végéig, vagy még kordbban egy masik
gondolkodasi fazisnal — esetleg éppen a megoldasi javaslatnal — is ugyanilyen hibat
vétett (amit megallapodasunk szerint ott vettiink figyelembe). De ezeknél a
vizsgalatunk targyat képezo algebrai atalakitasokon alapuld feladatoknal a jelenleg
érvényes tantervekben nem is tartozik az altalanos elvardsok kozé az elvégzett
munka ellendrzése. Valasztott moddszeriink miatt azonban nézziik végig itt is

gondolkodasi miiveletenként a dolgozatok elemzeésébdl kapott mutatokat.

3.a) Ennél a pontnal olyan esetekben fordultak eld hibak, amikor a
végeredményt még valamilyen szempontbdl elemezni kellett. Az atalakitasok

kivalasztdsanal meghatarozo szerepet jatszd Osszefoglald feladatgyiijtemény egyik
feladatanal példaul tipikus hiba volt, hogy a helyesen megkapott log a=1

végeredményt tobben is rosszul elemezték. A hibads analizist végzd tanulok
mindegyike a valtozo és a fliggvényérték helyzetét cserélte fel, amikor azt
gondoltak, hogy a megoldas értéke azért nem lehet 1, mivel a logaritmusra
vonatkozd feltétel szerint az a nem lehet 1-gyel egyenld. Hasonldan analizisbeli
hibaval talalkozhatunk példaul az algebrai torteknél vagy tortes egyenleteknél is,
amikor a tort értéke megegyezik a nevezdje miatt az értelmezési tartomanybol kizart
(egyik) értékkel. Osszesen 23 esetben talaltunk ezen a helyen hibat, melyeket a

fogalmak pontosabb tisztdzasaval konnyedén el lehetett volna keriilni.

3.b) A hibas szintézisnél az el6z6 pont jellemzdivel szemben a koriilmények
szambavétele helyes, azok felhasznalasa a kritikaban viszont mar nem. Példaul ha

egy olyan kifejezés pontos értékét kell kiszamitani, melynek a végeredménye



mondjuk 1, akkor ebbdl még nem jogosult senki arra kovetkeztetni, hogy a
megoldas jo, mert az eljaras pontos értéket adott. Persze a leggyakoribb hiba ebben a
csoportban nyilvanvaléan abbol adodik, hogy az értelmezési tartomany vizsgalata
soran kapott kiilonféle feltételeket nem vetik egybe a megoldassal. Egyenletek
esetében ezt még korrigalni lehet a végeredmény behelyettesitésével, de
azonossagok esetében ugyanazt mar nem lehet megtenni. Ennek a hibafajtanak a
javitasa csak az adott feladat teljes megoldasi folyamatanak a részletes elemzésével

képzelhetd el. Ez a dolgozatok alapjan 26 tanulondl hianyosan valosult meg.

3.c) Az Osszefiiggések felfogasa terén tobb tanulondl, elég gyakran
elofordulo ellendrzésbeli hiba az, hogy tanuldink a betli kifejezést is tartalmazd
paraméteres végeredményt konkrét értékek behelyettesitésével ellendrzik le. Az
adott, specialis koriilmények kozott megkapott egyenléségbdl kovetkeztetnek azutan
az eredménynek az adott feltételek melletti altalanos helyességére. De a jo

végeredmény hibds indoklasara lathattunk példat ugyanennek a gondolkodési

Lo
miiveletnek az elemzésénél is, amikor a 22 <33 egyenldtlenség egyik tanuld altal

ismertetett indoklasat irtuk le. Ez a korabbiakkal szemben elszigetelt, egyedi esetnek
tekinthetd. Itt a hiba okat az el6zéekkel szemben elegendd a tévedést elkovetd

tanuldval tisztazni.

A behelyettesitve ellendrzd modszer hianyossagaira érdemes mindenki eldtt
kitérni tanmenettol fiiggden példaul olyan egyenletek ismertetése soran, melyeknél
az igazsaghalmazra (nullatél kiilonbozd hosszisagn) intervallum addédik. Ennél a

1épésnél a tanulok Gsszesen 22-szer tévesztették el az ellendrzést.

3.d) Az ellen6rzés konkrét kivitelezésénél nagyon sokszor a tanuldk
ugyanazokat a lépéseket végzik el Ujra, amelyeket a megoldasi javaslatnal is
alkalmaztak. Ha akkor hibaztak, és késobb ujra ugyanott rontjak el, akkor
helyteleniil arra kovetkeztetnek, hogy a megoldasuk jo. Ha viszont az ellendrzést
nem tévesztik el, akkor rajohetnek, hogy a végeredményiik (vagy az ellenodrzésiik)
nem jo. Tehat egy abszolut formalista ellendrzes elvégzése utan az a kiilonos helyzet
allhat eld, hogy sem a j6, sem pedig a rossz eredménybdl nem lehet kovetkeztetni a

megoldas helyességére.



Az ellendrzésnél ugyanigy megjelennek a hibak, mint a megoldasi javaslat
kivitelezésénél, csak itt joval kisebb szamban. Ez jorészt abbol adodik, hogy itt nem
mindegyik feladattipushoz koveteli meg a tanterv az ellendrzést. Erre gyakorta
nincsenek is kiforrott szabalyok. Van, hogy ugy vonjak munkajukat kritika ala a
diakok, hogy a miveleteket egy kis valtoztatassal (esetleg mas sorrendben) ujra
elvégzik. Ez nem is annyira az 0 tevékenységiik hibajabol, mint inkdbb a mi
oktatasunk egyoldaliisagabol szarmazik. (Erdekes, hogy az ellen6rzés technikai
megvalositasarol az egyes tankonyvszerzok teljesen masként gondolkodnak. Az
egyik tankonyvcsalad altalunk atnézett 11. osztalyos matematika tankonyvében
példaul tobb mint 100 kidolgozott egyenlet megoldasa szerepel. Mindegyik utan —
egyébként korrekt moédon — olyan mondat szerepel, amely szerint az alkalmazott
ekvivalens atalakitdsok miatt a kapott értékek az egyenleteknek ténylegesen a
gyokei lesznek. Mi nem tartottuk szerencsésnek ezt az eljarast, mert a felvételi
vizsgakon szerzett tapasztalataink szerint az igy felkészitett didk formalisan akkor is
képes leiri ezt a mondatot, amikor (1) az eredménye valamilyen elszamolas vagy

mas ok miatt nem jo; (2) az elvégzett atalakitasai nem voltak ekvivalensek.)

Ebben a csoportban 39, valamilyen szempontb6l hibasan elvégzett

ellenorzést talaltunk.

3.e¢) Ebbol a pontbol, azaz a rendezésbdl egyetlen példat emeliink ki a
helytelen kivalasztasnak a kritikan beliili megvilagitasara. A kitlizott probléma abbol
allt, hogy valaszt kellett adni arra, mely egész a értékekre lesz egy megadott

a-—2

kifejezés értéke szintén egész szam. A végeredmény volt.

Az egyik valasz szerint ez a kifejezés tort, tehat az értéke nem lehet egész.
Egy masik vélemény szerint a kifejezés minden a-ra egész, mert két egész szdm
hanyadosa is nyilvanvaldéan egész. Egy harmadik szerint ha a 3 k& alaku, ahol &
valamilyen egész, akkor a 3-mal valo osztas egész szamot eredményez. (Itt nem

torténik emlités a 2-r6l.) Egy masik dolgozatban pedig az volt olvashatd, hogy az

. . . , o a—
egyenletnek az egész szamok halmazan a megoldasa



Ezekben a fentebb felsorolt esetekben a tanulok nem gondoltak at igazan a
szamfogalom felépitését, amelyet most egy konkrét esetben alkalmazniuk kellett
volna. A paraméter nyilvan a didkok szamara bonyolultabba teszi a problémat, de a
kapott eredmény arra utal, hogy az o6rai munkankban az egymondatos valasz
megalkotasan kiviil érdemes jobban is atgondolni a felelet helyességét. 9 tanuldnal

ez most nem sikeriilt.

3.f) A kritika nevii gondolkodési fazison beliil alkalmazott analdgia nem
jarult hozza a gondolkodasi hibak szamanak novekedéséhez. Ebbdl arra lehet
kovetkeztetni, hogy a tanulok a végeredményt hasonldé probléma megoldasaval,
illetve ellen6rzésével nem hoztdk kapcsolatba. A kritika mindig a konkrét

problémara volt vonatkoztatva.

Ez ismételten a matematikai jellegi problémamegoldds folyamatanak
egyoldalusagara utal, amelyet gy tlinik, hogy a bevezetésre keriilt Nemzeti

Alaptanterv sem fogja alapjaiban megvaltoztatni.

Miutan most mar az Osszes gondolkodasi fazishoz tartozé mindegyik
gondolkodasi miivelet szamadata rendelkezésiinkre all, érdemes a kapott

eredményeket tablazatban is 6sszefoglalni.

¢)
a) b) d) e)
) | osszefiiggések )
analizis | szintézis kiegészités | rendezés
felfogasa
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3. abra

A makro- és a mikrostruktura elemeinek kapcsolddasa



Ezek utan elmondhatjuk, hogy az altalunk vélasztott mddszerrel sikeriilt a
Lénard altal felépitett elméletbol kikiiszobdlni az ellentmondasokat, és ezaltal
elgondolasanak a helyességérol, a gondolkodas folyamatanak kétszintt felépitésérol

meggy0zodni.

Ha ezutan példaul nem a pontos értékekre, hanem a folyamatok iranyara, az
egyes tendenciak szemléletes képére vagyunk inkabb kivancsiak, akkor célszer(, ha
eredményeinket grafikonnal szemléltetjiik. (Az itt lathaté paramétervonalakat az
Osszetartozé gondolkodasi fazisok, illetve gondolkodasi miiveletek altal felvett

értékek alkotjak.)

1000
800
600 = 800-1000
400 0 600-800
0400-600
200 m200-400
0 O0-200
Fazis ok
Mveletek

4. abra

A hibak szamanak abrazolasa grafikonon

fgy egy olyan szemléletes informacié birtokdba keriilhetink, melynek
felhasznalasaval a hibazasok szaménak csokkentésén keresztiil elvileg mddositani
lehet a szdban forgd témakorben szerepld matematikai feladatok Osszetételét,
tipusat, a feldolgozas mddjat, valamint a kovetelményeket. A modszer tobbszori,
tananyagonkénti alkalmazasaval optimalissa lehet tenni példaul a Nemzeti
Alaptanterv altal kitizott célok elsajatitasat mas anyagrészek, illetve mas targyak

esetében is.



Jelen esetben a fiiggvény képe, illetve a tablazat értékei alapjan

megallapithatoak a kovetkezok.

- A ténymegallapitas a hibak kozott, igy a valdsdgos gondolkodasi
folyamatban is kevés alkalommal szerepel. Ezt mutatja az alacsony eldfordulasi
atlag, a gondolkodasi miiveletenkénti 22,7 -es érték. A jovoben célszerii ezen a téren
jelentoségét példaul az értelmezési tartomany ©Ondlldé meghatdrozasaval tovabb
erdsiteni. A tapasztalati szoras kiszamitasakor kapott 8,3 viszont annak a jele, hogy
ez a fazis nagyobb killonbségek nélkiil, egyenletesen oszlik el a hasonld tipust
gondolkodasi 1épések kozott. (Mind a két allitas természetesen a konkrét szamadatok

nélkiil az 1. fazis értékeit végigkovetd paramétervonal képérdl is leolvashato.)

- A megoldasi javaslat tulzottan nagy sulya az atlag 209,0-es értékében is
kifejezésre jut. A hibazasok szamanak csokkentése, valamint az 1. és a 3. fazis
helyzetének tovabbi erdsitése a kiilonbségek bizonyos kiegyenlitddéséhez vezethet.
Az eltérés talan még ennél is markansabban nyilvanul meg magan a megoldasi
javaslaton beliil. Tokéletesen kifejezi ezt a szdrasra kapott nagyon magas érték
(324,9). A 4. abrardl jol latszanak azok a nagymértékii valtakozasok, amelyeknek a
csokkentése kell, hogy legyen ennél a résznél az elkdvetkez0 idoben a feladatunk.
Ez olyan feladatsorok Osszeallitdsat jelenti, melyekben az eddig keveset szerepld

gondolkodési miiveletek nagyobb befolyashoz jutnak.

- A kritika a ténymegallapitashoz hasonldan kis szerephez jut az algebrai
atalakitasos feladatokkal szemben tamasztott iskolai kovetelményrendszerben.
Holott a munka allandé ellenérzése nem csak a matematikai gondolkodasmod,
hanem a cselekedetekben megnyilvanulo tetszoleges tevékenység igényes elvégzése
szempontjabol is fontos lenne. Amely viszont mar tilmutatva az adott szaktargyon
az iskolai oktatas feladatanak az ujrafogalmazasat igényelné. A kritika atlaga még a
ténymegallapitasét sem éri el: 19,8, ami az eldzdeken tilmenden a hidnyos, be nem
fejezett megoldasokkal is magyardzhatd. Noha a szords 12,5-es értéke még €ppen
elfogadhatd, azonban — mint az abrabol leolvashaté — az analdgidra ebben a

gondolkodasi fazisban (is) batrabban kell tamaszkodnunk.

Ugyanezeket a szamitasokat, illetve elemzéseket a gondolkodasi miiveletek



esetében is elvégezhetjiik. Az eredmények a kovetkez6 dolgokat mutatjak.

- Az analizis 36,5-es atlaga és 30,6-es szorasa viszonylag magas, de jelentos
eltéréseket mutatd értékekre utal. Mivel ezekért a ténymegallapitds és a kritika
korabban elemzett kicsi, és a megoldasi javaslatok nagy szamadatai tehetok

felelGssé, a kapott eredmény elvarasainknak megfelel.

- A szintézis mint 6nallé gondolkodasi mivelet sajatossagat nem csak az
mutatja, hogy az ennek soran elkovetett hibdzasok szama, s igy az atlag nagysaga —
amely itt 21,3 — az analizissel 6sszehasonlitva csekélyebb jelent6ségre utal, hanem
az is, hogy a szoéras 12,5-es értéke egyenletesebb teljesitményt rejt maga mogott.
Raadasul azt tapasztalhatjuk, hogy a harom fazis értékei alig térnek el egymastol. Ha
viszont a megoldasi javaslattdl eltekintiink, akkor megallapithatjuk, hogy a szintézis
az analizissel mutat igen nagy egyezést. Ez alapjan kijelenthetjiik, hogy a
szintézisnek az analizissel szembeni kiilonboz6sége abbol szarmazik, hogy a
megoldasi javaslatok elemzése az altalunk vizsgalt témakorben a tanuldk szdméra

joval nehezebb feladatot jelent, mint a mar elemzett adatok csoportositasa.

- Az osszefiiggések felfogasa atlag és szords szempontjabol az el6z6eknél
kisebb értékeket mutat. (Az atlag itt 16,5, a szoéras pedig 9,6.) Raadasul a fazisok itt
is csak nagyon kis mértékben kiillonboznek egymastol. Ezen kiviil az, hogy a harom
adat koziil a megoldasi javaslaté a legkisebb szemléletesen mutatja azt, hogy ez a

gondolkodasi muvelet nem jellemzd az adott tipusu feladatok megoldésara.

- A kiegészités 246,0-es atlaga viszont a gondolkodas fejlesztése
szempontjabdl a megoldasok egyoldalusagat, a szoban forgd gondolkodasi miivelet
tulsulyat jelzi. Amely abban is kifejezésre jut, hogy a ténymegallapitast kivéve az
Osszes fazis ennek a gondolkodési miiveletnek a sordn veszi fel a legmagasabb
értékét. De hogy ennek ellenére mennyire megoldasi javaslat-centrikus hibakrél van
itt sz6, azt a szords értékébol tudjuk meg igazdn, amely az Osszes kozil itt a
legmagasabb: 391,6. Ennek a nagyon nagy szdmnak a csokkentését a mostaninal
valtozatosabb gondolkodasi 1épésekre épiild feladatok alkalmazaséaval lehet és kell a

jovOben megvalodsitani.



- A rendezés az Osszefiiggések felfogdsahoz hasonléan nagyon kis szerepet
jatszik az algebrai atalakitdsokon alapuld matematikai feladatok megoldasaban. Itt a
legkisebb az atlag, 14,3. A szorasrol viszont ugyanez mar nem mondhaté el. A 11,4-

es érték kisebbé tételében a kritika stilyanak novelése sokat segitene.

- Az analdgia hibdinak atlagértéke, a 42,8 nem tikr6zi megfelelden a
hasonlé tipust megoldast igénylé feladatok hidnyat az oktatdsunkban. A hibas
analdgiak fellépése nalunk az analdgia alkalmazasdnak a visszaszoruldsat vonta
maga utdn. Az atlag magas értéke itt csak a megoldasi javaslatok téves analdgiainak
koszonhetd, amelyek csak korlatozott, mindenkor a témakoérhéz szorosan kotodo
rokonsagok, azaz az analogia kezdetleges formajanak felismerésére szoritkoztak. A
tobbi fazis szerepe (remélhetéleg csak) egyelore elhanyagolhaté. Ezt az
aranytalansagot jol fejezi ki a 63,2-es, az itteni atlagot jéval meghaladé mértéka

SzOras.

Az eldzdekben ismertetett statisztikai adatok — ugyan mas nézopontbdl
vizsgalva és néhany részletében kiegészitve, de — alapjaban megerdsitették azokat a
tapasztalatainkat, amelyeket a korabbi elemzéseinkben tettiink. Véleményiink szerint
ez azt tamasztja ala, hogy az ebben a dolgozatban leirt modell alkalmas Iehet arra,
hogy az iskolai munka soran tapasztalhatdé hibakat a gondolkodéas folyamataba
beillessze és ez alapjan csoportositsa. Az eredményes felismerés viszont lehetdve

teszi a megel0zést, azaz a tanitasi-tanulasi folyamat hatékonyabba valasat.

A hatralévo részben mddszeriinket mas vonatkozasokbdl, mas koriilmények
kozott is megvizsgaljuk abban a reményben, hogy eldnyeit és alkalmazhatdsagat

ezuton is igazolni tudjuk.



TOVABBI MEGALLAPITASOK

I. A médszer elé nyeirol

Ebben a részben modszeriinket a korabbiaktol eltérd modon is szeretnénk a
nalunk jelenleg altaldnosan elfogadott Mosonyi-féle felosztassal dsszehasonlitani,
hogy eldnyeire mas vonatkozdsban is ramutassunk mintegy remélve, hogy a

gyakorlat igazolja majd eljarasunk hasznalhatosagat.

Mosonyinak és a korabbi, e témaval foglalkozo kutatdoknak az volt a mi
nézOpontunkbol a hidnyossaga, hogy a helytelen gondolkodasi Iépéseket a
gondolkodasi folyamattol elszakitva, izoldltan vizsgaltdk. Ezaltal igy csak a
megoldasi javaslat hibaira mutattak rd, mig a tobbi gondolkodési fazisrol és a
benniik elkovetett hibazasokrol emlitést sem tettek. Mosonyi eljarasanak mintegy a
magyarazataul azért meg kell jegyeznlink, hogy altalanos iskolaban a
feltételvizsgalat és a végeredmény ellenérzése nem tartozott és még ma sem tartozik
mindig olyan szorosan hozza a feladatokhoz, mint példaul a kozépiskolaban. Tehat a
tanuldk itteni tévesztései korantsem voltak annyira jellemzdoek, vagy Beke
szohasznalataval tipikusak az altaldnos iskolai feladatmegoldasokban. Az altalunk

vizsgalt témakorokben viszont mar megmutatkoznak a korabbi modszerek korlatai.

Vegyiik példaul azt a feladatot, amikor az a + b = 1 feltétel teljestilése esetén
kell a tanuloknak egy atalakitast elvégezni, és az egyikiik ugy kezdi a megoldast,
hogy az egyenldség alapjan megallapitja, ekkor a = 1 és b= 1. Véleményiink szerint
ez hibas ténymegallapitast jelent, melynek soran az analizis miveleténél kovetkezett

be a téves észrevétel. Tehat a hiba az 1.a) csoportba sorolandé.

Nézziik most ezutan végig, hogy Mosonyi felosztasaban hova lehetne ezt a

tévedést elhelyezni!

(1) A hiba biztos, hogy nem analdgiabdl szarmazik. Nincs olyan ehhez
hasonlo feladatmegoldas, amelynek mintajara a tanuld ezt a megjegyzését

megtehette volna.



(2) A matematikai jelek formalista alkalmazdsa, azaz a formanak a
tartalomtol vald elszakaddsa sem figyelhetd meg a valasztott példankban. A hibat
elkovetd helyesen ismeri fel a szoban forgd muveletet, melyet a konkrét esetre

azutan helyesen alkalmaz.

(3) Nem lehet megszokasrdl sem beszEélni ennél a feladattipusnal; a feladat
nem olyan jellegli, hogy az érettségire vagy felvételire felkészités miatt érdemes

lenne ilyeneket gyakoroltatni. (A didkot tanité pedagdgus sem tette ezt.)

(4) Megallapithatd az is, hogy nincs olyan fogalom sem, melynek

tisztazatlan volta okozta volna a tévedést.

(5) Ez a hiba akkor is felléphet, ha a tanuldénak az elGismeretei az adott
témakorben nem hianyosak. Tehat ha tudja, hogy a betiik valds szamokat jelentenek;

¢és ha tudja, mi a valds szam, rdadasul a szorzas muveletét is ismeri.

(6) Semmiféle olyan specialis miiszo, szakkifejezés nem fordul itt elo,

amely esetlegesen félreértésekre adhatna okot.

Azt talaltuk, hogy a hiba a hat koziil egyik csoportba sem illik be igazan,
tehat a szoban forgd osztalyozas ezek szerint hianyos. Hasonld végeredményre
jutunk, ha a ténymegallapitas helyett a kritika gondolkodasi fazisabol valasztunk
hibat. Ilyen az a mar korabban emlitett helytelen ellendrzés, amikor egy kifejezés
pontos értékének kiszamitasakor a miiveletvégzés helyességét ugy latta be a tanuld,
hogy mivel szdmolasa végén 1-et kapott, ami pontos érték, igy a végeredmény jo.
Az el6z6hoz hasonld mdédon, pontonkénti ellendrzéssel lehet kimutatni, hogy ezt a

hibafajtat sem lehet Mosonyi felosztasaba besorolni.

Ennek ellenére, ha a felvazolt kétszintli gondolkodasi folyamat tovabbi
részekre bontasara a gyakorlatban felmeriild igények miatt a késdbbiekben sziikség
lesz, ehhez nagyon jol fel lehet majd hasznalni a korabbi megfigyelésekbol,
masoktol szarmazo kategorizdldsokat. Amelyek ha mas moddszert is valasztottak
feldolgozasuk alapjaul, hosszii évek lelkiismeretes tanari munkaja ¢és hatalmas

tapasztalati anyagara timaszkodva késziiltek el.



Mosonyi Weimer (1929) megallapitdsdt aldtdmasztva szintén azt
tapasztalta, hogy a hibak a legtobb esetben tobb okra vezethetok vissza. Ennek a
felismerésnek a magyarazata az altala alkalmazott csoportositasban rejlik. Amely, —
mint arr6l mar emlitést tettlink — a sok esetben nehezen megkiilonboztethetd és
egymast részben atfed6 osztalyozasi modszerrel magyarazhato. Az altalunk javasolt
felosztas viszont k6zos elemeket nem tartalmazé részekbdl all, igy minden hibat
elvileg egyértelmii en hozza tudtuk rendelni ahhoz a gondolkodasi fazishoz és ahhoz
a gondolkodasi miivelethez, amelyeknél a hiba a problémamegoldés folyamatdban
fellépett. (A gyakorlatban természetesen itt is eléfordultak olyan esetek, amelyeket
két tanar nem biztos, hogy azonos moédon kezelne. Ezek aranya viszont egy hosszi
ideig tartd, nagy szamu megfigyelést tartalmazo leirasban az altalanos érvényt

megallapitasok helyességét nem befolyadsoljak jelentdsen.)

Mosonyi a hibak kijavitdsdnak modjarol aszerint dont a megel6zEs €s az
utdlagos javitds kozott, hogy mely dominans okhoz milyen kisérd ok tarsul. A mi
véleménylink mar csak az altalunk alkalmazott felosztas tapasztalatai alapjan is

egészen mas.

Ugy gondoljuk, hogy célszerii lenne egy pedagdguscsoportnak
témakoronként és osztalytipusonként — ez utdbbit a gyermekek ismeretanyaga és a
tanitandd anyag mindsége hatdrozza meg — feltérképezni a leggyakrabban el6fordulo
hibakat. Ha az igy kapott anyagot a szaktanarok szamara hozzaférhetévé tennénk,
akkor Ok az osztaly és a leadni kivant tananyag Osszetétele ismeretében elore fel
tudnék hivni didkjaik figyelmét a legfontosabb buktatdkra, akik ezaltal is kozelebb
keriilnének a targyalt fogalmak és Osszefiiggések pontos megértéséhez és ezek

alkalmazéasahoz, azaz a hatékonyabb ¢és eredményesebb tanulashoz.

I1. A hibak idébeli valtozasarol

Egy adott témakor hibai és ezeknek az eloszlasa egy adott osztaly esetén is
fiiggnek az adott anyagrész targyalasa utan eltelt idotol. Akkor is, ha a széban forgd
részt alkalmanként Gjra és ujra gyakoroljak, de akkor is — csak akkor mas mértékben

—, ha ez mar nem keriil kdzvetleniil 4jbol eld.



Az eldbbire lathatunk példat Moesonyindl is. A hanyados fogalmanak
tobbszori, ismételt gyakorlasa néhany honap alatt 17 %-r6l 59 %-ra emelte egy, az
adott megnevezéssel Osszefliggd feladattipus megoldasanak aranyszamat. De ilyen
ndvekedéshez mashogy is eljuthatunk. Szintén Mosonyi ir le olyan kisérleteket,
amikor szamok nagysag szerinti sorrendjét kellett egy osztaly tanuldinak
meghatdrozni. Ha az egyébként pozitiv szamok kozott tortek és egészek egyarant
szerepeltek, akkor a helyes sorrendet 58 % kapta meg. Negativ szdmok sorba

allitdsanal ugyanez lett az eredmény.

Kilencedik osztalyos kozépiskolas didkokkal tanév elején megismételve
ezeket a kisérleteket varakozasunknak megfeleldoen majdnem tokéletes

megoldasokat kaptunk. (A tortek esetében egyetlen tanulénal volt tévesztés 1 és L
3 4

sorrendjében, mig a negativ egész szamokra vonatkozo feladatot mindenki
hibatlanul oldotta meg.) Ezért nehezitettiink a feladaton, hogy lassuk, valdban teljes
mértékben birtokaban vannak-e tanuldink az itt elvarhatd ismereteknek. K¢t
csoportban végeztik el a mérést: az egyiknek novekvd, a masiknak viszont

csokkeno sorozatba kellett rendezni az alabbi szamokat:

2,3

7
;=25 025, 23, —; ‘_i‘.
3

Tekintve, hogy — mint az a késobbiekben kideriilt — teljesen atlagos
osztalyrol volt szo, az eredmény elgondolkodtatd volt. Mindossze 10 tanuld (26 %)
tudta jol megoldani a feladatot. Egy tanuld (3 %), akinek a legnagyobb szamtol
kellett volna kezdeni a felirast, forditott sorrendet valasztott; igaz, a relacios jeleket
mindvégig helyesen alkalmazta. A masik csoportnal nem volt ilyen probléma.
Nyilvéan altalanos iskoldban gyakoribb volt a névekvd sorrendben torténd feliras.
Szintén 10 tanuld (26 %) jo sorrendbe irta a szdmokat, csak a kozottik fennallo
egyenldségeket nem jelolték be. 14 tanulonal (37 %) olyan kisebb hibak jelentek

meg, amelyek mindegyikében a végtelen tizedes tort szerepet jatszott. (Volt, ahol
mellékszamitasként példaul a kovetkezot irtak le: % =2, 33.. ~2,3 masutt 2,3 értékét

a pont figyelmen kiviil hagyasaval eleve 2,3-nek vették, stb.)



3 esetben viszont (8 %) nagyon komoly hianyossdgokat mutattak a

5

<

2,3

... €s mas ehhez hasonld részletek azt jelzik,

végeredmények. (A gz

hogy ezeknél a tanuldknal stlyos megértésbeli problémak vannak.)

Az eredményeket nem beszéltiikk meg, €s a hivatalos tananyag szerkezetéhez
igazodva ilyen jellegli példakat sem oldottunk meg az elkovetkezd években. (A
diakok altalanos iskolabol hozott ismereteik felméréséhez hasznalt dolgozatot nem
osztalyoztuk le, és nem osztottuk ki. Ezzel az anyaggal csak az altalanos
tajékozodas, azaz szintfelmérés volt a célunk.) Erettségi elétt még egyszer
visszatértiink ugyanerre a feladatra, de ekkor ez mar semmilyen nehézséget sem

okozott az osztalynak.

Hosszabb id6 alatt ugyan, de itt is sikeriilt ugyanazt az eredményt elérni,
mint amit kdzvetlen, a célra iranyul6 gyakorlassal meg tudtunk volna valositani. A
kisérletiinkb6l kapott kovetkeztetés tokéletesen egybevag Piaget észrevételével. O
jegyezte le eldszor azt, hogy ,egy fogalom kialakulasanak folyamata sokkal
hosszabb id6ét vesz igénybe, mint ahogy gondoltdk ¢és hogy sok, latszélag a
fogalommal 6ssze nem fiiggd tevékenységre is sziikség van, még miel6tt a

gondolkodas valamilyen meghatdrozott iranyba fordulna”.

A fenti allitist tovabbi példakkal is lehet szemléltetni. Altalanosan is
kijelenthetjiik, hogy azok a komoly megértésbeli problémak, amelyekkel az
altalanos iskolaban tanitdé pedagdgusok nap mint nap talalkoznak, a kozépiskoldban
eldbb vagy utdbb kiilonosebb ismétlés nélkiil maguktol is megoldodhatnak. Ez a két,
egymasra épiilo iskolatipus koncentrikus; egyre boviilo, de ugyanakkor részben
ismétlodo tananyag szerkezetével magyarazhaté. Amikor a korabban megismert
fogalmak és Osszefiiggések késobb, egy bonyolultabb strukturaba agyazva ujra
megjelennek, csak most mar a leiras helyett a pontos értelmezés szintjén. (Nem
teljesen ugyanez a helyzet a tobbi természettudomanyos targy esetén. A kdzépiskolai
fizikadban nem targyaljak Arkhimédész-torvényét, mivel ez a tanterv szerint altalanos
iskolai anyag. Ilyen mdédon viszont a tanulok nem fognak latni nehezebb feladatokat,

¢s ez meghatarozza a problémamegoldasuk lehetséges szintjét ebben a témaban.)



Hibakutatasra mindezek ellenére mar csak azért is sziiks€ég van, mert az
iskolabol hozott hibak késobbi gyakorlas hijan a megsziinés helyett inkabb

feler6sodhetnek. Ezért célszerli szamukat amennyire csak lehetséges, megsziintetni.

Ezt igazolja az a kisérlet, amelyet negyedéves matematika tanar szakos
hallgatok ¢és érettségi elott alldo didkok korében végeztiink. Ennek keretében
kivalasztottunk egy olyan kozépiskoldban targyalt anyagrészt, a fliggvény-
transzformaciokat, amelynek oktatdsa véleményilink szerint nincs kellden
kidolgozva. (Bovebben errdl a témardl Kovacs (1994) cikkében lehet olvasni.) Ezek

utan ugyanazt a dolgozatot irattuk meg a didkokkal, mint az egyetemi hallgatokkal.

Ebben a feladataz ;. g _,R.y 151 5sin/2x _”j_l fliggvény 4brazolasa volt.
. E) ) N 4

A felmérésben nagyon sok ismétlddd, tipikusnak is nevezhetd hibaval
talalkoztunk mar a ténymegallapitas soran is. Mind a két csoportban volt olyan, aki a
szinusz helyett a koszinusz fiiggvénybdl indult ki, de a hallgatoknal olyan is akadt,
akinek az alapfiiggvény abrazolasahoz készitett rajzan periddusként 4 7 szerepelt.
Ezek a hibazok tévedésiiket még a tulajdonképpeni megoldasi folyamat elindulasa
elétt az elemzésiik, azaz analizisik sordn (figyelmetlenségiik, vagy hidnyos

ismereteik miatt) kovették el.

Legtobben mindkét részr6l természetesen a megoldasi javaslatot rontottak
el. Ebben a helytelen analizis leggyakrabban a muveletek felcserélésében nyilvanul
meg. Amikor nyUjtas vagy zsugoritas helyett eltolast (vagy megforditva) hajtunk

végre.

Kiilonés, hogy itt a legdurvabb hibakat az egyetemi hallgatok vétették. Volt

olyan dolgozat, amelyben elsé Iépésként az 5%, x€e R majdaz . ,, (x_ E) ,
8 8

x e R fiiggvényeket abrazoltak (rosszul!). Ezutan nem is tudott tovabbmenni a
feladatmegoldod, aki képzeletében vélhetdleg ezekre akarta a szinusz fliggvényt
alkalmazni. De olyan palyamt is akadt, amelyben a sin (x —y) kifejezésre vonatkozd
azonossag felhasznaldsaval ohajtotta egyszerlibben abrazolhatdé alakra hozni a

megadott figgvényt leendd kollégank. Sajnos nem jutott el az dbra megrajzolasaig.



Az analizis utdn kovetkezd szintézis hibai itt is-ott is egyenld szamban
jobbara abbol alltak, hogy az 4dbrazolas soran a miiveletek irdnya felcserélodott. A
nyujtas helyére zsugoritas keriilt, vagy az eltolas a sziikségessel ellentétes iranyba
tortént. Ezeken kiviil a legtanulsagosabb, s egyben a legalattomosabb hibaként olyan
eset is elofordult — a hallgatdknal nagyobb szamban —, amikor a valtozd
egylitthatéjanak az argumentumbdl vald kiemelésének elmaraddasa miatt az
abszcissza tengely menti eltolds helytelen értékekkel tortént meg. Itt az analizis
helyesen mutatta az elvégzend6 atalakitdsokat, melyeknek végrehajtasaba azonban

hiba csuszott.

De még ha a mivelet fajtajanak és iranyanak kijel6lése megfeleld is volt,
elvégzése soran akkor is lehetett hibazni. Ilyen esetek tartoztak a hibas kiegészitések
kozé. A leggyakoribb tévesztés a nem megfeleld értékkel végrehajtott
miveletvégzés (példaul egy egység helyett egy négyzetraccsal valo eltolas) volt, de
eléfordult hibas atalakitas (példaul a kiemelésnél) is. Ez a hibafajta a kozépiskolas
didkok ,,folényét” mutatta mintegy azt igazolva, hogy az elképzelésiiket a nagyobb
tudas ¢€s a matematikai apparatus birtokaban 1évok biztonsagosabban tudjak

kivitelezni.

Nem mindig volt azonban az egyetemistaknak a feladat megoldasara
vonatkozdan otletiik. Volt olyan személy is, aki ennek hijan a koordintarendszeren
1évo értékeknek a minél szélesebb korti megjeldlésével toltotte el az idot. Ez a
tevékenység a a megoldasi javaslaton beliil a mellékes mozzanatok emlitésének
mivel bizonyos alapvetd felismerések (koordinatarendszerben vald éabrazolas)
korvonalazodtak a dolgozatban, csak ezek kell6 ismeretek hijdn nem tudtak

atstrukturalddni a szintézis folyamataban.

A végrehajtott transzformaciot senki sem ellendrizte. Ezt a jelenlegi tanterv
nem is koveteli meg, tehat ezt a hidnyossagot most nem lehet hibanak felfogni.
(Pontosabban, ez nem a tanuldk, illetve hallgatok, hanem a képzésiink hianyossaga.
Meg kell viszont emliteni, hogy van mar olyan hazai tankdnyv — sajnos csak egy, —

amely példat mutat a fiiggvény-transzformaciok végrehajtasanak ellenrzésére.



A kapott eredményeket tablazatos formdban is abrazoltuk (bal oldalon az
érettségi elott allokkal). Ennek soran az értékeket most nem darabszam, hanem
szazalékos formaban kozoljik az Osszehasonlitds megkonnyitése érdekében.
Ugyanis a csoportokban résztvevok szama olyan mértékben kiillonbozott egymastol,
amely ellenkezd esetben jelentdsen megnehezitette volna a kovetkeztetések
levonasat. Igy viszont a gondolkodasi fazisok és a gondolkodasi miiveletek

egybevetését kozvetleniil meg lehet tenni.

5. ébra
A problémamegoldas 1épéseinek relativ 6sszehasonlitasa kiilonb6z6 életkora

csoportokban

A tablazatbdl leolvashatd aranyszamok meglehetdsen nagy egyezéseket
mutatnak. Ezek azt jelzik, hogy a hibazasok Osszetétele €s gyakorisaga egy adott
probléma megoldasanak kapcsan kozel allandd még egy heterogén osszetételil,
kiilonb6z6 iskolakbdl szarmazo csoport tagjainal is. Az eltelt idot viszont jol mutatja
a problémamegoldas hatasfoka. Azonos pontozas esetén a 41 fobdl allo osztaly 84,9
%-ra, mig a 30 f6s egyetemi csoport 69,3 %-ra teljesitett. Ha nem matematika
szakos hallgatokrol lett volna szd, akik érdekl6dési koriik miatt is kozel allnak az
anyaghoz, bizonydra még ennél is gyengébb eredményt kapunk. Ez viszont még
inkabb megerositi benniink azt a meggyo6zdodést, hogy kotelességiink az iskolaban a
hibazasok minimumra csokkentéséért olyan allandé harcot vivni, melyben az els6
Iépés az ellenfél megnevezése, azaz a hiba felismerése és rendszerezése, mig a

masodik a lekiizdése kell, hogy legyen.



II1. A hibafajtak el6fordulasarél

A hibafajtak id6beli valtozasan kiviil azt is érdemes megvizsgalni, hogy egy
adott feladattipus megoldasa esetén milyen aranyban fordulnak el a kiilonboz6
hibak a tanuldk gyengébb, illetve jobb matematikai eredményt felmutato
csoportjaiban. Az itt bemutatandé konkrét feladatot gy valasztottuk ki, hogy
megoldasi elve ne legyen a didkok szamara teljesen ismeretlen, de azért teljesen
nyilvanvald sem. Raadasul azért, hogy a tananyag biztos elsajatitasat is le tudjuk

mérni, hasonlitson a megadott kifejezés egy nevezetes azonossagra.

A szoban forgé feladat az x* + 4 polinom szorzatta alakitasara vonatkozott,

melynek egyik megoldasmoédja a kovetkezo algebrai atalakitasokon alapul:
FHa=xt 14 +4 -4 =" +2) - 20 = (P +2x +2) (¥ -2x +2)

A kitlizott problémat a kilencedikes €v végi ismétlés keretében adtuk fel két,
tanulmanyi eredmény alapjan kivalasztott osztalyban. Mind a két osztaly 36 fobol
allt. A félévi matematikai osztalyzatok szerinti gyengébb csoportbdl senki sem tudta
megoldani a feladatot. Tipikus kisérletnek az x* + 4 = (x*) + 2* atalakitas szamitott,
melynél tébben is megjegyezték, hogy ,,mivel & + b* nem alakithato szorzatta, ezért
a vele azonos tipusu x* + 4 sem”. Ezzel az emlitett atalakitdssal idaig eljutva 11
tanuld probalkozott. Koziilik harman az elézdvel azonos formaju magyarazatot is
fliztek eredményiikhoz. 8 tanuld ugy értékelte, hogy nem tudta befejezni megoldasat,
azaz a hiba a megoldasi javaslatban talalhatd. Mégpedig a szintézisnél, amely a
felismert négyzetdsszeget nem hozta kapcsolatba a két tag Osszegének a

négyzetével.

3 didk megoldasat végeredménynek fogva fel megprobalt ellendrzést
gyértani eljarasa igazolasara. Ok a kritikat rontottak el egy hamis analégiaval, amely

a konkrét esetre nem igaz.

5 dolgozatban az (x%)* + 27 dsszeget tovabb alakitottak (x*+ 2)* alakura. Ez a
kiegészités (formalista tipusui) hibajat jelenti a megoldasi javaslatban. 1 tanuld
probalkozasiban az x* + 4 = (x + 1)* egyenlséget valasztotta a binom hatvanyaira

vonatkozd elképzelése alapjan, amely az szintén a 2.d) ponthoz tartozo hibat jelez.



A negyedik hatvannyal prébalkozott az a megoldd is, aki a szorzatta

alakitast az x* + 4 = x* + ( ﬁ)“ :( x+ﬁ)“ alakban vélte elvégezni. Ezt a hibat is

(véleménylink szerint) a 2.d) részbe lehet besorolni.

Ugyancsak egy tanulé az x-et kiemelve x,( e +ﬂj formaban alakitott
X

szorzattd, mely a megoldasi javaslat rossz analizisét jelenti. Ugyanebbe a csoportba
tartozik azx + x + x + x + 2 + 2 fajtaja tényezokre bontds is, amelyet szintén 1 esetben

lehetett megfigyelni.

10 tanulonal szintén a megoldasi javaslat keretében a mellékes mozzanatok
emlitésére lathattunk a kiegészités miivelete kapcsan példat, amikor a feladott

probléma mellett a nevezetes azonossadgok vagy ezek egy része szerepelt a papiron.

6 dolgozatnal semmiféle megjegyzés nem volt a feladat szovege mellett.
Ebben az esetben mar a ténymegallapitas elején, az analizis elvégzésénél problémak

mutatkozhattak; erre utal, hogy a didkok nem tudtak elkezdeni a megoldast.

A matematikai szempontbdl eredményesebb csoportban 8 tanuld eljutott a
végeredményig. Koziiliik azonban csak kettd ellendrizte a miivelet helyességét
visszaszorzassal, igy 6 esetben a gondolkodasi folyamatbdl a kritika hidnyzik. Azon

beliil is a kiegészités, a kijelolt miiveletek elvégzése.

A legtébben itt is az (3*)* + 2* formulanal alltak le, szam szerint tizenegyen.
Viszont ebb6l a tizenegybdl csupan ketten nem fliztek szoveges magyarazatot
eredményiikhoz. Ok az elézéekben leirtak alapjan a 2.b) csoportba tartozd hibat
kovették el. A fennmaradd 9 didk tobbsége a masik osztalyéhoz hasonld indoklast
szerepeltetett eljarasaban. De mivel ezeknél a tanulokndl a tananyag szerkezete mas

volt, igy olyanokat is lehetett példaul olvasni téliik, hogy

- a kifejezést nem lehet atalakitani szorzatta, mert csak azokat az azonos

kitevojti hatvanyok kéttagu osszegét lehet, melyeknek kitevdje 2 k+ 1 alaka vagy
- X' + 4 -nek nincs olyan x valos értéke, amelyre x* = — 4, vagyis x* + 4 -et
nem lehet felbontani olyan valds egyiitthatds polinomokra, melyek koziil egyik sem

trivialis osztdja a polinomnak, igy az irreducibilis.



Ez a tanuld, mint azt az el6z06 osztalynal megallapitottuk, a 3.f) hibat kovette
el. Erdekes, hogy a mésik tarsasignal gyakoribbnak szamito (x?)* + 22 = (x*+ 2)*
leirast itt senki sem valasztotta. Ez alapjan ugy tlinik, hogy matematikailag
képzettebbek korében nem pontosan ugyanolyan jellegii tévesztések fordulnak eld,

mint az ilyen szempontbol gyengébbek kozott.

8 tanulé a szorzatta alakitds vonatkozasidban hibas, a nevezetes
azonossagokon alapul6 atalakitassal probalkozott a megoldasi javaslatdban: 6k a 2.f)
pontnal hibaztak. Ez a feladat dket egy masik, korabban megoldott problémara vagy
pedig egy ismert Osszefiliggésre emlékeztette. Néhany tanulsagosabbat leirunk

—_—
vt =((2) )= (¢ () +((2)
x4+4:x4+(ﬁ)4:(x+ﬁ)(x3_ﬁx2+2x_(@)3)
= (45 (8 () (4 - o4

5 diak mas médon, 4 x* -t8l kiilonboz6 tagok hozzdadasaval probalta meg a
tényezokre bontast — sikerteleniil. Az erdfeszitésiik ellenére keletkezett hiba a 2.d)

pontba sorolhato.

Es végiil 4 tanulénal fedezhetd fel az ismert megoldas szempontjabol
mellékesnek tekinthetd mozzanat emlitése, leggyakrabban az
a'+b" =(a+ b)( al—db+...—ab" + b ) képlet emlitésének formajaban.
Mivel a feladat ilyen modon nem oldhaté meg, ezért ez a korabbiakkal megegyezd

indokok alapjén a 2.d) csoportba sorolhatd. Olyan tanuld ebben az osztalyban nem

volt, aki ne kezdett volna neki a feladatmegoldasnak.

Ezek utan érdemes a két csoportot Osszehasonlitani a hasznosithatd

tapasztalatok leszlirése érdekében.



6. abra

Matematikabdl gyengébb, illetve jobb teljesitményt nyujtd csoportok hibazasainak

osztalyozéasa

A gondolkodasi fazisokat illetéen jol latszik, hogy mig a jobbik csoportbol
mindenki el tudta kezdeni a feladatot, a masikban a ténymegallapitas hidnyossagai
miatt ez nem mindenkinek sikeriilt. A megoldasi javaslatot illetden ugyan majdnem
egyforma a hibazdsok szama, de mint tapasztaltuk, a mindsége mar nem.
Természetesnek tiinik, hogy a rosszabb csoportban t6bb a mellékes mozzanat. Ez is
Osszefiiggésben van azzal, hogy itt a tanulok kevésbé talaltak ra a megoldasra.
Egyébként ez a hibés kritikdk szamdban is megnyilvanul. Ugyanis ahol kevesebben

oldottak meg a feladatot, nyilvan kevesebben ellendrizték is.

A gondolkodasi miiveletek ugyanezeket a kiillonbségeket mutatjak. A feladatot
meghatdrozé adatok ¢€s a megoldas hibés elemzése a kevésbé felkésziilt tanuldokra
jellemzd. Az analizis altal szétbontott elemek Osszetételérdl, a szintézisrdl ugyanez
mondhatdé el. A feladat sajatossagait mutatja, hogy az sszefiiggések felfogasara és a
rendezésre most nem volt kiillondsebben sziikség; ezzel magyarazhato, hogy miért

nem fordult itt el6 hiba.



A kiegészités is majdnem egyforma sullyal szerepelt mind a két esetben; ez
képezte ebben a feladatban a megoldashoz vezetd ut jo részét. A hibas analogiak
viszont arra mutatnak ra, hogy a jobbik csoportban batrabban nyulnak ehhez az
eszk6zhoz. Ebben a korben nagyobb a tanulok ralatdsa az anyagra, tobb mindent
ismernek, s igy nagyobb mértékben hasznaljak fel mas példak eredményeit, de joval

nagyobb mértékii a hibazasok szama is.

Ezek a tapasztalatok is megerdsitenek benniinket abban, hogy érdemes a
tovabbiakban még tobbet foglalkozni a hibak okainak és jellemzéseinek a leirasaval
annak érdekében, hogy csdkkentve a tévesztések szamat eredményesebbé tehessiik
tanuldinknak a jovdjiiket megalapozo iskolai életet. Véleménylink szerint az altalunk
javasolt modszer alkalmas lehet arra, hogy ezeknek a célkitiizéseknek megfeleljen és
egy gyakorlati indittatasbdl ad6do, az egész iskolai anyagot atfogd vizsgalat alapjaul

szolgaljon.



I11. A Poélya-féle kérdések modositasarol

Az eddigiekben a Lénard-féle elgondolast tobbek kozott Polya
elképzelésének megfeleldoen modositottuk. A kapott eredmény azonban
felhasznalhat6 Polya problémamegoldasra vonatkozé kérdéseinek a kiegészitésére,
illetve megadott szempont szerinti csoportositdsara. Ezeket a kérdéseket vagy
utasitasokat érdemes az elézoekben ismertetett tablazat figyelembevételével
megtervezniink. (Ahol lehetett, meghagytuk az eredeti Pdlya-féle valtozatot, —
ezeket vastaggal szedtiilk — ¢és pontonként tajékoztatod jelleggel a teljesség igénye
nélkiil Polya szellemiségének megfelelden csak néhany kérdést, illetve utasitast
irtunk le. Az alabbi jelolésekben szereplo kisbetlik a 2. dbra gondolkodasi miiveleteit

mutatjak.)

1. Ténymegallapitas
a) Mi a feladat? Mi van megadva? Valaszd szét az adatokat és a megoldani
kivant problémat részekre.

b) Elegenddek-e az adatok a probléma megoldasahoz?

¢) Van-e az adatok kozott 6sszefiiggés? Van-e az adatok kozott ellentmondas?
d) Milyen kapcsolat van az adatok k6zott?

e) Lehet-e az adatokat valamilyen szempont szerint csoportositani?

f) Hasonlitanak-e a problémaban szereplé adatok valamely masik feladat

adataihoz?

2. Megoldasi javaslat

a) Van-e kapcsolat az adatok és a megoldas egyes részei kozott?

b) Nem lehet az adatokbol vagy a megoldas szerkezetébol visszafelé
okoskodassal valami hasznosat levezetni?

¢) Nem talalkoztil mar a feladattal? Esetleg a mostanitél egy kissé eltéro

formaban?

d) Meg lehet-e hatarozni azokat az eszkézoket, amelyekkel az adatokbdl a

feladatot meg lehet oldani?



e) Nem lehet a megoldashoz sziikséges 1épéseket elvégzésiik szerint sorba
rendezni?

f) Ha nem boldogulsz a problémaval, probalkozz egy rokon feladattal.
3. Kritika

a) A feladat Iényegéhez tartozé minden adatot felhasznaltal?

b) Megfelel6 a megoldas szerkezete?

c) Megfelel a kapott eredmény az eldzetes elvarasoknak?

d) Nem tudnad masképp is levezetni az eredményt?

e) Ki tudnad-e valasztani a megoldas néhany lényeges részletét?

f) A részletek kis megvaltoztatasaval kapott rokon (specialis, altalanos)

problémak eredményei igazoljak a megoldast?

A problémamegoldd gondolkodas szerkezetének ismeretében olyan
kortlmények kozott is lehet alkalmazni a tanuldk kérdésekkel vald kozvetlen
iranyitasat, amelyek Polya idejében fel sem meriilhettek. Ilyen lehet példaul egy
szamitogépet felhasznalo matematika ora felépitésének modszertani szempontu
megtervezése. Ugyan a szamitdgép oktatasba vald bevonasa a problémamegoldas
folyamatanak szerkezetét nyilvanvaléan nem valtoztatja meg, de a hozza kapcsolddd
kérdések, illetve utasitasok szamat tovabb novelheti. Ezzel a modszerrel a tanuldk
lehetdségei kitagulnak, gondolkoddsuk moddja a jelenleginél divergensebb jellegii
lehet. A szamitogéppel elérhetd vilaghald az érdeklodésre, motivaciora is pozitiv
hatassal lehet, a szamolas nagyobb gyorsasadga pedig a teljesitmény novekedését
eredményezi. Egy interaktiv (dinamikus) geometriai program pedig lehetévé teszi,
hogy a diakok a legkiilonb6z6bb nézdpontbdl korbejarhassak a megadott problémat.
Ilyen médon, a megfeleld kérdések és utasitdsok pontos megfogalmazasaval valéban

elérhetdek az oktatas legfontosabb céljai.

Néhany olyan megoldast emlitink meg a kovetkezokben, amelyek
szamitdgéppel tdmogatott orahoz csatlakozva jol kiegészithetik a korabbiakban leirt
elgondolasokat. (A szamok a 3. abra gondolkodasi fazisait, a betiik a gondolkodasi

miveleteket jelzik.)



1.a) Fel lehet-e hasznalni a megoldasban a szamitogépet?

1.b) Lehet-e a szamitogép segitségével a feladat megoldasaba uj adatokat bevonni?

1.c) Ismersz olyan eljarast (szamitogépes programot), amellyel az adatok kozotti
Osszefiiggés kiderithet6?

1.d) Lehet-e az adatok kozotti sszefiiggést a szamitogép segitségével igazolni?

1.e) Prébald az adatok csoportositasat szamitdégéppel elvégezni.

1.f) Keresd meg a nyilvantartdsodban, hogy milyen feladatokban fordultak eld
hasonlo jellegii adatok.

2.a) Probdlj a megadottakon kiviil tovabbi felhasznalhaté adatokhoz jutni.
Kutatasaidhoz hasznalj szamitogépet.

2.b) Készits a szamitdgéppel tablazatot vagy abrat. Probald meg feltiintetni benniik
az adatok ko6zotti kapcsolatot.

2.c) Ismerj fel az adatok kozott olyan Osszefiiggéseket, amelyek nincsenek
kozvetleniil megadva. Tiintesd fel ezeket is.

2.d) Probald szamitogép felhasznalasaval megoldani a feladatot.

2.e) Készits a feladatok tarolasara adatbazist. Helyezd el benne a feladatot a ra
jellemzo Osszetevok rendezésével Uigy, hogy ez barmikor visszakereshetd
legyen.

2.f) Tudsz a sajat nyilvantartdsodban rokon feladatot talalni?

3.a) Lehet szamitogépet felhasznalni az ellen6rzéshez?

3.b) Tiintesd fel a megoldas egyes részei kozotti kapcsolatot. Egyesitsd a ezt az
abrat (tablazatot) az adatokra vonatkozoval.

3.c) Tudsz olyan anyagot talalni (az internet vagy konyvtari munka segitségével),
amelyet kapcsolatba lehet hozni a feladat eredményével?

3.d) Talalj 4j médszereket, végezz szamitdgépes ellendrzést.

3.e) Hozz létre a probléma megoldasat bemutatd web oldalt.

3.f) Keress a megoldasodhoz hasonlé eredményt. Igazolja ez az eredményedet?

Az elézbekben felvazolt elmélet teszteléséhez olyan feladatsort allitottunk
Ossze, amelyen tobb szamitogéppel Osszefliggd tevékenységet ki lehetett prébalni:
rajzolast, egyszerli szamolast és formalis miiveletvégzést csakugy, mint internetes

kutatomunkat, hipotézisalkotast, ellenérzést, altaldnositast, stb.



A feladatokat 1999-t6l az egyetemen szervezett szakvizsgdra eldkészitd
tanartovabbképzéseinken probaltuk ki. A szakmddszertan 2. kurzusok soran tartott
szamitogépes foglalkozasokon a matematika tanarokkal kozosen oldottunk és
beszEltiink meg kiilonbdzo, szamitogép segitségével megoldott problémakat. A
kovetkezOkben targyalt feladat is ilyen volt, a megoldasahoz sziikséges
gondolatmenethez egylitt fogalmaztuk meg az el6zdekben leirt kérdéseket. A
probléma viszonylagos bonyolultsiga miatt 1épésenként kozosen elemeztik a
megoldas menetét az utdn, hogy a tovabbképzésben részt vevd pedagdgusok
onalldan probaltak az otletiiket a szamitogép segitségével kidolgozni. Mivel az itt
targyalt példak kothetok voltak az iskolai matematika tananyaghoz, O&rai

felhasznalasuk emelt szint{i matematikat tanulo osztalyokban is elképzelheto.

A targyalt példdk matematikai alapja Lavrentyev ¢&s Ljusztyernyik
Varidcioészamitas cimii konyvének az Euler-egyenlet integralasarol szolo fejezetében
talalhato. Itt olvashatunk a J-hiperbolakrdl, melyek bevezetéséhez meg kell adni a
sik I'; és I gorbéit. Hizzunk a sik P pontjaibdl olyan I7; és I> extremalis gorbéket,
amelyek I"-et és I>-et merdlegesen metszik. Jeloljik ezek P és 17, illetve P és I
kozotti hosszat J(17)-gyel és J(I3)-vel. Ekkor a sik azon P pontjainak halmazat,
amelyekre a J(I;)-J(I) kiilonbség allandd, J-hiperbolanak nevezziik. Specialisan, a
fent emlitett fejezet 2. péld4jdban az A ponton atmend olyan sikgorbét kell
meghatarozni, amelynek P pontjaibol a I és I, sikbeli egyenesekre bocsatott
merolegesek T’p és Tp talppontjaira (azaz a szdban forgd pontok €s az egyenesek

tavolsagaira) fennall az
(1) PTp—PT’p=AT 4+—AT"1=2a

egyenloség. (Az egyenloség felirasahoz felhasznaltuk, hogy J(I7) = PT pés
J(Ty) = PT"p.)

1. hipotézisként elfogadtuk a konyv altal leirt megoldast, amely szerint a
keresett gorbe az abran e-vel jelolt egyenes. A tovabbképzések tanaraival
geometriai, iskoldban is hasznalhatd bizonyitassal megprobaltuk ellendrizni a
szerzok elgondolasat. (Ugyan nem szokasos, hogy ténymegallapitasként egy ismert

megoldasbol induljunk ki, de céljainknak ez a valasztas felelt meg legjobban.



Az iskolai munkéban a felfedeztetd utat szoktuk javasolni: ehhez nagyon jol
hasznalhatok a dinamikus geometriai elven (DGS) miikodé programok.) A
bizonyitas kiindulasahoz most nem (1)-et hasznaltuk fel. Figyelembe vettiik ugyanis,
tanarokkal ezért az altalanosabb, a kdnyv altal leirt megoldast tartalmazo

Q) |PT’»—PT"p|=|AT",—AT” | =2a

esetet vizsgaltuk meg k6z6s munkaval. Azt kaptuk, hogy (2) megoldésa a 7.
abranak megfeleléen az 4 ponton atmend e egyenesnek al’; és [’ —2a szélességli —
sav hataran levé pontjai és a szoban forgd tartomanyon kiviil esd két félegyenese.
Igy az (1)-et kielégité gorbe sem lehet az egész e egyenes. Az 1. hipotézist tehat

tovabb kellett finomitani. A 2. hipotézis szerint a megoldas az e két félegyenese.

2a

»
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I
.
A - Q
o I
7. abra

Jhiperbola két egymast metsz0 egyenes esetén

A vizsgalathoz eloszor felvettik a [7;-gyel parhuzamos 77, egyenest. (Ez

volt a megoldasi javaslat els6 1épése.)



I"’; konstrukcidja miatt a J-hiperbola pontjai egyenld tavolsagra vannak /7’;-
tol és I-tdl. A J-hiperbola pontjai tehat rajta vannak [, és I, szogfelezdjén.
Részletesebben megvizsgalva a problémat megallapithatd, hogy az abra szerinti G,
¢s A pontok altal meghatarozott félegyenes a 7", AT", szo6g — igy a T'»PT"p s20g —
felezoje (a Ty AG, és a T",AG, egybevagd haromszogek), ezért a rajta levo P
pontokra PT"» = PT"p miatt

PT'»— PT"p=PT'»— PT'p- = 2a

érvényes. Hasonldan, az e egyenes masik félegyenesén talalhaté P pontok

esetében a
PT",—PT'»=2a

Osszefiiggés all fenn. enek a két félegyenes koézé es6 P pontjai nem

tartozhatnak a megoldashoz, mivel rajuk — mint az konnyen belathato —
PT'»+ PT"p=2a

teljesil. (Ez az eredmény a késobbiekben egy ujabb ponthalmaz

bevezetésére 6sztonzott benniinket.)

A sik egyetlen mas Q pontja sem tartozhat a ponthalmazhoz, mivel

QT'o = OT"| = |OT'¢ + 2a — QT"¢| = 2a

miatt ekkor QT = QT"p teljesiil. A Q pont tehat ekkor rajta van a 7"oT"p
szakasz felezomer6legesén, ami (a T"oT'0Q €s a T"»T'»P haromszogek egyallasi
szOgel miatt) parhuzamos a T"pT"p szakasz felezOmerolegesével. Mivel ez utobbin
rajta van az 4 pont, amely eleme kell, hogy legyen a keresett ponthalmaznak és az A4
ponton at a T"»T’» egyenessel parhuzamosan csak egy egyenes huzhato, igy Q
valdban rajta kell, hogy legyen e-n. Tehat a keresett ponthalmaz ekkor valdban a két
félegyenesbdl all. Abban a specialis esetben, amikor I; parhuzamos I'>-vel, az e

egyenes veliik az 4 pontban allitott parhuzamos lesz.

Azt lattuk, hogy a kritika folyamata valamilyen hibat jelzett. Miutan a
geometriai megfontolasokkal kapott eredményeink ellentmondtak a konyv

megoldasanak, a kérdés végleges eldontéséhez a szamitdgéphez folyamodtunk.



Mivel jabb modszert is szerettiink volna kiprébalni, ezért a tanfolyamon

targyalt Maple komputer-algebrai rendszerii programhoz fordultunk.

Egy egyszerli példat valasztottunk az ellendrzéshez. A7, :x =0,1,:y =x
és A(4;2) egyszerlien szamithato adatok félegyenesek egyenleteit szolgaltatjak.
Ekkor a P(x;y) pontra J(I') = |x| és J(I) =

ﬂ‘ Mivel az 4 pontnak a I,—t61 valo
V2

tavolsaga 4, I:-t61 valo tavolsaga 2, ezek alapjan felirhat6 az

|=4-2

Xy
‘ﬁ“"

egyenlet. A kisérlet résztvevoi el0szor egyénileg végezték el az abszolut
érték jelek felbontasat, amit késObb a Maple segitségével ellendriztek. Az abszolut
érték jelek szama miatt mar eldre sejtettiik, hogy 8 ponthalmazt kapunk. Es valoban,

az alabbi egyenleteket kaptuk.

L. x:—\/2_y+6+2\/5—y, ha 2(3-“/_),
\/_+2
II. x:—\/iy—6—2\/5—y, ha y<— 2(3+\/_)’
\/_+1
L x=\2y+10-62-y, ha 2632-5) _
—2+[
IV.  x=\2y-10+6+2-y, ha _20¥2- 5)_ y,
J2-1
V. x=x/§y+10—6\/2_—y, ha y< 2(3\/_ 5),
V2-1
VL x =—\2y+6+22 -y, ha 2(3+\/_)
\/_+1
2332 -5)

VIL  x=2y-10+62-y, ha <—
g —2+f

VIL  x=—ay-6-242-y, ha _26+¥2)
\/5+2



Igy jutottunk el a 8 félegyenest jelentd 3. hipotézishez. Ennek a nyolc
félegyenesnek a grafikonja az alabbi 4bran lathatd, amely szintén a Maple

felhasznalasaval késziilt.

8. abra
A 7. abra Maple-programmal megrajzolt képe

Az dbréan lathato valamennyi félegyenes parhuzamos a I, és I, egyenesek
szogfelezoivel, igy rajuk (2) valoban teljesiil. Koziilik azonban csak az e egyenes
megy at A-n. Az e-vel parhuzamos e’ egyenes e-nek I, és I, metszéspontjara
vonatkozd tiikkorképe, amelyre a tavolsagtartas miatt (2) szintén teljesiil. Ez a két
félegyenes viszont nem megy at A-n. A két félegyenesbdl allo fponthalmaz I”; és I
masik szogfelezOjére illeszkedik. Mivel a szogfelezd a szogszaraktdl egyenld
tavolsagra van, f-re is teljesiil (2). /” — hasonldan e -hoz— az ftilkkorképe. Sem f, sem

f* nem megy at az 4 ponton.

A 3. hipotézis részletes vizsgalata megmutatta, milyen szerepe is van a
feladatban a szogfelezOknek. Ebben a vonatkozasban tehat ez nem tévitnak
mingdsithetd hanem olyannak, amely ismereteinket tovabb differencialja. A

megoldast tehat végiil is a 2. hipotézis adja meg.



Az elédzdekhez hasonld mddon targyalhato a
PT'»+ PT"p=AT',+ AT";=2a

Osszefiiggésnek eleget tevo ponthalmaz, az ugynevezett J-ellipszis is. A
feladat részletes elemzése és kidolgozasa a tanarok hazi feladata volt. (A
tanartovabbképzések végén ellendriztiik ennek a végrehajtasat.) A fentieken kiviil a
kisérletben részt vevd pedagdgusokkal megvizsgaltattuk azt az esetet, amikor
mindkét gorbe kor, vagy az egyik gorbe kor, a masik egyenes. Igy eljutottunk a

hiperbolahoz, az ellipszishez és a parabolédhoz.

A fenti problémak olyan megoldasra varo feladatot jelentettek, amelyben a
szamitogép felhasznalasa kapcsan szerep jutott a problémamegoldasi folyamat
minden Osszetevojének. A korabban megtargyalt elmélet ismeretében tudatosan
megprobaltuk szétbontani a feladatokat dsszetevoire, és megvizsgaltuk, hogyan lehet
ezek alkalmazasaval tudatossd, tehdt megtanulhatova tenni a tanuldkban a
problémamegoldé gondolkodast. A kisérletben a problémamegold6é folyamathoz
kapcsolodd  kérdésekre valaszolva, tudatosan probaltuk meg elemezni a
tevékenységiinket. Ahhoz hasonldan jartunk el, ahogyan azt Polya is tanacsolta. A
kérdéseket azonban megprobaltuk ugy formalni, hogy alkalmasak legyenck a

szamitogépes hasznalatra.

A vizsgalatbdl arra kovetkeztettiink, nagyon fontos, hogy tudatosan
tervezzik meg a feladatmegoldast. Ezt konkrét probléman keresztiil kell, hogy
elvégezziik gy, hogy ne csak egyes példak megoldasara alkalmas algoritmusokat

mutassunk meg, hanem didkjainknak altalanos érvényii utmutatasokat adjunk.

A jelenlegi munkank soran azt tapasztaltuk, hogy nem lehet ugyan teljes
mértékben megbizni a szamitégépben, viszont egyes esetekben nagyon
megkonnyitheti a munkankat. Segitségével tobb oldalrdl is korbejarhatjuk,

szemléletesebbé tehetjiik az adott problémat.

A konnyl abréazolas, a hosszadalmas munkat megsporold egyenletmegoldas
és az ujszert ellendrzések sorozata izgalmassa, dinamikussa tette a kisérletet,

megerdsitetve ezzel a motivaciot.



A megjelolt célban szerepld divergens tipusu problémamegoldds hasznos
segédeszkoze lehet példaul a CABRI geometriai program, amely sejtések
kimondasat, és ezek altalanositasat is lehetdvé teszi. A mi kisérletiinkben ehhez a
programhoz azért nem folyamodtunk, mert céljaink eléréséhez egy adott

megoldasbol akartunk kiindulni. A kisérlet résztvevoi igy alaposan megjegyezték,

hogy

- még a szakkonyveknek sem érdemes feltétleniil hinni;

- még a szamitogépi programokban sem érdemes maradéktalanul megbizni.

Az ellendrzésre — ahogy azt Polya tanitja — mindig sziikség van. Ezt szem
el6tt kell tartanunk akkor, amikor az iskolaban didkokat tanitunk. Ugy gondoljuk,
hogy ez tekinthetd a kisérlet legfontosabb pedagogiai céljanak. Masrészt
megallapithat6 volt, hogy a szamitdgép segitségével azok is hozza tudtak kezdeni a
matematikai problémahoz, akik 6nmaguktol képtelenek lettek volna elgondolasukat
kivitelezni, vagy akik a célhoz vezetd utat talsdgosan farasztonak itélik. (A
kisérletben szamitogéppel percek alatt megkaptuk azt az eredményt, amihez otthon

gép nélkiil orak kellettek.)

A kisérlet soran megbizonyosodtunk arrdl, hogy a problémamegoldd
gondolkodés elézoekben felvazolt struktarja alkalmas a szamitogéppel tdmogatott
matematikaoktatds megtervezésére. A szoban forgd probléma megoldasanal
felhasznaltuk a ténymegallapitds, a megoldasi javaslat és a kritika fazisait. A
gondolkodasi miiveletek mindegyikének szerepeltetését kérdéseken keresztiil
probaltuk meg befolyasolni. (A tanarokkal kozosen probaltunk meg a
problémamegoldasi struktura ismeretében kérdéseket feltenni, és ezekre valaszolni.)
Tisztaban vagyunk vele, hogy egy mddszertani jellegii eljarast nem lehet ugy
igazolni, mint egy matematikai tételt. A hibakkal torténd ellendrzés utdn azonban a
problémamegoldé gondolkodds szerkezetére vonatkozo elgondolasunk itt, egy
viszonylag bonyolultabb feladat szamitogépes megoldasa kozben is megallta a
helyét: a tandrok szivesen alkalmaztdk. Ezzel tevékenységiiket bevallottan

tudatosabba tették.

Az utobb leirt kisérlet tanulsagainak osszefoglalasaként megallapithatjuk,



hogy a matematika tanitdsdban lehet és kell is szamitogépet hasznalni. A jobb
eredmény eléréséhez, azaz a tudatos problémamegoldashoz viszont érdemes
segitségiil hivni a matematika-modszertani és pszichologiai eredményeket. Ezek €s a
szamitogép Osszekapcsolasaval korabban ismeretlen, 1j tipusu problémak

megoldasara is alkalmas eszk6zhoz jutunk.

A magyarorszagi matematikaoktatas hagyomanyosan a Polya-féle
heurisztikus médszert koveti. Tankonyvek (Hajdu, 2003) mutatjadk meg ennek az
alkalmazasat a didkoknak és egyetemi jegyzetek (Ambrus, 1995) elemzik ezt a tanar
szakos hallgatoknak. Kézenfekvo tehat, hogy ehhez fordultunk akkor is, amikor a
sikeres problémamegoldast akartuk tovabbfejleszteni, de akkor is, ha echelyett a
problémamegoldasi folyamat hibait kivantuk megvizsgalni. A kozolt eljaras olyan
utmutatast adhat a magyar matematika tanaroknak, amely el6segitheti a matematika

hibas problémamegoldasi folyamatanak jobb megértését.

A matematikai oktatds eredményességének csokkenése megkoveteli, hogy
minden, az oktatassal foglalkozo tanar és szakember sajat teriiletén az eddigieknél
jobb, hatékonyabb modszereket keressen. Talan nem a hibaknak a tanuldi
gondolkodason keresztiil torténd elemzése vagy Pdlya elgondolasanak a modositasa
lesz az a jelentés 1épés, amely megforditia a két évtizede a magyarorszagi
matematikaoktatasban elkezdddott kedvezdtlen folyamatokat. De talan ez a dolgozat
is segit felhivni a figyelmet néhdny olyan elhanyagolt teriiletre, amelynek fejlesztése

mar hosszu id6 o6ta stulyos addssagunk.



Tovabbi feladatok

Az alabbiakban minddssze két olyan problémakoért szeretnénk kiemelni,
amelyek szervesen kovetkeznek a korabban leirtakbdl, és amelyek kidolgozasa
hasznos segitséget nyujthatna a matematika szakos tanaroknak. Ezeknek a

kimunkaldsa még a jovo feladata.

Ugy gondoljuk, hogy a késdbbiekben célszerii lenne egy
pedagbéguscsoportnak  témakoronként €s osztalytipusonként — ez utdbbit a
gyermekek ismeretanyaga és a tanitandd anyag mingsége hatarozza meg —
feltérképezni a leggyakrabban el6fordulé hibakat. Ha az igy kapott anyagot a
szaktanarok szamara hozzaférhet6vé tennénk, akkor Ok az osztaly és a leadni kivant
tananyag Osszetétele ismeretében elére fel tudndk hivni didkjaik figyelmét a
legfontosabb buktatokra, akik ezaltal is kozelebb keriilnének a targyalt fogalmak és
Osszefiiggések pontos megeértéséhez, azaz a hatékonyabb ¢&s eredményesebb
tanulashoz. (Van erre példa mas orszagok gyakorlataban: Ukrajnaban a tanarok és a
tanitas érdekében minden évben nyilvanossagra hozzak az érettségi leggyakoribb ¢és

legtanulsagosabb hibait.)

Lattuk, hogy a Pdlya 4ltal kidolgozott 4 pontbdl all6 rendszer az orai
alkalmazas szamara talsagosan altalanos. Az elmélet matematikdban vald
felhasznalasat viszont nagyban megnovelik azok a segitdé tanacsok, ravezetd
kérdések, amelyek a problémamegoldas szerkezeti részeire vilagitanak ra. Ez a
felépités azonban nem tekinthetd véglegesnek €s lezartnak. A szamitogép tanitasba
valo bevonasa példaul olyan pedagdgiai tevékenységeket vet fel, amelyekre Polya
annak 1idejében nem is gondolhatott. A problémamegoldd gondolkodas
szerkezetének részletes leirasa lehetdvé teszi, hogy a tananyaghoz igazodva minden
gondolkodasi 1épéshez konstrualjunk kérdéseket. Ezek még tovabb novelhetik Polya
elméletének iskolai alkalmazhatdsagat. Az is érdekes feladat lenne, hogy az egyes
anyagrészekhez megprébaljunk olyan kérdéssorozatokat Gsszeallitani, amelyek az

onallé problémamegoldast, és nem a receptszerii magoltatast helyeznék elotérbe.



OSSZEFOGLALAS

A problémamegoldas folyamata hossza ideje foglalkoztatja a
pszichologusokat: elméletek sora targyalja még a matematikai tdrgya problémak
megoldasat is. Azonban legalabb ilyen fontos kérdés a matematikai hibak vizsgalata,
amellyel ez a tanulmany foglalkozik. Benne a hibak csoportositasanak alapjait a
gondolkodas folyamatanak szerkezete adja. Ugyanis a helyes és a hibas Iépések
ugyanannak a gondolkodasi folyamatnak a végeredményeit alkotjak; osztalyozasuk

alapja is ugyanaz kell, hogy legyen.

Polya Gyorgy a feladatok megoldasara, s ezzel a feladatmegolddshoz
sziikséges probléemamegoldasi miiveletek leirasara négy lépést javasol. Ezek

sorrendben a kovetkezok:

P1. a feladat megértése;
P2. tervkészités;
P3. a terv végrehajtasa;

P4. a megoldas vizsgalata.

Evtizedeken keresztiil foglalkozott ugyanezzel a téméaval Lénard Ferenc.
Elgondolasa — bizonyos modositasokkal — itt is alkalmazhat6. E szerint a

gondolkodas mindig két, kiilonb6z0 szinten lejatszodo folyamat eredménye.

A gondolkodasi fazisok a gondolkodasi folyamat egészére vonatkozd
1épéseket jelentenek. Az ezekbdl felépitett makrostruktura szerkezete véleményiink

szerint a kovetkezo:

L1. Ténymegallapitas
L2. Megoldasi javaslat
L3. Kritika

A kapott eredményhez 1gy jutottunk, hogy a Lénard elgondolasaban
szereplo, dolt betiivel jelolt kovetkezo fazisokat elhagytuk.

(F1) A probléma médositdsa mint gondolkodasi fazis a megoldasi javaslat —
Polyanal tervkészités — egyfajta tipusat jellemzi, ezért ugy tekintettiik, hogy ez nem

alkot 6nallo részt a gondolkodasi fazisok kozott.



(F2) A mellékes mozzanatok emlitése is a tervkészités hibajat jelzi. Ez a

1épés az altalunk vizsgalt iskolai kornyezetben nem volt kimutathato.

(F3-F5) Az érzelmi kategoriakat (csodalkozas, tetszés; bosszankodas;

kételkedés) nem vizsgaljuk, mivel ezt a dolgozatokbdl nem tudtuk meghatarozni.

(F6) A munka feladdsa a megoldasi javaslat hibajara, hianyossagara
vezethetd vissza. Mint hiba, az ott el 6forduld hibak kovetkezményének tekinthetd,

nem pedig 6nallé gondolkodasi 1épésnek.

Megallapithatd, hogy bar a pszicholdgia problémamegoldasi folyamatanak
struktiraja a matematikaénal nyilvanvaléan gazdagabb szerkezetli, de az oktatasban
szerepet jatszo elemei lényegében megegyeznek a Pdlya-féle csoportositasban
szereplokével. (Nagyfoka hasonldosaguk miatt L1.-et és Pl.-et, L3.-at és P2.t
valamint L4.-et és P4.-et azonosnak tekinthetjiik. P3. az egyetlen olyan muvelet,
amelyik nem jelenik meg Lénard rendszerében. Ez azzal magyarazhato, hogy a terv
végrehajtasa nem gondolkodasi, hanem sokkal inkabb manipulativ cselekedetnek
mindsithetd.) Mivel a tovabbiakban Lénard elgondolasaval foglalkozunk, igy a
fazisoknal Lénard elnevezéseit hasznaljuk. Ezeket a tovabbiakban az 1., 2. és 3.

szamokkal jeloljiik.

A gondolkodasi Iépéseket nem csak az egész gondolkodési folyamat, hanem
az egyes lépések kis kornyezetei, az ugynevezett mikrostruktira részei is
befolyasoljak. Ugy gondoljuk, hogy ilyen modon az alibbi gondolkoddsi

miiveletekhez jutunk.

a) Analizis

b) Szintézis

c) Osszefiiggések felfogasa
d) Kiegészités

¢) Rendezés

f) Analdgia.

Ezzel a felépitéssel ugy is sikeriilt a céljainkat megvalositani, hogy Lénard

6t gondolkodasi miiveletét nem hasznaltuk fel.



(M1) Az elvonas (absztrahdlas) valamely egész egy tulajdonsagat emeli ki.
Mivel ez is az egésznek részeire bontasakor jelentkezik, igy az elvonast az analizis

specifikus formajanak tekintjiik.

(M2-M3) Az dsszehasonlitas és az elvont adatok dsszehasonlitasa targyak,
illetve fogalmak azonossagat vagy kiilonb6zoségét tarja fel. Ez a két utdbbi 1épés az

Osszefiiggések felfogasa specialis esetének tekintheto.

(M4-M5) Miutdn Léndrd a kiegészités alapeseteként targyalja az
altalanositast (generalizalast) €s a konkretizaldst, igy felépitésiinkbdl az kell, hogy

kovetkezzen, ezeket mi sem vessziik a gondolkodasi miiveleteknél figyelembe.

Ebbe a felépitésbe sikeriilt valamennyi, altalunk vizsgalt, az iskolai
matematika témajabol valasztott hibazast besorolni. Ez azt jelenti, hogy minden
hibanak pontosan egy makro- ¢és egy mikrostruktirabeli elemet Iehetett
megfeleltetni. Az igy kapott értékek szemléletesen mutatjdk meg azokat a helyeket,
amelyeknél a tananyag szerkezetébe és feldolgozasuk modjaba a tanulok érdekében

be kell avatkozni. Az eredmények:

c)
L . d
a)’ .| b) szintézis | 0sszefiiggések |, . ,) [ ©) .
analizis ; kiegészités | rendezés
felfogasa

L 24

ténymegallapitas

megoldasi

Polya Gyorgy elgondolasa a problémamegoldd folyamathoz csatlakozd
gondolkodas 1épéseit nem bontja le kis, elemi szintekig. A rendszernek a
matematikaban vald felhasznaldsat viszont nagyban megnovelik azok a segitd
tanacsok, ravezetd kérdések, amelyek a problémamegoldas szerkezeti részeire
vilagitanak ra. Ez a felépités azonban nem tekinthetd véglegesnek és lezartnak. Ha
munkankat Polya Gyorgy szellemiségének megfeleléen kivanjuk folytatni, akkor a

problémamegoldé gondolkodasra vonatkozo kérdéseinket érdemes az elézdekben



ismertetett tablazat figyelembevételével megtervezniink. (Vastag betlivel a Polya-

féle valtozatot jeloltiik.)

(1/a)

(1/b)

(2/c)

(3/d)

(/)

Mi a feladat? Mi van megadva? Valaszd szét az adatokat és a

megoldani kivant problémat részekre.

Elegend 6ek-e az adatok a probléma megoldasahoz?

Nem talalkoztal mar a feladattal? Esetleg a mostanitol egy kissé

eltéro formaban?

Nem tudnad masképp is levezetni az eredményt?

A részletek kis megvaltoztatasaval kapott rokon (specialis, altalanos)

problémak eredményei igazoljak a megoldast?

A pszichologia felhasznalasaval igy egy olyan modszerhez juthatunk, amely

a hibdk elemzésén és csoportositdsdn tilmenden azok kijavitasara is alkalmas.

Egyben megbizonyosodtunk arrél, hogy a problémamegold6é gondolkodas altalunk

felvazolt

strukturaja ma is alkalmas a heurisztikus matematikaoktatas

megtervezésére.



SUMMARY

The process of problem-solving has been long dealt with by psychologists:
even the solving of mathematical problems is discussed in a long series of different
theories. However, the examination of mistakes in mathematics is a question of the
same importance, which is dealt with int his thesis. The basis of the classification of
mistakes is given by the structure of the process of thinking. That is, the right and
the wrong thinking steps give the conclusions of the same thinking process, so the

basis of their classification must be the same.

According to Polya, the process of problem-solving in mathematics consists

of four steps. These are the following:

P1. understanding the problem;
P2. devising a plan;

P3. carrying out the plan;

P4. looking back.

Léndrd Ferenc was absorbed in the same topic for decades. His ideas,
considering a few changes,can also be applied here. According to this theory,

thinking is always the result of two processes taking place on a different level.

The phases of thinking mean steps relating to the whole of the thinking
process. We think that the construction of the macro-structure including these steps

is as follows:

L1. Fact-finding
L2. Suggestion for problem-solving

L3. Criticism

We have got our above mentioned results in such a way that we have lost

the following phases of Lénard which is printed in italics.

(P1) According to Polya, one of the most important ways of the devising a
plan is looking for a related, a more general, a more special or an analogous
problem, i. e. the modification of the problem. In this way we consider this Lénard’s

phase a part of devising a plan or in another way a part of suggestion for problem-



solving.

(P2) Mentioning accessory elements shows mistakes of the suggestion for

problem-solving. But this step was not typical in the examined school-environment.

(P3-P5) We can not measure the affective categories (wonder, delight;

annoyance; scepticism), so these are uninteresting things for us.

(P6) If somebody do not finish his or her idea then we can observe giving up
the activity. So it could trace back to a mistake of the problem-solving, that is in our

opinion we can not consider this step separate thinking steps.

Because the similarities we can consider the same L1. as P1., L3. as P2. and
L4. as P4.. P3. is the only operation which does not appear in the system of Lénard.
We can explain this thing that it could be qualified doing not thinking. Since
Lénard’s system has got a richer structure, so we will use Lénard’s names. We

denote these ones with the 1., 2. and 3. numbers further on.

The steps of thinking are influenced not only by the whole thinking process,
but by the small surroundings of the individual steps, the parts of the so-called

micro-structure as well.
We think that in this way we can get to the following operations in thinking:

a) Analisys

b) Synthesis

¢) Comprehension of relations

d) Addition

e) Putting things and relations in order

f) Analogy

We were succeed in building our system though we did not use Lénard’s

five thinking operations. Namely

(O1) Abstracting emphasizes a property of a whole thing, which is not
considerable as an independent unit. We consider abstracting a special part of the

analysis.



(02-03) Comparing and comparing of abstract data could be consider a

kind of comprehension of relations. So we can leave these operations.

(O4-05) Lénard considered generalizing and putting things and relations
concretely as cases of addition, so it is natural that we leave the last two operations

out of consideration.

We’ve managed to place into this structure all the mistakes chosen from the
topic of “school maths”. This means that each mistake could be corresponded to one
macro- and one microstructural element. The data created in this way clearly showes
the points where the structure of the curriculum and its processing methods should

be interfered with for the students’ own good. The results:

o) e) putting
things and
relations in

order

a) b)

. .| comprehension
analysis | synthesis

of relations

1. fact-finding 24 31

2. suggestion for

problem-solving 20 17

3. criticism

Because this system consists of only a few steps, Polya divided on the
process of problem-solving with a lot of questions and instructions. So this structure
became very useful for every student and mathematics teacher. As he built his
system not with scientific method, it may be further completed, if new mathematical
problems should arise. If we want to continue our work in accordance with Pdlya’s
idea, we have to plan our questions and instructions concerning problem-solving
thinking with the help of our table. Let’s give a few questions and instructions for

example. (We denoted the Pdlya’s instructions with bold-face letters.)

(1/a) What is the problem? What are the data? Divide the data and the

problem into parts.

(1/b) Are the data sufficient for problem-solving?



(2/¢) Could you solve a part of the problem?
(3/d) Can you derive the solution differently?

(3/9) Do the related (special, general) results of problems verify your

solution?

Using psychology in this research we can create a method which is suitable
not only for the analysis and classification of mistakes but for their correction, too.
And we are convinced of the fact that our structure of problem-solving should be

suitable for planning of the heuristic mathematics teaching nowadays, too.
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MELLEKLETEK

Az aldbbiakban az elméleti munka mintegy mas irdnyu gyakorlati
megvaldsulasaként az 5 éves munkaval létrehozott kézépiskolai tankdnyvsorozatunk azon
elemeibdl kivanunk ezen a helyen izelitét nyudjtani, amelyek kozvetleniil vagy attételesen

kapcsolhatok a disszertacid témajahoz.

A tanuldi gondolkodas leirdsara az eldzoekben alkalmazott modelliink nagyban
tamaszkodik a Pdlya Gyorgy altal kidolgozott, és a gyakorlatban nagyon jél alkalmazhatd
problémamegoldas rendszerére. Fontosnak tartjuk azonban, hogy az elméleti matematikuson
és modszertani szakértdokon kiviil az iskolai tanuldk is tudatosan, ismert gondolkodasi
modszerek birtokaban lassanak a matematikai feladatok megoldasdhoz. Ezért — a
magyarorszagi tankonyvek koziil egyediilalldo modon — Pdlya modszerét tobbszor is, de
mindig konkrét megoldasokhoz koétddve ismertetjiik a konyveink kidolgozott példaiban.
(Véleményliink szerint ugyanis nem az egyes feladatokhoz tartozé konkrét megoldasi
receptek, hanem a gondolkodasi folyamat egyes Iépéseinek ismertetése, illetve
begyakoroltatasa szolgalhatja csak a tanuldk, és veliikk egyiitt az oktatas érdekét.) Az alabbi

részlet a 10. osztalyos tankonyvbol szarmazik.



Feladatok a kézéppontos hasonlosagra

Adott egy szbg és a szogtartomanyban egy pont. Szerkesszlnk a szég szarait érin-
t6 és az adott ponton atmend kort.

1. [épés: A feladat megértése, értelmezése

Szerkesztéses jellegl feladatoknal a kitlzott —F 78
probléma megértését a helyes vazlat mutatja. \

Ajol elkészitett vazlaton minden |ényeges
elemnek, igy a megszerkesztendd alakzatnak
is rajta kell lennie. Mivel ennek a szerkesztését
ilyenkor még nem ismerjlik, ezért a rajzolast
sokszor a keresett sikidom felvételével kezdjlk.

/

my
5
=/

oy

Most is célszer(i el6szér a kort felvenni (1),
majd kivalasztani rajta két pontot, E,-et és E,t
(2), amelyeken keresztil érintéket hiizunk (3). Ezek az érinték adjak a szdg szarait. Hatra
van még a szogtartomanyban adott tetszdleges helyzetli P pontnak a kéron vald
felvétele (a).

2. Iépés: Osszefiiggések keresése, majd ezek ismeretében megoldasi terv készitése

A megoldas soran nem szabad megfeledkeznlink arrél, hogy neklink végul is nem avaz-
latot kell megszerkeszteni, hanem az adott problémat kell megoldani. Tehat a szog isme-
retében kell a kdrt megszerkeszteni, nem pedig forditva.

A szdg szarait érintd korok kdzeppontjai a
szOgfelezén helyezkednek el. Ez a felismerés
lesz majd a megoldas egyik kulcsa. Ugyan nem
tudjuk, hogy a szdgfelez6 melyik pontjaban
lesz a keresett kor k6zéppontja, de egy tetszd-
leges, a szogszarakat érintd kort fel tudunk ven-
ni. Ez a k' segédkdr és a megszerkesztendd k
kor kdzéppontosan hasonlok. (A hasonlosag
kbzéppontja a szog cslcsa.)

A kozéppontos hasonldsag felismerése utan
mar nem nehéz rajonni, hogy P képét, a k'
koron lévé P' pontot k' ismeretében meg tud-
juk szerkeszteni. Ossze kell kétni P-t a sz6g
csucsaval, és ahol ez a félegyenes elmetszi k'
kort, ott lesza P’ pont.




A kdzéppontos hasonlésag tulajdonsagai alap-
jan mar meg tudjuk hatarozni a megfelel§ szog-
szaron az E, érintési pontnak megfelel6 £
pontot. (Az E;P' szakasz parhuzamos az £,P
szakasszal.)

Most mar eljutottunk odaig, hogy le tudjuk irni a szerkesztés menetét.
1. Az adatok (szogtartomany, benne a pont) felvétele.

2. A szogfelez6 meghlzasa, és rajta egy O' pont kijeldlése.

3. Az O pontbdl a kér szarait érinté k' kor megrajzolasa.
4

A szdg csucsabdl kiindulo, a P-n atmend félegyenes megszerkesztése, és ennek
a k'-vel alkotott P' metszéspontjanak meghatarozasa.

5. Az EjP' szakasz kijel6lése, majd az ennek megfelel6 és a P-n atmend kdzéppon-
tos kép megszerkesziése (E; képe az E, pont lesz).

6. Az E, pontbeli merdleges és a szdgfelezd metszéspontjanak, azaz az O pontnak
a meghatarozasa.

7. Az O kozéppontd, OP sugari kér megadasa.

3. lépés: A terv végrehajtasa
Ez jelen esetben a szerkeszités elvégzését jelenti.

4. lépés: A megoldas vizsgalata
Szerkesztéses feladatoknal a megoldas vizsgalatan altalaban a diszkussziot értjuk.

Eszrevehetjiik, hogy a szdg csticsabdl induld, a P-n athaladé félegyenes a k' kort két
pontban, a P-n kivil a P" pontban is metszi.

A tanulok a szamukra ismeretlen feladat megoldasakor altalaban nem a hivatalosan
kidolgozott utmutatok egyenesen a célhoz vezetd eljarasai szerint tevékenykednek.
Gondolkodasuk gyakran tévutra vezeti Oket, ahonnan vissza kell fordulniuk. Maskor
megfeleld megfontolasok alapjan tobb lehetdség koziil kell kivalasztani a megfelelonek

latszot. Mi lehetdség szerint torekedtink arra, hogy a tanuldknak sz6ld tankonyveket



maguknak a tanuldknak és ne a tandroknak a modszereivel fogalmazzuk meg. Ez a szandék

figyelhetd meg a 11. osztalyos tankdnyv alabbi kidolgozott példain is.

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet. Alaphalmaz: &

V3 1

Bcosx=——+
sinx COS X

Az ertelmezési tartomany sinx =0 és cosx =0 miatt x= k- 2 ke Z

sinxcosx

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat vel.

V3 1

4sinx cosxcosx = ry cosx + > sinx

2sinx cosx - 2cosx =sin E cosx + cos E Sinx

. . T h
sin2x - 2cosx = sin [—+x |
3 )
A bal oldalon a 2sin2x cosx kifejezés az addicios Osszefliggések segitségével atala-
kithato.

sin3x +sinx=sin | —+x

3 )
Most lathatéan zsékutcaba kertiltink, nem tudunk tovabbmenni. Eszrevehetjlik viszont,
hogy ha a jobb oldalon nem végeziik volna el a miiveleteket, akkor itt tovabb tudnank 1ép-
ni. llyenkor vissza kell térnink arra a helyre, ahonnan a megoldas rossz iranyba fordult.

. . 3 . .
sin3x + sinx = ?cosx+ %smx | - sinx

3 1

sin3x = — cosx - — sinx
2 2
sin3x = sin 3 COSX — COS 3 sinx

. . T
sin3x = sin [——x

3 )
Ez alapjan
3x=2L —x+1-2x amibélx:iﬂfvi, | € Z vagy
3 12 2
T h s T
3x=n-|——-Xx +m-2x1, ambldl x==-+m-7, meZ
3 ) 3

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a - feltételnek eleget tevd — kapott gyokok kielé-
gitik az egyenletet.



Oldjuk meg a kévetkez6 egyenletet. Alaphalmaz: B

cos®x + cos?2x + cos?3x =1

Mivel az egyenletben szereplé négyzetes tagokat nem tudjuk kézvetlendl Gsszevonni,
1+cosa

2

Osszefliggest fogjuk felhasznalni. Az % =x, illetve az % = 2x helyettesités alkalmaza-
saval:

p wy o s P v s . p .. 5 (e
ezért elséként at kell ket alakitani. Ehhez a félszogekre vonatkozd cos? >

1+cos2x , 1+cosdx
cos®x = — & cos?2x = —

cos®3x-et nem ifjuk at, mivel cos4x és cos2x Osszege cos3x-et fog eredményezni.
Ezt a feladatot leginkabb a sakkhoz lehetne hasonlitani, ahol az boldogul jobban, aki
tobb lepést is képes eldre latni.

Az atalakitasok utan alkalmazhatjuk a két szégfliggvény Osszegére fennalld 6sszefliggést:

14+ %(cos4x+c052x)+c0523x:1

1 4x +2x cos 4x-2x

Ev.?cos +cos?3x=0

cos 3x cosx + cos’3x =0

cos 3x(cos 3x + cosx) =0

cos3x - 2cos2xcosx=0

Ebbdl
0 T T T -
cos3x=0, amibdl 3x:E+k-x, azaz x1:E+k- 3’ kel
cos2x=0, amibdl 2x= —+/-n, azaz x,= —+/- -, [ € X
2 4 2
cosx =0, amibdl x3:g+mvx,mez.

A gyokék szamegyenesen valo abrazolasabol lathato, hogy a megoldast az x, és x, ala-
ku gyokok adjak.

A hibak felmérésére vonatkozd, tobb éven keresztiil tartd felmérés megmutatta,
mennyire oda kell a hibazasokra figyelni az oktatasban. Ezért nem csak a tokéletes
megoldasmeneteket mutatjuk be, hanem ezekkel egytitt tobb helyen is felhivjuk a didkok
figyelmét a jellegzetes, tobbszor eléforduld tévesztési lehetdségekre. (Ugy gondoljuk



ugyanis, hogy a gyerekek jelentds részében késdbb is megmarad az, ha a megfeleld

magyarazé szoveggel mar elozetesen kitériink a lehetséges hibakra.)

Ugyeljiink a m(veletek sorrendjére.

Példaul: a és b dsszegének c-szerese nem azonos a-nak és b c-szeresének
Osszegével. (a+b)-c#a+b-c

Vagy

a:b-c#a:(b-o) a:b-c=

.c:ﬁ‘ a:(b.c):i_

?

a
b b b-c

Gyakran eldfordul a kdvetkezd hiba:

Kénnyen mondjuk, hogy % =1, pedig ez nem igaz.
+

Ez is egy algebrai tortkifejezés, amelyben x+ 3 # 0, azaz x # —3.

X
A helyes valasz +3 =1,hax# -3
x+3

Ha x = —3, akkor a kifejezést nem értelmezzik.

Hibazni természetesen nem csak feladatmegoldasnal lehet. Nem jo, ha didkjaink
értelem nélkiil tanuljak meg példaul a definicidkat. Ezért itt két izben is ramutatunk a tipikus
rontasi teriiletekre. (Elsdként a kézépiskola elején, a tudatos definidlasi igény felmertlésekor,
végiil egészen mas célzattal a kozépiskolat lezard ismétlés elején jarunk el igy. Az elébbire

adunk példat a kovetkezdkben.)



A definidlas egy uj fogalomnak ismert fogalmakkal valé meghatéarozasat (kérili-
rasat) jelenti. Maga a definicié szd latin eredet(, és olyan pontos meghatdrozédst
jelent, amely valamely fogalom vagy targy lényeges jegyeit tdrja fel. A Halmazok,
logika cim( fejezetben, a 11. oldalon foglalkoztunk azzal, hogy formailag mikor
helyes egy definicié. Most tartalmi szempontbdl vizsgaljuk meg ezt a kérdeést.
Kulénitsik el a trapéz altalanos fogalmatol
az abran lathatoé specidlis, egyeldre névtelen
négyszég, a ??? fogalmat ugy, hogy a ké-
vetkezd tulajdonsagokkal rendelkezzék:
tengelyesen szimmetrikus,

a két szara egyenlé hosszu,

kérbe irhato,

ugyanazon az alapon fekvé két-két szbgenek
nagysaga megegyezik,

ugyanazon a szaron fekvé két-két szoge 180°-
ra egésziti ki egymast,

van csucsokon at nem mend szimmetriatengelye.

Altalaban arra téreksziink, hogy a definicié ne tartalmazzon felesleges infor-
maciokat, azaz ne soroljunk fel olyan tulajdonsagokat, amelyek egymasbdl le-
vezethetdk.

Nem jo az a definicié sem, amely nem irja megfeleléen kéril a meghatarozni
kivant fogalmat. Elemezzlink néhany definialasi kisérletet (ramutatva nehany
tipikus hibara is).

(1) 1222 -nak nevezziik a trapézt, ha szarai egyenlé hosszuak.

(2) 222 -nak nevezzilk a trapézt, ha tengelyesen szimmetrikus.

A fenti ,definicidk”, még ha formailag jok is, kevesebb jegyet tartalmaznak a kel-
letenél, ezért tul tAgak. Nem vezethet§ le bel6lik minden Iényeges tulajdon-
sag, amellyel a definialni kivant fogalom rendelkezik. Az (_1_] wdefinicidval” olyan
bévebb halmazt értelmezink, amelybe a paralelogrammak is, a (2)-vel olyat,
amelybe a rombuszok is beletartoznak.

(3) [22? -nak nevezzilk a trapézt, ha szérainak hossza egyenld, alapjainak
hossza kllénbézé.

Az sem j0, ha tdbb jegyet veszink bele a meghatarozasba, mint ami a megha-
tarozni kivant fogalmat megilleti. Az igy kapott ,definicié” tul sziik. Bar levezet-
het6 beldéle minden lényeges tulajdonsag, amellyel a definialni kivant fogalom
rendelkezik, olyan sz(ikebb halmazt értelmez, amelybe nem tartoznak bele a
téglalapok.

(4) 1222 -nak nevezzilk a trapézt, ha korbe irhaté.

A definicié pontosan a vizsgalt trapéz fogalmat hatarolja el az altalanosabb, illet-
ve a specidlisabb fogalmaktol. Levezetheté beldle minden Iényeges tulajdonsag,
amellyel a definialni kivant fogalom rendelkezik, és nem tartalmaz olyan jegyet,
amely a definialni kivant fogalmat lesz(kitené. A definicio alapjan a ,hurtrapéz”
elnevezést irhatjuk a ??? helyére.



A munka folyamatos ellendrzésének a magyarorszagi oktatdsban csak kevés
jelentdséget tulajdonitanak. Csupan a legkézenfekvobb helyeken és ritkan hasznaljuk ezt az
eszkozt az iskolaban. Mi megprobaljuk raszoktatni a tanuldkat arra, hogy ne higgyenek el
semmit ellendrzés nélkiil. Erre a folyamatos ellendrzésre lathatunk példat a 10. osztalyos
tankonyv fliggvényekkel foglalkozo fejezetében. (Itt egyébként az ellendrzés mellett az
6nallé megoldaskeresésre és a lehetséges altalanositasra is kitériink. A tankonyvi terjedelmi
korlatok mellett ugyanis azt tartottuk jo megoldasnak, ha egy probléma bemutatdsaval

tobbféle oktatasi cél elérését is lehetdvé tessziik.)

Abrazoljuk fliggvénytranszformaciok segitségével az

f: (o 1] 5> B, x> -242-2x -2
fliggvényt.

Valtozotranszformaciok alkalmazasaval a négyzetgyok fliggvényt /2 — 2x alakra hoz-
hatjuk. Két lehet6séglink van ennek az eredménynek az elérésére. Az egyiket a

Y — 2x — > ox — > Jax+2,
mig a masikat a
I — = 2x — = 2k — —2(x —1)

atalakitasok szolgaltatjak. (Az elsé megoldas azt sejteti, hogy az utolsé lépésben az x
tengely mentén —2-vel, mig a masik szerint + 1-gyel kell az eltolast elvégezni.) Vizsgal-
juk meg ezeket a lehetdségeket.

1. Induljunkkiaz f: R™ W {0} - &; x> +/x alapfliggvénybdl.

2. Az fy R U{0}-> R x— 2x flggvénytaz alapfiggvény x tengely mentén
torténdé 2-szeres Osszenyomasaval (azaz y tengelyre vett merdleges affinitassal)
kapjuk. Tehatha f, az 1 értéket az 1 helyen vette f6l, akkor f, ugyanezt az ér-

: 1 2 2
téket az 2 helyen, feleakkora abszcisszanal éri el.



Az iy R\R™ >R, x= J-2x fliggvény értelmezési tartomanya a nempozitiv
szamok halmaza. Az 1 értéket a fliggvény az 1= J-2x egyenlet megoldasabal
lathaté modon x= %-nél veszi f6l. igy az eléjel miatti tikrozést itt az y tengelyre
kell elvégezni.

Az f; (- 1] > B, x> J2x+2 fliggvénynek a zérushelye 2 - 2x = 0-bdl
adoddan x=1. Az f, flggvény x tengely menti —2-vel val6 eltolasa tehat nem
szolgaltat j6 eredményt. A -2x +2=-2(x - 1) kiemelésbdl lathaté, hogy f,-at az

x tengely mentén + 1-gyel kell eltolni. A helyes modszert tehataz x valtozo egyUtt-
hatéjanak a kiemelése szolgaltatja.

Az értektranszformaciok elvégzésének sorrendje a kévetkezd:

5.

foo (Foop1] 5 By x> 2+/-2x+2 fy
(Ezt az x tengelyre alkalmazott olyan merd-
leges affinitas valdsitja meg, amelynek so-
ran az alapul vett figgvény (f,) értékei az

értelmezési tartomany mindegyik helyén a fa

kétszeresére nének.) -

f (1] > B x> -242x+2 \
(Ez az x tengelyre vald tlkrozest jelent.)
fr 1] > B x> -242x+2 -2 |

(A transzformacio az y tengely mentén —2- 0 1 X
vel torténd eltolas.) |




A mitiveletvégzések helyessége egyszerli behelyettesitésekkel belathatd. igy példaul 1at-
tuk, hogy az f, fliggvény szélséértéke, a 0, az x =1 helyen van. Ezt az utolsd lépés
az (1; -2) koordinataju pontba tolja.

Nézziik meg, hogy a végeredmeényl kapott fliggvény az 1 helyen valdobana -2 érté-
ketveszi-efel. A —2,/2-2-1-2 = 2,0 -2 = -2 atalakitas az eljarasunk egyfajta ellen-
Grzését adja. Altaldban, haegy £ (CR)— E; x> f(x) figgvénybdl kiindulva akarunk
eliuinia g: INCR)—> R, x—-a-f[b-(x+c)l+d (a be R, c,de R)fliggvény-
hez, akkor az alabbi sorrendben elvégzett atalakitasokkal mindig j6 eredményt kapunk.

1. £IHCR)—> R x—fX)

2. f: LICR) >R, x—flb-x)

3. fx LICR)—>R, x—fl-b-x)

4. f; I(CR) >R xf[l-b- (x+0c)]

5. f; I(CR) >R x—a-fl-b- (x+0)]

6. fs I(CR) >R, x>-a-f[l-b-(x+c)]

7. fICR) >R, x—-a-fl[-b-x+c)]+d

A valtozdtranszformaciok elvégzésekor megvaltozhat az értelmezeési tartomany. Ezért /,
I,, 1, és I' eltérhetnek egymastdl. (Az értékkészletek halmazai is kllénbdzhetnek egy-
mastol, mivel azonban jeléléseinkben nem ezt, hanem a képhalmazt tlintetjlk fel, itt nem
szlkséges valtoztatnunk.)

A hibazasok megel6zésének fontos modja a tanuldi megértés lehetd legalaposabb
biztositasa. A konyvek kidolgozasa soran gyakran tamaszkodtunk a dolgozat elméleti
részében emlitett Bruner reprezentacios rendszerére is. A tanulds egyes — materidlis,
ikonikus, szimbolikus — sikjainak egymas utani szerepeltetése, az alapfeladat tobbszori
transzformalasa figyelheté meg az X fiiggvény fogalmanak bevezetésénél. (Altalanossagban
is elmondhato, hogy a tankonyvek és a gyerekek érdekeit egyarant szolgalja, ha az igazolt és
bevalt didaktikai elvek legalabb az alkalmazas szintjén beépiilnek a feldolgozas

folyamataba.)



Az x? fliggvény és a négyzetgyokfiiggvény

Hatarozzuk megaz 1 +3+5+...+(2n-1) dsszeget.

1. megoldas (a kis Gauss modszere)
Az elsé n db paratlan szam dsszegét kell meghataroznunk.

Vegyuk észre, hogy a sorozat tagjainak eredeti és forditott sorrendben torténd
leirasanal az egymasnak megfelel§ (egymas alatti) tagok 6sszege mindig ugyan-
annyi.

1 + 3 + 5 + ... +(2n-1)
(2n-1)+(2n-3)+ (2n-5)+ ... + 1
2n + 2n 4+ 2n + ...+ 2n

A tagok szama n, tehat az 6sszeg: (2n) - n= 2n®

Mivel az 6sszeg tagjait kétszer vettik figyelembe, igy

1+2+5+...+(2n-1) = n®.

Probaljuk ki az eredmeényt néhany n-re.

1=1 1+3=12+3=4=22 1+3+5=22+5=9=3°
1+3+5+7=3%2+7=16=4°

Ez a préba egy ujabb étletet adhat a megoldashoz.

2. megoldas (geometriai modszerrel)

A kovetkezd abrak szemléletesen mutatjak az el6zd probak geometriai megfele-
16it. A szamok itt terlileteket jelentenek.

12 12 43=2° 22 45=2° 32 4,7-42

Eszrevehetjiik, hogy a képzési szabaly szerint mindig egy négyzetszamhoz (a
négyzet terlletéhez) adjuk hozza a megfelel§ paratlan szamot (teriletet), és igy
egy Ujabb négyzet terlletéhez jutunk.



Részletezve:

n=1-re az 1 oldali négyzethez jutottunk, amelynek a terllete 12 =1.

n = 2-re, az elsé 2 paratlan szam 6sszegére az elézénél 2-2 — 1 = 3-mal
tébbet, a 2 oldalu négyzet terlletét kapjuk.

n = 3-ra, az els6 3 paratlan szam dsszegére az elé6zénél 2-3 — 1 = 5-tel tdbbet,
a 3 oldalu négyzet tertletét kapjuk.

Végul az elsé n paratlan szam ¢sszegére 1
az el6zénél 2 - n- 1-gyel tdbbet, az n ol-
dalu négyzet terlletét kapjuk.

Belattuk a kovetkezét:
1+43+56+...+2n—-1=
=(12+3)+5+...+2n—1 =

=(22+5)+...+2n—1 =...=
2 2

=(n- 1)2+2n—1 =n
Ez az atalakitds egy ujabb megoldasi mod
Otletét juttathatja az eszlinkbe. 1 2 eoon=11

3. megoldas (fuggvenyvizsgalattal) y
Négyzetszamok nem csak négyzetek tertleteinél fordul- {
{ -4
0

hatnak elé. Tekintslk példaul az

f:N — R; X x2 5

flggvényt, amely a természetes szamokhoz a négyzetu-

ket rendeli. Ugy tlinik, hogy a szomszédos fliggvényér-

tékek kulénbsége valdban az az egymas utani paratlan
szamokat tartalmazd sorozat, amely a példa szdvegé-

ben is eléfordul. Ez nem csupan az &brazolt néhany 3
szamra igaz véletlen 6sszefliggés, hanem Aaltalanosan

is igazolhaté tény. Ugyanis 1
n2—(-12=n°-(n?-2n+1)=2n-1.
Ez alapjan:
1+3+5+...+(@n—-1)=12-02+22-12432-224+ +n?2-(n-1)7~
Vegylk észre, hogy a jobb oldal majdnem minden tagja egyszer pozitiv, majd
késbbb negativ el6jellel szerepel: 6sszeglik 0. Van azonban egy tag, amelynek
nincs pozitiv és egy, amelynek nincs negativ megfelelje. Ezek maradnak csak
meg a sorozatbdl. Igy

1+3+5+...+2n-1=n%-0%=n".
Lathaté, hogy az utolsd elétti egyenl6ség t0bb tagja — akar csak egy telesz-

kép — két tagra huzodott 6ssze. (Ezért az ilyen tipusu 6sszegeket teleszképos
dsszegeknek is nevezzik.)

Modern iskolai oktatds manapsag nem képzelhet6 el a szamitogép orai hasznalata
nélkiil. Erdekes, hogy ezt a tényt a tankonyvirok tiulnyomo tobbsége nem ismeri fel annak

ellenére, hogy manapsag minden magéara valamit is ad6 iskola rendelkezik megfeleld



szamitogépparkkal. Az itt szerepld példa megmutatja, hogyan kezdjenek szamitogépes
tamogatassal a nyelvi elokészit6 osztalyokba jard tanuldk azokhoz a problémakhoz, amelyek
matematikai ismereteik alapjan csak nagyon nehezen vagy csak a legjobbaknak lehetnének
megoldhatok. (A megfeleld motivacio elérését a konyvekben tobb helyen is gyakorlati
problémak megfogalmazasa biztositja. Ezek megoldasahoz tobbszor is felhasznaltuk a

természetszeriileg ad6doé koncentracids lehetoségeket.)

Joska a kutba esd kavics alulrdl visszaverddd hangjat az ejtéstdl szamitva
2 s mulva hallja meg. Milyen mély a kuat?

A 2 s id6tartam két részbdl tevédik 6ssze.

@ A kutba ejtett kavics a kut aljara ér. Ez a mozgas az s = g t2 képlettel
irhatd le. 2

@ A hang a kut aljardl feljut a felszinre. A hang hozzavetéleg (a kisérlet kérl-
meényei kdzott) v = 340 m sebességgel egyenletesen mozog, igy ugyanarra
az s Utra a példa szbvegse szerint s=v- (2 - t) dsszefliggés irhato fel.

Tegylk az egymassal megegyezd utértékeket egyenlévé:
5t° =340(2—t) /: 5
t? +68t-136 = 0

Abrazoljuk az el6z6 példaban leirt modszerrel a szébajové [0; 2] intervallumon
a fuggvény grafikonjat.

B 20
f’ﬂ E&jl Szerkesztés Mézet Beszlrds Formatum  Eszkbzbk o i /f
S = — - 1 2
DeEaY SRV ¥ @ -20 7
- 3 -40
@ e 7
Diagramterulet_ - fe _ . B0 /
A B C D E .80
1 0 136 /
-100
2 1 -67 /
3 4 4120 7
4 -
5 =140
5 -160




Lathato, hogy a zérushely 1,9 kérnyékére esik. Ha az A1-A3 cellakba 1,9-hez
kézeli értékeket irunk, akkor a szamitégép mellette mar az uj fuggvényértékeket
tinteti fel, és a grafikont is ezekhez valtoztatja.

Microsoft Excel - Munkafiizet1 0057
) B Szerkesatés Mézet Besalrés Formétum  Esskezsk  U04 / :
DEHASH SRY s R o- 03 /
¥ [ | fri] o /
B3 v A =(A3+68°A3-136) oo /
A B c D E o ' ' :

1 1944 002086 0gh2A35 1944 Aoss 1205 1155
2 19445 0.00703 I

3 1945[0p43028] o /

4 003

5

> 004 -

A szamitogép segitségével gyorsan megkapjuk, hogy f ~ 1,944 s és ezzel
s~ 18,9 m.



