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Bevezetés

A tanulok csokkend érdeklddése a matematika €s a természettudomanyok
irant vezetett minket a problémaalapt tanitasi modszerek felé, amelyet a
matematika oktatasban olyan komyezetként értelmeziink, amelyben a
tanulonak lehetosége van problémahelyzetek elemzésére
(problémamegoldas, problémaalkotas), sajat és tarsaik gondolatmenetéhez
valé kritikus megnyilvanulasra, valamint magyarazasra, indoklasra ¢&s
érvelésre (Csikos, 2010; Koénya & Kovacs, 2021). Célunk volt a
problémaalapt moddszer kovetkezetes alkalmazasa: problémaalapt
megkozelitést alkalmazo lecketervek megtervezése, ezen 6rak megtartésa,
dokumentalasa, majd elemzése. A problémaalapu megkdzelitést alkalmazo
tanulast és tanitast tobb szempontbdl vizsgaltuk, elemzéseink kiterjednek a
motivacidra, a bevonddasra, a tanuldi gondolkodastipusokra €s a tanulasi
eredményekre. A felsoroltak tanulmanyozasa lehetové tette a modszer
mélyebb megértését és ezaltal a kutatasi teriilet szakirodalméanak bovitését.

A dolgozat felépitése

A dolgozatban szerepl6 fejezetek a problémaalapt megkdzelitést alkalmazo
tanulas hatésait vizsgaljak, a motivacio, a bevonodas, a kritikus gondolkodas,
az algebrai gondolkodas ¢és a tanulasi eredmények szempontjabol.

Az els6 fejezetben a szakirodalom tanulmédnyozasan keresztiil kutatasunk
elméleti hatterét mutatjuk be, kiindulva altalanosan a tanulas, a matematika
tanulas elméleteibol, majd a probléma, problémamegoldas, problémaalkotas
fogalmainak bemutatdsa utan a problémaalapt tanulast definialjuk. A fejezet
tovabbi része a problémaalapu tanulas és tanuldoi gondolkodas, tanulasi
eredmények, motivacioé, bevonddas kapcsolatdhoz tartozé jelentdsebb
kutatasi eredményeket mutatja be.

A 2. fejezet a kutatasi kérdésekrol, mig az 3. fejezet a kutatas kortiilményeirdl
sz0l. A kutatasban résztvevo személyek altalanos iskolas tanulok, hat csoport,
amelyek koziil két csoportot longitudinalisan, négy éven keresztiil kovettiink
nyomon. A 4-9. fejezetekben a kutatas eredményeire tértiink ra.
problémaalaptl tanoran megjelend kritikus gondolkodast targyalja parmunka
soran alkalmazott problémamegoldas keretében. Ebben és a 7. fejezetben a
didkok kritikus és algebrai gondolkodasmod;jat elemeztiik. A problémaalapu
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orak dokumentalasa révén a didkok kritikus gondolkodasan kiviil az algebrai
gondolkodast is vizsgaltuk. Az algebrai gondolkodas vizsgalatat a didkok
kora indokolja. A fels6 tagozatos didkok egy atmeneti szakaszban vannak az
aritmetikai és algebrai gondolkodas kozott (Rivera, 2013), ennek az
atmenetnek a feltérképezésére torekedtiink. Az algebrai gondolkodasra
vonatkozé vizsgalataink mar a beavatkozas eredményességére utalo valaszt
is adnak. Tovabbi eredményességre vonatkozd elemzéseink a tanulasi
kimenetelhez kapcsolodnak. Egy munkatervbdl kivalasztott fejezetet
problémaalapi modszerrel tanitva, eld- és utotesztekkel vizsgaltuk a
tananyag elsajatitasanak mértékét a 8. fejezetben.

Végiil pedig annak érdekében, hogy a diakok bevonodasarol is képet kapjunk,
a 9. fejezetben a négy éven keresztiil kdvetett didkok rovid onbeszamoloi altal
a matematikai bevonddas indikatorait €s facilitatorait vizsgaltuk.

Kutatasi kérdések

A K1-K3 kérdések a modszer egyes jellemzoire, el6forduld jelenségekre,
mig a K4-K6 kérdések a beavatkozas eredményességére vonatkoznak.

K1. Mely motivacids forrasok jelenhetnek meg egy problémaalapt tanoran?
Mivel kiindulépontunk a didkok csékkend motivacioja volt, ezért elsésorban
a problémaalapt tanulads és motivacio kapcsolatat vizsgaltuk egy tanora
megfigyelésével. A masodik kérdés szintén ezt a kapcsolatot vizsgilja,
specifikusabb koriilmények kozott, egy tanegység feldolgozasaval, nagyobb
hangsulyt fektetve a problémaalkotasra mint problémaalapu tanulasi elemre.
Ez esetben a perszonalis tényezoknek (egy problémaba beleszott személyes
jegyek) a motivaciora kifejtett hatasat elemezziik.

K2. Hogyan hatnak a problémaalkotds soran potencialisan megjelend
perszonalis tényezdk a motivaciora?

A szakirodalomb6l a problémaalapt tanulds kritikus gondolkodasra
gyakorolt pozitiv hatasat is ismerjiik, ezért ezt a kapcsolatot vizsgaltuk a
kovetkezo kérdéssel, egy tanora megfigyelése altal.

K3. A problémaalapt megkdzelités soran alkalmazott paros munkaforma
hogyan tamogathatja a kritikus gondolkodéas megjelenését?

A K3 kutatasi kérdésre valaszt adé tanulmany soran érdekes jelenségre
lettiink figyelmesek, amely a 6-7. osztalyos didkok aritmetikai és algebrai
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gondolkodasaval kapcsolatos. Mivel ebben a korban a diakok a két
gondolkodasmod kozotti atmeneti szakaszban vannak, fontosnak talaltuk
megvizsgalni ezt a jelenséget. Ehhez kapcsolodik a kovetkezd kutatasi
kérdés:

K4. Fejlodott-e a tanulok algebrai gondolkoddsmodja a problémaalapu
megkozelités alkalmazasa soran?

Az el6z6 kérdések a problémaalaptl tanulas és a motivacid, a kritikus
gondolkodas, az algebrai gondolkodéds kapcsolatat jarjak koriil. Ezen
kapcsolatok ismeretében a problémaalapti tanulas tanulasi eredményekre
kifejtett hatasara is kivancsiak voltunk. Erre vonatkozik a kdvetkezd kérdés.
KS. Milyen hatassal van a problémaalapt megkozelités a tanulasi folyamat
kimenetére?

A rdvid tava tanulmanyok (egy Ora vagy tanegység, fejezet) elemzése utan a
Azt vizsgaltuk, hogy a rovidtdva tevékenységre vonatkozd motivaciobol
hogyan lett hosszabb tavi bevonodas.

Ko6. Milyen hatassal van a fels6 tagozatos tanulményi szakaszban
folyamatosan alkalmazott problémaalapi megkozelités a  tanulok
bevonodasara?

Kutatasi kérdéseink megvalaszolasara egy hosszii tavi akciokutatast
terveztliink, mely soran tobb forrasbol gytjtottink adatokat, s ezeket
kiilonboz6 szempontok szerint elemeztiik.

Akciokutatas

A kutatas tipusa akciokutatas (Koshy, 2005), mert maga a kutat6 (szerzo) volt
egyben a tandr is, aki szakmai segitséggel megtervezte a problémaalapu
orakat, majd az oraterv alapjan megtartotta 6ket. Mindez tobb beavatkozasi
ciklusban jott 1étre. A kutatas a tanterven alapult, nem tért el attol, illetve az
akcio és reflexio folyamatosan kolcsonhatasban volt egymassal, azaz a
kisérlet tapasztalatai és a menet kozbeni értékelés a kovetkezo kisérlet
alappillérét jelentették.

A kutatasban egy erdélyi altalanos iskola 5-8. osztalyos diakjai vettek részt,
Osszesen 171 didk, hat csoport (osztaly), amelyek koziil két csoportot
longitudinalisan, négy éven keresztiil kdvettiink nyomon.
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Kutatasi kérdések megvalaszolasa, eredmények bemutatisa

A kutatasi eredmények roviden Osszefoglalva:

K1. Mely motivacids forrasok jelenhetnek meg egy problémaalapt tanoran?
A kérdést egy problémaalapi megkozelitést alkalmazé tandra egy
problémamegoldasi tevékenységének elemzése révén valaszoltuk meg két
csoport oOrdinak videofelvételei, illetve a tanulok visszajelzései alapjan. A
kutatas megerdsiti a szakirodalombol ismert eredményeket. A motivacios
forrasok természetes modon épiilhetnek be a problémamegoldasi
tevékenységbe, és ezek valoban motivacios hatassal birnak, amelyet a tanuloi
megszolalasok elemzésével mutattunk ki.

K2. Hogyan hatnak a problémaalkotds soran potencialisan megjelend
perszonalis tényezdk a motivaciora?

Erre a kérdésre két ciklusu akciokutatas segitségével valaszoltunk, amelyben
a problémaalkotasra helyeztiik a hangsulyt. A szakirodalombdl ismerjiik a
kontextusperszonalizacié motivald hatasat. Ez a jelenség kisérletiink soran
valoban megjelent. Az akciokutatas elso ciklusaban a
kontextusperszonalizacio motivald hatasat kimutattuk. A masodik ciklusban
azt tapasztaltuk, hogy a tarsas kapcsolatok megerdsitésével tovabb er6sddott
a tanulok motivacioja a problémaalkotas soran. Ezzel egy ujabb motivacios
forras megjelenésére mutattunk ra, a perszonalizacid lehetéségét magaban
hordoz6 tanulasi komyezetre, amely kutatasunk altal a problémaalkotasi
tevékenységhez kapcsolhato.

K3. A problémaalapt megkdzelités soran alkalmazott paros munkaforma
hogyan tamogathatja a kritikus gondolkodéas megjelenését?

A kérdést mintakereséses feladatok feldolgozasa altal egy problémaalapu
tanora keretén beliil szervezett parmunka elemzése alapjan valaszoltuk meg.
Ez tartalmazza a parmunkaban rogzitett parbeszédeket ¢és a tanuloi
véleményeket is. Arra jutottunk, hogy a problémaalap megkozelités
parmunkaban megfeleld lehetdséget adott a kritikus megnyilvanulasokra, a
tarsak gondolatmenetének reflektalasara. Azonban bizonyos koriilmények
kozott nem mukodott megfelelden. Példaul azon parok esetében, ahol a
tanulok készségszintje lényegesen eltért, a kritikus megnyilvanulasokat
blokkolta ez a kiilonbség.



K4. Fejlodott-e a tanulok algebrai gondolkoddsmodja a problémaalapu
megkozelités soran?

Mintakeresésre vonatkozd osztalymegbeszélések ¢és problémaalkotasi
feladatok elemzésével adtunk valaszt a kérdésre. A problémaalkotasi feladat
Silver (1994) szerint ablak, amelyen keresztiil a tanuld gondolkodédsdba
tekinthetiink be. Jelen esetben az alkotott problémakon keresztiil a tanulok
altalanositd  képességét vizsgaltuk. A problémaalkotasi tevékenység
eredménye visszajelzés volt a tanulok algebrai gondolkodasanak szintjérol,
amelynek fejlodését megallapitottuk.

KS. Milyen hatassal van a problémaalapt megkozelités a tanulasi folyamat
kimenetére?

A kérdésre egyrészt egy kvantitativ vizsgalat valaszol, ami egy eldteszt és egy
utoteszt eredményeinek dsszehasonlitasabol allt. Majd ratériink a megoldasok
kvalitativ elemzésére is, valamint a tanulok megélt kompetencidjanak
vizsgalatara. Kijelenthetjiik, hogy minden képességcsoportban fejlodés
mutatkozott, de legnagyobb kisérleti hatast a gyenge és kdzepes matematika
képességli csoportban tapasztaltunk. A tanulok megélt kompetencidja a
személy oldalarol is megerdsiti ezt a hatast.

Ko6. Milyen hatassal van a fels6 tagozatos tanulmanyi szakaszban
folyamatosan alkalmazott problémaalapi megkozelités a  tanulok
bevonodasara?

A kérdést a négyéves problémaalapi beavatkozas lezardsa utan kitoltott
onbeszamolok elemzésével valaszoltuk meg. A beérkezett 43 valaszbol 37-
ben tortént utalds problémaalapt megkozelitést alkalmazd oOrara mint
legkedvesebb matematika orahoz kapcsold emlékre. Vizsgalataink arra
mutattak ra, hogy a négy éven at kovetkezetesen végzett problémaalapu
beavatkozasok utan a didkoknak a felidézett kedvenc tevékenységei
els6sorban érzelmi bevonodasra utaltak. Ugyanakkor felfedeztiik a Walter és
Hart (2009) féle motivacios forrasokat a diakok beszamoldiban, ami a K1
kutatasi kérdésben kapott eredményt is megerésiti. Azzal, hogy a
problémaalapti 6rdkon jelen vannak a motivacio forrasai, megerdsitést nyert
az a feltételezésiink, hogy a tananyag problémalapu feldolgozéasi modja
motivalo hatast a tanulok szamara. Az elvarasunk, hogy a diadkok bevonodasa
jelentésebb lesz, beigazolodott.



Osszességében elmondhatjuk, hogy a problémaalapt tanulds alkalmasnak
bizonyult a didkok motivalasara, a matematikaval kapcsolatos attitiid jo
iranyba formaldsara, és mindezek mellett a tanulasi folyamat kimeneti
eredménye is pozitiv képet mutatott.

Sajat eredmények

A kutatas alapjan a kovetkez6 eredményeket fogalmazhatjuk meg:

1. A problémaalapt tanulas definicidjanak kibovitése: matematikai
problémahelyzetek elemzése alatt nem csak problémamegoldast értiink,
hanem annak athat6 vizsgalatat és problémaalkotast is.

2. A kritikus gondolkodas ¢és problémaalapti tanulas szakirodalmi
értelmezéseinek dsszekapcsolasa, a kapcsolat értelmezése.

3. A problémaalapu tanulds motivacids hatasanak vizsgalata az idétartam
dilemmaja  szempontjabol: a  keresztmetszeti  vizsgalatokban
megallapitottuk  a  problémaalapt  megkozelitést  alkalmazo
beavatkozasok motivalo hatasat. A longitudinalis kutatasban pedig arra a
kovetkeztetésre jutottunk, hogy a problémaalapu tanulas alkalmazasa
hosszi tavon is motivald hatasi tud lenni. Ezt rendszeres ¢és
kovetkezetesen alkalmazott problémaalapu beavatkozasokkal értiik el, a
modszert nem terjesztettiik ki a tanmenet egészére.

4. A szakirodalomban éltalanosan leirt motivacids forrasokat kimutattuk
specialisan a problémaalapi matematikatanulasi kérnyezetben.

5. A szakirodalombodl eddig ismert motivacios forrasok kibdvitése: a
perszonalizacio lehetdségét magaban hordoz6 tanulasi kdrnyezet egy 1j
motivaciés forrds, amely kutatdsunk altal a problémaalkotasi
tevékenységhez kapcsolhato.

6. A fels6¢ tagozatos didkok tanuldsi eredményeinek vizsgalata olyan
problémaalapu  beavatkozasok soran, amelyekben heurisztikus
stratégiakat célzottan alkalmaztunk. A statisztikai elemzésekben
szignifikans fejlodés mutatkozott, és a tanulok megélt kompetenciaja a
személy oldalarol is megerdsiti ezt a hatast.



Tovabbi kutatasi lehetoségek

A kutatds a dolgozat megirasaval nem fejezddik be. Tervben van az
Osszegyljtott tanuldi munkak tovabbi elemzése, példaul a longitudinalisan
kovetett csoportok esetében a problémaalkotasok elemzése, fejlodésének
tanulmanyozasa. Tovabbi terveink kozott szerepel a kutatds kibovitése a
minta szempontjabol. Egyik lehetdség tovabbi matematika tanarok bevonasa
problémaalapti 6rdk megtartasaba, azok dokumentalasa, majd elemzése.
Masik lehetdség tovabbi korosztalyok vizsgalata hasonld szempontok szerint,
példaul kozépiskolasok vagy egyetemistak korében torténd hasonlo jellegi
problémaalapt beavatkozas.
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Introduction

Students’ declining interest in mathematics and science has led us towards
problem-based teaching methods. Csikos (2010) defines problem-based
learning in mathematics as requiring students to analyze mathematical
problem situations, critically approach their own and their peers’ minds, and
they must learn to explain and justify their reasoning (see also Kénya &
Kovacs, 2021). We aimed to apply this method consistently by designing
lesson plans in which we used a problem-based approach by delivering these
lessons and documenting them. We analyzed this method from several
perspectives: motivation, engagement, critical thinking, algebraic thinking
and learning outcomes. Examining these aspects has helped us to gain a
deeper understanding of the problem-based method and thus broaden the
literature in this research area.

Structure of the thesis

This thesis examines the effects of problem-based learning on motivation,
engagement, critical thinking, algebraic thinking and learning outcomes.
In the first chapter, we present the theoretical background of our research,
starting from theories of learning and learning mathematics. Then, after
introducing the concepts of problem, problem-solving, and problem-posing,
we define problem-based learning. The further chapters present major
research findings concerning the relationship between problem-based
learning and student thinking, learning outcomes, motivation and
engagement.
Chapter 2 deals with the research questions and Chapter 3 presents the setting
of the study. The research participants are six groups of lower secondary
students, two of whom were monitored longitudinally over four years.
Chapters 4-9 present the results of the research.
The starting point of the thesis was the declining motivation of students, and
therefore chapters 4 and 5 deal with this topic. Chapter 6 discusses critical
thinking during problem-based learning activities. In addition to students’
critical thinking, their algebraic thinking was also examined by documenting
problem-based lessons. The age of the students justifies the investigation of
algebraic thinking. Lower secondary students are in a transition phase
11



between arithmetic and algebraic thinking (Rivera, 2013). Our further
analyses of effectiveness are related to learning outcomes. We used a
problem-based method to teach a chapter selected from the curriculum and
pre-and post-tests to assess the learning outcomes.

Finally, to get a better insight into student engagement, in chapter 9, we
explore indicators and facilitators of mathematical engagement through short
self-reports of the students.

Research questions

Questions Q1-Q3 deal with some of the many characteristics of the method,
while questions Q4-Q6 deal with the effectiveness of the intervention.

Q1. Which motivational sources can be present in a problem-based learning
lesson?

Since our starting point was the declining motivation of students, we focused
on the relationship between problem-based learning and motivation by
observing a lesson. The second question also investigates this relationship in
more specific contexts by working through a lesson unit, with a greater
emphasis on problem-posing. In this case, the impact of personalization
(personal traits built into a problem) on motivation was examined.

Q2. How does the personalization involved in the problem-posing process
affect motivation?

The positive impact of problem-based learning on critical thinking is also
known from the literature, so we investigated this relationship as well.

Q3. How can pair work in a problem-based approach support critical
thinking?

During the analysis of question Q3, we observed an interesting phenomenon
related to the arithmetic and algebraic thinking of students in grades 6-7. They
are in transition from arithmetic thinking to algebraic thinking. The following
research question is related to this phenomenon.

Q4. Did the students’ algebraic thinking develop while using a problem-
based approach?

The previous questions examine the relationship between problem-based
learning and motivation, critical thinking, and algebraic thinking. Given these
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relationships, we were also interested in the impact of problem-based learning
on learning outcomes.

Q5. What impact does the problem-based approach have on the learning
outcomes?

Finally, we analyzed the engagement and motivation of learners over a four-
year cycle. In this part of the thesis, we investigated how motivation identified
in the short-term activities turned into longer-term engagement.

Q6. What impact does a consistently applied problem-based approach have
on student engagement?

To answer our research questions, we designed action research, collecting
data from several sources and analyzing them according to different criteria.

Action research

The research method chosen was action research (Koshy, 2005); the
researcher (the author of this thesis) was also the teacher who planned the
problem-based lessons with professional guidance and then delivered them
according to the lesson plan. This has been repeated in multiple cycles during
the four years of intervention. The research was based on the curriculum.
Action and reflection were constantly interacting, so the experiences and
evaluations from the previous studies were the pillars of the next study.

The research involved 171 lower secondary students from Transylvania,
Romania. This represents a total of six classes, two of which were monitored
longitudinally over four years.

Answers and results

A summary of the research findings:

Q1. This question was answered by analyzing a problem-solving activity
during a problem-based lesson. This lesson was held in two classes, and the
data source was the video recordings of two lessons and student feedback.
The research confirms the results reported in the literature. Motivational
resources can be naturally incorporated into problem-based activities, and
they do have a motivational effect. This was demonstrated also by analyzing
the students’ feedback.

Q2. This question was answered by conducting a two-cycle action research
with a focus on problem-posing. From the literature, we are familiar with the
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motivational effects of context personalization. This phenomenon indeed
emerged during our experiment. In the first cycle of our action research, we
demonstrated the motivational effect of context personalization. In the second
cycle, we found that strengthening interpersonal relationships increased
students’ motivation. We thus pointed to the existence of another source of
motivation, the learning environment with the potential for personalization,
which is linked to problem-posing based on our research.
Q3. The question was answered by analyzing audio recordings made during
pair work in a problem-based lesson and by students’ opinions. We conclude
that the problem-based approach in pair work provided adequate
opportunities for critical expression and reflection. However, it did not work
well in certain circumstances. For example, in pairs where the learners’ skill
levels differed significantly, critical expression was blocked by this
difference.
Q4. We answered this question by analyzing class discussions and pattern
recognition-based problem-solving and problem-posing activities. Problem-
posing, according to Silver (1994), is a window into the learner’s thinking. In
our case, we investigated learners’ ability to generalize through the problems
they posed. The outcome of the problem-posing activity was feedback on the
level of students’ algebraic thinking, the development of which was noted.
Q5. This question was answered by a quantitative study comparing the results
of a pre-test and a post-test. Afterward, we analyzed qualitatively the
solutions and identified perceived competence reported by the learners. It can
be concluded that there was an improvement in every group. The reported
perceived competence also confirms this effect.
Q6. The question was answered by analyzing the students’ self-reports
completed after having finished the four-year problem-based intervention. Of
the 43 responses received, 37 students referred to a problem-based lesson as
their favorite memory connected to a mathematics lesson. Our findings
indicated that, after four years of consistent problem-based interventions,
students recalled favorite activities primarily connected to emotional
engagement. At the same time, we identified sources of motivation (Walter
& Hart, 2009) in students’ reports, which confirms the results obtained in
research question Q1. Therefore, the problem-based approach uses various
methods to engage students, including active, collaborative, and student-
14



centered methods. Our expectation that student engagement would be more
significant has been confirmed.

Overall, we can say that problem-based learning may increase students’
motivation, shape their attitudes towards mathematics, and nevertheless have
a positive impact on students’ academic achievement.

Results of the research

1. We have expanded the definition of problem-based learning: besides
problem-solving, we added problem-posing from the aspect of analyzing
mathematical problem situations.

2. We have linked critical thinking and problem-based learning in the
literature, interpreting the relationship.

3. The impact of problem-based learning on motivation is answered in terms
of the dilemma of duration: in cross-sectional studies, we identified the
motivational impact of the problem-based approach. In the longitudinal
research, we concluded that if problem-based learning does not imply the
complete modification of the curriculum, but regular and consistent
interventions, it can be motivating too.

4. Based on this research the general sources of motivation known from the
literature have been identified specifically in problem-based learning
environments.

5. We have expanded the sources of motivation known from the literature:
a learning environment with the possibility of personalization is a new
source of motivation. This is linked to problem-posing in our study.

6. We have evaluated the learning outcomes of lower secondary students
after problem-based interventions combined with purposeful use of
heuristic strategies: statistical analyses showed significant improvement,
and the identified perceived competence from students’ reflections
confirms this effect.

Further research

Further analysis of the students’ works is planned, for example, analysis of
the development of problem-posing skills observed in the longitudinally
measured groups.

Further plans include extending the research in terms of sample. One
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possibility is to involve more mathematics teachers in delivering problem-
based lessons. Another possibility is to investigate other age groups, for
example, by conducting a similar type of problem-based intervention with
upper secondary or university students.
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