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1. BEVEZETES

1.1. A témavadlasztds indoklasa

A matematikatanitas egyik fontos feladata, hogy sajatos eszkozeivel fejlessze a tanu-
16k fogalomalkotasi készségét. A fogalomalkotds rendkiviil dsszetett, nehezen vizs-
galhato folyamat, mert az egyes fogalmak szubjektiv belso reprezentacioja kdzvetle-
niil nem hozzaférhetd szdmunkra, és rdadasul az egyes fogalmak sem dnmagukban,
hanem csak a tobbi fogalommal val6 kapcsolatrendszeriikben kapjak meg értelmiiket.
A fogalomalkotas vizsgélata sziikségszeriien egy modellvizsgalat, hiszen a kommuni-
kacié révén megjelend kiilso reprezentaciok alapjan probalunk meg kovetkeztetni a
belsé gondolkodési folyamatokra, mikdzben a modellmodszer minden korlatjaval és
hibalehetdségével szamolnunk kell:

— egy modell mindig egyszerisiti és csak adott szempontokbdl kozeliti a valdsagot;
— minden modell csak adott korlatok kozott hasznéalhato.

A kiilonb6zo tudomanyagak természetesen sajatos nézopontjukkal €és eszkdztarukkal
igyekeznek a fogalomalkotdst megragadni. A természettudoméanyokban, a fizikdban
¢s a kémiaban a kisérletezés kap meghatdrozo szerepet a fizikai, kémiai fogalmak
megalkotasaban, mig a lingvisztikai elemzésekben a szdalkotdsok, esetenként etimo-
l6giai megfontolasok keriilnek eldtérbe. Miiszaki megkozelitésekben a zaj- és zavar-
hatasok kisziirése mellett kodolasi kérdések keriilnek a figyelem kézéppontjaba.

A matematikai fogalomalkotdsban a raci6 kapja a kdzponti szerepet, és szimbolikus
nyelvezetével a fogalmak leirasa is precizebbé, attekinthetobbé valik.

Ebben a dolgozatban arra kivanunk kisérletet tenni, hogy a fogalomalkotasi folyamat
matematikadidaktikai vizsgalatdban matematikai eredményeket és eszkozoket hasz-
naljunk. Az elmult évtizedben tanitasi célként az fogalmazodott meg, hogy ne a ma-
tematikat tanitsuk meg a tanuldoknak, hanem a matematikan keresztiil fejlessziik a
tanulok gondolkodasat és szemléletét. (NAT, 1995. 62.0) E cél alapjan a matematikai
fogalomalkotas didaktikai vizsgalata sem redukalhaté a matematika definicios forma-
inak (explicit, implicit és induktiv definiciok) didaktikai adaptalasara.

Az elmult harom évtizedben tanarként ¢€s didkként kiillonbozo tipusu kozépiskolakban
¢s egyetemeken szerzett személyes tapasztalataim alapjan a fogalomalkotas elsajatita-
sdban az egyik legsulyosabb problémanak azt tartom, hogy a megtanult fogalmak
kisebb csoportokba tomdriilve épiilnek be az ismerethdloba gy, hogy kdzben ezek a
,fogalomcsoportocskak™ elkiiloniilnek egymastél. A BME Villamosmérnoki Karanak
mérés- €s iranyitastechnikai szakat elvégezve, majd az iparban is dolgozva kozvetle-
niil megtapasztalhattam, hogy e hianyossag szinte lehetetlenné teszi a rendszerszem-
1¢let érvényesiilését. (Fatalin, 1990, 1991, 1992, 1993) Az oktatasiranyitds teriiletén
is hasonlo tapasztalatokat szereztem. (Fatalin, 2000)



A 90-es évek elsd felében a PSZM Projektben nagyobb teret kaptak olyan oktatési
kisérletek, amelyek a hagyomanyos tantargyi kerettdl eltéréen interdiszciplinaris fo-
galmak koré kivantdk szervezni az elsajatitando ismereteket. E kisérleti tantargyak
interdiszciplinaris jellegiikb6l adoéddéan az ismeretek egy mas irdnyt haldzatba szer-
vezésén keresztiil segitették a fogalmi halo egy teljesebb kialakuldsat, ami jelentds
elérelépést jelentett a rendszerszemlélet fejlesztése teriiletén is. Személyesen a tudo-
manyos modellalkotas alapjainak bevezetési kisérletét vezettem.
(Fatalin&Varsics, 1993, 1996) A hierarchikus modellek vizsgélata soran keriiltem
munkakapcsolatba Takdcs Violaval, igy részt vehettem a fizika tankonyvek 6sszeha-
sonlitasat végzo kutatasaiban. Kitartd hite és elkotelezettsége a Galois-graf pedagdgi-
ai alkalmazhatosagaban mély benyomadst tett rdm, mikozben lehetdséget kaptam a
pedagogia mérd-értékeld rendszereinek rendszerszemléleti  vizsgalatara  is.
(Fatalin, 1993) E munka sordn magam is meggy6zddhettem a mddszer hatékonysaga-
rol, és egyben alkalmazasdnak nehézségeirdl, aminek eredményeként vezetésemmel
elkésziilt a Szimulator for Windows szoftver (Fatalin, 1995).

A matematikadidaktikai szakirodalom bdségesen foglalkozik a fogalmi épitkezés kii-
16nb6z6 aspektusaival, ugyanakkor meglepd méodon éppen a fogalmi hierarchia leira-
sara alkalmas Galois-graf nem kapott helyet a matematika-tananyagok elemzésében,
bar ma mar tobb tantargy (fizika: Kovdcs, 2003, kémia: Toth, 2005, testnevelés:
Nagy, 1997) esetében is folynak probalkozasok bevezetésére. Az elmult évtizedben a
Galois-graf mint modellezd eszk6z matematikadidaktikai alkalmazasi lehetOségeit
vizsgaltam. (Fatalin, 2003a,b,c; 2005a,b,c; 2007 és Fatalin&Varsics, 2004) A
Galois-graf mint eszkéz bevezetése a matematikadidaktikai elemzésekbe kézenfek-
vOnek tlinik, de e formalis matematikai modell csak némi atalakitds aran adaptalhato
a preciz és absztrakt matematikai fogalmak tanitdsanak modellezésére. Az aprolékos,
gondos munka eredményeként viszont olyan szemléletes képet nyerhetiink a fogalmi
hierarchiarol, amin egyszerre vizsgéalhatjuk a hierarchia egészét és egyes részleteit.

1.2. A fogalmi halo vizsgalatanak elozményei

A tudashalo kutatasaval napjainkban kiilonb6z6 tuomanyagak képviseldi foglalkoz-
nak. A szakirodalomban a tudashalo kifejezéshez kettds értelmezés tarsul: a kiilso és
a belso reprezentacios halo fogalma. A tudas hozzaférhetd kiilsé reprezentdcioja a
kognitiv allaspont szerint megfelel valamilyen belsé reprezentdcionak, és a kutatok
altalaban erds Osszefliggést tételeznek fel a belso és kiilsé reprezentacio szinvonala
kozott! A belsé reprezentacios halo csak kozvetett modon, a kiilsé reprezentacio al-
tal modellezve vizsgalhat6. A kiilsd reprezentacios halo elemei a képzeteknek, fo-
galmaknak, ... nevezett objektumok halmaza, amelyek szoros kapcsolatban allnak
egymassal, ezért a matematikai reladciok hatékony eszkozei modellezésiiknek, a kap-
csolatok vizudlis megjelenitésére pedig hasznalhatjuk e relaciok grafjait.

A reprezentacios elméletek szerint egy-egy 1j ismeret, fogalom megfeleld beépiilését
e tudashaloba két tényez6 javitja hatékonyan:



— az ismeretnek, fogalomnak minél tobbféle reprezentacioja épiiljon be a tudasha-
l16ba;

— az ismeret, fogalom minél t6bb szallal kapcsolodjon a mar meglevd ismeretek,
fogalmak halojahoz.

A reprezentaciok tobbféle csoportositasa terjedt el. Legelterjedtebb a Bruner-féle ha-
rom reprezentacios sikot tartalmazo6 tipizalas, azaz az enaktiv, az ikonikus és a szim-
bolikus reprezentdciok megkiilonboztetése. (A matematikai fogalmak reprezentécio-
janak egy masik szintén elfogadott megkozelitésében numerikus, grafikus, algebrai és
leird reprezentaciokrdl beszélhetiink.) Ma mar finomabb felosztasokat is alkalmaznak
a kutatok, hiszen példaul a nyelvi és a matematikai szimbdolumok jellegzetességei
alapvetden eltérnek egymastol. (A matematikai szimbolumok redundanciamentesek,
sziikséges ¢és elégséges feltételekkel operalnak, mig a nyelvi kifejezések redundansak
¢s a kivételeket is megengedd tipikus tulajdonsagokon alapulnak, tovabba mas a
nyelvi és mas a matematikai logika is.)

A matematikatanitds szamara fontos, hogy a tobbszor0s reprezentaciok vizsgalata
soran megallapitast nyert, miszerint az ikonikus reprezentaciok nyoma a , kreativ agy-
féltekében”, a szimbolikusaké pedig a ,logikaért felelés” masik agyféltekében he-
lyezkednek el. A matematikatanitasban a szemléltetés mellett a szemléletes fogalom-
alkotasra is nagy hangsulyt kell helyezni.

A kognitiv allaspont szerint a tanulds sordn a tanuloknak az 0j ismeretet a mar megle-
vé fogalmi haldjukba kell beépiteniiik. A kiilonb6z6é reprezentacidk parhuzamos
hasznalataval elérhet hogy a belsd reprezentacidba is tobbszordsen €piiljon be az 1j
ismeret. A matematikatanitdsban a szemléletes fogalomalkotdsra torekvés esetén a
szimbolikus reprezentdacio mellett a masik agyféltekében megjelenik a fogalom
ikonikus reprezentacioja is. A kiboviilo, gazdagodd ismerethaloban létrejovo uj kap-
csolatok elmélyitéséhez és megszilarditdsahoz az 0j ismereteket aktivizalni kell. A
matematikatanitasban a feladatmegoldasok az 1j ismeretek begyakorlasanak a szinte-
re. A feladatok kivalasztasa nemcsak az 10j kapcsolatok elmélyitésére, hanem az 1j
kapcsolatok létrehozaséra is hatdssal van, ha a gyakorlati alkalmazasok korébdl va-
lasztjuk, ui. igy az 0j ismeret a meglevo tudashalé tobb eleméhez is kapcsolodni fog.

A kognitiv szemlélet szerint a régebbi fogalmi halo elemei kozott mar meglevo, sok-
szalu, megszilardult kapcsolatok felszamoldsa szinte megoldhatatlan nehézségekkel
jar, amihez a tanitasi folyamatban feltétel nélkiil alkalmazkodni kell. Ez meghatarozo
jelentdségli a tananyagfelépitések kialakitasdban: a tuddshaloba ne épitsiink be olyan
elemeket, amelyek a késobbi altalanositasokat, absztrakcidkat gatoljak!

A fogalmak kialakuladsa kiilonb6z6 megkozelitésekben vizsgalhatok. Dorfler (1984) a
fogalomképzést empirikus-teoretikus, Skemp (1985) pedig az elsédleges-masodlagos
¢és egyszerii-absztrakt jellegiik alapjan targyalja. A genetikus episztemoldgia atyja,
Piaget a fogalomképzés négy szakaszat (sensori-motor; pre-conceptual; concrete-
operational; formal-operational) kiiloniti el. A fogalmak kialakuldsanak f6bb mozza-
nataira mi a Vigotszkij (1956) altal jellemzett szakaszokat tekintjiik mérvadonak,
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mely szerint a fogalomkialakulas elsd 1épésében a szinkretizmus, az idObeli egybeesés
kap dontd szerepet. A kdvetkezd fazisban a fogalmak komplexusokként, azaz halma-
zokként jellemezhetok, mig a harmadik szakaszban jelenik meg az un. pozicionalis
fogalom, mellyel a tanulé mar Ggy banik, ahogyan az absztrakt fogalommal kell, de a
fogalom meghatarozasaban, azonositdsaban még a komplexus szemlélet uralkodik. A
negyedik fazis az absztrakt fogalmak szintere. Ez az elképzelés kelléen egyszerl és
plasztikus ahhoz, hogy az altalunk vizsgalt altalanositasok és absztrakciok esetében
hatékony didaktikai kovetkeztetésekre juthassunk az eredményiil kapott grafok didak-

crer

A kiilso reprezentdciok vizsgalatai csoportosithatok aszerint, hogy magéra a fogalom-
ra mint a gondolkodas targyara milyen leirdé modellt alkalmaznak. A szemiotikai
vizsgélatok alapvetéen héarom tipust kiilonboztetnek meg: a dichotomikus, a
trichotomikus és a quadrichotomikus modelleket, ugyanakkor a matematikadidaktika-
ba Tall és Vinner (1981) mar bevezette a fogalomképzet (concept image) kifejezést,
ami a fogalmakat mar komplex moddon, a hozza tartozd ismeretekkel egyiitt kezeli.
Kutatasunk els@sorban a dichotomikus és trichotomikus modell alkalmazasi lehetOsé-
geit, elonyeit és hatranyait vizsgalja.

A fogalomalkotés és gondolkodas folyamatdnak didaktikai célii modellezéséhez mar
tobb kutatdé is alkalmazott matematikai eredményeket és eszkozoket. Piaget és
Inhelder kisérletet tettek (fizikai és kémiai feladatokon keresztiil) a gondolkodasi fo-
lyamat Boole-algebrai eszkozokkel valo leirdsara. Napjainkban a formalis fogalom-
analizis, a Galois-graf pedagogiai felhasznalasi lehetdségeivel kisérleteznek a legkii-
16nb6z6bb teriileteken. (Takacs, 2000) E kutatasok eredményéiil adodd Galois-grafok
didaktikai interpretacidoi még szegényesek, esetenként felszinesek, mert az alkalma-
zott modellek nem kelléen kidolgozott alapokrol indulnak. E témakdrben mind a fo-
galmi hierarchidk (Gyaraki, 1983), mind az értékelés teriiletén jelenleg is folynak a
kutatasok (Toth, 2005). A formalis fogalomanalizis €s a trichotomikus fogalomleirasi
modell alapjan tobb kisérletet is tettiink egy matematikadidaktikai szempontbol gaz-
dagabb didaktikai interpretaciot megengedd, jobban alkalmazhaté modell kereteinek
pontosabb értelmezésére kiilonb6z6 alkalmazasokban.

(Fatalin, 2003a,b,c; 2005a,b,c; 2007 és Fatalin&Varsics, 2004)

A gondolkodasi folyamatbol mi az dltalanositas és absztrakcio miiveletével foglako-
zunk részletesebben. E gondolkodasi miiveletekrdl a pszicholdgiai alldspontok eltér-
nek, Lénard (1984) példaul a konkretizaciot az altalanositas inverzeként jellemzi, az
absztrakcionak pedig nala nincs forditott miivelete. Mi a Kelemen (1984) éltal részle-
tesen is ismertetett felfogast kovetjik, azaz az altalanositas forditott mivelete a
specializacid, az absztrakcio forditott miivelete pedig a konkretizacio.

Az absztrakcid folyamatat az absztrakt vektorfogalom megalapozasan keresztiil vizs-
galjuk, ui. a vektorfogalom kialakitdsahoz mar évtizedek ota kiilonbozé felépitések
hasznalatosak, melyek a kiilonb6zd didaktikai problémakat eltéré6 moédon oldjdk meg,
illetve hidaljak at. Napjainkban is kutatas targyat képezi a vektorfogalom kialakitasa-



nak problémakdre (Poynter, 2004), aminek elemzésére megkiséreljiik alkalmazni
modelliinket.

1.3. Hipotézisek — A vizsgalat alapfeltevései

Kutatdsunkban a kognitiv tudashald egy algebrai halon alapuld modellezésére tettiink
kisérletet, ami a megcélzott tudashalo egzaktabb leirasi modjat is lehetdvé tenné.

Alaphipotézis

A formalis fogalomanalizisen alapulo trichotomikus fogalomleirdsi modell al-
kalmas a megcélzott tudashalo reprezentalasara.

Ha modelliink a megcélzott tudashaldo megfeleld reprezentacidja, akkor a didak-
tikai célkitlizések megvaldsitasdban makroszinten a tananyag tervezéséhez,
mikroszinten pedig a tananyag-egységek lokalis elrendezéséhez nyujthat segit-
séget, soOt a kitlizott cél explicit kifejezddése hasznos segédeszkdznek bizonyul-
hat a felfedeztetd, gyakorlo illetve ellendrzé feladatsorok tervezésében €s tanu-
161 megoldésainak kiértékelésében is. Az alkalmassag kifejezést itt abban az ér-
telemben hasznaljuk, hogy modelliink segitségével érdemi informaciok nyerhe-
tok a fentebbi témakdrokben végzett matematikadidaktikai elemzésekben.

Az alaphipotézis alapjan kutatdsunkban a kdvetkezd konkrét kérdéseket fogalmaztuk

meg:

1. Milyen konszenzusok aran lehet a trichotomikus fogalomleirdsi modellt és a for-
malis fogalomanalizis altal eléallo Galois-grdfot egy modellben egyesiteni?

2. Milyen elokészitést igényel e modell konkrét eloadllitasa ahhoz, hogy eldsegitse a
tanitasi-tanuldsi folyamat szabatos és tudatos tervezését?

3. A modellben a matematikai elvardsok és a didaktikai preferenciak milyen mérték-
ben egyeztethetok ossze?

4. Van-e a matematikai modellnek a kognitiv folyamatok leirasdara alkalmazhato as-
pektusa?

5. A modellnek mint statikus halonak van-e olyan felhasznaldsi modja, ami a statikus
és dinamikus szemléletet 6sszekoti?

.....

feladatok és feladatsorok tervezéséhez?

7. A modell alkalmazhato-e az ellendrzo feladatsorok tanuloi megoldasainak kiér-
tékeléseben?



1.4. Kutatasi modszerek

A kutatas elsésorban elméleti, elemz6 jellegli, de végeztiink empirikus vizsgalatot is.

Fobb kutatasi modszereink elemzési és modellalkotasi oldalrol a kovetkezok voltak:

a fogalmi hierarchidkra vonatkoz6 pedagdgiai alkalmazasok szakirodalomban ta-
lalhato leirasainak attekintése;

a kiilonb6zé modszerek elényeinek és korlatainak elemzése, 0sszehasonlitasa;
a formalizalt matematikai elmélethez megkeresni a hozzakapcsolhatd kognitiv
szemléletet;

— a gondolkodas mikrostrukturajanak pszichologiai szakirodalom tanulméanyozéasa
kiilonos tekintettel az altalanositds és specializalds, valamint az absztrakcid és
konkretizacio miiveletére.

— a dichotomikus és trichotomikus fogalomleirasi modellek 6sszehasonlitdsa a ko-
zépiskolai matematikatanitds témakdreiben kiilonds tekintettel a kiilonb6zd rep-
rezentacios sikokra;

— a matematika formalis fogalomanalizisének és a szemantika trichotomikus modell-
jének formalis 6sszehasonlitdsa;

A modell alkalmassadganak vizsgalatdban alkalmazott kutatdsi modszereink a kovet-
kez6k voltak:

— a kialakitott modell miikodésének kontrollalasa a konvex négyszogek témakorén
keresztiil, az eredmények egybevetése a tapasztalatokkal;

— a modell kutatasi célu alkalmazhatosagat az absztrakt vektor fogalméanak kialaki-
tasi folyamatanak modellezésén keresztiil végeztiik;

— a modell alkalmazhatosagi vizsgélatdt a mérés-értékelés folyamataban a hétkoz-
napi gyakorlathoz igazodva végeztiik, azaz a klasszikus ellendrzé dolgozatok ha-
gyomanyos szaktandri Osszeallitdsanak ¢€s értékelésének birtokaban, utdlag ele-
meztiik a dolgozat szerkezetét, majd ennek ismeretében vizsgaltuk meg, hogy a
tanul6i megoldasok strukturalis elemzése milyen tobbletinformaciot jelenthet az
értékelésben,;

— részvétel és eldadasok tartasa nemzetk6zi konferenciakon, szakmai konzultaciok.

A hipotézis jellegébdl adéddan a modell megvalosithatdsagi vizsgalata kertilt elotér-
be, ezért a modell megalkotdsanak €s vizsgalatdinak minden fazisdban konkrét példa-
kat is alkalmaztunk. (A dolgozatban az illusztracioként szerepld konkrét alkalmaza-
sok eltérd szedésben szerepelnek.)



2. FOGALMI HIERARCHIAK

A helyes fogalomalkotas, a fogalmak kozti 6sszefiiggések tanitdsanak modszertana a
matematikadidaktika egyik kiemelt kutatési teriilete. A szakirodalomban a fogalmak
kozti hierarchikus kapcsolatokat gyakran kiilonb6zd diagramokkal, dbrakkal szemlél-
tetik. A fogalmak kozti hierarchikus viszony, az ala- és folérendeltségi kapcsolatok
matematikai modelljei a részbenrendezés matematikai fogalman alapulnak.

2.1. A rendezett halmazokrol
A rendezési relacid egzakt matematikai definidldsakor kétféle relacio kiiloniil el:

— a < gyenge rendezési relacio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv tulajdonsag-
gal;

— a <szigoru rendezési relacio irreflexiv, aszimmetrikus és tranzitiv tulajdonsag-
gal.

A véges rendezett halmazok megadhatdk (négyzetes) relaciotablajukkal, ahol a tabla-
zat sor- és oszlopfejlécében a halmaz elemei szerepelnek azonos felsorolasban, és az
a elemhez tartoz6 sor, valamint a b elemhez tartozo oszlop éltal meghatarozott cella-
ban a x -jel talalhatd avagy iires attol fiiggden, hogy az a < b (ill. a <b) kapcsolat
fennall-e vagy sem. (Az x -jel helyett jelolésként az 1-et is hasznalhatjuk, ekkor a
relacid incidenciamatrixardl beszEliink.)

A rendezési relaciok formalis tulajdonsagai tablazatukban is tiikr6zédnek:

— Egy rendezési relacid tablazataban reflexiv esetben a diagonalisban levé 6sz-
szes cellaban szerepel a x -jel, mig szigor rendezés esetében az irreflexivitas
miatt a diagonalis cellai iiresek.

— A rendezési relacio anti- ill. aszimmetridja nem feltétleniil a tablazat ferde
szimmetriajat jelenti, ui. a rendezés részlegessége miatt lehetnek kozvetleniil
0ssze nem hasonlithato a és b elemek. (Ekkor sem az a sor és b oszlop, sem a
bsor ¢és aoszlop keresztez6désében nem szerepel a relacios jel.) Az
a(nti)szimmetria csak azt koveteli meg, hogy ha az a sor és a b (a=b) oszlop
keresztezddésében szerepel a relacios jel, akkor a b sor és a oszlop kereszte-
z6dése legyen iires.

— A tranzitivitds miatt ha a tdblazat b sordnak (a oszlopaban) és b oszlopanak
(c sordban) van relécios jel, akkor a ¢ sor a oszlopaban is van relacios jel, azaz
a tablazatban csak ilyen jelharomszogek fordulhatnak eld.

Egy halmaz gyenge ¢és szigorti rendezései kozott kdlcsondsen egyértelmii kapcsolat
van, ui. szigoru rendezést kapunk, ha egy rendezési relacio tablazatabol a diagondlis-
ban levd celldk tartalmat tordljiik, és forditva: gyenge rendezési relaciot kapunk, ha
egy szigoru rendezés relaciotablajaban a diagonalisban levd cellakat feltdltjiik a rela-
cios jellel.

10



A véges rendezett halmazok 4dbrazolhatdk iranyitott grafokkal oly modon, hogy a graf
szogpontjai a halmaz elemei, és az a pontbdl indul egy €l a b ponthoz, ha az a < b (ill.
a < b) relacio fennall. Egy részbenrendezés iranyitott grafja nem tartalmaz iranyitott
kort, azaz egyetlen csticsabol sem indul olyan irdnyitott it, amely ugyanott végzddne.
Az iranyitott kort nem tartalmazé grafokat DAG-nek (directed acyclic graph = iranyi-
tott kormentes graf) hivjuk. Minden iranyitott kormentes grafban értelmezhetd a csu-
csainak egy rendezése, amely szerint az a < b pontosan akkor all fenn, ha a grafban
1étezik olyan irdnyithat6 at, ami az a csucsbol a b csucsba vezet.

Tobb kiilonb6zé DAG is definidlhatja ugyanazt a rendezést. Az azonos rendezést
megvalositd6 DAG-ek abban térnek el egymadstdl, hogy az a<b<c szogpontokra az
a csucsbol a ¢ csucsba mend iranyitott ut kozvetleniil egy grafélen is megtehetd-e. Az
ugyanazon rendezést reprezentdld DAG-ek koziil a legkevesebb élt a graf tranzitiv
redukaltja, a legtdbbet pedig a tranzitiv lezdardsa tartalmazza. A tranzitiv redukalt
DAG-ben minden a<b<c szogpontharmas esetén a grafban mar nem szerepel az
a csucsbol kozvetlentil a ¢ csucsba mutaté €l.

A graf feltiintetett ¢leinek szamat redukalva az dbra attekinthetésége lényegesen ja-
vulhat. Ezt szolgélja a Hasse-féle konvencio elfogadasa:

ha az a-pontbdl a b-ponton keresztiil eljuthatunk a c-pontba, akkor a tranzitivi-
tas miatt kozvetleniil is eljuthatunk az a-pontbol a c-pontba, ezért az a- és c-
pontot kozvetleniil 6sszekoto élet nem abrazoljuk.

Egy DAG tranzitiv lezartjaban minden a < b< ¢ szogpontok esetében a grafban sze-
repel az a csucsbol kozvetleniil a ¢ csticsba mutato ¢l is. A Hasse-féle konvenci6 el-
fogadésaval tranzitiv redukalt DAG-ot abrazolunk, mikdzben egy DAG Hasse-féle
olvasata a DAG tranzitiv lezartja lesz. Forrasnak nevezziik a bejovo, nyelonek a ki-
mend ¢élt nem tartalmazo cstcsokat. Egy véges DAG tartalmaz legalabb egy forrast,
¢s legalabb egy nyelot.

A fogalmi hierarchia kifejezés alatt a tovabbiakban mindig egy részbenrendezett vé-
ges halmazt értiink. A didaktikai szakirodalomban talalhato kiilonb6zd fogalmi hie-
rarchiakban a fogalmakra ¢€s a koztiik levo rendezésre eltéré modellek fordulnak eld.
A didaktikai modellekben a rendezések két alaptipusa kiilonithetd el:

— A kutatasok egyik alaptipusaban a fogalmak szarmaztatidsa képezi a rendezés
alapjat. Ezekben a vizsgélatokban a fogalmak kozti megalapozasi vagy meg-
elézési relacid kap szerepet. Didaktikai alapkovetelmény, hogy egy 1) foga-
lom meghatarozasaban csak olyan ismeretekre szabad épitkezni, amelyek eld-
z6leg mar ismertek, s6t megfelelden beépiiltek az ismerethdloba. Ez azt jelen-
ti, hogy a relaciok grafja nem tartalmazhat iranyitott kort, ui. e kor bejarasakor
végtelen ciklusba jutnank. A DAG-ek esetében nincsenek ilyen kordk. (E re-
laciok értelmezésénél az irreflexivitds sem engedheté meg, hiszen egy foga-
lom értelmezésében, szarmaztatdsaban magét a fogalmat logikailag is tiltott
felhasznalni.) A gyakorlatban sokszor csak a kozvetleniil megel6zi (azaz
szomszédosak is) viszonyra, azaz a tranzitiv redukalt DAG-ra épitjiik a vizs-
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galatokat. Erre a relacidra a < jelet hasznaljuk. A szdrmaztatési tipusa fogal-
mi hierarchiak egyszertsitett matematikai modelljeként a tovabbiakban min-
dig egy (¥, <) rendezett part hasznalunk, ahol # a vizsgalt fogalmak alaphal-

maza, a < relacié pedig egy szigoru rendezést jelol a fogalmak # halmazan.

— A vizsgalatok masik alaptipusa azt vizsgalja, hogy melyik fogalom altalano-
sabb, bovebb. Tartalmazasi viszony vizsgalatakor megengedhetd a reflexivi-
tas, ui. nem sziikséges valddi tartalmazasra szoritkoznunk. Tartalmazasi tipusa
vizsgalatokban a fogalmi hierarchiak egyszeriisitett matematikai modelljeként
a tovabbiakban mindig egy (#; <) rendezett part hasznalunk, ahol #a vizsgalt

fogalmak alaphalmaza, a < relacio pedig egy gyenge rendezést jelol a fogal-
mak # halmazan. A gyenge rendezési relacio altalanos < jele helyett a — jelet

hasznaljuk, ha utalni akarunk arra, hogy a rendezési relacié egybeesik a hal-
mazelméleti tartalmazassal.

Egy < (ill. <) rendezési relaciohoz dualisan mindig tartozik egy > (ill. >) rendezési
relacid, melynek értelmezése: a > b (ill. a > b) akkor és csak akkor, ha b <a (ill.
a <b). A dudlis relaci6 tablazata az eredeti tabla transzponaltja, mig grafja az eredeti
graf éleinek ellentétes irdnyitdsaval kaphaté meg. A didaktikai szemponta vizsgala-
tokban az élek iranyitasanak feltiintetésétdl esetenként azért tekintiink el, mert az ab-
rak mindkét irdnyu didaktikai olvasata értelmes: az egyik irdny példaul altalanosités-
ként, a masik irdny pedig specializalasként interpretalhato.

A tovabbiakban példaként szerepld fogalmi hierarchidk esetében mind a tablazatos
megadas, mind a graffal torténd szemléltetés helyet kap. Egy 4bra esetében zavar6
lehet, ha nem egyértelmi, hogy megalapozasi ill. tartalmazasi relaciot abrazol a graf.

A didaktikaban a grafok hasznos segédeszkdznek bizonyultak a tantervek kialakitasa-
ban, a tananyag idébeli koordinacidjaban, felépitésének kialakitdsdban. A tananyag-
egységek idébeli elrendezésekor alapkérdés, hogy adott egység tanitdsara mely tan-
egységek tanitdsat kovetden keriilhet csak sor. Ez tulajdonképpen egy megeldzési
relacié eldallitasat jelenti. Egy elézetesen felvett relaciot mindaddig finomitani kell,
amig tranzitiv lezdrdsa rendezési relaciova nem valik. Ebbdl a szempontbol a graf
kritikus tulajdonsaga, hogy tartalmaz-e kort, ami egyfajta circus vitiosust jelentene a
tananyag felépitésében. Az 1960-as évektdl kiilonb6zé modszerek alakultak ki e
problémak kezelésére. Az ilyen irany0 hazai kutatdsokat Gyaraki Frigyes (1983) ve-
zette.

Meérfoldkonek tekinthetd az a Takdcs Viola (1995) vezetésével végzett kutatds, ami a
fizika tananyag tankonyvi felépitéseit vizsgalta oly modon, hogy harom fizika tan-
konyvsorozat fogalmi épitkezését hasonlitotta 6ssze. Kiindulasként eldallitotta a tan-
konyv fogalmaira vonatkozé kozvetlen megalapozza relaciot (<), azaz minden tan-
konyvi fogalomhoz megadta azokat a fogalmakat, amelyek definicidjukhoz sziiksége-
sek. (Mar az egyes tankOnyv-sorozatokhoz tartozo alaprelaciok elkészitése is meglepd
eredményeket hozott: pl. a Paal Tamds-féle tankdnyvsorozat kozel kétszerannyi fo-
galmat haszndl, mint a Vermes Miklos-féle tankonyvek.) A relacio kiértékelésében
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uttoré modszert jelentett, hogy e kutatdsban a megalapozési relacid Galois-grafjat
allitottak eld, ami sziikségszertien rendezési relaciot eredményez.

A fogalmi hierarchiak eddig emlitett vizsgalatai dichotomikus modellt alkalmaznak a
fogalmakra abban az értelemben, hogy minden fogalmat egy kettdssel jellemeznek: a
fogalom nevével (terminus) és a terjedelmével, azaz a terminus altal jeldlt objektu-
mok halmazaval. A fogalom ezen felfogasat Pietzsch (1988. 132.0) a kdvetkez6 mo-
don jellemzi: ,,egy fogalom egy olyan halmaz”, ami ,,a tarsadalmi fejlodés soran a
gvakorlati vagy tudomanyos jelentosége miatt kiilon nevet kapott”. (E modell elneve-
zésére bevezetett dichotomikus jelz6t a szemiotikai €és lingvisztikai szakirodalombol
kolcsonoztiik. Az elnevezésben zavaro lehet, hogy a dichotomia kifejezést a matema-
tikai szakirodalom els@sorban a rendezési relacidra hasznélja abban az értelemben,
hogy minden (a,b) par esetén az a < b és b < a koziil pontosan az egyik teljestil.)

A dichotomikus modell egyszeriisége kovetkeztében igen kevés informaciot tartal-
maz, igy alkalmazésai tobb félreérthetdséget is rejtenek magukban. Didaktikai néz6-
pontbol a dichotomikus modell alapjan készitett grafok fobb hidnyosséagai a kovetke-
z0k:

— a graf ¢éleit tartalmazasi viszonyként értelmezve két fogalom metszetének ill.
unidjanak eredménye nem feltétleniil jelenik meg a grafban, igy két kiilonb6zo
pontbol lefelé ill. felfelé elindulva és az elsé kdzos pontba érkezve nem a két
fogalom ko6z06s részéhez ill. egyesitéséhez jutunk el;

— a graf szdgpontjai explicit megnevezéssel ellatott, intuitiv terjedelmi és tar-
talmt fogalmakat jeldlnek, kovetkezésképpen ez a graf nem mutatja be az al-
talanositas és a specializalas szempontjat, aminek prioritdsa van minden fo-
galmi hierarchia tanitdsdban.

Az els6é probléma csak az alaphalmaz adekvat megvalasztasaval oldhato fel, am ez
tobbnyire olyan részletezettséget igényel, amire sem sziikség, sem id6 nincsen a koz-
oktatasban. Az utdbbi problémat hidalja at a fogalmak széveges jellemzése, melyek-
ben —ha nem is teljes korlien— mar explicite is szerepelnek a fogalmak bizonyos tulaj-
donségai.

A konvex négyszbgek hierarchikus strukturajat szemlélteti az 2.1. abra grafja. Ennek
az abranak kiilbnbbzé variansaival talalkozhatunk a szakirodalomban. A 2.1. abra graf-
jat kézli Olosz (2005. 4.0), de hasonlé abrazolast talalunk példaul Mitroica (1987. 58.0)
és Reinhardt & Soeder (1993. 162.0) kbnyvében is. Az utdbbi szerz8k valtozataban
nem szerepelnek a grafban a hurnégyszégek és az ortogonalis trapézok, az érinté
négyszd6g helyett pedig az un. affin deltoidok osztalya valik a graf egyik szégpontjava.
Egyik abraverzio sem tekintheté teljesnek, hiszen meglehetésen sokfajta speciélis
négyszégtipus létezik, melyek viszonylag kbnnyen megq is nevezhetdk, ilyenek példaul
az érint6é hurtrapézok, a meréleges atloju hurtrapézok vagy a derékszégl érintétrapé-
zok, hogy csak a trapézféleknél maradjunk. Az abrézolasok tébbnyire csak a specialis
négyszdégek alaptipusaira szoritkoznak.
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2.1. abra: A konvex négyszdgek hierarchikus strukturaja Olosz (2005) nyoman

A 2.1 abra grafja néhany specialis négyszdgosztaly eqgy rendezését abrazolja. Az abra
az egyes fogalmaknak csak a nevét szerepelteti és az egyes terminusokhoz tartozé
fogalmi terjedelmekre és tartalmakra csak intuitiv médon utal. A graf csak e négyszdég-
osztalyok tartalmazasi viszonyat tiikr6zi helyesen, am nem hasznalhaté fel a fogalmi
terjedelmek metszetének ill. uniéjanak értelmezésére, ui. ez hamis konkluziékhoz ve-
zetne. (Az abra ilyen olvasataban az érinté négyszdgek és a hurnégyszégek kbzbs ré-
Sze a négyzet lenne, pedig vannak érint6 hurtrapézok is! A paralelogrammak, a hudrtra-
pézok és az ortogonalis trapézok sem fedik le a trapéz fogalom terjedelmét!) Ez a hi-
baforras csak az alaphalmaz adekvat megvalasztasaval kertilheté el.

A gréf alapjan elkészithetd a relaciotabla (2.1. tablazat), és forditva: a relaciotabla
alapjan megrajzolhat6 a graf.
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2.1 tablazat: A konvex négyszégosztalyok egy rendezési relaciotablaja

2.2. A matematikai definiciok

A kiilonb6zo fogalmak tomor szoveges leirasara leggyakrabban explicit definiciokat
hasznalunk. Az explicit definici6 formailag két részbdl all: a definiendumbodl (megha-
tarozando) és a definiensbdl (meghatarozo), melyek azonositasat fejezi ki a definicio:

definiendum ‘= definiens.

A definiendum és a definiens azonositasat kifejezé allandosult elemet (‘=) definialo
egyenloségnek nevezziik, melyet Polos €s Ruzsa (1987. 174.0) logikai szempontbdl a
kovetkezé modon jellemez: ,, kotéelem, amely kimondja, hogy a definiendum és a
definiens intenzidja azonos, és jelzi, hogy ez definicio.” A definialo egyenléség elne-
vezes csak félig szerencsés, mert kifejezi ugyan, hogy a ‘= tartalmilag egy azonositést
leird egyenldség, formailag viszont hatarozottan aszimmetrikus, mert a definidlo
egyenloseg bal— és jobboldala nem cserélhetd fel. A ’tartalmilag azonositast kifejezd
egyenldség’ itt azt jelenti, hogy egy ekvivalenciaosztalyozast hataroz meg, ui. két
halmazba sorolja a dolgokat aszerint, hogy a definiensben szerepld feltételeknek ele-
get tesznek-e, vagy sem. A formai aszimmetria, amit még a definialo egyenloség jelo-
Iése is tiikrdz, viszont arra utal, hogy ez nem az egyenldség tipust relaciokkal (reflex-
iv, szimmetrikus, tranzitiv), hanem inkabb az aszimmetrikus rendezési relaciokkal
van rokonsagban.

A definicidval ellatott fogalmak egy # halmazén a ‘= definidalo egyenldség egy koz-
vetleniil megeldzi tipust relacidt (<) hataroz meg. Az # fogalomrendszerben a
‘= megalapozasi relacid rendszerszemléletileg generdl egy < megel6zési relaciot,
amely megadja, hogy egy fogalom értelmezését mely fogalmak értelmezésének kell

megeldznie. (Matematikailag a < megeldzési relacié a ‘= ’kdzvetleniil megalapozza’
relacio tranzitiv lezarasa.) Egy definicids rendszerrel szemben logikai kdvetelmény,
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hogy az igy eléallo megel6zési relacid rendezési relacid legyen az # fogalmak hal-

mazan. Graffal abrazolhatjuk a fogalmak kozti ‘= *kozvetleniil megalapozza’ relaciot,
amibdl konnyen megkaphatjuk a <megeldzési relacio grafjat, ui. csak a Hasse-féle
konvencidt kell bevezetniink. Szemléletesen: ha az (#;<) grafja DAG (iranyitott kor-
mentes graf), akkor a definicio-rendszer a fogalmak egy rendezett leirasat adja.

Altalaban egy tulegyszertisitett grafot kapunk, ha a definiciékban explicite rogzitett
fogalmi terjedelmek alapjan abrazoljuk a fogalmi hierarchiat, ui. a tulajdonsagrend-
szerben logikailag fennall6 belsd dsszefliggések rejtve maradnak.

A fovabbiakban a négyszbgek jellemzésére hasznalt tulajdonsagokat régzitjiik. Ezek
kbz6tt szimmetrikus és metrikus tulajdonsagok egyarant szerepelnek. E tulajdonsagok-
ra a tovabbiakban a témorités érdekében kodjukkal hivatkozunk. A kédokat a 2.2. tab-
lazat tartalmazza. (Ettél eltéré esetben a tulajdonsagokat kiilbn megadjuk alkalmi k6d-
jukkal egyiitt.)

Négyszdégtulajdonsagok kod

(legalabb egy) parhuzamos oldalpar

(legalabb egy) egyenlé oldalpar

két-két parhuzamos oldal

két-két oldala egyenlé

minden oldala egyenl6

atloi egyenl6k

atloi merélegesek

atloi felezik egymast

(legalabb egy) egyenlé szégpar

két egyenld szbgpar

minden szbége egyenlé

kbzéppontosan szimmetrikus

(legalébb egy) tengelyes szimmetria az atlora

(legalébb egy) tengelyes szimmetria az oldalfelezémerélegesre

két tengelyes szimmetria az atlokra

két tengelyes szimmetria az oldalfelez6merblegesekre

tengelyes szimmetria az oldalfelez6merblegesekre és az atldkra

van érintékére

(WO |V|O|ZT M X< |- |T|OIM|M|TOO||>

van beirt kore

2.2. tablazat: Az attributum halmaz a kddjai

A specialis négyszdgosztalyokra természetesen kiilonbdzd definiciés formulék adha-
ték. A 2.3/a tablazat Hajés (1961. 42.0) definicibi alapjan készlilt.
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def/ nicios definiendumnak
tulajdonsag
C paralelogrammanak
Ha egy négyszdgre a K teljesiil, akkor |téglalapnak nevezzliik.
E rombusznak
EésK négyzetnek
A trapéznak

2.3a tablazat Négyszdgosztalyok definicioi Hajés nyoman

A 2.3b tablazat viszont egy elsésorban szimmetriakra épit6 definicio-rendszert ad meg.

Definiendumnak ﬁgggggf genus proximumot.
Paralelogrammanak L négyszbget.
Téglalapnak nevezziik a N tulajdonsagu paralelogrammaét.
Rombusznak 0] paralelogrammaét.
Négyzetnek G téglalapot.
Trapéznak A négyszoget.

2.3/b tablazat Négyszégosztalyok definicioi szimmetriatulajdonsagok alapjan

A négyszdgek e két kiilbnbbzé (a 2.3/a-b tablazatokban megadott) definialé egyenlé-
ségeit megalapozasi relacioként értelmezve a 2.2. abran lathaté fogalmi hierarchidkat
kapjuk.

a eset b eset
112(3|4|5]| 6 1712|3|4|5]| 6

konvex négyszég 1 1

trapéz 2 |x 2 |x

paralelogramma 3 [x 3 [x

rombusz 4 |x 4 |x

téglalap 5 |x 5 |x

négyzet 6 |% 6 |x X

konvex
négyszég

paralelo- .
[konvex négysz()'g] gramma trapez

I_I_I

|
[paralelogramma][tég/a/ap][ trapéz ] [rombusz][négyzet] [rombusz ][ téglalap ]

2.2. abran A konvex négyszoégek hierarchiai a definialé egyenléségek alapjan
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2.3. A definicios lanc

Az irdsos emlékek szerint els6ként Platon (a ‘Szophista’-ban) adott rendszerszemléle-
ti definiciosort, mellyel a fogalmi specializalast demonstralta ugy, hogy példdjaban a
mesterember’ fogalmabol levezette a *horgasz’ fogalmat.

Platon definicids eljarasa megkiilonboztetd tulajdonsagokkal sziikiti le 1épésrol 1épés-
re az egyes fogalmak terjedelmét. Egy fogalom és egy kivalasztott tulajdonsag segit-
ségével a fogalom terjedelme két részre bomlik: az egyik halmazba tartoznak a kiva-
lasztott tulajdonsagnak eleget tevé objektumok, a masik részbe pedig azok, melyekre
nem teljestil e tulajdonsag. (Az elsé Iépésben példaul a mesterembereket abbdl a
szempontbol kiilonbozteti meg, hogy munkajuk meglevd dolgok megszerzésére, vagy
uj dolgok létrehozasara iranyul-e.)

A fogalmi specializalas e deduktiv mddszere igen altaldnosan alkalmazhatd, és az
eljaras kovetkezo két elonyét ki kell emelniink:

— a specializalas nézbépontja, a relevans tulaj-
donsag explicite is megjelenik benne; [ mesterember ]
I

— pontosan szemlélteti a leggyakrabban hasz- [ sze[rzc'i ] alk:otc')

nalt explicit definiciok felépitését, amivel T
szemléletesen is elOsegiti az explicit defini- [ P lkeritc’i ] PO
cios forma elsajatitasat, mely szerint a foga- T :

lom terjedelmének koriilhataroldsa a ,,leg- — ; S
kozelebbi folérendelt fogalombol” (genus [ Vad?szo J i kiizdS
proximum) a megkiilonboztetd tulajdonsag —! ;

(differentia specifica) segitségével torténik. ¢lore ]

i

I

i

uszokra : gyalogjarokra i
1

Az eljarasnak azonban két korlatjat feltétleniil
meg kell emliteniink:

| :

— olyan hamis képzetet kelthet, hogy a ’leg- halétszat ] : _madaraszat

[

[

[
kozelebbi folérendelt fogalom’, a genus [ !

[

[

proximum mindig egyértelmiien létezik; naplpal ] ¢jjel

— a fogalmi hierarchia halojabol csak egy de-
finicids lancot emel ki, a tobbi ag lezaratla-
nul, altalaban valddi nevesités nélkiil ma-
rad, és az egy témakoron belil 1étezd kii-
16nb6z06 definicids lancok dsszekapcesolasa-
ra nem ad Gtmutatast.

horoggal ] szigonnyal
|

horgasz ]

2.3. abra Platon modszere

Ambrus (1995. 60.0) a konvex négyszbgek specializaciojan keresztiil pontosan mutatja
be Platén klasszikus eljarasat. A 2.4. abrahoz tartoz6 tablazat egy alternativat tartal-
maz a relevans attributumra a 2.2. tablazatban rogzitett kodokkal.
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A 2.4. abra nagyon pontosan szemlélteti az explicit definici6 felépitését, ami seqiti az
explicit definiciés forma elsajatitasat. (Pl.: A négyzet olyan téglalap, ami rendelkezik a
Ps attributummal, azaz pl. az oldalai egyenlék.)

A relevéans tulajdonséag kivalasztasa nem feltétleniil egyértelmi: pl. a négyzet olyan
téglalap, aminek az atléi merélegesek, és természetesen a genus proximum sem fel-
tétleniil egyértelmii, hiszen a négyzet szarmaztathaté a rombuszbdl is: a négyzet olyan
rombusz, aminek a szégei egyenldk.

| konvex sokszég |

DIFFERENTIA SPECIFICA

(kodok a 2.2. tablazatban) P1(x) : Pi(x)
. ( konvex négyszég | | nemnégyszog
P1 ’konvex negyszogseg’
Pz(x) Pz(X)
P, | ‘trapéz tulajdonsag’ (A) [ trapéz ] nem trapéz 3
P; | ‘parallelogrammasag’ (C) P3(x) : P3(x)
o s
P, | 'téglalap tulajdonsag’ (K) (_paraelogramma_] | nem paralelogramma
Pa4(x) . Py(x)
Ps | ‘négyzet tulajdonsag’ (O) [ téglalap ] { " nem téglalap
P5(x) . : Ps(x)
| négyzet ] i nemnégyzet

2.4. abra: A konvex négyszégek szarmaztatasa Ambrus (1995) nyoman

Bér a 2.4. abran mar megjelennek a tulajdonsagok is, amelyek utalnak a specializalas
szempontjara, de hianyossaga, hogy lényegében csak egy linearis lancot abrazol
szemben az 1. abra fogalmi hierarchiat leiré6 halézataval szemben! E linearis lanc ha-
16zatta szervezéséhez (pl. a hurtrapéz ill. a rombusz beillesztéséhez) mar altalanosabb
eljarasra van sziikség.

2.4. A folyamatabrakrol

Platon eljarésa altalanosithat6 Ggy, hogy nemcsak a fogalmi levezetés szempontjabol
kedvez6 agat fejtjiikk ki és nevesitjiik, hanem a tobbi agon is végigvissziik a speciali-
zalast. Ennek eredményeként egy dontési fat kapunk. A dontési fa egy olyan algorit-
musnak tekinthetd, amelynek segitségével minden objektum besorolhaté a fogalmi
hierarchidba. A dontési fak elénye, hogy az objektumok tobb tulajdonsagéra épitve
nem hagynak lezaratlan agakat, és ebben az értelemben a fogalmi hierarchidk egy
teljesebb leirasat szolgaltatjak.

A dontési algoritmushoz kivalasztott tulajdonsagrendszer tobbnyire nem egyértelmi-
en determinalt. A fogalmak definidlasdhoz hasonléan bizonyos szabadsagi fokok
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vannak a relevans tulajdonsagok kivalasztdsdban, ami egyben eltéré fogalmi hierar-
chidkat is eredményezhet.

A fogalmi hierarchidk dontési fakkal vald leirdsakor altaldban nem biztosithat6, hogy
minden dontés valoban relevans legyen a még hatralevo 6sszes fogalom terjedelmére
vonatkozéan. Ez azért okoz problémat, mert ha egy tulajdonsidg nem relevans egy
fogalomosztalyra, azaz a fogalmi terjedelmébe tartoznak olyan objektumok is, ame-
lyekre teljesiil, és vannak olyanok is amelyekre nem teljesiil ez a tulajdonsag, akkor
az egész fogalomosztalyra vonatkozd dontésként egységesen elutasitjuk a tulajdonsag
teljesiilését, bar egy sziikebb terjedelmii részfogalmara esetleg igaz.

Az eljaras eredményeként a fogalmi hierarchia jellemzése sziikségszeriien egy faszer-
kezetl struktara lesz, azaz az egyes agak csak szétagazhatnak, 6ssze nem néhetnek. E
problémak jelzik, hogy a tevékenységsorozatok leirasat preferalod folyamatabrak koz-
vetleniil nem alkalmasak a fogalmi halok altalanos leirasara.

konvex
négyszog

false frue

»—
N | V

alse frue jalse true
3 Z 1
altalanos | | oo “ls”’e
négyszég

trapéz hirtrapéz r/“_ls<p>@‘i

paralelo-
gramma

téglalap

rombusz négyzet

v
Z
(@]
o
A

2.5b abra: Konvex négyszbgek kategorizalasanak folyamatabraja Pelle nyoman
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konvex

Sokszbg

I [ [ [
[ él,talénqs ][deltoid][trapéz][ hartrapéz ] [ paralelo- ][téglalap] [rombusz] [négyzet]
négyszég gramma

2.5b. abra: Konvex négyszbgek hierarchiaja a déntési fa alapjan

A konvex négyszbgek besorolasara Pelle (1974. 436.0) k6z6l egy algoritmust, mellyel
barmely négyszdg besorolhatd a megfelelé speciélis négyszdgosztalyba. A 2.5a abra
ezt az algoritmust adja meg a 2.2. tablazatban szereplé tulajdonsagkdédok segitségé-
vel, a 2.5b abra pedig az eredményiil kapott fogalmi hierarchiat abrazolja.

Az 2.5. abra hierarchikus olvasata meglepé kévetkeztetésekre vezet: minden specialis
négyszbgosztaly kézvetleniil a konvex négyszbg fogalmabdl szarmazik, és diszjunkt
viszonyban allnak egymassal. E szemlélet Euklidész (~ie.300) 22. definiciojat idézi fel:

A négyoldalt alakzatok kéziil négyzet az, amelyik egyenld oldalu és derékszogd,
téglalap, amelyik derékszbgl, de nem egyenlS oldald;, rombusz, amelyik egyenlé
oldalu, de nem derékszégli; romboid, amelynek a szemkdzti oldalai és szbgei
egyenlbk egyméassal, de sem nem egyenl§ oldald, sem nem derékszégl. A tébbi
négyoldalu neve legyen trapéz.”

E terminolégia mégétt az a nyelvi térekvés htuzodik meg, hogy lehetéleg minden dolgot
a legpontosabban nevezziink meg. Ebbdl a nézépontbdl érthetd, hogy egy négyzetet
ne hivjunk téglalapnak, egy rombuszt pedig deltoidnak, inkabb minden négyszéget ne-
vezziink a nevén. A tanitasi gyakorlatban is gyakran tapasztalhaté a tanulok e nyelvi
térekvése, ami azonban a megfelelé hierarchikus szemlélet fejlesztését hatraltatia. A
déntési fak és az Euklidész-féle terminoldgia elfogadasa valéjaban a négyszégek egy
diszjunkt osztalyokra bontasat eredményezné, ami a Simon-féle jellemzés (1979) sze-
rint egy lapos, széles hierarchia. (E terminolégia alkalmazasa a dolgok definiciéjaban
szereplS tulajdonséagrendszerekben halmozna fel és rejtené el a hierarchikus viszo-
nyokat.)

A 2.5. abra tartalmazasi szempontbdl tehat helytelen képet ad a specialis négyszégek
hierarchikus felépitésérél. A hibak elemzéséhez a 2.5. tablazatban a kévetkez6 infor-
macibkat tiintettiik fel:

x: az adott négyszbgosztaly adott tulajdonsaga a déntési fabol helyesen allapithaté
meg;
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—: az adott négyszbgosztalyra teljesiil az adott tulajdonsag, de ez a déntési fabol
nem derlil ki, azaz a déntési folyamatban nem keriil felhasznalasra;

F: az adott négyszbgosztalyra a déntési fa szerint nem teljesiil az adott tulajdonsag,
am ez az éllitas az adott négyszégosztalyra nem relevéns.

A — hianyjel el6fordulasa természetes, ui. egy algoritmus altalaban nem igényli az ér-
vényben levé Gsszes tulajdonsag felhasznalasat, de ez nem is okoz félreértést. Az F
jelli informacidk viszont hamis informaciétébbletet jelentenek. Az algoritmusba ugyan
implicit médon épllnek be ezek a hamis informaciok, de a dbntés soran mar explicite
tagadjuk az adott tulajdonségot, pedig valéjaban e tulajdonségok csak lényegtelen az
adott négyszbgosztalyok szempontjabdl.

Az F jelek hamis informaciétébbletei eredményezik a hamis kévetkeztetéseket. (A tab-
lazat A6 celldja szerint a deltoidnak ‘semmiféleképpen’ sincs (legalabb) egy parhuza-
mos oldalparja, mig a tablazat A8 cellaja szerint a rombusznak ‘mindenképpen‘ van
(legalabb) egy parhuzamos oldalparja. Ez vezet arra a hamis kévetkeztetésre, hogy a
rombusz nem deltoid.)

Informacibs-tablazat Attribatumok
a 2.5. ébrahoz AlBlc|ID I|E |F |K
konvex négyszég 1
alt. négyszég 2| F F
‘§ trapéz 3| x| F|F
R‘U,\!,; hurtrapéz 4| x| x|F -
S | deltoid 6|F|- x
N
% paralelogramma AR IR F
2 | rombusz 8| x |- | x| -] x F
téglalap 9| x| - x| =|F| x| -
négyzet 10| x| - | %x|[—-]|%x|[—-]|x

2.5. tablazat: A 2.5. abra informacio-tablazata

A fentebbi problemak mutatjak, hogy egy fogalmi halé altalaban nem irhaté le egysze-
rien folyamatabraval.

2.5. A fogalmak trichotomikus modelljérol

A fogalmak dichotomikus modellje az el6z0 abrazolasokban kiegésziilt néhany kiva-
lasztott tulajdonsaggal is, amelyek a specializdlds szempontjat adtdk meg. A rele-
vansnak tekintett tulajdonsagrendszer kivalasztasaban altalaban tobb szabadsagi fo-
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kunk is van. E vdlasztdsi lehetdségekhez a kovetkezd gondolatot fiizi Hajos
(1959. 80.0):

,,Sokszor jelent gondot a matematika felépitésében a definiciok megvadlasztasa.
Ez nem azt tiikrézi, mintha a definialas mikéntjétol fiiggenének a tények, hi-
szen a geometria tényeit a valosagbol meritjiik. A definiciok a tényekre vonat-
koz6 szohaszndlatunkat szabdlyozzdak. Ugyes szohasznalattal vilagosabban fe-
Jjezziik ki a tényeket, tigyetlen szohaszndlat mellett viszont sok kivétel és sok
esetszétvalasztas szerepel.”

A valasztési lehetdségek attekintéséhez, a szabadsagi fokok lathatova tételéhez didak-
tikai szempontbol célszeriibb a fogalmak 6sszes tulajdonsagat szdmba venniink. En-
nek egyik modja, hogy a dichotomikus modell helyett a fogalmak Un. trichotomikus
modelljét alkalmazzuk. A trichotomikus modelljellemzdje, hogy minden fogalom
szervesen rendelkezik a kdvetkezé harom komponenssel:

— afogalom neve;
— afogalom terjedelme;

— afogalom tartalma.

A trichotomikus fogalomleiras tehat a dichotomikus modell kibévitése a fogalomhoz
tartozo, arra érvényes tulajdonsagok halmazaval. A trichotomikus modell barmely
komponensének hidnya esetén nem beszélhetiink fogalomrol. Elsésorban nem isme-
retelméleti, hanem didaktikai alapelvek miatt nem engedjiik meg az iires halmaz sze-
repeltetését sem fogalmi terjedelemként, sem fogalmi tartalomként. A fogalom tar-
talmara és terjedelmére tett ezen kritérium indokai a kovetkezok:

— A fogalomkialakitas egyik alaplépése a fogalom azonositasa, amihez a fogalom
ismertetdjegyeinek, igy az azonosité €s megkiilonboztetd tulajdonsagainak
felismerése €s elsajatitasa is sziikséges. A fogalmi tartalom iiressége esetén a
fogalom azonositdsa nem végezheto el!

— A fogalom terjedelme az ellentmondasok elkeriilése végett nem lehet iires. (A
’semmire’ vonatkozdéan barmilyen, egymasnak akér ellentmond6 allitasok is
igaznak tlinhetnek annak tudatdban, hogy ellenpéldaval nem cafolhatok meg!)

A tovabbiakban az elnevezés €s név terminologiat is megkiilonboztetjiik, ui. annak
tovabbi feltételei vannak, hogy egy elnevezés névvé valjon.

Meg kell jegyezniink, hogy a trichotomikus modellre nem teljesiil a matematikai foga-
lomleiras azon szabatossagi feltétele, hogy egy fogalom megadasaban, leirasaban,
meghatdrozasaban csak annyi Un. relevans tulajdonsag szerepeljen, amennyi feltétle-
niil sziikséges a fogalom terjedelmének pontos korbehatarolasdhoz. A trichotomikus
modell fogalomleirasdban ezzel szemben a fogalom minden tulajdonsaga helyet kap,
ilyen értelemben olyan ,,felesleges tulajdonsagokat™ is tartalmaz, amelyek a relevans
tulajdonsagokbdl levezethetdk. A trichotomikus fogalomleirasban szerepld tulajdon-
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sdgok tehat nem fiiggetlenek egymadstol, igy ez a modell redundancidkat tartalmaz,
ezért nem tekinthetd tomornek sem.

A fogalmi hierarchiak szakirodalmi abrazolasai kbzétt ritkan talalkozunk trichotomikus
modellel. Hortobagyi (2001. 35.0) konvex négyszégekre vonatkozd grafjan, amely a
2.6. abran lathaté, a négyszdgosztalyok abrazolasaban a fogalmak trichotomikus mo-
dellje jelenik meg. A 2.6.4bra a fogalmak tulajdonsagait explicite is tartalmazza, azaz
egy trichotomikus modellre alapozza a hierarchia abrazolasat. Az abra olvasasakor ér-
telemszeriien néhany konvenciéra tekintettel kell lenniink:

— a tranzitivitasi lanc miatt a Hasse-féle konvencié érvényes a tartalmazasi viszo-
nyokra, (pl. trapéz > paralelogramma - téglalap);

— afelsébb fogalmak terjedelme tartalmazza az alarendelt fogalmak terjedelmét;

— a felsébb fogalmak tulajdonsagai 6rékl6dnek az alarendelt fogalmakra, (pl. a rom-
busznal kbzvetleniil nem jelenik meg az, hogy atloi merélegesen felezik egymast,
de mivel deltoid-féle, ezért atloi merblegesek, és paralelogramma-féle is, ezért at-
16i felezik egymast.)

Konvex négyszog
A bels6 szbgek 6sszege 360°

A\ 4

Trapéz Deltoid _
Van parhuzamos oldalparjuk. Két-két szomszédos oldal hosz- Egyéb konvex
Egy szaron fekvé szdgek sza egyenld. Az egyik atlo me- négyszbgek
Osszege 180°. rélegesen felezi a masikat.
\4
Paralelogramma

Két-két szemkozti oldal par-

huzamos. Szemkézti oldalak

egyenlék. Szemkozti szogei

egyenldk, atléik felezik egy-
mast.

)

Téglalap
Minden szbge de-
rékszog.
Atléik egyenlék.

\
Négyzet

Oldalai és szbgei egyenldk.

\ 4

Rombusz
Oldalaik egyenl6k.

2.6. abra A konvex négyszdgek hierarchikus rendszerezése Hortobagyi nyoman
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2.6. A formalis fogalomanalizis elemei

A formalis fogalomanalizis, a Galois-graf a haloelmélet eredményein alapul. A XIX.
szazad végén Dedekind elsdként definidlta axiomatikusan a halé6 matematikai fogal-
mat, és egyben azt is megmutatta, hogy a logika szempontjabol fontos Boole-algebra
is egy specialis halo. Dedekind haloelméletének fejlédése, kibontakozasa az 1930-as
évektdl kapott nagy lendiiletet els6sorban Garrett Birkhoff munkassaga nyoman.
Birkhoff (1940) cikke alapjan pedig Rudolf Wille (1996) és darmstadti kutatdcsoportja
kifejlesztette az un. formalis fogalomanalizist. A formalis fogalomanalizis eredmé-
nyeként eldallithatdo Galois-grafok kiilondsen az elmult 15 évben nyertek egyre széle-
sebb korben alkalmazast.

A formalis fogalomanalizis kiindulési pontja egy R (binér) relacio egy O objektum-
halmaz és egy E attributumhalmaz elemei k6zott, azaz formalisan: R c Ox E.

Az objektumok egy O; halmazéanak intenzidja alatt az attribitumok azon E; részhal-
mazat értjikk, amelybe azok az attributumok tartoznak, amelyek teljesiilnek az O,
halmaz minden elemére.

Az attribatumok egy E; halmazanak extenzidja alatt pedig az objektumok azon O,
részhalmazat értjiik, amelybe azok az objektumok tartoznak, amelyekre az £; halmaz
minden attribatuma teljesiil.

Az R relacié egy O; x E; részhalmazat klikinek nevezziik, ha az O; objektumok
intenzioja E;, és az E; attributumok extenzioja O;. Klikknek tehat az R relacio maxi-
malisan zart részhalmazait nevezziik. A klikk abban az értelemben zart, hogy a klikk
minden objektumara teljesiil a klikk minden attriblituma. (A relaciot a klikkre leszii-
kitve tehat teljes relaciot kapunk, ami tdblazatos megadésban teljesen kitoltott jeltég-
lalapot jelent.) A maximalitas pedig azt jelenti, hogy a klikk sem objektummal, sem
attributummal nem bdvithetd tovabb a zartsagi feltétel megmaraddsa mellett.

A klikkek kozott az extenzioikra, ill. intenzioikra vonatkoz6 halmazelméleti tartalma-
zas segitségével értelmezhetd egy > rendezés. Egy C; klikk nagyobb egy C, klikknél,
ha a Cj klikk extenzioja tartalmazza a C, klikk extenziojat. Ezzel ekvivalens a kovet-
kez6 megfogalmazas: a C; klikk nagyobb egy C, klikknél, ha a C; klikk intenzioja tar-
talmazza a C; klikk intenziojat. (Formalis felirdsban a C; = O; xE; és C; = O, xE>
klikkekre:

C]ZCQ g O]QOZAEngg.

Az igy értelmezett relacido parcidlisrendezés, azaz reflexiv, tranzitiv ¢&s
antiszimmetrikus relacio a klikkek halmazén.

A klikkek részbenrendezett halmazdnak grafjat az R relacid Galois-grafjdnak nevez-
ziik. A Galois-gradf egy véges iranyitott kormentes graf, azaz DAG, ezért van forrasa
¢s nyeldje. A Galois-graf nyeldje a teljes extenzio-halmaz klikkje, ami egyben a graf
maximalis klikkje, a graf forrdsa pedig a teljes intenzio-halmaz klikkje, ami egyben a
graf minimalis klikkje.
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A fogalmi hierarchidk modellezésében fontos szerepet jatszik a Galois-graf alabbi
tulajdonsaga. A klikkek dudlis fogalmi hierarchidja ugy értelmezendd, hogy a klikkek
kozott értelmezett > rendezési relacid helyett a < dudlis relaciot szerepeltetjiik rende-
zésként. Az igy kapott grafot a Galois-grdf dudlisanak nevezziik.

A kiindulési relaci6 transzponaltjabol kiindulva, azaz az objektum és attribitum hal-
mazok szerepének felcserélésével szintén megkeresheték a transzponalt relacié ma-
ximalisan zart részhalmazparjai, azaz klikkjei, melyek ugyis megkaphatok az eredeti
relacié klikkjeibol, hogy felcseréljiik azok extenziojat és E ,transzponalt klikkek”
rendezett halmazanak DAG-je és az eredeti klikkek dualis rendezése alapjan elkészi-
tett DAG kanonikusan azonosithato. (Egy Galois-graf transzponaltja és dualisa 1¢é-
nyegében azonos DAG.)

A Galois-graf elballitdsa a relacid szamitogépes feldolgozasat igényli. A Galois-
grafok alkalmazésai az elmult évtizedben tobb szakteriileten is bekeriiltek a kutatasok
eszkoztaraba. Felhasznaldsdnak terjedése kovetkeztében a klikkek megkeresésére
illetve a graf eldallitdsara mar tobb szoftver is talalhato, s6t szabad szoftverként a
www.nexus.hu/opalsoft webhelyrdl letdlthetd az a program, melyet a Takdcs Viola
vezette kutatasokhoz fejlesztettek ki. E program a Norris-féle algoritmus alapjan allit-
ja eld a klikkeket, ismertetése megtalalhatdo a Pozsonyi & Drommer (1994), mig a
grafrajzold programot Takdcs & Szigeti (2000) ismerteti. Kutatdsainkhoz a formalis
elemzéseket mi az ALTUIR szakértdi iroda szoftverével végeztiik, melynek kifejlesz-
tését én irdnyitottam. (Fatalin, 1995)

Wille és Ganter (1996) a formalis fogalomanalizis bemutatasara példaként a konvex
négyszbgek 2.6. tablazatban feltiintetett relaciétablajat hasznalja.

Tulajdonséagok
Wille és Ganter példaja allc |blld|a=b | c=d | a=c | b=d | alb
kod (A B C D E F G
Négyzet 1 x x x x x x x
Téglalap 2 x x x x x
« |paralelogramma 3 x x x x
% Trapéz 4 x
g Huartrapéz 5 x x
© Deltoid 6 x x
Rombusz 7 x x X x x x
altalanos négyszég 8

2.6. tablazat: Wille és Ganter példaja a formalis fogalomanalizisre
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A tablazatban kiemelt szedéssel szerepl6 jeltéglalap egy klikket jelél meg, mert

— a négyzet; téglalap; parallelogramma és rombusz mindegyike rendelkezik az
allc; blld ; a=c és b=d tulajdonsagok mindegyikével, és nincs olyan tovabbi
tulajdonsag, amely mindegyikiikre teljesiilne, azaz e kbvetelmény megtartasa
mellett tovabbi oszloppal nem bévitheté a jeltéglalap;

- azallc; blld; a=c és b=d tulajdonsagok mindegyike fennéll a négyzetre; a tég-
lalapra; a parallelogrammara és a rombuszra, és nincs olyan tovabbi négy-
sz6g, amely rendelkezne e tulajdonsagok mindegyikével, azaz e kbvetelmény
megtartasa mellett tovabbi sorral nem bévithetd a jeltéglalap.

E relaciétablan természetesen tébb klikk is talalhatd. A megfelels szoftverrel az 6sszes
klikk elballithaté. Ez a relaciotabla 6sszesen 8 maximalis zart jeltéglalapot, azaz 8 klik-
ket tartalmaz. E klikkeket azonositokodjukkal egydlitt tartalmazza a 2.7. tablézat. A klik-
kek kbzti hierarchiat, azaz e relacié Galois-grafjat tiinteti fel a 2.7. abra.

A relacio kiikijei A Klikkek hierarchija
kod extenzié x intenzié
O | (1:2:3:4:5:6:7:8 x O ®\
©) {1:6:7} x {C:D} / ©)
® {1,2;3;4,5:6;7} x {A} |
@ [1:2:3:5:6:7} x {A:F} @ @
® [1:2:3) x {A:B:E:F) ®/
® [1:6:7) x {B:D:I) T
@ /1;7) x {A:B:C:D;E:F) ®\ /©
15} x {A:B:C:D;E;F:G}

2.7. tablazat: A 2.6 tablazat klikkjei 2.7. abra A relacié Galois-grafja

2.7. A Galois-graf és a trichotomikus modell kapcsolata

A fogalmak trichotomikus modellje és a formalis fogalomanalizis klikkjei kozott ké-
zenfekvd az analogia: a fogalom terjedelmének a klikk extenzioja, a fogalom tartal-
manak a klikk intenzioja, igy a fogalomnak a klikk feleltetheté meg, mig a fogalmak
hierarchiajat a Galois-graf irja le. A szakirodalomban tobbnyire hallgatélagosan ezt
az azonositast hasznaljak, de didaktikai alkalmazas esetén az analdgia némi pontosi-
tasra szorul! A klikkeknek az Un. potencialis fogalmakat feleltetjik meg, amelyek
elvileg hatarozott fogalmi tartalommal ¢és terjedelemmel rendelkeznek, de nem feltét-
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leniil van neviik. Egy potencialis fogalom fogalomma valasanak feltétele, hogy nevet
(nem elnevezést!) kapjon. A fogalomma valas, azaz a névadés folyamatdnak azonban
olyan feltételei is vannak, amelyek a formalis fogalomanalizisben nem kapnak helyet,
ezért ezek vizsgalatara kiilon ki kell térni! A kiindulasi relécio didaktikai interpretaci-
0jat a tovabbiakban targyalasi kontextusnak nevezziik. A formalis fogalomanalizis és
a didaktikai célu trichotomikus modell k6zotti altalunk pontositott kapcsolatot a 2.8.
abra mutatja.

MATEMATIKAI MODELL TRICHOTOMIKUS MODELL
kiinduldsi reldcio > targyalasi kontextus
klikkek © potencidlis fogalmak
klikk extenzidja <> | potencidlis fogalom terjedelme
klikk intenzioja > potencidalis fogalom tartalma
Galois-graf > fogalmi hierarchia

2.8. abra A matematikai és a trichotomikus modell kapcsolata

Az analogia alapjan a Galois-graf alkalmas matematikai modell lehet a trichotomikus
fogalmi hierarchidk tanulmanyozasahoz. E modell alkalmazasat megkonnyiti, hogy a
kiindulasi relacio ismeretében a Galois-graf eldallitdsa mar algoritmizalt, a megfeleld
szoftverek segitségével végrehajthatd. E modell (didaktikai) alkalmazésa soran elvég-
zendo feladatok két csoportba sorolhatok:

— a kiindulasi relacionak megfeleld konkrét targyalasi kontextus eldallitdsa és
rogzitése a vizsgalt témakorben;

— az eredményiil kapott Galois-graf (didaktikai) értelmezése.

A formalis fogalomanalizis kiinduldsa egy binér relacid, ezért minden olyan kapcsolat
matematikai modellezésére alkalmazhatd, amelyben minden objektum és barmely
attributum viszonylataban egyértelmiien eldonthetd, hogy az objektum ¢€s attributum
kozott e kapesolat fennall-e, avagy nem.

A matematikai fogalmak explicit definicioi a fogalmak egy olyan 1ényegi, megkiilon-
boztetd tulajdonsagrendszerét tartalmazzak, amelyekkel azok és csak azok az objek-
tumok rendelkeznek, melyek az adott fogalom terjedelmébe tartoznak, tehat a mate-
matikai fogalmak esetében sziikséges és elégséges feltételek szerepelnek, igy a for-
malis fogalomanalizis a matematikai fogalomrendszerre alkalmazhato.

2.8. A redukalt Galois-graf tulajdonsagai

A matematikai fogalomleirasokra Tarski (1990. 309.0) az adekvatsag €s szabatossag
kettés kovetelményét emeli ki: ,, Célunk a fogalom megfelel6 definialasa, azaz egy
tartalmilag adekvat és formdlisan szabatos definicio megalkotasa.”
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A leggyakrabban alkalmazott matematikai definicid, az explicit definicio szerkezeti-

leg a ’definiendum ‘= definiens’ formuldban foglalhat6 6ssze, ahhol a definiens for-
malisan a definiendum, azaz a szakkifejezés szaknyelvi jelentését szabvanyositja,
tartalmilag pedig a fogalom pontos leirasat célozza meg.

A tartalmi adekvatsagot, a fogalomleiras pontossagat a sziikséges és elégséges feltéte-
lek hasznalata biztositja, igy ebbdl a szempontbdl e modell megfelel a matematikai
elvarasnak. Ez megnyugtad tény, de nem hagyhat6 figyelmen kiviil, hogy a prototipus
szemantika szerint a nyelvi reprezentaciokban altaldban nem a sziikséges és elégséges
feltételek kapnak dominéans szerepet, hanem az Un. tipikalitasi és centralitasi feltéte-
lek, amelyek még a kivételeket is megengedik. A matematikai definiciokhoz hasonlo-
an a trichotomikus fogalomleirasi modell is a matematikai adekvatsagot preferalja. A
matematikatanitds sordn természetesen tigyelni kell arra, hogy hétkéznapi nyelvi né-
z6pont ¢és a tudomanyos matematikai nézOpont ezekben az alaptulajdonsagokban is
eltérnek egymastol, és csak hosszadalmas explikacids folyamat sokszori alkalmazasa
nyoman lassan alakul ki az a képesség, amivel a tanuld képessé¢ valik a hétkdznapi-
matematikai nézOpontvaltasra, ami egyben a matematikai modellek alkalmazasanak
egyik kulcskérdése.

A formadlis szabatossag feltétele azt fogalmazza meg, hogy a definiens csak annyi
informdciot tartalmazzon, amennyi feltétleniil kell a sziikséges €s elégséges feltétel
teljesitéséhez. A felesleges informaciok elkeriilése a tomorség mellett érinti a fligget-
lenség és az ellentmondasmentesség kérdését is. Logikailag e két tulajdonsag Gssze-
fiigg, hiszen az informéciok fiiggetlensége a tomorség mellett logikai ellentmondas-
mentességet is eredményez. A logikai értelemben feleslegesnek mindsithetd informa-
ciokat redundancidnak nevezziik, amelyek alapvetd szerepet toltenek be az informa-
torekvés miatt kap prioritast a szabatossag ezen értelmezése. A trichotomikus mo-
dellben, a redukalt Galois-grdfban egy fogalom Osszes tulajdonsaga felsoroldsra keriil
az adott kontextusben, tehidt matematikai értelemben nem szabatos fogalomleirdsi
forma.

A tudasreprezentaciok tomorsége azonban nemcsak a racionalis logika szemszdgébdl
fontos, ui. meghatarozdan hat tarolasukra és feldolgozasukra is. A felesleges informa-
ciok egyrészt nyilvanvaloan tarolasi kapacitastdbbletet jelentenek, masrészt az infor-
macidk feldolgozasi idejét is jelentdsen megnovelheti. Az informatikaban kialakult a
redundancia mennyiségi jellemzése, ami az informacidtartalom mérésén alapul. Az
informdciotartalom és a redundancia informatikai megkdzelitése ugyan meglehetdsen
formalis, am kovetkeztetései mértékadoak lehetnek a szemantikai redundancidk meg-
itélésénél is. Igy fontos megéllapitas hogy a ‘formdlis logika szerint feleslegesnek
minosiilo’ redundanciaknak informatikai szempontbdl fontos tartalmuk lehet: bizo-
nyos mértékii redundancia sziikséges a kommunikacié soran fellépd hibak kisziirésére
¢s korrigalasara. A hibajavitdshoz sziikséges redundancidknal 1ényegesen nagyobb
redundanciat kovetel meg a tudashaldba beépiild tobbszords reprezentacok, aminek
tanuldselméleti szempontol prioritasa van. Didaktikailag ezért eldnydsebb, ha explici-
te teljesebben jelennek meg a fogalom reprezentacidiban a fogalomazonositdshoz
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sziikséges azonositd és megkiilonboztetd tulajdonsagok, hiszen a tulajdonsagok re-
dundanciaja elésegiti, hogy az 0j fogalmak tobb szalon kotddjenek a meglévd tudas-
halohoz. A matematikai szabatossag elvetése didaktikai szempontbol azért indokolt,
mert a fogalom elsajatitasat tdmogatja.

A Galois-graf dudlis tulajdonsaga szintén a modell kiemelkedden fontos tulajdonsa-
ga, aminek szerepét a konvex négyszogek altalanositasanak és specializaldsa soran
fogjuk részletezni.

30



3. A MODELL ALKALMAZASA A MATEMATIKADIDAKTIKABAN

A 2.8. abran vazolt modell alkalmazasanak folyamatat a 3.1. abra tiinteti fel. Az ©
nak az eldallitasat jeloli, a @ 1épésben a matematikai elemzés eredményeként eldall a
kontextus Galois-grdfja, a @ 1épében pedig az eredményiil kapott Galois-grafot kell
didaktikai olvasatban elemezni.

@ @ ®
targyalasi kontextus ®  formadlis — a Galois-graf
meghatdarozdsa fogalomanalizis didaktikai interpretdcioja

3.1. abra A modell didaktikai alkalmazasanak Iépései

Az © 1épés, a targyaldsi kontextus meghatarozasa egyidejiileg igényel matematikai és
matematikadidaktikai kompetencidt. A matematikadidaktikai alkalmazésokban a
vizsgalt objektum kifejezés altaldban a matematikai univerzum tananyagban szerepld
objektumainak egy korére vonatkoznak, a vizsgalt attributumokat viszont csak rész-
ben hatarozzdk meg ezen objektumok matematikai tulajdonsagai, ui. jelentés hang-
sulyt kell kapniuk a didaktikai szempontoknak is, hiszen egy tananyagrész felépitéseit
a didaktikai célok ¢és lehetdségek, valamint a matematika belsd logikajabol adodod
lehetdségek egyiittes figyelembe vételével lehet csak elemezni.

Egy adott tananyagrész (tanitanddé matematikai) objektumainak és a vizsgalt (mate-
matikai és didaktikai) tulajdonsagainak, jellemzdinek Osszegyiijtése hosszadalmas,
aprolékos feladat, amihez a joghatalyos tananyagleirasok meglehetdsen kevés konkrét
informaciot nytjtanak.

A mai magyar oktatdsi rendszerben a tananyag-felépités kereteit kimeneti szabalyo-
zoként az érettségi kovetelményrendszer, bemeneti szabalyozoként pedig a kiilonbozo
szintli tantervek (NAT, kerettantervek ¢€s helyi tantervek) hatarozzdk meg. E jogi el6-
irasok ma els6sorban a kompetencidkat preferaljak. A részletes érettségi vizsgakove-
telmények példaul két részbdl all: elsd része a kompetenciakat, masodik része a sza-
mon kérhetd ismeretanyagot sorolja fel matematikai témak szerint csoportositva.

A kiilonboz6 tantervek (NAT; kerettantervek, helyi tantervek) kiilonbozo részletessé-
gli idobontasban (NAT: két éves id6tartam — helyi tanterv orakra bontva) osztjak be
az elsajatitando ismereteket és a kovetelményeket. E dokumentumok nem soroljék fel
explicit modon az elsajatitando ismereteket, a benniik eléforduld cimszavak csak jel-
zésértéklinek tekinthetdk, értelmezésiik a tanarok szakmai intelligencidjara és intuici-
Ojara hagyatkozik. E dokumentumok célként az elsajatitando fogalmi hierarchia leira-
sa helyett a fogalmi épitkezés idébeli elrendezését tiizik ki. A tankdnyvek a joghata-
lyos eldirasoknak megfeleléen a matematikadidaktikai (pl. spiralitas) elveket alkal-
mazva a tananyag felépités egy-egy alternativajat adjak.
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Egy témakor tdrgyalasi kontextusanak eldallitdsdhoz sziikséges informaciok elsdsor-
ban az adott tananyagrész tanitasat, fogalmi épitkezésének problémakorét és gondol-
kodasfejlesztési lehetdségeit taglalo matematikadidaktikai szakirodalombodl gytijthe-
tok Ossze.

A részletes érettségi vizsgakdvetelmények a négyszégek témakorére sziikszavian a
kévetkezd kovetelményeket irja eld:

ssmerje a négyszégek fajtait (trapéz, paralelogramma, deltoid) és tulajdonsagaikat, al-
kalmazza ismereteit egyszeri feladatokban.

Konvex siknégyszég bels6 és kiils6 szbgeinek 6sszege, alkalmazasaik egyszeri fel-
adatokban.”

Az emelt szintii kbvetelmény a kbvetkezé mondattal egésziil ki:

LHurnégyszdg, érinténégyszég tételének ismerete (bizonyitassal) és alkalmazasa.”

Egy tananyagrész vizsgalt matematikai objektumainak, ¢és didaktikai szempontbdl is
vizsgalt jellemzdinek tételes attekintése, explicit meghatarozasa alapfeltétele a forma-
lis fogalomanalizis alkalmazasanak, ugyanakkor tételes O0sszegylijtése mar dnmaga-
ban is szamos elénnyel jarhat. (A 2.1. fejezetben emlitett fizika tankonyvekre vonat-
koz6 6sszehasonlitd vizsgalatnak mar ebben a fazisaban kidertilt, hogy a Padl Tamdas-
féle tankonyvsorozat kozel kétszer annyi fogalommal dolgozik mint a Vermes-féle,
mikdzben a fizika ugyanazon fejezeteit fedik le!)

3.1. A targyalasi kontextus elokészitése

Egy tananyagrész elemzésekor a matematikadidaktikai szakirodalom mellett elsdsor-
ban az objektumhalmazt érintd matematikai definicidk, az alkalmazott szimbolikus és
vizualis reprezentaciok adnak itmutatast.

Az alaphalmaz ¢és elemeinek matematikai meghatarozéasai fontos kiindulasi pontot
képeznek. Tobbnyire magara a matematikai objektumok alaphalmazara is tobb ekvi-
valens matematikai definici6 taldlhato. Ezen definicidkat azonban didaktikai szem-
pontbol nem célszert talértékelniink, mert a matematika specifikus kovetelményrend-
szerét (pl. redundanciamentesség) kovetik. A logikai nézépontbdl preferalt
ellentmondasmentesség e megnyilvanulasa helyett az alaphalmaz jellemzdinek minél
bévebb szamba vételére kell torekedniink, ami azért fontos, hogy a témakor fogalmi
felépitésekor el tudjuk keriilni azokat a feltételeket, tulajdonsagokat, amelyek elsdd-
leges fixalodasukkal a kés6bbi fogalmi altalanositasokat gatolnak.

A konvex sokszbg matematikai definicidira valtozatos matematikai megfogalmazasok
talalhatok:

— Coxeter (1973. 157.0) megfogalmazasa: ,Eqy konvex sokszéget ugy adhatunk
meg mint véges szamu egyenes altal hatarolt olyan véges sikbeli tartomanyt,
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amelynek belseje teljes egészében ezen egyenesek mindegyikének egyik ol-
dalan helyezkedik el.”

— Hajés (1960. 28-30.0) a kévetkezbt kozli: ,Eqy sikban, de nem egy egyenesen
elhelyezkedd véges sok pont konvex burka a konvex soksz6g”.

A konvex sokszbgek egy ,genus proximum + differentia specifica” elven alapul6 explicit
definicidja lehet a kbvetkezd: Konvex sokszdgnek nevezziik azokat a sokszdgeket,
melyeknek bels6 szdgei kisebbek 180%nal. A konvexitas fogalma azonban
(gbrbevonalu) sikidomok, testek, fliggvények targyalasakor is megjelenik, igy a belsé
sz6g mértékére tett kritérium helyett célszeriibb a tankényvi meghatarozasban szerep-
16 ,barmely két pontjat 6sszek6té szakasz minden pontja az alakzathoz tartozik” felté-
telt szerepeltetni relevans tulajdonsagként. (Csah6czi és tarsai 2000. 71.0) E tan-
kényvi definiciohoz szerencsés asszociaciot nyujt a ‘nem lehet elbdjni benne’, illetve a
‘minden mindenhonnan atlathaté benne’ szemléleti kép.

A matematikai definicidkban hatarozottan az objektumokra teljesiilé relevans tulaj-
donsagokat kell megadnunk, didaktikai szempontbdl azonban mindig tekintettel kell
lenniink arra, hogy az azonosit6 jegyek ismerete nem elégséges a fogalom elsajatita-
sdhoz, a megkiilonboztetd jegyek ismeretére ugyanugy sziikségiink van. A ,,mi az?”
mellett a ,, mi nem az?” kérdésekre is meg kell tudnunk valaszolni. Ez kiilondsen fon-
tos a Clapareéde-féle tudatosodasi torvény ismeretében, miszerint a megkiilonboztetd
jegyek eldbb tudatosodnak mint az azonositoé jegyek. (E torvény pszicholdgiai ma-
gyarazatat tobbnyire arra vezetik vissza, hogy az embernek mint bioldgiai Iénynek a
megvaltozo koriilményekre kell felfigyelnie, és mas viselkedéssel gyorsan reagalnia.
Fejlodéstorténeti eredetii tehat, hogy a valtozésra vald felfigyelés képezi a tudatoso-
das alapjat.) Ez persze nem azt jelenti, hogy a megkiilonboztetd jegyeket elébb és
konnyebben sajatitjuk el, mint az azonosito jegyeket. E torvény didaktikailag azt feje-
zi ki, hogy az ismeretek tudatosodasat, igy az azonositdjegyek felismerését a megkii-
16nboztetd jegyek inspiraljak, mikdzben az allanddsag felismerésére, az invariancia
megragadasara toreksziink.
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A szaktudomanyi reprezentaciok attekintése a Bruner-féle reprezentacids sikok alap-
jéan torténhet. Az enaktiv reprezentaciok vizsgalata a gyakorlatorientalt modellalkotést
preferalja, hiszen a fogalmak konkrét, targyiasult megjelenéseit helyezi elétérbe. Az
ikonikus reprezentdciok a szemléltetési lehetdségek feltardsan tilmenden magahoz a
szemléletes fogalomalkotashoz is szlikségesek. A szimbolikus reprezentaciok részletes
vizsgalatara azért is sziikség van, mert a szimbolikus leirdsok hallgatélagosan tobb
olyan momentumot is tartalmazhatnak, amelyek értelmezési nehézséget, esetenként
még félreérthetdséget is okozhatnak. A matematikai jeldlések tomorségiikbol adodo-
an altalaban csak lényegi momentumokat tartalmaznak, de nem utalnak arra, hogy
milyen aspektusok nem fontosak. (Az is eléfordulhat, hogy az egyszerusitett jelolések
nem teljesen egyértelmiiek, azaz ugyanazon objektum eltéro jeloléseket is kaphat.)

Enaktiv sikon a négyszégek ponthalmazként valé elkiléniiléseit leggyakrabban a ké-
vetkezdk jellemzik:

- éllel hatarolodik el kbérnyezetétdl (pl. mesterséges kérnyezetilinkben igen
gyakori az el6fordulasuk éplileteken, butorokon, ...);

- szinbeli eltérés alapjan azonositjuk (pl. sakktabla);
- képzeletbeli kiilbnbségtétel jatszik meghatarozé szerepet.

A képzeletbeli elkiilbniilésre igen valtozatos példak talalhatok. A 3.3. abra néhany
olyan esetet szemléltet, amikor a szemlél6 belelat a valésagban nem létez6 négyszé-
get az abraba. A 3.3. abrérdl nyert percepcios képeket egyértelmiien az emberi elme
egésziti ki a ,képzeletbeli négyszbgekkel”. (A kbzeli targyak gyakran takarjak a
tavoliakat, amelyeket elménk e kiegészitésnek kbszbnhetben érzékel teljesnek.)

n e 9
U & 9

3.3. ébra Képzelt négyszdgek

A konvex négyszdgek ikonikus reprezentacioi a ponthalmaz szemléletre éplilnek, azaz
a ‘fizikailag rajta van’ szemléletet tiikr6z6 halmazelméleti interpretacio kertl alkalma-
zasra, melyben az eleme (<) relacié veszi at az absztrakt incidenciarelacié szerepét.
Az ABCD konvex négysz6g mint ponthalmaz értelmezésében a kbvetkezd értelmezési
lehetbségek rejlenek: tartomany, (Coxeter-féle definicid); toértéttvonal, (Hajés-féle defi-
nicid); négy pont,(a szimbolikus reprezentacidhoz igazodva). (3.4. abra)
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Szimbolikus leiras| ABCD tartomany ABCD téréttvonal | ABCD pontnégyes
oC C oC
De D,
ABCD
[ @
4 s |4 g |1 °B

3.4. abra Az ABCD konvex négyszoég ikonikus reprezentacioi

A konvex négyszégek szimbolikus leirasa ((ABCD négysz6g’) igen témor, és felveti

példaul azt a kérdést, hogy szamit-e az A,B,C,D jelek, azaz a csticspontok sorrendje.

E négy jelnek 4!1=24 permutacibja van. A 3.1. tablazat e szimbolikus lehet6ségeket tiin-

teti fel a hozzajuk tartozé ikonikus reprezentaciokkal egyilitt kitérve a konkav esetre is.

A 3.1. tablazatban nyomon kdévethets, hogy a négyszégek szimbolikus kédolasakor

ugyanazon négyszdg tébbféle kbdot is kap.

Négyszogek o L o
reprezentdcidi Konfiguracio-1 Konfiguracio-2 Konfiguracio-3
konvex nemegyszerti nemegyszerti
ABCD ACBD ABDC
C C C
I g P e
Orientacio-1 BcbA 4 B BpAc 4 B BDcA 4 B
“\+ //X konkav konkav konkav:
S CDAB| CBDA DCAB
C
DACB ; DACB E CABD j
A A A
konvex nemegyszerti| nemegyszerti
DCBA DBCA ACDB
C C C
TN, cns "Z
Orientdcis-2 ADCB y - CADB y n CDBA , o
/7N
[/ '\%J“ konkav: konkav: konkav:
BADC| p ADBC| p DBAC
? ! é oC % >C
BCAD BCAD BACD
A 4 A

3.1. tablazat Négy pont altal meghatarozott négyszégek
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Meg kell kiilénbéztetniink a négyszdg mint ponthalmaz, és a négyszég mint alakzat
fogalmat. Ebben a kiilbnbségtételben az jatszik szerepet, hogy a ponthalmazként tér-
ténd értelmezésben benne van a négyszdg helye és helyzete is, mig alakzatként a
négyszoget 6nmagaban, helyétdl és helyzetétdl fliggetleniil jellemezziik. A négyszég
geometriai fogalmat ponthalmazként és alakzatként is értelmezni kell! Az ‘alakzat’ fo-
galom absztrakt matematikai alapjat az Erlangeni program (Felix Klein, 1873) rogziti.
Az alakzat fogalma mdgétt meghuzd6dé osztalyozasi eljaras (I. 4.7. fejezet) megalapo-
zasahoz szerencsés, ha a transzformacioés, els6sorban szimmetriakon alapuld négy-
szégtulajdonsagok vizsgalataval kezdjlik a specialis négyszégekkel vald ismerkedést.

Az 3.2. tablazat tiinteti fel a tovabbiakban altalunk vizsgélt négyszégeket.

A vizsgalt konvex négyszbgosztalyok

Alakzatok mint objektumok kod | Alakzatok mint objektumok kod
konvex négyszbg 1 |rombusz 7
trapezoid 2 |téglalap 8
trapéz 3 | négyzet 9
hartrapéz 4 | hurnégyszbg 10
deltoid 5 | érinté négyszbg 11
paralelogramma 6

3.2. tablazat A vizsgalt konvex négyszbgek kodjukkal

3.2. A targyalasi kontextus

Az alaphalmazok felvételét kovetden keriil sor a targyaldsi kontextus eléallitdsara. A
relacidtabla elkészitésekor és értelmezésekor altalaban nem kiilonboztetik meg a ko-
vetkezd két esetet:

— akontextus objektumhalmaza konkrét targyi dolgok, egyedek;
— akontextus objektumhalmaza (leggyakrabban) egyedek gytijténevei.

Az elsé esetben a tablazatban levd x -jel egyértelmiien azt mutatja, hogy az adott
konkrét objektumra az illetd tulajdonsag teljesiil-e vagy nem teljesiil. A masodik
esetben, ha a kontextus egyedek gylijtoneveire épiil, akkor a x -jel hidnya csak azt
jelenti, hogy az adott gyiijtdnévvel jeldlt egyedek kdzott van(nak) olyan(ok), ami(k)re
nem teljestil e tulajdonsag, azaz nem jelenti azt, hogy egyikre sem teljesiil! Targyala-
sunkban azért kiilonboztetjik meg az egyedekre illetve gylijtoneveikre elkészitett
kontextus tablazatot egymastol, mert a beldle kiinduld elemzés az els6 esetben ma-
gukra a dolgokra, mig az utdbbi esetben a gylijtdnevek kozti kapcsolatra vonatkozik!

A kontextustabladzatban lehetnek iiresen maradt illetve x -jellel teljesen kitdltott so-
rok/oszlopok, esetenként pedig el6fordulhatnak azonos kitoltttségli sorok/oszlopok
is. Ismeretelméleti szempontbdl e sorok/oszlopok szerepeltetése megkérddjelezheto,
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hiszen az adott tdrgyaldsi kontextuson beliil ezek az objektumok/tulajdonsdgok nem
azonosithatok illetve elkiilonithetdk egymastol az azonositd és megkiilonboztetd is-
mérvek hidnyaban. A didaktikai elemzésekben azonban nem célszerii a
kontextustabldzatot megtisztitani e soroktol illetve oszlopoktol, ui. szerepeltetésiik
mogott latens szempontok is meghuzodhatnak.

A tovabbiakban a konvex négyszégek strukturajan keresztiil demonstréljuk a vizsgéla-
tot. A 3.3. tablazat régzitett targyalasi kontextusa a kbzépiskolai tananyag alapjan ké-
sziilt, és valéjaban objektumként nem konkrét négyszégeket, hanem nevesitett specia-
lis négyszbgosztalyokat tartalmaz, ezért az ennek alapjan készlilt elemzés sem a
négyszbgekre, hanem ezek elnevezéseinek hierarchiajara fog vonatkozni!

Tulajdonsagok

cross-tabla R
ABICIDIEIF|IGIH|l |J [KIL  MIN|OI|PI|Q|R|S

konvex négysz6g

trapezoid

trapéz

X

hartrapéz

deltoid

paralelogramma

rombusz

OIN[DODO|RAN | WIN|=

téglalap

X | X|X|X
X | X|X|X|X]|X
X | X|X|X
X | X|X|X|X
X
X
X | X|X|X
X |X|X|X|X]|X
X | X|X|X
X | X|[X|X

©

négyzet

vizsgalt négyszégosztalyok

hurnégyszbg 10 X

érintbnégysz6g 11 x

3.3. téblazat: A konvex négyszbgek vizsgalt kontextusa

A tablazatot soronként olvasva megkapjuk az egyes négyszégosztalyok 6sszes tulaj-
donsagat, mig oszloponként tekintve azok a négyszbgosztalyok jelennek meg, ame-
lyek az adott tulajdonsaggal rendelkeznek. Az 5. sor szerint (B;D;G;I;M;S), azaz a del-
toid tulajdonsagai: van két egyenlS oldalparja, atloi merélegesek, eqyik atldjara szim-
metrikus, van beirt kére. Az L oszlop szerint (6;7,8;9); azaz k6zéppontosan szimmetri-
kus a paralelogramma, a téglalap, a rombusz és a négyzet.

Az egyes cellak olvasataban a x -jel értelmezése a kbvetkezd:
— az asor és a boszlop keresztezédésében levdé x jel azt jelenti hogy az

a négyszégosztaly minden eleme rendelkezik a b attributummal. Példaul a 8L cel-
la azt mutatja, hogy minden téglalap k6zéppontosan szimmetrikus;

— a x-jel hidnya az a sor és a b oszlop keresztez6désében azt jelenti, hogy az
a négyszbgosztalynak van (legalabb) egy olyan eleme, amelyik nem rendelkezik
a b attributummal, (azaz nem azt jelenti, hogy az a négyszbgosztaly egyik eleme
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sem rendelkezhet a b tulajdonséggal). Példa: az 5E cella szerint van olyan deltoid
amelynek nem minden oldala egyenld, de nem zarja ki azt, hogy legyen olyan
deltoid (pl. a rombusz) amelyiknek minden oldala egyenlé.

3.3. Klikkek és fogalmak

A relaciotablabol a megfeleld algoritmussal eldallithatok a klikkek, melyeknek az Un.
potencialis fogalmakat feleltettiik meg, amelyek hatdrozott fogalmi terjedelemmel és
tartalommal rendelkeznek, de nem feltétleniil rendelkeznek névvel. Egy potencidlis
fogalom természetesen barmikor kaphat egy elnevezést, am ezen elnevezés csak gya-
korlati elfogadédsa és hasznalata révén valhat névvé. (Egy elnevezés névvé valasat
altalaban gyakori el6fordulasa, illetve kiemelt szerepe motivalja.)

A klikkek kozott tehat talalunk névvel jellemezhetd és név nélkiili klikkeket egyarant.
A nevesitett klikkek a fogalmak. E trichotomikus modell rairanyitja a figyelmet arra,
hogy az elsajatitandd fogalmak esetében a tanuloknak a (név; fogalom terjedelme;
fogalom tartalma) harmast kell elsajatitaniuk, ezért a tanulasi folyamatban, igy a sza-
monkérésben is egyarant eld kell keriilnie a kdvetkezo tipusu feladatoknak:

— anév alapjan a fogalmi terjedelem illetve tartalom azonositasa,
— afogalom terjedelme alapjan a név felismerése, illetve a fogalom tulajdonséga-
inak megadasa,
— a fogalmi tartalom alapjan a név felismerése, illetve a fogalom terjedelmének
megadasa;
A Claparede-féle tudatosodasi torvény alapjan e feladatoknak nemcsak az azonosito,

hanem a megkiilonboztetd jegyekre is ki kell térniiik, ami egyben a nyelvi tagadas
pontos értelmezését is szolgalja.

A KLIKK
objektumhalmaz x tulajdonséghalmaz Megnevezése
1;2;3;4;5,6,7;8;9,10;11} x O konvex negyszo
{ 8ys20g
{3:4:6:7:8:9) x {A} trapéz
{4,5,6,7,8,9} x {B;I} O
[4:6:7:8:9) x {A;B:I.J} | iy
,0,7;0,9) X {A; b1, név nélkiil
{5:6:7:8:9} x {B:D;:I} ®
{4:8:9:10) x {R} hiirnégyszig
{6;7;9:11} x {S} érintd négyszog
{6,7:8;9,10} x {4;B;,C;D;H;I;J;L} paralelogramma
{4:8:9}) x {A;B;F:I:J:N;R} hiirtrapéz
{5:7:9} x {B;D;G:I:M;S} deltoid
{7:9} x {A;B;C;D;E;G;H;I.J;L;M;O;S} rombusz
{8:9}) x {A;B;C;D;F:H:I.J;K;L;N;P;R} téglalap
{9} x {A;B;C;D;E; F;G,H; I;J;K;L;M;N;O;P;Q;R;S} négyzet
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3.4. tablazat: A 3.3 tablazat kontextusanak klikkjei

A konvex négyszdgek elemzésére felvett relaciotabla 13 klikket, harmat név nélkiil tar-

talmaz, melyeket a 3.4. tédblazatban tlintettiink fel.

Egy-egy specidlis négyszdgosztaly ismeretéhez hozzatartozik fogalmi azonositasuk,

és megktulbnbéztetésik, ami a trichotomikus modell alapjan tébb, nem szimmetrikus

feladattipusbdl éll. Demonstracioként a 3.5a-b téblédzat néhany ilyen feladatotk tartal-

maz:

Egy vizudlis reprezentaciéhoz csatolhaté nevek felismerése:
Az abran lathato négyszbgre melyik elnevezések hasznalhatok?

Az abran lathato

=

a)

paralelogramma

négyszégre melyik elnevezések n

a)

paralelogramma

b)
Téglalap

b)
Téglalap

¢)

rombusz

em hasznalhatok?

¢)

rombusz

d)
deltoid

d)
deltoid

e

hartrapéz

hartrapéz

Egy névhez tartozo6 vizudlis reprezentaciok felismerése:

Jelblje azokat a négyszégeket, amelyekre a rombusz megnevezés hasznalhatd!

¢)

<>

Jelblje azokat a négyszbgeket,

a)

b
d

\ \

b

amelyekre a trapéz

)

)
-

|

|

Egy tulajdonsaghoz tartozé vizudlis reprezentdciok felismerése:

Jelblje azokat a négyszégeket, amelyeknek atléi merélegesek!

c) d) e
R CK ‘\
R N
R N
TING
SN
amelyeknek atloi nem felezik egymast!
¢) d) e

3.5a tablazat Mintafeladatok a fogalom azonositasahoz
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Egy vizualis reprezentaciéhoz tartozé tulajdonsagok felismerése:
Az abran levé négyszégre mely tulajdonsagok érvényesek?

a) b) 9 d) e)

) _ | ket-ket oldala tengelyesen atloi felezik |  oldalai atloi
egyenlé szimmetrikus egymaéast egyenlbk | egyenl6k

Az abran levé négyszdgre mely tulajdonsagok nem érvényesek?

a) b) ¢ d) e)
két-két oldala tengelyesen atloi felezik szbgei |atléi mer6-
egyenlé szimmetrikus egymaéast egyenlbk | legesek

Egy névhez tartozo tulajdonsagok felismerése:
Jelblje be a hartrapézra érvényes tulajdonsagokat!

a) b) ¢) d) e)
tengelyesen atloi kbzéppontosan szemkozti szemkozti
szimmetrikus | merblegesek | szimmeltrikus |oldalai egyenibk|szdgei egyenlGk

Jelblje be a rombuszra nem teljesiilé tulajdonsagokat!

a) b) ¢) d) e
kbzéppontosan atloi tengelyesen atloi szomszédos oldalai
szimmetrikus | merblegesek | szimmetrikus egyenlbk merélegesek
Egy tulajdonsaghoz tartozé nevek felismerése:
Jelblje azokat a négyszdgeket, amelyek az atléjukra szimmetrikusak!
a) b) c) d) e
hartrapéz  |paralelogramma rombusz téglalap deltoid
Jelblje azokat a négyszdgeket, amelyek kozéppontosan nem szimmetrikusak!
a) b) ¢) d) e)
deltoid paralelogramma téglalap rombusz hartrapéz

3.6b tablazat Mintafeladatok a fogalom azonositasahoz

3.4. Galois-graf és konvenciok

A klikkek kozott értelmezett rendezés az extenziok (fogalmi terjedelmek) tartalmaza-
san alapul, ami éppen a dudlisa az intenziok (fogalmi tartalmak) tartalmazasi relacio-
janak. A klikkek (potencialis fogalmak) kozti rendezési relacid tablazata alapjan meg-
rajzolhat6 a relacié Galois-grdfja.

A fogalmi hierarchiak Galois-grafjanak jellegzetes tulajdonsaga, hogy van minimalis
eleme, azaz forrdsa €s van maximalis eleme, azaz nyeldje i1s. A DAG forrdsa, a mi-
nimalis klikk intenzioja mindig a teljes attributum halmaz, és neki van a legsziikebb
extenzioja (esetenként ez az lires halmaz is lehet) az 6sszes klikk koziil. A DAG nye-
loje, azaz a maximalis klikk extenzidja pedig mindig a teljes objektumhalmaz, és neki
van a legsziikebb intenzioja (esetenként ez az iires halmaz is lehet) az 6sszes klikk
kozil. A minimalis klikkbdl a graf élei természetesen csak kiindulhatnak, és minden
klikkhez (esetleg tobb uton is) el lehet jutni beldle. A maximalis klikkbe pedig a graf
¢lei természetesen csak befuthatnak, és minden klikktdl (esetleg tobb uton is) el lehet
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jutni hozzd. Konvenciondlisan a minimalis klikk a graf legalsd, a maximalis klikk
pedig a graf legfels6 szogpontja. A legalsé és a legfelsd szogpont kozott a fogalmi
terjedelmiiknek megfeleld szinten abrazoljuk a tobbi klikket. Az extenziok tartalma-
zasi viszonya alapjan kotjliik 0ssze a graf szogpontjait a Hasse-féle konvencio figye-
lembe vételével.

A hierarchikus fogalmi rendszerek Galois-grafjaban a klikkek leirasat egyszertsithet-
jik ugy, hogy egy klikk extenziojanak csak azon elemeit tiintetjiik fel, amelyeket az
alarendelt fogalmai nem tartalmaznak, intenziojdban pedig azokat az attributumokat
tiintetjlik fel, amelyekkel a folérendelt fogalmai nem rendelkeznek. Ez az dbra olvasa-
tara a kovetkez6 két konvenciot jelenti:

— a felsébb fogalmak terjedelme tartalmazza az aldrendelt fogalmak terjedel-
mét;
— a fels6bb fogalmak tulajdonsagai 6roklédnek az alarendelt fogalmakra.

A Galois-graf e két konvencié nyoman ugy egyszeriisodik, hogy minden objektum ¢és
minden attribatum csak egyszer jelenik meg explicit médon az abran. Az abranak ez a
kiegyszeriisitése azért fontos, mert igy azok a tulajdonsagok jelennek meg az egyes
klikkeknél, amelyek megadjak azokat a szempontokat, amelyek segitségével a szom-
szédos folérendelt fogalmakbol eljuthatunk ehhez a (potencialis) fogalomhoz. E for-
ma eldsegiti az explicit definicios formak attekintését is: célszerli valamelyik (lehetd-
leg szomszédos) folérendelt fogalmat genus proximumnak valasztani, a differentia
specifica lehetséges szerepldit pedig a feltiintetett attributumok jelenitik meg. (A for-
malisan igy létrehozott definiciok persze altalaban nem elégitik ki a matematikai de-
finiciokkal szemben tdmasztott szabatossadgi kovetelményt, mert a tulajdonsagrend-
szerben lehetnek rejtett redundancidk! E redundancidk kisziirésével a definici6 szaba-
tossa valik!)

A Galois-graf nem a fogalmak, hanem a potencidlis fogalmak hierarchidjat abrazolja!
A potencialis fogalmak koziil esetenként néhany nem valik fogalomma. Amennyiben
a fogalmak hierarchidjat vizsgaljuk, akkor a klikkek tartalmazasi tdblazatat le kell
sztikiteniink a fogalmakra, és az igy kapott fogalmi hierarchia grafjat kell elkészite-
niink. A Galois-graf ezen redukalasaval kapjuk meg a ténylegesen megcélzott fogal-
mak hierarchidjat. E redukci6 nyoman nyert fogalmi halot a Galois-graf modositasa-
val kapjuk meg. Egy-egy klikk torlése nem valtoztat azon a tényen, hogy a maximalis
klikkb6l minden klikkhez el lehet jutni, de azokhoz a klikkekhez, amelyeknek a torolt
klikk volt a kozvetleniil folérendelt potencialis fogalma az explicite megjelend attri-
butumai kibdviilnek a torolt klikk kitiintetett attributumaival. Tekintettel arra, hogy a
torolt klikk tobb alarendelt fogalomnak is lehetett volna a genus proximuma, ezért az
0 kitiintetett tulajdonsagai a redukalt grafban mar tobb klikkben is szerepelhetnek. A
fogalmi hierarchia redukalt grafjaban azokat a kitiintetett tulajdonsagokat, amelyek
tobb fogalomnal is megjelennek célszerii megjeldlni, ui. ezeket altalaban nem célsze-
rii sem a specializalas szempontjaként, sem a definiensben megkiilonbdztetd tulajdon-
sagként szerepeltetni, mert nem igazan relevansak a torolt klikk alarendelt fogalmai-
nak elkiilonitésében.
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A vizsgalt targyalasi kontextus klikkjei kézti rendezést adja meg a 3.6 tablazat,

melyben kiemeléssel szerepelnek azok a klikkek, amelyek a kbzépiskolai tananyagban

nem valnak fogalomma.

klikkek Négyszbgosztalyok
tartalmazasi tablaja 1 |©O|l@|® (314 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11
konvex négyszog 17 1<
© | <|<
Név nélkiili klikkek @ | < < <
® < | £ <
ié trapéz 3 |< <
"g hartrapéz 4 |< | << < | < <
:§) deltoid 5 |< |< < < <
§ paralelogramma 6 |< [ | [g |< <
~§) rombusz 7 1< [ [ [ |< < < < <
téglalap 8 |< | |£ |£ |£ | < < < <
négyzet 9 |< | |£ | [< < [£ [ [ [ [ [£ [=<
harnégyszdog 10 |< <
érinté négyszog 11 |< <
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3.6. tablazat: A klikkek (potencialis fogalmak) rendezési tablaja

A targyalasi kontextus alapjan elkészitett Galois-graf szerepel és 3.5. abran.

A potencialis fogalmak helyett a (nevesitett) fogalmakra redukélhaté a rendezési tabla,

ha a név nélkiili klikkekhez tartozé sorokat és oszlopokat téréljik. Ekkor természete-

sen a fogalmi hierarchia is némileg médosul. A fogalmakra vonatkozd hierarchia abra-

zolasanal a graf rajzolasanal a Hasse-féle konvencié mellett a kbvetkez6 megallapo-

dassal éliink:

— egy fogalom neveként a benne elbfordulé legbévebb fogalmi terjedelmii a négy-

szbgosztalyt hasznaljuk, igy vilagos, hogy a fels6bb fogalmak terjedelme tartal-

mazza az alarendelt fogalmak terjedelmét.

— a fels6bb fogalmak tulajdonsagai 6réklédnek az alarendelt fogalmakra, ezért csak

az alarendeléskor megjelené specifikus tulajdonsagokat tiintetjiik fel.

A 3 (név nélkiili) klikk eltavolitaséat kbvetben kapott redukalt gréf a 3.6. abran lathato.

Ennél az abranal az egyszertisité konvenciokat is hasznaltuk.




négyzet; téglalap; rombusz; paralelogramma
hurtrapéz; deltoid; trapéz
érintd négyszog; hurnégyszog
trapezoid; konvex négyszog

9
i
1
négyzet négyzet
téglalap téglalap
rombusz rombusz
paralelogramma paralelogramma
deltoid hartrapéz
hurtrapéz trapéz
BI A
1 1
1 AN 1
1 AN 1
négyzet négyzet
téglalap téglalap
rombusz hurtrapéz
paralelogramma parallelogramma
deltoid rombusz
BDI ABIJ
T~ 7 T
1 \ . 4 \
négyzet I:I négyzet ‘\\ négyzet
rombusz p téglalap \ téglalap
deltoid ) rombusz \ hurtrapéz
érintd négyszog K paralelogramma N hurnégyszog
S 1 \ R
N ABCDHIJL \ 7

A redukalt graf fogalmi hierarchiajaban nem célszeri relevans tulajdonsagnak tekinteni
a. BDIJ tulajdonsagokat, ui. a trapézbdl a hartrapéz és a paralelogramma egymastol
valo elhatarolasaban a J tulajdonsag (van két egyenlé szdgparja) nem relevans. E
tulajdonsag alapjan specializalhaté ugyan a trapézt, am e szempont preferalasa még

)
négyzet négyzet
rombusz téglalap
deltoid
BDGIMS ABFIJNR

hirtrapéz

négyzet
rombusz

négyzet
téglalap

ABCDEG
HIJLMOS

ABCDFH
1JKLNPR

AN

/

négyzet

ABCDEFGHIJ
KLMNOPORS

3.5. abra: A targyalési kontextus Galois-grafja

nem segit a paralelogramma és a hurtrapéz megkdilénbéztetésében.
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konvex négyszog

7]
trapéz
A
érintd négyszog paralelogramma harnégyszog
N R
BCDHIJL
A\ /
deltoid huartrapéz
BDGIM BFIJN
rombusz téglalap
EO KP
négyzet

0

3.6. abra: A 3.2 kontextus fogalmi hierarchiajanak redukalt Galois-grafja

A hierarchikus viszonyra vonatkozé kapcsolatok elmélyitéséhez feladatokon keresztiil
aktivizalni kell a tudashaléban kialakult kapcsolatokat. A Redukalt Galois-graf alapjan
konstrualhatok a fogalmak terjedelmére vonatkozé feladatok, és a fogalmak tartalmara
vonatkozok egyaréant. Nagyobb kreativitast igényelnek az dn. kiegészitéses feladatok.
E feladattipusokra mutat mintapéldakat a 3.7. tablazat.

Fogalmi terjedelmek tartalmazasi viszonyara
Allapitsa meg, hogy az alébbi &llitasok melyek igazak!
a) Minden téglalap hartrapéz.
b) Van olyan deltoid, ami téglalap.
¢) Nincs olyan téglalap, amely rombusz lenne.
d) A téglalap nem paralelogramma.

Fogalmi tartalmak tartalmazasi viszonyara
Allapitsa meg, hogy az alabbi &llitisok melyek igazak!
a) Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor kbzéppontosan szimmetrikus.
b) Ha egy négyszbg k6zéppontosan szimmetrikus, akkor tengelyesen is szimmetrikus.

Kiegészitéses feladatok

Az abran adott harom pont. Egészitse ki e ha- |Az abran adott két pont. Adjon meg olyan
rom pontot hurtrapézza! négyzetet, amelyiknek e két pont lesz az
o atellenes csucsparja!
A B

° A
C °
° C
°

3.7. tablazat Mintafeladatok a tudashalé aktivizalasahoz
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3.5. Az altalanositas vizsgalata

Egy adott tananyagrész fogalmi hierarchidjat leird Galois-graf segitséget nyujt kiilon-
b6z6 didaktikai szempontl elemzéshez. Az egyik legfontosabb eltérés a dichotomikus
modellekhez viszonyitva az, hogy szakit azzal a szemléleti képpel, hogy az 4ltalanosi-
tas és specializalds egyértelmiien a fogalmi terjedelmek egyszerti halmazelméleti tar-
talmazasaval irhato le. A trichotomikus modellben az altalanositas és specializalés
egymas dualis miiveleteként jelenik meg, amit a Galois-graf szerkezetében levé dua-
litds pontosan tiikroz. A fogalmi terjedelem bovitése (klasszikus értelmii altalanositas)
egyidejiileg a fogalmi tartalom sziikitését (specializalasat) eredményezi, és forditva: a
fogalmi tartalom bdvitése (altalanositasa) egyidejiileg a fogalmi terjedelem sziikitését
(specializalasat) vonja maga utan.

Az altalanositds/specializalas egyes lépéseinek szempontja(i) a Galois-grafban expli-
cite jelen van(nak), ezért a tananyagrész kiilonbo6zo felépitési alternativainak kdvetke-
zetessége nyomon kovethetd a grafon.

A spiralitas elve szerint az egyes témakorok fogalmi rendszere fokozatosan kertil ki-
épitésre. (Ezt az utat koveti a szamfogalom kialakitdsa, a hatvdnyozés és a trigono-
metrikus fliggvények altalanositdsai csakiagy, mint az absztrakt vektorfogalom kiala-
kitasa.) Az egyes fokozatokhoz tartozd fogalmi hierarchidk kialakitdsakor fontos
szempont, hogy az egyes fogalmak kozott kiépitett kapcsolatok, igy az ala- és folé-
rendeltségi viszonyok is, lehetdleg a késdbbi altalanositaskor valtozatlanul érvényben
maradjanak (a hierarchia permanencia-elve), lehetdleg kevéssé modosuljanak. Az
egyes fokozatokhoz tartozo fogalmi héalokat ennek az elvnek az értelmében ugy kell
egymasra ¢épiteni, hogy az 0j fazisban megszerzendo ismeretek bovitsék az ismeretha-
16t, és lehetdleg ne irjak at a mar kialakitott fogalmi halot, ui. a megszerzett ismere-
tek, a beidegzddott szokdsok torlése €s atirasa az 0j ismeretek elsajatitdsat nagymér-
tékben megneheziti. Az 0j ismeret befogadasanak hatékonysagat ugyanakkor jelento-
sen noveli, ha a meglevd fogalmi halét gazdagitja, az ) kapcsolatok elmélyitik a mar
meglevo kapcsolatokat, azokat kiegészitik. Ennek az elvnek megfelelden eldnybe kell
részesitenlink azokat a tananyag felépitéseket, ahol a kovetkezd fokozathoz tartozo
fogalmi hal6é a mar meglevdt megtartva, azt kiegészitve épiil fel.

A konvex négyszOgek tanitasara a gyakorlat altal is visszaigazolt részletes felépitést
kévet a magyar matematikaoktatas. Ennek soran a specialis négyszbégosztalyok elé-
szOr a szimmetriaelvek alapjan keriilnek targyalasra. (E bevezetési moéd egyik nagy
elbénye, hogy kezdettél megalapozza azt a szemléletet, hogy igy a geometriai alakza-
tokat nem azonosulnak a ponthalmazzal, hiszen a ,négyzetnek lenni” tulajdonsagcso-
portban nem kap helyet a négyzet helye és helyzete.) A 3.7. tablazatban szerepel a
szimmetriaelvek alapjén targyalt speciélis négyszégek kontextus tablazata, ami nyilvan
részrelacidja a 3.3. tablazatban vizsgalt altalanosabb kontextusnak. E szimmetria
alapelven elkészitett relacio elemzése 7 klikket ad eredményiil, amelyek tartalmazasi
viszonya is kiolvashato a 3.7 tablazatbol. E klikkek hierarchiajat leiré Galois-graf a 3.7.
abran lathato.
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Kontextustabla tartalmazasi tabla
kédolas Attribatum négyszogek
LIM|{N|O|P|Q| 1 (4 |5 |6 |7 |8
konvex négyszog 1 <
o hartrapéz 4 x < |<
S | deltoid 5 . I I < <
§ paralelogramma 6| | L | [ | < <
& |rombusz 71 x| % x < |< |[< |< |<
° téglalap 8] % x <| | < <
négyzet ol x| x| x| x|x|x| < |I< |I< < [<

3.7.tablazat A négyszbgek kontextusa szimmetrikus tulajdonsagok alapjan

Az altalanos iskolédban ezt a hierarchiat célozzak meg el6szér.

négyzet; téglalap; rombusz; paralelogramma
hartrapéz; deltoid; konvex négyszog

(7]
I
négyzet
téglalap
rombusz
paralelogramma
L
négyzet négyzet
rombusz téglalap
deltoid hartrapéz
M N
N\ /
négyzet négyzet
rombusz téglalap
LMO LNP
N\ /
négyzet
LMNOPQ

3.7. &bra A szimmetria kontextus redukalt Galois-grafja

A szimmetriaelvii targyalast kévetéen (5. osztalytél) egyre tébb metrikus jellegi tulaj-
donsag vizsgalatara keriil sor. Az oldalak, szégek, atlok vizsgalata nyoman tovabb bé-
viilnek az ismeretek, és kialakul a konvex négyszégek metrikus tulajdonsagokkal tér-
ténd jellemzése. A 3.7. tablazatban szerepel a metrikus tulajdonsagok alapjan targyalt
specialis négyszdgek kontextus tablazata, ami nyilvan szintén részrelaciéja a 3.3 tab-
lazatban vizsgalt altalanosabb kontextusnak.
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»-metrikus tulajdonsagok”
A |B |C |D |E |F |G |H |I |J |K
konvex négyszog 1
trapéz 3 | %
» |hurtrapéz 5 [ x | x x x | x
2 | deltoid 6 x ) < <
\q% paralelogramma 7 | x| x| x| x x | x| x
c
rombusz 8 X X X X X X X X X
téglalap 9 x | x| x| x X x | x| x | x
négyzet 10 | x | x | x | x | x| x| x| x| x| x | x

3.8. tablazat Konvex négyszbgek kontextus tablazata a metrikus tulajdonsagok alapjan

A ,metrikan alapuld” relacié 11 klikkjének hierarchiajat szemlélteti a 3.6b abran lathaté
Galois-graf, valamint a fogalmak redukalt grafja pedig 3.6a abran lathato.

konvex négyszbg

a
trapéz
A
paralelogramma
BCDHIJ
deltoid hartrapéz
BDGI BFIJ
rombusz téglalap
E K
négyzet

3.8a abra: Redukalt metrikus Galois-graf
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négyzet; téglalap; rombusz; hurtrapéz;

paralelogramma; deltoid; trapéz
konvex négyszég
(7]
négyzet négyzet
téglalap téglalap
rombusz rombusz
paralelogramma paralelogramma
deltoid hartrapéz
hurtrapéz trapéz
Bl A
! . !
: AN :
négyzet négyzet
téglalap téglalap
rombusz hartrapéz
paralelogramma rombusz
deltoid paralelogramma

BDI ABIJ

1 \ / \

1 N 4 \

1 3 — / \

) négyzet \

] téglalap \

B rombusz \

1 paralelogramma \

K ABCDHIJ \
négyzet négyzet
rombusz téglalap

deltoid huartrapéz
BDGI ABFlJ
négyzet négyzet
rombusz téglalap
ABCDEGHIJ ABCDFHIJK
négyzet
ABCDEFGHIJK

3.8b abra: A metrikus Galois-graf

A kbzépiskolaban a konvex négyszégek témakdre lényegében csak a hurnégyszbggel
és az érintbnégyszbggel, valamint ezek tulajdonséagaival béviil. A kbzépiskola végére
megcélzott fogalmi haléban pontosan nyomon kévethetd, hogy az ismeretek id6szerinti
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bévitése mindkét altalanositasnal a meglevd tudashalét megtartja, azt gazdagitja és
kiegésziti. A magyar oktatasban a konvex négyszdgek e spiralis felépitésére alkalma-
zott médszer elemzésiink szerint is didaktikusnak mingsdil.

konvex négyszog
%)

trapéz
A
erintd négysz6g|  ['haralelogramma
S BCDHIJL

deltoid hurtrapéz
BDGIM BFIJN

rombusz téglalap

\_/

négyzet
Q

harnégyszog
R

3.9 abra: A fogalmi halo épitésének fazisai

A magyar oktatasban a konvex négyszdgek e spiralis felépitésérél a formalis fogalom-
analizisre alapitott trichotomikus modelliink alapjan végzett elemzés kimutatta, hogy a
didaktikai szempontokat messzemenden figyelembe veszi.
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4, AZ ABSZTRAKT VEKTORFOGALOM KIALAKITASAHOZ

A Galois-gradfot mint trichotomikus modellt alkalmazzuk ebben a részben az absztrakt
vektorfogalom kialakitdsanak egy rendszerszemléletli elemzéséhez. A matematikadi-
daktikai szakirodalomban erre a témakorre nincs olyan egységesen kialakitott és elfo-
gadott mddszer, mint a konvex négyszdgek tanitdsara vonatkozodan, tobb vitatott kér-
dés, tobbféle megoldasi javaslat ¢l egymés mellett. Altalanosan elfogadott, hogy az
absztrakt vektor fogalmanak megalapozasdhoz tobb konkrét vektortér megismerésére
van sziikség, amit altalanosan fogalmaz meg Skemp (1975. 38.0) els6é matematikata-
nulési alapelve:

,, Definicio segitségével senkinek sem kozvetithetiink az dltala ismerteknél maga-
sabb rendii fogalmakat, hanem csakis oly modon, hogy megfelelo példik soka-
sagat nyujtjuk.”

A példak sokasaganak jellegében azonban eltérd gyakorlatok vannak: egyes orsza-
gokban (pl. Franciaorszagban) a vektor algebrai megalapozasa, masutt (pl. Magyaror-
szagon) a vektor geometriai megalapozasa dominal. Jelentds nézetkiilonbségek van-
nak a vektor egyenldségének értelmezésére vonatkozodan is, s6t az alkalmazhatosagi
szempontbol fontos vektoreltolhatosag értelmezése is problematikus.

A vektorfogalom tanitasanak célja ugyan a tantervi keretben kozvetleniil nem talalha-
t6 meg, ui. e joghatadlyos dokumentumok tobbnyire csak a tantargy egészére illetve
nagyobb tanegységeire vonatkozoan fogalmaznak meg explicit médon célrendszert,
de a vektorok esetében hallgatolagosan elfogadott alaphipotézis szerint két f6 moti-
vum indokolja e fogalom tanitdsat:

- széleskorl, korszerti alkalmazasai;

—  gondolkodasfejlesztd hatésa.

Az elsd, gyakorlatorientdlt szempont nem igényel kiillondsebb indoklast, hiszen a ter-
mészettudoméanyoktdl a kozgazdasigtanig szinte minden teriileten alapismeretként
hasznaljak a vektor fogalmat.

A vektor gondolkodasfejlesztd hatdsanak néhany momentumat viszont érdemes ki-
emelniink, ui. kivalé teriiletet nyujt az absztrakcids folyamat elsajatitdsdhoz, elmélyi-
téséhez. Az absztakcid soran a kiilonboz6 dolgokban a kozos tulajdonsagokat kell
felismerni, ezeket kiemelni, és a tobbi ,,1ényegtelen tulajdonsagtol” eltekintve egy a
gyakorlatban jol alkalmazhat6 altalanositott, absztrakt ismerethez eljutni. A vektorfo-
galom kialakitasa soran tobb konkrét, szemléletes, gyakorlati példa alapjan keriil sor a
permanencia-elv egy ujabb alkalmazésara is, mikdzben szabatosabb értelmezést nyer
a fiiggetlenség-dimenzio intuitiv fogalmi rendszere is. (A linearizalds mint kozelités a
kés6bbi alkalmazasokban szintén mélyebb megalapozast kap.)
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4.1. A vektor fogalma a tananyagban, szakirodalmi el6zmények

Bar a vektor viszonylag fiatal fogalomnak szdmit a matematikaban, hiszen torténelme
alig masfél évszazados, kozépiskolai tanitdsdban mar négy évtized nemzetkdzi ta-
pasztalata halmozddott fel, ui. szamos 6tlet és szempont alapjan a vektorfogalom fel-
épitésére kiilonbozd varidciok is kiprobalasra kertiltek.

A magyar kozoktatdsban az 1966-os tantervi reform nyoman ¢épiilt be a matematika
tananyagba a vektor fogalma, ezt kovetden pedig a folyamatos tananyag és oraszam-
csokkentés mellett is egyre nagyobb teret kapott. A skaldris szorzat bevezetése (1976.
¢évi reform), majd koordinatageometriai alkalmazasainak boviilése jelzi e folyamatot.
E fogalom felépitésének tanitasi problémadira is kordn raterelddott a figyelem, igy
szamos tanulmany jelent meg ¢és fiiz értékes észrevételeket e fogalom tanitasahoz. Az
elmult négy évtized atfogd jellegli szakirodalmi feldolgozasaibol elézetesen a kovet-
kez6 négy 0sszefoglalo jellegli tanulmanyt emeljiik ki:

—  Megyesi & Skrapits (1974) 6sszefoglalja a korszak publikacidinak fobb ered-
ményeit, melyek elsdsorban a geometriai vektor és az iranyitott szakasz kap-
csolatara és a vektortér axiomatikus tanitasara vonatkoztak, valamint a fizikai
vektormennyiségek és a matematikai vektorfogalom parhuzamos vizsgalatan
keresztiil haromszintli fogalomépitést vazol fel, melyben tiikr6z6dnek a
Bruner-téle tanulaselmélet enaktiv-ikonikus-szimbolikus reprezentéacios sikjai.

— Peller & Megyesi (1982) az el6z6ekben vazolt gondolatok és javaslatok bo-
vebb kifejtésén és tobb orszag tanitasi gyakorlatanak vizsgalata alapjan egy 15
orara terjedd fogalmi épitkezés részletes programjat adjak meg.

— Varsics (1992) a tanitasi szempontok rendszerezésén keresztiil megéllapitja,
hogy a geometriai vektor fogalmi kiépitése elsésorban nem a vektorfogalom
kiépitését, hanem az egyenldség-ekvivalenciarelacio-skatulyazas témakorének
tisztazasat szolgalja. Fogalomépitési javaslatdban ezért a geometriai vektor he-
lyett a helyvektor kap megalapozo szerepet. Javaslatat azzal is aldtdmasztja,
hogy a vektor eltolhatosagat biztositd magasabb matematikai modellekhez e
fogalom kozelebb all.

— Anne Pointer (2005) a Bruner-féle reprezentacidelmélet alapjan teljes didakti-
kai részletességgel targyalja a vektor fogalmanak kialakitasat, ami kiilondsen
fontos abbdl a szempontbdl, hogy szakit azzal a Nyugat-Eurépaban meghono-
sodott hagyomannyal, hogy az absztrakt vektor fogalma egyoldali algebrai
megalapozést nyerjen. Az ikonikus reprezentacios sik alapjan a vektor geo-
metriai megalapozasa is kell6 hangsulyt nyer feldolgozasaban. Vizsgalatainak
részletes kidolgozottsdga sajnos a vektordsszeadas értelmezésével zarul, igy
mar nem tér ki a skalarral valo szorzas miiveletére.

A vektorfogalom tanitasara végzett kutatasok eredményei ellenére a hazai kozoktatas
matematika és fizika tanitdsa altalanosan azt a szemléleti képet alakitja ki, hogy a
vektor egy irdnyitott mennyiség, holott a vektor fogalma torténetileg nem az irdnyitott
mennyiségekbdl, mint prevektor fogalombdl alakult ki.

51



A fizikdban a vektormennyiség kritériumaként mar eleinte is a ,,paralelogramma-
szabaly” szerinti 0sszegzddés, majd a ,,vektorkeént transzformalodik™ feltétel domi-
nalt. Klasszikusnak szamit a 4.1. dbran lathat6 ellenpélda, amely szerint az x, majd az
v tengely koriili, illetve az y, majd az x tengely koriili 90°-os forgatas eredménye kii-
16nbozik, igy a tengely koriili forgatasok, bar iranyitott mennyiségek (tengelyirany,
forgatas nagysaga), mégsem vektormennyiség.

vl K
L

4.1. abra A forgatas nem vektor,
pedig van iranya és nagysaga

>

z
y
Y
z
y

A matematikatorténet szerint a vektor klasszikus algebrai és geometriai megalapozasa
parhuzamosan, kozel egy idében fejlodott ki. Az algebrai megalapozasban Hamiltont
az egyenletmegoldasok vizsgalata nyoman kialakult testbOvitések vezették el a
kvaterniokhoz. Hamilton (1853, Lectures on Quaternion) a komplex szdmoknal kdve-
tett aritmetikai modszerrel épitette fel kvaternio-elméletét. Sain (1986) szavaival:

~Hamilton az a+bi+cj+dk kvaternio elso tagjat (o-t) skalarnak nevezte el, mert
csak ilyen szamokat lehet skalaszeriien felsorolni, a bi+cj+dk részt pedig vek-
tornak (atvivonek) hivta. ... A bi+cj+dk vektort olyan, nyillal ellatott tavolsag-
gal abrazolta, amely a P(x,y,z) pontbol a P’(x+b,y+c;z+d) pontba mutat.”

Hamilton a vektor elnevezést a csillagaszatbol kdlesonozte, ahol a Naptol a bolygo-
hoz huzott ,,vezérsugarat” nevezték igy a ,,veho, vexi, vectus=huzni, vonni” latin kife-
jezés nyoman.

A vektorfogalom geometriai megalapozasa Grassmann (1844, Die lineale
Ausdehunglehre, ein neuer Zweig der Mathematik) nevéhez fiiz6dik. Az analitikus
geometriai vizsgalatok és koordinatizalas e korszak kozponti kutatdsi témai voltak.
(Mobius 1827-ben a baricentrikus, Pliicker pedig 1830 koriil a homogén koordinata-
kat vezette be.)

Gibbs (1881-84, Elements of Vector Analysis) mar a két felépitést egységesitve szam-
lizte a kvaternidszorzas miiveletét a vektorkalkulusbol, helyette bevezette a skaléarral
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vald szorzds miiveletét, majd a linedris operatorok €s reprezentaciok kutatdsainak
eredményeként végiil a vektorfogalom is absztrakt, axiomatikus megalapozast kapott.

Az absztrakt vektorfogalom kialakitasara kevés szemléltetd abra talalhatd a szakiro-
dalomban, Skemp (1975) ébrajanak (4.2 abra) kivételével csak szoveges leirdsokra
tamaszkodhatunk e folyamat szemléletes képének kialakitasahoz.

Descartes-féle

koordiinétak — Vektorterek = «-----
| A 4 1 matematikai (matematikai |
i Fo- : terek altalanositas)
\(leképezések) T
: Ponthalmazok és geometriai
E =% meértani helyek vektor
- e T +
A E pontok |
- e . | |
(szé;nok) (halma;zok) (rlnatematikai modei/ek)

4.2. abra Skemp abraja

A vektorfogalom felépitésének Galois-graffal torténd vizsgalatahoz a szakirodalom-
ban rendelkezésre allnak kiilonb6zé konkrét, a gyakorlatban is kiprobalt vektortér
modellek, valamint tobb olyan tanitasi szempont is, amelyeket e fogalmi épitkezések-
nél figyelembe kell vennilink. A tdargyalasi kontextus eléallitdsa egyrészt az objek-
tumhalmaz, jelen esetben a kiilonbdz6 konkrét vektorterek, mésrészt a tanitasi aspek-
tusbdl fontos attributumok minél atfogdbb attekintését koveteli meg. A fogalmi épit-
kezés soran felhasznélhat6 kiilonb6zd vektorfogalmak attekintését —e fogalom mate-
matikatorténeti kialakuldsat is kovetve— két részben tekintjiik at:

— geometriai megalapozasok, melyek a vektorfogalom ikonikus reprezentacioit
helyezik el6térbe;

— algebrai megalapozasok, melyek a szimbolikus reprezentaciokat preferald line-
aris tér szemléletet kozvetitik.

4.2. A vektor geometriai fogalma

Az absztrakt vektorfogalom geometriai megalapozasara tobb konkrét geometriai mo-
dell hasznalatos a kozoktatasban. Az aldbbiakban a vektortér kovetkezd kozépiskola-
ban is alkalmazott geometriai interpretacidit tekintjiik at:

—a geometriai vektor;
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—a helyvektor;

—az eltolasok mint vektorok.

A vektor geometriai értelmezésének legaltaldnosabb szintjén a tangensvektor fogalma
jelenik meg, ami ugyan magas szintli elvontsdga miatt természetesen nem képezhet
kiindulasi pontot a vektorfogalom megalapozasédban, ugyanakkor 1ényegi tulajdonsa-
gai mérvadok a megfeleld ikonikus reprezentaciok kivalasztasaban.

A geometriai vektor fogalma

A vektorfogalom geometriai megalapozdsa a magyar kozoktatasban a kezdetektdl
fogva az irdnyitott szakasz fogalmara épiil. Az iranyitott szakaszok, azaz a rendezett
pontparok fogalmdbdl indul ki a geometriai vektor fogalménak minden definicidja.
Talalkozhatunk olyan hibas megfogalmazasokkal, amelyek a vektor és az iranyitott
szakasz fogalmat 6sszemosséak, azonositjak egymassal. (Pl. Simionescu (1973) a vek-
toregyenldség megemlitése nélkiil kozli, hogy ,,a szakaszokat iranyitott szakaszoknak
(azaz vektoroknak) tekintjiik”.) E megfogalmazasok sulyos hibaja, hogy az n-
dimenzios euklideszi/affin tér iranyitott szakaszai 2n-dimenzios vektorteret alkotnak.
Varsics (1992) arra is rdmutat, hogy e téves fogalomképzet kanonikusan azonosithatd
az euklideszi/affin geometria tangensnyalab fogalmaval.

A kovetkezé mérvadonak tekinthetd szakirodalmi példak sora mutatja, hogy a geo-

crer

sa.

A Matematikai kislexikon (432. o) a vektor egyik fogalmi értelmezéseként a ko-
vetkezOt irja: ,, A geometriaban vektoron a tér adott iranyu, iranyitasu és hosz-
szusagu szakaszait értjiik. Ket vektor tehat akkor egyenlo, ha ezek a meghatdro-
z0 adatok egyenlok.”

Hajos (1960. 247-248.0) a vektor geometriai fogalmara a kdvetkezd tomor,
ugyanakkor meglehetdsen arnyalt és nyelvileg igényes megfogalmazast kozli:
., Az iranyitott szakaszokat vektoroknak mondjuk. ... Keét vektort azonosnak te-
kintiink és egyenlonek mondunk, ha hosszuk és iranyuk megegyezik.”

Hajnal és tarsa (1991. 352.0) gimnaziumi tankdnyvében a kovetkezd meghata-
rozas szerepel: ,, Az iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik. ... Két vektort
egyenlonek tekintiink, ha abszolutértékiik egyenlo, parhuzamosak (egyallasuak)
és azonos iranyitasuak.”

A geometriai vektor fogalmi meghatarozasanak szerves része az iranyitott szakaszok
kozott értelmezett egyenldség! Matematikai modellként tehat az irdnyitott szakaszok
mint rendezett pontparok (MxM) halmaza, és e rendezett pontparok kozott egy adott
tulajdonsagcsoporttal értelmezett = ekvivalencia reldcid szolgal, ami a rendezett
pontparokat osztalyokba sorolja. Az igy keletkez6 osztalyok a geometriai vektorok. A
geometriai vektor fogalmanak definicioi abban kiillonboznek egymadstol, hogy a két
vektor egyenldségének értelmezésében melyik paralelogramma-tulajdonsag kap
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meghatérozo szerepet. Igy a geometriai vektor fogalmara tobb olyan ekvivalens defi-
nicié is adhatod, melyek az euklideszi geometridban matematikai szempontbol egy-
massal helyettesithetok. Természetesen a geometriai altalanositas és a didaktikai fel-
dolgozas szempontjabol az egyes felépitések egymassal tobbnyire nem egyenértékii-
ek, hiszen az egyes tulajdonsagcsoportok altaldnositasi lehetdségei, matematikai ko-
vetkezményei és feldolgozasi nehézségei jelentdsen eltérnek. Ezen eltérések vizsgala-
tara a 4.7. pontban tériink ki részletesen.

Az eltolas mint vektor

A vektor kiilonboz0 geometriai értelmezései kozott az iranyitott szakaszon, azaz ren-
dezett pontparon alapuld felépitések mellett igen gyakran taldlkozunk a vektorok és
az eltolasok fogalmi azonositasaval:

Weyl (1982. 59.0): ,,4 vektor tulajdonképpen ugyanaz,
mint az eltolas, csak éppen a vektorokndl és az eltold-
soknal mas a szohasznalat.”

Kolmogorov nyoman szamos tankonyv azonositia az
eltolas és a vektor fogalmat: ,,a parhuzamos eltola-
sokkal fogunk foglalkozni, uj néven vektoroknak ne-
vezve Oket.”

4.2. abra
A vektor mint eltolas

Odvarko és tarsai (1971) is kozlik: ,, A vektor ugyanaz,
mint a parhuzamos eltolas.”

A vektor ¢és az eltolas azonositisa itt azt jelenti, hogy az affin/euklideszi
transzformaciocsoport transzlacio-részcsoportjat azonositjuk a vektortérrel.

A helyvektor

A helyvektor, mint adott (kitiintetett) O pontbol induld iranyitott szakasz, az (O,P)
rendezett pontpar fogalmat szinte minden tankonyvi feldolgozas nevén nevezve sze-
repelteti. A helyvektor fogalmaban nem jelentkezik az egyenldség problémakore, hi-
szen az (O,4A)=(0,B) vektoregyenlOség itt az (O,4)=(0,B), azaz az A=B azonossagon
alapul.

A helyvektor a kiilonb6zo tankonyvekben tobbnyire a koordinatizalas soran keriil
bevezetésre, de vannak olyan felépitések (Szendrei, 1975) ¢és javaslatok
(Varsics, 1992), melyek a vektor elsdédleges geometriai reprezentacidjaként szerepel-
tetik. (Mindkét feldolgozas a helyvektor mint kotétt vektor fogalmat alkalmazza, ami
alkalmas a vektormez6 fogalmanak szabatos definialasara.)

Az affin tér és a helyvektor fogalmara épitett vektortér fogalmi terjedelme természetes
moddon azonosithatd, de fogalmi tartalmukban 1ényegi kiilonbség, hogy a vektortérnek
van kitlintetett, un. neutralis eleme, a 0=(O,0) pontpar, az affin térnek pedig nincs
kitlintetett pontja, azaz izotrop. E kiilonbséget az affin tér Weyl-féle definicidja a vek-
tortér fogalmara épitve a kovetkezé modon kiiszoboli ki:
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Legyen M halmaz, V vektortér egy T test felett. Az (M,V, @) rendezett harmast,
ahol o:MxM—V leképezés, n-dimenzios affin térnek nevezziik a T test felett, ha
teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsagok:

1. Tetszoleges A ponthoz és v vektorhoz létezik egyértelmiien egy B pont,
amelyre p(A,B)=v,

2. Minden A,B,C ponthdarmasra fennall, hogy ¢(A,B)=v és ¢(B,C)=w, ak-
korp(A,C)=v+w, azaz p(A,B)+@(B,C)=p(A,C) teljesiil.

Az affin tér e meghatarozéasa a vektor geometriai fogalmara a kovetkezd harom in-
terpretacios lehetdséget kinalja:

crer

azonosithatdé az M affin tér transzlacio-csoportjaval, azaz a V vektortér elemei
azonosithatok az eltolasokkal;

—az M affin tér pontjai €s igy a V vektortér vektorai is egy O pont kitiintetésével
kanonikusan azonosithatok a helyvektorokkal, igy az M affin tér a V vektortérrel
izomorf (hely)vektortérré valik;

—az affin tér rendezett pontparjait a J vektortérrel mint transzlacidcsoporttal osz-
talyokba soroljuk, €s a kapott ekvivalenciaosztalyok lesznek a geometriai vek-
torok, azaz egy M xM/V faktortérként értelmezddik a geometriai vektor.

A helyvektor, az eltolas és a geometriai vektor fogalma alapvetden lefedi a vektor
elemi geometriai értelmezési lehetdségeit.

A gyakorlatban hasznalatos felépitésekben a geometriai vektor fogalmi felépitése
altalaban kiegésziil az eltolasok szerepeltetésével. Az ilyen felépitések lehetdséget
adnak a fogalom ketts bedgyazddasara, ami a tobbszords reprezentaciora tekintettel
hatékonyabb elsajatitast tesz lehetové. Varsics (1992) pontokba foglalja a geometriai
vektor didaktikailag kialakult felépitésének vazat és felhivja a figyelmet arra, hogy a
ketts beagyazasi eljarasokban az egyes eltolasok az ekvivalenciaosztilyok cimkéje-
ként, ,, megnevezeseként” szerepelnek. A ,, névadas-azonositas” pszichés mellékhata-
sai mellett (pl. a tulajdonlés érzetét kelti) a fogalom kettds bedgyazottsagaval stabili-
zalja a fogalom tartalmi beépiilését a meglevé ismerethaloba, igy igen hatékonyan
alkalmazhat6. Tobb szerzd is felhivja a figyelmet ennek az eljarasnak arra az elényé-
re, hogy igy a geometriai vektorokkal végzett miiveletek értelmezésekor elkeriilhetd a
reprezentanstol valo fiiggetlenség igazolésa.

Az altalanos térelméletben kialakult tangensvektor fogalmat, a pontos megnevezést
mellézve, harmadik értelmezésként ismerteti a Matematikai kislexikon. A vektor
geometriai értelmezéseként legéltalanosabban ez a fogalom definidlhaté egy tetszdle-
ges M differencidlhatd sokasagon. A definicié az M differencialhat6 sokasag egy ki-
tiintetett p pontjaban értelmezi a p pontbeli 7,M tangensteret a kovetkez6 modon:
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A p eM pontban differencialhato f:M—R tipusu fiiggvények X, linearis differen-
cidaloperdtorai a p ponbeli tangensvektorok. (A linearis differencialoperator
megnevezés az alabbi két tulajdonsagot jelenti:

1. Xy(af+pg)= a X,(+ BX,(g), azaz linearis funkcional;
2. X,(fg)= Xo(Pg+ fX,(g), azaz teljesiti a Leibniz-szabalyt.)

A tangensvektor fogalma kapcséan két tulajdonsagot emeliink ki:

— a sokasag egy p pontjanak fangensvektorai a koordinatatranszformacié soran
homogén linedris kifejezéssel transzformalddnak;

— a tangensvektor a helyvektorhoz hasonldan egyértelmiien kotétt vektor, ami le-
hetévé teszi a vektormezo fogalmanak szabatos definialasat.

4.3. A vektor algebrai fogalma

A tovébbiakban az ikonikus reprezentaciordl a szimbolikusra attérve a linedris tér
felfogashoz vezetd példakrol lesz sz, melyben kiemelt szerepet kap a permanencia-
elv. Hamilton és Bolyai (1837, Responsio) ezen az Uton épitette fel a komplex szamo-
kat, és az iskolai matematika tananyag is szdmos példat (szamfogalom bdvitése; hat-
vanyozas altaldnositasa,...) hoz fel a permanencia-elv alkalmazésara. Természetesen
a szimbolikus uton is tobb konkrét példat kell megismerni az absztrakt vektorfogalom
tartalmas kialakuldsdhoz. A lehetdségek koziil a tovabbi vizsgéalatokhoz harom konk-
rét algebrai példat szerepeltetiink:

— rendezett szam n-eseket;
— alegfeljebb n-ed foku polinomok halmazat;

— az nxm—es tablazatok halmazat.

Rendezett szam n-esek

A szakirodalom tobbnyire a rendezett szam n-esek halmazat vezeti be els6ként a vek-
tor szimbolikus reprezentaciojaként. A szam n-esek azért is kapnak kiemelt szerepet a
definicios lehetdségek kozott, hiszen kiindulasként barmelyik vektorfogalmat is hasz-
naljuk, a koordinatizalas, mint alapfeladat minden esetben egyenesen elvezet a szdam
n-esekhez.

Kuros (1978) algebrai objektumként eldszor a rendezett szam-n-est vezeti be
vektorként, és definicioként a kovetkezot kozli: ,, Egy rendezett szam-n-est:
a=(ajay,...,a,) n dimenzios vektornak neveziink. Az a; (i=1,2,...,n) szamokat az
a vektor komponenseinek fogjuk nevezni. Az a. és a p=(b,by, ...,b,) vektort akkor
fogjuk egyenlonek tekinteni, ha azonos helyen dllo komponenseik megegyeznek,
vagyis a;}=b; minden i=1,2,...,n esetén.”

Legfeljebb n-ed foku polinomok
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A polinomok Osszeadédsa és szammal vald szorzasa az algebrai kifejezésekkel végzett
alapmiiveletként pontos megalapozast kap, igy szerepeltethetd az absztrakt vektortér
elokészitéséhez. (Természetesen a polinomok szorzéasa itt nem kap szerepet, sét a
polinomok mint vektorok skalaris szorzata és a polinomok mint algebrai kifejezések
szorzata két teljesen eltéré miivelet!)

nxm—es matrixok

A tovabbiakban az nxm—es tdbldzat, blokk, illetve tomb kifejezés alatt az nxm-es mat-
rixok halmazat értjiikk az 6sszeadasi €s a valos szdmmal valo szorzasi miivelettel. Koz-
ismert, hogy az nxm-es matrixok e két miivelettel vektorteret alkotnak. (A matrix el-
nevezEs hasznalata nem indokolt abban az értelemben, hogy a matrixszorzas nem kap
szerepet, s6t a matrixok mint vektorok skaldris szorzata jelentdsen eltér a matrixok
szorzéasi miiveletétdl!) A tablazatok tobb gyakorlati teriileten (kozgazdasagi példak) is
jelentds szerepet kapnak, melyek koziil kiemelt fontossagt egyik informatikai alkal-
mazasa. Az Excel tablazatkezeldben a definidlt tombmiiveletek, melyeket a
<Ctrl>+<Shift>+<Enter> billentylikombinacioval kell jovahagyni, széles korben
keriilnek alkalmazasra. Az nxm—es tablazatok igy kell6 megalapozéssal rendelkez-
hetnek ahhoz, hogy az absztrakt vektortér elokészitd példajaként szolgalhassanak.

Bar tovabbi vektortér modellek is eléfordulnak a kozépiskolai tananyagban, melyeket
a szakirodalom nevesit is, am ezekrdl meg kell jegyezni, hogy a vektor fogalmi beve-
zetéséhez egyik tankonyvi felépités sem alkalmazza Oket, ui. altalaban olyan végtelen
dimenzios fiiggvényterekrdl van sz, amelyek nem szerepeltethetok konkrét elokészi-
t0 modellként, inkdbb csak a mar meglevd vektortér funkcionalis modelljeként hasz-
nalhatok fel. A szakirodalomban szerepld relative egyszeriibb algebrai példak (szam-
sorozatok, amelyekben valamely rogzitett elemtdl kezdve csupa 0 all; legfeljebb n-
edfoku egyenletek, adott gyokkel rendelkez6 legfeljebb n-edfoku polinomok, legfel-
jebb

n-valtozds polinomok,...) targyalhatok vektortérként, de a tanterv szerint ezek nem
éplilnek be stabil ismerethattérként a tudashaloba, igy a vektorfogalom megalapozésa
sem ¢€pithetd ezekre a modellekre.

A geometria algebrai felépitését szamos konyv targyalja, melyek tobbnyire az algeb-
rai vektorfogalomra épitve a Weyl-féle meghatarozason alapulnak. Az affin tér klasz-
szikus illeszkedési axiomaibol kiindulva is el lehet jutni a vektortér absztrakt fogal-
mahoz. E felépitésekbdl két problémat kell kiemelniink:

— A vektortér értelmezésében szerepel a skalarral vald szorzas miivelete, igy a
vektor geometriai megalapozédsaban elemi geometriai Uton értelmezni kell ma-
gat a szamtestet is!

— A Desargues-tétel magasabb dimenziokban automatikusan teljesiil, ezért a
koordinatizalas, a szamtest elemi geometriai felépitése kevesebb problémat rejt
magéban, mint az affin sikok esetében, ahol a Desargues-tételt is axidbma rang-
jéra kell emelni!
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A szakirodalomban e témakor kiillonbozd feldolgozasai talalhatok meg. Elemi
koordinatizalast targyal Molnar(1972), transzformaciécsoporton alapuldt Artin
(1954); ternér-gyturtist Blumenthal (1962), Karteszi (1978) pedig a véges geometriak-
ra részletezi a vizsgalatot. Logikai szempontbol tehat nem indokolt sem az algebrai,
sem a geometriai felépitést preferalni, hiszen ezek ekvivalensnek tekinthetok.

Az absztrakt vektorfogalom megalapozdsahoz szdmba vett konkrét vektormodellek
rendelkeznek kozos és egymastol eltérd tulajdonsdgokkal. Didaktikai szempontbol
kiemelten fontos a példaként szerepld modellek megvalasztasa. Elemzésiink vizsgala-
ti aspektusai nem az egyes vektorfogalmak matematikai 0sszehasonlitasat célozzak,
hanem az egyes vektorfogalmak didaktikai eldnyeit és kialakitasanak nehézségeit
igyekeznek jellemezni. Az absztrakcié mint elvonatkoztatds hatékony fejlesztéséhez a
Iényegi tulajdonsagok megragadasa a kozponti feladat, amihez biztositanunk kell azt
is, hogy a lényegtelen dolgok figyelemeltereld hatdsuk miatt ne kaphassanak talzott
hangsulyt a fogalmi épitkezés soran. Ellenkezd esetben a figyelem thlzottan attevodik
e lényegtelen momentumokra, ami jelentdsen hatraltatja az absztrakcio kialakulasat.
A kiilonbozé vektorfogalmak didaktikai célu jellemzésében természetesen egyidejii-
leg jelennek meg altalanos és a téma specifikumahoz igazodd szempontok is. Az
egyes vektorfogalmak didaktikai attributumainak attekintését ennek megfeleléen két
részletben targyaljuk.

Vizsgalati szempontjainkat roviden és tomoren jellemezziik, és csak azok jellemzésé-
re tériink ki bévebben, amelyekrdl a szakirodalomban jelentds nézeteltérések talalha-
tok.

4.4. A vektorfogalmak altalanos didaktikai tulajdonsdgairol

Egy-egy fogalom kialakitdsa sordn minden esetben fontos a kovetkezé harom aspek-
tus elemzése.

— a fogalomképzés megalapozottsaga;
— a fogalomazonositas;

— a fogalomképzés szemléletessége.

A fogalomképzés megalapozottsaga

A fogalmi épitkezés soran a konkréttol az absztrakt felé, az ismertt6l az ismeretlen
felé vezetd uton a Skemp-féle torvény szerint mindig a példak sokasagan keresztiil
vezet az ut. A felhasznalt példdknak mindig jol ismertnek kell lenniiik, a fogalmak
megalapozdsat csak olyan ismeretekre épithetjiik, amelyek megfeleléen beépiiltek a
tudashaloba. Az absztrakt vektorfogalom kiépitéséhez felhasznalt konkrét vektorfo-
galmaknak tehdt mar megfeleléen megalapozottnak kell lennilik. Ez a szempont ter-
mészetesen relativ abban az értelemben, hogy teljesiilését nem a konkrét vektorfoga-
lom adekvatsadga vagy alkalmazhatdsaga, egyszeriisége illetve bonyolultsdga hataroz-
za meg, hanem a tanterv. A konkrét vektorfogalmak esetében az eltoldsok, a helyvek-
torok, valamint a kivalasztott algebrai modellek esetében a magyar kdzoktatas tanter-
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vei szerint e szempont teljesiil. A geometriai vektor esetében mar erésen kérddjeles,
hogy mennyire tekinthetd jol megalapozottnak az ekvivalencia-osztalyozassal nyert
objektumok kezelése még akkor is, ha a szdmfogalom épitése soran, kiilondsen a tort-
szamoktol a raciondlis szamokhoz vezetd Uton, mar szerepelt ez az eljards. Egy
ekvivalenciaosztaly €és reprezentansanak megkiilonbdztetését esetenként még a szak-
emberek sem hasznaljak kovetkezetesen. A vektorfogalmak jelen elemzésekor e
szempont vizsgalatatol eltekintiink. (E szempont bevonasa a formalis analizisbe
egyébként nem valtoztat a 4.3. abran lathatd Galois-graf alapszerkezetén!)

Szemléletesség

Az absztrakt vektor ugyan nem szemléletes fogalom, mégis célszerli eldonybe részesi-
teniink a szemléletes vektormodelleket. Itt nem pusztan a szemléltetési lehetdség biz-
tositasarol van szo, ui. a szemléletesség tobblettartama itt egyben azt is jelenti, hogy a
szemléletes megalapozas biztositja e fogalom beépiilését a vizudlis, egyuttal a kreati-
vitasért felelos agyféltekébe. A tobbszords reprezentacid pedig, kiillondsen ha mindkét
féltekét érinti, hatékonyan javitja a fogalom hasznalhatosagat.

A szemléletesség fogalmilag nem feltétlentil kotddik statikus képhez, bizonyos dina-
mizmus is megengedhetd. Ilyen értelemben az eltoldst (kezdet és végallapot) is szem-
I¢letesnek tekintjiik. (Pointer, 2005) A geometriai vektor szemléletessége a késobbi-
ekben jelzett 6nellentmondasok miatt megkérddjelezhetd, ezért nem tekintjiik szemlé-
letesnek. (A Galois-graf alapszerkezetét nem moddositja ennek ellenkezd értelmi fel-
tételezése sem!) Az algebrai modellek jellegiikbdl adoddéan nem szemléletesek, fel-
dolgozasuk is a szimbolumok feldolgozasara szolgalo, a logikus gondolkodasért fele-
16s masik agyféltekében torténik.

Egyenléség azonossag alapjan

Minden fogalom kialakitasa soran, igy a vektorfogalom esetében is, az egyik kritikus
pont a fogalom azonositdsa. A fogalomazonositas soran az egyenldség fogalmat to6bb
modon is hasznalhatjuk. A vektor fogalméhoz k6tddden a szakirodalom a kovetkezd
harom mddszert ismerteti két vektor egyenldségének értelmezésére:

—  két vektor egyenldsége objektumok azonossagaként értelmezddik;

— két vektor egyenldsége bizonyos relevans tulajdonsaggal definidlodik, azaz
logikailag e tulajdonsag hatdrozza meg az egyformdnak tekintendé objektu-
mok korét;

— az egyenldség kozvetett mddon egy ekvivalencia relacié megadéasan keresztiil
nyer értelmezést, azaz a vektorok az objektumok ekvivalenciaosztalyaként ér-
telmezddnek, igy két vektor akkor egyenld, ha ekvivalenciaosztalyként azono-
sak.

A definicidk jelentds részénél —a geometriai vektor kivételével— a vektorok egyenlo-
sége az azonossag fogalman alapul. Ez didaktikai szempontbdl olyannyira trivialitas,
hogy az azonos objektumok egyenldségérdl beszélni tdobbnyire csak zavart okoz. A
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két vektor (szdm n-es) akkor egyenld, ha azonosak, kimondottan akkuratus.

Didaktikai szempontbol viszont minden azonositas tobb fontos momentumot is hor-
doz magaban. A kimondva vagy kimondatlanul az azonossag fogalmat alkalmazé
definiciokban a vektor kifejezés egy elnevezésként illetve szinonimaként funkcional
az egyébként is megnevezhetd, deszkriptorral rendelkezd objektumokra. A definicid
mint atnevezés szerepe tobbrétegli. A ,.kiilon névvel bir, mert fontos” érzet mellett
példaul a helyvektor definicidja az O pontbdl indulo iranyitott szakaszok megnevezést
tomoriti az O pontbeli helyvektorok elnevezésre. A megfeleld tomorités szerepe sem
redukélhato a koriilményesebb megfogalmazasok elkeriilhetdségére.

Egy 0j név bevezetése egy 1) fogalomképzet alapjaul is szolgalhat, az ismerethaléban
ugyanis azonos fogalmi terjedelem mellett az Gj névhez mas tulajdonsadgok kaphatnak
prioritast, st ezek lényegi tulajdonsagga is valhatnak, ami uj fogalom képzédéséhez
vezethet. Az iranyitott szakasz megnevezéshez példaul elsddlegesen olyan asszocia-
ciok csatolodnak, amelyek az irany és a szakasz fogalmahoz kotédnek, mig a helyvek-
torok esetében mar a veliik végzett miiveletek kaphatnak nagyobb prioritast.

A vektor eltolasként torténé meghatarozasa mind formailag, mind nyelvileg egy szi-
nonima kifejezédése. A Weyl-féle ,, mds a szohasznalat” vagy a Kolmogorov-féle ,,uj
neven nevezve oket” kifejezéseket természetesen azonnal kovetnie kell a vektormiive-
letek bevezetésének, amivel biztosithatd, hogy a vektor elnevezéshez elsddlegesen e
miuveletek kotddjenek. Az idobeli egybeesés kiemelkedden fontos, ui. csak igy telje-
sithetd a Vigotszkij-féle legelemibb szintli fogalomalkotas, a szinkretikus fogalomkép-
zodeés alapfeltétele. Az idébeli egybeeséssel biztosithatjuk, hogy a vektor elnevezés-
hez a miiveletek kdzvetleniil kapcsolddjanak.

Az Uj elnevezés és a hozzatartoz6 miiveletek bevezetésével az absztrakt vektor egy
szinkretikus fogalmi elézményéhez juthatunk el. Ezt kdzvetleniil a vektormiiveletek
begyakorlasat célzo feladatoknak kell kdvetniilik, ami atvezet a Vigotszkij altal fogal-
mi komplexusnak nevezett fogalmi szinthez. Tobb kiillonbozé konkrét vektorfogalom
megismerése és hasznalata alakitja ki a pozicionalis fogalmi szintet, amikor a tanulok
funkcionalisan mar absztrakt vektorként hasznaljak meglevo fogalomképzetiiket, bar
a vektor fogalménak meghatarozasa még tobbnyire a komplexus szinten mozog.

Logikailag azonosnak és nyelvileg szinoniméanak tekinthetd a vektor és az eltolas
fogalma, de didaktikai szempontbol jelentésen kiilonbdznek egymastdl, hiszen az
ismerethdloba mas modon épiilnek be. Az eltolds szubjektiv fogalmi képe sokkal ko-
zelebb van a geometriai transzformaciokhoz, mint a vektorok, ugyanakkor egy vektor
n-szeresérol kevésbé meglepd beszélni, mint egy eltolasérol, hiszen az eltolasokhoz
els6sorban a geometriai transzformaciok, esetleg fizikai mozgéasok képe csatolodik, a
vektorhoz pedig megfeleld épitkezés esetén a veliikk végezhetdé miiveletek kapcsolod-
nak.
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A vektor geometriai értelmezéseinek jelentds része az (4,B)eMxM rendezett
pontparok kozott értelmez egy egyenldséget, és az (M xM;=) objektumkettdst tekinti
vektoroknak az egyenléség formallogikai értelmezésében. Ez pontosan azt jelenti,
hogy az (MxM;=) rendszerben a tovabbiakban barmilyen értelmezhetd T tulajdonsag-
ra az (4,B)=(C,D) esetén a T(4,B)=T(C,D) logikai azonossagnak is teljesiilnie kell.

Az egyenldség e formallogikai fogalmédnak kovetkezetes hasznalata tobbnyire szokat-
lan, s6t tobb félreérthetdséget is rejt magaban, ami jelentds értelmezési zavarok forra-
sa. A tankonyvek egy jelentds része szerepelteti a vektor kezd6pontjanak és végpont-
janak fogalmat. Az irdnyitott szakasz mint rendezett pontpar valéban rendelkezik
kezddponttal (a rendezett pontpar els6 komponense) €és végponttal (a rendezett
pontpar masodik komponense), azaz az M halmaz tetszéleges P pontjara és (4,B) ren-
dezett pontparjara az (4,B) kezd6pontjanak lenni illetve végpontjanak lenni tulajdon-
sag a P=A illetve P=B alapjan értelmezhetd. Az iranyitott szakasz kezddpontjanak és
végpontjanak fogalmat a vektorra atvinni azonban csak az egyenldség formallogikai
értelmezésének megsértése aran lehet. (E probléma analogonja a racionalis szdmok—
tortszamok viszonylataban tigy fogalmazdodik meg, hogy a raciondlis szdm szamlalo-
jarol illetve nevezdjérdl nincs értelme beszélni, bar a tértszdmok természetesen ren-
delkeznek szamlaloval és nevezdvel.)

Az egyenlOség e szokatlan alkalmazasat tobb szerzo is érzékelteti, Hajos (1960) az
,,azonosnak tekintiink és egyenlonek mondunk” kifejezéssel €1, mig Reimann (1971.
10.0) explicit formaban is kifejti:

., ...az egyenloség fogalmat a matematikaban itt szokatlan modon hasznaljuk;
egyenlonek altalaban az azonos dolgokat szoktdak nevezni; két vektort egyenlo-
nek mondunk, ha azok szemmel lathatoan ,, kiilonbozok”. ... a szokottabb utat
kovetnénk, ha vektornak ... az 1-3. tulajdonsagu iranyitott szakaszok osszessé-
gét, halmazat neveznénk, az egyes iranyitott szakaszok csupan képviseloi, rep-
rezentansai a vektornak. Ennek az utnak a bejarasa azonban tobb elvi nehézsé-
get tartalmaz, ... ”.
A, szokottabb ut” kifejezés itt arra utal, hogy a rendezett pontparok halmazan az
egyenldséget mint ekvivalencia reldciot adjuk meg, ami a rendezett pontparokat
diszjunkt részhalmazokba, ekvivalenciaosztalyokba sorolja. Az igy kapott
ekvivalenciaosztalyok a vektorok. Ebben az értelmezésben a két vektor egyenldsége
egybeesik a két részhalmaz azonossaganak fogalmaval. Az egyes iranyitott szakaszok
pedig csak reprezentansai egy-egy vektornak, ami jol mutatja, hogy egy iranyitott
szakasz kezdé- illetve végpontja nem osztalyjellemz6. E felfogasban az iranyitott
szakaszokkal definidlt vektormiiveletek esetében sziikséges a reprezentanst6l vald
fiiggetlenség igazolasa.

Czapary (1984. 128.0) a vektor ekvivalenciaosztalyként vald bevezetése ellen a ko-
vetkez6 érveket hozza fel:
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., Eltekintve attol, hogy az igy definialt vektort nem lehetne rajzzal szemléltetni
(,,lerajzolni”) az irdnyitott szakasz és a vektor kozott kiilonbséget kellene tenni.
Ugyanis ebben az esetben az iranyitott szakasz mindig valamely vektornak
(mint halmaznak) egyik eleme lenne. Az elem pedig nem azonos a halmazzal.
Sok zavart okozna a tanuld fejében, ha iranyitott szakaszt rajzolna, amelyet nem
tekintenénk vektornak, és kézben mégis vektorrol beszélne.”

A vektor geometriai értelmezéseiben az egyenldség klasszikus fogalma ugyanugy
félreértések forradsa, mint az ekvivalencia relacioként torténd hasznalata. E probléma-
kort leggyakrabban egy masodlagos (helyenként ki nem mondott) definiciéval szokas
athidalni. Az esetek tobbségében a szerzok tobbnyire az eltoldsokat hasznaljak eszko-
zlil. Ennek tipikus példaja Czapary (1996, 307.0) kettds definicidja:

, Az iranyitott szakaszt vektornak nevezziik. ... Két vektor akkor és csak akkor

egyenld, ha a hosszuk és az iranyuk megegyezik, vagyis ha egymasba eltolha-
tok.”

Tulajdonképpen Czeglédy és tarsai (2002, 144-145.0) 7. osztalyosok szamara készi-
tett tankonyve is egy kettds bedgyazassal él, csak nem az eltoldst, hanem a 4.7. feje-
zetben részletesen kifejtett ,,névadasi technologiat” alkalmaz- >
zék: B

Az AB iranyitott szakaszt vektornak nevezziik. ... Nem /
a v
Ty

>

sziikséges a kezdo- és végpontot betiivel megjelolni. Példa-

ul ez a harom nyil mindegyike egy-egy vektort jelez. Meg-

kénnyiti az azomositdst, megnevezést, ha a nyillal jelzett

vektor mellé alahuzott kisbetiit irunk (nyomtatasban ezt /
vastag betiivel jeloljiik). Két vektort akkor tekintiink egyen- )a/'
lonek, ha egyiranyuak és a hosszusaguk is egyenlo.” a=b
Az azonosito tulajdonsdagok mellett a megkiilonboztetésre is felhiviak a figyel-
met az alabbi abradkkal:

"Ezek a vektorpdrok nem egyenldk, . Ezek a vektorparok nem egyenldk,
mert nem egyenlé a hosszuk: mert nem egyiranytiak:

W/

4.3. abra Vektor definiciok és szemléltetések Czeglédy és tarsai nyoman

A definiciokban alkalmazott gondolati kettGsség sérti ugyan a matematika szabatos-
sagi kovetelményét, ui. nem redundanciamentes, de valodi didaktikai segitséget jelent
a fogalom kettds bedgyazodasanak kdszonhetden.

Elemzésiinkben az absztrakt vektorfogalom kiépitésekor elénybe részesitjiik azokat a
vektormodelleket, amelyek a vektoregyenldséget objektumazonossagként értelmezik.
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4.5. A kiilonbozo vektorfogalmak téema-specifikus tulajdonsagairol

A kiilonb6z6 vektorfogalmak didaktikailag értékelhetdk abbol a szempontbdl is, hogy
a kiilonb6zd modellek milyen specidlis megkotottségeket illetve megvaldsulasokat
realizélnak az absztrakt vektorfogalomhoz. Ezek megallapitasa az absztrakt vektorfo-
galom matematikai tulajdonsagainak részletesebb vizsgalatan alapul.

Elemzésiinkben a konkrét vektormodelleket a kovetkezd specifikus szempontokbol
értékeljiik:

— avektormiiveletek egyszerti értelmezhetdsége;

— avektormodell dimenzidja tetszéleges-e;

— avektormodell koordinatafiiggetlensége;

— avektormodellben értelmezhetd-e a vektor eltolhatdsaga;

— a vektormodellben a vektor eredendden rendelkezik-e hosszal.

Vektormiiveletek

A vektorfogalom kialakulasanak absztrakcios folyamata mind matematikatorténeti,
mind szubjektiv fejlodéstorténeti megkozelitésben egyarant ugy jellemezhetd, hogy
egy permanencia-elven alapuld éltalanositds alapjan boviil ki a fogalmi terjedelem,
mikozben a 1ényegi tulajdonsagok (kdvetelmények) kore lesziikiil és egyben kivalasz-
todik, igy sziiletik meg az absztrakt vektor fogalma. Az egyes konkrét modellekben
nem a rendezett pontpar kezd6- és végpontja, a hossz vagy az irany fogalma, hanem
az Osszeadas és a szammal vald szorzas miivelete vezet el az altalanositas alapjat ké-
pezd kozos tulajdonsagok megleléséhez. Az absztrakt vektortér fogalmaban a vek-
tormiiveletek valtak relevans attribitumma, igy az absztrakt vektorok f6 ismérve a
veliik végezheté miiveletek!

A kiilonb6z6 geometriai vektormodellek definicidiban a vektormiiveletek €s tulajdon-
sagaik explicite nem kapnak szerepet, pedig a vektortér axiomatikus definicidja éppen
ezeket emeli ki a vektor 1ényegi tulajdonsagaként. Az azonossag fejezetben mar kifej-
tésre keriilt, hogy a definiendum mint 01j elnevezés bevezetése €s a szinkretizmus biz-
tositasa lehetdséget ad arra, hogy a fogalmi haléban az uj fogalomképzet elnevezésé-
hez a miiveletek kozvetleniil asszocidlodjanak. E fogalmi kotddés erdsségét a szinkre-
tizmus mellett a miveletek egyszerti értelmezhetdsége és hasznosithatdsaga is befo-
lyasolja.

Vektorok dsszeadasa

A vektorok Osszeadasi miivelete az algebrai értelmezésekben koordinatanként elvég-
zendd szam-Osszeadasként keriil definidldsra, ami egyben a permanencia-elv szinte
magatol értetddd érvényesitésiilését vonja maga utan. Ez minden koordinéatan alapulo
vektordefinicio esetében fenndll, igy a miiveleti tulajdonsagok is konnyen belathatok.
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A vektorok mint elfolasok értelmezésében a vektordsszeadas az eltolasok kompozici-
6javal, a nullvektor a helybenhagydéssal, az ellentett vektor pedig az eltolas inverzével
azonosul. Gondolati tartalmat tekintve e definiciok valdjaban egyszerii atnevezések.
(A nomenklatura-valtds maradand6 beépiiléséhez sziikség van arra is, hogy
problémamegoldasi szituaciokban eredményesen tudjuk alkalmazni.)

Coxeter (1968. 219.0) az eltoldas-vektor atnevezést a kovetkezOképpen fogalmazza
meg:

., ... az eltolasok multiplikativ irasmoddal kifejezett kommutativ csoportjdt te-
kintettiik, ehelyett most a vektorok additiv csoportjaval foglalkozunk.”

A geometriai vektor definicidi alapjan a vektordsszeadést a reprezentdns iranyitott
szakaszok paralelogramma-0sszegzésével, vagy az irdnyitott szakaszok egymashoz
flizésével (sokszog-modszer) értelmezziik. (A sokszogmoddszer, a vektorok lancba
flizése persze a vektor eltolhatosagat is megkoveteli!) E definiciok hatranya, hogy a
reprezentanstol valo fliggetlenséget igazolni kell, amihez hosszadalmas ut vezet.
(Kettds fogalmi beagyazassal, a vektort eltolasként is értelmezve e feladat rovidithe-
to!)

Helyvektorok esetében az 0sszeadas miivelete a paralelogramma-szabaly alapjan de-
finialhat6, nullvektorként pedig az (O,;0) iranyitott szakasz funkciondl. Az értelme-
zésben egy aprd, de igen fontos momentumra érdemes felfigyelni: a helyvektor egy O
ponthoz rogzitett (kotott) irdnyitott szakasz, ezért preciz megkozelitésben gondot je-
lenthet az O,4,B kollinedris eset interpretaldsa, hiszen szd szerinti értelemben az
(O;B) vektor ,,nem tolhato el” az (O;A) vektor végpontjaba, igy a paralelogramma-
szabaly helyett a kollinearis esetben (1. 4.14. abra) kiilon meg kell adni a két vektor
Osszegének értelmezését.

Vektor szorzasa skalarral

A vektor skalarral valo szorzata rendhagyd miivelet, hiszen hagyomanyos értelemben
a permanencia-elven alapuld szamkor-bovitésekben a miivelet kifejezés mindig egy
MxM—M tipusu fiiggvényt jelentett, azaz egy miivelet az alaphalmaz két eleméhez,
az operandusokhoz rendelt eredményként egy szintén alaphalmazbeli elemet. Miive-
leti tulajdonsagként tobbnyire a kommutativitas, asszociativitas teljesiilését, valamint
az egység (null) elem illetve inverz elem létezését szokas kdvetelményként megtarta-
ni.

A vektorokkal végzett miiveletek egy része (pl. vektorok Osszeadédsa és vektoridlis
szorzata) a hagyomanyos értelemben is miiveletnek mindsiil. A vektormiiveletek egy
masik része (pl. a skalérral valo szorzés vagy a vektorok skaldris szorzata) magéanak a
miveletnek a fogalmat is kiboviti, hiszen a skaldrral valo szorzas egy (skalér;vektor)
rendezett parhoz rendel egy vektort, mig a skalaris szorzat egy (vektor;vektor) rende-
zett parhoz rendel egy szamot.
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Hamilton a komplex szdmok ¢és a kvaterniok kovetkezetes permanencia-elven torténd
felépitése sordn vezette be a vektor fogalmat, de igy a vektor még a hiperkomplex
szamok részeként (a szorzasi mivelettel egyiitt) kapott értelmezést, amitdl
Grassmann munkaira is timaszkodva Gibbs fosztotta meg a vektor algebrai fogalmat.

A vektor algebrai definicidiban (szdm n-esek, blokkok, polinomok) a skalérral valo
szorzéas konnyedén értelmezhetd, hiszen ezek koordinatas alakban adjdk meg a vek-
tort. A koordindtanként adott vektor esetében a skalarral vald szorzast koordindtan-
ként kell elvégezni, aminek alapjan lathatd, hogy a skalarral valé szorzas miiveleti
tulajdonsagai kovetik a permanencia-elv alkalmazasaiban megszokott tulajdonsago-
kat.

A vektor kiilonbozd geometriai értelmezéseiben a skalarral valo szorzas miiveletének
értelmezésében dontd fontossagu, hogy normalt térfogalommal vagy egy altalanosabb
affin fogalommal dolgozunk-e. A hosszfogalom ismeretében a skaldrszoros konnyen
értelmezhetd ugy, hogy az eredményvektor az eredeti hosszt A-szorosra nyujtja, a
tobbi jellemzdjét (pl. irany és irdnyitottsagot) pedig megtartja.

A vektormiiveletek egyszerli értelmezhetésége megsziinik, ha a vektorok
ekvivalenciaosztalyok, és a miiveletek definidlasa a reprezentansok segitségével tor-
ténik, ui. a miiveletek reprezentanstol valo fiiggetlenségét be kell latni.

Dimenziofiiggetlenség

Az absztrakt vektortér fogalmi keretében definialhatdé a dimenzié fogalma, mint a
linedrisan fliggetlen generatorrendszer elemszama. A kdzvetlen térszemléleten alapu-
16 példak sziikségszeriien legfeljebb 3-dimenzios teret eredményeznek, mikdzben egy
absztrakt vektortér dimenzidja tetszoleges lehet. Mar Grassmann is kihangsulyozta,
hogy a vektorfogalmon keresztiili altalanositas soran dimenzidkorlat nem 1ép fel, tet-
sz6leges dimenzidju tereket is lehet vizsgalni. Az egységes fogalomalkotas szempont-
jabol eldnyosnek tekintjiik azokat a modelleket, melyekben dimenzidkorlatozads nem
Iép fel, azaz ilyen értelemben dimenzidfiiggetlenek. Az algebrai modellek altalaban
tetszéleges dimenzidjuak lehetnek, mig a szemléletes geometriai modellek legfeljebb
3-dimenziosak.

Koordinatafiiggetlenség

A konkrét vektorterek némelyikében természetes modon adott egy bazis. A kitiintetett
bazis 1étezése miatt a vektorok és koordinataik kozvetleniil kotddnek egymashoz. Az
algebrai példakban (pl. szam n-esek) és mas szakteriileteken valo alkalmazasokban is
(kiilonosen a kozgazdasagi teriileten) magatdl értetddden rendelkezésiinkre 4ll a ko-
ordinatarendszer, ugyanakkor mas modellekben (pl. az elfoldasok mint vektorok, és a
helyvektorok esetében), illetve alkalmazasokban (példdul a szinvektor esetében az
alapszinek meghatarozasa) a bazis kivalasztasa 6nkényes. Osszesitve megallapithato,
hogy az absztrakt vektorfogalomban nem lényegi tulajdonsag a természetes bazis
1étezése, ezért egy modell esetében elonyos tulajdonsagnak tekintjiik, ha nincs termé-
szetes modon kitiintetett bazisa, azaz koordinatafiiggetlen.
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A vektorok eltolhatosaga

Szamos szakirodalmi feldolgozas vezeti be a szabadvektor és a kétott vektor, eseten-
ként az elcsusztathato (részben szabad/kotott) vektor fogalmat:

Obadovics (1994. 521.0) kozli: ,, ...szabadvektoroknak nevezziik, mert a térben
onmagukkal parhuzamosan bdrhova eltolhatok anélkiil, hogy megvaltoznanak.
A mechanikai, ... és egyéb alkalmazasokban olyan vektorokat is hasznalunk,
amelyeknek a kezdopontja a térben egy adott (fix)pont (ezeket kétott vagy hely-
vektoroknak nevezziik), vagy pedig sajat iranyegyenesiik mentén mozgathatok
(un. csusztathato vektorok).”

Megyesi és Skrapits (1974. 192.0) az alabbi meghatarozasokat adjak: ,, 4 fizika
vektormennyiségei hatasuktol fiiggéen haromfélék lehetnek. 1. Kétott vektorok,
amelyet hatasanak megvaltoztatasa nélkiil nem tolhatunk el. 2. Részben szabad-
vektor, az un. elcsusztathato vektor, amelyet csak a vektort tartalmazo egyenes
mentén tolhatunk el hatasanak megvaltoztatasa nélkiil. 3. Szabadvektor, amely-
nek hatdsa nem valtozik meg, ha eltoljuk. A geometria az elcsusztathato vektor
fogalmat nem vette at a fizikabol,... A geometriaban tehdt csak szabad- és ko-
tott vektorrol beszéliink.”

E megallapitasok nyoman két fontos tényt ki kell hangsulyozni:

— az absztrakt vektor fogalmi tartalmaban semmilyen ,, vektor-eltolhatosag” sem

crer

velet kozvetleniil nem is értelmezheto;

— akiilonb6zo, elsdsorban fizikai alkalmazasokban, a fizikai vektormennyiségek
korében jatszik szerepet a ,, vektorok eltolhatosagi” kovetelménye.

Varsics (1992. 6.0) ramutat arra, hogy a szerzok egy része a szabadvektor kifejezés
alatt azt érti, hogy a geometriai vektor (egy ekvivalenciaosztaly) barmely reprezen-
tansaval (tetszéleges kezdOpontu irdnyitott szakasszal) jellemezhetd, majd a vektor-
egyenldség pontos értelmezésének tiikkrében megallapitja:

A geometriai vektor esetén nincs mod a vektor elcsusztatasarol beszélni, ...
legfeljebb a reprezentans elem kiemelésében van valasztasi jog, de az irdanyitott
szakasz eltolasaval a vektor valtozatlan marad.”

A matematikai vektorfogalom egyik legfontosabb funkcionalis modellje a fizikai vek-
tormennyiség. Ennek felhasznaldsahoz viszont sziikséges, hogy a vektorfogalom ki-
alakitdsa bizonyos értelemben eldsegitse a vektor eltolhatosdgat. Az elézdek alapjan
ugy tlinik, hogy a fizikai vektormennyiségek ,, eltolhatosagi kovetelményei” latszdlag
harom kategodridba sorolhatok be (szabad, kotott és csusztathatd vektorok), a ponto-
sabb vizsgalatok azonban azt mutatjak, hogy a fizikaban alkalmazott vektormennyi-
ségek leirasara legelterjedtebben nem az eltolhato vektor, hanem a vektormezé mate-
egyes pontjaihoz rogzitett, kotott vektorokat kell megadni, azaz a tér minden pontja-
ban rendelkezésre kell allnia egy ahhoz a ponthoz rogzitett (kotott) vektortérnek. A
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vektorok kiilonbozd értelmezései koziil csak a helyvektorok és a tangensvektorok ren-
delkeznek kozvetleniil ezzel a tulajdonsaggal.

A vektormezo értelmezése €s hasznalata mas megvilagitasba helyezi a vektor eltolha-
tosaganak kérdését, mint azt a kotott, szabad, csusztathato vektorfogalom teszi. A
csusztathato vektor fogalmaval élve példaul a csigan atvetett kotélrél megallapithato,
hogy ,,az erd hatdsvonalat elgdrbiti”, mig a kotélben ébredd vektormezo szemlélteté-
sével plasztikus képet kaphatunk a kolcsonhatas tovabbitodasardl, amiben a jelenség
fizikai tartalma is hivebben tiikrozodik.

A kotott, szabad, csusztathato vektorfogalom megkiilonbdztetése a fizikai alkalmaza-
sokban valdjdban csak a merev testek mechanikdjaban érhetd tetten, hiszen altalanos
pontrendszer esetén az erdk ereddje legfeljebb egy fiktiv pont, az Gn. tdmegkdzéppont
mozgasardl adhat felvilagositast. Igazdbol csak a merev testek mechanikdjadban kap
szerepet a csusztathato vektor fogalma, mert az er6par forgatohatasanak értelmezésé-
hez az erdvektor eltolhatdsagat az erd hatasvonalara kell korlatozni. A tobbi fizikai
alkalmazasban a vektormezo szerepel matematikai modellként.

A vektormezo fogalmanak szerepeltetését a fizikai
alkalmazasok mellett az is indokolja, hogy ismereté-
ben vildgosan elkiiloniil a tér és a mezd fogalma. A
gdmbi geometridban példaul a vektorok eltolhatdsa-
génak tanulmanyozéasa példat szolgaltathat a tér gor-
biiltségének értelmezéséhez anélkiil, hogy a ,,térbol”
(a 4.4. ébra esetében a gomb feliiletébol) kilépnénk. A
4.4. dbran lathaté médon az 4ABC haromszog mentén a
v~ vektort , parhuzamosan eltolva™ kapjuk a w vek-

tort, amely az eltolasok eredményeként az eredeti 4l- 4.4. abra Vektor parhuzamos
lasahoz képest elfordul. eltolasa a gombon

Egy tetszéleges M halmaz és V vektortér segitségével formalisan értelmezhetd a vek-
tormezd fogalma a p:M—MxV, a— @(a):=(a,v) definici6 alapjan, de az M halmaz
geometriai tartalmahoz sziikkséges a parhuzamos eltolds valamilyen értelmezése, ami-
nek segitségével az (a,V) és (b, V) lokalis vektorterek kozotti atjaras biztositott lesz.
(Altaldnossagban a konnexioelmélet foglalkozik e problémakorrel.)

Metrikafiiggetlenség

A vektornak altaldban nincs hossza, de a példak és alkalmazasok egy jelentds részé-
ben természetes modon adddik, hogy a vektornak van nagysaga. Mivel az absztrakt
vektorfogalomnak nem lényegi tulajdonsdga a norma létezése, ezért célszerli olyan
példakat szerepeltetni, amelyekben a vektornak nincs hossza, igy megakadalyozhato,
hogy olyan gatak épiiljenek be az ismerethaloba, amelyek az altalanositast nehezitik.
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4.6. A vektordefiniciok targyalasi kontextusa

Az absztrakt vektorfogalmat megalapozo vektorfogalmak és ezek szakirodalmi érté-

kelési szempontjai alapjan elkészithetlink egy tdrgyalasi kontextust.

A 4.1a tablazatban a vizsgalt vektorfogalmakat, a 4.1b tablazatban pedig a vizsgalt

szempontrendszeriinket foglaltuk 6ssze kodjaikkal feltiintetve.

Objektumok Attribatumok
kod kod

geometriai vektor 1 vektoregyenléség azonossag alapjan A
eltolasok 2 vektorésszeadas kbzvetlen értelmezhetésége | B
helyvektor 3 Skalarral szorzas kbzvetlen értelmezhetésége | C
rendezett szam-n-esek | 4 dinmenziéfiiggetlenség D
polinomok 5 koordinatafiiggetlenség E
matrixok 6 kbzvetlen szemléltethetéség F
4.1a tablazat eltolhatésag G
Vizsgalt vektormodellek metrikafliggetlenség H

4.1b tablazat
A vektordefiniciok vizsgalati szempontjai

Az egyes modellek ¢€s vizsgalati szempontjaink kozti targyalasi kontextust rdgziti a
4.2. tablazat. (Ebben a kontextustablazatban az egyes cellak kitoltésekor a geometriai
értelmezések esetében a metrikus felfogés alapjan allapitottuk meg a tulajdonsagok

teljesiilését.)

> | >
O ~%
S 2| < 2
x o |2 7
. TR IR T c
DEFINICIOK- ® |3 | N SN D L
SZEMPONTOK 2 § S22 2%
targyalasi kontextus ] 212 g 3|3 g
metrikus esetben glo |2 |5 |S 5|58
RIS | |2 |E|S|X
S| 8| s|8|8 |28
n|S| o |3|x|w|o|&
A|B|C|D|E|F|G|H
geometriai vektor 1 v
eltolasok 2| v | v |V viv]|v
helyvektorok 3| V|V |V v | v
rendezett szamn-esek | 4 | vV | vV | V | V v
polinomok 5| v i v |v | Vv v
matrixok 6| Vv |V |V |V v

4.2. tablazat A vektorfogalmak targyalasi kontextusa metrikus esetben
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A formalis fogalomanalizis elmélete szerint a 4, 5 és 6 sorok egy sornak tekintendok,
hiszen a rendezett szam n-esek, a polinomok €s a matrixok ugyanazon tulajdonsagcso-
porttal rendelkeznek, azaz egymastdl megkiilonboztethetetlen objektumok ebben a
kontextusban. E megallapitds hasonldéan igaz az 4, B és C tulajdonsagokra, hiszen e
kontextusban nincs olyan objektum, amely alapjan ezen attribltumokat megkiilon-
boztethetnénk egymastol. Ismeretelméleti szempontbol az adott kontextusban megkii-
l6nboztethetetlen objektumokat illetve attributumokat a formalis fogalomanalizisben
azonositanunk kell, azaz egy sorba illetve oszlopba kell tomdoritenlink az egyforma
objektumokat illetve attribitumokat. Ezt a 1épést a kontextus megtisztitdsanak nevez-
ziik. A didaktikai vizsgélatokban azonban nem feltétleniil célszerli végrehajtanunk e
megtisztitasi miiveletet, ui. az adott kontextusban egyforma objektumoknak lehetnek
olyan latens tulajdonsagai, illetve az attribitumoknak olyan latens értelmezései, ame-
lyek a tovabbi vizsgalatokban jelentds szerepet kaphatnak. (A 4.8. fejezetben az affin
altalanositas vizsgélatakor példaul a C és H attributumok formallogikai szempontbdl
is mas értelmet nyernek!)

4.7. A vektordefiniciok fogalmi hierarchidja

A targyalasi kontextus eloallitasat kovetden formalis fogalomanalizissel megallapit-
hatd, hogy a 4.2 tablazat 7 klikket tartalmaz, melyeket a 4.3. tdblazatban adtuk meg.

Modelliinkben a klikkek felelnek meg a potencialis fogalmaknak, az egyes klikkek
extenzioja felel meg a potencidalis fogalom terjedelmének, intenzidja pedig a fogalmi
tartalmanak. Az @ és @ klikk fogalmi tartalom illetve terjedelem hianyaban nem
valhat fogalomma4, a tobbi klikk viszont hatdrozott fogalmi tartalommal és terjede-
lemmel rendelkezik, azaz névadas utjan fogalomma is valhatnak. A 4.3. tablazat utol-
s0 oszlopaban az egyes klikkeket jellemzd tulajdonsdgokat tiintettiik fel, ami alapjat
képezheti a névadasnak. Az absztrakt vektor relevans tulajdonsdga a két miivelet,
azaz a B ¢és C tulajdonsag, ezért ebben a kontextusban az absztrakt vektor elnevezés a
@ klikkhez illeszkedik.

{3} x {ABCEGF} a helyvektor

KLIKKEK
extenzié x Intenzi6 elnevezeés
@ {1,2; 34,56} x @ Klikk fogalmi tartalom nélkdil
NP A relevans tulajdonsagok klikkje,

2 5 8 e 3 G o Al az absztrakt vektor

@ {1; 2, 3} x {E} A koordinata-fiiggetlenség klikkje

@ {4; 5; 6} x {ABCDH} A d/men'ZIO-fuggetIellvseg klikkje,
algebrai megalapozés

® 12: 3} x {ABCEF} A szemlglt_ethetoseg k//,kkje,
geometriai megalapozas

® Az eltolhatésag klikkje,

@

@ x {ABCDEFGH} | Klikk fogalmi terjedelem nélkdil

4.3. tablazat: A vektordefinicidk klikkjei metrikus esetben
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A klikkek terjedelmének tartalmazasa alapjan elkészithetjiik e targyalasi kontextus
Galois-grafjat, melyet a 4.5. ébra tiintet fel. A fogalmi hierarchia e szemléltetésébdl
kiilonbozo didaktikai konkltzidkra juthatunk.

geometriai vektor
eltolasok
helyvektor
rendezett szdm n-esek
polinomok
matrixok
a
eltolasok
helyvektor
rendezett szam n-esek
polinomok
matrixok
ABC
geometriai vektor AN -
eltolasok rendezett szam n-esek
helyvektor polinomok
E matrixok
< ABCDH
eltolasok '
helyvektor
ABCEF
N\
helyvektor
ABCEGF
a
ABCDEFGH

4.5. abra Az elemi vektorfogalmak Galois-grafja

A 4.3. abra didaktikai olvasata a kdvetkez6 pontokba foglalhatd 0ssze:

1. Az absztrakt vektorfogalom harom univerzalis jellemzdje 4, B és C, azaz

—a vektoregyenldség értelmezése objektumazonossagon alapuljon;
—a vektordsszeadas értelmezése egyszeri legyen;
—a skalarral valo szorzés értelmezése egyszeri legyen.
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2. Az absztrakt vektorfogalom megalapozasaban kozvetlenill a @ és @ klikkek
vesznek részt, azaz kovetkezetes fogalmi épitkezés esetén mind a geometriai,
mind az algebrai megalapozasra sziiks€g van az absztrakt vektor fogalmanak
tartalmas kiépitéséhez.

3. A geometriai vektornak nincs kozvetlen szerepe az absztrakt vektorfogalom
megalapozéasaban.

— Arrelevans 4, B és C szempontok hidnya jelzi, hogy itt nem a vektorfogalom
iranyéba torténik egy eredendden szemléletes fogalom tovabbfejlesztése. (A
4.7. fejezetben igazoljuk, hogy ez a fogalomfejlesztés a klasszifikacios elja-
ras példajaként szolgalhat.)

4. Az algebrai megalapozasok preferaljdk a D és H szempontokat, azaz olyan mo-
dellként szolgalnak, melyekben

— a dimenzidfiiggetlenségiik kovetkeztében ,tetszéleges” dimenzidju vektorte-
rekre mutatnak példakat;

— a metrikafliggetlenségiik kovetkeztében a vektoroknak nem lesz eredendéen
hosszuk.

5. A geometriai megalapozasok az E és F' szempontokat preferaljak, azaz olyan
modelleket szolgaltatnak, melyekben

— a koordinatafliggetlenség miatt nincs kitlintetett bazis;
— szemléletességiik révén a kreativitasért felelds agyféltekében is lesz repre-
zentacidjuk.
6. Az algebrai megalapozas hidnya esetén az absztrakt vektorfogalomhoz csato-
l6dhat egy olyan vizudlis képzet, mely szerint minden vektornak van hossza.

7. A geometriai megalapozas hianya pedig a vektor olyan szimbolikus értelmezé-
séhez vezethet, melyben a vektor azonosulhat ,,természetes médon adott” koor-
dinataival.

8. A G szempontot egyediil a @ klikk preferalja, azaz a vektor eltolhatosaga csak a
helyvektor kovetkezetes alkalmazaséaval biztosithatd, ezért a fizikai vektormeny-
nyiségek esetében a tér adott pontjaihoz kotott (hely)vektorterek szolgalhatnak
matematikai modellként.

Az absztrakt vektor fogalmi megalapozasakor mind az algebrai, mind a geometriai
modellekben az aktualis vektorfogalmat kell felhaszndlni kiilonboz6 feladatok meg-
oldasara. Az adott modell vektorfogalmaval végzendd vektormiiveleteknek kiemelt
szerepet kell tulajdonitanunk, ui. igy lehet megerdsiteni a vektorfogalom és vele vé-
gezhetd muveletek kozti kapcsolatot.

A koordinatageometria kiilondsen alkalmas teriilet e tevékenységre. A kdzépiskola-
ban szerepld sikbeli koordinatageometria feladatok kovetkezetesen targyalhatok
ugyan a linearis és masodfoku egyenletrendszerek alkalmazasaival is, mint arra
Simionescu (1977) példat mutat, de a térbeli altalanositas szempontjabdl ez az eljaras
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zsékutca. Az alébbi klasszikusnak szamitdé mintapélda jol mutatja a vektorfogalom
hasznosithatosagat a koordinadtageometriaban:

Adott a sikban harom pont a koordinataival. Ad- A D,
ja meg koordindtdival azon pontokat, amelyek e D> . !
harom pontot paralelogrammava egészitik ki! : N

E feladat megoldasa kiilonbozo paralelogramma e I » B
tulajdonsagon alapulhat. A szemkozti oldalak c - :
pdarhuzamossdgat hasznalva linedris, a szemkoz- . N

ti oldalak egyenléségét haszndlva mdsodfokii o Ds‘*
egyenletek irhatok fel, azaz egyenesek illetve ko- _—

rok metszéspontjaként oldhato meg hagyomd- OD, =04+CB

nyos modon e feladat, de a szemkozti oldalak O—D;:R’ + BA

parhuzamosak és egyenlok tulajdonsag alapjan

a vektordsszeadds miiveletével a feladatmegol- OD; =0B+AC

das a végletekig leegyszeriisodik. (Megoldasként 4.6. abra
haromféle konfigurdacio van!) Egy megoldas vektorokkal

Az algebrai és geometriai vektorfogalmak alkalmazasai vezetnek el a Vigotszkij-féle
pozicionalis fogalmi szinthez, azaz a vektorokkal végzendd miiveletek beépiilnek az
ismerethaloba. Az absztrakt vektor fogalméanak tartalmas kialakuldsa csak ezt kdvetd-
en jelenhet meg. A poziciondlis fogalmi szint jellemzdje, hogy bar a tanuldk funkcio-
nalisan mar absztrakt vektorként hasznaljadk meglevé fogalomképzetiiket, de a vektor
fogalmanak meghatarozasa még tobbnyire csak komplexus szinten mozog, azaz vek-
tor lesz a helyvektorok, az eltolasok, a szam n-esek, a polinomok, a tabldzatok ... hal-
maza, amit a @ klikk modellje explicite is kifejez.

A hierarchikus modelliink altal kovetett fogalmi épitkezés elemzése itt lezarodik, azaz
nem alkalmas annak vizsgalatara, hogy az absztrakt vektorfogalom e pozicionalis
szintjétdl milyen ut vezethet az absztrakt vektorfogalom axiomatikus definialasaig.

A felvett targyalasi kontextus (4.2. tablazat) érvényességi ¢és hatokore e pozicionalis
fogalmi szintig terjed, ami egyrészt nem fedi le a vektorokkal kapcsolatos kdzépisko-
lai tananyagot teljesen, masrészt nem tartalmazhat €s nem is tartalmaz utmutatast az
absztrakt fogalomhoz vezetd tovabbi utrél. Mieldtt e két kérdéskor vizsgalatara tér-
nénk ra, eldtte részletesebben elemezziik azon 3. megallapitasunkat, miszerint a geo-
metriai vektor fogalma nem az absztrakt vektor fogalmanak megalapozasat, hanem a
klasszifikaciés eljaras gyakorlasat szolgalja. Ennek elemzését az indokolja, hogy a
magyar kozoktatasban a vektorfogalom kialakitasa hangsulyozottan a geometriai vek-
tor fogalmara épiil.

4.8. A geometriai vektor fogalmarol

A geometria vektorrol az elkészitett Galois-graf alapjan azt allapitottuk meg, hogy
nem az absztrakt vektorfogalom kiépitését segiti eld. E konkluzidra jutott Varsics
(1992) is, aki a fogalmi épitkezés harmadik lehetdségeként a vektor geometriai értel-
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mezéseként a helyvektor fogalmat eldtérbe helyezve javasolja, hogy a geometriai vek-
tor fogalmat ki kell hagyni a tananyagbol:

,, Tekintettel a geometriai vektor fizikai alkalmazhatosaganak nehézségeére és e foga-
lom bonyolultsagara, ami nem segiti el6 az absztrakt vektorfogalom kiépitését, a
geometriai vektorfogalmat célszeriibb kihagyni a kézépiskolai oktatdasbol.”

A gyakorlatban ugyanakkor a geometriai vektor fogalma szerepel a tananyagban, ami
specialis modon segitheti a klasszifikacios eljaras elsajatitasat, ezért fogalmi kialaki-
tasi lehetdségeit részletesebben is attekintjik.

A geometriai vektor és az iranyitott szakasz fogalmi megkiilonbdztetésében az iranyi-
tott szakaszok kozott értelmezett egyenldség jatszik dontd szerepet, ami a vektorfoga-
lom meghatarozasanak szerves része! Az irdnyitott szakasz fogalmatdl a geometriai
vektor fogalmédhoz altalanosan az irdnyitott szakaszok kozott értelmezett egyenldsé-
gek révén juthatunk el. Az egyenldség fogalmanak kétféle, logikailag egyarant helyes
alkalmazésa ¢l egymas mellett:

— egy attributummal definialjuk az egyenldnek tekintett objektumokat, ami ter-
mészetesen dsszhangban van az egyenldség logikai értelmezésével;

— ekvivalenciarelacioként értelmezziik, és az osztdlyba sorolast kovetden az
ekvivalenciaosztalyok azonossagaként értelmezziik az egyenldséget.

A geometriai vektor matematikai modellje a rendezett pontparok (MxM) halmazabol
indul ki, és a rendezett pontparok kozott egy adott tulajdonsagesoporttal értelmez egy
ekvivalencia relaciét (=), amely a rendezett pontparokat osztalyokba sorolja
(MxM/=). Az igy keletkez0 osztalyok a geometriai vektorok. Az (4,B)=(C,D) ekviva-
lencia relaciot meghatarozé tulajdonsag pedig az ABCD négyszog alkalmas parale-
logramma-tulajdonsaga, melynek kiilonb6z6 megfogalmazasaival a geometriai vek-
torfogalom ekvivalens definicioihoz juthatunk.

A paralelogramma-tulajdonsag kiilonb6z6 megfogalmazasai tobb olyan vektoregyen-
16ség definiciot is lehetdvé tesznek, amelyek a rendezett pontparok ugyanazon osz-
talyba sorolasat eredményezik. Az ilyen értelemben ekvivalens definiciok a matema-
tikai altalanositas és didaktikai feldolgozasuk szempontjabol azonban nem egyenérté-
kiiek.

Pelle (1974. 84.0) a négyszogek paralelogramma-tulajdonsagaként a kdvetkezd hat
alapesetet sorolja fel:

, Pl. Két-két szemkozti oldala parhuzamos.
P2. Két-két szemkozti oldala egyenlo.
P3. Két-keét szemkozti szoge egyenlo.

P4. Két szemben fekvo oldala egyenlo és parhuzamos.

f orars . , 4.7. abra
P5. Két atloja felezi egymast. Parslelogramma
P6. Centralszimmetrikus.” és tulajdonsagai
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A paralelogramma-tulajdonsag az eltolas fogalmara is épithetd, igy a vektor-
egyenldségi definiciok vagy a Pelle-féle P1-P6 tulajdonsagok, vagy a paralelog-
ramma-tulajdonsadg eltolasok segitségével torténd megfogalmazasra épiilhetnek. A
geometriai vektor értelmezésére a 4.1. Osszefoglalod tablazatban szerepeld nyolc
alaplehetdség kinalkozik. E kiilonb6z6 definicios lehetdségek kozotti valasztashoz
az egyes definiciokat célszeri mind matematikai, mind didaktikai szempontbo6l
elemezni. (Az egyes definicios lehetdségek tomor jellemzésében elsOsorban az
esetenként szlikségessé valo disszkussziokra, valamint az affin altalanosithatosagra
tériink ki.)

A vektoregyenldség definicios lehetéségei:

Paralelogramma tulajdonség alapjan

Két-két szemkdzti oldala parhuzamos. (P1)

Két-két szemkdzti oldala egyenlé. (P2) és AC<max(AD,BC)

Két-két szemkdzti szoge egyenld. (P3)

(A,B)=(C,D) :&

Két szemkozti oldala egyenld és parhuzamos. (P4)

Atloi felezik egymast. (P5)

SENECEECRECRECRES

Kozéppontosan szimmetrikus. (P6)

Eltolas invariancia alapjan

Q

Az (A,B) és (C,D) pontpar eltolassal fedésbe hozhato.

(A,B)=(C,D) 1>

®

Az (A,B) és (C,D) pontpar ugyanazt az eltolast hatarozza meg.

4.1. téblézat A vektoregyenlbség definicios lehetéségei

|CDdeﬁm'ci0’.' (A4;B)=(C;D), ha AB//CD és AC//BD.

Ebben a definiensben csak a parhuzamossag fogalma kap szerepet, ami kizarolag az
illeszkedési relacion alapul, igy a geometriai vektor fogalmat a legaltalanosabb mo-
don, affin fogalomként hatdrozza meg.

E definicid értékét azonban jelentdsen csokkenti, hogy az ABCD kollinearis pontné-

gyes esetét, mint elfajult esetet kiilon kell targyalni. N
(Ennek igazoldsa a sikba kilépve egy segédvektoron SN T
keresztiil valosithatd meg, azaz a kollinearis esetre LT T
vonatkozé megkiilonboztetés soran fel kell venni az A B C D

egyenesen kivill egy § segédpontot. Az § segédpont 4.8 gbra Segédpontok és a
kivalasztasatol valo fliggetlenség az idealis pontra és specidlis Desargues-tétel
egyenesre vonatkoz6 Desargues-tételen alapul.)

E relaciordl konnyen igazolhatd, hogy ekvivalencia, ui. lehet épiteni a parhuzamossa-
gi relacié ekvivalencia tulajdonsagara, és kdnnyen beldthato, hogy két ekvivalencia
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metszete is ekvivalencia. Erre a definiciora épitette a vektorfogalmat Molnar Emil
(1972) és tobb tankonyv is az NDK-ban.

@ definicio: (A;B)=(C;D), ha AB=CD és AC=BD és AC< max(E;B_C).

Az iskolai tananyagban az egyik legels paralelogramma-tulajdonsdg a szemkozti
oldalak egyenldsége, igy kézenfekvonek tiinhet az oldalhosszakra vonatkoz6 tulaj-
donsagot hasznalni, ami épit a szakaszhossz fogalmara, ezért euklideszi fogalmat és
normalt teret eredményez, azaz a vektornak eredendden lesz hossza.

E definicioban szerepeltetni kell: az AC<max(AD,BC) feltételt ahhoz, hogy a vektor-
nak legyen irdnyitottsdga, orientdcidja, kiilonben barmely ABCD téglalapra az
(4,B)=(C;D) és az (A;B)=(D,C) egyidejlileg teljesiilne!

A B A B
C D D C
4.9. abra Az AC<max(AD,BC) feltétel

szlikségessége

E relacido ekvivalencia tulajdonsdgainak belatasa részben a szemkozti oldal-
de még az AC<max(AD,BC) feltétel tranzitiv tulajdonsagat is igazolni kell. Az
AC<max(AD,BC) feltétel szerepeltetésének sziikségessége miatt e definicios lehetd-
ség a szakirodalomban helyet sem kapott.

\@definicié: (4;B)=(C;D), ha CABL=BDCZ és ABDZL=ACD/ |

A sz0g mértékére alapozott definicidval a Klein-féle Erlangeni program szellemében
egy hasonldsagi geometriai fogalomalkotast kaphatunk, ui. a szog legb6vebben a ha-

sonlosagi csoporttal szemben invarians fogalom. (Csak a val- A
toszogek egyenldségi fogalméra épitve lehetéség van affin
fogalomalkotésra is.) E definicié értékét jelentdsen csokkenti,

hogy az ABCD kollinedris pontnégyest elfajult esetként kiilon ¢

kell targyalni, ezért a szakirodalom mell6zi e nehézkes targya- 410, 4bra

lasi modot. A relacid ekvivalencia tulajdonsaga a szogmérté-

1 , , Szég-ekvivalencia
kek egyenldsége alapjan konnyen belathato. g

@ definicio: (A;B)=(C;D), ha AB=CD, AB//CD és iranyitasuk megegyezik.

A geometriai vektor fogalmanak ez a legelterjedtebb meghatarozéasa, ami a szokéasos
vektorabrazoléssal is 6sszhangban van. Baziljev és tarsai (1987) az irany, az allas és a
nagysag fogalmdra alapozva ezt a felépitést kovetik. Megyesi és Skrapits
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(1974. 184.0) az alabbi meghatarozast kozlik: ,, Vektornak nevezziik az egymdssal
parhuzamos, megegyezo iranyu és egyenlo hosszusdgu szakaszok osszességet.” Mivel
a geometriai vektor ezen értelmezése tartalmazza a szakasz hosszat, ezért euklideszi
fogalmat és normalt teret eredményez, azaz a vektornak eredendden lesz hossza.

E relacio ekvivalencia tulajdonsdga szinte magatdl értetddik, hiszen az ,,iranyegyen-
18ség” és a ,hosszegyenlOs€g” metszete, mint barmely két egyenldség metszete min-
dig egyenldség, ami altaldnosan is kdnnyen igazolhato.

® definicié: (4;B)=(C;D), ha AF =FD és BF =FC, ahol F = ADNBC .

A rendezett pontparok ekvipolencidja a paralelogrammaatlok felezési pontjainak egy-
beesésén alapul.

Odvarko és tarsai (1971) a geometriai vektor értelmezése- 4 B
ként a kovetkezd definicidt kozlik: ,, Az adott pontparral *
ekvipolens pontparok halmazat vektornak nevezziik.” A fele-
zO6pont fogalma ¢épiilhet a norma fogalmara, de a
szakaszfelezOpont szimmetriapontként, illetve osztoviszony- 4.77. abra A vektor
nyal is meghatarozhat6 affin fogalom, igy e felépités affin ©kvipolens pontparok
vektorfogalomhoz is vezethet.

Az ekvipolencia relacié ekvivalencia tulajdonsagai konnyen igazolhatok az euklideszi
geometridban, de a nem-metrikus altalanositasa jelentds elokészitést igényel.

@ definicio: (A;B)=(C;D), ha 30 kozéppontos tiikrozés, melyre
O(4)=D és O(B)=C.

A tanulési folyamatban a paralelogramma-tulajdonsag egyik kozponti kritériuma a
paralelogramma kozéppontos szimmetridja. Az (4,B) és (C;D) iranyitott szakaszok
ekvivalencidja tehat alapulhat azon, hogy kdzéppontos tiikrozéssel fedésbe hozhatok.
A geometriai vektor tartalmi meghatarozésa erre a Iényegi tulajdonsagra is épiilhetne,
de a szakirodalom nem alkalmazza ezt a lehetdséget, ui.

bar e relaciod ekvivalencia, de ennek belatdsa nem illeszke- ¢~ _ B

dik a transzforméaciok csoportelméleti megkdzelitéséhez. \\,Q:"

(A tlikrozések involutiv tulajdonséaga e relacid szimmetria- C.-~ D
jat ugyan trivialissa teszi, de a tranzitivitds mar nem tar- ®
gyalhat6 konzisztens mddon, hiszen két kozéppontos tiik-
r6zés ereddje (kompozicidja) nem kodzéppontos tiikkrozés,
hanem eltolas.)

4.11. abra A vektor mint
szimmetriainvariancia

A geometriai vektor fogalma transzformacid-szemléleti megkdzelitésben az affin
transzformacio-csoport eltolasok részcsoportjahoz illeszkedik. A @ és @ definicid ezt
hasznalja relevans tulajdonsagként. A formai hasonlosag ellenére a két felhasznalési
mod kozott azonban jelentds eltérés van. Mindkét mddszer igen elterjedten hasznala-
tos kiilonb6z6 fogalmak meghatarozasaban, ezért részletesebben is kitériink jellemzé-
siikre, elemi matematikai modellezésiikre.
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@ definicié: (4;B)=(C;D), ha 3E eltolds, hogy E(4)=C és E(B)=D.

E definicids lehetdséget is gyakran hasznalja a szakirodalom:

g . . A
A Matematikai kislexikon szerint: ,,Az egyenlo vektorok B
térbeli eltolassal fedésbe hozhatok.” ‘/\'

Lukacs & Rabai (1974) a vektoregyenldségre a kovetke- C\./
zOket kozli: ,,E meghatarozas alapjan a vektorokat on- D
magukkal parhuzamosan barmely iranyba eltolhatjuk, igy
az eredetivel egyenlo vektort kapunk”.

4.12. abra Vektor és
eltolas-ekvivalencia

Szendrei (1975) a sik (tér) iranyitott szakaszain, a rendezett pontparok S halma-
zan értelmez egy t ekvivalencia relaciot, amely szerint az (O;4) rendezett
pontpar relacidban all (O’;A’°) rendezett pontparral, ha az (O;4) rendezett
pontpar parhuzamosan eltolhaté az (O ’;4°) rendezett pontparba. Ezt kdvetden a
kovetkezd definiciot adja meg: ,, A4 sik (tér) iranyitott szakaszainak S halmaza-
ban értelmezett v ekvivalenciarelaciohoz tartozo ekvivalenciaosztalyokat vekto-
roknak nevezziik.”

E relacid tartalmi meghatarozasa tulajdonképpen az @ definicidé transzformacio
szemléletli atfogalmazasanak is tekinthetd, hiszen a koztiik levo kiilonbség ugyanazon
paralelogramma-tulajdonsdg elemi geometriai €s transzformécio szemléleti interpre-

crcr

E relaci6 ekvivalencia tulajdonsdgainak igazoldsa természetes modon épithetd arra,
hogy az eltolasok a kompozicio miiveletére csoportot alkotnak:

— reflexivitas: az (4,B)=(A,B) belatasa az eltolas-csoport neutralis elemének (a
helybenhagyés, az identikus leképezés) 1étezésén alapul,

— szimmetria: az (A,B)=(C,D)= (C,D)=(A4,B) igazolasa az inverz elem létezésé-
re, azaz az eltolas inverze is eltolas tulajdonsagra vezethetd vissza,

— tranzitivitas: az (A,B)=(C,D) és (C,D)=(E,F)= (A,B)=(E,F) bizonyitasdhoz
felhasznalhatd, hogy az eltolasok halmaza zart a kompozicido miiveletére néz-
ve, azaz az eltolasok egymas utani alkalmazésa is eltolas.

Ezen eltoldas-invarianciara épild definicid tehat a transzformacid szemléletet az
Erlangeni program szellemében alkalmazza a rendezett pontparok, mint alakzatok
osztalyozasara az invarianciakutatds szellemében.

® definicié: 3E eltolds, hogy E(4)=B és E(C)=D.

Az eltolas fogalmara épitve egy masik értelmezési lehetdség is kinalkozik a geomet-
riai vektor definidladsara. Ekvivalensnek tekintjilk azon rendezett pontparokat, ame-
lyek ugyanazt az eltolést hatdrozzadk meg. Ezt a lehetdséget is alkalmazza a szakiroda-
lom:
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Reimann (1999) a kovetkezo vektordefiniciot kozli: ,, Az iranyitott szakaszokat
vektornak nevezziik, és mindjart megallapodunk abban, hogy az ugyanazt az el-
tolast elodllito iranyitott szakaszokat egyenlo (azonos) vektoroknak mondjuk”.

Ez a definici6 az eltolds fogalmara épitve formailag igen A4

kozel all a @ definicidhoz, de e fogalomalkotas tartalmat
tekintve jelentdsen eltér tle. A két definici6 tartalmi kii-
16nbségét igen jol tiikrézi az ekvivalencia tulajdonsagok
igazolasa, ami a @ definicio relacidja esetében az eltola- C
sok csoporttulajdonsagan alapul, itt viszont az a tulajdon- D

sag keriil kihasznalasra, hogy ,,egy tetszoleges (4,B) ira- 4.13. abra A vektor és az
nyitott szakaszhoz egy és csak egy olyan eltolas létezik, eltolas invariancia
amelyik az A pontot a B pontba viszi at”.

Ez utébbi definicioban felhaszndlunk egy f fiiggvényt, ami az (4,B) rendezett
pontparokhoz az altaluk meghatarozott eltolast rendeli. Ezen egyértelmii hozzarende-
1és alapjan a pontparok kozti relacid ekvivalencia tulajdonsdga konnyen belathatd a
kovetkezé modon:

—reflexivitas: az (4,B)=(A4,B) belatasakor azt hasznaljuk fel, hogy az f hozzaren-
delés értelmezési tartomanya az MxM halmaz, azaz minden (4,B) rendezett
pontparhoz van olyan eltolas, amely az A4 pontot a B pontba viszi at,

—szimmetria: az (A,B)=(C,D)= (C,D)=(A4,B) igazolasa szinte zavardan trivialis,
hiszen csak a logikai és miivelet kommutativitasat kell hasznalni, ui. a kiindulasi
feltétel szerint van olyan E eltolas, amely A-t B-be és C-t D-be viszi, akkor az E
eltolas a C-t D-be és A-t B-be viszi.

— tranzitivitas: az (4,B)=(C,D) és (C,D)=(E,F)= (4,B)=(E,F) belatadsa a hozza-
rendelés egyértelmiiségén alapul. Az egyértelmiiség miatt a kiindulési feltételek
szerint az (A,B) és (C,D) meghataroz egy E; eltolast, (C,D) és (E,F) meghataroz
egy E; eltolast, de a (C,D) altal meghatarozott két eltolas (E; és E») az egyér-
telmii hozzéarendelés miatt trividlisan ugyanaz.

E relaci6 tulajdonségainak igazolasakor az értelmezett f fliggvény két alaptulajdonsa-
gat hasznaltuk fel:

— a reflexivitds igazolasdhoz az sziikséges, hogy az f fliggvény értelmezési tarto-
manya a teljes M xM halmaz legyen,;

— a tranzitivitast pedig a hozzéarendelés egyértelmiisége biztositja.

Az egyértelmli hozzarendelés interpretalhatd ugy is, hogy tulajdonképpen ,,nevesit-
jik” az egyes rendezett pontparokat, és egyenldnek tekintjiik az azonos névvel ellatot-
takat. ,,Névként” itt az egyes eltolasok szerepelnek, ami egyben jelzi, hogy maguk az
eltolasok is tekinthetdk a vektor egy geometriai értelmezéseként.

crer

gek értelmezési kiilonbsége abban jelolhetd meg, hogy a felhasznalt 1ényegi tulajdon-
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sag a transzformdacio csoport illetve e ,,névadd” fliggvény fogalmara épiil. (E kiilonb-
ségnek jelentds hatisa van a vektordsszeadds miiveletének értelmezésére is.)

A geometriai vektor értelmezési lehetdségei kozil az @, @, @, @ ¢és @ rendelkezik
kidolgozott gyakorlati alkalmazéasokkal, problémat jelent a kollinearis eset elkiiloniilt
targyalasa az @, @ és @ definiciok esetében, a relacio tranzivitasanak belatasa pedig
kevéssé magatol értet6dd a @ és @ definiciok esetében. A magyar tanitasi gyakorlat
a @ @ és @ definiciokat preferalja, ugyanakkor az affin altalanositaskor a vektor @

crer

4.9. A vektorfogalom affin dltalanositasa

Az Erlangeni program értelmében a vektorfogalom affin fogalom. Sem az absztrakt,
sem az affin vektornak nincs hossza. Ebben az értelemben az absztrakt vektor fogal-
mahoz kozelebb all az affin vektorfogalom mint az euklideszi. A vektornak legéltala-
nosabban az un. normalt terekben van hossza. Az a kiilonbség a vektortér és a normalt

tér kozott, hogy a vektortéren értelmezve van egy || || VR x> ||x|| normanak ne-

vezett fliggvény is, amely a kovetkezd harom tulajdonsaggal rendelkezik:

1. pozitiv definit, azaz (||x|| >0 A ||x|| =0 x=0);

).

3. haromszog-egyenlotlenség, (azaz barmely x, y vektorra ||x|| + || y|| > ||x + y” )

2. homogén, (azaz a skalarszorosra ||ﬂ . x” = |/1| . ||x

A szakaszhossz fogalmat is tartalmazd definiciok normalt teret (végtelen dimenzid
esetén Banach-teret) eredményeznek. A metrikafliggetlenség az algebrai modellekben
egyszerlien teljesithetd volt, ugyanakkor a geometriai modellekben tobbnyire (a
szammal valo szorzés egyszeru értelmezhetdsége miatt) felhasznaltuk a szakaszhossz
fogalmat.

Lehetdség van a vektorfogalom affin értelmezésére is, ekkor azonban a skalarral valo
szorzas értelmezése meglehetdsen nehézkessé valik. A skalarral vald szorzas
értelemzése valos affin terek esetében példaul az osztoviszony fogalmanak felhaszna-
lasaval torténhet. (Els6 l1épésben az un. diadikus szamokra értelmezhetd a szorzas
miivelete, majd a folytonossag felhasznalasaval a tobbi valos szamra is kiterjeszthetd
a skalarral valo szorzas. Erre a modszerre mutat példat Strohmayer (1965) felépitése.)

A legéltalanosabb affin értelmezés csak az illeszkedési axiomakra alapozza a
skalarral vald szorzas értelmezését, de ekkor az incidenciarelaciora épitett absztrakt
affin tér axiomai alapjan kell magat a szamtestet is felépiteni. E felépitések eredmé-
nyeként az affin geometria egyenesei szamegyenessé valnak. A szdmtest értelmezé-
s€hez az Osszeadds és szorzas miveletét kell értelmezniink a szamegyenes pontjai
kozott, és igazolnunk kell, hogy a bevezetett miiveletek rendelkeznek a test-
axiomakban rogzitett, altalunk megszokott miiveleti tulajdonsagokkal.
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— Egy egyenesen egy O pontot Kkitiintetve S, li/”
értelemezhetd az 4 és B pont Osszege. (Az OA sza- NN
kasz az SB’ szakasz segitségével az OA szakaszhoz /
fizhetd a 4.14. abra alapjan!) E miveletr6l megmu- B 1 A+B
tathato, hogy az S segédpont megvalasztasatol filig-

getlen, kommutativ és asszociativ, az O pont null-  4.74. abra Az egyenes
clemként viselkedik, valamint minden pontnak van  Ponfjainak 6sszeadasa
ellentettje.
— Egy egyenesen az O ponttdl kiilonbozé E .
pont Kkitiintetésével értelmezhetd a pontok 1.
kozti szorzas muvelete 1s. A 4.15. dbra mu- S .:’i\\\\\
tatja, hogy a szorzas értelmezése lényegében ,/'\\\“\‘\\\:“*\\\
a parhuzamos szeldk tétele alapjan torténik. 0 F 4 B LB

Természetesen itt is igazolhat6, hogy e mi-
velet az S segédpont valasztasatol fiiggetlen, 4.15. 4bra Az egyenes pontjainak
valamint a szokasos miiveleti tulajdonsagok szorzasa

is teljesiilnek.

A miiveleti tulajdonsagok igazoldsa a pontra €s egyenesre perspektiv haromszogek
dualitasarol sz6l6 Desargues-tételen alapul, ami a kettonél magasabb dimenzids affin
terekben automatikusan teljestil. (A 2-nél tobbdimenzids esetben az illeszkedési axi-
o6mabol a Desargues-tétel levezehetd, de a sikbeli perspektivitas dudlis tulajdonsaga-
nak igazolasahoz ki kell 1épni a térbe, ahol konstrualhat6 olyan haromszog, amelynek
segitségével bizonyithato a tétel.) Sikgeometriara szoritkozva azonban a Desargues-
tételt axioma rangjara kell emelni, ui. vannak olyan, az illeszkedési axiomakat kielé-
gité sikmodellek, melyekben a Desargues-tétel nem teljesiil. (A nem-desarguesi siko-
kon az egyenesek pontjai nem is alkotnak a fentebbi miiveletekkel testet!)

Az algebrai test fogalma tehat geometriai megalapozast is kaphat. A szamegyenes
pontjaira épitett algebrai kozvetlen példakat szolgaltat véges testekre is. (Véges
desarguesi sikokon a vektor skalarral valo szorzdsaban a skalar egy véges test eleme
lesz.) Ez egyben arra is rairdnyitja a figyelmet, hogy a vektorfogalom kiilonb6z6 al-
gebrai testekre is felépithetd. Ennek megfelelden beszélhetiink a racionélis, a valos és
a komplex szamtest, s6t véges testekre épiild vektorterekrdl is. E témakor szakkori
feldolgozasat vizsgalja Fatalin (1980).

Az affin fogalomalkotas matematikai szempontbol altalanosabb ugyan, de didaktikai
szempontbol kétségteleniil csak az euklideszi metrikara, a hosszfogalomra épitd geo-
metriai vektorfogalmak esetében értelmezhetd egyszerlien a skalarral valod szorzas
miivelete. A vektor geometriai felépitésében az affin altalanositasra valo attérés 1¢-
nyegesen megvaltoztatja az egyes felépitésekhez tartoz6 szempontjaink kiértékelését.
E valtozas f6 ismérve a kovetkezo: az affin altalanositas nyoman a geometriai vektor-
fogalmak metrikafiiggetlenné valnak, aminek az az ara, hogy a skalarral valo szorzas
értelmezése bonyolultabbd valik. Az affin esetre vonatkozoan a 4.5. tablazat tartal-
mazza a targyaldsi kontextust.
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4.5. tablazat A vektorfogalmak affin targyalasi kontextusa

A 4.5. kontextusra alkalmazva a formalis fogalomanalizist a 4.6. tdblazatban szerepld
klikkeket kapjuk. E klikkek Galois-grafjat (4.16. abra) elkészitve megéllapithatjuk,
hogy az affin 4ltalanositds eredményeként nem valtozik meg a Galois-graf alapszer-
kezete. Didaktikailag ez eldnyds, hiszen a meglevd ismereteket nem kell gydkeresen
atrendezniink, ui. az Ujabb ismeretek a meglévo tudashaloba kisebb modositasokkal,
kiegészitésekkel be tudnak épiilni, azaz a megtanult sémat jelen esetben csak csekély

kiegészitéssel kell ellatni.

KLIKKEK

extenzio x intenzio

elnevezés

{1, 2;3;4; 5 6} x {H}

Metrikafiiggetlenség

{2: 3; 4; 5; 6} x {ABH}

A relevans tulajdonsagok klikkje,
Az absztrakt vektor

{1;2: 3} x {EH}

A koordinata-fliggetlenség klikkje

{4; 5; 6} x {ABCDH}

A dimenzié-fliggetlenség klikkje,
algebrai megalapozas

{2; 3} x {ABEFH}

A szemléltethetbséq klikkje,
geometriai megalapozas

{3} x {ABEGFH}

Az eltolhatdsag klikkje,
a helyvektor

Q| 9|0 | 80| Q|

@ x {ABCDEFGH}

Klikk fogalmi terjedelem nélkil

4.6. tablazat: A vektordefiniciok klikkjei affin esetben
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geometriai vektor
eltolasok
helyvektor
rendezett szam n-esek
polinomok
matrixok
H
eltolasok
helyvektor
rendezett szam n-esek
polinomok
matrixok
ABH
geometriai vektor AN
eltolasok rendezett szam n-esek
helyvektor polinc_:mok
EH matrixok
N ABCDH
eltolasok
helyvektor
ARFEH
AN
helyvektor
ABEGFH
7]
. ABCDEFGH

4.16. abra A vektorfogalmak Galois-grafja affin esetben

4.10. Az vektorfogalom absztrakt szintje

Megyessy (1974) felhivja a figyelmet arra, hogy ,, legdltalanosabb értelemben vektor-
nak nevezziik az olyan halmazok elemeit, amelyek a vektorter-axiomdakat kielegitik.”

A kozépiskolas tananyag a vektorfogalom poziciondlis szintjének kialakitasat célozza
meg. A tanterv a gyakorlati alkalmazhatosdgok miatt a vektor fogalmat kiegésziti a
vektorok skaldris és emelt szinten a vektoridlis szorzatuk értelmezésével és alkalma-
zésaval. E két mivelet nem tartozik az absztrakt vektor fogalmi értelmezéséhez. A
fogalmi szintek Vigotszkij-féle felosztasa szerint a pozicionalis és absztrakt fogalmi
szint kozti kiilonbség nem az adott fogalom hasznalatdban, hanem a fogalom megha-
tarozasanak tudatossagaban rejlik. E kiilonbségtétel nem sziikitheté le a definicid
formalis ismeretére.

A pozicionalis szinttOl az absztrakt szintig vezetd tananyag felépitéssel kapcsolatban
csak az egyik alapkérdés az, hogy mi legyen a definicio. E kérdéskor matematikai

crer
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szerepeltetni. A vektortér axiomarendszereként tobb lehetdség is kinalkozik: van der
Waerden (1967) felépitése példaul a jobboldali és baloldali szorzast megkiilonboztet-
ve nem ragaszkodik a test szorzads miuveletének kommutativitasahoz, mig Lang
(1965) a modulus altalanos fogalmanak specializalasaval vezeti be a lineéris teret.
Freud (1996. 96-97.0) felhivja a figyelmet arra, hogy az altala is kozolt axidmarend-
szer kis szépséghibdja, hogy az egyik axidéma (az Osszeadas kommutativitasa) leve-
zethetd a tobbi axiomabol. E kérdések elsdsorban a matematika épitkezésének sajatos
belsd logikajat érintik.

Didaktikai szempontbol nagyobb sulyu probléma, hogy az axiomatikus definicié mint
implicit definicios forma tudati feldolgozasa komoly nehézséget jelent. Az axiomati-
kus definiciok ui. nem egy fogalmat, hanem egyszerre egy egész fogalomrendszert
van meghatarozé jelentdsége, hogy az axiomatikus definiciés modszer milyen mér-
tékben ismert, ez pedig csak a teljes tananyag birtokdban itélhetd meg. (Ha a vektor-
tér axiomai bevezetd mintapéldaként szolgalnak e definicids mddszerhez, akkor telje-
sen mas problémakkal kell szembenézni, mintha az axiomatikus modszer mar jol is-
mert a hallgatok el6tt.)

A porziciondlis szinttdl az absztrakt szintig vezetd Uton biztosan meg kell ismerked-
niink tobb konkrét vektortér modellel is. Ezek egy része még az absztrakt definicio
megismerése elott, egy része pedig mar az absztrakt definicié ismeretében alkalma-
zasként torténik meg. Az utdbbi 1épés az absztrakcid megforditasat, a konkretizacidt
jelenti.

A szakirodalomban javasolt modellek (korlatos, konvergens, raciondlis illetve valos
sorozatok; az [a;b/-ben értelmezett korlatos, folytonos integralhat¢ illetve derivalhatd
fliggvények) elsésorban alkalmazasként tudjak az absztrakt vektortér axiomatikus
fogalmat megerdsiteni. (Hatékony vizsgalatok végezhetOk a vektorfogalom segitsé-
gével a rekurziv sorozatok keretében a Fibonacci-sorozatra vonatkozéan, mas interp-
retacidt nyerhetiink példaul a kiilonb6z6 sorfejtésekre, igy a periodikus fliggvények
ortogonalis fiiggvénysoraira, ...

Mind pozicionalis, mind absztrakt fogalmi szinten jelentésen megerdsiti a fogalom
beépiilését az ismerethaloba, ha a fogalom mas szakteriileteken is jelentds alkalma-
zast kap, ahol hatékonyan hasznalhatjuk feladatok megoldésara.

4.11. Egy gyakorlati alkalmazas: a szinvektor

A vektorfogalom gyakorlati megalapozasanak €s egyben a vektorfogalom matemati-
kai modellként valé alkalmazéasanak egyik teriilete a szinelmélet A szinelmélet elemei
a kozoktatasban a rajz és vizudlis kultura, az informatika és a fizika tantargyakban
kapnak helyet. A fizika tananyagban a fény spektralis felbontdsa nyoman jelenik meg
a szin fogalma, ahol szinte azonosul egy elektromagneses hullam frekvenciajaval, a
rajz és vizudlis kultira pedig az additiv szinkeverésre €s a szinkorre szoritkozik, mig
az informatikaban két forméaban kertilhet el6 a szin fogalma:
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— a kozismereti informatikadban mindenkinek meg kell ismerkednie a Windows
szinpaletta alkalmazéséaval;

— a programozas elemeivel ismerked6knek pedig a Color és az RGB fiiggvényt
is hasznalniuk kell.

A szinek tehat igen, de a szinvektorok explicite nem szerepelnek a tananyagban, pedig
az egyik legelsd teriilete a vektormodell gyakorlati alkalmazasdnak. A torténeti hii-
séghez tartozik, hogy a vektorfogalom egyik megalkotoja, Grassmann ismerte fel
els6ként a fény és a szinek kozotti alapvetd Osszefiiggéseket. Nemcsics (1990) a ko-
vetkezO megfogalmazasban idézi fel Grassmann harom szinelméleti tételét:

I Osszeadé szinkeverés uitjan létrejott barmilyen szint a keveréshez felhaszndlt
osszetevok spektralis osszetételiiktol fiiggetleniil hatarozzak meg.

1I. Valamely szin jellemzésére harom egymdastol fiiggetlen adat sziikséges és
elegendo.

IIl. A szinérzet a nappali latas tartomanyaban a vilagossaggal nem valtozik.

Az els6 két Grassmann-torvény vezetett el a szinvektor fogalmanak kialakulasédhoz,
hiszen egy tetszbleges F' szin felirhatd az additiv szinkeverésnél felhasznalt hdrom
fliggetlen alapszin (4;; A, A3) lineéaris kombinacidjaként:

F=a1A1+a2A2+a3A3

ahol az a;;ay a3 az F szin kikeveréshez sziikséges alapszinértékek mennyiségét jelo-
lik. A szinérzékelésnél ez a hadrom jellemzd invaridns, ami a szines-technika (fotok,
filmek, tévék; monitorok) elterjedésével kdzismertté is valt.

A szinvektor bevezetése didaktikai szempontbdl a kovetkezo eldnyoket illetve hatra-
nyokat jelentheti a vektorfogalomra vonatkozdan: olyan vektorpélda, amely a gyakor-
latban kozvetleniil hasznalhatd, rdadasul nem is metrikus €s koordinatafiiggetlen is!

Egy gyakorlati jelenség modellezésekor a preciz matematikai fogalmak csak egy ko-
zelitése a fizikai megfeleldjének. A szin és szinvektor esetében e kozelités mar a két
szin egyenldsége nyoman fellép, bar tobbnyire nem okoz gondot annak a definicionak
az elfogadasa, hogy két szin(vektor) azonos, ha azonos szinérzetet kelt. Ezen azonosi-
tasrol a kovetkezok allapithatok meg:

— a szinérzet objektiv forrdsa a beérkezd fény, amely kiilonbozo spektralis el-
oszlas mellett is kelthet azonos szinérzetet (Grassmann 2. szintérvénye), az-
az ebben az értelemben nem azonossagon, hanem legfeljebb ekvivalencia re-
lacion alapulhat a két szin egyenldsége;

— az azonos szinérzetet kelt relacido valojaban nem tranzitiv relacid, hiszen
folytonos atmenettel illetve kellden kis diszkrét 1épések sorozataval barmely
szintdl barmely szinig eljuthatunk olyan médon, hogy kdzben az egymast
(kozvetlentil) kovetd szineket egyformanak latjuk. Ez azt jelzi, hogy valoja-
ban nem azonossagot, st még csak nem is ekvivalencia relaciot, hanem egy
tolerancia relaciot nevez meg az azonos szinérzetet kelt kifejezés, ami csak a
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szinekre Ontudatlanul hasznalt kozelités miatt nem okoz fogalmi zavart a
szinvektor érelmezésénél.

A szinek linearis kombinacidinak értelmezése a szinek kiilonbozé aranyt keverése-
ként definidlhatd. (Egy szin inverze az ellentett szin lesz, és igy additiv szinelméleti
keretében maradva is értelmezhetd a kivonas miivelete.)

A szinvektorok példajat hasznalva ugyancsak egy 3-dimenzids vektorteret kapunk
modellként, ami azonban metrikafiiggetlen, st koordinatafiiggetlen is. Ebbdl a szem-
pontbol a szinvektor egy 1ényegesen ijabb elemmel bdviti ki az eredeti kontextust.

A szinek korében nincs egy természetes bazis,
ami a Windows szinpalettajaval pontosan érzé-
keltethetd, hiszen a szineket kétféle (RGB és
HSL) koordinata-rendszerben is megjeleniti. Ez
utobbi  lehetoséget adhat a  koordinata-
transzformaciok tanulméanyozéasahoz is! (A Win-
dows szinvektorai persze nem a valds test feletti

Arnpalat: |53 |£i:ili:is: 20_

vektortér, hiszen e vektorok koordinataértékei | Telitetiség: |95 | zoid 223
csak véges diszkrét értékek, 0-255 kozotti egész SeinEayszint Fenpers: Kek:
szamok lehetnek.) 4.14. dbra

A Windows szinpalettaja
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5. A GALOIS-GRAF AZ ERTEKELESBEN

A formalis fogalomanalizisen alapuld didaktikai modell hatékony eszkoznek bizo-
nyult a tananyagfelépitések elemzésében, kutatdsdban és tervezésében. A Galois-graf
mint matematikai modell alkalmazhato a tanitasi folyamat egy masik teriiletén, a ta-
nuldk tudasanak értékelésében is. E vizsgalatokat Takdcs (1993) kezdte meg eldszor
szocialpszicholdgiai alkalmazéassal, majd az 6 vezetésével az utobbi években tobb
tantargyi teriileten is kisérletek folynak kiilonb6zd tantargyi keretekben pedagdgiai
bevezetésére.

E modell bevezetése és értelmezése a kiillonbozo tantargyi értékelésekbe szintén a 3.1.
abra Iépéseit koveti. A konkrét kisérleti vizsgalatok tobbségében a targyaldsi kontex-
tust altalaban egy-egy feladatsor tanuldi megoldésaira épitik fel, azaz a kiindulasi
relacid a tanulok altal megadott helyes megoldasi 1épéseket tartalmazza. E kiindulasi
relacidé Galois-grdfja egy strukturalis értékelés alapjaul szolgalhat, de az eredményiil
kapott grafok didaktikai interpretalasa komoly nehézségekbe iitkozik, ui. az egyes
értelmezések mogott gyakran olyan latens hipotézisek huzédnak meg, amelyek szak-
mailag megkérddjelezhetdek, sot esetenként egyenesen cafolhatok. Az utdbbi esetre
példaként szolgalhat a kdvetkezd, sokszor hallgatolagosan megbuvo hipotézis:

LA tudastér-elmélet alapfeltevése (surmise relation) a kévetkezd: Ha egy tanulé meg
tud oldani egy, a hierarchiaban magasabb szinten all6 feladatot, akkor varhaté, hogy
minden olyan feladatot meg tud oldani, amely a hierarchiaban e feladat alatt helyezke-
dik el.” (Toth, 2005)

E problémak kezelése nyoman alakult ki a tudastér-modell (knowledge space theory),
ami a strukturalis elemzések mellett a tudés instabilitdsanak figyelembe vételére valo-
szinliségi meggondolasokkal is operal. (Taagaperra és tarsai, 1997)

A strukturalis értékelés lehetdségeit vizsgalta €s alkalmazasainak feltételeit foglalta
Ossze egy a 90-es évek elején a PSZM Projekt keretében végzett, altalam vezetett
kutatés. (Fatalin, 1993) E kutatés egyik fontos megallapitdsa szerint minden értékelés
strukturalis elemzése soran a feladatsor elemzésébdl kell kiindulni, és csak ezt kdve-
téen keriilhet sor a tanuldi megoldasok elemzésére. Az értékelés mindkét fazisdban
kovetkezetesen kell alkalmazni a Galois-grdfot mint matematikai modell. A kovetke-
zOkben e két egymasra épiilé gondolatkorre épitjlik kutatasunk ismertetését:

— a feladatsorok strukturdlis jellemzése Galois-graftal;

— atanuloi feladatmegoldéasok értékelése Galois-graftal.

5.1. A feladatsorok strukturalis jellemzése Galois-grdffal

A feladatsorok altalanos jellemzésekor tekintetbe kell venniink, hogy kiilénb6zd cé-
lokbdl késziilhetnek. A tananyagban szerepld ismeretek felfedeztetésére szant és az
ismeretek begyakorlasat célzo feladatsorok csakugy eltérnek egymastol, mint az érté-
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kelés céljatol erdsen fliggd feladatsorok. Egy témakoron beliil a pillanatnyi tudéasalla-
pot felmérését szolgald ellendrzd dolgozat tartalmat és szerkezetét tekintve is mas
jellegzetességeket mutat, mint egy érettségi-felvételi vizsgafeladatsor.

A feladatsorok elemzésekor a kiindulas egyik alapja a lefedendd ismeretanyag listaja,
amit a jelenleg érvényben levé joghatalyos eldirasok kelld részletességgel explicit
modon nem tartalmaznak. Mar a 3. fejezet elején utaltunk arra, hogy ennek hidnyaban
jelentds szerephez jut a tanarok rutinja, szakmai intelligencidja és intuicidi, igy az
elemzésekben mindig megjelennek bizonyos szubjektiv komponensek is. A szaktana-
ri gyakorlatban csak tobb-kevesebb konszenzus alakult ki annak megitélésében, hogy
mely ismereteket kell a feladatsorokban hangstlyozottan szerepeltetni, ezért a konkrét
feladatsorokban tetten érhet6k megalkotojuknak a témakorre vonatkozé preferenciai.

A feladatsorok minden elemzése az egyes feladatok megoldasdhoz sziikséges elemi
1épések, az un. itemek (skillek) listajanak 6sszeallitasabol indul ki. Az itemek megal-
lapitasakor az elemzést végzo szakember altal felfedezenddnek, begyakorlandénak,
illetve szamon kérenddnek tartott elemi 1épések, ismeretek, alapmiiveletek, alapteveé-
kenységek keriilnek meghatarozasra. Az elemzésnek e mozzanatdban is mar jelentds
szubjektivitas nyilvanul meg.

A feladatok ¢és itemek kozott elkészithetd egy relaciotabla, amely minden feladathoz
megadja azokat az itemeket, amelyeket a megoldés sordn fel kell hasznéalni. Egy fel-
adatsor értékelésekor az igy eldallitott relacié modellezi a feladatsort. E tablazat el6-
allitdsaban a legsulyosabb problémat a mar emlitett szubjektivitdsok okozzék, de
emellett még szamolnunk kell a kovetkezd jelenséggel is. A tervezett megoldas birto-
kaban ugy tlinhet, hogy a feladatok egyértelmiien jellemezhetdk az itemekkel, de ese-
tenként egy-egy feladat megoldhatd egymastdl egészen eltéré eszkozokkel, ismere-
tekkel illetve modszerekkel is!

Példatarak - gyakorlo feladatsorok

A modell elsé alkalmazéisaiban a szubjektivitdsi tényezd hatasanak csokkentésére
azonos szerzOk tankdnyvi felépitése alapjan vizsgaltunk kiilonb6zd tankdnyvi példa-
tarakat. (Fatalin, 1993) A példatarak szerkezeti felépitésérdl a kovetkezo jellemzoket
lehetett megallapitani:

1. A modell egyik alkalmazhatosagi feltétele, hogy a didaktikai szabalyok legye-
nek interpretalhatok a feladatsorok relaciés modelljében, ami néhény elemi eset-
ben magatol értetddo (1. 5.1. tablazat).

Az 5.1. tdblazatban szerepld 1. szabaly természetesen csak sziikséges feltételt fo-
galmaz meg, amely formalisan teljesithetd ugy is, hogy szerepeltetiink egy olyan
komplex feladatot, amelynek megolddsa sordn minden 10j ismeret szerepet kap.
Egy ilyen ,tokéletes feladat” szerepeltetése az 1. szabalyt mar dnmagaban is kielé-
gitené, amitdl a példatar felépitése nem lenne didaktikus, hiszen kiilonbozd
Osszetettségli feladatoknak is helyet kell kapniuk benne. A 2. feltétel sem irja le
pontosan az egyszerltdl az dsszetett felé¢ haladas elvét, de ennek elemzéséhez mar
mélyebb relacioelméleti elemzes sziikséges.
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Didaktikai elvarasos egy tankonyvi A feladatok-itemek relacio

példatar felépitésétol tulajdonsaga
feladatanyaga fedje le a tankényvben a feladatok-itemek relacié tablaza-
1. | szerepld elméleti ismereteket, dsszefiig- | « | taban minden item forduljon elé
géseket legalabb egy sorban.

feladatanyagaban legyenek egyszeriibb a relaci6 sorai kozott legyenek

2. és Gsszetettebb feladatok > kgvesebb_ és tobb itemet tartalma-
76 sorok is
. . a feladatok-itemek relacié Galois-
feladatanyagaban fokozatosan nehezedd it . -
3. < | grafjaban kis szintugrasok legye-

feladatok szerepeljenek nek.

5.1. téblazat Didaktikai szabalyok olvasata a relaciotablazatban

2. Egy feladat komplexitasat a kutatok tobbnyire a feladat megoldasdhoz tartozd
itemek szamaval modellezik. (Ez természetesen csak egy adott kontextusban elfo-
gadhat¢ feltételezés!)

A feladatok-itemek relacio Galois-grafjat eldallitva a példatar szerkezetének egy
finomabb jellemzését kaphatjuk meg. E Galois-graf egyes klikkjeinek extenzidja
azoknak a feladatoknak a korébdl all, amelyek megoldasahoz az intenziojaban sze-
repld itemekre sziikség van, ¢s forditva: egy klikk intenziéjaban olyan itemek sze-
repelnek, melyek az extenziojaban szerepld feladatok megoldasakor felhasznalasra
keriilnek.

A gréfot topologiailag célszerli gy megrajzolnunk, hogy az egyforma itemszamu
klikkek azonos szintre keriiljenek, és minél tobb klikk sziikséges egy feladat meg-
oldasahoz, a klikk annal magasabbra keriiljon az dbran.

A Galois-graf maximalis eleme, azaz a DAG nyeldje ebben az esetben mindig az
Osszes feladat, valamint azon itemek, amelyek minden feladat megoldasahoz kel-
lenek. A DAG forrdsa, azaz a Galois-grdf minimalis eleme pedig az Gsszes item,
¢s esetleg azok a feladatok, amelyek olyannyira komplexek, hogy megoldasukhoz
minden item felhasznalasara sziikség van. A tovabbiakban DAG forrdsat és nyelo-
jét helykimélés miatt nem tiintetjiik fel.

3. A klikk szintje kifejezés alatt a klikk intenzidjdban szerepld itemek szdmét értjiik,
ami jellemzi a feladat Osszetettségét. A feladatsorok egyik fontos jellemzdje, hogy
mekkora szintugrasokat tartalmaz, azaz szomszédos klikkjei kozott mekkordk a
szintkiilonbségek. (Két szomszédos klikk kozti szintkiilonbségként e két szomszé-
dos klikk itemszam-eltérését értjiik.) Egy didaktikailag kidolgozott gyakorlé példa-
tar feladatai tobb kislépésen keresztiil készitik el a komplexebb, dsszetettebb fel-
adatok megoldasat. A példatar Galois-grdfjaban eléforduld oriasugras azt fejezi ki,
hogy az ilyen feladatok megoldasa soran sok 1j item egyideji alkalmazasara keriil
sor, ami az ilyen feladatoknak mar probléma jelleget kdlcsonoz, hiszen eldkészitett
atmenetek nélkiil egyszerre kell nagy szintugrast végrehajtani.
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Ellenorzo feladatsorok

Az ellendrzo feladatsorok ¢€s a példatarak kozti nyilvanvalo kiilonbség, hogy az ellen-
6rz6 dolgozatokban a feladatok szama jelentdsen korlatozott. Az itemek szamat elso-
sorban az értékelésbe bevont tananyagrész terjedelme hatarozza meg. Egy érettségi-
felvételi feladatsorban az itemek szama lényegesen bdségesebb, mint az egy-egy té-
makdron beliil megiratott ellendrzé dolgozatoké.

Az egyes feladatok megolddsahoz sziikséges itemek szama, amivel részben jellemez-
hetd a feladat komplexitasa, tobbnyire kevesebb a kisebb témakorre vonatkozo felmé-
r6 dolgozatokban. A nagyobb témakorok tudasmérésére alkalmazott atfogdbb feladat-
sorok (példaul érettségi dolgozatok) szerkezetileg szétesébb jelleget mutatnak, ui.
altalaban egymastol tavolabb esé témakorokben Osszetettebb feladatok kapnak na-
gyobb teret. (A kétszintli érettségi bevezetésével egyidejiileg megjelentek az tin. mi-
nimumfeladatok is, amelyek tobb alacsonyabb komplexitast feladaton keresztiil kér-
nek szdmon tudaselemeket.)

Vizsgéalatunkban a tanari gyakorlatban napi szinten alkalmazott ellen6rzd feladatso-
rokra és értékelésiikre szoritkoztunk. E megszoritast tobb tényezd is motivalta:

— a hétkoznapi gyakorlathoz kozelallo értékeléshez igazodva allapithatd meg
legegyszeriibben, hogy strukturalis elemzésiink adhat-e érdemi informaciot a
napi gyakorlat szdmara;

— a feladatsorok Osszeallitasanak ¢és értékelésének meghatirozasa az elézdek-
ben emlitett okokbdl kifolydlag jelentds szubjektivitasokat tartalmaz, amit
kiiktatni ugyan nem tudtunk, de e rejtett szubjektivitasok igy legalabb kovet-
kezetesen érvényesiilhettek mind a szdmonkért, mind a szdmon kérenddnek,
azaz értékelenddnek vélt itemek meghatdrozasaban.

Az altalunk vizsgalt feladatsorokat kivétel nélkiil szaktanarok allitottak 6ssze onallo-
an a napi munkdjuknak megfeleléen, majd sajat megszokott gyakorlatuk szerint alla-
pitottak meg az itemeket és végezték el a dolgozatok kijavitasat is. A mi vizsgalatunk
a feladatsor és javitasanak utolagos elemzésére vonatkozott, igy az altalunk elvégzett
elemzés nem befolyasolta a tanitasi folyamatot.

Az alabbiakban konkrét példaként valasztott dolgozatsort egy tobb évtizedes tanitasi
gyakorlattal rendelkezd szaktanar iratta meg egy teljesen atlagos képességli és felké-
sziiltségli szakkdzépiskolai osztalyban. A bemutatasra kivalasztott dolgozatsor tipikus
abban az értelemben, hogy az eddig vizsgalt hasonl6 feladatsorok szinte minden saja-
tossagaval rendelkezik. A feladatsort készitd és megiratd szaktanar szakmai munkaja
pedig nem kérddjelezhetdé meg abban a gyakorlatias értelemben, hogy az altala eddig
felkészitett tobb szaz diak koziil egynek sem kellett még matematiakérettségin szobeli
vizsgat tennie, ¢és tanitvanyai koziil tobben is szoktak olyan irdnyba tovabbtanulni,
ahol a matematika felvételi targynak szamit.

Az 5.2. abran feltiintetett ellendrz6 dolgozatsor 7 feladatbol all, a 9. osztalyosok sza-
mara késziilt az algebrai atalakitasok témakorben.
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A FELMERO DOLGOZAT FELADATAI
1. (EOFGY 248) Végezze el a kévetkez6 miiveleteket!
Oy )
Gx'y) Gw’)
2. (EOFGY 245) Végezze el a szamlaléban kijelélt miveleteket, majd egyszertisitse a
kévetkezd tortet!

Qx+1)* =Bx-1D@x+1)+5x" 1
2x+1 ’ 2’
3. (EOFGY 274) Végezze el a kévetkezd miiveleteket!
2ab-a’ 6b+3a

x#0; y=0

; a /= /2b/: a=0
4p* — g* a a1~ 120
4. (EOFGY 254) Végezze el a kévetkez6 miiveleteket!
3b+2 1-4b 2b*—b 1
+ +— ; b=—.
2b+1 2b-1 4b" -1 2

5. (EOFGY 356) Szamitsa ki a kévetkezé kifejezés pontos értékét!
(5320 +~/45 = 7/5 — 4+/28 +34/7)(24/80 — 2+/5 + 24/63 + /28 —34/7).
6. (EOFGY 407) Végezze el a kévetkezd miiveleteket!
M-(2+ 2 j x2>0; x =16.
x—16 Jx+3

7. (EOFGY 364) Gybktelenitse a kévetkezd tort nevezdjét!
a

_ 3
2b V543

5.1. &bra Az ellenérzédolgozat feladatai

A szaktandr Onalléan elkészitett javitdsi utmutatdjat az 5.2. 4bra tartalmazza. Az
egyes pontokhoz tartozo itemek nevesitésére csak utdlag kértiik meg a szaktanart. (Az
itemek nevesitése jelzésértékii a szubjektivitasokra vonatkozoan!)

SZAKTANARI JAVITASI UTMUTATO
1. feladat 2 4 pont

(5x3y4)3 : (5xy5)3 _Szxoylz : 53x3y15
94x8y12 . 96x6y12 _ 94x8y12 53x3y15
53x9y12 : 53x3y15 53x9y12 96x6y12
94x8y12 53x3y15 _ 53 .94x11y27
53x9y12 96x6y12 53 _9ex15y24

OTWoO>

53 . 96x15y24 = 92 x4

5.2a dbra Szaktanari javitasi ttmutaté az ellenérz6dolgozathoz |.
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2. feladat 2 4 pont

_____________________________ x4l 2xxl
4x® +4x+1-(9x" - +5x" _4x+2 g
2@ 2x D
dx+2 _2(2x+1) G
_____________________________________________ x4l 2+l ¢
2(2x+1)
2x+1
3.feladat Z 4 pont
2ab—a’ 6b+3a _a(2b-a) 3(2b+a)
___________________________ -a’ _a___4-d __a________
a(2b—a) 32b+a) _ a(b-a)  3(2b+a) 5
4b* —a’ a (2b—-a)(2b+a) a D
 a@b-a) 3Q2b+a) 3a(2b-a)2b+a) H
(2b-a)2b+a) a  a(2b-a)2b+a) /
"""'"""""""'"""3'&'('2'25'—"21')'('2'513)';3' """""""""""""""""""""""""""""""
a(2b—a)(2b+a)
4.feladat 2 6 pont

3b+2+1—4b+2b2—b_3b+2 -4, 2b> b
e 2b#1 261 4Dl 2641 261 (2b-D@bD)

3b+2 1-4b 26 =b  _(3b+2)(2b-1)+(1-4b)2b+1)+2b" —b

b+l 2b—1 (2b-1)2b+1) (2b+1)(2b—1)
(3b+2)(2b—1)+ (1-4b)2b+1)+2b* —b _6b> +b—2-8b> ~2b+1+2b> b 2
(2b+1)(2b—1) (2b+1)(2b—1) H
6b> +b—2—8h* —2b+1+2b* -b _  —2b—1 !
(2b+1)2b—1) T (2b+1)(2b-1) K
""""""""""""""""""""""" —2b-1 _ —(@b+y
Qb+ 1)2b—1) (2b+1)(2b—1)
"""""""""""""""""""""" —@b+y _ 1
(2b+1)(2b—1) 1-2b
5 feladat Z 3 pont
(57225 +4/375 = 7\5 = 4227 +3dT)2V2'5 — 25 + 24377 +4227 =37 = | ¢
= (1035 +3v/5 = 735 =87 +3V7)(8VS = 245 + 67 + 24/7 = 34/7) = f

=(6v5 = 5\T) (675 +547) =675 -527 = 180175 =5

5.2b abra Szaktanari javitasi Gtmutaté az ellenérzédolgozathoz Il.

92




6. feladat 2 5 pont

\/§+3_[2+ 2 ]= '\/§+3+\/}+3' 2
x—16 Jx +3 x—16 x-16 /x+3
2\/;+3 Jx+3 2 _2\/;+6 2
_______________ 16 a-16 xe3 xo16 a-l6 g
2J§+6+ 2 _2Jx+8 C’;
X716 xM6 xl6 H
2Wx+8_ 2(Wx+4) D
x=16  (Jx+4)x -4)
2(Wx+4) 2
Wx+HEx-4) x4
7.feladat Z 3pont
2| b _alb
b b 2b
3 AB5+3_ 3(5+43) o
B TEAE) F
3W5+43)  _ 3(W5+43) 3(W5+43) 3(5+43)
V5+3)V5-43) (5F -(3)  5-3 2

5.2c. abra Szaktanari javitasi atmutaté az ellenérzédolgozathoz Ill.

Az egyes Iépések ,,nevesitésének™ az a célja, hogy a szaktanar belsd reprezentacidja
szerint hasonlonak itélt itemek azonos besorolast nyerjenek. Ebben a 1épésben kapnak
jelentds szerepet azok a szubjektiv tényezok, amelyek kezelése a kell részletezett-
séggel, kozpontilag eldirt itemlista hidnydban nem keriilhetd el. A tobb évtizedes ta-
nari rutin nyoman kialakult bels6 besorolasok, kategoriarendszerek pedig meghataro-
z6 erejliek mind a feladatok kivélogatdsaban, mind a pontozasi rendszer kialakitasa-
ban. Ez nyilvan tobb szubjektiv elemet is tartalmaz, melyeknek egy része a didaktikai
szakirodalom megallapitasaival alatdmaszthat6, egy résziik viszont megkérddjelezhe-
t0. A vitathato itemekben ugyanakkor olyan szakmai rutinnal alatdmasztott latens
tényezOk hiizodhatnak meg, amelyek a szaktanari értékelésben mindenképpen hatnak,
ezért fenntartassal bar, de elfogadtuk ezeket is.

A szaktanar megitélése szerint az elkészitett feladatsortél 12-féle item meglétének
ellendrzése varhatd. (Az itemek nevesitését az 5.2. tablazatban adtuk meg.)
Erdemes az itemre-bontéas néhany jellegzetességére felfigyelni:

— a szamonkérésnek ezen a szintién a szaktanar mar nem hajlandé kiilbnbséget
tenni a tértek egyszeriisitése és bdvitése kbzott, egységesen D itemként kezeli e
lépést;
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— a Szaktanar a G itemben a két lépésbdl allé6 miiveletsort (a zardjel felbontasat és
az azonos nemli tagok 6sszevonasat) eqy miiveletnek tekinti;

— a szaktanar megkiilénbozteti az F item (a+b)(a—b)=a’—b° azonossagat és a
H item a’~b’=(a+b)(a—b) azonossagat;

— az L itemben a szaktanar szintén 6sszevonja a szamok térzstényezdkre bontasat
és a négyzetgybk azonossagainak alkalmazasat.

x
[}
Q

miiveleti Iépés

szorzat hatvanyozasa

tértek szorzasa és osztasa

hatvany hatvényozéasa

egyszertsités és blvités

(a + b)® = ...formula alkalmazésa

(a + b)(a— b) = a’— b’ azonossag alkalmazasa
zardjelfelbontas és 6sszevonas

a’—b=... azonossag alkalmazasa

kbzbs nevezd

kiemelés

zarojelfelbontas és 6sszevonas

szamok térzstényezbkre bontasa; négyzetgybk-azonossagok

X S|=T(OMM|OO|T|>

5.2. tablazat Az ellenérzé dolgozat szaktanari itemlistaja

Az igy megallapitott egyes itemek szubjektiv megitélését alatdmaszthatjuk érvelések-
kel, vagy elutasithatjuk cafolasukkal. Az egyszerisités/bévités matematikai jelentése a
racionalis szamok birtokaban azonos miiveletcsoport, ezért a D item elfogadhato,
ugyanakkor didaktikailag megkérddjelezhets. Matematikai szempontbol az egyenl6ség
szimmetrikus alaptulajdonsaga miatt az (a+b)(a—b)=a’-b® és az a’~b°=(a+b)(a—b) azo-
nossag természetes modon ugyanazt fejezi ki, igy megkulénbbztetése nem indokolt,
ugyanakkor az egyenléség két kiilénb6zé irdnyu alkalmazéasa teljesen mas tevékeny-
ségnek mindsiil, azaz didaktikailag fontos e két alkalmazas megkiilénbéztetése. Az L
itemben térténé 6sszevonas mégott tulajdonképpen nem is matematikai és nem is di-
daktikai megfontolas hiuzédik meg. E téméritést a tanar ugyan azzal indokolta, hogy
nala e feladat egy ,specialis tultenyésztett iskolai feladat” kategoriaba tartozik, ezért
komplett egészkeént kezeli, valéjaban azonban mintha egészséges 6szténnel megeld-
legezné azt a tényt, hogy az L item két teljesen kiilbnb6zé aspektusa ebben a dolgo-
zatban ugysem valik el egymastol. (A formalis fogalomanalizis szempontjabdl a relacio
megtisztitasa valéban éppen ezt az eredményt adja!)

A gyakorlatban elterjedten alkalmazott itemek objektivizaldsa alapulhatna ugyan egy-
egy tananyagrész aprolékos matematikadidaktikai elemzésén, de ennek megvaldsita-
sakor tekintetbe kellene venniink, hogy az itemek a tanitdsi folyamat soran megval-
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toznak. A tananyag spiralis felépitésébdl adoddan egy megeldz6 tanitasi fazisban kii-
16nb6z6 itemekre bontott megoldési 1épés éppen a fejlesztés nyoméan a kovetkezd
fazisban mar egy egységnek fog mindsiilni, azaz az itemek is valtozason esnek at.

Itemek (12)
A|B|C|DI E|F|G|H|I|J|K|L
1 V| v VI v
S Vv v v
S| 3 v v v v
g 4 v AN
S| 5 Vv v
6 v v Vv v
7 v v v
5.3. tablazat Az ellen6rzé dolgozat relacios tablaja

A szaktandr (szubjektiv) kovetelményrendszere egyértelmiien megmutatkozik egy
feladatsor pontozaséban is, ui. a tanar altal szdmon kérenddnek és igy értékelenddnek
tartott elemi 1épések, itemek explicit modon is kifejezddnek. A feladatsor 6sszeallita-
sa azonban tovabbi rejtett preferencidkat is tartalmazhat. A preferencidk kétféle mo-
don jelentkezhetnek:

— az egyes elemi lépések, ismeretek, azaz itemek a feladatsor megoldasaban
tobbszor is eléfordulhatnak, a fontosabbnak tartott itemek tobb feladat megol-
dasaban is elokeriilnek;

— a tobbszor eléforduld itemek mas itemekkel esetenként egyfajta allandosult
kapcsolatban is jelen lehetnek.

Egy item sulyat jellemzi megjelenési gyakorisaga. Egy-egy item szerepét arnyaltab-
ban itélhetjiik meg, ha az el6fordulasi gyakorisdga mellett azt is megnézzik, hogy
milyen kiilonbozé Osszefiiggésekben fordul el e szdmonkérésben. A rejtettebben
szerepld itemkapcsolatok a feladatok-itemek relacié elemzésével, klikkjeinek eléalli-
tasaval tarhatok fel. A feladatok-itemek relacio klikkjeiben a klikkek intenzidi olyan
itemcsoportokat jelenitenek meg, amelyek a kiilonbozo feladatok megoldasaban
egylittesen fordulnak eld. Egy-egy item természetesen kiilonbozd klikkekben is eld-
fordulhat, ami az item kiilonb6z6 kapcsolddasi lehetdségeire mutat ra.

Az 5.4. tablazat tartalmazza a feladatok-itemek relacid 18+2 klikkjét. A maximalis
klikknek (J;ABCDEFGHIJKL), azaz a DAG nyeldjének, valamint a DAG forrdsat
jelentd (1,2,3,4,5;6,7; @) minimdlis klikk abrazolasatol altalaban eltekintiink. (A
minimalis klikk informaciotartalma a kovetkezo: a feladatsorban 12 item fordul elo,
¢és nincs olyan komplex feladat, amelynek megolddsdhoz minden itemre sziikség len-
ne. A maximalis klikk informaciotartalma pedig a kovetkezd: a feladatsor 7 feladatbol
all, és nincs olyan item, amelyre minden feladat megoldasanal sziikség lenne.)
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KLIKKEK (18+2)
{FELADATOK} x {ITEMEK}
(1,234,567 x @
{1,2,3,4,6,7} x {D}
(2,57 x {F}
{2,4,5 6} x {G}
{1,3,6,7} x {BD}
{3,4,6} x {DH}
{2, 4,6} x {DG}

{2, 7} x {DF}

{2, 5 x {FG}

{3, 6} x {BDH}

{3, 4 x {DHJ}
{7} x {BDF}
{5} x {FGL}
{3} x {BDHJ}
{1} x {ABCD}

{4, 6} x {DGHI}
{2} x {DEFG}
{6} x {BDGHI}
{4} x {DGHIJK}

@ x {ABCDEFGHIJKL}

5.4. tdblazat A feladatok-itemek relécio klikkjei

A klikkek alapjan lathat6, hogy komplexitas szempontjabodl az 5 és a 7 feladat harom
item ismeretét tételezi fel, legdsszetettebnek pedig a 4 feladat mindsiil, mert megolda-
sa 6 item ismeretét tételezi fel.

A D item (egyszeriisités és bovités) tobb klikkben is eléfordul, igy példaul négy
kétitemes klikkben is:

(1,3,6,7:BD); (3,4, 6; DH) ; (2, 4, 6:DG) és (2, 7; DF).

Az egyszeriisités és bovitées miivelete tehat tarsul a tértek szorzasa és osztasa miivele-
téhez, az a’— b° = (a + b)(a — b) azonossdag mindkétiranyu alkalmazasahoz, valamint
a zarojelfelbontas és dsszevonas miiveletéhez tobb feladatban is. A DH kombinacid
pedig tovabbi 0sszetettebb kombinacidkban (pl. BDH; DHJ; DGHI, ...) is megjele-
nik. A DH kombindaciot, azaz e miiveletcsoport egyfajta allandosult kapcsolodasat is
sulyozottan kéri szamon e feladatsor. A DH miiveletcsoport megléte tobbletkovetel-
ményt jelent, hiszen nem pusztan a D és H item kiilon-kiilon meglétét, hanem ezek
stabil egylittes alkalmazasat is méri e feladatsor.
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A klikkek-feladatok relaciotablazatot tiintettiik fel az 5.5. tablazatban. (Kiemelt hat-
térrel szerepelnek maguk a feladatok.) A tablazatbol egyértelmiien kitlinik, hogy a
dolgozat a D, a G ¢és az F item meglétének ellendrzésére helyezi a hangstlyt. (A D
item sokszori szerepeltetése mutatja, hogy a szaktanar preferencidja szerint az egysze-
riisités/bovités alapmiivelete mind numerikus, mind algebrai értelemben kiemelt
hangsulyt kap.) A feladatsor tovabbi klikkjei pedig a preferalt itemkapcsolddasokat
mutatjak meg.

FELADATOK
112]3l4]5]6]7
D Viviv] v v v
F v’ v’ v’
G v a2
BD v v Nz
DH v | v v’
DG v v v
DF v v
x FG v’ v
~ BDH v v
<[ pr ks
X ™ BDF v
FGL v
BDHJ v
aBcD | v
DGHI v v
DEFG v
BDGHI v
DGHIJK v

5.5. tdblazat Az ellenérzédolgozat klikkek-feladatok relaciétablaja

A preferalt itemcsoportok egymashoz valé viszonyat Galois-grafon abrazolva szem-
I¢életesen is megjelenithetd a feladatsor szerkezete. Az 5.3. 4bra a feladatsor Galois-
grdafjat tinteti fel. A gyakorlatban a DAG forrasénak és nyeldjének feltiintetése tobb-
nyire csak zavaré részlet, ezért az dbrankon most is csak szaggatott vonalakkal jeleni-
tettilk meg. (A gyakorlati felhasznaldsokban az abrat célszerli redukélni a szaggatott
vonallal jelolt részek elhagyaséval.)

E grafbol szemléletetesen megallapithatd, hogy a feladatok komplexitasa valtozatos,
3; 4; 5 illetve 6 item sziikséges megoldasukhoz. A feladatok komplexitasanak azon-
ban ez nem lehet objektiv mérészama, hiszen az itemek szubjektiv megallapitdsa mo-
gott kognitiv értelemben nem feltétlentil elemi 1épések hizédnak meg, sot a példaként
valasztott szaktanari itemlistaban tobb item (G; L) hatarozottan tobb miivelet dssze-
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vonasat is tartalmazza. (A formadlis fogalomanalizisben alkalmazott Gn. megtisztitasi
miveletben az adott kontextusban egymastdl megkiilonboztethetetlen objektumokat
illetve attributumokat 0sszevonjuk, ami szintén hatdrozottan megneheziti a feladat
komplexitasanak megitélését, ezért ezt a 1épést az analizisbdl célszerli kihagyni!)

______________________

" ABCDEFGHIJKL |
S /.
': ' [ DGHIK | |
| S S R R R
'; BDGHI | | | |
e ¢ | -
a L
ABCD BDHIJ DGHI E DEFG E
1 3 4:6 \ 2 i
[ | l |
BDH DHJ BDF FGL
3:6 3.4 7 5
| |
[ [ [
BD DH DG DF FG
1;3:6;7 3;4;6 2:4:6 2,7 2,5
[ |
[ |
D G F
1;2;3;4;6;7 2:4:5;6 2;5;7
T g T |
! 152;3;4;5:6;7 E

5.3. abra A feladatok-itemek kontextus Galois-grafja (a graf forrasa és nyeléje nélkiil)

A feladatsor Galois-grafja alapjan megallapithatod, hogy a szintugrasok mérete 1 illet-
ve 2, kivéve az A4 feladat, amelyben el6fordul egy harmasugras is. A beépiilt szub-
jektiv tényezdk jelentdsen torzithatjdk a szintugrasok megitélését is. A G illetve L
itembe becsempészett miiveletosszevonas nemcsak az egyes feladatok itemszamat,
hanem a feladatsorban el6fordulé szintugrasok mértékét is jelentdsen lecsdkkenti.

A feladatsorok objektivebb elemzését és szerkezetének jellemzését csak akkor lehetne
elvégezni, ha az itemlistadk eldallitdsa kevésbé tdmaszkodna a szaktanari rutinra és
intuiciora.
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5.2. A tanuloi teljesitmények értékelése és a Galois-graf

Egy feladatsorban egy-egy item tobb feladatban is el6fordulhat, aminek kdvetkezté-
ben a hagyomanyos értékelési modszerek feliilvizsgalhatok. A tovabbiakban a
feladatitem kifejezést fogjuk hasznalni akkor, ha az item konkrét elforduldsara kiva-
nunk utalni. A feladatsorok tanul6i megoldésainak értékelései a tanulok-feladatitemek
relacidtablan alapulnak. (5.5. tdblazat) Ez a tablazat tartalmazza azt az informadciot,
hogy az egyes tanulok melyik feladatitemeket oldottak meg helyesen. E tablazat alap-
jan egyszerli vagy sulyozott pontozassal a tanulok eredménye numerikusan is
értkelhetdvé valik. (Ennek egyszertsitett valtozatat tartalmazza az 5.5. tablazat utolsé
oszlopa.)

a Tanuléi megoldasok a D-itemre )
80%
Z 70% — -
£ 60% A
@ 50%
= 40%
%’ 30% —
é 20% 1 1 _’:
8 10%
0% L ,
1.F 2F 3.F 4.F 5.F 7.F
feladatok
g J

5.4.abra A D-item tanuldi megoldasai

A tanulok altal adott meoldasokat feladatitemenként is elemezhetjiik, azaz megvizs-
galhatjuk, hogy az egyes feladatitemeket a tanulok hany szézaléka oldotta meg helye-
sen. (Ennek egyszerlsitett valtozatat tartalmazza az 5.5. tablazat utolsé sora.) Egy-
adott tudaselem, skill meglétét vizsgald item tobb feladatban is eléfordulhat, igy vizs-
galhat6, hogy az azonosnak itélt itemek megoldasakor a tanulok milyen eredménye-
ket értek el a kiilonboz6 feladatokban. (Az 5.4. dbra a D itemre vonatkozdan adja meg
a tanulok altal elért eredményt feladatonként.)

A tanuldi megoldasok értékelése azt mutatja, hogy eltérd eredményességgel oldottak
meg a D itemet a tanuldk a kiilonbozd feladatokban. E jelenséget kiilonbozd tényezok
okozhatjak:

— egyes feladatokban azért oldottadk meg kevesebben ezt az itemet, mert nem is ju-
tottak el hozza, mert egyszerlien nem jutott rd idejiik, vagy pedig azért, mert
sziikség lett volna a megel6zo 1épések helyes megoldasara;

— a tanul6 az adott kontextusban nem tudja megoldani az itemet, mert szdmara ez
a feladatitem (még) nem tartozik a szaktanar altal azonos itemnek tekintett kate-
goriaba.

99



Ez a jelenségkor is felhivja a figyelmet arra, hogy a tanul6i tudésban bizonyos insta-

bilitasok mutatkoznak. Ezek az instabilitasok kezelhetok val

iségi meggondola-

7

r

0SzIn

sokkal, ahogyan ezt a tudastér-modellek (knowledge space theory) is teszik.
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5.5. tablazat Tanulok-itemek relaciostabla
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A szaktanari kiértékelések altalaban csak a konkrét feladatitemek helyes megoldésai-
val foglakoznak, és nem térnek ki a mérni kivant tudaselem meglétének megitélésére,
azaz a szaktanar altal szubjektive ,,azonos tipusunak” vélt itemek, melyek feltehetdleg
egy adott tudasegység meglétét ellendriznék, Osszesitett kiértékelése elmarad.

Annak feltételezésével, hogy az ,,azonos tipust” item valdban egy adott tudasegység
mérésére szolgal, megprobalkozhatunk kovetkeztetéseket levonni az egyes tudasegy-
ségek meglétérdl illetve hianyarol. A hagyomanyos kiértékelések esetében az ,,azonos
tipusu” item tudasanak elfogadasat gy értékeljiik ki, hogy az dsszes eléfordulasaban
minden jol megoldott feladatitemért megadjuk pontot. A tudasegységre vonatkozdan
ezen eljaras azt eredményezi, hogy feladatonként eltérd értékelést kaphat az ,,azonos
tudasegységet” realizalo item. Ennek végeredményeként pedig a tanulo ,,item-tudésa”
sulyozott kiértékelést kap annak fiiggvényében, hogy mely feladatokban sikertilt he-
lyesen megoldania.

A tudéasegységek e sulyozott kiértékelése mellett mi két szélsdséges feltételezésen
alapul¢ értékelést vezettiink be:

— instabil tudds hipotézise: egy item tudasat elfogadjuk, ha a tanul6 legaldbb
egyszer helyesen megoldotta az adott itemet;

— stabil tudas hipotézise: egy item birtoklasat akkor ismerjiik el, ha az itemet
minden eléforduldsban helyesen oldja meg a tanulé.

Az 5.5. abran a tanul6oi megoldasok numerikus értékelését adtuk meg a hagyomanyos
pontozasi rendszer, valamint két sz¢élsdséges hipotézisiink alapjan. (A hagyomanyos
értékelés eredménye altaldban a stabil és az instabil tudds hipotézise altal adott érté-
kelés kozott helyezkedik el.) A szélsdséges hipotéziseink alapjan készitett értékelés
kozti oridsi kiilonbségek vannak, ami szintén arra utal, hogy a tanuldk tudasaban je-
lentds instabilitds van.

100% -
90% A
80% A
70%
60% -
50% A
40% A
30% A
20% -
10% A

0% 1 1 ) ] :l 1 1 1 1 1 1 1 ) ) ) ) ) ] T 1 ,
1.2.3.4.5. 6. 7. 8. 9. 1011.121314.15.16.17.18.19.20, 21K

= 4 = gstabil
= & = jnstabil

—— hagyomanyos

5.5. &bra Numerikus értékelés a kiilbnb6zé hipotézisek alapjan
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A stukturdlis értékelés eszkoztaraval is lehet kozeliteni a meglevd tudashalo értékelé-
sekor. Az els6 strukturalis értékelések az osztaly tudashalojanak felmérését vették
célba, ami azt jelenetette, hogy a tanulok-feladatitemek relacio klikkjeinek megallapi-
tasabol kiindulva dbrazoltak a tanuloi megoldasok Galois-grdafjat.

A tanuldk-feladatitemek relacid Galois-grdfja az osztaly tudastrukturajanak leirasat
adhatja, ha elfogadjuk azt a hipotézist, miszerint ,, egy item megolddsa az item mogott
levo tudas meglétét jelenti”. llyen iranyu vizsgalatokat végeztek Takdcs V. (2000) és
tanitvanyai. A testnevelésoktatas teriiletén Nagy E. (1997), a fizikatanitasban pedig
Kovacs Sz. (2003) publikélta erre vonatkozo eredményeit. E Galois-grdf eldallitasat
kovetden alapkérdésként a kutatok tobbnyire azt a gyakorlatias kérdést vetik fel, hogy
az osztaly tudasszerkezetének ilyetén feltérképezését kovetden a grafbol nyerhetiink-e
informéciokat a tanitasi folyamat tovabbi tervezéséhez. Az osztaly tudasstruktiraja-
nak reprezentalasara hasznalt Galois-graf esetében Takacs V. (2000) egy altalanos

crer

részletezi Kovdcs Sz. (2003) a fizikatanitas teriiletén.

Kutatdsunkban a mar jelzett eredmények miatt el kellett vetnlink azt a hipotézist,
hogy egy-egy feladatitem helyes megolddsa a mogotte levd tudas meglétét jelentené,
¢s inkabb arra torekedtiink, hogy a stabil és instabil tudads hipotézise alapjan korlatok
kozé tudjuk szoritani azt az informaciot, ami egy-egy item kiilonb6z6 helyes megol-
dasaibol a tudasegység meglétére vonatkoztathat6. Elemzésiinkben elvégeztiik mind a
stabil, mind az instabil tudas hipotézise alapjan a tanulok-itemek relacidé formalis
elemzését, azaz megallapitottuk klikkjeiket, valamint megrajzoltuk Galois-grafjaikat.
A vizsgalatot tobb ellen6rzé dolgozat esetében is elvégezve azt tapasztaltuk, hogy
oOriasi eltéréseket mutatnak a stabil és az instabil tudas hipotézise alapjan elkészitett
grafok. A példaként ismertetett ellen6érzd dolgozatra vonatkozoan az 5.6. dbran, az
instabil, az 5.7. dbran pedig a stabil tudads hipotézise alapjan elkészitett Galois-grafok
lathatok. (A mellékelt abran a grafok forrasa és nyeldéje mar nem szerepel!)

Altalaban mindkét hipotézissel tobbnyire olyan bonyolult sszefiiggésii, nagyméreti,
egymastdl jelentdsen eltérd grafokat kapunk, amelybdl megalapozott didaktikai ko-
vetkeztetéseket nem tudtunk levonni. (Megjegyezziik, hogy az 5.6. és 5.7. dbran sze-
repld grafok csak egy 20 f6s osztalyra vonatkoznak. Nagyobb osztalylétszam illetve a
tanulok-feladatitemek relacid vizsgalata esetén még terjedelmesebb és bonyolultabb
grafokat kapunk.) Vizsgalatunknak ez az irdnya kudarcot vallott, és csak annyit valo-
szinlisitett szdmunkra, hogy az ,,0sztaly tuddsstruktirdjanak” ilyetén megjelenitése
nem tlinik szerencsés reprezentacionak.

Az egyes tanulok egyedi tudéasstruktiraja viszont nem ennek a relacionak a Galois-
grafjan, hanem a feladatsor Galois-grafjan (5.3. dbran) szemléltethetd. E grafon beje-
16lhetdk azok a klikkek, aza mely preferalt itemkapcsolatok, amiket instabilan illetve
stabilan ismer fel és old meg a tanuld. (5.8a-b abra) A tanulok létszamara tekintettel
azonban ez olyannyira hosszadalmas és idéigényes, hogy csak kivételes esetben van
rd méd, hogy ezen az tton jussunk didaktikai kovetkeztetésekhez.
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5.6. abra A tanuldi teljesitések Galois-grafja az instabil tudas hipotézise alapjan
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5.7. abra A tanuldi teljesitések Galois-grafja a stabil tudas hipotézise alapjan




DGHIJK DGHIJK

BDGHI
|[ABCD|||BDHJ| \ DGHI \ \DEFG\ [BDGHI| ||BDHJ| \ DGHI \ \DEFG\
|BDHII |D|HJ| \BDF\ \FGL\ BDF FGL
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BD| IDH”DG DF @ DGHDFHFG‘
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[p] (G [F] (o [6][F]
5.8a abra A 12-es tanulé instabil és stabil tudasgrafja
| DGHIJK | |DGHIJK|
BDGHI BDGHI
‘ABCD‘ |BDHJ| | DGHI | |DEFG| ‘ABCD‘ |BDHJ\ \ DGHI \ |DEFG|
| |
BDH| [DHJ]| ||BDF FGL DHJ]| | |[BDF| FGL
[EoF [pry]| [0, |\[Fet]
[BD| DH|[DG| [ DF FG | ‘DHHDG‘ lDF‘ FG|
|

[o] [6]LF] o [e] [F]

5.8b abra A 2-es tanulé instabil és stabil tudasgrafja

A feladatsor haldja nem a megcélzott tudashdlo valamely részének mérésére szolgal,
hanem a szaktanar tudatosan vagy 6sztondsen, de mindenképpen szubjektive preferalt
kovetelményrendszerét reprezentalja. Tanulonként 4brazolhatok e grafban azok a
klikkek, amelyeket a tanuld6 megoldotta mind az instabil, mind a stabis tudas hipoté-
zise alapjan. Az 5.8a abra a 16 sorszdmu tanul6, az 5.8b 4bra pedig a 2 sorszamu ta-
nulé megoldésait abrazolja az instabil és a stabil tudads hipotézisének elfogadasa mel-
lett. Ezek az dbrazolasok csak részben fejezik ki azt, hogy a tanéri kdvetelmények
szerint az egyes tanulok mennyire felkésziiltek. Ha idealis jellemzésként elfogadjuk is
a kapott grafot, mint az egyes tanulok tudasgrafjat, akkor sincs olyan megkérddjelez-
hetetlen eljarasunk, amellyel ezekbdl az egyedi grafokbol egy eredd, az osztaly egé-
szére vonatkozd grafot képezziink. Vizsgalataink szerint nagyon munkaigényes ¢€s
kevés haszonnal kecsegtetd vallalkozasnak bizonyultak azok a kisérletek, amelyek a
Galois-graftbol igyekeznek didaktikailag valdban hasznosithaté kovetkeztetésekre
jutni az értékelés tertiletén.

Itt is meg kell emliteniink, hogy a ,,tudas-vizsgalatok™ esetében nem szabad megfe-
ledkezniink arrél, hogy a ,,nem-tudds” vizsgalata is hasznos eredményeket szolgaltat-
hat a tanitasi folyamat tovabbi tervezéséhez, de ezek Galois-graffal valo kiértékelése
szintén Oriasi id6- és energiaraforditast igényel és kevés haszonnal kecsegtet az eld-
z6ekben mar jelzett problémak miatt.
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A tudésszerkezet értékeléséhez a strukturalis analizis eszkozeivel kozelitve minden
esetben arra az eredményre jutottunk, hogy a Galois-grafok elkészitése nem jelentett
szamunkra didaktikai szemponbol hasznalhaté eszkozt a tudashalo felmérésének terti-
letén.

A feladatok-itemek relacié elemzésével kapott klikkek viszont segitséget nytjthatnak
abban, hogy a preferalt itemkapcsolodasokat figyelembe tudjuk venni a hagyomanyos
pontozasos értékelési rendszerben. E klikkek bevonasat az értékelésbe az indokolja,
hogy rendszerszemléletileg az itemkapcsolodasok felismerése és alkalmazasa tobblet-
tudast jelent, amit extra pontokkal honoralhatunk a klasszikus értékelési rendszert
némileg moddositva. A hagyomanyos pontozasos értékelést mi ugy modositottuk,
hogy a feladatsor altal preferalt itemcsoportok (klikkek) extra pontot kaptak, igy a
tanulok altal elért pontszam a helyesen megoldott itemek és a ,,megoldott klikkek”
pontszamanak ereddjeként all eld. Az instabil és stabil tudas hipotézise mellett elké-
szitettlik tradicionalis felfogasban is a pontozast. Mindharom hipotézis alapjan elvé-
gezve az értékelést, az eredmények az 5.9. abran lathatok.

80% -
70% 1

60% A ,
- - & - - instabil

50% A
a- 4 - stabil
40% 14a- “ h ,“ '
30% ! + /—e—hagyomanyos
0 .
20% A 3
10% -
0% T T T ; W : T T T T T T T T T T T T T T 1 tanulék

1. 2. 3. 4. 5.6. 7.8 9 10.11.12.13.14.15.16.17.18.19.20.
5.9. abra Numerikus értékelés a klikkek alapjan

A hagyomanyos numerikus értékeléshez kdzelebb 4ll a formalis fogalomanalizisnek
az az alkalmazasa, amikor a klikkek ismeretében a graf eldallitdsa helyett a preferalt
itemkapcsolodasok ismerete kap tobbletpontot. A kétféle pontozasi rendszer kozti
kapcsolat szemléletesen is Osszehasonlithatd. A két pontozas alapjan kapott eredmé-
nyek alapjan elkészithetiink egy Un. pontfelhd abrat, amelyben minden tanulot egy
olyan pont abrazol, melynek els6é koordinatajat a tanulé itemek alapjan, masodik ko-
ordinatajat pedig a klikkeket is figyelembe vevd értékelés alapjan elért eredménye
adja meg. A két értékelési rendszer Osszehasonlitdsara elkészitett pontfelhdabrak
alapjan megallapithato, hogy a két értékelés kozott erds linearis kapcsolat van. Az
5.10. abra esetében a két értékelés kozott erds korrelacio van, a korrelacids egytitthato
értéke 0,96.
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A két értékelés kozti 6sszefliggés
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eredmény a klikkek alapjan

eredmény az itemek alapjan

5.10. abra Pontfelh6abra a két értékelési eljaras 6sszehasonlitasahoz

A két kiértékelési modszer kozott mutatkozo linearis kapcsolattdl csak néhany eset-
ben tapasztalunk jelentésebb (£10-15%-0s) eltérést. A regresszios egyenestdl tavo-
labbra keriil6 pontokat vizsgalva eddigi tapasztalatunk az, hogy a klikkek figyelembe
vételével olyan tanulok kapnak pozitivabb értékelést, akik az atlagnal sokkal maka-
csabban torekednek egy-egy feladat teljes megolddsara, mig negativabb értékelést
jelent azok szamara, akik felszinesen a konnyen megoldhato részleteket mazsolazzak
ki a dolgozat feladatsorabol. A grafikonon példaul a fekete haromszog a 10-es sor-
szamu, a fekete négyzet pedig a 16-os sorszdmu tanulot jeloli. Az itemek alapjan ko-
zel hasonld eredményt értek el, ugyanakkor az itemkapcsolodasokat is figyelembe
véve mar jelentOs eltérés lesz teljesitményiik megitélésében. Hasonloan szembetiind
eltérés figyelheté meg a 13, 15, 18 és 20 sorszamu tanuldk esetében, akik az itemek
alapjan pontosan 76%-os eredményt értek el, mig a klikkeket is figyelembe vevo ér-
tékelésre attérve a 15-0s sorszamu tanuld éppen a varhatdé 64%-os, a 18-as tanuld
74%-0s, mig a 20-as tanul6 csak 55%-os értékelést kap.

A klikkeken alapul6 értékelés kidolgozdsahoz tovabbi vizsgalatokra és mérésekre van
szlikség. A ,ki-mit nem tudott megoldani” kérdés vizsgalatat még el kell végezniink,
ui. ezek ismerete pontosabb diagnosztizalast tesz lehetévé, ami jelentOs segitséget
adhat a terdpiajavaslatok kidolgozasahoz.
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6. EREDMENYEK A HIPOTEZISEKKEL OSSZEVETVE

Alaphipotézisiink szerint: a formdlis fogalomanalizisen alapulo trichotomikus
fogalomleirasi modell alkalmas a megcélzott tudashalo reprezentalasara.

E hipotézis igazoltnak tekinthetd abban az értelemben, hogy a formadlis fogalomanali-
zisen alapulo trichotomikus fogalomleirasi modelliinket sikeresen alkalmaztuk két
konkrét tananyagrész (konvex négyszogek és vektorfogalom) elemzésére. A redukalt
Galois-grafbol mint a megcélzott tudashalo matematikai reprezentdciojabdl érdemi,
matematikadidaktikai kovetkeztetéseket tudtunk levonni. Modellelméletileg termé-
szetesen nyitott kérdés maradt, hogy milyen aspektusokbol, milyen kozelités mellett
¢s milyen korlatok kozott alkalmazhat6é e modell a matematikadidaktikai vizsgalatok-
ban.

A kutatési kérdéseket illetd eredményeink a kovetkezok:

1. Milyen konszenzusok aran lehet a trichotomikus modellt és a formalis fogalom-
analizis altal eloallo Galois-grafot egy modellben egyesiteni?

A formalis fogalomanalizisben formalis fogalomnak a relacio klikkjeit, azaz
maximalisan zart halmazparjait nevezik. A klikkek jellemzésére a (klikk
extenzioja, klikk intenzioja) rendezett halmazpar szolgal, mig a trichotomikus
fogalomleirdsi modell a fogalmakra a (terminus; fogalom terjedelme; fogalom
tartalma) rendezett harmast alkalmazza. A klikk extenzidjanak a fogalom terje-
delmét, a klikk intenzidjanak pedig a fogalom tartalmat megfeleltetve e modell-
ben jarulékosan be kellett vezetniink a klikknek megfeleld Un. potencialis foga-
lom fogalmat. A potencialis fogalom hatarozott terjedelemmel és tartalommal
rendelkezik, de nem feltételeniil kap(ott) nevet. A névadas folyamata a formalis
fogalomanalizisen nem kap szerepet, ezért ezzel a momentummal a modellben
kiilon kell foglalkozni. A potencialis fogalom fogalomma valasaban a névadas
folyamata jatszik dontd szerepet, amiben elméleti fontossaganak illetve gyakor-
lati hasznélatdnak van jelentOsége.

Kutatdsunkban ramutattunk arra, hogy e modell alkalmazasaiban figyelembe
kell venniink a kovetkezd két momentumot:

a. Elkiilonitend6 az alkalmazasok két tipusa:

— az elemzést kozvetleniil a matematikai objektumokon végezziik, ekkor
az eredményiil ad6do hierarchikus leirds is magukra az objektumokra
fog vonatkozni;

— az elemzés a matematikai objektumosztalyok neveire tdmaszkodik, az
eredményiil adodo hierarchikus leirds sem az objektumok, hanem a
nyelvi reprezentacioik logikai halojat irja le!

A maésodik (gyakran hasznalt) esetben a kapott redukalt Galois-graf mint vi-
zualis reprezentacid a tartalmazasi viszonyokat ugyan helyesen tiikrdzi, de a
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graf alapjan az objektumosztalyok metszete, illetve unidja mar nem feltétle-
niil helyesen éllapithaté meg!

b. A fogalmak ¢és potencidlis fogalmak megkiillonbdztetése azért fontos, mert a
megcélzott tudashaloban csak a névvel rendelkezd fogalmak kapnak helyet.
Ez azt jelenti, hogy a fogalomhalé modellezésekor a névvel nem rendelkezd
klikkeket a Galois-grafbol tordlni kell. A graf redukalasakor természetesen a
tartalmazasi viszonyokat megtartjuk, de a tudashalo algebrai értelemben mar
nem lesz halé a metszet és unidé miiveletére vonatkozoan.

2. Milyen eldkészitést igényel e modell konkrét eléallitasa ahhoz, hogy elbsegitse a
tanitasi-tanulasi folyamat szabatos és tudatos tervezését?

A Galois-graf eldallitasara szolgald szoftverek ma mar rendelkezésre allnak,
ami jelentésen megkonnyiti a modell alkalmazhatdsagat. A modell gyakorlati
alkalmazasat az gatolja, hogy nem allnak rendelkezésre kello alapossaggal és
részletességgel elkészitett tananyagleird listdk. Az elsajatitandd ismeretek és
attribitumainak tételes megadasat a jelenleg joghatdlyos dokumentumok nem
tartalmazzak, 0sszegyljtésiikh6z a szakirodalom alapos, kortiltekintd tanulma-
nyozasara van sziikség. (A kozépiskolai matematika-tananyagban szerepld ob-
jektumok illetve attributumok szdma az elézetes becslések szerint ezres nagy-
sadgrendll lenne.)

A tananyag globalis és lokalis szintli tudatos tervezése mindig az adott tan-
anyagrészben elsajatitandd ismeretek attekintésén, az egyes tudaselemek szere-
pének megitélésén alapul. A megcélzott tudashaldé Galois-graffal torténd mo-
dellezése azonban fokozott kovetelményt tdmaszt erre az elézetes elemzésre, ui.
mar a kiindulashoz tételesen rogziteni kell a megcélzott tudashalo elemi ismere-
teit és a vizsgalat szempontjait. Egy komplex elemzés esetén pedig a vizsgalati
szempontoknak ki kell terjednilik az elsajatitand6 ismeretek, objektumok ma-
tematikai tulajdonsagai mellett a figyelembe veendd didaktikai sajatossagaira is.

Kutatasunkban az iskolai tananyag hdrom témakdrére, a konvex négyszogekre,
a vektorokra és az egyenletekre alkalmaztuk e modellt. E harom alkalmazasbol
ebben a disszertacidban a konvex négyszdgekre és a vektorokra vonatkozo pél-
dék keriiltek bemutatasra. Mindkét konkrét matematikadidaktikai alkalmazés
példaado jelleggel illusztralja a modell alkalmazéasanak eldkésziileti igényét.

Ez a modell egyrész a vizsgalt témakor aprélékos €s gondos elemzését, mas-
részt az alkalmazo6jatdl matematikai és matematikadidaktikai kompetencia-
egylittest kovetel meg, cserébe rendszerszemléletli vizualis modellt szolgaltat,
amelyen egyidejiileg tanulményozhat6 az egész és részei.

3. A modellben a matematikai elvarasok és a didaktikai preferenciak milyen mér-
tékben egyeztethetok ossze?

A formalis fogalomanalizisen alapulo trichotomikus fogalomleirdsi modell ma-
tematikadidaktikai alkalmazasainak egyrészt meg kell felelniiik a matematikai

110



elvardsoknak, masrészt a didaktikai preferencidkat is érvényesitenitik kell. A
tudashalé minden modellje esetében kérdéses, hogy e kettds kovetelményt mi-
lyen kompromisszumok mellett elégiti ki modelliink.

A matematikai elvardsok kozott a Tarski-féle kritériumok alapjan a tartalmi
adekvatsagnak ¢€s a formai szabatossagnak van prioritdsa. A tartalmi adekvat-
sdg az abszolut pontossagot célozza meg, amit sziikséges és elégséges feltéte-
lekkel ragad meg. A fogalmak leirdsara mind a formalis fogalomanalizis, mind
a trichotomikus modell az objektumok tulajdonsagaként sziikseges és elégséges
feltételeket haszndl, ezért az adekvatsag szempontjabol e modell megfelel a ma-
tematikai elvardsnak. Didaktikai szempontbdl is fontos a pontossagra torekvés,
de nem hagyhat6 figyelmen kiviil, hogy a prototipus szemantika szerint a nyelvi
reprezentaciokban nem a sziikséges és elegséges feltételek kapnak dominans
szerepet, hanem az Un. tipikalitdsi és centralitasi feltételek, amelyek még a ki-
vételeket is megengedik. Ramutattunk arra, hogy a matematikai definicidkhoz
hasonldan a trichotomikus fogalomleirasi modell is a matematikai adekvatsagot
preferélja, és kozben felhivtuk a figyelmet arra is, hogy a matematikatanitas so-
ran tigyelni kell arra, hogy a hétkdznapi nyelvi nézépont €s a tudoméanyos ma-
tematikai nézOpont alaptulajdonsagaikban is eltérnek egymastol. A hétkdznapi-
matematikai nézOpontvaltashoz sziikséges képesség csak igen lassan, fokozato-
san alakithato ki.

A formai szabatossag a fogalom redundanciamentes leirasat jelenti, azaz csak
annyi informaciot jelenitsiink meg, amennyi feltétleniil sziikséges az adekvatsag
feltételének megtartasa mellett. E szempont azért kap kiilonleges prioritast a
matematikdban, mert elsddleges cél, hogy a rendszer logikailag ellentmondas-
mentes legyen. Trichotomikus modelliink viszont redundéns, hiszen a fogalom
leirasa az adott kontextuson beliil a fogalom 0sszes tulajdonsagat tartalmazza.
Didaktikailag természetesen elonyos, ha explicite teljesebben jelennek meg a
fogalom reprezentacioiban a fogalomazonositdshoz sziikséges azonositd ¢és
megkiilonboztetd tulajdonsagok, hiszen a tulajdonsagok redundanciéja eldsegi-
ti, hogy az 0j fogalmak tobb szdlon kétddjenek a meglévd tudashalohoz. A ma-
tematikai szabatossag elvetése didaktikai szempontbdl azért indokolt, mert a
fogalom elsajatitasat tiamogatja.

4. Van-e a matematikai modellnek a kognitiv folyamatok leirasara alkalmazhato
aspektusa?

A redukalt Galois-graf a megcélzott tudashaldo modelljeként szemléletesen tiik-
rozi a fogalmak kozti ala- és folérendeltséget, a hierarchikus viszonyt. Az egyes
fogalmak a tobbi fogalomhoz viszonyitva szemléletesen kapjak meg a helyiiket.
A redukalt Galois-grafban vizualisan is megjelenik a fogalmi terjedelmek tar-
talmazasi viszonya.

A specializalas a klasszikus értelmezésben a fogalmi terjedelem sziikitését je-
lenti, ami egyszerli halmazelméleti tartalmazassal modellezhetd. A Galois-
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grafban egyrészt tiikrozodik a specializalas ezen klasszikus értelmezése, mas-
részt a kovetkezd két informacidt is megjeleniti:

— a tulajdonsagok 6roklédnek a sziikebb fogalmi terjedelmekre;

— a specializalas klasszikus értelmezése mellett a grafban megjelenik a specia-
lizalas szempontrendszere is.

A Galois-grdf szerkezeti felépitésének sajatossaga, hogy az objektum-halmaz és
az attribitum-halmaz felcserélésével kapott Gn. transzponalt targyalasi kontex-
tus Galois-grafja az eredeti graf dualisaval kanonikusan izomorf, azaz a foga-
lom 4ltalanositéasa illetve specializalasa 1ényegében egy graf két kiillonb6zo ira-
nyu olvasataként jelenik meg benne. A Galois-graf e dualis jellegében pontosan
tiikkr6zédik az, hogy a fogalmi tartalom altalanositasa (illetve specializalasa)
mindig a fogalmi terjedelem specializalasat (illetve altalanositasat) jelenti egy-
ben. Hierarchikus modelliinkrdl leolvashaté az altalanositds és specializalés
szempontrendszere. (Példat adtunk arra is, hogy e szempontrendszerek tartal-
mazhatnak redundanciékat.)

Attekintettiik a konvex négyszogek hierarchidjanak kiilonbozé prekoncepciok
alapjan készitett abrazolasait. A kiilonboz6 grafok elemzése tobb félreértelmez-
hetd logikai hibara illetve hidnyossagra is rairanyitotta a figyelmet. Megallapi-
tottuk, hogy a megcélzott tudashalot reprezentald grafunk ezen elkdvethetd lo-
gikai hibék illetve hianyossagok szamat jelentdsen redukalja, hibaforrasként tu-
lajdonképpen csak a nyelvi reprezentaciok hianyossagaibol adodo félreérthetd-
ségeket tartalmazza.

5. A modellnek mint statikus halonak van-e olyan felhasznaldsi modja, ami a stati-
kus és dinamikus szemléletet osszekoti?

A redukalt Galois-graf a megcélzott tudashalo egy olyan statikus vizuélis rep-
rezentacioja, amelyen egyidejiileg tanulmanyozhat6 a fogalmi hierarchia egésze
¢s egyes részletei is. A tananyagegységek idobeli elrendezését modelliink nem
hatdrozza meg egyértelmiien, de a lehetséges felépitésekhez a grafbodl instrukci-
ok nyerhetdk. Ezek elemzésekor kiemelt jelentdséget kell tulajdonitanunk an-
nak a kognitiv megallapitasnak, hogy a tudashaloba beépitett ismeretek torlése
gyakorlatilag nem megoldhato.

A tudashalo olyan bdvitésekor, amikor 1j, absztrakt objektumot kell bizonyos
relevansnak tekintett tulajdonsagok alapjan meghatarozni, a Galois-graf segit-
séget nyujt abban, hogy az absztrakt fogalom megalapozasahoz nélkiilozhetet-
len konkrét példak sokasagabdl megfelelden elkiilonitsiik illetve csoportositsuk
azokat, amelyeknek fontos szerepe van az absztrakt fogalom elokészitésében. A
példak megvalasztasanak alapelvei a kovetkezok:

— a példa jellegzetesen hordozza magaban az absztrakt fogalom relevans tulaj-
donsagait;
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— a példak soraban a nem-relevans tulajdonsagok valtozatos tarhaza is jelenjen
meg, ellenkezd esetben egy-egy felesleges attribitum téves kdvetelményként
kapcsolodhat az absztrakt fogalomhoz. (A tévhitek késébbi torlése a tudasha-
16bol mar komoly nehézségekkel jar!)

Az absztrakt vektor fogalmanak kiépitését vizsgalva az absztrakcid szempont-
jébol relevans tulajdonsdgok kiemelése és a zavar6 momentumok csdkkentése
alapjan megallapithatd, hogy az absztrakt vektorfogalom kialakitdsahoz a geo-
metriai €s az algebrai megalapozasokra egyarant sziikség van. A megcélzott tu-
dashalo altalunk elkészitett vizualis reprezentdcioja ramutatott arra is, hogy a
geometriai vektor fogalméanak szerepeltetése a példak sordban nem az absztrakt
vektorfogalom kialakitasdnak iranyaba mutat, hanem a részletes elemzés szerint
az osztalyozasi eljarasra szolgéltat egy ijabb példat. Az euklideszi és affin vek-
torfogalom megalapozasahoz elkészitett Galois-grafok azt mutatjak, hogy a tu-
dashalo szerkezetileg az affin 4ltalanositds soran valtozatlan marad, tartalmaban
is csak csekély kiegészitések kapnak helyet.

A konvex négyszdgek tanitdsdnak magyar gyakorlata eldszor a szimmetria tu-
lajdonsagokra épiti a négyszdgfajtak jellemzését, majd ennek fixalodasat kove-
tden a metrikus tulajdonsdgok alapjan targyalja a négyszogeket. A kozépiskola-
ban alapvetdéen mar csak a hur- és érintonégyszogekkel egésziil ki a témakor. A
konvex négyszdgekre mindharom kontextusban alkalmaztuk modelliinket. A
szimmetridk alapjan elkészitett redukalt Galois-graf a metrikus targyalas esetén
lényegében csak a trapézzal egésziil ki, mikdzben az egyes négyszogosztalyok
tartalma teljesen mas (metrikus) értelmezést is kap, majd a kozépiskolai altala-
nositasban a hur- és érinténégyszogekkel egésziil ki a konvex négyszogek fo-
galmi hierarchidja. A tudashalé e reprezentacidja alapjan megallapithattuk,
hogy e felépités soran az egyes ismeretegységek kozt kialakult és elmélyitett
kapcsolatokat a késdbbiekben nem kell tordlni, sét az ujabb tulajdonsagok alap-
jan a mar meglevd kapcsolatok tovabb erdsddnek. Elemzésiink szerint didakti-
kus a tananyagnak ez a felépitése, hiszen az egyes tanitasi fazisok megcélzott
tudashaloi egymasra épiilnek.

rrrrr

feladatok és feladatsorok tervezéséhez?

Egy tananyagrész redukalt Galois-grafja felhivja a figyelmet néhany feladatti-
pus fontossagara. A konvex négyszogek témakdrében konkrétan ramutattunk
arra, hogy a feladatok jelentds része a fogalomazonositas kiilonbozd reprezen-
tacioi kozti atjarhatdsaga alapjan kivanja a tudashaléban kiépitendd kapcsolato-
kat megerdsiteni. A trichotomikus modell harom komponensébdl barmelyik
megadasa esetén a masik két komponenst is tudni kell azonositani. (A tagada-
sokat is beleértve ez 26 feladattipust jelent!) A fogalmi hierarchia alapjan pe-
dig a fogalmak terjedelmére illetve tartalmara vonatkozdan tovabbi feladattipu-
sok fogalmazhatok meg.
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A feladatsorok jellemzése a feladatok-itemek relacid elemzésén alapul. Meg
kellett allapitanunk, hogy a megcélzott tudashalo explicit eléallitdsdnak hidnya-
ban az itemlista eldallitasa szubjektiv, esetenként vitathato elemeket tartalmaz.
A kiilonbozd feladatsorok jellemezheték annak alapjan, hogy megoldasuk
mennyi item ismeretét koveteli meg. A feladatsor jellemzdje az is, hogy hany
item felhasznalasaval oldhatok meg az egyes feladatok, azaz feladatai mennyire
komplexek.

A feladatok-itemek relacid Galois-grdfja alapjan bevezettiikk a szintkiilonbség
fogalmat (a szomszédos klikkek itemszamkiilonbsége), ami lehetové teszi egy
feladatsor arnyaltabb jellemzését is. A didaktikusan felépitett tankonyvi példa-
tarak Galois-grafjaban példaul csak kis szintkiilonbségek fordulnak eld, ui. az
Osszetettebb feladatok megoldéasat egyszeriibb, illetve fokozatosan nehezedd
feladatokkal készitik eld. Az érettségi feladatsorokban tobb item, komplexebb
feladatok és nagyobb szintugrasok fordulnak eld.

Egy algebrai atalakitasok témakorében iratott ellendrzédolgozat példajan ke-
resztiil mutattuk be a strukturdlis elemzés nehézségeit. A strukturélis értékelés-
ben a feladatsor elemzésébdl kell kiindulni. A feladatok kivélasztdsa és az
itemlista meghatdrozéasa a szaktanari rutinon ¢€s intuicion alapul. A feladatok-
itemek relacid klikkjeinek meghatarozasa felhivja a figyelmet arra, hogy bizo-
nyos itemcsoportok tobbszor, egylittesen fordulnak eld, ami arra utal, hogy a
feladatsor az itemek ilyen csoportos kapcsolodasait preferalja. Tudatos feladat-
valasztasok esetén ezek a kapcsolodasok rejtett tandri preferencidkat jelenitenek
meg, amelyek feltarasat a feladatsor Galois-grdfja elésegitheti.

7. A modell alkalmazhato-e az ellendrzo feladatsorok tanuloi megoldasainak kiér-
tékelésében?

A tanul6i megoldasok hagyoményos értékelései a tanulok-itemek relaciotablan
alapulnak, amely azt az informdaci6t tartalmazza, hogy az egyes tanulok melyik
feladat-itemeket oldottdk meg helyesen. Egy adott item tobbszor is eléfordulhat
egy feladatsorban, amit az egyes tanulok bizonyos feladatokban helyesen olda-
nak meg, mas feladatokban viszont nem. Széls6séges esetként a kovetkezd két
hipotézissel éltiink az item tudasara vonatkozoan:

— instabil tudas hipotézise: az ,,item tudasat” elfogadjuk, ha a tanul6 legaldbb
egyszer helyesen megoldotta;

— stabil tudas hipotézise: egy ,item tudasat” csak akkor ismerjiik el, ha minden
el6fordulasakor a tanul6 helyesen oldja meg.

A gyakorlatban alkalmazott értékelések altalaban e két sz¢&lsdség kozott allnak,
ui. az egyes itemek elfogadasa sulyozottan torténik annak alapjan, hogy az ese-
tek hany szdzalékaban oldotta meg helyesen a tanulo.

A tanulok-itemek relacio Galois-grafjat elkészitve akar a stabil, akér az instabil
tudas hipotézise alapjan tobbnyire olyan bonyolult Osszefiiggésii, nagyméretii
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grafot kapunk, amelybdl megalapozott didaktikai kovetkeztetéseket nem tud-
tunk levonni.

Példat mutattunk arra, hogy a feladatok-itemek relacio elemzésével eldallo
klikkek segitséget nyujthatnak ahhoz, hogy a preferalt itemkapcsolodasokat a
hagyomanyos pontozasos értékelési rendszeren beliil figyelembe vehessiik. Az
itemek mellett a ,,megoldott klikkeket” is pontozva modositottuk az eredeti ér-
tékelés. (A klikkek bevonasat az értékelésbe az indokolja, hogy az
itemkapcsolodasok felismerését és alkalmazasat rendszerszemléletileg tobblet-
tudasként ismerjiik el.)

Megallapitottuk, hogy a hagyomanyos ¢és a klikkeket is figyelembe vevd értéke-
1és kozott erds korrelacio van. (A korrelacios egylitthatd értéke: 0,96) A reg-
resszios egyenestdl tavolabbra keriild pontokat vizsgédlva eddigi tapasztalatunk
szerint a pozitivabb értékeléseket olyan tanulok kaptak, akik az atlagnal sokkal
kitartobban, makacsabbul igyekeznek egy-egy feladatot megoldani, illetve ne-
gativabb értékelést jelent azok szamara, akik felszinesen inkdbb a kdnnyen
megoldhato részleteket mazsolazzak ki a dolgozat feladatsorabol.
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7. OsSSzEGZES, KITEKINTES

Megmutattuk, hogy a megcélzott tudashalé matematikai modelljeként a Galois-grafot
alkalmazva matematikadidaktikai szempontb6l érdemi informacidkhoz tudunk jutni.
A modell preciz alkalmazasai nyoman kideritettiik, hogy a fogalmi hierarchiak eseté-
ben a klikkek a lehetséges, Un. potencialis fogalmaknak felelnek meg, melyek nem
mindegyike valik fogalomma4, igy a fogalmi hierarchidk modellje csak egy redukalt
Galois-graf, ami mar nem feltétlentiil algebrai haloé az uni6 és a metszet miiveletére.

E modell alkalmasnak bizonyult az dltalanositas és specializalas, valamint az abszt-
rakcio és konkretizacio gondolkodasi miiveletparok olyan dualis leirasara, amelybdl a
kognitiv pszicholdgia alapelveivel konkrét instrukcidkat kapunk a szdba johetd
tananyagfelépitésekre. A konvex négyszogekre végzett modellvizsgalatunk
kimutattta, hogy a magyar matematikatanitdsban kialakult gyakorlat (el6szor szim-
metriaelvli, majd metrikus tulajdonsdgokon torténd targyalasuk a kozépiskolaban
kiegésziil a hur- és érintd négyszogekkel) didaktikus, mert a megcélzott tudashalod
csak boviil, mikdzben a mar meglevé belsd kapcsolatok megerdsitést kapnak. A mo-
dell hasonlé eredményt adott a vektor euklideszi és affin targyaldsara, mikozben az is
kidertilt, hogy az absztrakt vektor fogalmanak tartalmas kiépitéséhez az algebrai és a
geometriai megalapozasokra egyarant sziikség van. (A modellvizsgalatunk ramutatott
arra is, hogy a Magyarorszagon is hasznalatos geometriai vektor fogalma elsésorban
nem az absztrakt vektor fogalmi kialakulasat segiti eld.)

Kognitiv szempontbdl ennek a modellnek az egyik eldnye, hogy az dltalanositds és
specializalas, valamint az absztrakcio és konkretizacio relevans és irrelevans szem-
pontjait szemléletesen €s explicite tartalmazza. A megcélzott tudashald e matematikai
modelljén kozvetleniil tanulméanyozhato, hogy a kiilonb6zd fogalmi épitkezések soran
keletkezd részhalok egyes kapcsolatai mennyiben kapnak megerdsitést, megmarad-
nak-e, vagy kiegésziilnek, valamint hogyan keriilheté el, hogy a késébbiekben ne
kelljen tordlni egy kozben (feleslegesen) kialakitott, beépitett kapcsolatrendszert. Az
utébbi momentumnak kiilondsen nagy jelentdséget kell tulajdonitanunk, ui. a meglé-
vO ismeret torlése hatraltatja, s6t esetenként ellehetetleniti a tanulési folyamatot.

A modell matematikai értelemben ugyan nem szabatos, mert egy fogalomhoz az 6sz-
szes tulajdonsagat hozzarendeli, de ez didaktikai szemponbdl hatirozottan eldnyds.
Ez a fogalomleirdsi modell is adekvat, sziikséges €s elégséges feltételekkel operal,
ezért nem alkalmas a hétkdznapi nyelvhasznalathoz és gondolkodashoz jobban illesz-
ked6 prototipus szemantikai észrevételek hasznositasara. A tipikus tulajdonsag leira-
séhoz mas tipusu modelleket alkalmazunk. (Fatalin 2003c; Vasarhelyi 2007)

A modell alkalmazhatdsagat erésen korlatozza, hogy a jelenleg joghatalyos dokumen-
tumok tételesen nem soroljak fel a megtanulando6 ismereteket, pedig még ezek mate-
matikai és didaktikai sajatossagaira is sziikség van a kiindulasi relacio eléallitdsdhoz.
Az ismeretek és kovetelmények tételes megadasdhoz gondos, aprélékos munka, va-
lamint matematikai és matematikadidaktikai kompetencia sziikséges.
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A sziikséges ismeretek €és kovetelmények tételes megadasanak hianydban e modell
csak erdsen korlatozott mértékben alkalmazhat6 a tanuléi tudas értékelésében. A hét-
koznapi tanitasi gyakorlatban a szaktanari rutin €s intuicié hidalja at a tételesen meg-
adott kovetelményrendszer hidnyat, amitdl az értékelés szubjektivebbé valik. A példa-
tarak és a feladatsorok elemzésére felhasznalhaté e modell, ha a tudasegységeket
itemként azonositja egy szakember. A Galois-graffal a feladatsorok szerkezete arnyal-
tabban jellemezhetdvé valik.

A feladatsorok tanul6éi megoldasainak kiértékelésére hasznalva a Galois-grafot, csak
meglehetdsen bizonytalan értékli didaktikai megallapitasok tehetdk az osztaly tudas-
struktardjara. A feladat- €és item-megoldasok alapjan a tanul6i tudéasra kozvetleniil
nem tudunk kovetkeztetni, ui. a tanulok tudasdban jelentds instabilitds tapasztalhato.
Ezek hatasa vizsgalhato az instabil és a stabil tudas hipotézise alapjan. Akéar a tradici-
onalis értékelés, akar e két szélsdséges hipotézis alapjan készitjiik is el egy dolgozat
alapjan az osztaly teljesitményét leird Galois-grafot, megbizhaté didaktikai kovetkez-
tetést az osztaly tudasara vonatkoz6an nem tudunk tenni.

A tanul6i megoldasok klasszikus pontozasos értékelésében elérelépést jelenthet, ha a
feladatsor klikkjeinek, azaz a szaktanar altal preferalt itemcsoportok egyiittes megol-
dasaért extrapontot adunk. Az igy modositott értékelés erds korrelaciot (0,96) mutat a
csak itemeket pontozo értékeléssel. Kivételes esetekben tapasztalhatd csak jelentd-
sebb (£10-15%-o0s) eltérés a két értékelés kozott.

A modell alkalmazasahoz, valamint az értékelési rendszer objektivabba tételéhez arra
lenne sziikség, hogy a megtanulandé ismeretek €s kovetelmények tételes formaban is
eldirasra keriiljenek. Az eldzetes becslések szerint e listdk ezres nagysagrendiiek le-
hetnek. E listdk kézponti meghatarozasanak hianyaban a Galois-graf modellként valo
didaktikai alkalmazésai csak szlikos témakorokre szoritkozd probalkozasként fognak
megjelenni a kozeljovoben. Az osztily és az egyéni tudads vizsgdlatdhoz mar nem
elégséges a trichotomikus fogalomleirdsi modell, ui. az objektiv fogalom mellett he-
lyet kell biztositani a szubjektiv fogalom szamara is.
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SUMMARY

One of the missions of teaching mathematics is to develop the skill of pupils’ con-
cept-building with the specific means. The concept-building is a complex process that
is difficult to examine, because the subjective internal representation of the concepts
is not available for us by direct methods, moreover the single concept gets a meaning
not by itself but only by the connection system of the other concepts. Therefore the
examination of the concept-building is necessarily a model examination, since we try
to conclude on the internal thinking processes on the basis of the external representa-
tions appearing by the means of communication.

In the formal concept analysis concept is the name of the cliques of relation, i.e. the
maximally closed pairs of set of the relation. The ordered pair of sets serves the char-
acterization of the cliques (extent or intent of the clique), while the trichotomical con-
cept description model applies the ordered triple for the concepts (terminus; extent of
the concept; meaning of the concept). As we mapped the extent of the clique and the
extent of the concept, and mapped the intent of the clique and the meaning of the
concept in this model we had to introduce accessorily the so-called concept of poten-
tial concept that suits the clique. The potential concept has exact extent and meaning,
but does not necessarily get a name. The differentiation of the concepts and potential
concepts is important because only the concepts with names get place in the aimed
knowledge net. It means that during modelling the concepts net, the cliques without
names have to be deleted from the Galois-graph. Of course during the reduction of
the graph we keep the containing relations, but the knowledge net in algebraic intel-
lect will no longer be a net regarding to the operation of the section and union.

The goal of our present research was applying the trichotomical concept description
model based on the formal concept analysis for modelling the aimed knowledge net.
The examination of the reduced Galois-graph produced as a model revealed the fol-
lowings:

1. The concept hierarchies can be modelled with DAG (directly acyclic graphs), but
these are usually not algebraic nets on the operations of section and union.

We have surveyed the representations of the hierarchy of convex quadrilaterals made
on the basis of different preconceptions. The analysis of the different graphs also
called attention to several logical mistakes and defects that may be badly interpreted.
We have established that our graph representing the aimed knowledge net reduces the
number of these committable logical mistakes and defects greatly, as sources of error
it actually contains only the possible bad intelligibility coming about the defects of
the language representations.
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2. To apply the model accurately the detailed development of the curricular specifi-
cations are needed.

Nowadays the software producing the Galois-graph is available, but the practical ap-
plication of the model is held down because lists describing the curriculum are not
available thoroughly and fully. This model requires the detailed and careful analysis
of the examined subject matter on one hand, and mathematical, mathematical didac-
tics competence collectivity from its applier on the other hand. In return for that it
supplies such system-viewed visual model, on what the whole and its parts can be
examined simultaneously. To collect them the thorough, careful and time-consuming
investigation of the special literature is necessary.

3. The reduced Galois-graph is such a visual representation of the aimed knowledge
net, on which the whole concept hierarchy and also its parts can be examined si-
multaneously.

The single concepts compared to the other concepts get their places expressively. The
content relation of the conceptual extents appears in the reduced Galois-graph visu-
ally too.

4. The reduced Galois-graph as the model of the aimed knowledge net suggestively
reflects the basic properties of the dual action-pairs of the generalization—
specialization and abstraction—concretization from cognitive view.

The generalization and specialization of the concept appear essentially as two differ-
ent direction of interpretation of one graph in it. In this dual character of the Galois-
graph it reflects correctly that the generalization (or the specialization) of the concep-
tual contents always means the specialization (or the generalization) of the conceptual
extension at the same time. The standpoints system of the generalization and the spe-
cialization can be read off from our hierarchical model.

We applied our model on the convex quadrilaterals and on the abstract vector con-
cepts. For example on the convex quadrilaterals we got the following conclusion:

The Hungarian teaching practice at first builds the characterization of the quadrilater-
als types on the symmetry characteristics, then after its fixing describes the quadrilat-
erals on the basis of the metrical characteristics. This subject matter is completed only
with the inscribed and circumscribed quadrilaterals in the secondary school. We ap-
plied our model on the convex quadrilaterals in all three contexts. The reduced Ga-
lois-graph executed on the basis of symmetries is practically completed only with the
trapezium in case of metrical discussion, while the contents of the quadrilaterals
classes get also a totally different (metrical) interpretation, then in the secondary
school generalization the concept hierarchy of the convex quadrilaterals is completed
with the inscribed and circumscribed quadrilaterals. According to this representation
of the knowledge net we could determine that in case of this construction the connec-
tions developed and deepened among the single knowledge units are not have to be
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cancelled later, moreover the newer features strengthen the already existing connec-
tions. According to our model this construction of the curriculum is didactic, because
the aimed knowledge nets of the phases of teaching are built on each other.

5. The Galois-graphs are suitable means to characterize the series of tasks more pre-
cisely, that help to uncover the hidden preferred items of the teacher.

On the basis of the relation Galois-graph of the tasks-items we have introduced the
concept of level difference (the difference between the numbers of items of the
neighbouring cliques), that also makes it possible to characterize finely a series of
tasks. For example in the Galois-graph of the didactically built collections of exam-
ples in the schoolbooks occur only small level differences, because more simple tasks
that become gradually more difficult prepares the solving of the more complex tasks.
There are more items, more complex tasks and bigger jumps in levels in the series of
tasks of the final examination.

We have presented the difficulties of the structural analysis on the example of a con-
trolling test made written in the subject matter of the algebraic transformations. The
choice of the tasks and the determination of the item list are based on the routine and
intuition of the subject teachers. The determination of the relation cliques of the tasks-
items calls attention to that some groups of items occur together, several times, that
refer to that the series of tasks prefers this grouped connections of the items. In case
of conscious choice of tasks these connections represent hidden teacher’s preferences,
of which disclosure the Galois-graph of the series of tasks may help.

6. The Galois-graphs of the pupils-items relation are large-sized graphs with compli-
cated connections, because of the instability of the pupils’ knowledge, from which
we can not draw grounded didactics conclusions. We examined the tasks solutions
of the pupils’ on the basis of the hypotheses of the stabile and instable knowledge.

We have set an example on that the cliques coming about the analysis of the tasks-
items relation can help considering the preferred item connections within the tradi-
tional evaluation system on points. We have modified the original evaluation by
pointing the ,,solved cliques” beside the items. (Participation of the cliques in the
evaluation is reasonable because we admit the recognition and application of the item
connections as plus knowledge in system view.) We have set an example on that the
cliques coming about the analysis of the tasks-items relation can help considering the
preferred item connections within the traditional evaluation system on points. We
have modified the original evaluation by pointing the ,,solved cliques” beside the
items. (Participation of the cliques in the evaluation is reasonable because we admit
the recognition and application of the item connections as plus knowledge in system
view.)
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