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Bevezetés

A disszertaci6 két f6 fejezetet tartalmaz, egy fliggeléket és egy hi-
vatkozdsokat tartalmazo részt. A disszerticid sordn a diadikus analizis
szokdsos jeloléseit alkalmazzuk. Legyen n € N és I := [0, 1). Ekkor

o0 o0
n= Z nj2’  és x= Z x, 2~ D
n=0 n=0

az x € I és n € N szdmok diadikus alakja, ahol ng, x; € {0, 1}.
Definidljunk mar karakterrendszert az (I, +) halmazon. Elsé 1épés-

ként az w = (w,,n € N) Walsh-Paley- és « = (k,,n € N) Walsh—

Kaczmarz-rendszer n-edik tagjéat az aldbbi médon definidljuk:

o) 1= [ D9 & k) = mua)(=1)Ze i,
j=0
Ezek a rendszerek karakterrendszert alkotnak az (, +) halmazon, ahol
a + mivelet az dgynevezett diadikus vagy logikai 6sszeget jeloli.
Ezen a halmazon a harmadik karakterrendszer a v = (v,,n € N)
2-adikus egészek rendszere. Ebben az esetben a + miivelet a 2-adikus
vagy mds néven aritmetikai Osszeget jeloli. A rendszer n-edik tagja az
alabbi médon irhato fel,

[ee]
. X X0
v, = 1_[ U;']]-, ahol  vyn(x) := 8(311 t.ooot 2n+1)'
n=0

Mindhérom esetben n; €s x; (j € N) jelolirendre azn e Nés x € [
szdmok bindris egyiitthatoit.

Legyen ¢ € {w,«,v}. A Dirichlet-magfiiggvényt, illetve az f €
L'(I) n-edik Fourier-egyiitthatéjat és Fourier-soranak n-edik részlet-
Osszegét rendre az aldbbi médon definidljuk:

n—1
DE= Y = [ fpco daco
k=0 7
n—1 R 1 n
Sirw) = ) faw. i) = —= > SefW).
k=0 k=0

Az elsé rész. A disszertici6 elso részében a Fejér-magfiiggvények
maximdloperatorat vizsgaltuk a Walsh—Paley-rendszerben és a Riesz—
logaritmikus kozepeket vizsgaltuk a Walsh—Paley- illetve a Walsh—
Kaczmarz-rendszerekben.



Az emlitett magfiiggvényeket rendre az aldbbi médon definidljuk:

I’llD‘P

ZD(F’ Ri= lognZ k'’

ahol Ky :=0és ¢ € {a),K}.

Walsh—Paley-rendszerben 1955-ben N.J. Fine bizonyitotta a Fejér-
kozepek majdnem mindeniitti konvergencidt integralhato fiiggvényekre
([3]). 1997-ben Gét a Fejér-magfiiggvény maximaloperdtorara adott
becslés segitségével bizonyitotta a Fejér-kozepek majdnem mindeniitti
konvergencidt a Walsh—Paley-rendszerben ([4]).

Fejér-magfiiggvény maximaloperatoranak vizsgalata. Ezutdn
térjlink 4t a Fejér-magfiiggvények maximaloperatordnak a vizsgalatara.
Az els6 ezzel kapcsolatos egyenlStlenség Gét nevéhez filizddik, aki
1997-ben igazolta az aldbbi egyenlStlenséget.

TETEL ([4]]). Minden a < A € N esetén
f sup |K,(x)| dx < C V244,

[n|>A
a

P

Gogmava 2004-ben jobb felsd becslést adott az el6z6 eredményhez
képest. O az alabbi allitast bizonyitotta.

TETEL ([9)]). Minden a < A € N esetén

fsup K, (%) dx < C
|n|>A

a

—a

Az elsd eredmény, hogy a Goginava altal adott becslés tovabb nem
javithaté.
TEreL (Gat—Lucskai [Al]).
1

log(N6 1
fsup K, ()| dx > ¢ 0g(No) (N > —).
>N Né6 1)

Riesz-logaritmikus magfiiggvények vizsgalata Trigonometrikus
esetben a Fejér-magfiiggvények csak pozitiv értéket vehetnek fel, igy
ezt a tulajdonsdgot felhaszndlva konnyen igazolhatjuk, hogy a Riesz-
logaritmikus kézepek csak pozitiv értéket vesznek fel.

Azonban a Walsh—Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerben a
Fejér-magfiiggvények negativ értéket is felvehetnek. Igy az emlitett
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rendszerekben nem haszndlhat6 a trigonometrikus rendszerbeli bizo-
nyitds. Ennek ellenére a Walsh—Paley-rendszerben sikeriilt igazolni az
alabbi tételt, amely bizonyitdsa sokkal dsszetettebb, mint a trigonomet-
rikus rendszerre vonatkozo bizonyitds.

TETeL (Gat-Lucskai, [[Al]). Legyent,n € N és x € I; \ I,,1. Ekkor

t
R > —2 han>2 6 R)=""1 han<2
16logn logn
A bizonyitas soran a MATLAB komputeralgebrai programot hasz-
naltuk, hogy az n € {1,...127} és t < 6 esetekben is igazoljuk a tétel
allitasat.
A tételnek két kovetkezménye van.

KoverkezmENy (Gat-Lucskai, [Al]). A Walsh—Paley-rendszerre vo-
natkozo Riesz-logaritmikus magfiiggvény pozitiv n € N és minden x €
[0, 1) esetén.

A masik kovetkezmény egy komoly eltérést mutat a Walsh—Fejér
és a Walsh-logaritmikus kozepek kozott.

KoverkezmENy (Gat-Lucskai [[Al]). Legyen t,a € N iigy, hogyt > a
teljesiiljon. Ekkor
1

fsup R, (x)| dx = oo.

n>2!
2—{1

fenndll a Walsh—Paley-rendszer esetén.

A kovetkezd eredményiink egy tdjabb eltérés mutat a a Walsh—
Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerek kozott. Utébbi rendszerben
megadhaté a Riesz-logaritmikus magfiiggvényeknek egy olyan soroza-
ta, amely valamely intervallumon negativ értéket vesz fel. Pontosab-
ban teljesiil az alabbi tétel.

TeteL (Gat-Lucskai [Bl]). Legyen A = 2" + 2!, < n € N és

1 1
X==+- Ekkor

2T e

log(A)R} (x) < -0.02 - 2".

A bizonyitdsban a Young-egyenlGtlenségnek egy kovetkezménye
jatszik fontos szerepet.



Lemma (Young-egyenlbtlenség, [17]). Legyen n € P, akkor

1 N1 1
| —
Xn+ 1) sk g —y < 3

1
ahol y = lim (Z £ log(n)].

k=1

Koverkez™mENY. Legyen n,N € N és N > n. Ekkor fenndllnak az
aldbbi egyenlétlenségek:

N 1
—log (—) < -.
n n

i agh
»I»—‘

0<
k=n
Maisodik rész.

Ebben a részben igazoljuk az egydimenzids Riesz-kozepek és a
kétdimenzios (C, a)-kézepek majdnem mindeniitti konvergencidjat.

Egydimenzios eset. A Fejér-kozepet €s a Riesz-0sszegzési eljaras
K,” magfiiggvényét a kovetkezSképpen definidljuk:

—

S

1 < vy 1
— DA Y _ Y\
Kn T n+1 ZD/{’ KI(’l T nay Z( k ) Uk,
k=0 k=0
ahol Ky := 0,n € Nés 0 < min{a,y} < 1 < max{a,y} < 0. Az f

integralhato fiiggvény Riesz-kodzepe:
1 n—1
ay - Y 1N s
o7 ) = — Z()(n IS0}
J:

Ha a = y = 1, akkor Fejér-kozéprol beszEliink.

Taibleson kérdése az volt, hogy a 2-adikus egészek rendszerében
teljesiil-e a 0, f — f majdnem mindeniitti konvergencia minden f €
L! esetén. Tobb mint hiisz évvel késébb, 1997-ben Git a [5]] cikkében
igazolta Taibleson sejtését, 2007-ben pedig a [6] cikkében &ltaldnosi-
totta az el6z6 eredményét minden o > 0 esetén.

A Riesz-kézepek majdnem mindeniitti konvergencidjat a trigono-
metrikus rendszerben Riesz igazolta ([13}[19]]). A Walsh—Paley-rend-
szetben a 0 < v < 1 < a esetet Weisz bizonyitotta ([L6]). Weisz

eredményét bizonyitottuk a 2-adikus egészek korében.
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TeteL (Gat—Lucskai [C]). Legyen 0 <y < 1 < a. Ekkor o3 f —
f majdnem mindeniitt minden f € L'(I) esetén, ahol I jeléli a 2-adic
egészek csoportjdt.

Tekintsiik at a bizonyitas f6bb 1€péseit. Eldszor, a Riesz-magfiig-
gvényre az alabbi felsé becslést adtuk:

11
LB
=1

=1 2%
T, =n"% ng (I+2) ’A2an,n("')—l—1) IKil,

k=0 1=0
-1 21

To:=n" > me Yy (1+2)|Aca, 0| 1K,
k=t  1=0
ln-1  2k—1

T3=n"" Y m > (1+2)|Aod, 01| 1K,
k=t =2

B

k=0
[n|=1
Ts:=n" » mQ"+ D|A1a, 0 2| |Kxls
k=t
-1 n|
T6 =n ng |an,n(k)—2k| D2k’ T7 =n Z ny 'an,n(k)—2k| D2ka
k=0 k=t
20—1
Ts =1 ) (i +2)|Aoan| - 1K1,
i=0
2]
Ty :=n"" )" (i +2)|Aadn| - IKisil,
i=2!
T]() = n‘“y(z'"' + 1) ’A]Cln,zm\ . |K2\n\ N T]] = n_‘17|an,2|n\ D2\n|.

Ezt a fels6 becslést felhasznélva kapjuk a kdvetkezd két lemmat.
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LemMa. Legyen f € L'(I) olyan, hogy supp f C I, és ff =
I
teljesiil. Ekkor

f sup f * KZ7| dA < Cay I1fll
J  n>2!
I

LemMa. Legyen f € LY(I). Ekkor az SUp,eny | f *K,(f’y| operdtor
(L™, L®)- és (L', LY)- tipusii.

Innen a tétel bizonyitdsa a [[14] konyvben taldlhaté érvelésen ala-
pul (azaz, az egy-dimenzids polinomok, azaz a v, fliggvények véges

linedris kombindcidja, az L' (I) térben sfiri halmazt alkot). Ezt a tényt
és az el6zd két lemmat felhasznalva megkapjuk a tétel allitasat.

Kétdimenzios eset. Ezutdn tekintsiik a 2-adikus egészek csoport-
jan definialt kétdimenziés Fourier-sorokkal kapcsolatos fogalmakat. A
normalt Haar-mérték egybeesik egydimenzids esettel. A kétdimenzids
Fourier egyiitthatokat, a kétdimenzids Fourier-sor téglalap felett vett
részletosszeget és a (C, &) Marcinkiewicz magfiiggvényt és kozepet az
alabbi médon definidljuk:

f(n',n?) = f Fxb, X0, (0,2 (x?) dA(xt, x3),

IxI
n'—1n2-1
St y?) = >0 > FK L Kp o),
K'=0 k2=0
Ki'y) = o ZA DD,

n

I
o f' ) AQZAZ 2S5y

=1

K\ (x', x?) = m Z Dj(xl)Dj(xz),
=0

ahol n,n',n> e Nés x!, x%, y!,y? € I.
A (C, 1) Marczinkiewicz k6zepek majdnem mindentitti konvergen-
cidjat tetszbleges integralhat6 fiiggvény esetén Blahota és Gat igazolta

8



2009-ben ([1I]). Ezt az eredmény trigonometrikus rendszerben Griin-
wald ([12]) és Zhizhiashvili ([[18]]) igazolta. 2006-ban Géit és Gogi-
nava igazolta minden integrdlhaté fiiggvény esetén a kvadratikus rés-
zletosszegek (C, @) kozepének konvergencidjat kétdimenzids Vilenkin-
Fourier sorokra ([[7]]). Az alabbi eredményiink altaldnositja Blahota és
Gat eredményét minden a > 0 esetén, amely eredményt Goginava iga-
zolta a Walsh—Paley-rendszerben ([8], [[10], [LL]]).

TéteL (Gét-Lucskai, [Dl]). Legyen 0 < @ < 1. Ekkor of — f
teljesiil majdnem mindeniitt, minden f € L'(I?) esetén ahol, I jeloli a
2-adikus egészek csoportjdt.

A kovetkez6 lemma az egydimenzids (C, @) Cesaro-kozEép max-
imdloperatordnak becslését adja meg.

Lemma (Gét-Lucskai [D]). Legyen A,k € N és A > k. Ekkor

2K\
fsup ’K,ﬂ di<C, (Z_A) ,

J n>24
I
a1
hol 6 = min§ —, — .
aho mm{ > 4}
A kovetkezd részben legyen 0 < @ < 1 és |n| := B. El6szor

definidljuk a M, magfiiggvényt az alabbi médon:
&
M2(x!, ¥?) = o D ATID D) (e,
n ]:O
Lemma (Gét-Lucskai [D]]). Legyenn € N, z!, 72 € I. Ekkor

5 2
IMi 2| < TR D) + )0 Y Th, 227 + T, ) + ThE, ),
u=2 i=1
ahol
Ty %) := Dys(2)Dys (),
B-12M1-1 4-1

T3 2 = (=D Y Y S K],

a
=0 =2! An
B-1
Ta(E, 27 = Dy ) 207 k) ()]
=0
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B-1
Th, 27 = (1 = @)Dy (™) )~ 20178 |k (1)

=0
. . . B_l .
TISg(Zl, Z3—l) = ng(z3—l) Z 2(l+l—B)a ’Kzl](zl)’ ,
=0
1 281
T2 = (1= a) g DAY KL 2.
28 =0

T;(zl,zz) = |K23_1(z1,z2)| ,
ési=1vagy?2.
Ezt a becslést felhasznalva igazolhatéak az alabbi lemmak.
LemMa (Gat-Lucskai [D]). Legyen f € L'(I?) olyan, hogy supp f C
I x I és [ f = 0. Ekkor

fsup|f*T§' dA < Co - If1ly s

n>2k

I X1,

aholu=1,2,3,4,5,6,7.

Lemma (Gat-Lucskai [D]]). Legyen f € L'(I?). Ekkoru =1,2,...,7

esetén a sup | f Tl’é| operdtorok (L™, L™)-tipusiiak.
BeN

Lemma (Gat-Lucskai [DI]). Legyen f € LY(I?). Ekkoru=1,2,...,7
esetén a sup | fo* TI’§| operdtor gyengén (L', L")-tipusii.
neN

Koverkezmeny 0.1 (Géat-Lucskai [D]). A sup | f* M,Of| operdtor gyen-
neN
gén (L', LY-tipusi.
A bizonyités utolsé 1épése a K%(x!, x?) operdtor vizsgalata.

Lemma (Gét-Lucskai [D]). Legyen n € N, ekkor
ap 12 R T I T : ) 1.2
|Kn(x,x)|§G1(x,x)+;(%) ;G(x,x)+G6(x ,X%),
ahol
Gi(x', x%) = [M%, (', )
Ga(x',x%) = Dy (x) Dy (%),
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G3(x!,%%) = Dy (32 |1r<1 (xl)l,

n=1

’

Ga(x!, x2) = Dy () ’Kl’“ 2)

n@=1

Gs(x', x%) = [M%_, (', x|,

s S 1 a(hg—h;-1) N -
Gotx, ) = | 7 K2 ().

Az utolsé lemma, amelyet megemlitiink a bizonyitas legfontosabb
allomasa.

j=r

Lemma (Gat-Lucskai [D]). Az sup | f*KY | operdtor gyengén (L', L")-
neN
tipusii, ahol f € L'(I?), .

v o

A v, fiiggvények linedris kombindcidja stiri halmazt alkot az
L'(I?) térben. Ezt a tény és a Lemma igazolja a tétel. Az eljards
részletesen a [[14]] konyvben megtalalhato.
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Introduction

My dissertation contains two sections, an Appendix and a bibliog-
raphy. During my dissertitaton I use the standard notation of dyadic
analysis. Letn € Nand I := [0, 1). Then

= Z nj2j and X= Z x,2" 0D
n=0

n=0

the dyadic expansion of x € I and n € N, where ny, x; € {0, 1}.

Now, we define three character systems on (I, +), which are used
during the dissertation. First step, the nth term of Walsh—Paley w =
(wy,n € N) and Walsh—Kaczmarz system « = (k,,n € N) are defined
in the following way

o) = [ [0 and k() = n (=D e,

These systems are a character system on (/, +), where the group oper-
ation + is the so-called dyadic or logical addition.

The third character system on (/, +) is the group of 2-adic integers
v = (v, n € N). Here the group operation + is the 2-adic (or arithmetic)
sum. The nth term of this system is

o0
ni X, X0
= l_[ vzj., where von(x) = 8(—" +...+ —)

1
0 2 on+

Both cases n; and x; (j € N) are the binary coefficients of n € N
and x € [, respectively.

Let ¢ € {w, k,v}. The Dirichlet kernels and the nth Fourier coef-
ficients, the partial sum of the Fourier series, the (C, 1) or the Fejér
means of f € L(I) are

Df = ) ¢k, fém) = f FEOFA() dA),
k=0 7
-1 R 1 n
SEfw) = Z foew), Thf@) = ——= ) SifW)
k=0 k=0

respectively.



First part.

The maximal operator of Fejér kernels for Walsh—Paley system and
the Riesz-logaritmic kernels for Walsh—Paley and Walsh—Kaczmarz
system are investigated in the first part of my dessertation.

Now define Fejér kernel and Riesz-logaritmic kernel in the follow-
ing way:

1 n—1 1 n—1 D‘P
Kf==» D¢ R.:= £,
" on ; k " logn ;‘ k

respectively, where Ky := 0 and ¢ € {w, «}.

The maximal operator of Fejér kernels. In 1955, N.J. Fine proved
that the almost everywhere convergence o f — f holds for f € L!
([2]). By the help of the maximal operator of Fejér kernels, Gét proved
this theorem for Walsh—Paley system in 1997 ([4]). He proved the fol-
lowing ineqaulity in connection with the maximaloperator of Walsh—
Fejér means.

THEOREM ([4]). Leta < A € N. Then

f sup |K,(x)| dx < C V244,
[n|>A

a

The following result was proved by Goginava in 2004.

THEOREM ([[9]]). Let a < A € N. Then

A—-a
f sup |K,(x)|dx < C ywt
[n|>A 2

First our result, Goginava’s upper estimation cannot improve and
it sshows that an another difference between the Walsh—Paley and the
trigonometric system.

TheoreM (Gat—Lucskai, [Al]).

1

log(N©6) (
sup |K,(x)| dx > c———=
fnzgl (20| NG
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Riesz-logarithmic means. After that we investigated Riesz-loga-
rithmic kernels in both systems. These kernels have only positive val-
ues in the trigonometric system. The proof of this result uses the pos-
itivity of Fejér kernels. However, the Fejér kernels can take negative
values the Walsh—Paley and the Walsh—Kaczmarz systems, therefore
we don’t use the proof of the trigonometric case. But we proved that
the Riesz logaritmic kernels can take only positive values also in the
Walsh—Paley system. The proof of the following theorem is more com-
plicated than in the case of the trigonometric system.

Theorem (Gat—Lucskai, [[Al]). Let¢t,n € Nand x € I; \ I,+1. Then

' . ' n-1 . t
ifn>?2 and R,(x) = ——, ifn<2.

R > ,
n() 2 16logn logn

During the proof, we used the computer algebra program MAT-
LAB to prove the case of n € {1,...127} and t < 6. The neccessarary
codes can be found on Appendix of the dissertation.

This theorem have two corollaries.

CoroLLARY (Gat—Lucskai [Al]). The Walsh—Riesz-logarithmic ker-
nels are positive for each n € N and for all x € [0, 1.

The next corollary shows a sharp contrast between the Walsh—Fejér
and Walsh-logarithmic kernels.

CoroLLARY (Gat—Lucskai [Al]).
1

fsup |R,(x)| dx = oo.

n>2!
27!1
The next our result shows that the Walsh—Kaczmarz system is dif-
ferent from the Walsh—Paley system in this point of view. More pre-
cisely, we give a sequence of the Riesz-logarithmic kernels such that
all of them take negative values on some intervals.

TueoreM (Gat—Lucskai, [Bl]). Let A = 2" +2"!, 11 < n € N and

1 1
X=—+4+-+ Then

2 40 el

log(A)R)(x) < -0.02 - 2".

A corollary of Young-inequality plays an important role during the
proof.



Lemma (Young-inequality, [[17]). Let n € P. Then

1 1 1
| - —,
2+ 1) <;k ogln) =y <7,

51
where y = lim (Z i log(n)].

k=1

CoroLLARY. Letn, N € Nand N > n. Then
NZ - loe() <

e (¢) -.

k & n

Second part

In this part, we investigated the one-dimensional Riesz means and
the two-dimensional (C, @)-means on the group of 2-adic integers.

One-dimensional case Firstly, we consider the one-dimensional
Riesz means.

The Fejér kernels and the kernel K, of the Riesz summability
method are

n -

1 < oy
_ Y. E Y _ 7\
= k_go Dy, K, : n‘”’ n” = k"%,

where Ky := 0, n € N and 0 < min{a,y} < 1 < max{a,y} < co. The
Riesz-means of the integrable functions f are

o fy) =

n—1
=5 2" =R ().

=0
The Riesz means are called Fejér means if @ =y = 1.

For the character system of the group of 2-adic integers, Fejér
means related to Taibleson ([[15]). This question was open for a long
time. In 1997, G4t gave an affirmative answer the Taibleson’s question
(ISD.

For the trigonometric system, the almost everywhere convergence
of Riesz-means was proved by Riesz ([[13,/19]). Thecase 0 <y <1 <
a was proved in the case of the Walsh—Paley system by Weisz [16].
We proved the same result in the 2-adic case.
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THeOREM (Gét-Lucskai, [Cl]). Let 0 < ¥ < 1 < @. Then we have
oV f — f almost everywhere for every f € L'(I), where I is the
group of 2-adic integers.

Consider the main steps of the proof.
In the first step, we give an upper estimation of Riesz kernel.

Lemma (Gat-Lucskai, [[Cl). An upper bound for the Riesz kernel
can be written in the following form.

11
K| < Z T,
=1

where
=1 2k

T| = n"® Z i Z(l +2) ’Azan,n(k)—l—l’ IKil,
k=0 1=0
-1 2-1

Ty, :=n"% Z ng Z(Z +2) |A2an,n(">—l—1| IKil,
k=t =0
Inj-1  2k—1

T3:=n"" ) m Z(l +2) |A2an,n<k)—l—1| IKil,
k=t 1=2!

T4 = n—a/y nk(zk + 1) 'Alan,n(k) - 2k| ’ |K2k|’

k=0
|n|-1
Ts:=n" > m(2X + D)|Aa, 0 x| - |Kxl,
k=t
-1 n|
Te:=n"" > m |an,n<k>_zk| Dy, T7:=n"" Z N |an,n(k)—2k| Dy,
k=0 k=t
201
Ty =" ) (i + 2)[Asan| - |Kisil,
i=0
2l
To =0 )" (i+2)|Aoay| - [Kinil
i=2!

Tio := n—‘W(z'”' +1) ’Alan,zln\ Doy

. |K2\n\

o Tiy=nma,

By the help of this upper estimation, we proved the following lem-
mas



Lemma (Gat-Lucskai, [C]). Let be f € L'(I). Then operator
sup |f * K,(f’yl is of type (L, L) and of type (L', L").
neN

Lemma (Gat-Lucskai, [C]). Let f € L'(I) be with supp f C Iy and
f f=0. Then

fsup |f + Ky| dA < Coy - I, -

J  n>2!
II
The proof of the theorem is the standard density argument (that is,
the set of one-dimensional polynomials, i.e. finite linear combinations
of the functions v, is dense in L'(I)) (see [14]). This fact and the
previous two Lemmas complete the proof.

Two-dimensional case Next we introduce some notation for two-
dimensional Fourier series on the group of 2-adic integers. The nor-
malized Haar measure is just as in the one-dimensional case. The
two-dimensional Fourier coefficients, the retangular partial sums of the
Fourier series, the (C, @) Marcinkiewicz kernels and means, and Fejér
kernels are defined as follows

fn',n? = f £, X0, (8,2 (x3) dAx, x3),
IxI
nl—1n?-1

S @' y?) = >0 > FK wp (o),

k=0 k2=0

K"y’ = MZNTWWW)

1
o f@'y?) =1 ZAZ S iy,

j=1
Kl(x', 1) 1ZD(x)D(x)
where n,n!,n* € N and x!, x2 ,y ,y el
The convergence of (C, 1) Marczinkiewicz means was proved in
2009 by Blahota and Gat ([l1l]). For the trigonometric system this re-

sult was proved by Griinwald ([[12]) and Zhizhiashvili ([18]). In 2006
Gat and Goginava ([[7]) proved the convergence of the (C, @)-means

6



of quadratical partial sums of double Vilenkin-Fourier series for every
integrable function. The following result will generalize the result of
Blahota and G4t for every @ > 0, which for the Walsh—Paley system is
due to Goginava ([8], [LO], [L1]).

TeéteL (Gat—Lucskai, [D]). Let 0 < @ < 1. Then we have oS f — f
almost everywhere for every f € L'(I?), where I is the group of 2-adic
integers.

In the first part we investigated the maximal function of one-dimen-
sional (C, @) Cesaro-kernels, where 0 < @ < 1. The next lemma was
proved.

Lemma (Gat—Lucskai, [Dl]). Let be A,k € N, A > k, then

2k’
fsup 'K,‘1’| dAl < Cqy (—A) ,
n>24 2

I

a 1
here 6 = min{ —, — .
where min { > 4}
In the next part, we define the kernel function M}, in the following
way:
1 &
M2(x!, ¥?) = o D AID D) (e,
n =0

Lemma. Let be n € N, z!, 72 € I. Then we get

5 2
IMe )| < TR D) + )0 Y Th, 27 + T ) + ThE, ),
u=2 i=1
where
Ty(z', %) := Dys(z")Dys(2%),
B-1241-1 L 4—1

. . . A .
T3, 27 = (1 - D) ). >° =K/,

[0
=0 r=2! An
Ty, 27 = Dy ) 24P K (D).
=0
. . . B_l .
T3, 27 = (1= @)Dy Y 2P Ky (),
=0
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B-1

Tg(zi’ 27 1= D) Z y(+1-B) ’Kzl](zi)’ ,
1=0
28-1

T8z 2% = (1 - a/)— > A kG P,

23 =0
TH' .2 = |Kos_y (21, 2.
andi=1or2.
We used this upper estimation to prove the following lemmas.

Lemma. Let be f € L'(I?) with supp f C Iy x I and [ f = 0. Then

f sup |f = T dA < Cy - IIfll; »

n>2k

I I

whereu =1,2,3,4,5,6,7.

LemmMa. Let f € L'(I?), then the operator sup ey | f = Tl';| is of type
(L*®, L), whereu=1,2,...,7.

LemMA. Let be f € L'(I?), then the operators SUP,en | f=TY | is of
weak type (L', L").

CoroLLARY. The sup, o | f* M,‘f| operator is of weak type (L', L!).

The last step we investigated the kernel K(x!, x?). We also gave
an upper estimation for this kernel. It shows the following lemma.

LemMmA. Letn € N, then

K alhs—h,—1) 5
ke, ) < G, o)+ | (—) DG, D)+Ge(x', 1),
=T \/E j=2

where

Ga(x', x*) = Dyic (x") D (42
G3(x', %) = Dy () |K1 a

Ga(x', %) = Dy (x )|K
Gs(x', %) = [M2_, (', )5

8




_ s 1 a(hg—hz-1) N -
Gox', ) = [ | 7 |kt 2P

The next lemma is the most important step in the proof of Theorem

j=t

Lemma. The operator sup,cy |f * K,‘f| (f € L'(I?)) is of weak type
(L', LY.

The proof of Theorem is the standard density argument (that is,
the set of two-dimensional polynomials, i.e. finite linear combinations

of the functions v,v,, is dense in L' (I?)). This fact and previous lemma
complete the proof.
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