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Bevezetés

A disszertáció két fő fejezetet tartalmaz, egy függeléket és egy hi-
vatkozásokat tartalmazó részt. A disszertáció során a diadikus analízis
szokásos jelöléseit alkalmazzuk. Legyen n ∈ N és I := [0, 1). Ekkor

n =

∞∑
n=0

n j2 j és x =

∞∑
n=0

xn2−(n+1)

az x ∈ I és n ∈ N számok diadikus alakja, ahol nk, xk ∈ {0, 1}.
Definiáljunk már karakterrendszert az (I,+) halmazon. Első lépés-

ként az ω = (ωn, n ∈ N) Walsh–Paley- és κ = (κn, n ∈ N) Walsh–
Kaczmarz-rendszer n-edik tagját az alábbi módon definiáljuk:

ωn(x) :=
∞∏
j=0

(−1)x jn j és κn(x) := r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nk x|n|−1−k .

Ezek a rendszerek karakterrendszert alkotnak az (I,+) halmazon, ahol
a + művelet az úgynevezett diadikus vagy logikai összeget jelöli.

Ezen a halmazon a harmadik karakterrendszer a v = (vn, n ∈ N)
2-adikus egészek rendszere. Ebben az esetben a + művelet a 2-adikus
vagy más néven aritmetikai összeget jelöli. A rendszer n-edik tagja az
alábbi módon írható fel,

vn :=
∞∏

n=0

v
n j

2 j , ahol v2n(x) := ε
( xn

2
+ . . . +

x0

2n+1

)
.

Mindhárom esetben n j és x j ( j ∈ N) jelöli rendre az n ∈ N és x ∈ I
számok bináris együtthatóit.

Legyen ϕ ∈ {ω, κ, v}. A Dirichlet-magfüggvényt, illetve az f ∈
L1(I) n-edik Fourier-együtthatóját és Fourier-sorának n-edik részlet-
összegét rendre az alábbi módon definiáljuk:

Dϕ
n :=

n−1∑
k=0

ϕk f̂ ϕ(n) :=
∫
I

f (x)ϕ̄n(x) dλ(x),

S ϕ
n f (y) :=

n−1∑
k=0

f̂ (k)ϕk(y), σ
ϕ
n f (y) :=

1
n + 1

n∑
k=0

S k f (y).

Az első rész. A disszertáció első részében a Fejér-magfüggvények
maximáloperátorát vizsgáltuk a Walsh–Paley-rendszerben és a Riesz–
logaritmikus közepeket vizsgáltuk a Walsh–Paley- illetve a Walsh–
Kaczmarz-rendszerekben.
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Az említett magfüggvényeket rendre az alábbi módon definiáljuk:

Kϕ
n :=

1
n

n−1∑
k=0

Dϕ
k , Rϕn :=

1
log n

n−1∑
k=1

Dϕ
k

k
,

ahol K0 := 0 és ϕ ∈ {ω, κ}.
Walsh–Paley-rendszerben 1955-ben N.J. Fine bizonyította a Fejér-

közepek majdnem mindenütti konvergenciát integrálható függvényekre
([3]). 1997-ben Gát a Fejér-magfüggvény maximáloperátorára adott
becslés segítségével bizonyította a Fejér-közepek majdnem mindenütti
konvergenciát a Walsh–Paley-rendszerben ([4]).

Fejér-magfüggvény maximáloperátorának vizsgálata. Ezután
térjünk át a Fejér-magfüggvények maximáloperátorának a vizsgálatára.
Az első ezzel kapcsolatos egyenlőtlenség Gát nevéhez fűződik, aki
1997-ben igazolta az alábbi egyenlőtlenséget.

Tétel ([4]). Minden a ≤ A ∈ N esetén∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

√
2a−A.

Goginava 2004-ben jobb felső becslést adott az előző eredményhez
képest. Ő az alábbi állítást bizonyította.

Tétel ([9]). Minden a < A ∈ N esetén∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

A − a
2A−a .

Az első eredmény, hogy a Goginava által adott becslés tovább nem
javítható.

Tétel (Gát–Lucskai [A]).
1∫
δ

sup
n≥N
|Kn(x)| dx ≥ c

log(Nδ)
Nδ

(
N >

1
δ

)
.

Riesz-logaritmikus magfüggvények vizsgálata Trigonometrikus
esetben a Fejér-magfüggvények csak pozitív értéket vehetnek fel, így
ezt a tulajdonságot felhasználva könnyen igazolhatjuk, hogy a Riesz-
logaritmikus közepek csak pozitív értéket vesznek fel.

Azonban a Walsh–Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszerben a
Fejér-magfüggvények negatív értéket is felvehetnek. Így az említett
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rendszerekben nem használható a trigonometrikus rendszerbeli bizo-
nyítás. Ennek ellenére a Walsh–Paley-rendszerben sikerült igazolni az
alábbi tételt, amely bizonyítása sokkal összetettebb, mint a trigonomet-
rikus rendszerre vonatkozó bizonyítás.

Tétel (Gát–Lucskai, [A]). Legyen t, n ∈ N és x ∈ It \ It+1. Ekkor

Rn(x) ≥
2t

16 log n
, ha n > 2t és Rn(x) =

n − 1
log n

, ha n ≤ 2t.

A bizonyítás során a MATLAB komputeralgebrai programot hasz-
náltuk, hogy az n ∈ {1, . . . 127} és t ≤ 6 esetekben is igazoljuk a tétel
állítását.

A tételnek két következménye van.

Következmény (Gát–Lucskai, [A]). A Walsh–Paley-rendszerre vo-
natkozó Riesz-logaritmikus magfüggvény pozitív n ∈ N és minden x ∈
[0, 1) esetén.

A másik következmény egy komoly eltérést mutat a Walsh–Fejér
és a Walsh-logaritmikus közepek között.

Következmény (Gát-Lucskai [A]). Legyen t, a ∈ N úgy, hogy t ≥ a
teljesüljön. Ekkor

1∫
2−a

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx = ∞.

fennáll a Walsh–Paley-rendszer esetén.

A következő eredményünk egy újabb eltérés mutat a a Walsh–
Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszerek között. Utóbbi rendszerben
megadható a Riesz-logaritmikus magfüggvényeknek egy olyan soroza-
ta, amely valamely intervallumon negatív értéket vesz fel. Pontosab-
ban teljesül az alábbi tétel.

Tétel (Gát–Lucskai [B]). Legyen A = 2n + 2n−1, ≤ n ∈ N és

x =
1
2

+
1
4

+
1

2n+1 . Ekkor

log(A)RκA(x) ≤ −0.02 · 2n.

A bizonyításban a Young-egyenlőtlenségnek egy következménye
játszik fontos szerepet.
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Lemma (Young-egyenlőtlenség, [17]). Legyen n ∈ P, akkor

1
2(n + 1)

<

n∑
k=1

1
k
− log(n) − γ <

1
2n
,

ahol γ = lim
n→∞

 n∑
k=1

1
k
− log(n)

.
Következmény. Legyen n,N ∈ N és N > n. Ekkor fennállnak az

alábbi egyenlőtlenségek:

0 <
N−1∑
k=n

1
k
− log

(N
n

)
<

1
n
.

Második rész.

Ebben a részben igazoljuk az egydimenziós Riesz-közepek és a
kétdimenziós (C, α)-közepek majdnem mindenütti konvergenciáját.

Egydimenziós eset. A Fejér-közepet és a Riesz-összegzési eljárás
Kα,γ

n magfüggvényét a következőképpen definiáljuk:

Kn :=
1

n + 1

n∑
k=0

Dk, Kα,γ
n :=

1
nαγ

n−1∑
k=0

(nγ − kγ)αvk,

ahol K0 := 0, n ∈ N és 0 < min{α, γ} ≤ 1 ≤ max{α, γ} < ∞. Az f
integrálható függvény Riesz-közepe:

σ
α,γ
n f (y) :=

1
nαγ

n−1∑
j=0

(nγ − kγ)α f̂ ( j).

Ha α = γ = 1, akkor Fejér-középről beszélünk.
Taibleson kérdése az volt, hogy a 2-adikus egészek rendszerében

teljesül-e a σn f → f majdnem mindenütti konvergencia minden f ∈
L1 esetén. Több mint húsz évvel később, 1997-ben Gát a [5] cikkében
igazolta Taibleson sejtését, 2007-ben pedig a [6] cikkében általánosí-
totta az előző eredményét minden α > 0 esetén.

A Riesz-közepek majdnem mindenütti konvergenciáját a trigono-
metrikus rendszerben Riesz igazolta ([13, 19]). A Walsh–Paley-rend-
szerben a 0 < γ ≤ 1 ≤ α esetet Weisz bizonyította ([16]). Weisz
eredményét bizonyítottuk a 2-adikus egészek körében.
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Tétel (Gát–Lucskai [C]). Legyen 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Ekkor σα,γn f →
f majdnem mindenütt minden f ∈ L1(I) esetén, ahol I jelöli a 2-adic
egészek csoportját.

Tekintsük át a bizonyítás főbb lépéseit. Először, a Riesz-magfüg-
gvényre az alábbi felső becslést adtuk:

∣∣∣Kα,γ
n

∣∣∣ ≤ 11∑
j=1

T j,

ahol

T1 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk

2k−1∑
l=0

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T2 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2t−1∑
l=0

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T3 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T4 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k) − 2k

∣∣∣ · ∣∣∣K2k

∣∣∣,
T5 := n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ · ∣∣∣K2k

∣∣∣,
T6 := n−αγ

t−1∑
k=0

nk
∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k , T7 := n−αγ
|n|∑
k=t

nk
∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k ,

T8 := n−αγ
2t−1∑
i=0

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|,

T9 := n−αγ
2|n|−1∑
i=2t

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|,

T10 := n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ · ∣∣∣K2|n|
∣∣∣, T11 := n−αγ

∣∣∣an,2|n|
∣∣∣ D2|n| .

Ezt a felső becslést felhasználva kapjuk a következő két lemmát.
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Lemma. Legyen f ∈ L1(I) olyan, hogy supp f ⊂ It és
∫
It

f = 0

teljesül. Ekkor ∫
Īt

sup
n≥2t

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα,γ ‖ f ‖1 .

Lemma. Legyen f ∈ L1(I). Ekkor az supn∈N

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ operátor
(L∞, L∞)- és (L1, L1)- típusú.

Innen a tétel bizonyítása a [14] könyvben található érvelésen ala-
pul (azaz, az egy-dimenziós polinomok, azaz a vn függvények véges
lineáris kombinációja, az L1(I) térben sűrű halmazt alkot). Ezt a tényt
és az előző két lemmát felhasználva megkapjuk a tétel állítását.

Kétdimenziós eset. Ezután tekintsük a 2-adikus egészek csoport-
ján definiált kétdimenziós Fourier-sorokkal kapcsolatos fogalmakat. A
normált Haar-mérték egybeesik egydimenziós esettel. A kétdimenziós
Fourier együtthatókat, a kétdimenziós Fourier-sor téglalap felett vett
részletösszeget és a (C, α) Marcinkiewicz magfüggvényt és közepet az
alábbi módon definiáljuk:

f̂ (n1, n2) :=
∫

I×I

f (x1, x2)vn1(x1)vn2(x2) dλ(x1, x2),

S n1,n2 f (y1, y2) :=
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

f̂ (k1, k2)vk1(y1)vk2(y2),

Kα
n (y1, y2) :=

1
Aαn

n∑
j=0

Aα−1
n−k D j(y1)D j(y2),

σαn f (y1, y2) :=
1

Aαn

n∑
j=1

Aα−1
n−k S j, j f (y1, y2),

K1
n (x1, x2) :=

1
n + 1

n∑
j=0

D j(x1)D j(x2),

ahol n, n1, n2 ∈ N és x1, x2, y1, y2 ∈ I.
A (C, 1) Marczinkiewicz közepek majdnem mindenütti konvergen-

ciáját tetszőleges integrálható függvény esetén Blahota és Gát igazolta
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2009-ben ([1]). Ezt az eredmény trigonometrikus rendszerben Grün-
wald ([12]) és Zhizhiashvili ([18]) igazolta. 2006-ban Gát és Gogi-
nava igazolta minden integrálható függvény esetén a kvadratikus rés-
zletösszegek (C, α) közepének konvergenciáját kétdimenziós Vilenkin-
Fourier sorokra ([7]). Az alábbi eredményünk általánosítja Blahota és
Gát eredményét minden α > 0 esetén, amely eredményt Goginava iga-
zolta a Walsh–Paley-rendszerben ([8], [10], [11]).

Tétel (Gát-Lucskai, [D]). Legyen 0 < α < 1. Ekkor σαn f → f
teljesül majdnem mindenütt, minden f ∈ L1(I2) esetén ahol, I jelöli a
2-adikus egészek csoportját.

A következő lemma az egydimenziós (C, α) Cesaro-közép max-
imáloperátorának becslését adja meg.

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen A, k ∈ N és A ≥ k. Ekkor∫
Īk

sup
n≥2A

∣∣∣Kα
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα

(
2k

2A

)δ
,

ahol δ = min
{
α

2
,

1
4

}
.

A következő részben legyen 0 < α < 1 és |n| := B. Először
definiáljuk a Mα

n magfüggvényt az alábbi módon:

Mα
n (x1, x2) :=

1
Aαn

2B∑
j=0

Aα−1
n− j D j(x1)D j(x2) (x1, x2 ∈ I).

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen n ∈ N, z1, z2 ∈ I. Ekkor∣∣∣Mα
n (z1, z2)

∣∣∣ ≤ T 1
B(z1, z2) +

5∑
u=2

2∑
i=1

T u
B(zi, z3−i) + T 6

B(z1, z2) + T 7
B(z1, z2),

ahol

T 1
B(z1, z2) := D2B(z1)D2B(z2),

T 2
B(zi, z3−i) := (1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

Aαn

∣∣∣K1
t (zi)

∣∣∣ ,
T 3

B(zi, z3−i) := D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l+1(zi)
∣∣∣ ,
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T 4
B(zi, z3−i) := (1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l(zi)
∣∣∣ ,

T 5
B(zi, z3−i) := D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l(zi)
∣∣∣ ,

T 6
B(z1, z2) := (1 − α)

1
Aα

2B

2B−1∑
t=0

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ ,

T 7
B(z1, z2) :=

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣ ,

és i = 1 vagy 2.

Ezt a becslést felhasználva igazolhatóak az alábbi lemmák.

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2) olyan, hogy supp f ⊂
Ik × Ik és

∫
f = 0. Ekkor∫

Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ dλ ≤ Cα · ‖ f ‖1 ,

ahol u = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2). Ekkor u = 1, 2, . . . , 7
esetén a sup

B∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ operátorok (L∞, L∞)-típusúak.

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2). Ekkor u = 1, 2, . . . , 7
esetén a sup

n∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ operátor gyengén (L1, L1)-típusú.

Következmény 0.1 (Gát-Lucskai [D]). A sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Mα
n

∣∣∣ operátor gyen-

gén (L1, L1)-típusú.

A bizonyítás utolsó lépése a Kα
n (x1, x2) operátor vizsgálata.

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen n ∈ N, ekkor∣∣∣Kα
n (x1, x2)

∣∣∣ ≤ G1(x1, x2)+
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) 5∑
j=2

G(x1, x2)+G6(x1, x2),

ahol

G1(x1, x2) =
∣∣∣Mα

n(s)(x1, x2)
∣∣∣ ,

G2(x1, x2) = D2hz (x1)D2hz (x2),
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G3(x1, x2) = D2hz (x2)
∣∣∣∣K1,α

n(z−1)(x1)
∣∣∣∣ ,

G4(x1, x2) = D2hz (x1)
∣∣∣∣K1,α

n(z−1)(x2)
∣∣∣∣ ,

G5(x1, x2) =
∣∣∣Mα

n(z−1)(x1, x2)
∣∣∣ ,

G6(x1, x2) =

s∏
j=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) ∣∣∣Kα
n(τ−1)(x1, x2)

∣∣∣ .
Az utolsó lemma, amelyet megemlítünk a bizonyítás legfontosabb

állomása.

Lemma (Gát-Lucskai [D]). Az sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Kα
n

∣∣∣ operátor gyengén (L1, L1)-

típusú, ahol f ∈ L1(I2), .

A vnvm függvények lineáris kombinációja sűrű halmazt alkot az
L1(I2) térben. Ezt a tény és a Lemma igazolja a tétel. Az eljárás
részletesen a [14] könyvben megtalálható.
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Introduction

My dissertation contains two sections, an Appendix and a bibliog-
raphy. During my dissertitaton I use the standard notation of dyadic
analysis. Let n ∈ N and I := [0, 1). Then

n =

∞∑
n=0

n j2 j and x =

∞∑
n=0

xn2−(n+1)

the dyadic expansion of x ∈ I and n ∈ N , where nk, xk ∈ {0, 1}.
Now, we define three character systems on (I,+), which are used

during the dissertation. First step, the nth term of Walsh–Paley ω =

(ωn, n ∈ N) and Walsh–Kaczmarz system κ = (κn, n ∈ N) are defined
in the following way

ωn(x) :=
∞∏
j=0

(−1)x jn j and κn(x) := r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nk x|n|−1−k .

These systems are a character system on (I,+), where the group oper-
ation + is the so-called dyadic or logical addition.

The third character system on (I,+) is the group of 2-adic integers
v = (vn, n ∈ N). Here the group operation + is the 2-adic (or arithmetic)
sum. The nth term of this system is

vn :=
∞∏

n=0

v
n j

2 j , where v2n(x) := ε
( xn

2
+ . . . +

x0

2n+1

)
.

Both cases n j and x j ( j ∈ N) are the binary coefficients of n ∈ N
and x ∈ I, respectively.

Let ϕ ∈ {ω, κ, v}. The Dirichlet kernels and the nth Fourier coef-
ficients, the partial sum of the Fourier series, the (C, 1) or the Fejér
means of f ∈ L1(I) are

Dϕ
n :=

n−1∑
k=0

ϕk, f̂ ϕ(n) :=
∫
I

f (x)ϕ̄n(x) dλ(x),

S ϕ
n f (y) :=

n−1∑
k=0

f̂ (k)ϕk(y), σ
ϕ
n f (y) :=

1
n + 1

n∑
k=0

S k f (y)

respectively.
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First part.

The maximal operator of Fejér kernels for Walsh–Paley system and
the Riesz-logaritmic kernels for Walsh–Paley and Walsh–Kaczmarz
system are investigated in the first part of my dessertation.

Now define Fejér kernel and Riesz-logaritmic kernel in the follow-
ing way:

Kϕ
n :=

1
n

n−1∑
k=0

Dϕ
k , Rϕn :=

1
log n

n−1∑
k=1

Dϕ
k

k
,

respectively, where K0 := 0 and ϕ ∈ {ω, κ}.

The maximal operator of Fejér kernels. In 1955, N.J. Fine proved
that the almost everywhere convergence σ1

n f → f holds for f ∈ L1

([2]). By the help of the maximal operator of Fejér kernels, Gát proved
this theorem for Walsh–Paley system in 1997 ([4]). He proved the fol-
lowing ineqaulity in connection with the maximaloperator of Walsh–
Fejér means.

Theorem ([4]). Let a ≤ A ∈ N. Then∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

√
2a−A.

The following result was proved by Goginava in 2004.

Theorem ([9]). Let a < A ∈ N. Then∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

A − a
2A−a .

First our result, Goginava’s upper estimation cannot improve and
it sshows that an another difference between the Walsh–Paley and the
trigonometric system.

Theorem (Gát–Lucskai, [A]).

1∫
δ

sup
n≥N
|Kn(x)| dx ≥ c

log(Nδ)
Nδ

(
N >

1
δ

)
.
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Riesz-logarithmic means. After that we investigated Riesz-loga-
rithmic kernels in both systems. These kernels have only positive val-
ues in the trigonometric system. The proof of this result uses the pos-
itivity of Fejér kernels. However, the Fejér kernels can take negative
values the Walsh–Paley and the Walsh–Kaczmarz systems, therefore
we don’t use the proof of the trigonometric case. But we proved that
the Riesz logaritmic kernels can take only positive values also in the
Walsh–Paley system. The proof of the following theorem is more com-
plicated than in the case of the trigonometric system.

Theorem (Gát–Lucskai, [A]). Let t, n ∈ N and x ∈ It \ It+1. Then

Rn(x) ≥
2t

16 log n
, if n > 2t and Rn(x) =

n − 1
log n

, if n ≤ 2t.

During the proof, we used the computer algebra program MAT-
LAB to prove the case of n ∈ {1, . . . 127} and t ≤ 6. The neccessarary
codes can be found on Appendix of the dissertation.

This theorem have two corollaries.

Corollary (Gát–Lucskai [A]). The Walsh–Riesz-logarithmic ker-
nels are positive for each n ∈ N and for all x ∈ [0, 1[.

The next corollary shows a sharp contrast between the Walsh–Fejér
and Walsh–logarithmic kernels.

Corollary (Gát–Lucskai [A]).
1∫

2−a

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx = ∞.

The next our result shows that the Walsh–Kaczmarz system is dif-
ferent from the Walsh–Paley system in this point of view. More pre-
cisely, we give a sequence of the Riesz-logarithmic kernels such that
all of them take negative values on some intervals.

Theorem (Gát–Lucskai, [B]). Let A = 2n + 2n−1, 11 ≤ n ∈ N and

x =
1
2

+
1
4

+
1

2n+1 . Then

log(A)RκA(x) ≤ −0.02 · 2n.

A corollary of Young-inequality plays an important role during the
proof.
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Lemma (Young-inequality, [17]). Let n ∈ P. Then

1
2(n + 1)

<

n∑
k=1

1
k
− log(n) − γ <

1
2n
,

where γ = lim
n→∞

 n∑
k=1

1
k
− log(n)

.
Corollary. Let n,N ∈ N and N > n. Then

0 <
N−1∑
k=n

1
k
− log

(N
n

)
<

1
n
.

Second part

In this part, we investigated the one-dimensional Riesz means and
the two-dimensional (C, α)-means on the group of 2-adic integers.

One-dimensional case Firstly, we consider the one-dimensional
Riesz means.

The Fejér kernels and the kernel Kα,γ
n of the Riesz summability

method are

Kn :=
1

n + 1

n∑
k=0

Dk, Kα,γ
n :=

1
nαγ

n−1∑
k=0

(nγ − kγ)αvk,

where K0 := 0, n ∈ N and 0 < min{α, γ} ≤ 1 ≤ max{α, γ} < ∞. The
Riesz-means of the integrable functions f are

σ
α,γ
n f (y) :=

1
nαγ

n−1∑
j=0

(nγ − kγ)α f̂ ( j).

The Riesz means are called Fejér means if α = γ = 1.
For the character system of the group of 2-adic integers, Fejér

means related to Taibleson ([15]). This question was open for a long
time. In 1997, Gát gave an affirmative answer the Taibleson’s question
([5]).

For the trigonometric system, the almost everywhere convergence
of Riesz-means was proved by Riesz ([13, 19]). The case 0 < γ ≤ 1 ≤
α was proved in the case of the Walsh–Paley system by Weisz [16].
We proved the same result in the 2-adic case.
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Theorem (Gát–Lucskai, [C]). Let 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Then we have
σ
α,γ
n f → f almost everywhere for every f ∈ L1(I), where I is the

group of 2-adic integers.

Consider the main steps of the proof.
In the first step, we give an upper estimation of Riesz kernel.

Lemma (Gát–Lucskai, [C]). An upper bound for the Riesz kernel
can be written in the following form.∣∣∣Kα,γ

n

∣∣∣ ≤ 11∑
j=1

T j,

where

T1 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk

2k−1∑
l=0

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T2 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2t−1∑
l=0

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T3 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T4 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k) − 2k

∣∣∣ · ∣∣∣K2k

∣∣∣,
T5 := n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ · ∣∣∣K2k

∣∣∣,
T6 := n−αγ

t−1∑
k=0

nk
∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k , T7 := n−αγ
|n|∑
k=t

nk
∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k ,

T8 := n−αγ
2t−1∑
i=0

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|,

T9 := n−αγ
2|n|−1∑
i=2t

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|,

T10 := n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ · ∣∣∣K2|n|
∣∣∣, T11 := n−αγ

∣∣∣an,2|n|
∣∣∣ D2|n| .

By the help of this upper estimation, we proved the following lem-
mas
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Lemma (Gát–Lucskai, [C]). Let be f ∈ L1(I). Then operator
sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ is of type (L∞, L∞) and of type (L1, L1).

Lemma (Gát–Lucskai, [C]). Let f ∈ L1(I) be with supp f ⊂ Ik and∫
f = 0. Then ∫

Īt

sup
n≥2t

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα,γ · ‖ f ‖1 .

The proof of the theorem is the standard density argument (that is,
the set of one-dimensional polynomials, i.e. finite linear combinations
of the functions vn is dense in L1(I)) (see [14]). This fact and the
previous two Lemmas complete the proof.

Two-dimensional case Next we introduce some notation for two-
dimensional Fourier series on the group of 2-adic integers. The nor-
malized Haar measure is just as in the one-dimensional case. The
two-dimensional Fourier coefficients, the retangular partial sums of the
Fourier series, the (C, α) Marcinkiewicz kernels and means, and Fejér
kernels are defined as follows

f̂ (n1, n2) :=
∫

I×I

f (x1, x2)vn1(x1)vn2(x2) dλ(x1, x2),

S n1,n2 f (y1, y2) :=
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

f̂ (k1, k2)vk1(y1)vk2(y2),

Kα
n (y1, y2) :=

1
Aαn

n∑
j=0

Aα−1
n−k D j(y1)D j(y2),

σαn f (y1, y2) :=
1

Aαn

n∑
j=1

Aα−1
n−k S j, j f (y1, y2),

K1
n (x1, x2) :=

1
n + 1

n∑
j=0

D j(x1)D j(x2),

where n, n1, n2 ∈ N and x1, x2, y1, y2 ∈ I.
The convergence of (C, 1) Marczinkiewicz means was proved in

2009 by Blahota and Gát ([1]). For the trigonometric system this re-
sult was proved by Grünwald ([12]) and Zhizhiashvili ([18]). In 2006
Gát and Goginava ([7]) proved the convergence of the (C, α)-means
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of quadratical partial sums of double Vilenkin-Fourier series for every
integrable function. The following result will generalize the result of
Blahota and Gát for every α > 0, which for the Walsh–Paley system is
due to Goginava ([8], [10], [11]).

Tétel (Gát–Lucskai, [D]). Let 0 < α < 1. Then we have σαn f → f
almost everywhere for every f ∈ L1(I2), where I is the group of 2-adic
integers.

In the first part we investigated the maximal function of one-dimen-
sional (C, α) Cesàro-kernels, where 0 < α < 1. The next lemma was
proved.

Lemma (Gát–Lucskai, [D]). Let be A, k ∈ N, A ≥ k, then∫
Īk

sup
n≥2A

∣∣∣Kα
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα

(
2k

2A

)δ
,

where δ = min
{
α

2
,

1
4

}
.

In the next part, we define the kernel function Mα
n in the following

way:

Mα
n (x1, x2) :=

1
Aαn

2B∑
j=0

Aα−1
n− j D j(x1)D j(x2) (x1, x2 ∈ I).

Lemma. Let be n ∈ N, z1, z2 ∈ I. Then we get∣∣∣Mα
n (z1, z2)

∣∣∣ ≤ T 1
B(z1, z2) +

5∑
u=2

2∑
i=1

T u
B(zi, z3−i) + T 6

B(z1, z2) + T 7
B(z1, z2),

where

T 1
B(z1, z2) := D2B(z1)D2B(z2),

T 2
B(zi, z3−i) := (1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

Aαn

∣∣∣K1
t (zi)

∣∣∣ ,
T 3

B(zi, z3−i) := D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l+1(zi)
∣∣∣ ,

T 4
B(zi, z3−i) := (1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l(zi)
∣∣∣ ,

7



T 5
B(zi, z3−i) := D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l(zi)
∣∣∣ ,

T 6
B(z1, z2) := (1 − α)

1
Aα

2B

2B−1∑
t=0

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ ,

T 7
B(z1, z2) :=

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣ ,

and i = 1 or 2.

We used this upper estimation to prove the following lemmas.

Lemma. Let be f ∈ L1(I2) with supp f ⊂ Ik × Ik and
∫

f = 0. Then∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ dλ ≤ Cα · ‖ f ‖1 ,

where u = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Lemma. Let f ∈ L1(I2), then the operator supB∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ is of type
(L∞, L∞), where u = 1, 2, . . . , 7.

Lemma. Let be f ∈ L1(I2), then the operators supn∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ is of
weak type (L1, L1).

Corollary. The supn∈N

∣∣∣ f ∗ Mα
n

∣∣∣ operator is of weak type (L1, L1).

The last step we investigated the kernel Kα
n (x1, x2). We also gave

an upper estimation for this kernel. It shows the following lemma.

Lemma. Let n ∈ N, then∣∣∣Kα
n (x1, x2)

∣∣∣ ≤ G1(x1, x2)+
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) 5∑
j=2

G j(x1, x2)+G6(x1, x2),

where

G1(x1, x2) =
∣∣∣Mα

n(s)(x1, x2)
∣∣∣ ;

G2(x1, x2) = D2hz (x1)D2hz (x2);

G3(x1, x2) = D2hz (x2)
∣∣∣∣K1,α

n(z−1)(x1)
∣∣∣∣ ;

G4(x1, x2) = D2hz (x1)
∣∣∣∣K1,α

n(z−1)(x2)
∣∣∣∣ ;

G5(x1, x2) =
∣∣∣Mα

n(z−1)(x1, x2)
∣∣∣ ;
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G6(x1, x2) =

s∏
j=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) ∣∣∣Kα
n(τ−1)(x1, x2)

∣∣∣.
The next lemma is the most important step in the proof of Theorem

.

Lemma. The operator supn∈N

∣∣∣ f ∗ Kα
n

∣∣∣ ( f ∈ L1(I2)) is of weak type
(L1, L1).

The proof of Theorem is the standard density argument (that is,
the set of two-dimensional polynomials, i.e. finite linear combinations
of the functions vnvm is dense in L1(I2)). This fact and previous lemma
complete the proof.
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