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TEZISEK MAGYARUL

1. A témavalasztas indoklasa

A magyar matematikaoktatas jellemzdje volt sokaig az
absztrakt, formalis targyalasi mod, a modellezési,
gyakorlati feladatok elhanyagolasa. A tobb, mint egy
évtizedes, magyar és német nyelven tortént tanitas soran a
tizenegyedikes csoportokban sokszor tapasztaltam, hogy
az exponencialis és a logaritmus fiiggvényekkel és
folyamatokkal kapcsolatos tananyagnal a tanulok egy
része kiilonb6z6 nehézségekkel szembesiil. A hatvanyozas
¢s gyokvonas altaldnositdsa, a racionalis és irracionalis
kitevokkel — torténé  hatvanyozas  atismétlése  és
megtanuldsa utan gyakran nem értik az exponencialis
folyamatokat, nem tudnak exponencialis fiiggvényekkel,
egyenletekkel,  egyenl6tlenségekkel  biztonsagosan
dolgozni, a szoveges feladatokat (problémakat) nem, vagy
csak részben tudjak helyesen értelmezni, megoldani. Még
nagyobb probléma tapasztalhato a logaritmus fiiggvénnyel
kapcsolatban. A fliggvény szokatlan irasmoédja, a részben
meglepd azonossagok (pl.: log,(b-c) =log, b +
log,c; a,b,c > 0;a # 1), a szamologéppel nem mindig
kozvetleniil kiszamithatd eredmények (1. log; 5 = i(;%i és
az exponencidlis és logaritmus fliggvény kozotti kapcsolat
jo néhany didk szamdara nehezen érthetd. Kiilonosen
igazak a fenti megallapitdsok a gyengébb osztalyok és
csoportok esetében.

A két tanitasi nyelvii didkok szaméara tovabbi nehézséget
okoz, hogy megismerjék a célnyelvi terminologiat (ezzel
parhuzamosan az anyanyelvi szakkifejezések ismerete is



célszerli, hiszen szdmos gyakorlokonyvet csak az
anyanyelviikon 4alnak rendelkezésiikre), megfeleléen
értelmezzék a feladat utasitdsait. Utdbbi az algebrai
feladatoknal - algebrai kifejezések, egyenletek,
egyenldtlenségek, fliggvénytani alapfogalmak- a korabbi
évekrdl mar részben ismerdsek. A szoveges feladatoknal,
ahol a szoveg nyelvtani és tartalmi megismerésén ¢és
helyes értelmezésén til a didknak meg kell értenie a
szOveg matematikai tartalmdt ¢és a  megfeleld
problémamegoldé stratégia szerint meg kell oldania, az
eredményt értelmeznie és ellendriznie is kell. A helyes
problémamegoldo stratégia véghezvitele nem egy esetben
kisebb-nagyobb nehézségekbe iitkozik a diakok nagy
részénél.

A fejleszté kisérlet soran, a téma adta lehetdségeket
kihasznéalva, lehetdség nyilt a modern technika
hasznalatdara is. A  fiiggvények  4brazolasanal,
transzformalasanal, elemzésénél kihasznaltuk a GeoGebra
nyUjtotta eldnydket, igy az ikonikus megjelenités hatasara
a didkok szamara a szimbolikus reprezentacido IS
elérhetobbé valt. A fiiggvényeken tul, egyes egyszerl
egyenleteknél ~ valamint  egyenlOtlenségeknél s
eredményesen fel lehetett haszndlni a szamitogép
nyUjtotta vizualis megjelenités eldnyeit. Az exponencialis
problémékban, a logaritmus ismerete nélkiil lehetett
kozelité értékeket meghatarozni. A didkok az oran és
sokan koziilik otthon is szivesen ¢és eredményesen
hasznaltak a szamitdgépet.



2. Elméleti hattér

A fejleszté kisérlet sordn kiemelten fontos volt a
kiilonboz6 reprezentacikhasznalata (Lesh — Post — Behr,
1987). A realisztikus matematikai modszernek
(Freudenthal, 1973) az egyik jellemzdje, hogy a
matematikai tartalmakat az enaktiv reprezentaciokkal
vezeti be, hasznéalva kozben az ikonikus reprezentaciokat
is és ezeken keresztiil jut el a szimbolikus jeldlésekhez.
Streefland az egyik tanulmanyaban ramutat arra
(Streefland, 1985), hogy mennyire fontos, hogy diakok a
megértés folyamatdban a formalis és informalis sikok
kozott valtani tudjanak és a tanarok a ,,model of” helyett a
,model for” oktatasi mddszert hasznaljak. Késébb ez az
elképzelés, a modellek kozotti valtas elengedhetetlen
eleme lett a freudenthali oktatasi modszernek (Streefland,
1991; Treffers, 1991; Gravemeijer, 1994; Van den
Heuvel-Panhuizen, 1995). A problémak ilyen tipusa
megkozelitése segit a didkoknak abban, hogy a megfeleld
fogalomképzet (concept image; Tall — Vinner, 1981)
alakuljon ki. A problémamegoldas soran figyelembe
vettiilk azokat a lépéseket, melyeket Polya (1979) és
Schoenfeld (1985) dolgoztak ki. Az 6rai munkéban és az
otthoni felésziilés soran is folyamatosan hasznaltuk a
szamitdgépet, elsdsorban a GeoGebra szoftvert, mely a
vizualis reprezentacid segitségével jarult hozza ahhoz,
hogy a didkok a formalis matematikdt is jobban
megérthessék. A szamitogép hasznalata a
matematikaoktatasban tobb elénnyel jar, mint egyéb mas
tantargyaknal, mert ,,a rutintevékenységek megkdnnyitése
altal éppugy segiti a felfedezd és kreativ munkéat, mint a
realisztikus problémak targyalasat ¢és a tartalmak
Osszekapcsolasat” (Leuders, 2010). Tulodziecky is ugy
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véli, hogy a technikai eszkozoket Osztonzokként kell
hasznalni problémamegoldasi, dontéselemzési
feladatoknal (Tulodziecky, 2007). Ehhez &t pontban
foglalja 0Ossze azokat a teriileteket, melyekben a
szamitogép megfeleld hasznalata kiilondsen hasznos lehet.
Abfalterer (2007) négy 1épcséfokot hataroz meg a sikeres
szamitogépes oOra megtartasdhoz: 1. A  szoftver
elékészitése; 2. Tervezett végrehajtas; 3. A tandr szerepe
tisztazott legyen; 4, Feedback. Az  Orai
szamitogéphasznalatot Osszefoglald néven manapsag
,,Blended learning”-ként emliti a szakirodalom (Friesen,
2012). Starker és Horn (2012) négy kategoriaba sorolta a
,Blended learning” mddszereit, melyek koziil az elsd és a
negyedik inkabb a felsdoktatasra, a masik kettd pedig a
kozoktatasra jellemzd: 1. Rotation model; 2. Flex model;
3. A La Carte model; 4. Enriched Virtual model. A
fejleszté  kisérlet soran fontos szerepet kapott a
munkanyelv. A didkok anyanyelve magyar volt, a célnyelv
pedig német. A két tanitasi nyelvii (bilingualis) csoport
megnevezés mar korabban problematikusnak bizonyult,
ahogyan azt Bach a tanulméanydban megjegyezi (Bach,
2000). Az Gjabb szakirodalmak a terminologiat pontositva
az ilyen tipusu oktatasra a CLIL (Content and Language
Integrated Learning) mozaiksz6t hasznaljak, melynek
jelentését az Europai Bizottsig fogalmazta meg.
(European Commission, 2006). Sziics a kétnyelvii
(bilingual) matematikaoktatasra a kovetkezd definiciot
adta meg: yyee s kétnyelvii (bilingualis)
matematikaoktatason minden olyanfajta oktatast Kkell
érteni, amely soran egy masodik nyelvet (legyen az
idegennyelv, regionalis nyelv, kisebbségi nyelv és/vagy az
adott orszag egy tovabbi hivatalos nyelve) hasznalunk a



matematikaéra munkanyelvének. ” (Sziics, 2009) Ezen
definiciok alapjan hasznaltuk fel a német nyelvet a
kisérleti csoport matematika oktatasdban.

3. Kutatasi célok, kutatasi hattér,
kutatasi modszerek

A fejlesztd kisérlet célja egy olyan modszer kidolgozasa
volt, amely segitségével a diakok az exponencialis és a
logaritmus fliggvényt valamint alkalmazasait jobban
megérthetik és jobban latjdk az Osszefliggéseket,
biztonsaggal oldanak meg a témakoron beliili feladatokat,
problémakat. A tananyag Osszeallitisa soran gondosan
tanulmanyoztam a Nemzeti Alaptantervet, a forgalomban
1év6 tankonyveket valamint szdmos, a témaval kdzvetve
¢s kozvetleniil foglalkozo szakcikket, szakirodalmat.
Megvizsgaltam az utobbi évek, évtizedek matematikai
iskolait valamint a matematikdval kapcsolatban
megfogalmazott elvarasokat. A kisérleta2010/11-es tanév
november elejétdl januar kdzepéig zajlott, a pilisvorosvari
Friedrich Schiller Gimnaziumban. A kisérleti csoport két
osztalybdl tevodott 0ssze: a 11.c €s a 12.s didkjainak egy
részE€bdl. A csoportba azok a tanulok kertiltek, akik terveik
szerint nem kivantak a késObbiekben matematikdval
foglalkozni, céljuk kozéptavon a kozépszintli matematika
érettségi sikeres abszolvaladsa volt (az osztadlyok mésik fele
kiilon 6t 6rds emelt szintli matematika csoportba keriilt,
ahol az emelt szinti matematika érettségire késziiltek).
Ennek megfeleléen a csoport nagyobb része nem volt
kiilondsen erds matematikabol. A 21 didk matematika
atlaga a kovetkezéképpen alakult az el6z06 év végén:



10.c 11.st Ossz.:
2,92 2,38 2,71

Mindkét osztdly a 9. osztalytdl tanulta a matematikat
németiil, de kiilonb6z6 tanaroktol. A 11. osztalytol
tanitottam Oket, mint 1) didkok. Hetente négy
matematikaorank volt, a fejlesztd kisérletre Osszesen, a
tesztekkel egyiitt 33. Ez ugyan tobb, mint egy atlagos
osztalyban, azonban részben a célnyelvi tanitas, részben a
realisztikus matematikai modszer miatt az id6tdbbletre
sziikség is volt. A tizenegyik év végén a kovetkez6 atlaguk
lett:

11.c 12.s Ossz.:
2,77 2,25 2,57

A tananyag Osszedllitdsandl, az 1) tartalmak
bevezetésénél, az Osszefliggések megvilagitasanal fontos
volt, hogy a tartalmak megfeleljenek a Nemzeti
Alaptantervben foglaltaknak, ugyanakkor amennyire csak
lehet, valosaghoz kozeliek legyenek. Ehhez a holland
realisztikus matematikatanitds elemeit hasznaltam felt.
Ezen feliil segitségiil hivtam a szamitogépet, hogy a
fliggvényeket, egyenleteket, egyenldtlenségeket, szoveges
feladatokat abrazolni tudjuk. Kiilondsen nagy figyelmet
forditottam arra, hogy pl. a linearis és az exponencialis
valtozas kozotti  kapcsolatra és a  kiilonbségére
ravilagitsunk valamint, hogy a logaritmus fogalma

”

1 Mindkét osztdly ugyanazon az évfolyamon volt, az ,s” osztaly
azonban nyelvi el6készit8s osztaly volt, azaz a 9. évfolyam egy nyelvi
el6készitd év volt, a tényleges gimnaziumi tanulmanyokat egy évvel
késébb kezdték. Magyarorszagon a legjobb jegy az 5-0s, a
legrosszabb az 1-es.



ugyanazzal a példaval keriiljon bevezetésre. Az o6rdkon a
gimnaziumban forgalomban 1évé tankonyvbdl tanultunk
(Kosztolanyi: Sokszivii matematika), az egyenletekhez,
egyenldtlenségekhez, egyenletrendszerekhez részben a
meglévo példatarakat (Zusammenfassende
Aufgabensammlung Mathematik I-IV., és ,,Matematika
Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgyiijtemény I7.)
hasznéltuk. Ezen feliil feladatokat kolcsondztem a
www.mathepower.de  oldalrol is. A realisztikus
bevezetéshez, az Osszefliggések megvilagitasahoz, a
szoveges  feladatokhoz,  fliggvényekhez  altalam
osszeallitott feladatokkal is dolgoztunk.

A kutatasi tevékenység €s adatgytijtés soran elsGsorban a
kovetkez6 modszereket alkalmaztam:

e Hazai és nemzetkozi szakirodalom
tanulmanyozésa, értelmezése és értékelése.

e Hazai ¢és nemzetkdzi konferencidkon wvald
részvétel, valamint eldadasok tartasa.

e Részeredmények publikalésa.

e A  kozépiskolai  matematika  tananyaghoz
kacsolodd segédanyagok készitése, forditasa,
szerkesztése.

e A Magyarorszagon matematikat tanit6 tanarokkal
valo folyamatos konzultaciok (DePhyMa csoport:
http://www.uni-miskolc.hu/ ~dephyma/), tovabb-
képzésein valo részvétel, eldadasok tartasa.

e Interjuk készitése és elemzése olyan tanuldkkal,
akik két tanitasi nyelvli matematikaoktatasban
részesiiltek, az interjuk elemzése.

e Tehetséggondozd, versenyfelkészitd foglalkoza-
sok vezetése.


http://www.mathepower.de/
http://www.uni-miskolc.hu/%20~dephyma/

e Német nyelvii matematikaverseny szerkesztése,
Osszedllitasa, lebonyolitasa (DePhyMa).

e Az o6rakon folytonos adatgytiijtés: hangfelvételek
minden 6rarol, képi dokumentaciok, jegyzetek, ora
eldtti, alatti, utani reakciok Osszegylijtése.

4. A kutatas hipotézisei

A kutatas soran két f6 kérdésre koncentraltam: (1) Olyan
modszert talalni, amelyik a fenti ellentétet feloldja,
legaldbb is enyhiteni képes. Igy a gyengébb tanulok se
féljenck a valds problémak és a mogotte meghtizodo
matematikai gondolkodastol. (2) A megértési folyamat
megkonnyitése ebben a  témakorben  bizonyos
feladattipusok esetén, amelyet a szamitogépes vizualis
reprezentaciok orai és otthoni hasznalata nagyban segit. A
fenti kérdések alapjan a kovetkezd kutatdsi hipotéziseket
allitottam fel:

1. A matematikatanitas realisztikus megkozelitése
gazdagabb concept image-hoz vezet a diakoknal,
igy a fogalmakat, torvényszerliségeket érthetébben
és hatékonyabban tudjak felhasznalni.

2. A dinamikus computeralgebrai szoftver, a
GeoGebra segitségével a didkok motivaltabban
dolgoznak, felhasznalasaval jobban megértik a
fogalmakat, tudasuk és képességeik stabilabbak,
rugalmasabbak, gazdagabbak és
felhasznalhatobbak lesznek.



5. A kutatas folyamata

A hipotézisek vizsgalatdra a didkokat folyamatosan
mértem, az eredményeket, torténéseket folyamatosan
dokumentéltam:

(1) A mérés elbtesztel kezd6dott, melyben azt
vizsgaltam, hogy milyen mértékben emlékeznek a
didkok a kordbban megtanult hatvanyozasi,
gyokvonasi és fliggvénytani ismeretekre, illetve
mennyire tudjak ket hasznalni.

(2) A Kkisérlet soran minden fontosabb és nagyobb rész
utan a didkok tesztet irtak, melyben az elsajatitott
Uj anyagrészre vonatkozo tudast mértem.

(3) A kisérlet végén egy Osszefoglaldo nagydolgozatra
keriilt sor, mely magédban foglalta a kisérlet egész
tananyagat.

(4) Az orakrol jegyzetek késziiltek, a diakokkal a
folyamatos kommunikacié segitségével feltartuk,
mely részek mennek konnyebben, és hol van
szilkkség mélyebb magyardzatokra, esetleg még
tovabbi gyakorlofeladatokra.

(5) Az  orakrol  hangfelvétel — késziilt, amely
segitségével késobb is fel tudtam idézni az adott
tanora tartalmat.

(6) A didkok beleegyezésével bizonyos oOrakrol
fényképek is késziiltek a munkaformak, a tablakép
rogzitéséhez.

(7) A Kkisérlet végén a tanulok tobbségének flizete
fénymasolasra keriilt az orai és az otthoni
munkajuk (& hazi feladatok megoldasa)
dokumentalsara.



6. A fejleszto kisérlet eredményeli

Az elbteszt eredményei megerdsitették a korabbi
tapasztalatot. Bar a hatvanyozas, gyokvonas ¢és
fiiggvények témakoroket a didkok mar az altalanos
iskoldban tanuljak, és a gimnazium 9. és 10. évfolyaméan
hangsulyosan eléfordulnak, mégis 11. osztalyban Gjra at
kell ket ismételni, mivel sok tanulonak nehézséget
jelentenek. Kiilondsen igaz volt ez a kisérleti csoportban,
ahol tulnyomo részt gyengébb képességii diakok voltak. A
témakor szamukra mar talsagosan absztraktnak bizonyult,
igy megalapozott tudas nélkiil mar nem tudték kitalalni a
miveletek eredményeit. Tipikus hibas kovetkeztetéseket
tapasztaltam mar a legegyszeriibb miiveleteknél is, mint
-3
példaul: 250 = 25, vagy (%) = — = és csupén 7 didk
ismerte fel, hogy a b3 + b7 = b0 osszefiiggés hibas. A
komplexebb  feladatoknal és a  fliggvénytani
alapismereteknél is hasonldan rossz eredményt értek el.
Az elbteszt jegyatlaga csupan 2,47 lett 1,09 szoréssal,
amely az egyik legrosszabb relativ szorassal parosult, ami
44,2%. Azaz nem csak a didkok atlagos tudasa volt nagyon
gyenge, hanem a tudds szordsa is nagy volt.
Osszehasonlitasképpen a fejlesztd kisérlet végén a diakok
3,19-0s eredményt értek el (+29,1%-0s eredmény),
melyhez 1,01-es szoras és igy a mérések legkisebb relativ
szorasa (31,5%) tarsult, amely nagyobb atlagos
tudasszintet ¢és ezzel parhuzamosan egyenletesebb
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csoporton beliili teljesitményt mutat. A diakok eredményei
a kdvetkezok voltak?:

Vortest pro Schiiler
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w
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=

123 456 7 8 9510111213141516171819 2021

o

Az eldteszt eredményeit figyelembe véve a kovetkezd
négy oOraban atismételtilk tanagyagot és potoltuk a
hianyossagokat. Az ismétlés eredménye a legjobb lett az
Osszes mérés kozott, 3,39, (szoéras 1,33; relativ szoras
39,2%), mely 0,9 jeggyel lett jobb az el6tesztnél. Az egyes
didkok eredményeit a kovetkezé diagram mutatja:

2 A didkok nevei helyett sorszam szerepel. A mérések soran a didkok
sorszama nem valtozott.
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Wiederholung pro Schiler

1234567 8 9101112131415161718192021

Az ismétlés utan elkezdtiik az j anyagot, az exponencialis
fliggvényt és alkalmazasait. Ebben, ¢és az ezt kovetd
fejezetben, a logaritmus fliggvény és alkalmazasai
témakorben a bevezetés soran realisztikus matematikai
eszkozoket hasznaltunk. A bevezetd példakban a
realisztikus szitudciokon keresztiil ismertiik meg a
témakorokhoz tartozd legfontosabb fogalmakat, magukat
a fluggvényeket. A sziikséges definicidkat szintén
realisztikus példakkal vezettik be és az azonossagok
megfogalmazasaban is a realisztikus feladatokat hivtuk
segitségilil. A racionalis és valés kitevOs hatvanyozast,
valamint az ,n-edik” gyok fogalmat is sikerilt a
realisztikus  feladatok segitségével bevezetni. Az
azonossdgok egzakt bebizonyitdsdhoz ,klasszikus”
algebrai eszkozoket hasznaltunk. Az exponencialis
novekedés, fogyas valamint az exponencidlis fliggvény
tulajdonsagai ¢és transzformaltjainak megtanulasahoz
aktivan hasznaltuk —a realisztikus példdkon tal- a
szamitogépet, konkrétan az ingyenes €s felhasznalobarat
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GeoGebra programot. A diakok otthon is letolthették a
GeoGebrat, igy a fliggvénytranszformaciokat a szoftver
segitségével otthon is megoldhattak és kinyomtathattak.
Igy az orakon eldszeretettel hasznaltak a szamitogépet és
a feladatok ellen6rzését sajat maguk végezhették el a
tablandl a szoftver segitségével. Az exponencidlis
fliggvény bevezetése és gyakorlasa utan kovetkezett egy
kisdolgozat, mely a raciondlis kitevds hatvanyozasra és az
exponencialis fiiggvényre terjedt ki. A dolgozat
eredménye 3,24 lett, 1,41-es szorassal (relativ szoras
43,6%):

Exponentieller Kleintest pro Schuler
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A témakorben kovetkezett egy erdsen algebrai rész:
egyenletek,  egyenletrendszerek,  egyenlé6tlenségek,
valamint visszakanyarodva a bevezetéshez és hasznalva a
megtanult matematikai eszkdzoket a realisztikus
problémak, a szoveges feladatok. Az elsé harom
témakorben kiilonboz6 feladat megoldasi stratégiakat
tanultunk meg: hogyan lehet az egyes egyenlet-
strukturdkat felismerni és ezekhez a sémdakhoz milyen
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stratégiak tartoznak. Egyszerlibb egyenleteknél szintén
hasznaltuk a GeoGebrat, 0sszekapcsolva az ikonikus és
szimbolikus reprezentaciokat. Még hasznosabb volt a
szamitogépes abrazolas az egyenl6tlenségek kapcsan: itt a
didkok abrazolva is lathattdk, hogy miért ,,fordul meg” a
relacid6 olyan pozitiv hatvanyalapok esetén, melyek
kisebbek, mint 1, és nem csak megtanultak, hogy ilyen
alapok esetén az exponencidlis fliggvény szigortian
monoton csdkkend. Az 6rakon és a tesztekben realisztikus
példak okoztak a legnagyobb problémat, mivel egy
latszo6lag nem matematikai nyelven megfogalmazott
problémat kell eldszor a matematika nyelvére leforditani,
majd a megatanult matematikai eszkozoket felhasznalva
megoldani. Ezen feliil figyelni kell arra, hogy a megkapott
eredmény realis-e, vagyis megfelel-e a feladat tartalmi
kovetelményeinek és ezek utdn az eredményt
interpretalniuk is kell, azaz valaszolnia feladat kérdésére,
amit a didkok egy része gyakran elfelejt. A Polya,
Schoenfeld  probléma-megoldasi  stratégiak  nagy
segitséget nyujtottak ebben. A gyakorlas soran tudatosan
rendszeresen rakérdeztem a megadott hatvanyérték mellett
a kitevé hozzéavetdleges értékére is, amihez a specidlis
eseteket kivéve sziikség lenne a logaritmusra. Ilyen
esetekben vagy megbecsiiltik az eredményt két egész
szam kozott, és szdmologép segitségével kozelitettiink,
vagy GeoGebra segitségével abrazoltuk a fliggvényt és
leolvastuk a hozzavetdleges eredményt. Ezzel a
modszerrel lehetett segiteni a logaritmus bevezetését
valamint ) probléma-megoldasi stratégiat mutatni a
didkoknak. Az o6rdk utdn a didkok egy Osszefoglald
dolgozatot irtak a témakor egészéb6l. Ennek a
dolgozatnak az eredménye lett a leggyengébb (az
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eldtesztet nem szdmitva), az egyik legnagyobb relativ
szorassal. A didkinterjuk soran kideriilt, hogy a didkok egy
részének a szamon kért anyagmennyiség sok volt, sokfajta
stratégia koziil kellett a helyeset kivalasztani és a szoveges
feladattol alapvetéen meg is ijedtek. Az atlag 2,81 lett,
szoras: 1,30, relativ szoras: 46,1%. A didkok eredményei
az alabbiak szerint alakultak:

Exponentieller GroRtest pro Schuler
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A logaritmus fogalmanak bevezetéséhez szintén
realisztikus példat valasztottam. Ez a példa megegyezett
az exponencidlis bevezetés példajaval, természetesen a
kérdéseket ,.forditva” tettem fel. A didkok pozitivan
jeleztek vissza ezzel kapcsolatban. A didkok tobbsége
felismerte a problémat és magabiztosan fogott a kérdések
megvalaszolasahoz. Itt is sokat hasznaltuk a GeoGebrat,
mint fliggvényabrazold programot. Segitett nekik, hogy
mar az exponencialis fejezetben becsiiltiink kitevoket
figgvénygorbék segitségével. A logaritmus fogalmat
szintén a novekedés segitségével vezettik be. A
logaritmus fliggvényt abrazoltuk, Osszevetettik az
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exponencialis fliggvénnyel ¢és Kkitértiink az inverz
fliggvény fogalmara is. A logaritmus filiggvényt
elemeztiik, transzformaltuk és az eredményeket a didkok a
tablanal prezentaltdk, majd a fliggvény grafikonjat
Osszehasonlitottuk a GeoGebra 4ltal rajzolttal. A
logaritmus azonossagait szintén a bevezetd példa alapjan
probaltuk ,,megsejteni” és megfogalmazni. Ez a didkoknak
ebben a kdrnyezetben konnyen ment, hamar felismerték a
szabalyokat, utana Oket kértem meg, hogy fogalmazzak
meg a logaritmus azonossagait. A gyakorlds utan ismét
egy kisebb felmérd kovetkezett, ahol a logaritmus
definicioja illetve azonossagai alapjan kellett feladatokat
megoldani, valamint egy transzformalt logaritmus
figgvényt kellett 4brazolni és jellemezni. A teszt
eredménye 3,0 lett, szoras 1,41, relativ szoras: 47,1%. A
didkok eredményei az aldbbiak szerint alakultak:

Logarithmischer Kleintest pro Schiler
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A kisérlet utols6 részében ujra az egyenletek,
egyenletrendszerek, egyenldtlenségek, valamit a szoveges
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feladatokkal foglalkoztunk. Az exponencialis fejezethez
hasonléan itt is megoldasi stratégiakat tanultunk,
hasznaltunk.  Ahol  lehetett, €ls6 sorban az
egyenldtlenségeknél. A szoveges feladatokndl mar nem
csak becsiilni lehetett az eredményt, példaul a grafikon
alapjan, hanem logaritmus segitségével meg tudtuk adni a
pontosabb kozelitd értéket. A fejezet végén egy zard
tesztre kertilt sor, amely az el6z6 32 6ra anyagat foglalta
magaba. Exponencidlis ¢és logaritmikus egyenletek,
egyenldtlenségek, egyenletrendszerek szerepeltek benne,
valamint egy szoveges feladat tobb alkérdéssel. Habar a
feladatsor sszetett volt, nagy anyagrészt foglalt magaban,
a didkok —a kordbbi eredményekhez képest- jol
teljesitettek. A dolgozatok atlaga 3,19 lett, a széras 1,01.
A jegyek relativ szorasa a legkisebb volt az §sszes mérés
kozott: 31,5%.

Zusammenfassende Klassenarbeit pro Schiler

5
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Az eredmények  didkonkénti  kiértékelésénél  és
Osszevetésénél néhany érdekes megfigyelést tettem: a 2.
szamu didk nyujtotta végig a legjobb és legeredményesebb
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teljesitményt. A hat eredményt és az el6z0 év végi jegyet
Osszehasonlitva lathato, hogy egy négyesen kiviil a tobbi
jegye Otos volt, mely 4,86-os atlagot és csupan 7,2%-0S
relativ szorast jelentett. Ez a didk az év végén is Otost
kapott. A masik végletet jelentette a 19-es szamu, aki mar
bukott didkként érkezett a csoportba. Az § atlaga 1,86 lett
1,46-0s szorassal, mely 79,8%-os (!) relativ szorast takar.
A jegyei kozott szerepel egy 6tos az ismétlésbol, volt még
egy kettese a tobbi dolgozat egyes lett. Sajnos ez a diak az
év végén Ujra évismétlésre kényszeriilt. Osszesen 9 didk
nyujtott relativ kiegyensulyozott teljesitményt, 25% kortili
vagy az alatti relativ szorassal, és harom didk 50%
felettivel.

Alle Ergebnisse pro Schiiler
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A fejlesztd kisérlet kismintas volt, igy az eredmények

kiértékelése soran a szokasos statisztikai elemzések csak
korlatozottan alkalmazhatoak.
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7. Eredmények a hipotézisek
tiikkrében

A fejleszt6 kisérlet elsd hipotézise:

1. A matematikatanitas realisztikus megkozelitése
gazdagabb concept image-hoz vezet a diakoknal,
igy a fogalmakat, torvényszeriiségeket érthetdbben
¢s hatékonyabban tudjék felhasznalni.

A diakok tobbsége a kisérlet elején komoly nehézségekkel
¢s hianyossagokkal kiizdott a hatvanyozas, gyokvonas és
a fliggvényfogalom terén, a konkrét problémdkra az
elOteszt vizsgalata vilagosan ramutatott. A kisértet soran
probaltuk a matematikai Osszefiiggéseket realisztikus
tartalommal megtolteni, igy segitve a téma jobb
megértését. Az Orai tapasztalatok, valamint a mérések
eredményei alapjan megfigyelhetd volt, hogy az ilyen
»gyakorlatias” példak megolddsa soran olyan didkok is
becsatlakoztak a k6zos gondolkodasba, akiknek kiilonben
nagyobb és mélyebb problémajuk volt a hatvanyozéssal,
gyOkvonassal. A teszek eredményei is a hipotézis
alatamasztdsa irdnydba mutatnak. Kiilon érdemes
kiemelni, hogy a logaritmus bevezetése 1is az
exponencialis példaval tortént, valamint a logaritmus
ismerete nélkill is —az exponencidlis fliggvény
grafikonjanak  felhasznalasaval-  tudtunk  kitevoket
becsiilni. Mindezek miatt a logaritmus fogalmanak
bevezetés szinte észrevétleniilt tortént meg, lathatolag nem
okozott a hallgatoknak nehézséget, természetesnek vették

cyey
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A masodik hipotézis:

2. A dinamikus computeralgebrai szoftver, a
GeoGebra segitségével a didkok motivaltabban
dolgoznak, felhasznalasaval jobban megértik a
fogalmakat, tudasuk és képességeik stabilabbak,
rugalmasabbak, gazdagabbak és
felhasznalhatobbak lesznek.

A fejlesztd kisérlet tanterme szamitdgéppel, kivetitdvel,
vetitovaszonnal volt felszerelve és elérhetd volt az internet
iS. Az orak nagy részénél aktivan hasznaltuk ezeket az
eszkozoket, elsosorban a GeoGebra szoftvert, de a
témahoz kapcsoloddo matematikai vided részleteket is
néztiink. Ezen feliil online feladatokat oldottunk meg. Az
orakon a diakok aktivan hasznaltik a szamitogépet. Ok
abrazoltak a fiiggvényeket, és otthon is sokan toltotték le
¢s hasznaltdk. Kiilondsen a szoveges feladatoknal volt
hasznos, hogy a sziikséges fiiggvényeket a megfeleld
koordinatarendszerben tudtak abrazolni, igy a kozelitd
megoldast is le tudtak olvasni.

A kutatési soran a kovetkez6 aspektusok is fontosak volta.
(1) A didkok fogalmi fejlédése; (2) A diakok
figgvényfogalmanak  fejlédése; (3) A didkok
problémamegoldo képességének fejlodése. A fogalmi
fejlédéssel kapcsolatban elmondhat6, hogy a realisztikus
bevezetés magaban foglalja azt a lehetdséget, hogy a
didkok megértik a matematikai tartalmat, azonban nem
tudjak magukat a megfeleld matematikai pontossaggal és
terminologiaval kifejezni. Ezért tudatosan figyeltiink az
Orakon a szabatos szohasznalatra. A masodik ponttal
kapcsolatban mar az eléteszten kideriilt, hogy a didkoknak
komoly  probléméaik  vannak a  fliggvényekkel

20



kapcsolatban. A  fiiggvényeket, grafikonjaikat ¢és
tulajdonsagaikat a bevezetéstdl kezdve az egyenleteken
keresztlil a szoveges feladatokig hasznaltuk, torekedve
arra, hogy tudatosan hasznéljuk a megfeleld fogalmakat.
A kisérlet végére a didkok fiiggvényfogalma
megfigyelhetéen fejlodott. A  harmadik teriilet, a
problémamegoldas. A  fejlesztd kisérlet témakore
kifejezetten nem a problémamegoldésra iranyult, azonban
a  matematika  tanitdsatol  elvalaszthatatlan a
problémamegoldas fejlesztése. Ez a kompetencia talan a
legnehezebb a didkok szdmara. A bevezetésben 1is
talalkozhattak a tanulok nyitott kérdésekkel, az utolso
fejezetekben pedig konkrétan szoveges feladatokkal
foglalkoztunk. Bar a diakok tobbségénél megfigyelhetd
volt a fejlodés ezen a téren is, azonban itt tovabbi fejlesztés
sziikséges.

8. Osszegzés, kitekintés

A korabbi tanitasi tapasztalataim alapjan a tanuloknak
komoly nehézségeik vannak a Kkutatott teriileten. A
fejlesztd kisérlet célja elsdsorban az volt, hogy olyan
modszert taldljak az exponencidlis és logaritmikus
folyamatok bevezetésére ¢és az ezekkel kapcsolatos
matematikai tartalmak megtanitasara, megtanulasara,
amely segitségével a didkok kdnnyebben elsajatithatjak a
vizsgalt tananyagot. A szamitogép, és az altala nyujtott
vizualis reprezentaciés eldnyoket hasznaltuk ki a
tanorakon.

A tesztek eredményei és a didkokkal folytatott
beszélgetések alapjan a kisérlet soran javultak a didkok
eredményei. Nagyon jol fogadtak a realisztikus
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megkozelitést és egyiitt tudtuk feltarni a matematikai
Osszefliiggéseket. Jelentésen konnyebben értették meg az
exponencialis novekedés fogalmat, a raciondlis ¢és
irraciondlis kitevéjii hatvanyozdst ¢és a logaritmus
fogalmat szinte ,,természetesnek” vették.

A fejlesztd kisérlet utani évben iskolat és iskolatipust
valtottam, a Budapesti Német Iskolaban tanitottam
tovabb. Ebben az iskolaban a didkok a németorszagi
Baden-Wiirttemberg tartomany tanterve szerint tanulnak,
mely gyokeresen eltér a magyarorszagi tantervtél. Egy-
egy rovid tananyag keretében az exponencialis
novekedéssel, a valds kitevés hatvanyozassal és a
logaritmussal mar  a Kilencedik  osztalyban
megismerkednek. Habar sajnos nincs lehetOség
elmélyedni a tananyagban az orakon sikerrel tudtam
felhasznalni a kidolgozott exponencialis és logaritmikus
bevezetést, igy a didkok konnyebben megértették a
komplexebb feladatokat is.

Terveim kozott szerepel, hogy a kdzépiskolai tanagyagbol
azokat a fejezeteket is hasonldan feldolgozzam, melyekkel
a didkok nem mindennap taldlkoznak, igy a megértésiik
sokkal nehezebb. Ilyen témakorok lehetnek példaul a
trigonometria, sorozatok, de akar a koordindtageometria,
algebrai kifejezések vagy a kiilonbozo fliggvénytipusok is
idesorolhatok lehetnek. Frdekes és egyben hasznos
kisérletet lehetne tervezni a mar fentebb emlitett magyar
¢s Baden-Wiirttembergi alaptanterveket 0sszehasonlitva,
kézben mindkettdnek az erényeit kiemelve.
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THESES IN ENGLISH

1. Justification of the choice of topic

Up until now the Hungarian mathematical educational
system has been characterized as an abstract formal school
system where the demonstrations and the practical
exercises were not emphasized enough. Based upon my
experience as a calculus teacher for more than one decade,
most pupils from class 11 have difficulties with
exponential and logarithm functions and their
applications. They often do not understand the exponential
procedure, cannot manipulate with exponential functions
and cannot work confidently with equations, inequations,
however the generalization of root and powering and
powering with rational and irrational indexes have been
already been learnt and reviewed. Furthermore, they
cannot or only partly can correctly translate and solve the
word problem exercises. The situation is even more
serious in connection with logarithm functions. The
unfamiliar symbolism of the function, its partly surprising
rules (e.g.log,(b-c) =log, b +log,c; a,b,c > 0;a #
1), the fact that the results cannot always be directly

calculated with calculator (see logs5 =i‘;%2),and the

relation between the exponential and logarithm functions
are difficult to understand for most pupils. It is especially
true in classes and groups that are not very good at
mathematics.

Learning the right terminology in the target langue and
interpreting the instructions of the exercises appropriately
causes further difficulties for bilingual classes. (At the
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same time it is practical that they also know the
terminology in their native language, as several books are
only available in that language). The latter mentioned
algebraic  exercises -algebraic terms, equations,
inequations, terminology of functions- have already been
known partly. After pupils understand and translate the
meaning of word problems properly, they have to interpret
their mathematical content, solve the problem according
to the right strategy, and check the results of the exercises.
Several pupils struggle with choosing the right problem
solving strategy.

During the developmental research pupils had the
opportunity to take the opportunities supplied by the topic
and use modern technology. They utilized the advantages
provided by GeoGebra while plotting, transforming or
analysing functions, hence the symbolic representation
could be revealed by the pupils as a result of iconic
appearance. Besides functions, they could also use the
advantages of visualization provided by the computer
effectively when they calculated with some equations and
inequations as well. In the case of exponential problems,
it was possible to determine approximate values without
knowing the definition of logarithm. Pupils used the
computer in class and many of them at home as well, with
pleasure and with good results.

2. Theoretical background

Applying different representations were very important
during the research. (Lesh — Post — Behr, 1987). One
characteristic of the realistic mathematical method
(Freudenthal, 1973) is that the mathematical contents are
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introduced on an enactive representations ground using
iconic representations and thus arriving at symbolic
representations. Streefland points out in one of his studies
(Streefland, 1985) that during the understanding process
pupils can switch between the formal and informal
grounds and that teachers use the ,,model for* educational
method instead of the ,,model of** method. Later this idea,
switching between models, became an indispensable
element of the Freudenthal educational method
(Streefland, 1991; Treffers, 1991; Gravemeijer, 1994; Van
den Heuvel-Panhuizen, 1995). This type of approach to
problems helps pupils develop the appropriate concept
image (Tall — Vinner, 1981). During the problem solving
process we took those steps in consideration that were
worked out by Polya (1979) and Schoenfeld (1985). The
computer, mostly the GeoGebra software was
continuously used during class work and in home
preparation too, which helped the understanding of formal
mathematics by pupils through visual representation. The
usage of computers in mathematics teaching carries more
advantages than in the case of other subjects, because ,,by
making the routine activities easier, it helps exploring and
creative work as well as the discussion of realistic
problems and the connection of contents” (Leuders, 2010).
Tulodziecky also states that technical devices need to be
used as incentives in problem solving and decision
analysis tasks (Tulodziecky, 2007). He summarizes the
areas where the appropriate use of the computer can be
advantageous in five points. Abfalterer (2007) defines four
steps of giving a successful lesson with a computer: 1.
Preparing the software; 2. Transaction according to plans;
3. The role of the teacher is clear; 4. Feedback. The usage
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of computers in teaching today is generally called
,,.Blended learning” in technical literature (Friesen, 2012).
Starker and Horn (2012) divided the methods of ,,Blended
learning” in four categories, of which the first and the
fourth are characteristic mostly of higher education, while
the second and the third are rather used in secondary
education. 1. Rotation model; 2. Flex model; 3. A La Carte
model; 4. Enriched Virtual model. During the
developmental research the language of work had a great
role. The mother tongue of the pupils was Hungarian,
while the target language was German. The definition
,»bilingual group” had turned out to be problematic earlier
as Bach mentions in his study (Bach, 2000). More recent
special literature specifies the terminology as CLIL
(Content and Language Integrated Learning), the meaning
of which is defined by the European Commission.
(European Commission, 2006). Sziics defines bilingual
mathematics teaching as the following: ,,... bilingual
mathematics teaching is every kind of education where a
second language (either a foreign language, a regional
language, a minority language and/or the given country’s
official language) are used as the language of work in the
mathematics lesson.” (Sztics, 2009) We used German
language in mathematics teaching in the research group
based on these definitions.

3. Research objectives, research
background, research methods

The objective of the developmental research was to work
out a method through which pupils can understand the
exponential and the logarithmic functions and their
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applications better, which helps them understand and
recognize relations and solve problems and do exercises
with bigger confidence within the topic. During the
creation of the syllabus I carefully examined the National
Curriculum, the school books available, and several
special articles and books related closely or mediate to the
topic. | examined the mathematical schools and
requirements of the recent years and decades. The research
was being executed from the beginning of November to
the middle of January in the 2010/11 school year in
Friedrich Schiller Grammar School in Pilisvorésvar. The
research group consisted of pupils from two classes: some
pupils from 11.c and some from 12.s. The group consisted
of those pupils who did not plan to deal with mathematics
in their future; their middle-term plan was to absolve the
intermediate mathematical maturity examination. (The
other part of the class formed a higher level mathematics
group with five special mathematics lessons, where pupils
were preparing for the higher level mathematics maturity
examination. This means that the greater part of the group
was not particularly good at mathematics. The average
mathematics results of the 21 pupils were the following at
the end of the previous year:

10.c 11.8° Altogether:
2.92 2.38 2.71

Both classes had been studying mathematics since the 9th
grade, but from different teachers. | had been teaching

3 Both classes were in the same grade, however the ,,s” class had a
language preparation year in the 9th grade, so the actual secondary
studies began a year later. The best mark in Hungary is 5, the worst
is 1.
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them since the beginning of the 11th year as new pupils.
We had four mathematics lessons a week, during the
whole developmental research 33 lessons including the
tests. This is more than an average class has, but partly
because of bilingual teaching, partly due to the realistic
mathematical approach, the extra time was necessary. The
average mathematics results were the following at the end
of the year 11:

11.c 12.s Altogether:
2,77 2,25 2,57

During the creation of the syllabus, the introduction of new
contents, and the explanation of connections it was
important that the content corresponded with the National
Curriculum, but at the same time it had to be as realistic as
possible. To reach this, I used the elements of the Dutch
realistic mathematics teaching. Furthermore, | used the
computer as a tool to represent functions, equations,
inequation and word problems. | paid special attention to
reflect on the relation and difference between the
exponential and linear change and that the logarithm was
introduced through the same example. In the lessons we
used the available school books (Kosztolanyi: ,,Sokszini
matematika” Colourful Mathematics), for equations,
inequations and equation systems we partly used the
already given exercise books (Zusammenfassende
Aufgabensammlung Mathematik I-IV., and ,,Matematika
Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgytijtemény 17
,Practice and Exercise Book for the Maturity
Examination”). Furthermore, I used some exercises from
the www.mathepower.de page. For the realistic
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introduction, lighting up relations, for world problems and
functions we also used exercises that were created by me.

During collecting of the data and the research I mostly
used the following methods:

4.

Studying, interpreting and evaluating the national
and international special literature.

Attending national and international conferences
and giving lectures.

Publishing partial results.

Creating, translating and editing extra material in
relation to secondary school mathematics.
Contiguous consultation with teachers of
mathematics working in Hungary (DePhyMa
group: http://www.uni-miskolc.hu/ ~dephyma/),
attending trainings, giving lectures.

Interviewing pupils who received bilingual
mathematics teaching, analysing the interviews.
Leading talent management and exam preparation
courses.

Editing, compiling and executing German
language mathematics competitions (DePhyMa).
Continuous data collection in the lessons: audio
records in each lesson, picture documentation,
notes, collecting reactions before, during and after
the lesson.

Research hypotheses

During the research | concentrated on two main questions:
(1) To find a method that may release or at least ease the
contrast described above so that weaker pupils do not
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either fear of realistic problems and thinking about them.
(2) To make the understanding process easier in the case
of some exercise types in the topic, which is greatly helped
by visual computer representation used in the lesson and
at home as well. Based on the questions above I set up the
following research hypotheses:

1. The realistic concept of mathematics teaching
leads to a richer concept image of the pupils. They
can apply the concepts and theorems more
comprehensively and more effectively.

2. GeoGebra, the dynamic computer algebra
software, motivates students to solve the exercises
which increases their understanding of their
concepts. Students’ knowledge and skills become
more stable, flexible, deeper and more applicable.

5. The research process

To examine the hypotheses pupils were continually being
evaluated, results and events were constantly being
recorded.

(1) The evaluation began with a pre-test, in which |
examined to what extent pupils remembered
knowledge of exponentiation, evolution and
functions that had been learnt previously, and to
what extent they could utilize this knowledge.

(2) During the research pupils wrote a test after each
important and greater chapter, in which their
knowledge of the studied new topic was measured.
Results of the tests were constantly being
evaluated, and in case incompleteness came to
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light, we supplemented and replaced the missing
information integrated into the syllabus.

(3) At the end of the research there was a post-test
written that included the whole material of the
research.

(4) Minutes were made in the lessons, and through
contiguous communication with the pupils we
explored which parts were understood better and
which parts needed further explanation and
practice.

(5) The lessons were audio recorded, which helped me
remember the content of each lesson.

(6) With the consent of pupils’ photos were made of
some lessons to record work forms and the
blackboard outlook.

(7) At the end of the research the exercise books of
most pupils were photocopied to record their work
in the lessons and at home (homework tasks).

6. The results of the research

The results of the pre-test strengthened the previous
experience. Although the topics of powering, roots and
functions are already learnt in the primary school and they
are emphasized in the 9th and 10th year syllabus as well,
in the 11th class they had to be reviewed, because they
caused difficulties to several pupils. This was particularly
true in the research group, which consisted of mostly
weaker pupils. The topic was too abstract for them, thus
they were not able to find out the results of the tasks
without well-founded knowledge. Typically wrong
conclusions were made even in case of the simplest tasks,
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pupils recognized that the b3 + b7 = b9 correlation is
wrong. They reached similarly bad results with more
complex exercises and basic functions. The average pre-
test mark was only 2.47 with 1.09 deviations, which was
parallel with one of the worst coefficient of variation that
were 44.2%. This means that not only pupils’ average
knowledge was very weak, but deviation of their
knowledge was also high. As a contrast, pupils reached
3.19 result at the end of the research (29.1% higher result),
which came with 1.01 deviation and the lowest coefficient
of variation of the measurements (31.5%). This reflects on
a higher average level of knowledge and parallels more
even performance within the group. The results of the
pupils were the following in table format®:

Vortest pro Schiiler

IS

w

N

RN

123456 7 8 9101112131415161718192021

4 Instead of names of pupils numbers are used. The number of each
pupil remained the same during the research.

32



In consideration with the results of the pre-test the topic
was reviewed and the missing information was replaced in
the following four lessons. The result of the review was
the best among all the measurements, 3.39, (deviation
1.33; coefficient of variation 39.2%), which was 0.9 mark
better then the pre-test result. The result of each pupil is
shown in the following diagram:

Wiederholung pro Schiler

O P N W b~ U1 O

1234567 8 9101112131415161718192021

After the review of the new material, the exponential
function and its applications were started. In this and the
following chapter, the logarithm function and its
applications topic, we used realistic mathematical tools
during the introduction. In the introductory tasks pupils
got acquainted with the most important phenomena
regarding the topic and the functions themselves through
realistic situations. The necessary definitions were also
introduced through realistic examples and we used
realistic examples when explaining identities as well. The
phenomena of the rational and real exponentiation and the
nth root were also introduced through realistic exercises.
For the exact demonstration of identities, we used
,»cClassical” algebraic proofs. Besides realistic examples,
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the computer, mostly the free GeoGebra software was
used to study the exponential growth and decrease and the
characteristics of the exponential function and its
transformed figures. Pupils could download GeoGebra at
home, so transformations of functions could be solved and
printed with the software at home as well. Thus they used
the computer in the lessons with pleasure and they could
check the solution of exercises themselves at the board
with the software. After introducing and practicing the
exponential function there was a small test which included
the rational exponentiation and the exponential function.
The result of the test was 3.24 with 1.41 deviations
(coefficient of variation was 43.6):

Exponentieller Kleintest pro Schuler

123 456 7 8 91011121314151617 18192021
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A strongly algebraic part followed within the topic:
equations, systems of equations, inequations, and getting
back to the introduction and using the studied mathematic
tools, the realistic exercises, world problems. In the first
three topics we learned different problem solving
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strategies: how to identify different equation structures
and which strategies to use for each scheme. For simpler
equations we also used GeoGebra, joining iconic and
symbolic representational tools. Computer representation
was even more useful in the representation of inequations
— pupils could see it demonstrated why the relation ,turns
back” in the case of such positive power bases that are
smaller than one, they did not only learn that in the case of
such bases the function is strictly monotonously
decreasing. In the lessons and in tests realistic exercises
caused the greatest problems, as a seemingly not
mathematic problem had to be interpreted in the language
of mathematics and then solved with the studied
mathematic tools. Besides these, they had to pay attention
if the received result was real, if it corresponded to the
content requirements of the task. After this, pupils had to
interpret the result to answer the question, which was often
forgotten by many of them. During practice | deliberately
asked pupils regularly about the approximate value of the
exponent besides the given power value, for which
logarithm would be necessary except for some special
cases. In these exercises we either estimated the result
between two whole numbers and approached with the help
of a calculator, or we demonstrated the function with
GeoGebra and read the approximate result. This method
helped the introduction of logarithm and showed a new
problem solving method to pupils. After these lessons
pupils had a summarizing test of the whole topic. The
result of this test was the weakest (except for the pre-test)
with one of the greatest coefficient of variation. It was
revealed during the interviews that for several pupils the
amount of the material tested was too much, they had to

35



choose the right strategy from a lot, and basically they
were threatened by the world problems themselves. The
average result was 2.81, deviation: 1.30, coefficient of
variation: 46.1%. The results of pupils were the following:

Exponentieller Grol3test pro Schiiler
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To introduce the phenomena of the logarithm I also used a
realistic example. This example was the same as the one
used to introduce the exponential, but naturally | asked the
questions ,,the other way round”. Pupils gave positive
feedback regarding this method. Most pupils recognized
the problem and started solving it confidently. We used
GeoGebraa lot here to represent functions. It helped pupils
that we had already estimated exponents through function
curves in the exponential unit. The phenomena of
logarithm were also introduced through the increase. We
represented the logarithmic function, compared it to the
exponential function and talked about the inverse function
too. We analyzed the logarithm function, transformed it
and pupils represented the results at the board, and then we
compared the graph of the function with the one that
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GeoGebra drew. Te identities of logarithm were also
found out and explained through the introductory
example. In this environment pupils found the task easier,
they recognized rules in a short time, and then they were
asked to explain the identities of logarithm. A short test
followed the practice again, in which pupils had to solve
problems based on the definition and identities of
logarithm, and they had to represent and analyze a
transformed logarithm function. The result of the test was
3.0, deviation was 1.41, coefficient of variation: 47.1%.
The results of pupils were the following:

Logarithmischer Kleintest pro Schiler

123 456 7 8 91011121314151617 18192021

In the last part of the experiment we studied equations,
equation systems, inequations and word problems again.
Similarly to the exponential unit, here we also used and
learned problem solving strategies where it was possible,
mostly in the case of inequations. In word problems we
could not only estimate the result, for example based on a
graph, but we could give a more punctual approximate
value with the help of logarithm. At the end of this unit
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there was a closing test that included the material of the
previous 32 lessons. It contained exponential and
logarithm equations, inequations and equation systems
and a word problem with several connecting questions.
Although the test was complex and included a lot of
material, pupils did well compare to previous tests. The
average result was 3.19, deviation was 1.01. The
coefficient of variation of marks was the smallest among
all the evaluation: 31.5%.

Zusammenfassende Klassenarbeit pro Schiler

5
0 | | | | | |
1 23 4 56 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
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During the evaluation and comparison of the results of
each pupil I found a few interesting facts: pupil number 2
was the most successful and efficient all through the year.
If we compare the six results and his previous end of year
mark, we can see that except one four he only received
fives, which means an average 4.86 and only 7.2%
coefficient of variation. This pupil got a five at the end of
the year as well. The other extreme was represented by
number 19, who entered the group as a failed pupil. His
average was 1.86 with 1.46 deviation and 79.8 %(!)
coefficient of variation. His marks included a five for the
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review, a two, the other tests were 1. Unfortunately, this
pupil had to repeat the school year again. Altogether 9
pupils showed relatively balanced performance with
around 25% or lower deviation, and 3 pupils showed over
50% deviation.

Alle Ergebnisse pro Schuler

123456 7 8 95101112131415161718192021
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The developmental experiment was based on a small
sample so in the evaluation of the results the usability of
general statistical analyses is limited.

7. Results in the reflection of the
hypotheses

The first hypothesis of the developmental research:

1. The realistic concept of mathematics teaching
leads to a richer concept image of the pupils. They
can apply the concepts and theorems more
comprehensively and more effectively.
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At the beginning of the research most pupils had serious
difficulties with the topics of powering, roots and the
phenomena of the function, and the pre-test showed
exactly what the actual problems were. During the
research we tried to fill the mathematical context with
realistic content, thus helping better understanding of the
topic. Based on the lessons and the measurements we can
say that when we were solving such ,,practical” exercises
those pupils also participated in brainstorming who had
bigger and more serious problems with the exponential
and roots. The results of the tests also seem to confirm the
hypothesis. It has to be emphasized that the introduction
of logarithm was also done through the exponential
example and that without the knowledge of logarithm —
using the exponential function graph- we were also able to
estimate exponents. Due to all of these aspects the
introduction of logarithm was almost unseen, it did not
cause difficulties to pupils, and they took the definition
and use of the logarithm for granted.

The second hypothesis:

2. GeoGebra, the dynamic computer algebra
software, motivates students to solve the exercises
which increases their understanding of their
concepts. Students’ knowledge and skills become
more stable, flexible, deeper and more applicable.

The classroom of the developmental research was
equipped with a computer, a projector and a screen, and
the internet was also accessible. In most lessons we
actively used these tools, mainly the GeoGebra software,
but we watched excerpts of mathematical videos
connecting to the topic as well. Furthermore, we solved
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online exercises. Pupils actively used the computer in the
lessons. They represented the functions and many of them
downloaded and used the software at home. It was
especially important in the case of word problems that they
could represent functions in the appropriate coordinate
system, so they could read off the approximate solution.

During the research the following aspects were important:
(1) Pupils’ conceptual development; (2) Pupil’s concept of
functions development; (3) Pupils’ problem solving
abilities development. In connection with the conceptual
development it can be stated that the realistic introduction
provides the opportunity that pupils understand the
mathematical content, but they still cannot express
themselves with the suitable mathematical accuracy and
terminology. Therefore, we paid attention to the precise
usage of terminology in the lessons. Regarding the second
question, the pre-test already pointed out that pupils had
serious problems with the functions. Functions, their
graphs and characteristics were being used from the
introduction, through the equations until the word
problems, aspiring to use the appropriate expressions
consciously. By the end of the research the function
concept of the pupils noticeably developed. The third
question was problem solving. The topic of the research
was not exactly problem solving, but the development of
problem solving abilities is inseparable from mathematics
teaching. This competence may be the most difficult area
for pupils. They met open questions already in the
introduction, and in the last unit the topic was concretely
word problems. Although most pupils showed
improvement in this area as well, further development is
necessary here.
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8. Summary, review

Based on my previous teaching experiences, pupils have
serious difficulties in the researched area. The main
purpose of the developmental research was to find a
method to introduce the exponential and logarithm
processes and to teach and learn the relevant mathematical
content that helps pupils learn the material more easily. In
the lessons we utilized the computer and the opportunities
of visual representation that the computer provides.

Based on the test results and the interviews with pupils
results improved during the research. They accepted the
realistic approach easily and we could explore the
mathematical context together. They understood the
exponential increase, the rational and irrational
exponential considerably more easily, and they took the
logarithm almost ,,for granted”.

In the school year that followed the developmental
research | started teaching in another type of school, in The
Budapest German School. Here pupils study according to
the syllabus of Baden-Wiirttemberg province in Germany,
which is significantly different from the Hungarian
curriculum. In a few short materials they meet the
exponential increase, real exponent and logarithm already
in the ninth grade. Although there is unfortunately no
opportunity to deepen their knowledge of this material, |
managed to use the exponential and logarithm introduction
| had worked out with success, thus pupils also understood
more complex exercises easily.

I am planning to process those chapters of the secondary
school material similarly that pupils are not exposed to
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generally, and the understanding of which is therefore
much more difficult. Such topics may be for example
trigonometry, sequences, but even coordinate geometry,
algebraic expressions or different function types. It might
be an interesting and useful experiment in the same time
to compare the curriculum of the above mentioned Baden-
Wiirttemberg province and the Hungarian curriculum,
emphasizing the advantages of both.
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