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1 Differentiable n—loops

A Lie group is smooth manifold which also carries a group structure whose
multiplication and its inverse operation are smooth as maps of manifolds.

In this section, several concepts and results from the theory of Lie group
are investigated for loops, i.e. for non-associative multiplication. [11], [12]

1.1 Basic concepts

We can consider a loop as an algebraic and as a differential geometric
notion, as well. In algebraic sense, the loop can be defined as a quasigroup
with unit element:

Definition. Let H be a non-empty set with the multiplication m: H?> — H,
let e € H be a given element. Then (H,e,m) is called loop with unit element

e if
1. m(e,z) =m(x,e) =x for allx € H,

2. the equations m(a,x) = b and m(y,a) = b are uniquely solvable for all
a,be H.

Then x and y can be determined by the left and right divisions:
r=a\b and =b/a.

In the definition of n—loop, an n—ary multiplication has to satisfy similar
properties as in the previous binary case:

Definition. Let H be a non-empty set with the multiplication m: H" — H,
let e € H be a given element. Then (H,e,m) is called n—loop with unit
element e if

1 i—1) (i) (i+1 n i
1. m((e),...,( e ),(a),(Jé ),...,(6)) =a foralla € H, 1 <1i<n, where (:E)
means that the i—th argument has the value x,

2. the equation m(ay, as,...,a; 1,2, ais1,...,0,) = b is uniquely solvable
foralla;e H1<1<n,be H.

Then x can be determined by the ¢—th division ¢;: H" — H:

xTr = 51([), A1,A2, ..., Qi—1,Aj+1,y .- . ,an).



In special case, when n=2, we get the classical left and right divisions:

d(b;a) =a\b and da(b;a) =b/a.

It follows from these definitions that a group (n—group) can be considered
as an associative loop (n—loop).

In differential geometric sense, global or local @F—differentiable n—loop
can be defined.

Definition. Let H be a differentiable manifold of class C*, let e € H be
a giwven element and let m: H" — H, 6;: H" — H be differentiable maps
of class C*, where i = 1,...,n. Then H = (H,e,m,d1,...,06,) is called
Ck—differentiable n—ary loop (or shortly n—loop) with unit element e
if the multiplication m and the i—th divisions 6; (i = 1,...,n) satisfy the
following identities:

(1) (i=1) () (i+1)
(&

1. m(e,..., e’ a, (g)

)=a forallac H, 1 <i<n,

g ey

2. m(ay,ay, ..., a;-1,0;(b;a1,a2, ..., Qi1,0i1, ... 0n), Qig1, .., Qn) = b
foralla;e H, 1 <i<n,be H,

3. di(m(ay,as,...,a,);a1,a9,...,0;1,0i11,...,0,) = a; for all a; € H,
1<y <n.

In the definition of a local C*—differentiable n—loop, that is very similar
to the definition of C*—differentiable n—ary loop, the multiplication and the
1—th divisions are defined only in a neighborhood of the unit element and
the implicit function theorem provides the €F—differentiability of the i—th
divisions locally around the unit element.

We now give the definition of n—web, that is fundamental concept in
geometric loop theory.

Definition. Let V' be a manifold. A family of foliations (Fy,...,F,) onV
i general position is called n—web.

In other words: all foliations consist of leaves with the following proper-
ties:

1. there exists exactly one leaf through each point of V' in each foliation,

2. Ly L, = 0 holds for all L;,L; € F; : L; # L, (i = 1,...,n) (for all
different leaves L;, L, from the same foliation F;).



1.2 Canonical coordinate systems of n—loops

Definition. Let H = (H,e,m, 6y, ..., 08,) be a C*—differentiable local n—loop.
A coordinate map p: U — R of class CF of the open neighbourhood U C H of
e € H into the coordinate space RY is called canonical coordinate system
of H if p(e) = 0 and the coordinate function M: p(U) x --- x p(U) — R?
of the multiplication map m: H" — H

M=pomo(ptx-xp1)
satisfies
M(z,z,...,x)=nx

for all z € o(U).

Lemma. Let ¢ be a local C*— diffeomorphism of R? (k,q € N,k > 2), keeping
0 € RY fized and is defined in some neighbourhood of 0 € R?. Let ¢, (o) denote
the tangent map of ¢ at 0 € R?, and we assume that ¢ satisfies .|y = Nidpa
with X # 0,1, —1. Then there exists a unique local C*—diffeomorphism p of
R? with the following properties:

1. it keeps 0 € RY fized,
2.p ¢ p ' = bl o)
3. p*‘(o) = ’idRq.

Lemma. Let k : W — R? be a differentiable map of a star shaped neigh-
bourhood W C RP with k(0) = 0. If there exists a real number 0 < r < 1
such that k(rx) = rk(z) holds for all x € W, then k is the restriction of a
linear map.

Theorem. Let H = (H,e,m,dy,...,0,) be a C*—differentiable local n—loop
with k > 2. Then there exists a canonical coordinate system for H.

If (U, ) is a canonical coordinate system of H then for any linear map
7 : RY — R? the pair (U, o ) is a canonical coordinate system of H, as
well.

If o: U — R? and ¢: U — RY are the coordinate maps of canonical
coordinate systems of H defined on the same neighbourhood U then o o h~!
is the restriction of a linear map RY — RY.

Example. The local loop-multiplication f(x,y) =z +y+ 2*y(x —y) is non-
associative (it is not a group multiplication) and it is defined in a canonical
coordinate system.



1.3 Exponential map

A Lie group G is a differentiable group, it consists of a group structure
and a manifold structure such that the multiplication map and the inversion
map are differentiable. The simplest Lie group is the additive group of the
real numbers. A differentiable homomorphism of (R,+) into a given Lie
group G is called a one—parameter subgroup of G.

For each X € T.G we define exp(X) = ¢x(1), where ¢y is the unique
one—parameter subgroup of G with X as its initial velocity vector. The map
exp: T.G — G : X — ¢x(1) is called the exponential map of G.

Observe that p. : R — R : pu. = ¢ -t is a Lie homomorphism, so ¢x o .
is also a one—parameter subgroup of GG. It follows from the chain rule of
differentiation that ¢x o . = ¢ex, so exp(tX) = ¢ x(1) = ¢x(t) holds for
all t € R.

Since exp : T.G — G is a local diffeomorphism, we can use the exponential
map to define local coordinates for G.

There are several natural possibilities for the definition of the exponential
map W — H with 0 € W C T.H of C*—differentiable local n—loops. One of
them is analogous to the usual construction in Lie group theory, namely the
map exp could be determined by the integral curves of vector fields defined
by the i—th translations of tangent vectors at the unit element of the n—loop.

In binary Lie groups these curves are one—parameter subgroups, but for
smooth loops it is not always the case. [3] Another disadvantage of such a
construction is that one can expect only C*~!—differentiability of the map
W — H with 0 € W C T.H which is determined by integral curves of
CF-! _differentiable vector fields defined by the i—th translations of tangent
vectors.

Definition. Let ~'(t) be the integral curve of the differential equation
Tolt) = Np)sv, where 7,(0) = e, 4,(0) =v
and X denotes the i—th translation with x. Then exp® : T,H — H, where
exp®(v) = 7,(1),
1s called i—th exponential map.

An alternative natural possibility for the definition of the exponential map
is given by using the construction of canonical coordinate systems studied in
the previous section.



Theorem. Let H = (H,e,m,dy,...,0,) be a C*—differentiable local n—loop
with k > 2. There exists a unique local C*—diffeomorphism exp: W — H,
where W is a neighbourhood of 0 € T,H, such that the following conditions
hold:

(1) exp(0) =,
(ii) exp(nx) = m(exp(z),...,exp(x)),
(ZZZ) €XP, |0 = idTeH-

Theorem. Let H = (H,e,m,d1,...,0,) and H' = (H',e/,m’',§},...,d)) be
CF—differentiable local n—Iloops. Let exp: W — H, exp’: W' — H' be the
corresponding exponential maps, where W C T.H and W' C T, H'.

If a: H — H' is a continuous local homomorphism then the composed map

exptoaoexp: W — T H' is locally linear.

2 Diffusion Tensor Imaging

In this section, it has been shown how useful the tools of differential geom-
etry can be also in biomedical imaging. When the diffusion is anisotropic,
a scalar diffusion measure is insufficient for describing diffusion properties.
In this case, the diffusion can be described by a second-order diagonally
symmetric tensor, called the diffusion tensor:

Dzz Dmy D:vz
D= Dy, Dyy Dy
Dza: Dzy Dzz

The six independent elements of the diffusion tensor can be estimated
from a series of diffusion-weighted images. When diffusion weighted mea-
surements are performed along N directions, the following matrix equation
can be constructed:

T —
Bd =A"
where
T S 5. S
A= ( Ing Ing ... IngF )
is the vector of the corresponding logarithmic signal ratios and
b
g-| ™
by



includes the influences of all the encoding gradients. [6]

This tensor model of diffusion is able to get full description of the di-
rectional diffusion information. The diffusion displacement profile may be
represented as an ellipsoid with the length of principal axes described by the
eigenvalues of the diffusion tensor and the directions given by eigenvectors
of the diffusion tensor.

Our aim in [9], [10] is to reconstruct the fiber tracts of the human brain
from measurements of fiber orientation and visualize them on the image of
the brain. Generally, the surface model clipped by orthogonal sections is
shown. We are capable to visualize the surface model clipped by (even more
than the usual three) planes having arbitrary directions.

3 Generalization of the majority voting scheme

In this section, we propose the generalization of the classical majority
voting model by introducing values 0 < p,; < 1 describing the probability
of making a good decision, when we have exactly k good votes from the n
voters. This generalization is motivated by object detection problems, where
the members of the ensemble are image processing algorithms giving their
votes as pixels in the image domain. In this scenario, the terms p, ; can be
specialized by a geometric constraint. [1], [§]

Several theoretical results are achieved for independent voters in the cur-
rent literature of classical majority voting, so in the first step, the classical
scheme is generalized in this case.

3.1 The independent case

In the generalized model, a classifier D; with accuracy p; is considered as
a random variable 7; of Bernoulli distribution:

Pni=1)=p;, Pmp=0)=1—p; (i=1,...,n).
Here n; = 1 means correct classification by D;. In particular, the accuracy
of D; is just the expected value of 7;, that is, En; =p; (i =1,...,n).
Let pnx (k=0,1,...,n) be given real numbers with:
0<pjo<--<pj; <1 (j=1,...,n),

and let the random variable £ be such that:

P(f:1) = DPnk and P(SZO):l_pn,kza



where k = |{i¢ : n; = 1}|. That is, £ represents the modified majority voting

of the classifiers Dy, ..., D,: if k out of the n classifiers give a correct vote,

then we make a good decision (i.e. we have ¢ = 1) with probability p, k.
Note that, in the special case, where:

1, iftk>3,

_ 1 : _n

(1) Pnk = 2 if k= 9
0, otherwise,

we get back the classical majority voting scheme.

As the very first step of the generalization, it is shown that similarly to
the individual voters, £ is of Bernoulli distribution, as well. We also provide
its corresponding parameter ¢, that represents the accuracy of the ensemble
in this model:

(2) QZkZi;pn,k( > IIe 11 (1—pj)>'

IC{1,.n} i€l je{l,.nN\I
|1|=k

The special case p = p; = ... = p, assuming equal accuracy for the
classifiers received strong attention in the literature, so we investigate this
case first. Then, (2) reads as:

(3) q= kz:%pn,k (Z)pk (1—p*

Thus, if n is odd then by the particular choice (1) for the values p,, i, we get

q = P, where
- n
P= k 1— n—=k
> w<k>p( p)

k=[2

is the system accuracy for the classical majority voting with independent
classifiers.

In order to have this generalized majority voting model be more accurate
than the individual decisions, we have to guarantee that q¢ > p.

It is proved that if the probabilities p, increase uniformly (linearly):
Dnj = % (k=0,1,...,n), then the ensemble has the same accuracy as the
individual classifiers.

The next result helps us to compare our model constrained by p, ; with
the classical majority voting scheme.



Theorem. Suppose that p > % and for any k with 0 < k < 3 we have:

(Z) pn,k +pn,n—k 2 1;

Let q be given by (3). Then, ¢ > p, and consequently E€ > p.

As a specific case, we obtain the following corollary concerning the clas-
sical majority voting scheme. [5]

Corollary. Suppose that n is odd, p > % and :

{1, ifk>1,
Pnk =

0, otherwise

holds for all k =0,1,...,n. Then q > p, and consequently E£ > p.

Of particular interest is the case, when the ensemble makes exclusively
good decisions after t executions. That is, we are curious to know the condi-
tions to have a system with accuracy 100%. Write % for the random variable
obtained by repeating ¢ independently ¢ times, and counting the number of
one values (correct decisions) received, where ¢ is a positive integer. Then,
as it is well-known, £®' is a random variable of binomial distribution with
parameters (¢, q) with ¢ given by (3). Now we are interested in the probabil-
ity P(£®' =t). In case of using an individual classifier D; (that is, a random
variable 7;) with any i = 1,...,n, we certainly have P(n{"" =t) = p'.

To make the ensemble better than the individual classifiers, the probabil-
ities p,  need to be chosen so that P(£%" =t) > p’.

In fact, a much more general case can be characterized.

Theorem. Lett and s be integers with 1 < s <t. Then:
P(E > 5) = P(nf" > s),

if and only if, ¢ > p, i.e. EE® > tp.

3.2 The dependent case

In case of dependent classifiers, we have to decide how to measure the
dependencies of the classifiers. The joint distribution of the random variables
can be considered, that is one of the most obvious way to calculate the
dependency. It can be shown that, similarly to the independent case, the
overall performance of the system is equal to the individual accuracies if
linear p,,;, is considered.



Theorem. Letn = (n1,...,nm,) be an n—dimensional random variable, where
Eni=p(i=1,...,n). We consider the joint distribution of (n,...,n,) such
that:

Cay,...am, — P<771 =Aal, ...y, = an)v
where a; € {0,1} (i=1,...,n). Let po, = £ (k=0,1,...,n). Then we have
E¢ =p.

More realistically, the different classifiers in general make errors with
different probabilities.

Remark. If En; = p; (i = 1,...,n) for the random variables n; of n, then

we get that:

n

ifpor =% (k=0,1,...,n).

3.3 Extremal accuracies

Next, we investigate how dependencies among the voters influence the
accuracy of the ensemble. For this purpose, we generalize some concepts
that were introduced for classical majority voting to measure the extremal
behavior (minimal and maximal accuracies) of an ensemble. First we consider
pattern of success and pattern of failure [4] which are such realizations of the
votes in a series of experiments that lead to the possible highest and lowest
accuracy of the ensemble, respectively.

3.3.1 Pattern of success and pattern of failure

In this section, we suppose that the individual classifier accuracies co-
incide (p = p1 = ... = p,). Repeat the experiments 7;,...,n, t times,
with some positive integer ¢, and write nZ(j) for the j-th realization of 7
(t¢=1,...,n,7 = 1,...,t). Suppose (as a rather strong, but standard as-
sumption) that we have:

(4) {7 : nl-(j)zl}|:7" foralli=1,...,n.

Here r is a positive integer with » = np. We are interested in the behavior
(accuracy) of & repeated ¢ times, or in other words in the value E£®', under
the condition (4). Write ¢U) for the j-th realization of £ (j = 1,...,t). Then,
we clearly have F¢® = B¢ 4 Be®,



For simplicity, the situation will be described by a table T of size n x t:
in the (7, j)-th entry T'(¢, j) of T there is 0 or 1, according to the actual value
of ) (1<i<n1<j<u).

Then we have:

t
(5) EE®' = " pou,,
Jj=1

where u; is the number of ones in the j-th column of 7'. In order to describe
the pattern of success (for the highest accuracy) and the pattern of failure
(for the lowest accuracy), this quantity in (5) needs to be maximized and
minimized, respectively.

The next result concerns the pattern of success.

Theorem. Let the probabilities p, ) be arbitrary, up to p,o = 0. Let ky # 0
be an index such that p’,;—’lkl > ’% forallk=1,...,n. Then:

NTPn,ky

1

Ef®t S

Furthermore, if tky = nr, then the mazximum can be attained.

Our next theorem describes the pattern of failure, in a similar fashion as
the previous statement.

Theorem. Let the probabilities p,j be arbitrary, up to p,o = 0. Let ky # 0

be an index such that p’;’;“? < [% forallk=1,...,n. Then:
Ef®t Z nrpn,kg‘
ko

Further, if tko = nr, then the minimum can be attained.

Similarly to the independent case, we also investigate the case, when
only good decision is made by the ensemble. In other words, we would like
to describe the situation, where:

(6) HWZﬂZHmM

is maximal.
For the special case: p, = % (k=1,...,n), we have the following result
for the quantity in (6).

10



Theorem. Let p, ) = % for all k = 0,1,...,n, and assume that nr > t.
Then P(£%" =t) is mazimal for the tables T in which:

Flsws| ] as<i<o,

where u; denotes the number of ones in the j-th column of T'. Further, all
these tables T can be explicitly constructed.

The following result is proved for general values of p,, k.

Theorem. Let the probabilities p, i be arbitrary, up to p,o =0 and ppr >0

]];07“ 01 < k< 771% Let ky # 0 be an index such that lnI:;’ko > lni;:"“ for all
=1,...,n. Then:

P(E% = 1) < (pugy) ™.

Further, if tkg = nr then the mazximum can be attained.

3.3.2 Linear programming problem

In this section, we drop all the previous conditions (e.g.(4), indepen-
dency), and give a compact tool (working without any technical restrictions)
based on linear programming to calculate the minimal and maximal ensem-
ble accuracies. In case of dependent classifiers, the joint distribution of the
random variables is investigated to measure the dependencies of the classi-
fiers:

Cay,oan, = P(nl =Q1y.--,MNn = an)’

where a; € {0, 1, %}. The star denotes any of the possible correctness values,
that is, * = 0 or 1. [2] The problem to determine the combination of voters
achieving the best/ the worst ensemble performance (¢mnqaz/qmin) 18 equivalent
to maximize/minimize the function:

n
Q(Cal,...,an) - Z (pn,k : Z cal,...,an)

k=0 ai1+...+an=k

under the following conditions:

11



where En; = p; (i = 1,...,n) is the accuracy of the i—th classifier.
Observe that this is just a linear programming problem for the variables
Cas....an» Which can be solved by standard tools.

In the special case, when (7y,...,7,) are totally independent, we have:

Cay,.coam — P(nl = (11) . P(T]n = an)-

That is, the entries of the contingency table can be determined by the
probabilities pq,...,p,. In this case, the ensemble performance ¢ is simply
given by (2).

4 Application — optic disc detection

In this section, for the OD detection task, we start with showing how
the general formulation considering the probabilities p,, j is restricted for this
specific challenge using geometric constraints defined by anatomic rules.

In our application, the votes are required to fall inside a disc of diameter
dop to vote together. For the calculation of the values p, , in our proposed
method, the k£ correct votes must fall inside the true OD region, and let
us consider the decomposition n — k = ky + ... + k; of the number of the
false candidates n — k, where all the false votes are covered by the [ disjoint
discs of diameter dpp. We may assume that k; > ... > k;, where k; is the
cardinality of the false votes covered by the ¢—th disc. We introduce the
probability P(n,k,ki,...,k) for describing the good decision in case of a
concrete realization of the n votes:

Pnk k... k) =

n! T, k1 T Ky
mp1...pk(1—pk+1)...(1—pn)(1—T) ...(1_T :

where T and 7' is the area of the OD and the ROI, respectively.

Applying the geometric constraint, false decision is made only in that
case when k; > k. Consequently, p,r = 0 for k; > k, while p,, = 1 for
k > ki should hold. The case k; = k is broken randomly. Based on these
considerations and summing for the possible distribution of the n — k false
votes among the discs, the corresponding values p,; can be calculated as
follows:

Puk = > P(nk k... k) +
ki4..+ki=n—k,k>k1
1
+5 > P(n,k,ki,... k).

ki+...+kj=n—k,k=k;

12



4.1 An ensemble-based OD detector

To take advantage of the theoretical foundations of the previous sections
for efficient OD detection, we have collected eight corresponding individual
algorithms to create an ensemble from. Then, with a brute force approach
(i.e. checking all the possible combinations) we select such an ensemble which
gives the best accuracy of the combined system. Using the linear program-
ming technique for the given individual accuracies for the selected ensemble
representing the best system accuracy, we have the following minimal and
maximal ensemble accuracies, respectively:

Qmin = 08997 Gmaz = 1.

Based on our experimental tests, the ensemble accuracy for our system
has been found to be:
q = 0.981.

5 Modifications on the decision rule

We modify the final decision rule of the ensemble which will result in
further improvement of the system accuracy. This generalization is based on
the assignment of weights to the ensemble members (classifiers). [7]

We can assign weights to the classifiers within our generalized voting
scheme, as well. If the classifiers (Dy, Dy, ..., D,) with respective accuracies
(p1,p2, .., pn) and weights (by,...,b,) are considered, then the final decision
is made by choosing the maximal sum of weights, where some additional
constraints (e.g. a geometrical one for OD detection) have to be fulfilled by
the classifier outputs.

We give the answer on how to select optimally the weights for independent
classifiers in this generalized weighted majority voting model.

Theorem. If independent classifiers (D1, Ds, ..., D,) are given (conditional
independence is assumed), then the optimal weight b; for the classifier D;
with accuracy p; can be calculated as:

Di
(1 =pi)?ri(1 =)’
where the probability (1 — p;)r; with r; € [0, 1] is considered for the i—th

classifier meaning that the :—th classifier makes wrong classification and
participates in making a bad decision.

b; x log

13



1 Differencialhaté n—loopok

A Lie—csoport egy sima sokasag, amelyen olyan csoportstruktiara adhaté
meg, ahol a szorzasmiivelet és annak inverze is sima leképezések.

Ebben a részben szdmos, a Lie—csoport elméletébdl ismert fogalmat és
eredményt vizsgalunk meg a loopok szempontjabol, ahol elhagyjuk a szorzas
asszociativ tulajdonsagat. [11], [12]

1.1 Alapfogalmak

Egy loopot definialhatunk algebrai és differencidlgeometriai struktiaraként
is. Algebrai értelemben a loop egy egységelemes kvéazicsoportnak tekinthetd.

Definicié. Legyen H egy nemiires halmaz, adott eqy e € H H-beli elem,
tovdbbd H-n értelmezve van egy m: H> — H szorzdsmivelet. Ekkor (H,e,m)
eqy loop az e egységelemmel, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. m(e,z) = m(x,e) = x minden v € H esetén,

2. az m(a,x) = b és m(y,a) = b egyenleteknek egyértelmi x, illetve y
megolddsa van minden a,b € H esetén.

A fenti egyenletek egyértelmi x, illetve y megoldasa kifejezhets a bal és
jobb osztas segitségével:
r=a\b & y=b/a

lajdonsagokat kielégitenie, mint a loop definicidjaban szerepld binaris mtive-
letnek:

Definicié. Legyen H egy nemiires halmaz, adott eqy e € H H-beli elem,
tovabbd H-n értelmezve van eqy m: H" — H n—wvdltozds szorzasmivelet.

FEkkor (H,e,m) egy n—loop az e egységelemmel, ha teljesiilnek a kovetkezd
feltételek:

1 i-1) (i) (i+1 n
1. m((e),...,(e),(a),(e),...,(e)):ammdenaEH és 1 <i<mn esetén,

ahol (:ZE) azt jeloli, hogy az i. argumentum értéke x,

2. azm(ay,ag,...,0;_1,T,ai41,-..,0,) = b egyenlet eqyértelmiien megold-
hato minden a; € H,1 <i<n ésb e H esetén.
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Ekkor ez az egyértelmtiien létezé x megoldés a 9;: H® — H 1. osztas
segitségével fejezhetd ki:

x=0;(b;ay,as,...,a4;_1,0;11,...,a,) (i=1,...,n).

Specialis esetben (n=2 esetén), a klasszikus bal és jobb oldali osztést
kapjuk vissza:

d1(b;a) =a\b és da(b;a) =b/a.

Ezen definiciokbol lathato, hogy a csoport (n—csoport) asszociativ loopként
(n—loopként) tekinthetd.

Differencialgeometriai értelemben definidlhatjuk a globalis, illetve lokalis
@ —differentidlhato n—loop fogalmat.

Definicié. Legyen H egy C*—differencidlhato sokasdg, e € H eqy adott H-
beli elem és m: H* — H, 6;: H* — H (i = 1,...,n) C*—differencidlhato
leképezések. Ekkor H = (H,e,m, 6y, ...,0,) Ck—differentidlhaté n—Iloop,
melynek e az egységeleme, ha az m szorzds és a 0; i. osztdsok (i =1,...,n)
teljesitik a kovetkezd feltételeket:

1 (i—1) (1) (i+1) (n) . . . .
1.m(e,..., e ,a, e’ ..., €)=amindena € H és 1 <i<n esetén,
2. m(ay,...,a;i—1,0;(b;ay, ..., a;_1,Qi11, ..., 0n), Qix1,...,a0,) = b minden

a; € H,1<1<n ésbe H esetén,

3. 6i(mlay,...,an);01,...,6;-1,0i41,-..,0,) = a; minden a; € H és
1 <1 <n esetén.

A lokélis C*—differencidlhaté n—loop definicidjaban szereplé m szorzés
és a §; i. osztasok (i = 1,...,n) csak az egységelem kornyezetében vannak
definialva és az implicit fiiggvény tétel biztositja az egységelem kornyezetében
az i. osztasok CF—differencialhatosagat.

Ezutén megadjuk az n—web definiciojat, ami alapvets fogalom a geome-
triai loopelméletben.

Definicid. Legyen V' egy sokasag. A V-n értelmezett (Fi, ..., F,) fdlidgzdisok
egy dltaldnos helyzetd csalddjat n—web-nek nevezziik.

Az altalanos helyzet folidzas azt jelenti, hogy minden foliazés a kdvetkezs
tulajdonsigokkal rendelkezd leveleket tartalmaz:

1. minden egyes adott V-beli elemhez minden f6liazas esetén egyértelmiien
létezik olyan L levél, amely az adott V-beli elemen keresztiil halad,

2. ha L;, L, € F; : L; # L., akkor L; N L; = () ugyanazon F; foliazas
kiilonb6z6 L; és L. levelei esetén.
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1.2 Az n—loopok kanonikus koordinadta—rendszerei

Definicié. Legyen H = (H,e,m,y,...,0,) eqy lokdlis C*—differencidlhato
n—loop. Egy ¢: U — R? CF—osztdlyi koordindtatérképet, mely az e € H
eqységelem U C H nyilt kornyezetét képezi le az R? koordindtatérre, a H
kanonikus koordindta-rendszerének nevezzik, ha

1. p(e) =0,

2. azm: H* — H szorzis M: o(U) x --- x o(U) — R? kooordindta-
figguénye

M=gpomo(ptx - xp?)

rendelkezik az aldbbi tulajdonsdggal:
M(z,z,...,x)=nx
minden x € o(U) esetén.

Lemma. Legyen ¢ egy lokdlis C*—diffeomorfizmus (k > 2) az R? koordind-
tatéren, mely a 0 € RY egy kornyezetében van definidlva és a 0 € Ri-t fizen
tartja, tovdbbd jelolje ¢.|) a ¢ érintdleképezését a 0 € R? pontban. Tételez-
ziik fel, hogy ¢ teljesiti a kivetkezd feltételt: ¢.|wy = Nidpa (A # 0,1, —1).
Ekkor egyértelmien létezik olyan p lokdlis CF— diffeomorfizmus RI-n, mely

1. a 0 € Re-t fixen tartja,
2. p- ¢ p " = o),
3. p*‘(o) = idRq.

Lemma. Legyen v : W — R? a W C RP kiornyezetnek Re-ba torténd dif-
ferencidlhato leképezése, melyre k(0) = 0. Ha létezik olyan 0 < r < 1 valds
szam, amelyre k(rx) = rr(zx) teljesil minden © € W esetén, akkor k egy
linearis leképezés leszikitése.

Tétel. Legyen H = (H,e,m,0,...,6,) lokdlis C*—differencidlhato n—loop,
ahol k > 2. Ekkor létezik kanonikus koordindta-rendszere H-nak.

Ha (U, @) kanonikus koordindta-rendszere H-nak, akkor minden 7 : R? — RY
linedris leképezés esetén (U, T o @) is kanonikus koordindta-rendszere H-nak.
Ha p: U — R? és ¢: U — R? a H kanonikus koordindta-rendszereinek
koordindta-leképezései, melyek ugyanazon U kdérnyezeten vannak definidlva,
akkor p o™t eqy RY — RY linedris leképezés leszikitése.
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1.3 Exponencialis leképezés

Egy G Lie—csoport differencidlhatd csoport, mely egyarédnt rendelkezik
csoport, illetve sokasag struktiraval, melyben a szorzas és annak inverz
leképezése is differencialhato. A legegyszeriibb Lie—csoport a valos szamok
additiv csoportja. Az (R,+) adott G Lie-csoportra torténd differencialhato
homomorfizmusat a G egy—paraméteres részcsoportjanak nevezziik.

Minden, e egységbeli X € T.G érintévektor esetén definialhatjuk az
exp(X) = ¢x(1) leképezést. Az exp : T.G — G : X — ¢x(1) leképezést
G exponencialis leképezésének nevezziik.

AR = Ry, = c-tegy Lie- homomorfizmus. Igy ¢x o p, szin-
tén egy—paraméteres részcsoportja G-nek, és a differencidlasi lanc-szabalybol
kovetkezik, hogy ¢x o pte = ¢ex. lgy exp(tX) = ¢x(1) = dx(t) teljesiil
minden ¢ € R esetén.

Mivel exp : T.G — G egy lokalis diffeomorfizmus, az exponencialis leké-
pezést G-beli lokalis koordinaték definialdsara hasznalhatjuk.

Tébbféle természetes lehetSség is adodik a lokalis CF—differencialhato
n—loopok W — H (0 € W C T.H) exponencialis leképezésének definialasara.
Az egyik lehetséges definici6 a Lie—csoportok elméletében gyakran hasznalt
konstrukciéval analdg, nevezetesen az exp leképezést az egységelembeli érin-
tévektorok 7. eltolasai altal létrehozott vektormezdk integralgérbéi hataroz-
zék meg.

Binaris Lie-csoportok esetén ezek a gérbék egy-paraméteres részcsopor-
tok, de analitikus loopok esetén ez a tulajdonsig nem mindig teljesiil. [3] A
fenti kostrukcié masik hatranya, hogy a W — H (0 € W C T, H) leképezés
differencidlhatosagaval kapcsolatban csak C*~!—differencidlhatosag garantal-
hato, hiszen az exp leképezést az érintévektorok i. eltolasai altal 1étrehozott
CF~! _differencialhat6 vektormezdk integralgorbéi hatarozzak meg.

Definicio. Legyen v (t) a 7. (t) = ()\i(t))*v differencidlegyenlet integrdlgor-
béje, ahol ' '

7(0) =¢, 7,(0)=0v
és AL jeloli az x elemmel térténd i. eltoldst. Ekkor az exp” : T.H — H
leképezést, ahol

exp®(v) = 7,(1),

az i. exponencidlis leképezésnek nevezziik.

Az exponenciélis leképezés egy természetesen adodo, mésik lehetséges
definiciojat az el6bbiekben targyalt kanonikus koordinata-rendszer konstruk-
cidja szolgaltathatja.
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Tétel. Legyen H = (H,e,m,0,,...,05,) C¥—differencidlhats lokdlis n—Iloop,
ahol k > 2. Ekkor egyértelmiien létezik olyan exp: W — H lokdlis CF— dif-
feomorfizmus, ahol W a 0 € T,H eqy kérnyezete, és teljesiilnek rd az alabbi
tulajdonsdgok:

(1) exp(0) =,
(i) exp(nzx) = m(exp(z),...,exp(x)),

(ZZ’I,) €XDP, ’0 = idTeH-

Tétel. Legyenek H = (H,e,m,d1,...,0,) és H' = (H',e/,m',é},...,8)
CF—differencidlhato lokdlis n—loopok, exp: W — H és exp’: W' — H' rend-
re ezek exponencidlis leképezései, ahol W C T.H és W' C T, H'. Ekkor az
exp toaocexp: W — T, H' leképezés lokdlisan linedris minden o: H — H'
folytonos lokdlis homomorfizmus esetén.

2 Diffazioés tenzor képalkotas

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a differencialgeometria eszkozei mi-
lyen hasznosak lehetnek akar az orvosi képalkotéas terén is. Anizotropikus
diffazio esetén ugyanis a skalar difftzids egyilitthaté mar nem elegendd a
diffazio tulajdonsigainak leirasara. Ebben az esetben a diffuziot egy masod-
rendd, szimmetrikus tenzorral lehet jellemezni, melyet difftizios tenzornak
neveziink:

Dzm Dmy D:vz
D=1\ Dy Dy, D,
sz Dzy Dzz

A diffazios tenzor hat fiiggetlen elemét diffuzios sulyozott képek segit-
ségével tudjuk megbecsiilni.

Ha N irany mentén végziink diffizios sulyozott méréseket, a kovetkezs
matrix egyenlet irhato fel:

Bd =A",
ahol
T 5
A= ( lng—(lJ lng—i lns—fg )
a megfelels logaritmikus jel aranyok vektora,
b
B= b?
by
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a diffuzios gradiens paramétereit jellemzi. [6]

Ez a diffazids tenzor modell a diffiziés iranyra vonatkozé informaéaciok
teljes lefrasat nytjtja.

A diffazios elmozdulast egy ellipszoid segitségével jellemezhetjiik, ahol a
f6tengelyek hosszat a difftizios tenzor sajatértékei, mig az iranyukat a diffa-
zi6s tenzor sajatvektorai irjak le.

Az agy rostszéalainak rekonstruéalasa és képi megjelenitése volt a célunk. A
modellezés sorén altaldban csak harom ortogonalis sikkal torténd metszeteket
mutatnak, mely tetszdleges szamu és allasa vagosikkal is elvégezhetd. (9], [10]

3 A tobbségi szavazas altalanositasa

Ebben a fejezetben a klasszikus tobbségi szavazomodellt altalanositjuk
a0 < ppr < 1 valoszintségi értékek bevezetésével, melyek a jo dontés
valoszintiségét irjak le, amennyiben az n (6sszes) szavazat kozott pontosan
k helyes talalhato. Ezt az altalanositast olyan detektalasi probléma mo-
tivalta, ahol az Osszetett rendszer tagjai képfeldolgoz6 algoritmusok, melyek
szavazatként az adott kép egy pixelét adjék vissza. Ebben az esetben a p,
valoszintiségi értékek bizonyos geometriai feltételektsl fliggenek. [1], [8]

A klasszikus tobbségi szavazassal kapcsolatban szamos elméleti eredmény
fiiggetlen osztélyozokra vonatkozik, igy az altalanositést ezzel az esettel kezd-
juk.

3.1 Fiiggetlen osztalyozok

Az altalanositott modellben a p; pontossagu D; osztalyozot n; Bernoulli-
eloszlasnu valoszintiségi valtozoként tekintjiik, azaz:

Pni=1)=p, Pmp=0))=1-—p; (i=1,...,n),

ahol az n; = 1 a D; altali helyes osztalyozast jeloli. Ekkor a D; osztélyozd
pontossaga az n; valoszintiségi valtozo varhato értéke: En; =p; (i =1,...,n).
Ap,ir (k=0,1,...,n) adott valés szamok, ahol

és a & valoszintiségi valtozot a kovetkezSképpen definidljuk:
P=1)=pux ¢ PE=0)=1—pu,

ahol k = |{i : n; = 1}|. Ekkor a Dy,..., D, osztalyozokhoz tartozd mo-
dositott tobbségi szavazast a & valoszintiségi valtozd reprezentélja: ha az
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n osztalyozo koziil k esetében valosult meg helyes osztéalyozés, akkor az al-
talanositott tobbségi szavazast alkalmazva p,, , valoszintséggel hozunk helyes
dontést (azaz £ = 1).

Ezen altalanositott modell a

1, ha k>3,
(7) Pk =43, ha k=2
0, kiilonben

valasztassal a klasszikus tobbségi szavazast adja vissza.
Ekkor & Bernoulli-eloszlasu valoszintiségi valtozo, melynek ¢ paramétere
az Osszetett rendszeriink pontossagat irja le, melyre

®) q:kf;pn,k( S v I1 0-0).

nyiel  je{l,..n}\I

ElGszor azt a klasszikus tobbségi szavazasnal mér gyakran vizsgalt specialis
esetet tekintjiik, mikor p = p; = ... = p,,, azaz az osztalyozok azonos pon-
tossaguak. Ekkor

) 0= ma( -

Igy paratlan n esetén és a Pni (7)—ben adott valasztésa esetén ¢ = P
adodik, ahol

P= Y (})ra-or
k=[3]
fliggetlen osztéilyozok esetén a klasszikus tobbségi szavazas rendszerpontos-
saga.

Az 0j modell bevezetésének egyik célja, hogy az altalanositott tobbségi
szavazomodell minden egyedi osztalyozonal pontosabb legyen. Ehhez a ¢ > p
feltételnek kell teljesiilnie.

Els6 1épésként bebizonyithato, hogy ha a p, , valoszintiségi értékek line-
arisan valtoznak, azaz p,,j = % (k=0,1,...,n), akkor az Gsszetett rendszer
ugyanolyan pontossagu lesz, mint az egyedi osztalyozok (¢ = p).

A kovetkezd eredmény abban segit, hogy a p, ; valoszintségi értékekkel
adott altalanositott tobbségi szavazomodell pontossagat 0ssze tudjuk hason-
litani a klasszikus tobbségi szavazémodelléval.
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Tétel. Ha p > % és minden k esetén, ahol 0 < k < 4.
(Z) pn,k +pn,n—k Z 1;

(%) Pnn—k > nT_k
teljesiil, akkor q > p, és igy E£ > p.

Specialis esetben a kdvetkezd, klasszikus tobbségi szavazdémodellre vonatkozo
allitast kapjuk. [5]

Allitas. Ha n pdratlan, p > % €s:

1L, hak >4,
Pk = 0, Fkilonben

teljesiil minden k = 0,1, ... n esetén, akkor q > p, és igy E£ > p.

Jelolje £%% azt a valosziniségi valtozot, amely a & t-szer fliggetlentil torténd
végrehajtéasa soran hozott helyes dontések szamat irja le. Ekkor kozismert,
hogy %' binomialis eloszlast valoszintségi valtozo (t,q) paraméterrel, ahol
g-t a (9) definialja.

Kovetkezd 1épésként azt a kiilonleges esetet vizsgaltuk meg, mikor az
osszetett rendszeriink minden esetben helyes dontést eredményez, azaz 100%
pontossagl (€¥% = t). Minden D; osztalyoz6 esetén P(nP' = t) = p?, ahol
1=1,...,n.

Ahhoz, hogy az Gsszetett rendszeriink minden egyedi osztélyozonal pon-
tosabb legyen, a p, valoszintiségi értékeket gy kell megvalasztani, hogy
P(E® =t) > p' teljesiiljon.

Nem csak ezt, de egy ennél altalanosabb esetet is jellemezni tudunk egy
sziikséges és elegendd feltétel segitségével.

Tétel. Legyenek t és s olyan egész szamok, ahol 1 < s <'t. Ekkor
P(E¥" > 5) > P > s)

akkor és csak akkor, ha q > p, azaz EE®' > tp.

3.2 Fuggd osztalyozok

Fiiggs osztalyozok esetén az egyik legkézenfekvébb megoldas az osztalyo-
zok fliggdségének jellemzésére, hogy a valdszintiségi valtozok egyiittes elosz-
lasat tekintjiik.

A fiiggetlen esethez hasonloan belathato, hogy az Osszetett rendszer pon-
tossdga fliggs esetben is megegyezik az egyedi pontossagokkal, ha a p,x
valoszintiségi értékek linearisan valtoznak.
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Tétel. Legyen n = (m,...,M,) egy n—dimenzids valdsziniségi vdltozo, ahol
Eni=p (i=1,...,n). Tekintsik az (m,...,n,) egyittes eloszldsdt, azaz

Caroan = Pl = a1, ..., = ay),

ahol a; € {0,1} (i = 1,...,n). Legyen pyx = £ (k = 0,1,...,n). Ekkor
E¢ =p.

Az egyedi osztalyozok pontossiga altalaban nem egyezik meg. Hasonlo
eredmény fogalmazhaté6 meg akkor is, ha eltekintiink az azonos pontossag
feltételétol.

Megjegyzés. Ha az n; valdsziniségi vdltozok vdrhato értékére En; = p; tel-
jesil (i =1,...,n), akkor

pe_PitPt oA

n

ha por =% (k=0,1,...,n).

3.3 A rendszerpontossiag extrémumai

Ezutdn megvizsgaltuk, hogy az osztalyozok fiiggdsége mennyire befolya-
solja az Osszetett rendszer pontossdgat. Ezért altaldnositottuk azokat a
klasszikus tobbségi szavazassal kapcsolatos fogalmakat, melyek az Gsszetett
rendszer pontossaganak maximumat (pattern of success), illetve minimumat
(pattern of failure) jellemzik.

3.3.1 Pattern of success és pattern of failure

Jelolje nz-(j ) az 1; valoszintségi valtozo j. realizécidjat az n; t-szer fliggetleniil
torténd végrehajtasa soran, ahol i =1,...,n,7 =1,...,t. Ekkor

{7 : ngj)zl}\:fr mindeni=1,...,n,

ha r = np, ahol En; =p

Ekkor az Gsszetett rendszer pontossagat EE®t = BEEW + ..+ E£® adja
meg.

Ezt az esetet legegyszertibben egy n x t méretd T tablazattal lehet leirni:
a T tablazat (i,7). eleme, a T'(i,j) értéke 0 vagy 1 lehet, mely megegyezik
az nﬁj) értekével (1 <i<n,1<j<t).

Ekkor
t
(10) B = poa,.
j=1
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ahol u; a tablazat j. oszlopdban taldlhat6 egyesek szdma.

Igy a pattern of success (maximalis pontossag), illetve a pattern of fail-
ure (minimélis pontossag) jellemzéséhez ezt a (10)—ben adott kifejezést kell
maximalizalni, illetve minimalizalni.

//////

kq 750 p"'“ > Pnk minden k = 1,...,n esetén. Ekkor

NTPn,ky

ki

Eé‘@t S

Tovdbba ha tky = nr, akkor ezt a maximumot el is éri.

//////

kQ#O p"kQ < Pk minden k = 1,...,n esetén. Ek;kor

NTPn,ky

2

EE® >

Tovdbba ha tky = nr, akkor ezt a minimumot el is éri.

A fliggetlen esethez hasonldéan, most is megvizsgaljuk, hogy mi a feltétele
annak, hogy az Osszetett rendszeriink minden esetben helyes dontést ered-
ményezzen, azaz

(11) P(e® = Hpn »

maximalis legyen.
Abban a specialis esetben, ha p,, , = % (k=1,...,n), a (11)—ben adott
kifejezésre a kovetkezd eredmény fogalmazhatod meg.

Tétel. Legyen p, i = % minden k = 0,1,...,n esetén és nr > t. FEkkor
P(&%Y = t) mazimdlis, ha

T=w< ]| asi<y

Tetszbleges py, i valoszintségi értékek esetén a (11)—ben adott kifejezésre
a kovetkezd tételt kapjuk.

Tétel. Legyenek a p, i tetszdleges valdsziniségi értékek, ahol p,o = 0 és

Pk >0, ha 0 <k <n. Legyen ko # 0 : hlp’;ko >1n];€"’“ minden k =1,....n
esetén. Ekkor

"lT‘

(£®t = t) < pn koo
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3.3.2 Linearis programozéasi probléma

Az el6z6ekben hasznélt megkotések (pl. azonos pontossag, fiiggetlenség)
elhagyhatoak, ha egy olyan atfogd, komplex eszkozt alkalmazunk a maxi-
malis/minimalis pontossagu Osszetett rendszer feltérképezésére, mely ezt a
probléméat egy lineéris programozasi feladat megoldasaként valdsitja meg.
Az osztéalyozok fiiggdségének jellemzésére a valdszintiségi valtozok egyiittes
eloszlasat

Cay,.han = P(nl =a1,...yMp = an)

tekintjiik, ahol a; € {0,1, %} és * = 0 vagy 1. [2]

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a legjobban /legrosszabbul teljesits Osszetett
rendszert, illetve annak pontossagéat (¢maz/Gmin ), maximalizalni/minimalizal-
ni kell a kévetkezs fiiggvényt:

a kovetkezd feltételek mellett:

Z Cx,... . xa;,%,...x — Di (Z = 17 cee 777’)7

a;=1
Z Car,....an — ]-7
ai;...,an
Car,oman = 0,
ahol Em; = p; (i =1,...,n) az i. osztalyozd pontossaga.
Abban az esetben, ha az n,...,n, valosziniiségi valtozok fiiggetlenek,
akkor
Cayran = P =a1) ... P(n, = ay).
Ekkor a kontingencia tablazat elemeit a py, .. ., p, valoszintiségek hataroz-

zdk meg. Igy az Osszetett rendszer ¢ pontossagat (8) irja le.

4 Alkalmazas — OD detektalas

Ebben a fejezetben az OD detektaldsi probléma kapcsan bemutatjuk,
hogy a p, i valoszintiségi értékeket hogyan befolyasoljak az el6irt geometriai
feltételek.

Ebben az alkalmazasban a szavazatoknak egy dpp atmérsji korlapon
beliilre kell esniiik, hogy egyiitt szavazhassanak. A p,, , valoszintiségi értékek
meghatarozasahoz k helyes szavazatnak az igazi OD teriiletére kell esnie, mig
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a helytelen szavazatok szamara: n —k = k; + ...+ k;, ahol minden helytelen
szavazat az [ diszjunkt dpp atmérdji korlap valamelyikével van lefedve. Fel-
tehetjiik, hogy k1 > ... > ki, ahol k; az ¢. korlapba es6 helytelen szavazatok
szama. Ekkor a helyes dontést jellemz6 P(n, k, ki, ..., k) valoszintségre:

P(n,k ki, ... k) =

n' TO 1 ZTO ki
mpl"'pk(l_pk-i-l)'-'(l_pn)(1_T> ...(1_7

adodik, ahol T és T rendre az OD és a ROI teriiletét jeldli.

A geometriai feltétel alkalmazéaséaval csak akkor sziiletik rossz dontés, ha
ki > k. Igy por =0, ha ky > k, mig p,p = 1, ha k > ky teljesiil. A k; =k
esetben véletlenszertien valasztunk a két, azonos szamu jeloltet tartalmazo
korlap koziil. Ezek alapjan a kovetkez6képpen hatarozhatjuk meg az erre
vonatkozo6 p,, i valészintiségi értékeket:

Dok = Z P(n,k ky, ... k)+
ki4...+ki=n—k,k>k1
1
+3 > P(n,k ki, ... k).

ki+4...+kj=n—k,k=k1

4.1 OD detektalas osszetett rendszerrel

A minél hatékonyabb OD detektalasért nyolc egyedi algoritmust vélasz-
tottunk ki, melyekbdl Gsszetett rendszert hoztunk létre. Minden lehetséges
részrendszert leellendrizve valasztottuk ki koziiliik azt, amely a legjobb 6ssze-
tett rendszerpontossagot eredményezte.

A kivélasztott algoritmusok adott egyedi pontossagait tekintve, a linearis
programozasi feladat megoldasaval megkaptuk ezen Osszetett rendszerre vo-
natkozoan a minimalis, illetve a maximalis rendszerpontossagot:

Qmin = 08997 Qmaz = 1
A mi altalunk kivéalasztott Osszetett rendszer pontossiga a tesztek alapjan:

q = 0.981.

5 A dontési szabaly modositasa

Ezt kévetGen modositjuk a végsé dontés meghozatalara vonatkozo sza-
balyt, mely tovabbi javulast eredményez az 6sszetett rendszer pontossiagéban.
Az &altalanositas arra épiil, hogy az osztélyozokhoz sulyokat rendeliink. [7]
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Az altaldnositott tobbségi szavazémodell esetén is lehet&ségilink van arra,
hogy a rendre (p1,ps,...,pn) pontossagi (Dq,Ds,...,D,) osztalyozokhoz
(b1,...,b,) stlyokat rendeljiink. Ekkor a végsé dontés a bizonyos (pl. geo-
metriai) feltételeknek eleget tevé maximalis 6sszstly szavazatok kivalasztéasa-
val torténik.

Végiil valaszt adunk arra a kérdésre, hogy fiiggetlen osztalyozokat te-
kintve, az altaldnositott stlyozott tobbségi szavazés esetén hogyan lehet a
stlyokat optimalisan megvalasztani (a maximalis rendszerpontossag elérése

érdekében).

Tétel. Figgetlen (Dq, Do, ..., D,) osztdlyozdk esetén, a p; pontossigi D;
osztdlyozohoz az optimdlis b; sulyra teljestiil, hogy

Di
(]. - pZ)QT’l(l - ’FZ') ’
ahol a (1 — p;)r; (r; € [0,1]) érték annak a valoszintiségét jellemzi, hogy az

1. osztalyozo helytelen osztéilyozas esetén részt vesz a végsd helytelen dontés
meghozatalaban.

b; o log
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