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Bevezetés

Ez a dolgozat az Expectation-Maximization algoritmussal, népszerti nevén az EM
algoritmussal foglalkozik. Ez egy igen széles korben alkalmazott algoritmus, a maximum
likelihood becslés iterativ szamitasara alkalmas. Féként olyan feladatoknél hasznos, ahol
hianyz6 adatok vannak. Szinte minden statisztikai témaban el6jon a hianyzé adatok
problémaja. fgy nagy jelentosége van egy olyan moédszernek, amely megoldast kinal a
feladatra. Eloszor 1977-ben publikalta Dempster, Laird és Rubin a Royal Statistical
Society folydirataban. Az EM algoritmus elnevezés is téliik ered. Hasznos irodalomnak
bizonyult még McLachlan és Krishnan konyve, amely atfogd képet ad az EM algoritmusrol
és annak kiilonbo6z6 variacidirdl elméleti és gyakorlati értelemben is. A dolgozat célja az
EM algoritmus és néhany tulajdonsaganak az ismertetése, valamint konkrét példédkon
keresztiil bemutatni az algoritmus néhany alkalmazéasat az R statisztikai programcsomag
segitségével.

Az elso fejezetben a dolgozat megértéséhez sziikséges alapfogalmakat ismertetjiik.
Ezutan bevezetjiikk a maximum likelihood becslés fogalméat. A masodik fejezetben az
EM algoritmust ismertetjiik. Végiil az alkalmazasokkal foglalkozunk.

Az alkalmazasok bemutatasdhoz az R statisztikai programcsomagot valasztottuk. Ez
egy adatkezelésre, szamitasra és grafikai bemutatasra alkalmas programcsomag. A legtobb
szakember statisztikai rendszerként hasznalja. Barki szaméra elérheto és letoltheto a
www.R — project.org oldalon. Az R-t tekinthetjiik az S nyelv ingyenes valtozatanak,
amelyet a Bell laboratoriumban fejlesztett ki Rick Becker, John Chambers és Allan Wilks.
Hasznalhaté Windows és Uniz kornyezetben is. A dolgozatban a Windows-os valtozatot

hasznaltuk. Tobbek kozott az alabbi funkcidkat tartalmazza:

e hatékony adatkezelés és tarolo szolgaltatas,
e operatorok egy készlete szamitdasokra tombokben, sajatos matrixokban,

e eszkozok egy nagy, Osszefiiggd egységbe gytijtése adatelemzésekre,
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e grafikai szolgaltatasok adatelemzésekre és kozvetlen bemutatasra,
o cgy fejlett, egyszerii és hatékony programnyelv, mely magédban foglal feltételeket,
kikotéseket.

iii



1. Fejezet

A maximum likelihood modszer

1. Alapfogalmak

Ebben a részben néhany statisztikai alapfogalmat ismertetiink. Arra toreksziink, hogy
a dolgozat megértéséhez adjunk segitséget. Részletesebben a [3] kényvben olvashatunk

errdl a témaéardl.

1.1. DEFINICIO. (Statisztikai mezd)
Eqy (2, A, P) hdrmast statisztikai mezdnek nevezink, ha az Q nemiires halmaz az elemi
események halmaza, A az események o-algebraja, P = {P} pedig valdsziniségi mértékek
eqy csalddja.
Ha P = {P,0 € ©} alakban irhato, akkor (2,.A,Py),0 € O, paraméteres statisztikai

mezd. -t paraméternek, ©-t paraméterhalmaznak nevezziik.

1.2. DEFINICIO. (Statisztikai minta)
Az Xy, Xo, ..., Xy, valdsziniségi valtozokat statisztikai mintdnak (mintdnak) nevezzik az
(Q, A, P) statisztikai mezdn, ha figgetlenek, azonos eloszlasiuak és X; : Q — R.
Az 1 = Xq(w),. .., 2, = Xp(w) szdm n-est rogzitett w € R esetén minta realizdcionak

hivjuk.
A gyakorlatban statisztikai mezo helyett a mintatéren dolgozunk:
(QAP)— (X", X" Q)
ahol X™ C R", X" pedig X" Borel halmazait jeloli.

1.3. DEFINICIO. Statisztika alatt a minta eqy mérhetd figguényét értgik, vagyis ha
T : X" — R? egy mérhetd figguény, akkor a T(Xy,...,X,) valdsziniiségi vektorvdltozo
eqy statisztika.



Becslés
Legyen (£2,.A4,Py),0 € O, paraméteres statisztikai mez8, X1, ..., X,, minta. Célunk a
0 paraméter becslése. Feltételezziik, hogy #-nak van egy igazi 6* értéke. Erre a 0* értékre

prébalunk meg kovetkeztetni a mintabol.

1.4. DEFINICIO. Legyen X1, ..., X, minta az (2, A, Py),0 € O, paraméteres statisztikai
mezén, @ e R4, AT : X" - R (Xy,...,X,) — T(Xy,...,X,) mérhetd leképezést a 0
paraméter eqy becslésének nevezzik és /Q\—pal jelolyiik. Utalhatunk a becslésnél a mintaelem-
szamra is @ §n jeloléssel.

Becsiilhetjiik a 0 paraméter egy g(0) fiigguényét is, ekkor a becslés jele g/(\ﬁ)

Milyen is legyen a j6 becslés?

I. A becslés értékei az igazi paraméter értékek koriil ingadozzanak.

1.5. DEFINICIO. Az (Q, A, Py),0 € ©, paraméteres statisztikai mezdén a 6 paraméter
é\n becslését torzitatlannak nevezzik, ha

~

Ey0 =0 Vo € ©.

Ahol Ey a Py valosziniségi mérték szerinti varhato érték képzést jeloli.

A 0 paraméter B(0) = Epf) — 0, V0 € ©, fiigguényét torzitisnak nevezziik.
II. A becslés szorasa a lehet6 legkisebb legyen.

1.6. DEFINICIO. Legyen az (2, A, Py),0 € O, statisztikai mezdn 0, és 0y két torzitatlan,

véges szordsu becslése a 6 paraméternek. @\1 hatdsosabb mint 52, ha
Dy?(6) < Dy (65) Vo € ©.

D2 a 0 paraméter szerinti szérdsnégyzet: Di(X) = Eo(X — Fp(X))?.

A 0 paraméter eqy 0 becslése hatdsos, ha hatdasosabb minden mds torzitatlan becslésnél.
1.1. TETEL. Ha van hatdsos becslés, akkor az egqyértelmd.

IIT. A becslés konvergaljon az igazi paraméter értékhez, ha minden mintaelemszam

esetén értelmezheto.



1.7. DEFINICIO. Legyen X1, ..., X, ... minta az (Q, A, Py), 0 € O, statisztikai mezdn,
é\n pedig becsléssorozat.
gn konzisztens becslése a 6 paraméternek, ha §n — 0 sztochasztikusan n — oo mellett,
vagyis Ve > 0 esetén
lim Py(|8,—0]>2)=0, Heo.

Ha /Q\n — 0 majdnem mindenttt, n — 0o, vagyis

Py(lim 0, =0)=1, 6e0,

n—oo

akkor 0,, erésen konzisztens becslés.

1.8. DEFINICIO. Eqy Py, 0 € ©, mértékesalddot domindltnak neveziink, ha a Py valdszi-
niiségi mértékek abszolit folytonosak eqy az (2, A) mérhetd téren értelmezett p,o-véges

mértekre nézve.

1.9. DEFINICIO. Ha a Py, 0 € ©, mértékcsaldd domindlt, akkor az (Q, A, Pp),0 € O,

statisztikai mezd domindlt. © C R?.

1.10. DEFINICIO. Legyen (92, A, Py),0 € ©, domindlt statisztikai mezd. Ekkor az
dPby
9 = —
.0 = 22

Radon-Nikodym derivdltakat dltaldnositott stiriségfiigguényeknek nevezzik.

2. A maximum likelihood becslés

Tekintsiik az X valdszintiségi vektor véaltozo altal indukalt dominalt statisztikai mezot.
Legyen x4, ..., x, minta X-re. Ekkor a fliggetlenség miatt az altaldnositott stirtiségfiigg-

vény a [[i_, f(z;,0) alakban all el6. Jelolje X C R™ a mintateret. Az

L:Xx0—>Ry  L(xy,...,az0,0) =[] f(2:,0)

i=1
fiiggvényt az x4, ..., x, mintdhoz tartozo likelihood fliggvénynek nevezziik a 6 paraméter
mellett.
A likelihood fiiggvény diszkrét esetben az xq,...,x, minta egylittes eloszlasa, abszolit
folytonos esetben pedig az egyiittes stirtiségfiiggvény a 6 paraméter mellett.

Célunk a 6 paraméter becslése. Ezt a likelihood fiiggvény maximalizalasaval érjiik el.
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2.1. DEFINICIO. A 0 paraméter mazimum likelihood becslése az a h:x -0 becslés,
melyre

o~

L(zy,...,20,0(x1, ..., 2,)) > L(x1, ..., 2,,0), 0e0o,
teljesul, azaz ) globalis mazimumhelye az L likelihood fligguénynek.

A maximum likelihood becslést a gyakorlatban differencialassal hatarozzuk meg, mert

szélsoérték. Az aldbbi egyenletet kell megoldanunk 6-ban:

OL(xy,...,x,,0)
00

Az egyszeribb szamolasért a likelihood fiiggvény logaritmusat vessziik. A logarit-

—0. (2.1)

mus fiiggvény szigorian monoton névekvo, igy a (2.1) egyenlettel ekvivalens a kovetkez6

egyenlet:
OlnL(xy,...,x,,0)

00

=0. (2.2)
Ez a likelihood egyenlet.

Megoldésai az tigynevezett stacionarius pontok.

Ha

0*In L(zy,...,2,,0) "L 92

i=1

egy f staciondrius pontban, akkor ) maximumhely.
A kovetkezo tétel elég altalanos feltételek mellett garantalja, hogy a maximum likeli-

hood becslés erdsen konzisztens becslés.

2.1. TETEL. Legyen Xi,...,X, minta f(X,0) dltaldnositott siiriségfiigguénnyel az
(Q,A,Py),0 € O identifikdalhato, domindlt statisztikai mezén. A likelihood egyenletnek
létezik olyan ) gyoke, melyre P(é\—> 0*) =1, ha

(1) In f(X,0) figgvény folytonosan differencidlhaté az U C © nyilt intervallumon,

mely tartalmazza a 0* igazi paramétert.

(2) 3 E(In f(X,0) | 6%) és véges VO € U-ra.

BizonyiTAs. Lésd [3]. O



Vizsgaljuk most a tobbdimenzids esetet. Legyen Y p-dimenzids valészintiségi vek-
torvaltozo g(y, 0) altaldnositott stirtiségfiiggvénnyel a (€2, A, Py), 6 € ©, dominalt statiszti-
kai mez6n, 6 = (04, ...,04)". x1, ..., ¥, egy n elemii megfigyelt minta valamely X valésziniisé-

gi vektorvéltozéra f(x,0) striiségfiiggvénnyel. Legyen

A megoldandé likelihood egyenletrendszer:

J0ln L(6) .
— = =1,...,d
69] O’ j ) Y

2.2. TETEL. (Cramér): Legyen (Q,A,Py),0 = (01,...,04)7 € O, identifikdlhatd,
domindlt statisztikai mezd f(X,0) dltalanositott siriségfigguénnyel. Tegyiik fel, hogy:
(1) 3 % (X,0), 892f(X 0), 8egf(X 0) a 0* igazi paraméter egy nyilt kdrnyezetében.

(2) 3F, Fy és Fy fugguények, hogy Fy, Fy u szerint integrdlhatoak
és E(Fs(x) | 0%) < 0o és

9
‘aeglanH <B(X) YeU
(3) Az
0
1(0) = E(55 I f(X,0))* | 6)

Fisher-féle informdcids mennyiség véges V0 € U-ra és Z(0*) pozitiv definit.
Ekkor ha n elég nagy, a likelthood egyenletnek van olyan HATL qyoke Py« szerint 1
valosziniséggel, melyre
(a) 0, — 0*  Pge-m.m. (konzisztencia)

(b)/1(6, — 0%) = N(0,Z71(6")) (aszimptotikus normalitds)

BizoNYiTAs. Ldsd [10]. O



2.2. DEFINICIO. A loglikelihood fiigguény 0 szerinti mdsodrendd parcidlis derivdltjai

altal meghatarozott matrizot Hesse mdtrixnak nevezzik. Jele:

d*1In L(6)
"= 56007
Legyen
9?In L(6)
1(0,y) = T 0000T
azaz a Hesse métrix (—1)-szerese. Adott feltételek mellett a vart Fisher-féle informaciés
matrix:
Z(0) = B[S(Y.0)S"(Y,0)|0] = —E[1(6,Y)|6],
ahol az
Oln L(6)
S(Y,0) = ————
( ’ ) 69

a loglikelihood fliggvény gradiens vektora, azaz a score fiiggvény.

A 8 maximum likelihood becslés aszimptotikus kovariancia métrixa megegyezik a vart
Z(0) informécidés métrix inverzével, ami I(é\)-vel kozelithets. Azaz 6; = (/9\)z véletlen

hibaja (az igynevezett standard error) igy adédik:

eB) ~ (T'@),  i=1,..d

i o
A megfigyelt informécios métrix dltalaban jobban kezelhetd, mint a vart informacios
matrix, mivel nem kell hozza varhato érték szamitas.
Gyakran nem lehetséges analitikusan maximalizalni a likelihood fiiggvényt. Ilyen
esetekben szamolhatjuk # maximum likelihood becslését iterativan, egy Newton-Raphson

maximalizacids eljaras, vagy valamely varidnsanak hasznalataval.



3. A Newton-Raphson modszer
A Newton-Raphson mddszernél a likelihood egyenlet megoldasdhoz az
S(y,0) =0 (3.1)

egyenletben kozelitjiik az InL(0) loglikelihood fiiggvény S(y, #) gradiens vektorat 6 koriili

Taylor- sorfejtéssel. Azaz
S(y,0) = S(y,0k) — 1(0r, y)(0 — O).

Ha a jobb oldalt 0-val egyenl6vé tessziik, kapunk egy 1j 6-t.

Sy, 00) =10k, )(0 = 6) = 0 /-T'(0k,y)

70k, y)S(y,0k) =0+ 0, = 0

Ik, y)S(y, 04) + 0, = 0
Ezért 6 kovetkezo iteracidjat igy szamithatjuk ki:
Opr1 = O + 17 (0r,v)S(y, 0r). (3.2)

Ha a loglikelihood fiiggvény konkav és egycsicst, akkor a 6, sorozat § maximum likeli-
hood becsléséhez konvergdl. Egy lépésben konvergdl, ha a loglikelihood fiiggvény 6 egy
masodfoku fliggvénye. Ha a loglikelihood fiiggvény nem konkav, akkor nem biztos, hogy 6y
0-hoz konvergdl tetszOleges kezdoértéknél. A Newton-Raphson maédszerrel j6 kezd6érték
és L(0) megfelel6 tulajdonsigai mellett olyan 6 sorozatot kapunk, amely mésodrendben

konvergal a (3.1) egyenlet egy 6, megoldasahoz.

3.1. DEFINICIO. Legyen adott egy || . || norma ©-n. Azt mondjuk, hogy a 0y sorozat

legaldbb mdsodrendben konvergdl 0,-hoz, ha létezik olyan h konstans, hogy
| s — O 1< A || O — Os |I7,
ahol k=0,1,2,... .
A Newton-Raphson mddszer f6 erdssége, hogy a méasodrendli konvergencia nagyon

gyors. De szamos probléma addédhat a mddszer alkalmazasakor. El6szor is minden egyes

iteracional ki kell szamolni a d x d-s (0, y) informdciés matrixot, (azaz a Hesse matrix
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(—1)-szeresét), tovabba egy d ismeretlenes linedris egyenletrendszer megoldését. fgy
amit a Newton-Raphson mddszer egy iteraciéjanak szamitdsa megkovetel, valoszintileg
hatvanyozottan novekszik ahogy d egyre nagyobb lesz. Figyelembe kell venni a Hesse
matrix méretét is.

0, éppoly gyakran tart a nyeregpontokhoz és a lokalis minimumhoz, mint a lokalis ma-
ximumhoz. A Newton-Raphson mddszer egyik elonye, hogy minden egyes k iterdcidjanal
meg kell becsiilni I (6, y)-t, igy kozvetleniil biztositja a hatarértékek kovariancia matrixanak

egy becslését az 171(0y,,y) megfigyelt informéciés matrix inverze éltal.



2. Fejezet
Az EM algoritmus

4. Az EM algoritmus megfogalmazasa

Az EM algoritmus a maximum likelihood becslés iterativ szamitésara alkalmas eljaras.
Els6sorban olyan feladatoknal hasznos, ahol hidanyz6 adatok vannak. Adat példaul a
megfigyelések rogzitése soran bekovetkezett hiba miatt hianyozhat. El6fordulhat azonban,
hogy adataink valamely feltételezett tapasztalatbdl erednek, ezért a valésdgban sohasem
figyelhet6ek meg.

Az EM algoritmus nem igazi algoritmus, hanem egy metaalgoritmus. Minden egyes
iteracidja két 1épésbol dll. Az Expectation Maximization (EM) elnevezés is erre utal. Az
els6 E varhaté érték lépésre a hianyzé adat kitoltéseként gondolhatunk. A masodik M
maximalizaciés 1épéssel pedig megbecsiiljiik a paramétereket.

Legyen Y a megfigyelt, hidnyos y adatok valészintiségi vektorvéltozéja g(y, 0) sirtiség-
fiiggvénnyel, ahol @ = (6, ..., 04)7 ismeretlen paraméter a © paramétertéren. A megfigyelt
y adat vektorra hidnyos adatként tekintiink, valamint az igynevezett hianytalan adatok
egy megfigyelhet6 fliggvényeként. Jelolje x a teljes vagy ugynevezett hidanytalan adatok
vektorat. Legyen z a potadatot tartalmazd vektor, amire mint megfigyelhetetlen vagy
hidnyzé adatként hivatkozunk. Legyen t egy leképezés X-bél Y-ra: t : X — Y; t(z) = y.
Példaul ha = = (y, z), akkor t(y, z) = y. Legyen f(x,60) az x hidnytalan adat vektorok X
valésziniiségi valtozdjanak a stirtiségfiiggvénye. Akkor a hianytalan (teljes) adat loglikeli-
hood fiiggvénye 6 -ra, abban az esetben, ha x teljesen megfigyelhetd, a kdvetkezéképpen
adodik:

In L(z,0) =1In f(x,0).

Formélisan két mintateriink van, X és ), valamint egy sziirjektiv leképezés X-bol

V-ra. Az X-beli x teljes adat vektor megfigyelése helyett az Y-beli y = ¢(x) hidnyos adat
9



vektort figyeljiik meg. Ebbol kovetkezik, hogy:

9(y.0) = f(z,0)dz,
X(y)

ahol X(y) ={x € X : t(z) =y} C X, azaz X (y) az ) inverzképe a t leképezés altal.

Az EM algoritmus E 1épésében az alabbi feltételes varhaté értéket szamoljuk ki:
Q(0,0r) = E(In L(z,0) | y, Or).

Az M lépésben pedig valasszuk 0y, 1-et a 6 € © paraméter olyan értékének, amely maxi-

malizélja Q(6, 0y)-t. Azaz

Q(Or11,0k) > Q(0,0,), VO € O.

Ezt mas modon is kifejezhetjiikk. Azt mondjuk, hogy 0.1 az
M(0y) = arg max Q(0,0r)
halmazhoz tartozik, amely azon pontok halmazat jeloli, melyek maximalizaljak Q(6, 6y)-t.
Az elso iteracié:
E 1épés:
Q(0.6o) = E[ln L(x,0) | y, 0]
M l1épés:
Q(01,60) > Q(6,6,)
A maésodik iterdciéban 6y-t 01-el helyettesitjiik:
E 1épés:
Q(0,0,) = E[ln L(x,0) | y, 6]
M lépés:
Q(02,01) > Q(0,0,)

Addig folytatjuk az iteraciét az E és M 1épések valtogatasaval, amig az

L(Ok41) — L(Ok)

kiilonbség elegendden kicsi érték lesz.

10



Alapvetéen az EM algoritmus lényege, hogy a Q(#, ;) maximalizdldsa a megfigyelt
adatok In g(y, #) loglikelihood fiiggvényében névekedéshez vezet, azaz

L(ek-i-l) Z L<0k) k2071727‘“

JEzt az éllitast a kovetkezo fejezetben részletesen targyaljuk. /

A fentiekbol lathatjuk, hogy nem sziikséges részletezni a pontos leképezést X-bol
Y-ra, valamint a hidnyos adat ¢ striiségfiiggvényének megfelelé reprezentacidéjat sem
a hidanytalan adat f strliségfiiggvényének tagjaiban. Mindossze a teljes x adat vek-
tor és a megfigyelt y adat vektor altal adott X valdszintliségi vektorvaltozo feltételes
strtségfiiggvényét sziikséges meghataroznunk. Ez az E 1épés elvégzéséhez sziikséges. Az
x teljes adat vektor megvalasztasa nem egyértelmi, ezért ugy valasztjuk, hogy az E és M
1épések minél egyszertibbek legyenek. Praktikus gy megadni x-et, hogy felgyorsitsa az

algoritmusban a konvergenciat.

5. Altalanositott EM algoritmus

A gyakorlatban el6fordul, hogy nincs olyan 6 paraméterérték, amely globdlisan max-
imalizdlja a Q(6,0;) fiiggvényt. Ilyen szitudciokra definidlta Dempster, Laird, Rubin az
altaldnositott EM algoritmust (Generalized EM Algorithm=GEM algoritmus).

Ennek az algoritmusnak az M 1épésében 60 1-et gy vélasztjuk, hogy Q(0,6;) maxi-

malizalasa helyett az alabbi egyenlttlenséget teljesitse:

QOr+1,0k) > Q(6k,0r), V0. (5.1)

11



6. Az altalanositott EM algoritmus novekvé tulajdonsaga
6.1. DEFINICIO. Legyen h: (a,b) — R figgvény. Ha teljesil az aldbbi egyenlétlenség:
h(pz1 + qra) < ph(z1) + gh(z2), (6.1)

ahol V1, x9 € (a,b) ésVp,q € [0,1], melyre p+ q =1, akkor azt mondjuk, hogy h konvex

(a,b)-n. A h figguény szigorian konvex, ha (6.1)-ben szigori egyenldtlenség van.

Legyen h(x) egy kétszer differencidlhaté fiiggvény. h(x) akkor és csak akkor konvex
egy (a,b) intervallumon, ha h”(z) >0 Vz € (a,b) esetén.

Ha h”(x) > 0, akkor h(z) szigorian konvex.

6.1. TETEL. Jensen-egyenl6tlenség.
Tegyiik fel, hogy a & valésziniségi valtozé értékei az (a,b) nyilt intervallumba esnek. Ha

h(z) konvez (a,b) -n, és 3 E(h(§)) és E(£), akkor

E(h(€)) = h(E(£)).

Ha h(x) szigorian konvezx, akkor az egyenléség akkor és csak akkor teljesil , ha § = F(§)

majdnem mindenaitt.

BiZONYITAS. Legyen m = E(§) ; x € (a,b) .
Taylor-sorfejtéssel m koril kapjuk, hogy:

(x —m)

h(xz) = h(m) + h'(m)(x —m) + h"(v) 5

> h(m) + h'(x —m) (6.2)

Vm<uv<uaz, (veE (a,b)) esetén.

Helyettesitsiik az x pontot a & valdszinliségi valtozdoval, és vegyiik a varhatd értéket:

E(h(£)) = h(m) + b'(m)(E(&) —m) = h(m) = h(E(S))

b’ (v) (z—m)?

5 > 0 minden x # m -re. fgy

Amennyiben h(x) szigortian konvex,
(x —m)?

h(z) = h(m) 4+ h'(m)(z —m) + h"(v) 5

> h(m) + h'(x —m),

ahol = # m. Helyettesitsiik az = pontot ismét a £ valdszintiségi véltozdval, és vegyiik a

varhatd értéket:

E(h(§)) > h(m) + h'(m)(E(§) —m) = h(m) = h(E(£))
12



A (6.2) beli egyenléség akkor és csak akkor teljestil, ha z = m majdnem mindeniitt. Ebbél
latszik, hogy

akkor és csak akkor, ha £ = F(§) majdnem mindentitt. O

6.2. TETEL. Informécids egyenlStlenség.
Legyenek f és g striségfugguények eqy p mértékre nézve. Tételezzik fel, hogy f > 0 és

g > 0 p - magdnem mindentt. Akkor

Jounsan= [ng)san
Az eqyenldséqg akkor és csak akkor dll fenn, ha f = g p-majdnem mindentitt.
BIZONYITAS.
[ s srinta) [mngn s = [l e = -8 @i

Mivel —In(z) szigorian konvex fiiggvény x € (0, 00) , alkalmazhatjuk a

Jensen-egyenlotlenséget, :
/—l % (x) > —1In / i )——ln/g(x)d,u(x)—()

/ (In f(2)) f (x)dpu(zr) — / (I g(2))f (2)du(x) > 0

Egyenl6ség csak akkor lehet, ha % = % fdu p-majdnem mindeniitt, de

Tehat

f fd,u-l: =1pmm. = g=f p-mm.
O

6.3. TETEL. Legyen g(y,0) a megfigyelt Y adatok és f(x,0) a teljes X adatok siriiség-
fugguénye. Ekkor

lnL(HkH) zlnL(Qk), ]{?:O,l,

Ha Q(Ory1,0r) > Q(Ok, 0r), akkor

1nL(9k+1) > lnL(Gk), k= 0, 1, e

13



BI1ZONYITAS.

Q(0,0r) = Elln f(X,0)]Y =y, 04]

Q(Ok, 0k) = Elln f(X, 6,)Y = y, b4].
Belatjuk, hogy

minden 0-ra.

f(X,0)
(Y, 0)

Q0k,0r)—InL(0x) = Eln f(X,0)|Y =vy,0k]—Ing(y,0r) = E [ln [ } Y = y,@k] =

Az informacids egyenl6tlenség alapjan:

U s I S
) {m Biii;ﬂ Y =y, ek] = Q(60,6,) —Ing(y,0) = Q(6,6;) — In L(6).
Tehit
Q64 6k) — In L(6;) > Q(6,6;) —In L(6), V6.
Vagyis
InL(6) — Q(6,6:) > In L(6) — Q6. 6x), V6. (6.3)
Ezért az

In L(9) — Q(6, 6,)

kiilonbség 0 = 0; esetén éri el a minimumat. Ha 6y q-et (5.1) szerint vélasztjuk, és

(6.3)-ben € helyére irjuk, akkor azt kapjuk, hogy
In L(Oky1) = Q(Oks1,0k) + [In L(Org1) — Q(Org1,0k)] >

Vagyis a Q(0k,0)) novelése a megfigyelt adatok In g(y, ) loglikelihood fiiggvényében is

novekedéshez vezet. O

14



7. Az EM algoritmus monotonitasa

Dempster, Laird és Rubin (1977) megmutatta, hogy a hidnyos adatra vonatkozé L(6)

likelihood fliggvény nem csokken egy EM iteracio utan, vagyis
L(0y41) > L(6) k=0,1,2,.... (7.1)

Ennek belatasahoz vegyiik X feltételes stirtiségfiiggvényét Y = y mellett:

f(z,0)
9(y,0)

Ekkor a loglikelihood fiiggvény
In L(¢) = In(g(y,0)) = In (f(x,e) : g<y’9)> =In (f(x,e) : f@’e)) _

f(z,6) 9(y,9)
= In(f(z,0)) — In (ﬁgg))) = In(L(z,0)) — In (‘;Ejg))) :

Vegyiik mindkét oldal varhato értékét az X feltételes stirtiségfiiggvényre Y = y mellett:

f(x,0) }
InL(0) = E|ln L(x,0|y, 0 —E[ln Y, 0k .
(0) = Elln L(x, 0]y, 0] g(y,@)’ K
Jelolie H(6,0;) az E [m fel)), 94 vérhat6 értéket. Azt kapjuk, hogy

InL(0) = Q(0,0,) — H(0,0y).

Ezt felhasznalva (In L(6x+1) — In L(6x))-ra azt kapjuk, hogy
In L(Op41) — In L(Ok) = (Q(Ok41,0r) — QOk, Ok)) — (H (041, 0k) — H (6, 1))
(7.1) akkor teljesiil, ha In L(0x11) — In L(6;) > 0, vagyis
QOr+1,0r) — Q(Ok,0r) > H(Ok11,0r) — H(Ok, O). (7.2)

Tudjuk, hogy

Q(Ok+1,05) — Q(Ok, 0x) > 0,
mivel 0, 1-et ugy valasztjuk, hogy

Q(Or+1,0k) > Q(0,0;) V8 € © —ra.

Ezért ha az alabbi formula igaz, akkor (7.2) teljesiil.

H(0y1,05) — H(63,05) < 0. (7.3)
15



Barmely 6-ra

0.0 - 10,00 = B[ {05 5 |0

A logaritmus fiiggvény konkavitasa miatt felhasznalhatjuk a Jensen-egyenlotlenséget.

A IR R i Ol

[ @),
! /X(y) 9(y,0) =0

Ezzel igazoltuk a (7.3) egyenl6tlenséget. Tehat belattuk, hogy az L(6) likelihood

fiiggvény nem csokken egy EM iteracié utan. Novekszik a likelihood, amennyiben

Q(Ory1,0k) > Q(0,0).

Ezért ha az {L(0y)} likelihood értékek sorozata korlatos, akkor ez a sorozat monotonon
konvergdl egy L.-hoz.
(7.1) egy kovetkezménye az EM algoritmus egyértelmfisége. Ha a 6 maximum likeli-

hood becslés globalisan maximalizélja L(#)-t, ki kell hogy elégitse az alabbi egyenl6tlenséget:
Q(0.0) > Q(0,6) V. (7.4)

Miéskilonben
Q(0,0) < Q(bs,0)

teljestil valamely 6y-ra, beleértve, hogy
L<00) > L(é)v

ami ellentmond annak a ténynek, hogy 0 az L(6) globalis maximalizél6ja.
Léathat6 a (7.4) egyenlétlenség derivaltjabdl, hogy 6 gyoke az aldbbi egyenletnek:

9Q(0,0) B
[ 09 Lzéo‘

16



3. Fejezet
Alkalmazasok

8. Kétdimenziés normalis eloszlasti minta hianyzé6 adatokkal

Legyen az U = (U, Uy)T valészintiségi vektorvaltozé kétdimenziés normalis eloszldsu
EU) =m = (my,ma)"

varhaté értékkel és

dy d
var(U) =D = He
diz  dao
szoras matrix-szal, azaz
U~ NQ (m, D)
Ekkor a stirtiségfiiggvény:
1 —l(u—m)TDfl(u—m)
flu) = ——————e -
(2m)(det D)2

Vegyiink U-bdl egy n elemii mintat. Tegyiik fel, hogy r megfigyelésnél nem hianyzik
adat , r; megfigyelésnél hianyzik az elso valtozo, r, megfigyelésnél pedig a masodik valtozo.
n=r+r+7ry A0 = (my,m, di,d,dxn)" paraméter becslése a célunk.

Jelolje a teljesen megfigyelt adatokat

U; = (u1j,u2j)T ] = 1,...,7“.
Jelolje ugj, j = r+1,...,r+7r, azokat a megfigyeléseket, ahol az els6 u;; valtozé hianyzik,
ésuij, j =r+ri+1,...,n, azokat a megfigyeléseket, ahol a masodik uy; valtozé hidnyzik.

Ekkor az z teljes adat vektor:



A megfigyelt, hianyos adatok vektora:

_ (. T T , T\T
y_(ulv JUTJU)7
ahol
_ T
V= (u2’rp+1, ceey U2 ey s UL pdr 415 - - - 7ul,n) .
A z hidnyzé adat vektor:
_ T
Z = (ul,r—l-la sy ULy U2y 415 - - - ,U2,n) .

Az E lépésben az x teljes adat vektor loglikelihood fiiggvényének feltételes varhato
értékét szamoljuk ki:

Az x teljes adat likelihood fliggvénye:

- 1 1 Tp—1
L 3'/'70 = —efi(ujfm) D= (uj—m)
(@) ]1:[1 (27)(det D)2
A loglikelihood fiiggvény:
1 1 Tp—1
1HL ‘r70 — 111 —le_i(uj_m) D (u]-—m) —
0 Z (2m)(det D)2

7j=1

Z “Huy —m).

[\le—‘

1
= —nln(271) — inln (det D)

Ismert, hogy

detD = d11d22 d12,

D1 o— 1 dyo  —di2
dyydyy — di, —dip  dyg
fey
1 < _
~3 Z(u] —m)'D 1(u] —m) =
j=1
1 1 zn: (( > ( )) dyp  —di2 U my
2 dy1dyy — diy = v b —dip  dn Ug; ma
1 1
- _(A+B+C
2 dy1da _d%Q( +B+0)

18



ahol

n
dyy  —dio U

A = (Ulj Uzj) -

j=1 —diz  dn U2

n n n
= dyp E Uy + din E UgjUaj — 2d12 E UyjUz;j,
j=1 j=1 j=1

- dye  —dio my
B = —2Z<u1j U2j> =
j=1

—dy2  dn ma

= —2(daamy — dy1amy) Z u; + 2(dyymao — diamy) Z U2y,

Jj=1 j=1
dyy  —dy2 my
—dy2  dn mo

= n(dQQm% — 2d12m1m2 — dnmg).

Azt kapjuk, hogy

1 1

1
InL(z,0) = —nln(27) — §nln(d11d22 —diy) — 2 dy1des — &2, ’
12

n n n
'[d22 E U1U15 + dy; E UgjU25 — 2d, E UU25 —
Jj=1 Jj=1 Jj=1

—2(d22m1 - d12m2) Z Uy — 2(d11m2 - d12m1) Z Ugj +

j=1 j=1
—|—n(d22m% — 2d12m1m2 — dnmg)}
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Legyen

n

Tl = § Uiy,
Jj=1
n

Ty, = E Ugj,
Jj=1
n

T, = E UijU14,
Jj=1
n

Ty = E UpjUs;,
Jj=1

n
T22 = E U2 U5 -
j=1

Akkor

1 1

1
InL(z,0) = —nln(27) — §nln(d11d22 —df,) — 2 di1des — &2, ’
12

[dpo Ty + dinTay — 2d12Ti —
—2(doamy — digma)Ty — 2(dyymy — digmy )Ty +
+n(dym? — 2diymymey — diym3)]
Lathaté, hogy L(x,0) a regularis exponenciélis eloszlascsalddhoz tartozik az alabbi elégséges
statisztikaval:
T = (T, Ts, T11, Th2, Too) "

Az E 1épéshez, azaz, hogy kiszamoljuk Q(0,6,) = E(In L(x,0) | y, 0x)-t, ismerniink kell az

elégséges statisztikak feltételes varhaté értékét. Ehhez a kovetkezokre van sziikségiink:

E(Uy; | ugy, 0) j=r+1,...,r+mn
E(U}; | u3;, 0k) j=r+1,...,r+mn
E(Uy; | wyy, 0) j=r+r+1,....n
E(Us; | ui;, 0k) j=r+mrmn+1,...,n.
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8.1. TETEL. Legyen & ~ N,(m, D) n dimenzds normdlis eloszldsi m vdrhatd értékkel

és D szords mdtriz-szal. Vegyiik € = (&1,...,&,)T két vektorra vald felbontdsdt:

n=mn;+n & = (&, ., &) S = (Enity- s Eniny) L. Ennek megfeleléen:

m— ma ;D: Dy Dy
Mo Dy Doy

Tegyiik fel, hogy Dy invertdlhaté. Legyen €o1 = &o— Doy Di&1. Ekkor &1 és &1 fiiggetlenck

€s rendre ny €s ny dimenzidos normalis eloszldsuak:
&1~ an(mh Dn); §o1 ™~ an(m2.l7 D22.1)7

ahol

Mo 1 = Mg — D21D1_11m1; Dys 1 = Dyy — D21D1_11D12-
BizoNYiTAs. Léasd [2]. 0O

8.2. TETEL. Vegyiik a (8.1) tétel jeloléseit és feltételeit. Akkor & feltételes eloszldsa a
& = wy feltétel mellett ny dimenzios normdlis eloszldas, melynek vdrhato értéke:

D21Df11w1 + maq, szords matrixa: Das 1.

BizoNYITAs. Lasd [2]. O

A (8.1) és (8.2) alapjan U, feltételes eloszlasa az U; = u; feltétel mellett ry dimenzids

normdlis eloszlas. A varhaté értéke:

dlgdl_llul + meo — Cllgdl_llml = msg + d12d1_11 (u1 — ml).

Szérasnégyzete:
dog — d%zdfll.
E(Ugj|ulj,ﬁk):%j:ﬁh—l—g—ﬁ(ulj—ﬁzl) j:T+T1+1,...,n
E(UZ |y, 0) = 02 + o — %2 =r+r+1,...n
27 15, Vk) = oy 22 a1 ] = 1 Sy
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U, feltételes eloszlasa az Uy = usg feltétel mellett r; dimenzids normaélis eloszlas. A varhato

értéke:
dq
my + d—z(ug ma).
22
Szérasnégyzete:
d2
dog — 2.
dir
E(Uyj | ugj, O0x) = 1y = My + %(Uzj — M) j=r+1,...;r+mn
2 a2, .
E(U1j|u2ja9k:) U1j+d11—d22 j=r4+1,...,r4+nm

Akkor az elégséges statisztikak E 1épéshez sziikséges feltételes varhaté értéke:

T

T,

Tl 1

T22

Tl 2

r+7r1 n

= E(Tl | Uy, Hk Zulj + Z m1 + A Ugj — T/flg)) + Z U1j
j=r+1 j=r+ri1+1
r+r, ’\
= E(T2 | ulj,Hk ZUQJ+ Z 2+ P Ulj—ffh))
j=r+ri1+1 d
r+ri N C/i\2
= E(T | U2j79k ZUUUU + Z ((my + A UQJ — m2))2 +di — #) +
Jj=r+1 d22
+ Z uljulj
j=r+r1+1
r+ry A C/P
= E(T22 ’ ulj,ﬁk Z 'LLQJ'U/QJ -+ Z m2 —|— A (Ulj )) + d22 — ﬂ)
j=r4r1+1 11 dll
r+ry C/i\
- E(T12 | u1j7u2ja Hk‘ ZUIJUQJ + Z ml + — <u2j - mQ))UZJ) ‘I’
Jj=1 j=r+1 d22

~

d N
+ Z (u1;(msg + 312 (u1; —mq)))

j=r+ri+1 11
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1o 1
Q0,0,) = E(nL(z,0)]|y,0) = —nln(27) — Enln(dndzz —dj,) — §m :

r+r1 T
d22 <Z UUt; + Z m1 + C/i\ (UQJ mz))2 + 6/1\11 - = + Z Ulqu)
j=1 j=r+1 dao j=r+ri+1
r4+ry ’\ d2
+d11 (Z Ug U5 + Z (Mo -l— - Ulj — m1)) + d22 — —12)> —
j=r+ri1+1 dll dll
r+ry ’\
—2d12 Zumuzj + Z my + A U2j — Mg))ug;) +
Jj=r+1 2
dio ~
+ Z (w1 (M2 + == (u1; — M1)))] —
Jj=r+r1+1 dll
N N r+7r1 n
—2(dyemy — diams) (Z uyj + Z (M + A UQJ —my)) + Z Ulj) -
j=r+1 Jj=r+ri+1

r—+ry ’\
—Q(dnffbg — d12m1 (Z UQJ -+ Z m2 + C/i\ Ulj — 'f/f\ll))) +

Jj=r+ri1+1

—I—n(dzsz - 2d12ff\117/ﬁ2 — du’f?@)]

Az M lépésben Q(0, 0;) maximalizdldsdval a kovetkezét kapjuk fra :

T
m = —
n
15
mo = —
n
AR AVAT
n n
dos — Ty T35
22 — T 2
n n
Ty T
n n
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Nézziik meg egy konkrét példan keresztiil. Az R statisztikai programcsomag BSDA
csomagjaban talalhaté Fabric nevii adathalmazzal dolgozunk.
> Fabric

Type With Without

1 1 12 8
2 2 3 4
3 3 12 15
4 4 16 14
5 5 4 6
6 6 24 21
7 7 11 10
8 8 17 15
9 9 19 22
10 10 8 7

Az adatok 10 kiilonb6z6 ruha lagysdgara vonatkoznak 6blitével (with oszlop), illetve
anélkiil (without oszlop) mosva.

A with oszlopot vegyiik az elsé valtozonak. Tegyiik fel, hogy hianyzik az 6., 7. és 8.
érték. A without oszlop pedig legyen a mésodik valtozé. Es tekintsiik hidnyzénak a 9. és
10. értéket.
> U<-matrix(c(12,3,12,16,4,0,0,0,19,8,8,4,15,14,6,21,10,15,0,0),

+ nrow=2,ncol=10,byrow=TRUE) ;

>U

(,11 [,21 [,3] [,4] [,8]1 [,6] [,71 [,8] [,9] [,10]
[1,] 12 3 12 16 4 0 0 0 19 8
[2,] 8 4 15 14 6 21 10 15 0 0

A kezdo értékeket valasszuk a kovetkezOképpen. A varhatéd értékekre vegytik az atlagot,
igy m; = 10.6, my = 11.6. Helyettesitsiik a hidanyzé értékeket az atlaggal, és ugy

szamoljunk szoérast és kovarianciat.
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> Um<-matrix(c(12,3,12,16,4,10.6,10.6,10.6,19,8,8,4,15,14,6,21,10,15,11.6
+ ,11.6),

+ nrow=2,ncol=10,byrow=TRUE) ;

> var(Um[1,])

[1] 23.524

> var(Um([2,])

[1] 24.65289

> cov(Um[1,],Um[2,])

[1] 11.93378

A FUGGELEK A-ban taldlhaté az elsd néhany iteracié az R programcsomagban. A

tObbi iteraciot ezekhez hasonléan szamolhatjuk ki. A kovetkez6 tablazat tartalmazza az

eredményeket.
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iteracid my Mo di1 doo dio
1. 10.60000 | 11.60000 | 23.52400 | 24.65289 | 11.93378
2. 11.12216 | 11.91424 | 28.62488 | 27.79890 | 19.45915
3. 11.45466 | 12.00614 | 30.46534 | 28.47855 | 23.13750
4. 11.64735 | 12.01190 | 31.37718 | 28.45714 | 24.95358
5. 11.76796 | 11.99705 | 32.02557 | 28.29004 | 25.93594
6. 11.84798 | 11.97995 | 32.54719 | 28.11656 | 26.50493
7. 11.90275 | 11.96506 | 32.96662 | 27.96868 | 26.84911
8. 11.94086 | 11.95318 | 33.29559 | 27.85166 | 27.06434
9. 11.96764 | 11.94411 | 33.54745 | 27.76269 | 27.20273
10. 11.98655 | 11.93733 | 33.73653 | 27.69662 | 27.29375
11. 11.99995 | 11.93235 | 33.87638 | 27.64828 | 27.35471
12. 12.00945 | 11.92872 | 33.97867 | 27.61325 | 27.39612
13. 12.01619 | 11.92610 | 34.05287 | 27.58802 | 27.42456
14. 12.02097 | 11.92422 | 34.10638 | 27.56993 | 27.44425
15. 12.02436 | 11.92287 | 34.14478 | 27.55700 | 27.45796
16. 12.02677 | 11.92190 | 34.17227 | 27.54777 | 27.46757
17. 12.02848 | 11.92122 | 34.19189 | 27.54120 | 27.47431
18. 12.02969 | 11.92073 | 34.20587 | 27.53653 | 27.47906
19. 12.03055 | 11.92038 | 34.21582 | 27.53321 | 27.48241
20. 12.03116 | 11.92013 | 34.22289 | 27.53084 | 27.48478
21. 12.03160 | 11.91995 | 34.22792 | 27.52917 | 27.48645
22. 12.03190 | 11.91983 | 34.23149 | 27.52798 | 27.48764
23. 12.03212 | 11.91974 | 34.23403 | 27.52713 | 27.48848
24. 12.03228 | 11.91968 | 34.23583 | 27.52653 | 27.48907
25. 12.03239 | 11.91963 | 34.23711 | 27.52610 | 27.48949

TABLAZAT 1
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iteracio my Mo diy doo dio
26. 12.03246 | 11.91960 | 34.23801 | 27.52580 | 27.48979
27. 12.03252 | 11.91958 | 34.23866 | 27.52559 | 27.49000
28. 12.03256 | 11.91956 | 34.23911 | 27.52544 | 27.49016
29. 12.03259 | 11.91955 | 34.23944 | 27.52533 | 27.49026
30. 12.03261 | 11.91954 | 34.23967 | 27.52525 | 27.49034
31. 12.03262 | 11.91954 | 34.23983 | 27.52520 | 27.49039
32. 12.03263 | 11.91953 | 34.23994 | 27.52516 | 27.49043
33. 12.03264 | 11.91953 | 34.24003 | 27.52513 | 27.49046
34. 12.03264 | 11.91953 | 34.24008 | 27.52511 | 27.49048
39. 12.03265 | 11.91953 | 34.24013 | 27.52510 | 27.49049
36. 12.03265 | 11.91953 | 34.24015 | 27.52509 | 27.49050
37. 12.03265 | 11.91952 | 34.24018 | 27.52508 | 27.49051
38. 12.03265 | 11.91952 | 34.24019 | 27.52508 | 27.49051
39. 12.03265 | 11.91952 | 34.24020 | 27.52507 | 27.49051
40. 12.03265 | 11.91952 | 34.24021 | 27.52507 | 27.49052
41. 12.03265 | 11.91952 | 34.24021 | 27.52507 | 27.49052

TABLAZAT 2
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9. Allél gyakorisag becslése

Sok helyzetben sziikség van arra, hogy tudjuk milyen a vércsoportunk. Amikor valaki
vért kap vagy vért ad, meghatarozzak a vércsoportjat. Mint tudjuk harom allél 1étezik,
az A, a B és a 0. Minden ember két allélt orokol, az egyiket az anyatdl, a masikat az
apatol. fgy négy fenotipus létezik: az A, a B, az AB és a 0. Az A és B allélok genetikailag
dominansak a 0-val szemben. fgy az a személy aki az egyik szil6t6l A, a masiktol 0 allélt
orokol, vagyis A/0 genotipusi, ugyanugy A fenotipusd, mint az, aki mindkét sziil6tél A
allélt 6rokol, vagyis A/A genotipusi. Hasonléképpen mind a B/0 és a B/B genotipus a
B fenotipusnak felel meg.

Vegyiink egy n elemii mintat. Jelolje ny az A, ng a B, nap az AB és np a 0
fenotipustak szdmat. Tovabbad na a, najo, nB/B, nB/0, Na/B, NO/0 & genotipusok szamat.
Ekkor n4, np, nap, no a megfigyelt Y adatok, az na/a, najo, np/s, njo, na/B, Nojo
genotipusok pedig a hidnytalan X adatok. Célunk a harom kiilonboz6 allél gyakorisaganak
a becslése. Jeloljiik ezeket pa, pp és po-al.

Tudjuk, hogy az allél gyakorisdg nemnegativ, és eleget tesz a ps + pp +po = 1
feltételnek. Tovabba a populacié genetika klasszikus Hardy-Weinberg torvénye kimondja,
hogy amennyiben kiilonbozik a két allél egy genotipusban, 1igy annak a genotipusnak a
gyakorisdga megegyezik a megfelel6 allélok gyakorisaganak kétszeres szorzataval. Példaul

az A/A genotipus gyakorisdga p%, az A/0 genotipus gyakorisdga pedig 2papy. Vagyis

Paja = p?A
PAj0 = 2papo-
Tovabba
_ .2
PB/B = PB

PB/0 = 2pBDo
PA/B = 2paAPB

Pojo = Do



Annak a valészintisége, hogy n4,4 szamu A /A genotipus fordul el6 az n elem{ mintank-
ban p% -...-p4 = (p4)"*. Hasonléképpen az NA/0, MB/B> B /0, A B, Moo Szami A /0,
—_——

nA/A db

B/B, B/0, A/B és 0/0 genotipusok gyakorisdga rendre (2papo)"*/°, (p%)"?'%, (2pppo)"?/°,
(2papp)" /B, (p2)"/°. [gy a hidnytalan X adat likelihood fiiggvénye:

f(X,p) = ()" - (2papo)™° - (05)""'" - (20Bp0)""° - (2paps)"*/* -
o " )
na/anta/oNB/BNB/0MA/BTW0/0
Logaritmusat véve megkapjuk a loglikelihoodjat:
In f(X,p) = naalnpi +napoln2pape + npsnpy +
+npgjoIn(2pppo) + naspIn(2paps) + no lnp3 +
+1In < " >
na/ANtA/oMB/BNB/0MA/BTW0/0

Vegyiik ennek a feltételes varhato értékét a megfigyelt na,ng,nap,no (Y) adatokra. Az

dltaldnos paramétervektor p = (pa,Pp, Do)’ . Ez az EM algoritmus E lépése.

E(nAB|Y) = MNAB

E(n0|Y) = TNy

mivel nap és ng Y-mérhetd. A fiiggetlenség miatt pedig

=2

EnaalY) = Enga=nim—a—r

2paPo
Enap|Y) = Enagp=na=s——x=
Py
Enpg/p|Y) = Eng/p=npm—rc—=
2pBDo

E(n Y) = En =NBp——————.
( B/0| ) B/0 ]/523—}—2po0
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Az egyszerliség kedvéért nevezziik el a fenti varhaté étékeket az aldbbi modon:

E(naa|Y) = T
E(nap|Y) = fap
E(npp|Y) = fp/mp

E(npp|Y) = Tpp
Tehat a loglikelihood varhato értéke:
E(n f(X,p)|Y)=Q(p.D) = Naalnpy +napn2papo + ip/plnpy +
+71 50 I0(2p5po) + nap In(2paps) + no lnpj +
n
In (A PN N )
Na/ATAj0MB/BTYB /0T A/BTW /0

A kovetkezo 1épés, hogy Q(p, p)-t maximalizaljuk. A Lagrange-féle multiplikatoros médszer-
rel konyen megtalalhatjuk a szélsdértékeket. A Lagrange-fiiggvény a mi esetiinkben a

kovetkezo:
L(p,\) = Q(p,D) + AMpa+pp +po—1).

Az elsérendli parcialis derivaltaknak a szélséérték helyen el kell tiinnitiik. Ha létezik
megoldas, akkor az egyértelmiien szélsoértéket ad. Az alabbi egyenletrendszert kell megolda-

nunk:

%L(p,)\) = 0
ap%L(p,)\) = 0
aipoL(p,A) =0
(%\L(p,)\) = 0



Megoldésa:

0 1 1
—L(p,\) = Naa—52pa+na 2po +nap 2pp+ A=
opa LN A2 " 2pape " 2papp
omn n n
_ 2na/a n AJ0 4 Mas
PA pa PaA
O L) = fim—2ps+7 2o + L opy+a
5 ) = B/B 5 4PB T B D naBp paA =
ops P2 " oppe 2pApE
on n n
_ 2np/B n B/O_'_ AB |\
PB PB PB
0 L(p, \) n 2pa+1 2pp + 12 + A
5 LD, = na pa TN 1Y% No— 2P =
Ipo " 2papo B0 oppe " Opg °
n n 2n
— L/O + L/O + _0 + A
Po Po Po
aL( A) = + pp + 1
o\ b, = PA T PB T Po
Egyenletrendszeriink:
on n n
A/A+ A/o+ AB Ly
pA PA PA
2n n n
B/B+ B/o+ AB L\ _
PB PB PB
n n 2n,
L/()+L/()+_O+)\ = 0
Po Po Po
pa+pg+p—1 = 0.
(9.1) - (9.2):
on n n 2n n n
A/A+ A/o+ AB _ 2NB/B n B/0+ AB
pa pa ba PB PB PB
(9.2)-(9.3):
on n n n n 2
B/B+ B/0+ AB _ A/o+ B/O—i-ﬁ
PB PB bB Do Po Po
(9.5):
2naa+Nap+nap _ pa _ l—p—po
2np/p +Npjp+nap  PB DB
(9.6)-bdl:

2np/B +Npjo + Nap
N/ + Mo + 2ng
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(9.7)-ben pp-t (9.8) szerint helyettesitve:

. . 1— 2np/p+Nptnas
2naa+nap+nap PO, o¥ip ot2ne PO
QﬁB/B + h\B/O + Nap 2?13/3+Aﬁ3/0+nAB

na/0+np/0+2n0
2na/a +najp +nag 1= p 2np/p +Npj + Nas ’
= = = — Po—= = — Do
nA/0+nB/0+2n0 nA/0+nB/0+2n0

2h\A/A + ﬁA/o + 2nap + 2%3/3 + ﬁB/O
Po — — = 1—po
naj + npjo + 2ng

P Qh\A/A + QﬁA/O + QnAB + QﬁB/B + 2;1\3/0 + QTL()
0

— — =1
najo + npjo+ 2ng
- Na/ + Npjo + 2ng
0 — —~ —~ —~ ~
2(Naja +naj +nap +np/p +Npjo + no)
- ﬁA/0+ﬁB/0+2n0
Po = on (9.9)
P najo + g+ 2ng . 2np/p + Npjo + nas
B 2n ﬁA/0+ﬁB/0+2n0
2np/p +Npjo + nas
pg = / 5 / (9.10)
n
2MMp/p+n n n 2
pi = 1—pp—po—=1-— B/B B/0 T NAB  Najo +Npjo+ o _
2n 2n
_ 1 2np/B +Npjo +nap +nap +npp+2no
2n -
B 20a/4 + 20 aj0 + 2nap + 2N s + 20 + 200 — 2N/ — 2MB/0 — Nap — Najo — 2N
2n

2Ma/a+Nap+n
pa = IR (9.11)
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Nézziik meg most egy konkrét példan keresztiil a harom allél gyakorisaganak becslését.
A [11] dolgozatban talalhaté az alfoldi lakossag korében vizsgalt 8045 személy vércsoportja.
A vizsgalt személyek kozott 3315 A vércsoporti, 1577 B vércsoporti, 2365 0 vércsoportu
és 788 AB vércsoporti volt. Az allél gyakorisag becslése az R programcsomagban a

FUGGELEK B-ben talalhaté.

Az iteracio eredményeit az alabbi tablazatban Gsszegeztem:

iteracio

Po

~

ba

s

L o NS s WD = O

—_ =
= O

0.3
0.48008864
0.5286676
0.5383631
0.5402452
0.5406093
0.5406799
0.5406936
0.5406962
0.5406967
0.5406968
0.5406968

0.45
0.3433011
0.3091991
0.3016202
0.3000878
0.2997863
0.2997275

0.299716
0.2997138
0.2997134
0.2997133
0.2997133

0.25
0.1758125
0.1621332

0.0.1600167

0.1596669
0.1596044
0.1595927
0.1595904
0.15959
0.1595899
0.1595899
0.1595899

TABLAZAT 3

Jol megfigyelheto, a konvergencia gyorsasaga.
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(")sszefoglalés

A dolgozat els6 felében az EM algoritmust és annak egy tulajdonsdgat ismertettiik,
a masodik felében pedig két konkrét példan keresztiil mutattuk be az algoritmus alkal-
mazasat az R statisztikai programcsomag segitségével. Ennek a dolgozatnak nem volt
célja, és a terjedelme sem engedi, az algoritmus minden tulajdonsaganak ismertetését.
Az EM algoritmusnak szamtalan varidciéja ismert, melyek ebben a dolgozatban nem
kaptak helyet, de szamos informéciét talalhat az érdekl6d6 olvasd az errdl a témardl
irt szakirodalmakban. Az algoritmus alkalmazasainak csak nagyon kis részét érintettiik.
Little és Rubin (1987) részletesen foglalkozott a témaval.

Az EM algoritmus két 1épéshdl all. Az elsé E 1épésnél kitoltjiik a hianyzo adatot, és
vesszik az igy kapott teljes adat ismeretlen paraméter melletti loglikelihood fiiggvényének
a feltételes varhaté értékét: Q(0,6) = E(In L(x,0) | y,0x). A mésodik M 1épésben pedig
maximalizaljuk az E 1épésben kapott varhaté értéket. Az E és M lépéseket ujra és ujra
végrehajtjuk, mindig az ijjonnan kapott becsléssel helyettesitve a régit, ameddig meg nem
latjuk a konvergenciat. Az EM algoritmus legfontosabb tulajdonsaga, hogy a megfigyelt
adatok loglikelihood fiiggvényében novekedéshez vezet.

A példak megoldasa soran arra jutottunk, hogy az algoritmus nem feltétleniil egyszeri
és gyors. Ezek a tényezok nagyban fiiggnek az adathalmaztél és az indul6 érték megvalasz-

tasatol, mely a statisztikusra van bizva.
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FUGGELEK A

ml1<-10.6; m2<-11.6; d11<-23.524; d22<-24.65289; d12<-11.93378;n<-10;
r<-5; ri1<-3;
m11<-((sum(U[1,1:r]))+(sum(mi+(d12/d22)*(U[2, (r+1): (r+r1)]-m2)))+
(sum(U[1, (r+r1+1):n])))/n

m21<-((sum(U[2,1: (r+r1)]))+(sum(m2+(d12/d11)*(U[1, (r+ri1+1):n]-m1))))/n
d111<-((sum(U[1,1:r1*U[1,1:r]))+
(sum((m1+(d12/d22)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]-m2)) "2+d11-(d1272/d22)))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*U[1, (r+ri1+1):n])))/n-mii*mil;

d221<-((sum(U[2,1: (r+r1)1*U[2,1: (r+r1)]))+
(sum((m2+(d12/d11)*(U[1, (r+r1+1) :n]-m1)) "2+d22-(d12°2/d11)))) /n-
m21*m21 ;

d121<-((sum(U[1,1:xr]1*U[2,1:r]))+
(sum((m1+(d12/d22)*(U[2, (r+1) : (x+r1)]1-m2))*U[2, (r+1) : (r+r1)]1))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*(m2+(d12/d11)*x(U[1, (r+ri1+1):n]l-m1)))))/n-mi1*m21;
mil; m21; di11; d221; di121;

[1] 11.12216
[1] 11.91424
[1] 28.62488
[1] 27.7989
[1] 19.45915

\4

+

\4

+

\

mi12<-((sum(U[1,1:r]))+(sum(m11+(d121/d221)*(U[2, (x+1) : (r+r1)]-m21)))+
(sum(U[1, (r+r1+1):n]l)))/n

m22<-((sum(U[2,1: (r+r1)]))+(sum(m21+(d121/d111)*

(U1, (r+r1+1):n]-mi11))))/n

d112<-((sum(U[1,1:r]*U[1,1:r]))+
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+

>

(sum((m11+(d121/d221)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m21)) "2+d111-(d12172/d221)))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*U[1, (r+ri+1):n])))/n-ml12*mi2;
d222<-((sum(U[2,1: (r+r1) J*U[2,1: (r+r1) 1))+
(sum((m21+(d121/d111)*(U[1, (r+r1+1) :n]-m11)) "2+d221-(d121°2/d111)))) /n-
m22*m22;

d122<-((sum(U[1,1:r]1*U[2,1:r]))+
(sum((m11+(d121/d221)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m21))*U[2, (r+1) : (r+r1)]))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*(m21+(d121/d111)*(U[1, (r+r1+1) :n]l-ml11)))))/n-
ml12*m22;

mil2; m22; di112; d222; d122;

[1] 11.45466
[1] 12.00614
[1] 30.46534
[1] 28.47855
[1] 23.13750

\%

\4

mi13<-((sum(U[1,1:r]))+(sum(m12+(d122/d222)*(U[2, (x+1) : (r+r1)]-m22)))+
(sum(U[1, (r+r1+1):n]l)))/n
m23<-((sum(U[2,1: (r+r1)]))+(sum(m22+(d122/d112) *

(U1, (r+r1+1):n]-m12))))/n

d113<-((sum(U[1,1:r]*U[1,1:x]))+
(sum((m12+(d122/d222)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]-m22)) "2+d112-(d12272/d222)) )+
(sum(U[1, (x+r1+1) :n]*U[1, (r+r1+1):n])))/n-m13*ml13;

d223<-((sum(U[2,1: (r+r1)]1*U[2,1: (r+r1)]))+
(sum((m22+(d122/d112)*(U[1, (r+ri+1) :n1-m12)) "2+d222-(d122°2/d112)))) /n-
m23*m23;

d123<-((sum(U[1,1:xr]*U[2,1:r]))+
(sum((m12+(d122/d222)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m22) )*xU[2, (r+1) : (r+r1)]))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*(m22+(d122/d112)*(U[1, (r+ri1+1) :n]1-m12))))) /n-
ml13*m23;

m13; m23; d113; d223; d123;
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[1] 11.64735
[1] 12.01190
[1] 31.37718
[1] 28.45714
[1] 24.95358

>

+

+

>

m14<-((sum(U[1,1:r]))+(sum(m13+(d123/d223)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m23)))+
(sum(U[1, (r+r1+1):nl)))/n
m24<-((sum(U[2,1: (r+r1)]))+(sum(m23+(d123/d113)*

(U[1, (r+r1+1) :n]-m13))))/n

d114<-((sum(U[1,1:r]*U[1,1:x]))+
(sum((m13+(d123/d223) *(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m23)) "2+d113-(d12372/d223))) +
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*U[1, (r+r1+1):n])))/n-mld*mid;

d224<-((sum(U[2,1: (r+r1)]1*U[2,1: (r+xr1)]1))+
(sum((m23+(d123/d113)*(U[1, (r+ri+1) :n]-m13))"2+d223-(d123°2/d113)))) /n-
m24*m24 ;

d124<-((sum(U[1,1:r]*U[2,1:r]))+
(sum((m13+(d123/d223)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m23) )*U[2, (r+1) : (xr+r1)]))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :nl*(m23+(d123/d113)*(U[1, (r+ri1+1) :n]1—m13)))))/n-
ml14*m24;

mld; m24; dii14; d224; di124;

[1] 11.76796
[1] 11.99705
[1] 32.02557
[1] 28.29004
[1] 25.93594

\

+

\%

+

\4

m15<-((sum(U[1,1:r]))+(sum(m14+(d124/d224)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m24)))+
(sum(U[1, (x+r1+1):n])))/n

m25<-((sum(U[2,1: (x+r1)]))+(sum(m24+(d124/d114) *

(U1, (r+r1+1):nl-m14))))/n

d115<-((sum(U[1,1:r1*U[1,1:r]))+
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+

>

(sum((m14+(d124/d224)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m24)) "2+d114-(d124°2/d224)))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*U[1, (r+r1+1):nl)))/n-m15*mi15;

d225<-((sum(U[2,1: (r+r1)]1*U[2,1: (r+r1)]))+

(sum((m24+(d124/d114)*(U[1, (r+r1+1) :n]-m14)) "2+d224-(d124°2/d114)))) /n-
m25*m25;

d125<-((sum(U[1,1:r]1*U[2,1:r]))+
(sum((m14+(d124/d224)*(U[2, (r+1) : (r+r1)]1-m24))*xU[2, (r+1) : (r+r1)]))+
(sum(U[1, (r+r1+1) :n]*(m24+(d124/d114)*(U[1, (r+r1+1) :n]l-mi14)))))/n-
m15*m25;

ml5; m25; d115; d225; di125;

[1] 11.84798
[1] 11.97995
[1] 32.54719
[1] 28.11656
[1] 26.50493
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FUGGELEK B

\2

n<-8045; nA<-3315; nB<-1577; n0<-2365; nAB<-788;

A\

pOA<-0.45; pOB<-0.25; p00<-0.3;

\

n0AA<-((nA*pOA~2) / (pOA~2+(2xp0A*p00) ) )
n0A0<- ((nA*2xp0A*p00) / (pOA~2+(2*xpO0A*p00)))
> nO0BB<-((nB*(pOB) ~2)/(pOB~2+(2*p0B*p00) ) )

\4

> n0BO<-((nB*2xpO0B*p00) / ((pOB) ~2+ (2*pOB*p00) ) )
>  p10<-((n0A0+n0BO+(2*n0))/(2*n))

> p1B<-(((2*n0BB)+n0BO+nAB)/(2+*n))

> plA<-(((2%n0AA)+n0A0+nAB)/ (2#n))

> pl0;piB;plA

[1] 0.4808864

[1] 0.1758125

(1] 0.3433011

> n1AA<-((nA*(p1A)~2)/((p1lA) "2+ (2*p1lA*p10)))

> n1A0<-((nA*2xp1A*p10)/((p1A) "2+ (2*p1A*p10)))
> n1BB<-((nB*(p1B)~2)/((p1B) "2+ (2*p1B*p10)))

> n1B0<-((nB*2xp1B*p10)/((p1B) "2+ (2*p1B*p10)))
> p20<-((n1A0+n1BO0+(2*n0))/(2#n))

> p2B<-(((2*n1BB)+n1B0+nAB)/(2+*n))

> p2A<-(((2*n1AA)+n1A0+nAB)/(2+*n))

> p20;p2B;p2A

[1] 0.5286676

[1] 0.1621332

[1] 0.3091991

> n2AA<-((nA*(p2A)~2)/((p2A) "2+ (2*p2A*p20)))
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>

>

n2A0<- ((nA*2*p2A*p20) / ((p2A) "2+ (2*p2A*p20)) )
n2BB<- ((nB*(p2B) "2) / ((p2B) "2+ (2+p2B*p20) ) )
n2B0<- ((nB*2*p2B*p20) / ((p2B) "2+ (2*p2B*p20) ) )
p30<-((n2A0+n2B0+(2*n0)) / (2*n))
p3B<-(((2*n2BB)+n2B0+nAB) / (2+*n))
p3A<-(((2%n2AA)+n2A0+nAB) / (2#n))

p30;p3B;p3A

[1] 0.5383631
[1] 0.1600167
[1] 0.3016202

>

>

>

>

>

n3AA<- ((nA*(p3A) ~2) / ((p3A) ~2+(2*p3A*p30)))
n3A0<- ((nA*2*p3A*p30) / ((p3A) "2+ (2*p3A*p30)))
n3BB<- ((nB*(p3B) “2) / ((p3B) "2+ (2*p3B*p30) ) )
n3B0<- ((nB*2*p3B*p30) / ((p3B) "2+ (2*p3B*p30) ) )
p40<-((n3A0+n3B0+(2#n0)) / (2*n))
p4A<-(((2*n3AA)+n3A0+nAB) / (2+*n))
p4B<-(((2*n3BB)+n3B0+nAB) / (2+*n))

p40;p4B; p4A

[1] 0.5402452
[1] 0.1596669
[1] 0.3000878

>

\4

>

>

n4AA<-((nAx* (p4A) ~2) / ((p4A) "2+ (2*p4A*p40)))
n4A0<- ((nA*2xp4A*p40) / ((p4A) ~2+(2*xp4A*p40)))
n4BB<-((nB*(p4B) "2) / ((p4B) ~2+(2%p4B*p40) ) )
n4B0<- ((nB*2*p4B*p40) / ((p4B) ~2+ (2*p4B*p40) ) )
p50<-((n4A0+n4B0+(2*n0) )/ (2*n) )
p5A<-(((2*n4AA)+n4A0+nAB) / (2%n))
p5B<-(((2%n4BB)+n4B0+nAB) / (2*n))

p50; p5B; p5A

[1] 0.5406093
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[1]
[1]
>
>

>

(1]
(1]
[1]

(1]
(1]
[1]

0.1596044
0.2997863
nS5AA<-((nA*(p5A) ~2) / ((p5A) "2+ (2xpbA*p50) ) )
n5A0<- ((nA*2*p5A*p50) / ((p5A) "2+ (2*p5A*p50)) )
n5BB<- ((nB* (p5B) "2) / ((p5B) ~2+(2*p5B*p50) ) )
n5B0<- ((nB*2*p5B*p50) / ((p5B) ~2+ (2*p5B*p50) ) )
p60<-((n5A0+n5B0+(2*n0)) / (2*n))
p6A<-(((2*n5AA) +n5A0+nAB) / (2*n) )
p6B<-(((2*n5BB)+n5B0+nAB) / (2#*n))

p60;p6B; p6A

0.5406799

0.1595927

0.2997275

n6AA<- ((nA*(p6A)~2)/ ((p6A) "2+ (2*xp6A*p60) ) )
n6A0<- ((nA*2*p6A*p60) / ((p6A) ~2+(2%p6A*p60)) )
n6BB<- ((nB* (p6B) ~2) / ((p6B) ~2+ (2*p6B*p60)))
n6B0O<- ((nB*2*p6B*p60) / ((p6B) ~2+ (2*p6B*p60) ) )
p70<-((n6A0+n6BO+(2%n0)) / (2*n))
p7A<-(((2*n6AA)+n6A0+nAB) / (2*n))
p7B<-(((2*n6BB) +n6B0+nAB) / (2*n) )
p70;p7B;p7A

0.5406936

0.1595904

0.299716
n7AA<-((nA*(p7A)~2) / ((p7A) "2+ (2xp7A*p70)))
n7A0<-((nA*2*p7A*p70) / ((p7A) ~2+(2%p7A*p70)))
n7BB<- ((nBx (p7B) "2) / ((p7B) "2+ (2%p7B*p70)))
n7B0<-((nB*2*p7B*p70) / ((p7B) ~2+(2*p7B*p70)))
p80<~((n7A0+n7B0+(2*n0)) /(2*n))
p8A<-(((2*n7AA)+n7A0+nAB) / (2*n))
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[1]
[1]
(1]

[1]
[1]
(1]

[1]
[1]
[1]

p8B<- (((2*n7BB)+n7B0+nAB) / (2*n))

p80;p8B; p8A

0.5406962

0.15959

0.2997138

n8AA<- ((nA*(p8A)~2)/ ((p8A) "2+ (2xp8A*p80)))
n8A0<- ((nA*2xp8A*p80) / ((p8A) ~2+ (2*p8A*p80) ))
n8BB<- ((nB*(p8B) "2) / ((p8B) "2+ (2*p8B*p80) ) )
n8B0<- ((nB*2*p8B*p80) / ((p8B) "2+ (2*p8B*p80)) )
p90<-((n8A0+n8B0+(2%n0)) / (2*n))
p9A<-(((2*n8AA)+n8A0+nAB)/ (2%n))
p9B<-(((2+n8BB)+n8B0+nAB) / (2*n))

p90; pOB; poA

0.5406967

0.1595899

0.2997134

n9AA<- ((nA*(p9A) ~2) / ((p9A) "2+ (2xp9A*p90)))
n9A0<- ((nA*2xp9A*p90) / ((p9A) ~2+ (2*p9A*p90) ) )
n9BB<- ((nB*(p9B) "2) / ((p9B) "2+ (2*xp9B*p90) ) )
n9B0<- ((nB*2*p9B*p90) / ((p9B) ~2+(2*p9B*p90)) )
p100<-((n9A0+n9BO+(2%n0) )/ (2*n))
p10A<-(((2*%n9AA)+n9A0+nAB) / (2*n))
p10B<-(((2*n9BB)+n9B0+nAB) / (2*n))
pl100;p10B;pl10A

0.5406968

0.1595899

0.2997133
n10AA<-((nA*(p10A)~2)/ ((p10A) "2+ (2xp10A*p100)))
n10A0<-((nA*2+p10A*p100) / ((p10A) "2+ (2*p10A*p100)))
n10BB<-((nB*(p10B) ~2) / ((p10B) "2+ (2xp10B*p100)))
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> nl10BO<-((nB*2*p10B*p100)/((p10B) ~2+(2*p10B*p100)))
> pl110<-((n10A0+n10BO+(2*n0))/(2*n))

> p11A<-(((2*n10AA)+n10A0+nAB)/(2*n))

> p11B<-(((2*n10BB)+n10B0+nAB)/(2*n))

> pl10;pl1i1B;pliA

[1] 0.5406968

[1] 0.1595899

[1] 0.2997133
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