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1 BEVEZETES

A diofantikus egyenletek elméletében kozponti szerepet jatszanak a kétismeret-
lenes polinomialis egyenletek és az exponencidlis egyenletek. A kétismeretlenes
egyenletek egy széles, és alkalmazasok szempontjabol rendkiviil fontos osztalyat
képezik az

(1.1) f(z) = wy"

alakid tn. szuperelliptikus egyenletek, ahol f(X) egész egyiitthatGs polinom,
w # 0 é n > 2 adott egészek, x,y pedig egész ismeretlenek. Mordell,
Siegel és mésok eredményei utdn LeVeque 1964-ben kritériumot adott (1.1)
megoldasszamanak a végességére. Ez az eredmény azonban ineffektiv abban az
értelemben, hogy a bizonyitds nem szolgdltat semmilyen eljarast a megoldasok
megkeresésére. 1969-ben A. Baker els6ként adott effektiv fels§ korlatot (1.1)
megoldasaira abban az esetben, amikor az f polinomnak van legalabb harom
egyszeres gyoke. Ezt késébb Brindza altaldnositotta és LeVeque tételét effek-
tivizdlta.  Mindkét effektiv eredmény bizonyitdsa Baker nevezetes, mély
moédszerén, algebrai szamok logaritmusainak linedris kombinacidira vonatkozo
effektiv becsléseken alapszik.

1976-ban Schinzel és Tijdeman [43] az (1.1) egyenletet abban az altalénosabb
esetben vizsgaltak, amikor nem csupén x és y, hanem az n kitevé is ismeretlen,
azaz (1.1) egy hdrom ismeretlenes polinomidlis-exponencidlis egyenlet. Amen-
nyiben f(X)-nek nincs két kiilénboz6 gyoke, gy (1.1)-nek tetszélegesen nagy
n kitevé mellett is lehet megolddsa. Feltéve, hogy f(X)-nek van legaldbb két
kiilonboz6 gyoke, Schinzel és Tijdeman a Baker mddszer felhasznaldsaval egy
csupan f-t0l és w-tol fiiggod fels6 korlatot adtak n-re. Vizsgalataikhoz késébb
igen sokan, kozottiik Shorey, van der Poorten, Brindza, Evertse, Gyéry, Turk,
Bugeaud, Bérczes, Hajdu, Pintér és Haristoy kapcsolédtak. Az n kitevére
kiilonféle fels6 korlatok sziilettek, a w, az f fokszama, valamint az f magassaga,
illetve diszkriminansa fliggvényében. A nyert eredményeket kiterjesztették arra
az esetre is, amikor (1.1)-ben f helyett egy f(z,z) binér formdt tekintiink egy
djabb z ismeretlennel, illetve amikor f egylitthatéi, w és az x,y ismeretlemek
egy Z felett végesen generdlt integritastartomany elemei.

Ertekezésiink egyik f6 célkitlizése annak tisztdzdsa, hogy az n-re nyert
fels6 korldtokban meddig gyengitheté az f paramétereitdl vals fliggés. A
2. fejezetben f fépolinomok esetén megmutatjuk, hogy bizonyos természetes
kivételektdl eltekintve n-re adhaté olyan effektiv felsé korldt, mely csupan f
fokszamatdl, Q(w)-t6l és Q(Dy)-t6l figg, ahol Dy az f maximalis négyzetmentes



Z[X]-beli osztéjdnak a diszkrimindnsa, Q(a) pedig az a # 0 egész kiilonbozé
primosztéinak a szorzata (vagy mdsképpen a radikdlja).  Eredménytink
mar véglegesnek tekintheté abban az értelemben, hogy itt méar mindegyik
paramétertol vald fiiggés kiillon-kiilon sziikséges, egyik paraméter sem hagyhatd
el. A bizonyitas egyebek kozott egy dnmagdban is érdekes és fontos, az S-
egységegyenletek és a binom Thue-Mahler egyenletek egy kozos altalanositasara
vonatkozo effektiv végességi tételiinkon alapszik. A 3. és 4. fejezetben az f
fokszama és magassiga, valamint w fliggvényében a korabbiaknal lényegesen
pontosabb fels6 korlatokat nyeriink az (1.1)-ben szereplé n kitevére. Ennek
felhasznaldsaval csupan w-tél, valamint f fokszamatdl és magassdgatdl fiiggd
alsé korlatot adunk az |f(x) — wy”| kiilonbségre, feltéve hogy az z,y egészekre
f(x) # wy™. Végiul az 5. fejezetben az (1.1) egyenlet Gsszes megolddsét
meghatéarozzuk bizonyos masodfokd f polinomok esetén. A bizonyitasaink soran
egyebek kozott felhasznaljuk a Baker-modszer legtjabb, legélesebb valtozatait.

Az aldbbiakban roviden vazoljuk az egyes fejezetek legfontosabb eredménye-
it. Az egyszeriliség kedvéért eredményeinket itt csupan egy-egy fontos specialis
esetben mutatjuk be.

II

Legyen (1.1)-ben f € Z[X] egy m-ed foku f6polinom legaldbb két kiilonbozé
gyokkel és H(f) magassidggal. Ha f Gsszes gyokei kiilénb6z6k, ugy Dy éppen az
f D(f) diszkrimindnsa. Fontos megjegyezni, hogy |D/|-hez illetve |D(f)|-hez
képest H(f) tetszOlegesen nagy lehet.

Mint emlitettiik, Schinzel és Tijdeman majd t6bben mésok az (1.1)-ben sze-
repld n kitevére csupdn w-t8l, m-t6l és H(f)-t6l fiiggd effektiv fels§ korldtot
adtak. Abban az esetben, amikor (1.1)-ben f irreducibilis és w = 1, Brindza,
Evertse és Gydry [12] olyan korldtot nyertek az n kitevére, mely csak m-tél és
D(f)-tél fiigg, de nem fiigg H(f)-t6l. Ujabban ezt az eredményt Haristoy [27]
reducibilis fopolinomokra is kiterjesztette.

A 2. fejezetben a [12] és [27]-beli eredményeknek jelentés mértékii fi-
nomitasat, pontositasat adjuk, mely bizonyos értelemben az ilyen irdnyu
vizsgalatok lezardsanak tekinthet6. Legyenek pq,...,ps kilonb6z6 primek,
legyen @ = p; - - ps, és jeloljiik S-sel azon egészek halmazat, melyek nem oszt-
hatdk p1, ..., ps-tdl kiilonbozé primszdmmal. Tekintsiik az (1.1) egyenletet ab-
ban az altalanosabb esetben, amikor z, y, w, n valamennyien ismeretlen egészek
az |y > 1, we S, n>2é Dy € S tulajdonsaggal. A 2.1 Tételiink - bizonyos
(explicit médon leirt) kivételes esetektdl eltekintve - n-re egy csupdn m-t6l és
Q-t0l fliggd



effektiv felsé korlatot szolgaltat. Tehdt a korabbi eredményekkel ellentétben az

altalunk nyert korlat méar D(f)-t6] sem fiigg, csupan Q(Dy)-t6l (és persze m-t6l

és Q(w)-tdl). Ttt az f paramétereitd] vald fiiggés tovabb mér nem gyengithetd.
A 2.2 Tételiinkben eredményiinket kiterjesztjiik az dltalanosabb,

(1.2) F(z,z) =wy"

alaku egyenletek esetére is, ahol F' € Z[X, Z] binér forma, F(1,0) =1, F(X,1)-
nek van legalabb két kiilonb6z6 gyoke, Dp € S, x,z,w,y,n ismeretlenek az
ly| > 1,2 € S,w € S,Inko(z,2) = 1,n > 2 tulajdonsdggal. Tételiink lényegesen
finomitja, pontositja Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [45] egy
(1.2)-re vonatkoz6 klasszikus tételét, melyben az n-re nyert korlat Q(Dp) helyett
az F' magassagatol fligg.

A 2.1 és 2.2 Tételiink bizonyitdsdban fontos szerepet jatszik a binom Thue-
Mabhler egyenletekre vonatkozo, algebrai szamtestek felett nyert 2.3 Tételiink.
Az egyszeriiség kedvéért itt csupan egy specialis esetben, Z felett fogalmazzuk
meg. Tekintsiik az

(1.3) ax™ —by" =c

egyenletet, ahol a,b,c,z,y,n egész ismeretlenek, a,b,c € S, |zy| > 1 és
n > 3. Tovébbd feltehetd, hogy Inko(az™, by™, c¢) = 1. Megjegyezziik, hogy
x =y = 1 esetén (1.3) éppen egy S-egységegyenlet, mig rogzitett a,b mellett
(1.3) egy ismeretlen fokszdmu binom Thue-Mahler egyenlet. Szémos kordbbi, S-
egységegyenletekre illetve binom Thue-Mahler egyenletekre vonatkozo effektiv
végességi tétel kozos altalanositasaként egy csupan Q-tdl fiiggd effektiv fels
korldtot adunk n-re, amib6l kovetkezik, hogy (1.3)-nak csak véges sok és
effektive meghatarozhaté megoldasa van.
A fejezet eredményeit a [25] dolgozatban publikaltuk.

III

A 3.fejezet 3.1 Tételében olyan explicit fels§ korldtot adunk az (1.1)-ben
szereplé n kitevére, mely w-t8l, valamint m = deg f-t6l és H(f)-tél figg.
Eredményiink javitja és minden paraméter fiiggvényében explicitté teszi a
Bérczes, Brindza és Hajdutdl [9] szdrmazd, eddig ismert legjobb fels§ korldtot.
Ennek felhaszndldsdval f(x) # wy™ esetén explicit alsé korldtot nyertink
|f(x) — wy™|-re, ahol x,y,w,n egészek, w # 0, |y| > 1 és n > 3. Bizonyos
természetes kivételektdl eltekintve a 3.2 és 3.3 Tételeinkben w,m és H(f)-
t6l, valamint n-tél illetve |f(z)|-t6l fiiggd alsé korldtot vezetiink le a tekin-



tett kiilonbségre. Eredményeink &ltaldnositjak Bugeaud és Hajdunak [17] az
f(x) = az™ specidlis esetben nyert becsléseit.
A 3. fejezet eredményei a [39] cikkiinkben keriiltek publikdldsra.

v

A 4.fejezetben a masodfoku f(X) f6polinomok esetével foglalkozunk. Ebben
az esetben az (1.1) egyenletnek rendkiviil kiterjedt irodalma van; a 4. fejezetben
attekintést adunk a korabbi eredményekrol.

A 4.1 Tételben az altaldnos 2.1 Tételiink egy éles, explicit valtozatat adjuk
w = 2-re és az

FX) =X+ (p™ ...ps™)?

alakd polinomokra, ahol pi,...,ps adott primek, zi,...,zs pedig ismeretlen
nemnegativ egészek. Egyben &ltaldnositjuk a szerz6 és Tengely [42], [47]
korabbi idevagé eredményeit. Bizonyos kivételes egyenlet csaladtdl eltekintve
a 4.2 Tételiinkben az f(X) = X2+ AX + B, w = 1, a 4.3 Tételiinkben az
f(X)=X2+D, w € {1,4} esetben nyeriink éles korlatokat az (1.1)-ben szerep-
16 n kitevore.

A 4.fejezet eredményeit a [40] és [41] dolgozatokban kozoltiik.

A\

Az 5.fejezetben az (1.1) egyenletet abban az esetben vizsgdljuk, amikor w =

1és
f(X) = X? 427137257877,

ahol z1, 29, 23, 24 nemnegativ egész ismeretlenck. A 4.3 Tételiinket Cohn és
de Weger bizonyos eredményeivel kombindlva, az 5.1 Tételben a tekintett
f és w mellett az (1.1) egyenlet Gsszes olyan x,y,n, z1, 29, 23, 24 megolddsét
meghatdrozzuk, melyekben z; > 1. Ezzel altaldnositjuk Luca [31] egy tjabb
eredményét, mely a z3 = z4 = 0 esetre vonatkozik.

A fejezet eredményeit a [41] cikkiinkben publikéltuk.

Végiil megjegyezziik, hogy mivel az egyes fejezetek eredményei kiilon all6
cikkekben lettek publikalva s mivel disszertaciénkban a cikkek eredeti szerkezeti
felépitését kovetjik, ezért helyenként el6fordul, hogy egyes lemmak més és mas
valtozatait hasznéljuk a kiilonb6zo fejezetekben.



2 POLINOMOK HATVANYERTEKEI ES BINOM
THUE-MAHLER EGYENLETEK

A fejezet eredményeinek ismertetéséhez legyen f egy legalabb két kilonbozé
gyokkel rendelkez6 egész egyiitthatés polinom és legyen w egy nemnulla egész
szam. Schinzel és Tijdeman [43] bebizonyitottak, hogy ha az

(2.1) f(z) = wy"

egyenlet fenndll valamilyen ismeretlen z, |y| > 1 és n > 2 egészekre, akkor n-re
egy, csak f-t6l és w-t0l figgd, effektiv felsé korlat adhatd. Késébb sokan nyer-
fels6 korlatot n-re, mely csak w-tél valamint f magassdgatdl és fokszamatol
fiigg (14sd a [46], [13], [49], [11], [14], [9], [39] munkdkat és az ott eléforduls hi-
vatkozdsokat). Az emlitett eredmények kozil egyeseket arra az dltaldnosabb es-
etre is kiterjesztették, amikor f egyiitthat6i valamilyen algebrai szamtest egészei
és/vagy w kiilénb6zé primosztéi fixek.

Amikor (2.1)-ben f irreducibilis f6polinom és w = 1, Brindza, Evertse és
Gy6ry [12] olyan korldtot adtak az n kitevére, mely csak az f fokszdmétol
és diszkrimindnsatél, D(f)-t6] fiigg. Nem régen Haristoy [27] altaldnositotta
ezt az eredményt tetszbleges fépolinomokra valamint arra az esetre, amikor f
egyutthatoi valamely algebrai szamtest egészei.

Ebben a fejezetben egyebek kozott bebizonyitjuk, hogy ha f egész
egylitthatés fépolinom 0 -tdl kiilénb6z6 diszkrimindnssal, és x,y, w ismeretlen
egészek, akkor néhany kivételes esettdl eltekintve a (2.1) egyenletben n-re egy,
csak f fokszdmatdl valamint w és D(f) kiilonbozd primoszt6itdl fiiggd, effektiv
fels6 korlat adhaté. Eredményiink mar végleges abban az értelemben, hogy az
emlitett paraméterektdl valé fliggés mar tovabb nem gyengitheto.

Allitdsunkat altaldnosabb forméban, tetsz6leges algebrai szamtest felett bi-
zonyitjuk. Sziikséglink lesz az aldbbi jelolésekre: Legyen K egy d-ed foku algeb-
rai szdmtest és jelolje Ok az egészek gytirtjét, Ok pedig az Ok egységeinek a
csoportjat. Legyenek tovdbbd pi,...,ps (s > 0) Ok kiilonbo6z8 primideéljai és
jelolje S azon a € Ok \ {0} egészek halmazit, amelyre az («) idedl primidedl
osztoi az adott py, ..., ps idedlok koziil keriilnek ki. Tovabbé legyen

Q— NK/Q(plpg), ha s> 0,
N 1, ha s=0.

Legyen a (2.1) egyenletben f € Ok[X] egy m-ed foku k > 2 kiilonb6z8
gyokkel rendelkez6 fépolinom. Jeldlje L a K felbontdsi testét és legyen Dy az



f maximélis fokszdmu négyzetmentes Ok [X]-beli osztdjanak a diszkrimindnsa.
Tegyiik fel, hogy Dy € S. Tekintsiik a (2.1) egyenletet =, y, w, n-ben, ahol
z € Ok,y € Og \ {0}, w € S ésn > 2 egész.

Koénnyen ldthaté, hogy ha y € Oy , akkor n tetszélegesen nagy lehet.
Tovabb4, ha

(2.2) JX) =™ /(™ (X + a)

alaki, ahol a € Ok, u € S, f' € Og[X] és x + a = u = v™ teljesiil valamilyen
v € S esetén, akkor y = v megolddsa (2.1)-nek, feltéve hogy f/(1) € S. Ekkor
Dy € S ésu e S\ O esetén y € S\ O is teljesiil és ezért n tetszélegesen nagy
lehet m, k, Q-hoz és L paramétereihez képest. Az f-et redukdlt-nak nevezziik,
ha (2.2) nem 4ll fenn semmilyen a, f' és u € S\ Of esetén. A fenti eset
kizdrhaté, ha y € S\ O esetén f-rl feltessziik, hogy redukélt. Jeldlje Dy, az
L diszkrimindnsat.

2.1. Tétel Legyen x,y # 0,w,n a (2.1) egyenlet olyan megolddsa, amelyre
x € O0k,y € Ok \Oi,w € S ésn>2 Hayd¢ Svagyy € S és [ redukdlt,
akkor

(2.3) n<aQ?,
teljestil, ahol ¢y €s co csak m,k,d és Dy,-tél fiiggd effektiv konstansok.

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha y-nak van egy nagy norméju
primidedl osztdja vagy y € S és f redukalt, a fenti Tétel bizonyitasabol sokkal
jobb korlat adédik n-re. Tovabbd, mivel D; € S, egyszertien lathatd, hogy

(2.4) |DL| < c3Q,

ahol c3 és ¢4 csak k,d és Dk-tdl fiiggo effektiv konstansok. Itt Dk a K diszk-
rimindnsdt jeloli. A ¢z és ¢4 konstansok explicit médon is megadhatok (14sd 2.5
Megjegyzést a 2.2 Tétel bizonyitdsa utédn). Ezért, (2.4)-et a 2.1 Tétellel kom-
bindlva lathatd, hogy n-re egy olyan korlat is nyerhetd, amely csak m, k, d, Dk
és Q-t0l fiigg. Az igy kapott korldt dsszehasonlithaté [27] 2.2 Tételébdl szdrmazé
becslésekkel, ahol azonban az n-re adott korldt magatél D¢-t6l is fiigg.

Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [45] dltaldnositottdk Schinzel
és Tijdeman [43] (2.1) egyenletre vonatkozé eredményeit az

(2.5) F(z,z) = wy",



egyenletre, ahol F' € Z[X,Y] egy Q folott legalabb két kiilonbozd linearis fak-
torral rendelkez6 binér forma, amelyre F'(1,0) # 0. Tovabb4 feltételezték, hogy
Inko(z, z) korldtos és z,w csak adott, véges sok kiillonb6z8 primmel oszthato.
Az F(1,0) = 1 esetben a fenti eredményt [46]-ben Shorey és Tijdeman kiter-
jesztették algebrai szdmtestek esetére. Nem régen Haristoy [27] az emlitett
eredmény explicit verziéjat adta, ahol azonban az n-re adott korlat az F' ma-
gassagatol is fligg.

Az aldbbiakban altaldnositjuk a 2.1 Tételt. Legyen F(X,Z) egy Ok-beli
egytitthatokkal rendelkez6 egy f6egyiitthatés m-ed fokt binér forma. Tegytik fel,
hogy F(X,1)-nek k > 2 kiilonboz6 gyoke van. Jelolje Dp az F(X,1) € Ok|[X]
maximdlis fokszamu négyzetmentes osztdjanak a diszkriminansat és tegytik fel,
hogy D € S. Legyen tovabba L az F K feletti felbontasi teste és legyen Dy,
az L diszkrimindnsa. Tekintsiik a (2.5) egyenletet, ahol z € Ok,y € Ok \
{0}, z,w € S,n > 2 ismeretlenek.

Nyilvén elegend6 az y ¢ Oj esettel foglalkozni, hiszen killénben n
tetsz6legesen nagy lehet. Ha F(1,1) € S, akkor z = 2z = v",y = v™ nyilvdn
megoldasa (2.5)-nek minden v € S és n esetén, ezért n-re nem adhaté felsd
korlat. Hasonléan, ha

(2.6) F(X,Z)=F(X +aZ,uZ),

ahol a € Ok,u € S, F' € Ok[X,Z] és F'(1,1) € S, akkor Dp: € S és z =
Lz+a=u=2v"y = 0" a (2.5) egyenlet egy megolddsdt adjidk barmely
v € S-re, ezért n-re nem adhaté csak m, k, d, Dy, és Q-tdl fiiggd felsé korlat.

A fenti két esettdl eltekintve n-re a 2.1 Tételhez hasonlé korlat adhato.
Az F-et redukdlt-nak nevezzik, ha (2.6) nem teljesiil semmilyen a, F' és u €
S\ Oy esetén. Az aldbbi Tételnek a 2.1 Tétel specidlis este a 2 =16és u =0
valasztéassal.

2.2. Tétel Ha x,y # 0,z,w,n a (2.5) egyenlet egy megolddsa, ahol x € O,y €
Ok \ O,z € S,we S ésn>2, akkor

(2.7) n < c5Q° + perlog @Q,
aholp =0, hay ¢ S, és

(2.8) ordy, (2,2) iy =10y,
hay e S\ Ok és F redukdlt.

A (2.7)-ben szerepl§ felsé korldtban a Dp-t6l valé fiiggés a (2.4) fel-
hasznalasaval kikiiszobolhetd.



Binom Thue-Mahler egyenletek. Tekintsiik az
(2.9) ax™ —by" = ¢,

egyenletet, ahol a és b Ok adott nemnulla elemei és z,y € Ok \ {0},c € S,n >
3 ismeretlenek. Ismert, hogy az™ + by™,n = 0,1,2,..., egy specidlis binér
rekurziv sorozatnak is tekintheté. Az irodalomban sok szerzé foglalkozott a
(2.9) egyenlettel és adott csak a,b és S-t6l fligegd korlatot n-re (14sd [46] [52] [16]
valamint az itt el6fordulé hivatkozasokat).

A 2.2 Tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz arra az dltaldnositdsra, amikor
(2.9)-ben a és b S-beli ismeretlenek. Jelolje h és R a K test idedlosztédlyszadmat
illetve regulatorat.

2.3. Tétel Legyen a,b,c € S,x,y € Ok \ {0},n > 3 a (2.9) egyenlet egy
megolddsa és tegyik fel, hogy az x és y kézil legaldbb az egyik nincs Oy -ban.
Ekkor létezik eqy csak d, h és R-tdl fiiggd effektiv pozitiv cg konstans, amellyel

(2.10) n < csQ3" + vlog Q,

aholv =0, hax ¢ S vagyy ¢ S, és

(2.11) ordy, ((az™,by™,c)) <v, i=1,...,s
kilonben.

Egyszertien belathatd, hogy az z,y € S esetben a (2.11) feltétel szitkséges.

Megjegyezziik, hogy a 2.3 Tétel bizonyitasabdl 1ényegesen jobb korlat adédik
n-re az aldbbi specidlis esetekben: x,y € S ; x vagy y -nak van egy nagy normaju
primidedl osztdja vagy ¢ € Oy. Az ezekben a specidlis esetekben ad6dé jobb
korldtok egyben javitjdk az n-re adott korlatot az 2.1 és 2.2 T'ételben a megfelel
esetekben.

Abban az esetben, ha K = Q a 2.3 Tételbdl adddik, hogy ha a,b, x,y,n
olyan nemnulla raciondlis egészek, amelyekre |zy| > 1,n > 3 és zy-nak van
olyan primosztéja, amelyik nem osztdja ab(az™ — by™)-nek, akkor Q(ax™ — by™)-
re az aldbbi becslés adhato :

(2.12) laa™ — by"| > Q(aa™ — by™) = (co/Q(ab))n'/,

ahol Q(az™ — by™) illetve Q(ab) jeldlik az ax™ — by" illetve ab kiillonbozd
primosztéinak a szorzatat, valamint cg egy effektiv abszolit konstans.
Osszehasonlitva a 2.3 Tételt és (2.12)-t Yu és Hung [52] 2. Tételével ldthatjuk,
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hogy [52]-ben az n-tél vald fliggés jobb, viszont a Q(az™ — by™)-re adott alsé
becslés nem csak @Q(ab)-t6l, hanem maguktdl az a és b-t6l is flugg.

2.1.Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a fenti cj-c9 konstansok explicit
forméban is kifejezheték, felhasznalva a bizonyitdsokban szereplé explicit
becsléseket valamint az 2.1-2.8 Lemmak explicit verzioit.

2.2.Megjegyzés. A 2.3 Tétel bizonyitasiban - egyéb eredmények mellett -
felhasznaljuk Matveev [32] és Yu [51] linedris formdkra vonatkozé 1j becsléseit
valamint Gyéry és Yu [26] S-egység egyenletekre vonatkozé 1j eredményét. A
2.2 Tételt a 2.3 Tételbdl vezetjiik le, ahol felhaszndljuk Gydry [24] S-beli diszk-
riminanssal rendelkezé binér formakra vonatkozé effektiv eredményét. Megje-
gyezzilk, hogy a 2.1 és 2.2 Tétel bizonyithaté - mas korlatokkal - a 2.3 Tétel
felhasznaldsa nélkiil is.
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3 POLINOMOK ERTEKEI ES TELJES HATVANYOK
KOZOTTI KULONBSEGEK

Legyenek a, w, x, y, n, m olyan nemnulla racionalis egészek, amelyekre n, m >
2, |yl = 2 és ax™ # wy™. Tekintsiik az |az™ — wy"| kiilonbséget. Turk [49]
volt az els6, aki a fenti kiilonbségre x és y -tdl fiiggetlen explicit alsé korlatot
adott az a = w = 1 esetben. Ha a és w tetszOlegesen rogzitett nemnulla egészek,
Shorey [44] eredményébél levezethetd egy - csak a,w, m,n -tol figgd - effektiv
alsé korldt. Ez a korldt nem teljesen explicit. Kés6bb Bugeaud [14] lényegesen
megjavitotta Turk |2 —y™| -re adott alsé becslését. Nem régen Bugeaud és Ha-
jdu [17] megjavitotta és kiterjesztette Bugeaud fenti eredményét tetszélegesen
rogzitett a és w esetére.

Ebben a fejezetben dltaldnositjuk Bugeaud és Hajdu [17] eredményét |F'(z)—
wy™| alaku kiilonbségekre, ahol F' € Z[X] egy m > 2 foku polinom. Az F poli-
nomra tett bizonyos természetes feltételek mellett explicit alsé korlatot adunk az
|F'(z) —wy™| kiilonbségre (14sd a 3.2 Tételt). Eredményiinket a 3.1 Tételiinkbdl
vezetjiik le, amely az

(3.1) f(x) =wy"

szuperelliptikus egyenlettel foglalkozik, ahol z,y és n ismeretlen egészek, az
ly| > 2,n > 2 tulajdonsdggal. A 3.1 Tételben az n kitevére nyeriink teljesen
explicit, csak w -tél és f magassdgatdl fiiggd felso korldtot.

Mint mér emlitettiik, Tijdeman [48] illetve Schinzel és Tijdeman [43] bi-
zonyitottdk be eldszor, hogy a (3.1) egyenletben n -re egy csak w -t6l és f -t6l
fliggo effektiv felsé korlat adhatd. Késobb sokan nyertek effektiv, de nem teljesen
explicit korldtokat n -re; 14sd [11], [12], [9] és az itt eléforduld hivatkozdsokat. A
3.1 Tételiink némileg megjavitja és minden paraméterében explicitté teszi az n
-re kordbban ismert legjobb felsé korldtot (lasd [9]). A 3.1 Tétel bizonyitdsaban
Brindza, Evertse és Gydry [12] mdédszerét kovetjiik, akik az n -re csupén az f
fokszamatdl és diszkriminansatdl fiiggd fels6 korlatot adtak.

A tovébbiakban bevezetjik a sziikséges jeloléseket. Minden s pozitiv valds

szamra legyen log, s = max{1,logs}. Ha

m
f(g;) :aoxm+a1mm71+...+a7,L:a0 H(a:—ozi), ag 750,
=1
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egy egész egylitthatds polinom, gy jelolje

0<i<m

H(f)= max |a;| & M(f) = |ao| ] [ max(1,|au])
i=1

az f polinom "klasszikus” illetve Mahler-magasségéat.

3.1. Tétel Legyen f(X) € Z[X] egy m > 2 foki polinom és legyen w egy
adott nemnulla egész szdm. Tekintsik a (3.1) egyenletet, ahol az ismeretlenek
x,y,n € Z, amelyekre |y| > 2,n > 2. Ha f -nek van legaldbb két kilonbézd
gyoke, akkor

n < QA0 TmHIT N (£)3m =3 (log M (f))*™ (log, |w]) 3.

Ahogyan mar emitettiik, a 3.1 Tételiink némileg megjavitja és minden
paraméterében explicitté teszi az n -re [9] -ben adott fels§ korldtot. Abban
a specidlis esetben, amikor f(z) = az™ + ¢ alakd Bugeaud és Hajdu [17] a 3.1
Tételhez hasonlo fels6 korlatot nyertek n -re.

Az alabbi tétel a 3.1 Tételiink kovetkezménye.

3.2. Tétel Legyen F(X) € Z[X] egy m > 2 foki polinom és legyenek w,x,y,n
olyan raciondlis egészek, amelyekre w # 0,n > 2,|y| > 2. Tegyik fel, hogy
F(x) # wy™, és ha F(X) = t1(X — t2)™ + t3 alakd valamilyen ty,ts,t5 € Z
esetén, akkor tételezziik még fel, hogy F(x) # wy™ + t3 is fenndll. Ekkor

56

L
(32)  |F(x) —wy"| >nmm2 8 Fmm T A (H(F) log ™ le)

Megjegyezziik, hogy a 3.2 Tételben az |F(x) — wy™| -re adott alsé becslésben
az F polinom H(F') klasszikus magassdga szerepel az M (F') Mahler-magasséig
helyett. Az ok nyilvanvald (ldsd a 3.2 Tétel bizonyitasat), hiszen H(F — k) <
H(F) + k teljesiil tetsz6leges k € Z esetén mig M (F) nem rendelkezik hasonlé
jo tulajdonsédggal.

Bugeaud és Hajdu [17] dolgozatdhoz hasonléan, a 3.2 Tételt egy a szuperel-
liptikus egyenlet megoldédsaira adott fels6 becsléssel kombindlva alsé korlatot
nyeriink az |F(x) — wy"| killonbségre |F(z)| figgvényében.

3.3. Tétel Legyen F(X) € Z[X] egy m > 2 foki polinom és legyenek w,x,y,n
olyan raciondlis egészek, amelyekre w # 0,n > 3,|y| > 2. Tegyik fel, hogy
F(x) # wy™, és ha F(X) = t1(X — t2)™ + t3 alakd valamilyen ty,ts,t3 € Z
esetén, akkor tételezzik még fel, hogy F(x) # wy™ + t3 is fenndll. Ekkor

(33) |F(z) —wy"| > eym™ ¢ H(F)™* (log, |w|)” 7 (log, log, |F(x)[) 7 ,
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ahol ¢y eqy effektiv abszolit konstans.

A 3.2 Tételiink altaldnositdsa a Bugeaud és Hajdu [17] dltal nyert
—1
laz™ — wy®| > n?/5™ (20m) 2~ 1L/m (|a| logl® |b\>

becslésnek. Hasonléan a 3.3 Tétel kiterjesztése Bugeaud és Hajdu [17] 2.
Tételének. A (3.2) -ben szerepld alsé korldt az F(x) = ax™ specidlis esetben
hasonlé erésségli mint [17] -ban, eltekinve az n kitevéjétél. Ennek az az oka,
hogy D(az™ + k) < co|k|™, mig ltaldnos esetben csak D(F(z) + k) < cs|k*™
érvényes. Itt D(g(z)) egy g € Z[X] polinom diszkrimindnsat, mig ¢ és c3 csak
a,m és F -t0l fuggd effektiv konstansokat jelolnek.
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4 MASODFOKU POLINOMOK HATVANYERTEKEI

Legyen S = {p1, ..., ps} kiillonbo6z6 racionélis primek egy halmaza és legyen
S={meZ|m==+p™ - p*, 2 €Zxo, (1<i<s)}.

Jeldlje tovabba P illetve @ az S-beli primek maximumaét illetve szorzatat.
Ebben a fejezetben az

(4.1) 2 + D = wy"

egyenlettel foglalkozunk, ahol w adott pozitiv egész, az x,y,n, D ismeretlenek
pedig olyan pozitiv egészek, amelyekre n > 3, y > 1,D € S és Inko(z,y) = 1.
Célunk, hogy w-re és D-re tett bizonyos feltételek mellett j6 korldtot nyerjiink
(4.1)-ben az n kitevére, amely korldt csak P-t6l és s-tél vagy P-t6l és Q-tdl
fligg.

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a (4.1) egyenletben a w = 1 és D
adott pozitiv egész. Ekkor az elsd eredmény Lebesque [28] nevéhez flizédik, aki
bebizonyitotta, hogy (4.1)-nek D = 1 esetén nincs megolddsa. Késébb Ljung-
gren [29] D = 2 esetén, mig Nagell [37], [38] D € {3,4,5} esetekben teljesen
megoldotta a (4.1) egyenletet. Cohn [21] dttekinté munkdjdban Gsszefoglalta a
(4.1) egyenlettel kapcsolatos addigi eredményeket, s6t egy mddszert dolgozott ki,
amelynek segitségével D < 100 esetén a (4.1) Osszes megoldédsét meghatdrozta
D 77 kiilonbo6zb értéke esetén. A D = 74 és D = 86 esetekben Mignotte és
de Weger [34] adta meg a (4.1) egyenlet Osszes megolddsat. Késébb Bennett és
Skinner [8] felhasznélva a moduldris formédk és Galois reprezentdciék elméletét
teljesen megoldottédk (4.1)-et a D = 55 illetve D = 95 esetben. Nem régen
Bugeaud, Mignotte és Siksek [19] 4j Otleteket felhaszndlva, valamint a Baker-
moédszert az el6bb emlitett Bennett és Skinner dltal alkalmazott modszerrel kom-
bindlva, a (4.1) egyenlet Osszes megolddsat meghatdroztdk D < 100 fennmaradé
19 értéke esetén. Abban az esetben, amikor a (4.1) egyenletben w € {1,4} és
D pératlan pozitiv négyzetmentes egész Bugeaud és Shorey [18] felhaszndlva
Bilu, Hanrot és Voutier [10] médszerét teljesen megoldottak (4.1)-et abban az
esetben, amikor n > 3 olyan paratlan prim, amely nem osztja a Q(v/—D)
idedlosztalyszamét és D # 7 (mod 8), ha w = 1 (ldsd a [18]-ben szerepld 3.,5.
és 7. Kovetkezményt).

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a (4.1) egyenletben D is ismeretlen,
pontosabban D olyan pozitiv egész, amelyre D € S. Ebben az esetben is nagyon
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sok eredmény taldlhaté a (4.1) egyenlettel kapcsolatban (14sd pl. az [1] - [7], [15],
[16], [20], [22], [30], [31], [33], [35], [36] munkdkat, valamint az ott el6forduld hi-
vatkozdsokat). Shorey, van der Poorten, Tijdeman és Schinzel [45] illetve Gydry,
Pink és Pintér [25] - a 2. Fejezetben ismertetett - eredményeibdl adédik, hogy
(4.1)-ben n-re egy csak P-tél és s-tél illetve csak Q-tdl fliggd effektiv felsé korlat
adhaté. Ezek a korlatok azonban nagyok és nincsenek teljesen explicit moédon
megadva. A fent felsorolt dolgozatokban egyrészt a Baker-mddszer komplex és
p-adikus véltozatat, masrészt Bilu, Hanrot és Voutier [10] rekurziv sorozatokra
vonatkozé eredményét hasznédltdk. Nevezetesen, a [15] illetve [16] cikkekben
a szerzok a kétvaltozos Baker-moddszer komplex és p-adikus valtozatat kom-
bindlva teljesen explicit, csak P-t6l és s-t6] fliggd korlatokat nyertek (4.1) tipusi
egyenletekben az n kitevére. Felhasznélva Bilu, Hanrot és Voutier [10] mér
emlitett eredményét, lehetéség nyilt (4.1) tipusi egyenletek teljes megolddsara,
amikor w = 1 valamint az S konkrét adott primek halmaza. Cohn [20] il-
letve Arif és Muriefah [1], [6] az S = {2}, mig Arif és Muriefah [3] valamint
Luca [30] az S = {3} esetekben adtdk meg (4.1) Gsszes megolddsat. Ha ¢ > 5
egy olyan pdratlan prim, amelyre Inko(n,3h) = 1, ahol hg jeloli a Q(v/—q)
idedlosztalyszamat, Arif és Muriefah [7] teljesen megoldotték az z2 4+ ¢?*+1 = y»
egyenletet. Az S = {2,3} esetben Luca [31] adta meg a (4.1) egyenlet Osszes
megoldasat.

Abban az esetben, amikor a (4.1) egyenletben (w, D) = (2, a?), ahol a adott
pozitiv egész, Pink és Tengely [42] vizsgaltdk az

(4.2) 22 +a? =2y

egyenletet, ahol az x,y,n ismeretlenek olyan pozitiv egészek, amelyekre n > 3,
Inko(x,y) = 1, és egy, csak a-t6l fiiggd, explicit fels6 korldtot adtak n-re. Ha n
pdratlan prim a fenti eredményt Tengely [47] -ban megjavitotta.

Ebben a fejezetben altalanositjuk a [42] és [47]-beli eredményeket arra az

esetre, amikor (w, D) = (2,a?), ahol a olyan pozitiv egész, amelyre a € S.
Ekkor a nem fix, hanem a = p;** ---ps* alakd, ahol pq,...,ps kilonboz6
raciondlis primek, zi,...,zs pedig ismeretlen nemnegativ egészek. A (4.2)

egyenlet dltalanositasaként tekintsiik az

(4.3) 2+ (g™ ps™)? = 29"

egyenletet, ahol az ismeretlenek z,y,n,z; (1 < i < s), amelyekre n >
3, Inko(z,y) = 1 valamint 2q,...,2, € Z>¢ teljesiil. Nyilvdnvald, hogy



16

x =y = 1,21 = ... = z; = 0 mindig megolddsa (4.3)-nak, amit trividlis
megolddsnak fogunk nevezni. Gydry, Pink és Pintér [25] a 2. fejezetben is-
mertetett eredményeibdl adddik, hogy (4.3)-ban az n kitevére egy csak P, s
illetve Q-t0l fligg6 korlat adhaté. Ezek a korlatok azonban nagyok és nincs-
enek teljesen explicit médon megadva. A jelenleg ismert legjobb kétvaltozds
Baker-tipusi becslés komplex és p-adikus véltozatat kombinalva, altalanositjuk
a [42] -ben és [47] -ben a (4.2) és (4.3) egyenletekkel kapcsolatos eredményeket
és teljesen explicit korldtot adunk a (4.3)-ban szerepld n-re.

4.1. Tétel Tekintsik a (4.3) egyenletet és tegytik fel, hogy n pdratlan. Ekkor
(4.3) minden nem trividlis megolddsa esetén

n < 90813, ha (P,s) = (3,1),
és
n < 5371sP(P + 1) log P
kilonben.

A fejezet tovabbi eredményeinek ismertetéséhez sziikségilink lesz néhany
jelolésre és elnevezésre. Legyen f(x) = 22 + Az + B egy mésodfokt egész
egyiitthatés polinom, és jelolje Dy az f diszkrimindnsat. Legyen

Dy
D= 4
—Dy, ha Dy is paratlan.

, ha Dy is péros,

Tegyiik fel, hogy D € S és D > 0. Legyenek ¢ és d olyan pozitiv egészek,
amelyekre D = dc?, ahol d jeloli a D négyzetmentes részét. Tovabba, k € Z
és p prim esetén jel6lje ord, (k) p-nek azt a legmagasabb hatvanyét, amellyel &
oszthaté.

Tekintsiik az

(4.4) flz) =y"

egyenletet, ahol az z,y, n ismeretlenek olyan egészek, amelyekre y > 1 ésn > 3
prim. Azt mondjuk, hogy a (4.4) egyenlet egy (x,y,n) megolddsa kivételes, ha

orde(Dy) =2, y pdros és d =7 (mod 8).

Legyen h a Q(v/—d) test idedlosztalyszama és jelolje h(—4D) a —4D diszkrimi-
ndnsi pozitiv binér kvadratikus formdk ekvivalencia osztélyainak a szdmat (a
h(—4D) definici6jét 14sd a 4.3 alfejezetben).



17

4.2. Tétel Ha (z,y,n) a (4.4) egyenlet egy olyan nem kivételes megolddsa,
amelyre x #- —g és Inko(y, D) = 1, akkor eltekintve az

2?4+ Az + B =y
végtelen egyenlet csalddtol, ahol

(A, (A2 +7)/4,(11 — A) ,
(Aa (A2+7)/4a(181 7A) )7
(A, (A% +11)/4,(31 — A)/2,3, ),
(A, (A2 +19)/4,(559 — A)/2,5,19,7)

3

/2,2,7,5)
/2,2,7,13
/2,3,11,5

(A7 B’ x’ y7 D7 n) E

ha A pdratlan, és

2 _
(A7B7m7y7D7n)e{ (A, (A2 4 176)/4, (44868 — A) /2,55, 19, 5), }

(A, (A% +1364)/4, (5519292 — A)/2, 377,341, 5)

ha A pdros, akkor
n=3 wagy n|h(-4D).

Tovdbbd, az utobbi esetben
n <max{3,P}, ha nth
és

n < %\/@log(%\/é), ha n|h.

Megjegyezziik, hogy a fenti Tételben az x # —% feltétel sziikséges. Ha
ugyanis r = 7% teljesiilne a (4.4) egyenletben, akkor paros Dy esetén az

y" =D

egyenletet kapnank. Ekkor viszont D € & miatt n-re nem nyerheto felsé korlat
(4.4)-ben.

Léthat6, hogy megfeleld helyettesitéssel a (4.4) egyenlet visszavezethetd egy
(4.1) tipust egyenletre, nevezetesen az

(4.5) X2 4+ D=wY"
egyenletet nyerjiik, ahol w € {1,4} és

(4.6) Inko(X,Y) = Inko(Y, D) =1,
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valamint
(47) w =1, ha Dy paros, w =4, ha Dy paratlan,
' DeS, D>0, X>1,Y >1, n>3 prim.

A 4.2 Tételiink az alabbi 4.3 Tétel kévetkezménye. Azt mondjuk, hogy a (4.5)
egyenlet egy (X,Y,n) megolddsa kivételes, ha

w=1, orda(Ds) =2, Y paros és d =7 (mod 8).

4.3. Tétel Tekintsik a (4.5) egyenletet, amelyre teljesiilnek a (4.6) és (4.7)
feltételek. Ha (X,Y,n) a (4.5) egy nem kivételes megolddsa, akkor eltekintve a

(4,2,7,5),(4,2,7,13),
(w,Y,D,n) € (4,3,11,5), (4,5,19,7),
(1,55,19,5), (1,377,341, 5)

esetektdl (4.5)-ben fenndll, hogy
n=3 wagy n|h(—4D).
Tovabbd az utobbi esetben
n <max{3,P} ha nth
“ 4
n < ;\/élog(Qe\/@) ha n|h.

A 4.3 Tétel osszevethetd Bugeaud és Shorey [18] 5. és 7. Kovetkezményével,
ahol a szerz6k (4.5) tipusi egyenleteket vizsgéltak, azonban ezekben az
eredményekben D > 0 négyzetmentes volt. Az 5. Kovetkezményben meg-
mutattak, hogy az 2 + 4D = y" egyenletnek nincs megolddsa n > 5 esetén.
Itt D négyzetmentes, és n olyan paratlan prim, amely nem osztja a Q(v/—D)
idedlosztalyszamat. Tovabbd a 7. Kovetkezményben hasonlo feltételek mellett
megadtdk a (4.5) egyenlet Osszes megolddsat, amikor

w=1 D=1 (mod4),n>3 vagy w=4, D=7 (mod8), n>3 vagy

w=4, D=3 (mod8), n>5.

Megjegyezziik, hogy Bugeaud és Shorey [18] dolgozatdval ellentétben a 4.3
Tételiinkben D nem sziikségképpen négyzetmentes.
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5 AZ 22+ 2°3°577° = y» EGYENLET MEGOLDASA

Megtartva a 4. fejezet jeloléseit, ebben a fejezetben megadjuk a (4.1) tipusi
egyenlet teljes megolddsat abban az esetben, amikor D € S, ahol S = {2,3,5,7}
és w = 1. Nevezetesen, tekintsiik az

(5.1) x? 4 293P577° =y

egyenletet, ahol az x,y, n, a, 3,7, d ismeretlenek olyan nemnegativ egészek, ame-
lyekre > 1,y > 2,n > 3 valamint Inko(z,y) = 1. Kombindlva a 4.3 Tételt
Cohn [23] és de Weger [50] eredményeivel, megadjuk az (5.1) egyenlet Gsszes nem
kivételes megoldasat. Emlékeztetiink, hogy ebben a specidlis esetben az (5.1)
egy (r,y,n) megolddsa kivételes, ha o = 0,y paros és a 3°577° szorzat 7c? vagy
15¢2 alakt. Megjegyezziik, hogy ha az (5.1) egyenletiink z? + 7¢2 = y™ vagy
22 + 15¢2 = y™ alaki és (z,y,n) az (5.1) egy kivételes megolddsa, akkor ebben
az esetekben nem hasznélhatjuk az 5.1 Lemma &altal biztositott paraméterezést
(1. pl. [21]). Ezért az (5.1) egyenletben csak a nem kivételes megolddsokkal
foglalkozunk. Megjegyezziik még, hogy egy masik mddszert hasznalva Bugeaud,
Mignote és Siksek [19] teljesen megoldottdk az x2 + 7c¢? = y™ és 2% + 15¢% = y"
egyenleteket abban az esetben, amikor 1 < 7¢? < 15¢2 < 100.

5.1. Tétel Az (5.1) egyenlet dsszes nem kivételes megolddsdt az 5.1 Tdbldzat
tartalmazza.

Megjegyezziik, hogy ha az (5.1) egyenletben v > 1, akkor Inko(z, y) = 1 miatt y
paratlan. Ekkor az (5.1) egyenlet (x,y,n) megolddsai mindig nem kivételesek.
Igy ebben az esetben az (5.1) egyenlet Gsszes megolddsa megadhatd.

5.1. Kovetkezmény Tegyiik fel, hogy (5.1)-ben o > 1. Ekkor az (5.1) egyenlet
osszes megolddsdt az 5.1 Tabldzat tartalmazza.

Megjegyezziik, hogy az (5.1) egyenlet o > 1 feltételnek eleget tevd megolddsai
éppen azok a megoldédsok, amelyek az 5.1 Tablazatban nincsenek * jellel meg-
jelolve. Tovabba ebben az esetben az 5.1 Tétel Luca [31] eredményének az
altaldnositdsa, aki v = § = 0 esetén (5.1) Osszes megolddsat meghatdrozta.
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Az (5.1) egyenlet o = 0 feltételnek megfeleld megoldasait * jeloli.

5.1 Tablazat

D Y n D Y n D Y n
22 5 3 35 7 3 243554 601 3
3% & 13 3 3552 « 19 |3 395% « 679 3
72« 65 3 2235 13 | 3 22355172 709 3
2137 193 3 223572 37 |3 28335472 849 3
3672 « 585 3 223752 61 | 3 223972 757 3
3652 « 2701 3 213552 49 13 22375274 2221 3
263172 37633 | 3 3552 « 31 |3 263574 2353 3
2 3 3 21355272 1 169 | 3 335471 & 2451 3
25% 11 3 3572 « 43 3 2831174 4993 3
2352 9 3 22355272 | 109 | 3 3952771 « 2671 3
23152 19 3 3777 « 67 |3 210355274 3361 3
2552 41 3 355272« | 79 |3 21315472 5161 3
2756 129 3 263772 193 | 3 2103772 4033 3
2337 97 3 2437 73 |3 2631152 6481 3
233454 121 3 3752 « 91 | 3 395674 « 12979 3
23652 211 3 283952 889 | 3 375577 « 15751 3
253157 409 3 21395272 11009 | 3 2123556 16009 3
2952 681 3 28355272 [ 1129 | 3 212395272 17329 | 3
233658 1489 3 22375272 | 1261 | 3 210395672 27721 3
2. 315072 1051 3 21375271 1 2041 | 3 2113115172 51361 3
2. 315272 1171 3 375272 « | 151 | 3 28375472 50401 3
2. 3856 1819 3 24355174 11801 | 3 3135274 « 59539 3
2931512 21769 3 355272 &« | 211 | 3 3135072 « 60799 3
293652 6129 3 263552 241 | 3 223135476 93349 | 3
253152 9601 3 263751 481 | 3 28355676 129649 | 3
273657 13849 | 3 26355272 | 361 | 3 210375874 362401 | 3
25315872 19441 3 375%72 « | 499 | 3 218355276 11053721 | 3
23365172 42361 3 22355272 | 421 | 3 28355478 5762401 | 3
23651474 [ 440491 | 3 22395272 | 589 | 3 3175872 % | 19136251 | 3
27315274 192198401 | 3 22355972 | 541 | 3 572 % 9 3
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D Y n D Y n D Y n
225. 72 29 3 21367 12097 3 23375 169 3
3%.5 % 61 3 22385573 26341 3 233115 241 3
315 . 71 « 109 3 225875 89429 3 25375 649 3
225 .76 141 3 2451473 182441 3 2353 919 3
225372 669 3 28365127 209161 3 233%5 1441 | 3
21345 .74 1 1009 | 3 212345773 1 16859161 | 3 273155 3289 | 3
203%. 5 3841 | 3 2572 11 3 23757 24991 | 3
5570 « 4281 |3 25372 331 3 25311572 1 31441 | 3
29365 .71 | 8689 | 3 23315 481 3 23323572 | 66889 | 3
365378 « | 15901 | 3 2331574 529 3 233155372 1 196729 | 3
2831578 | 17761 | 3 2531571 1969 3 293753 256009 | 3
385. 72 x | 238141 | 3 2336578 6721 3 213157 6721 | 3
2.3° 7 3 273153712 309649 3 23°567 379 3
233372 25 3 2936574 276529 | 3 23°527 499 3
2. 335274 151 3 23385374 972049 | 3 25335473 721 3
2.3572 79 3 23317 673 3 2335517 2041 | 3
203372 121 3 2. 31073 122479 3 2733587 4209 | 3
2. 3352 199 |3 23310547 1 306180001 | 3 23355127 | 17641 | 3
2. 3576 415 3 335 19 3 239527 40819 | 3
233574 337 |3 26375 103681 3 211335473 1 57169 | 3
273372 505 3 357 25 3 2335675 134331 | 3
2.3772 655 3 377 % 37 3 23751073 1 219139 | 3
2535 1153 | 3 22397 85 3 2735527 806401 | 3
293376 1705 | 3 22357 109 3 233157 3361 | 3
23355274 7249 | 3 357 « 253 3 213557 20161 | 3
23335272 | 39201 | 3 243157 1177 3 233757 1129 | 3
273778 43873 | 3 213773 385 3 233157 1201 | 3
2. 31710 1769295 | 3 21377 457 3 2531557 5209 | 3
2153372 131065 | 3 355273 « 721 3 2332537 | 87049 | 3
527 % 11 3 31527 « 781 3 273757 17929 | 3
22547 29 3 203117 1873 3 2335537 252001 | 3
227 37 3 223573 5485 3 2632 5 4
31527 « 79 3 2831173 6601 3 72 % 5 4
51073 & 1499 |3 2137527 11209 3 26325272 29 4
36567 « 631 3 28357 64513 3 263252 13 4
2137517 1369 | 3 22395473 70189 3 283252 17 4
2131587 1969 | 3 213235273 607849 | 3 283272 25 4
315273 & 4111 | 3 210319527 1 723361 3 26325272 37 4
2631517 5401 | 3 331547 4800469 | 3 26315272 53 4
2105273 9569 | 3 2.375 31 3 283152 41 4
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D Y n
21033567 721 | 4
21355477 203 | 4
21435273 [ 2053 | 4
253 . 572 13 | 4
2°3.5 11 |4
273 . 572 23 [ 4
2533574 59 | 4
21133572 263 | 4
2935376 407 | 4
25355372 493 | 4
20325 . 7 71 |4
253 .7 13 [ 4
2537517 8749 | 4
25325.7 17 | 4
22315 . 7 19 [ 4
27365 . 7 43 | 4
29325 . 7 67 | 4
25310537 257 | 4
2532537 251 | 4
263.5.7 11 [ 4
283.5.7 13 | 4
2103.5.7 [ 19 |4
20335 . 7 31 [ 4
263.5.7 41 | 4
21335 .7 71 |4
2123353 .7 [ 157 | 4
21035373 359 | 4
2203 . 573 517 | 4
253.5.7 29 |4

D Y n D y | n
2103172 65 | 4 26367 20 | 4
210325272 | 113 | 4 2632527 53 | 4
21231547271 337 | 4 210327 127 | 4
210325474 1 1201 | 4 263105273 | 443 | 4
25 3 4 21238527 1431 | 4
2772 9 4 25325 7 14
203272 11 [ 4 25315 11 [ 4
2732 17 | 4 29305 37 [ 4
25325272 43 | 4 27325 13 | 4
205274 51 | 4 25325 19 [ 4
295272 57 | 4 2731572 89 | 4
293474 113 | 4 203065372 1223 [ 4
255272 99 | 4 25310572 1 247 | 4
2°3 5 |4 2113253 253 | 4
263 7 |4 23327 5 |4
21355272 49 |4 25527 9 [4
28372 97 | 4 23317 13 | 4
21335172 1 133 | 4 277 15 [ 4
245 3 |4 29547 39 | 4
21375 7 4 233273 19 [ 4
265 9 |4 2532527 23 | 4
5372 « 21 | 4 233875 173 | 4
21325 .72 | 47 | 4 2532567 127 | 4
28375 161 | 4 2731517 137 | 4
25352 7 4 2932527 449 | 4
27352 11 [ 4 3.5 % 2 [ 4
2°335% 29 |4 335 4 14
27 . 352 49 |4 355 8 [ 4
293352 59 | 4 203572 17 [ 4
2735172 73 | 4 283.5 31 | 4
2°335272 | 103 | 4 2633572 47 | 4
211350 131 | 4 3753 « 34 | 4
233772 175 | 4 213.7 5 |4
2935274 4801 | 4 243527 11 [ 4
7 % 2 4 2433527 17 | 4
237 3 4 263 . 5%7 31 | 4
527 % 4 4 263527 19 [ 4
26327 11 | 4 213527 23 | 4
5373 « 22 | 4 283527 37 [ 4
28317 23 [ 4 26337 55 | 4
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1 INTRODUCTION

The polynomial equations in two unknowns and exponential equations play a
central role in the theory of diophantine equations. The so-called superelliptic
equations constitute a very important class of equations from the point of view
of applications. These equations are of the form

(1.1) f(x) = wy",

where f(X) is a polynomial with integral coefficients, w # 0 and n > 2 are given
integers and x,y are unknown integers. After the results of Mordell, Siegel and
others, in 1964 LeVeque gave a finiteness criteria for the number of solutions
of equation (1.1). This result is ineffective in the sense that the proof does not
provide any algorithm to compute the solutions. In 1969 A. Baker was the first
to give an effective upper bound for the size of the solutions of (1.1) in the case
when the polynomial f has at least three simple roots. Later, this result was
generalized by Brindza, who also gave an effective version of LeVeque’s result.
The proofs of the above effective results involve the deep method of Baker,
which provides effective estimates for the linear combination of the logarithms
of algebraic numbers.

In 1976 Schinzel and Tijdeman [43] considered equation (1.1) in a more
general situation, namely in the case, when in (1.1) the exponent n is also
unknown. Then equation (1.1) is an exponential-polynomial equation in three
unknowns. If f does not have two distinct roots then equation (1.1) can have a
solution with n arbitrary large. If f(X) has at least two distinct roots, Schinzel
and Tijdeman gave an upper bound for n, which depends only on f and w.
Their proof is based on Baker’s method. Later, equation (1.1) was also studied
by Shorey, van der Poorten, Brindza, Evertse, Gyory, Turk, Bugeaud, Bérczes,
Hajdu, Pintér and Haristoy. For the exponent n several upper bounds were
obtained. These bounds depend only on w, the degree of f, and either on the
height or on the discriminant of f. The results were extended to the case when
in equation (1.1) a binary form f(x,z) was considered instead of f and where
z is also an unknown integer. Another extension of the above results is the
case, when in (1.1) the coefficients of f, w and the unknowns z,y belong to an
integral domain which is finitely generated over Z.

One of the main purposes of the present dissertation is to clarify that, in
the bounds obtained for n to which extent can we weaken the dependence on
the parameters of the polynomial f. In Chapter 2 we show that if f is monic,
then apart from some natural exceptions, one can give an effective upper bound
for n which depends only on the degree of f, on Q(w) and on Q(Dy). Here
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Dy denotes the discriminant of the maximal square free divisor in Z[X] of f,
and for an integer a # 0, Q(a) denotes the product of the distinct prime factors
of a (called sometimes the radical of a). Our result is definitive in the sense
that the dependence of each parameter is separately necessary, we cannot get
rid of any of these parameters. The proof is based among others on an effective
finiteness theorem concerning binomial Thue-Mahler equations. In Chapters 3
and 4 we obtain in (1.1) upper bounds for n, depending only on the degree of
f, the height of f and on w, respectively. These results are much sharper then
the bounds in the earlier results. By using the above results, we obtain explicit
lower bound for the difference |f(x) — wy™|, which depends only on w,n,deg f
and H(f), provided that f(x) # wy™. Finally, in Chapter 5 we give all solutions
of equation (1.1) in the case when f is a quadratic polynomial of special form.
In our proofs we use among others the newest and sharpest versions of Baker’s
method.

In what follows, we give a brief outline of our main results chapter by chapter.
For simplicity, here we present our results only in some important special cases.

II

Consider equation (1.1), where f(z) € Z[X] is a polynomial with deg f = m
and with at least two distinct zeros. Further, denote by H(f) the height of f,
that is the maximum of the absolute values of the coefficients of f. If all zeros
of f are distinct then Dy is exactly the discriminant D(f) of the polynomial f.
We note that H(f) can be arbitrary large compared to |Dy| and |D(f)|.

As we mentioned, Schinzel and Tijdeman, and later several others gave ef-
fective upper bounds in (1.1) for the exponent n which depend only on w, m
and H(f). In the case when in (1.1) f is irreducible and w = 1, Brindza,
Evertse and Gydry [12] derived an upper bound for the exponent n depending
only on m and D(f), but not on H(f). This result has been recently extended
by Haristoy [27] to the case when f is reducible.

In Chapter 2 we improve and refine considerably the results of [12] and [27].
Let p1,...,ps be distinct primes, and let Q = p;1 - - - ps. Denote by S the set of
those rational integers which are not divisible by primes different from p1, ... ps.
We consider equation (1.1) in the case when x, y, w, n are integer unknowns with
ly| > 1,w € S;n>2and Dy € S. Apart from certain exceptional cases, which
are explicitly described, our Theorem 2.1 provides an effective upper bound for
n which depends only on m and (). Thus, in contrast with the earlier results,
our bound does not depend on D(f), but only on Q(Dy), m and Q(w). Here the
dependence of the bound on the parameters of f cannot be weakened anymore.
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In Theorem 2.2 we extend our result to the more general equation
(1.2) Fz,2) = wy",

where F' € Z[X, Z] is a binary form such that F(1,0) = 1, F(X,1) has at
least two distinct zeros and Dp € S. Further, z, z,w,y,n are unknowns with
ly| > 1,z € S,w € S,ged(z,2) =1 and n > 2. This theorem is a refinement
of the classical result of Shorey, van der Poorten, Tijdeman and Schinzel [45]
concerning equation (1.2), where the upper bound for n depends on the height
of F instead of Q(Dp).

Our Theorem 2.3 is concerned with binomial Thue-Mahler equations consi-
dered over number fields. It plays an important role in the proofs of Theorems
2.1 and 2.2. For simplicity, we present here this theorem only in a special case,
namely over Z. Consider the equation

(1.3) az™ —by" =c,

where a,b, ¢, z,y,n are integer unknowns such that a,b,c € S,|zy| > 1 and
n > 3. Further, we may assume that ged(az™, by™,¢) = 1. We note that if
x = y = 1 then equation (1.3) is just an S-unit equation, while if a,b are
fixed then (1.3) is a Thue-Mahler equation with unknown exponent n. As a
common generalization of several earlier effective finiteness results concerning
S-unit equations and Thue-Mahler equations, we give an upper bound for n
in (1.3) which depends only on @. This implies that equation (1.3) has only
finitely many, effectively computable solutions.
The results of this chapter were published in [25].

111

In Theorem 3.1 of Chapter 3, we give an explicit upper bound for n in
equation (1.1), which depends only on w,m = deg f and H(f). This result
improves and makes explicit in each parameter the previously best known bound
due to Bérczes, Brindza and Hajdu [9]. By using the above result, we establish
an explicit lower bound for the difference | f(z) — wy™| in the case when f(z) #
wy™. Here w # 0 is a given integer, and z, y, n are unknown integers with |y| > 1
and n > 3. Apart from some natural exceptions, in our Theorems 3.2 and 3.3
we provide lower bounds for the differences under consideration, depending only
on w,m, H(f), and n,|f(x)|, respectively. Our theorems generalize the results
of Bugeaud and Hajdu [17] concerning the special case f(z) = az™.

The results of Chapter 3 have appeared in [39].



26

v

Chapter 4 is concerned with equation (1.1) in the special case when f(X)
is a quadratic monic polynomial. There is a very extensive literature in this
special situation; the previous results will be presented in Chapter 4.

In Theorem 4.1 we obtain a sharp, explicit version of our more general
Theorem 2.1 in the case when w = 2 and

fX)=X2 4+ (p™ - ps™)?,

where p1,...,ps are given primes and z1,..., z; are unknown non-negative in-
tegers. This theorem generalizes the previous results of the author and Tengely
[42] and the results of [47]. In Theorem 4.2 and 4.3 we obtain sharp explicit
upper bounds for the exponent n in (1.1) when f(X) = X? + AX + B,w = 1
and f(X) = X2+ D,w € {1,4}, respectively.

The results of Chapter 4 have been published in [40] and [41].

A%

In Chapter 5 we deal with equation (1.1) in the case when w = 1 and
f(X) = X? 42713225275,

where 21, 29, 23, 24 are unknown non-negative integers. By combining Theorem
4.3 with some results of Cohn [23] and de Weger [50], in our Theorem 5.1 we
solve completely equation (1.1) in the case when z,y,n, 21, 22, 23, 24 are integer
unknowns satisfying z; > 1, |y| > 2, n > 3 and ged(z,y) = 1. Our Theorem
5.1 generalizes the result of Luca [31] concerning the case z3 = z4 = 0.

The results of this chapter were published in [41].

We note that the results of the chapters were published in separate papers.
In the present dissertation we adapt the organization of the original papers,
hence sometimes it happens that in different chapters different versions of our
lemmas are utilized.
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2 POWER VALUES OF POLYNOMIALS AND
BINOMIAL THUE-MAHLER EQUATIONS

Let f be a polynomial with integer coeflicients and with at least two distinct
zeros, and let w be a given non-zero integer. Schinzel and Tijdeman [43] proved
that if the integers z,y,n with |y| > 1 and n > 2 satisfy the equation

(2.1) Fla) = wy",

then n can be bounded above by an effectively computable number depending
only on f and w. Several upper bounds were later obtained for n which depend
on w and the height and degree of f; see [46], [13], [49], [11], [14], [9], [39]
and the references given there. Some of these results were established in more
general form, over number fields and/or assuming only on w that its distinct
prime factors are fixed.

For w = 1 and irreducible monic f, Brindza, Evertse and Gy6ry [12] derived
an explicit upper bound for n which depends only on the degree and discrimi-
nant, D(f), of f. Recently Haristoy [27] extended this to arbitrary monic poly-
nomials as well as to the number field case.

In our Theorem 2.1 we show that, apart from certain exceptions which will
be described explicitly below, in (2.1) n can be estimated from above by an
effectively computable bound which depends only on deg f and the product of
distinct prime factors of w and D(f). We prove this in a more general form,
over number fields.

To formulate our results, we have to introduce some notation. Throughout
this paper, K denotes an algebraic number field of degree d with ring of integers
Ok and unit group Oj. Let py,...,ps (s > 0) be distinct prime ideals of Ok
and denote by S the set of those o € Ok \ {0} for which the ideal («) has no
prime ideal divisors other than pq,...,ps. Further, let

Q - NK/Q(pl "'ps)v ha s> 07
N 1, ha s=0.

Let f € Ok[X] denote in (2.1) a monic polynomial of degree m with k& > 2
distinct zeros and splitting field L over K, and suppose that Dy, the discriminant
of the square-free monic polynomial divisor of maximal degree of f in Og[X]
is contained in S. Consider the solutions of equation (2.1) in z € Oxk,y €
Ok \ {0}, w e Sand n > 2.
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For y € Ok , n can be arbitrarily large. Further, if
(2.2) FX) =u™ f(u™(X +a)

for some a € Ok,u € S, f' € Og[X] and x + a = v = v™ with some v € S,
then y = v™ yields a solution of (2.1), provided that f/(1) € S. In this case
Dy € S,y € S\Ox if u € S\ Oy, and n can be again arbitrarily large compared
to m, k, @ and the parameters of L. To exclude the above situation, in the case
y € S\ O} we assume that f is reduced, that is that (2.2) does not hold for any
a, f’,u with u € S\ Of. Let Dy, denote the discriminant of L.

Theorem 2.1. Let z,y # 0,w,n be a solution of (2.1) with x € Ok,y €
Ok \Ok,weSn>2. Ify¢ SorifyecS and f is reduced, then

(2.3) n<a@?,

where c1,cq are effectively computable positive numbers which depend only on
m, k,d and the discriminant Dy, of L.

We note that much better upper bounds come for n from our proof if y has
a prime ideal divisor of large norm or if y € S and f is reduced. Further, in
view of Dy € S we have

(2.4) |DL‘ S 6362647

where c3, ¢4 are effectively computable positive numbers depending only on k, d
and the discriminant Dk of K; for explicit values of c3 and ¢4, see Remark
5 after the proof of Theorem 2.2 in Chapter 2. Hence, together with (2.4),
Theorem 2.1 provides also a bound for n which depends only on m,k,d, Dk
and Q. These bounds can be compared with Theorem 2.2 of [27], where the
bound depends also on Dy.

Shorey, van der Poorten, Tijdeman and Schinzel [45] generalized the above-
mentioned result of [43] on equation (2.1) for the equation

(2.5) F(z,z) = wy",

where F' € Z[X,Y] is a binary form with F(1,0) # 0 and with at least two
distinct linear factors over Q, subject to the conditions that ged(z, 2) is bounded
and z, w are divisible by finitely many fixed primes only. In the monic case, when
F(1,0) = 1, this was extended in [46] to the number field case. An explicit
version has been recently given by Haristoy [27], where the bound on n depends
on the height of F.
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We give now a generalization of Theorem 2.1 for equation (2.5). Let FI(X, Z)
denote a monic binary form of degree m with coefficients in Ok such that
F(X,1) has k > 2 distinct zeros and that Dp, the discriminant of the square-
free polynomial divisor of maximal degree of F(X,1) in Ok[X] is contained in
S. Let L be the splitting field of F' over K, and Dy, the discriminant of L.
Consider the solutions of (2.5) in z € Ok,y € Ok \ {0}, z,w € S,n > 2.

It suffices to deal with the case y ¢ O}, since otherwise n can be arbitrarily
large. If F'(1,1) € S, then z = z = v™,y = v™ is a solution of (2.5) for every
v € S and n, that is n cannot be bounded. Similarly, if

(2.6) F(X,Z) = F'(X +aZ,uZ)

with a € Ok,u € S, F' € Ok[X,Z] and F'(1,1) € S, then Dp: € S and
z=1,x+a=u=v"y=ov"Iis asolution of (2.5) for any v € S, and n cannot
be bounded above in terms of m, k, d, Dy, and @ only.

Excluding these two cases, n can be estimated from above as in Theorem
2.1. We say that F is reduced if (2.6) does not hold for any a, F’ and v with
ue S\ Ok.

The following theorem contains Theorem 2.1 as a special case with the choice
z=1,u=0.

Theorem 2.2. There exist effectively computable positive numbers cs, cg and cr
which depend only on m,k,d and Dy, such that if x,y # 0,2z, w,n is a solution
of (2.5) with z € Ok,y € Ok \ Ok, 2z € S,w € S,n > 2, then

(2.7) n < c5Q + pcrlog Q,

where p =0 ify ¢ S, and

(2.8) ordp,((z,2)) <p fori=1,...,s

if y € S\ Of and F is reduced.
The dependence on Dy, in (2.7) can be eliminated again by means of (2.4).
Binomial Thue-Mahler equations. Consider now the equation

(2.9) ax” —by" =c,

where a, b are fixed non-zero elements of Ok, and z,y € Ok \ {0},c € S,n >3
are unknowns. As is known, for n =0,1,2,..., az™ + by™ can be regarded as a
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special binary recurrence sequence. Several upper bounds have been derived for
n in (2.9) in terms of a,b and S; see [46], [52], [16] and the references occurring
there.

To prove our Theorem 2.2, we shall need the following extension in which a
and b are also unknowns, taken from S. Denote by h and R the class number
and regulator of K, respectively.

Theorem 2.3. Let a,b,c € S,z,y € Ok \ {0},n > 3 be a solution of (2.9),
and suppose that at least one of x and y is not contained in Oy. There exists
an effectively computable positive constant cg which depends only on d,h and R
such that

(2.10) n < csQ* + vlogQ,
wherev=0ifx ¢ S ory ¢ S, and

(2.11) ordy, ((az™,by™,c)) <v fori=1,...,s
otherwise.

It is clear that in the case z,y € S the condition (2.11) is necessary.

We remark that in our proof much better upper bounds are obtained in the
following special cases: x,y € S; x or y has a prime ideal divisor of large norm;
¢ € Ok. These better bounds enable one to improve the bounds of Theorems
2.1 and 2.2 in the corresponding special cases.

In the particular case K = Q it follows from Theorem 2.3 that if a, b, x,y,n
are non-zero rational integers with |xy| > 1,n > 3 such that zy has a prime
factor which does not divide ab(az™ — by™), then Q(az™ — by™), the product of
distinct prime factors of ax™ — by™ satisfies

(2.12) laz™ — by"| > Q(az™ — by™) > (co/Q(ab))n'/?,

where @Q(ab) denotes the product of distinct prime factors of ab, and c¢g is an
effectively computable absolute constant. Theorem 2.3 and (2.12) should be
compared with Theorem 2 of Yu and Hung [52], where the dependence on n
is better, but the lower bound obtained for Q(axz™ — by™) depends not only on
Q(ab) but also on a and b themselves.

Remark 2.1. We note that the above constants ¢; to cg can be easily expressed
in explicit form by using the explicit estimates in our proofs as well as explicit
versions of Lemmas 2.1 to 2.8 of Chapter 2.
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Remark 2.2. In the proof of Theorem 2.3 we utilize among other things some
new estimates of Matveev [32] and Yu [51] on linear forms in logarithms of
algebraic numbers and a recent bound of Gyéry and Yu [26] on the solutions
of S-unit equations. Theorem 2.2 will be deduced from Theorem 2.3 with the
help of a recent effective theorem of Gy6ry [24] concerning monic binary forms
having discriminants contained in S. We remark that Theorems 2.1 and 2.2 can
be proven, with other bounds, without the use of Theorem 2.3 as well.
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3 ON THE DIFFERENCES BETWEEN
POLYNOMIAL VALUES AND PERFECT POWERS

Let a, w, x, y, n, m be non-zero integers with n,m > 2, ly| > 2 and az™ # wy™.
The first effective lower bound for |az™ — wy™| which is independent of 2 and
y was proved by Turk [49], in case of a = w = 1. A result of similar strength
valid for arbitrary a and w, however not completely explicit, can also be deduced
from the work of Shorey [44]. Later, Bugeaud [14] considerably sharpened Turk’s
estimate for |z™ — y"|. Recently, thanks to some refined arguments, Bugeaud
and Hajdu [17] improved and extended Bugeaud’s result to arbitrary a and w.
The purpose of this Chapter is to generalize the results of Bugeaud and Hajdu
[17] to differences of the form |F(z) —wy™|, where F(X) € Z[X] is a polynomial
of degree m > 2.

Under certain natural assumptions on F', we derive explicit lower bounds
for |F(z) — wy™| (cf. Theorem 3.2) from our Theorem 3.1 which provides an
explicit upper bound for the exponent n in the equation

(3.1) f(z) =wy"

where the unknown integers x,y,n satisfy the conditions |y| > 2,n > 2. The
bound obtained in Theorem 3.1 for n depends only on w and the height of f.

The first results proving that n is bounded were given by Tijdeman [48] and
Schinzel and Tijdeman [43]. Later, several effective but not completely explicit
upper bounds were obtained for n; see [11], [12], [9] and the references given
there. Our Theorem 3.1 slightly improves and makes explicit in each parameter
the previously best known bound (cf. [9]) on n. In our proof we will follow the
approach of Brindza, Evertse and Gy6ry [12]. They gave an estimate for n from
above in terms of the discriminant of f.

Throughout the Chapter, we use the following notation. For every positive
real number s, we put log, s = max{1,logs}. Let

m
f(x) = apx™ +a1x™ ' + ...+ am = ap H(CB —a;), ag#0,
i=1
be a polynomial with integer coefficients. We write

H(f)= max o]  and  M(f) = ao| [ max(1,]aul)

0<i<m .
=1
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for the ”classical” height and the Mahler-height of f, respectively.

Theorem 3.1. Let f(X) € Z[X] be a polynomial of degree m > 2 and w a
non-zero integer. If f has at least two distinct roots, then equation (3.1) with
x,y,n € Z and |y| > 2,n > 2 implies

n < 2T (£)° 3 log, M(£))* (log, [w])¥.

As was mentioned above, our Theorem 3.1 slightly improves and makes
completely explicit the previously best known result of this type, established in
[9]. In the special case f(z) = az™ + ¢, a similar result was proved in [17].

We obtain the following result as a consequence of Theorem 3.1.

Theorem 3.2. Let F(X) € Z[X] be a polynomial of degree m > 2, and let
w, x,y,n be integers with w # 0, n > 2, |y| > 2. Suppose that F(x) # wy™, and
if F(X) is of the special form F(X) = t1(X — ta)Vts with t1,t2,t3 € Z, then
also assume that F(x) # wy™ + t3. Then we have

23

5 —1
(3.2) |F(x)_wyn|znﬁQ—S—%m—?—%(H(F)logsm |w|) .

We note that to give a lower bound for |F(z) —wy™|, we need to use the classical
height instead of the Mahler-height. The reason is that for every k € Z, plainly
H(F — k) < H(F) + |k|, but M(f) does not have a similar nice property.
However, the use of the classical height already in Theorem 3.1 would result in
a worse estimate for |F(z) — wy™|.

As in [17], we derive a lower bound for |F(z) — wy™| in terms of |F(z)],
by combining Theorem 3.2 with an estimate for the size of the solutions of
superelliptic equations.

Theorem 3.3. Let F(X) € Z[X] be a polynomial of degree m > 2, and let
w,x,y,n be integers with w # 0,n > 3, |y| > 2. Suppose that F(x) # wy™, and
if F(X) is of the special form F(X) = t1(X —t2)™ + t3 with t1,t2,t3 € Z, then
also assume that F(x) # wy™ + t3. Then

(83) |F() = wy"| > eom™ ¥ H(F) ™" (log, [w]) "7 (log, log, |F(x))) 77,
where ¢ denotes an effectively computable absolute constant.

Theorem 3.2 generalizes the estimate

1 -1
lax™ — wy™| > n2/5m(20m)_2_11/m (\a| logy |w|)
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of Bugeaud and Hajdu [9]. Similarly, our Theorem 3.3 is an extension of The-
orem 2 of [9]. Observe that our bound in (3.2) in the special case F(z) = az™
yields an estimate of similar strength as in [9], up to the exponent of n. This
difference comes from the fact that D(az™ + k) < ca]k|™, while in general
we only have D(F(z) + k) < c3|k|*™. Here D(g(z)) denotes the discriminant
of a polynomial g € Z[X] and ¢, c3 are constants depending on a,m and F,
respectively.
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4 POWER VALUES OF QUADRATIC
POLYNOMIALS

Let S = {p1,...ps} be a set of distinct rational primes and let
S={meZ|m=+p™ - p, z € Z>o, (1<i<s)}.

Denote by P and @ the greatest and the product, respectively, of the primes
lying in S.
In this chapter we deal with the equation

(4.1) 22+ D = wy",

where w is a given positive integer and the unknowns x,y,n, D € Z satisfy that
n>3y>1,D €S and ged(z,y) = 1. The purpose of this chapter is to give
in (4.1) explicit upper bounds for n, which depend only on P and s or P and
Q. First consider the case when in equation (4.1) w =1 and D > 0 is a given
integer. Then the first result was due to V. A. Lebesque [28] who proved that
there are no solutions for D = 1. Ljunggren [29] solved (4.1) for D = 2, and
Nagell [38],[38] solved it for D = 3,4 and 5. In his elegant paper [21], Cohn
gave a fine summary of work on equation (4.1). Further, he developed a method
by which he found all solutions of the above equation for 77 positive values of
D <100. For D = 74 and D = 86, equation (1) was solved by Mignotte and de
Weger [34]. By using the theory of Galois representations and modular forms
Bennett and Skinner [8] solved (4.1) for D = 55 and D = 95. On combining the
theory of linear forms in logarithms with Bennett and Skinner’s method and
with several additional ideas, Bugeaud, Mignotte and Siksek [19] gave all the
solutions of (1) for the remaining 19 values of D < 100. Bugeaud and Shorey
[18] used a beautiful result of Bilu, Hanrot and Voutier [10] to solve completely
several equations of type (4.1) both for w = 1 and for w = 4 when D is an
odd positive square-free integer, n > 3 is an odd prime not dividing the class
number of the field Q(v/—D) and D # 7 (mod 8) if w = 1 (see Corollaries 3, 5
and 7 of [18]).

In recent years, equation (4.1) has been considered also in the more general
case when D is no longer fixed but D € § with D > 0. It follows from Theorem
2 of [45] that in (4.1) n can be bounded from above by an effectively computable
constant depending only on f, P and s. In [25] an effective upper bound was
derived for n which depends only on Q. By using the powerful method of Bilu,
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Hanrot and Voutier [10] equation (4.1) can be completely solved for w = 1 and
some special sets of primes S. Namely, if in (4.1) D € S with S = {2} then
all solutions of (1) were given by Cohn [20] and Arif and Muriefah [1] and [6].
For S = {3}, equation (4.1) was solved completely by Arif and Muriefah [3] and
Luca [30]. When S = {q}, where ¢ > 5 is an odd prime with ¢ # 7 (mod 8),
Arif and Muriefah [7] determined all solutions of the equation x? + ¢2*+1 = y",
where ged(n, 3ho) = 1 and n > 3. Here hg denotes the class number of the field
Q(y/—q). For S = {2,3}, Luca [31] gave the complete solution of (4.1).

If in equation (4.1) (w, D) = (2, a?), where a is a given positive integer Pink
and Tengely [42] considered the equation

(4.2) 22 +a® =2y,

where the unknowns z,y,n € Z satisfy that n > 3, ged(x,y) = 1. The authors
gave an explicit upper bound for n depending only on a. If in (4.2) n is an odd
prime this bound was improved by Tengely [47].

In this chapter we generalize these results of [42] and [47] to the case when
(w, D) = (2,a?), where a is a positive integer with a € S. In this case a is not
fixed, but is of the form a = p1** ... ps*, where pq,...,ps are given primes and
z1,...,2s are also unknown non-negative integers. As a generalization of (4.2)
consider the equation

(4.3) 2+ (™. ps™)? = 297,

where the unknowns z,y,n and z; (1 <14 < s) satisfy that n > 3, ged(z,y) =1
and z1,...,2s € Zxg. It is clear that x =y =1, 21,...,2, = 0 is always a
solution which will be called trivial. It follows from Theorem 2 of [45] (see also
Theorem 1 of [25]), that apart from the trivial solution, in (4.3) n < C(P,s)
holds with an effectively computable constant C' depending only on P and s .
We make this constant C' explicit, and prove the following generalization of
Theorem 1 of [42] and Theorem 1 of [47].

Theorem 4.1. For every non-trivial solution of (4.3) with n odd, we have
n <90813 if (P,s)=(3,1),

and
n < 5371sP(P + 1) log P

otherwise.
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To formulate our further results we introduce some notation. Let f(z) =
22 + Az + B where A, B € Z and denote by Dy the discriminant of f. Set

Dy
D = 4
—Df if Df is odd.

if Dy is even,

Suppose that D € S and D > 0. Let ¢ and d be non-zero integers such that
D = dc? and d > 0 denotes the square-free part of D > 0. Further, for any
k € Z and rational prime p denote by ord,(k) the greatest power of p to which
p divides k.

Consider the equation
(4.4) fl@) =y"
in integer unknowns x, y,n with n > 3 prime and y > 1. We say that a solution
(z,y,n) of (4.4) is exceptional if
orda(Dy) =2, yiseven and d =7 (mod 8).
Write A for the class number of the imaginary quadratic field Q(v/—d). Further,

denote by h(—4D) the number of classes of positive binary quadratic forms with
discriminant —4D.

Theorem 4.2. If (z,y,n) is a non-exceptional solution of (4.4) with x # —%
and ged(y, D) = 1, then except for the infinite families of equations

2>+ Az + B =y,

where
(A7 (A2 + 7)/4’ (11 - A)/Qa 27 77 5)a
(Aa (A2 + 7)/43 (181 - A)/Qa 27 77 13)7
(A, B2,y D,n) € 0 (4 (42 1 11)/4, (31 — A)/2.3.11,5)

) :
(A, (A2 +19)/4,(559 — A)/2,5,19,7)
if A is odd and

2 —
(A7B7:E,y,D,n)e{ (A, (A% +76)/4, (44868 — A)/2,55,19,5), }

(A, (A% +1364)/4, (5519292 — A)/2,377,341,5)
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if A is even, then
n=3 or n|h(—4D).

Further, in the latter case
n <max{3,P}, if nth

and

4
n < —/Qlog(2e7/Q), if n|h.
T
We note that the assumption x # 7% is necessary. Otherwise using (4.4)
and supposing that Dy is even we get
y" =D,

whence by D € § we see that n cannot be bounded.

Equation (4.4) can be reduced to an equation of the type (4.1), namely we
obtain the following equation

(4.5) X2 4+ D=wY",
where w € {1,4},
(4.6) ged(X,Y) =ged(Y,D) =1
and

w =1, if D¢ is even, w =4, if Dy is odd,
(4.7) { / !

DeS, D>0, X>1,Y >1, n> 3 prime.

We shall deduce Theorem 4.2 from the following Theorem 4.3. We say that a
solution (X,Y,n) of (4.5) is exceptional if

w=1, orde(Dy) =2, YVisevenand d =7 (mod 8).

Theorem 4.3. Consider the equation (4.5) under the assumptions (4.6) and
(4.7). If (X,Y,n) is a non-exceptional solution of (4.5), then except for

(4,2,7,5), (4,2,7,13),
(w,Y,D,n) € (4,3,11,5), (4,5,19,7),
(1,55,19,5), (1,377, 341,5)
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we have
n=3 or n|h(—4D).

Further, in the latter case
n <max{3,P} if nth

and

n < %\/élog(%\/a) if n|h.

This should be compared with Corollaries 5 and 7 of Bugeaud and Shorey [18],
where equations of type (4.5) were considered with square-free D > 0. In
Corollary 5 they showed that the equation 22 4+ 4D = y™ has no solution with
n > 5. Here D is square-free and n is an odd prime not dividing the class number
of the field Q(v/—D). Further, in Corollary 7 of [18] the authors considered the
equation (4.5), where w € {1,4}, D is an odd positive square-free integer and
n > 3is an odd prime not dividing the class number of the field Q(y/—D). Under
these assumptions they solved completely equation (4.5) in the case when

w=1, D=1 (mod4),n>3 or w=4, D=7 (mod8), n>3 or

w=4, D=3 (mod 8), n >5.

In contrast with [18], in our Theorem 4.3 it is not assumed that D is square-free.
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5 THE RESOLUTION OF THE DIOPHANTINE
EQUATION 2?2 4 29395770 = ¢

We keep the notations of Chapter 4. In this Chapter we give all solutions
of an equation of type (4.1) in the case when D € S, where S = {2,3,5,7} and
w = 1. Namely, we consider the equation

(5.1) x? +293°0577° =y,

where the unknowns z,y,n, o, 3,7,0 € Z>( satisfy the conditions z > 1,y >
2,n > 3 and ged(z,y) = 1. By combining Theorem 4.3 with some results of
Cohn [23] and de Weger [50], we give all non-exceptional solutions of equation
(5.1). We recall that in this special case a solution is called exceptional if o =
0, y is even and 38577° is either of the form 7¢? or of the form 15¢2. We note that
if our equation (5.1) is of the form x? +7¢? = y™ or 2% + 15¢* = y™ and (z,y,n)
is an exceptional solution of (5.1), then we cannot use the parametrization for
(x,y) provided by Lemma 5.1 (see e.g. [21]). Hence we consider only the non-
exceptional solutions of (5.1). We note that using another approach Bugeaud,
Mignotte and Siksek [19] solved the equations 22 4 7¢? = y™ and 22 + 15¢2 = y»
when 1 < 7¢? < 15¢% < 100.

Theorem 5.1. All non-exceptional solutions of equation (5.1) are listed in the
Table 5.1.

We note that if in (5.1) a > 1 is assumed then, by ged(z,y) = 1, y is odd.
Hence the solutions (z,y,n) of (5.1) are always non-exceptional. Thus in this
case we can list all the solutions of equation (5.1).

Corollary 5.1. All solutions of (5.1) with « > 1 are listed in the Table 5.1

We note that the solutions of equation (5.1) with o > 1 are those which are not
marked with an asterisk in the Table. Further, in this case our Theorem 5.1 is
a generalization of a result of Luca [31] mentioned above.
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The solutions of (5.1) with o = 0 are marked with an asterisk.

Table 5.1
D Y n D Y n D Y n
22 5 3 35 7 3 243554 601 3
3% & 13 3 3552 « 19 |3 395% « 679 3
72« 65 3 2235 13 | 3 22355172 709 3
2137 193 3 223572 37 |3 28335472 849 3
3672 « 585 3 223752 61 | 3 223972 757 3
3652 « 2701 3 213552 49 13 22375274 2221 3
263172 37633 | 3 3552 « 31 |3 263574 2353 3
2 3 3 21355272 1 169 | 3 335471 & 2451 3
25% 11 3 3572 « 43 3 2831174 4993 3
2352 9 3 22355272 | 109 | 3 3952771 « 2671 3
23152 19 3 3777 « 67 |3 210355274 3361 3
2552 41 3 355272« | 79 |3 21315472 5161 3
2756 129 3 263772 193 | 3 2103772 4033 3
2337 97 3 2437 73 |3 2631152 6481 3
233454 121 3 3752 « 91 | 3 395674 « 12979 3
23652 211 3 283952 889 | 3 375577 « 15751 3
253157 409 3 21395272 11009 | 3 2123556 16009 3
2952 681 3 28355272 [ 1129 | 3 212395272 17329 | 3
233658 1489 3 22375272 | 1261 | 3 210395672 27721 3
2. 315072 1051 3 21375271 1 2041 | 3 2113115172 51361 3
2. 315272 1171 3 375272 « | 151 | 3 28375472 50401 3
2. 3856 1819 3 24355174 11801 | 3 3135274 « 59539 3
2931512 21769 3 355272 &« | 211 | 3 3135072 « 60799 3
293652 6129 3 263552 241 | 3 223135476 93349 | 3
253152 9601 3 263751 481 | 3 28355676 129649 | 3
273657 13849 | 3 26355272 | 361 | 3 210375874 362401 | 3
25315872 19441 3 375%72 « | 499 | 3 218355276 11053721 | 3
23365172 42361 3 22355272 | 421 | 3 28355478 5762401 | 3
23651474 [ 440491 | 3 22395272 | 589 | 3 3175872 % | 19136251 | 3
27315274 192198401 | 3 22355972 | 541 | 3 572 % 9 3
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D Y n D Y n D Y n
225. 72 29 3 21367 12097 3 23375 169 3
3%.5 % 61 3 22385573 26341 3 233115 241 3
315 . 71 « 109 3 225875 89429 3 25375 649 3
225 .76 141 3 2451473 182441 3 2353 919 3
225372 669 3 28365127 209161 3 233%5 1441 | 3
21345 .74 1 1009 | 3 212345773 1 16859161 | 3 273155 3289 | 3
203%. 5 3841 | 3 2572 11 3 23757 24991 | 3
5570 « 4281 |3 25372 331 3 25311572 1 31441 | 3
29365 .71 | 8689 | 3 23315 481 3 23323572 | 66889 | 3
365378 « | 15901 | 3 2331574 529 3 233155372 1 196729 | 3
2831578 | 17761 | 3 2531571 1969 3 293753 256009 | 3
385. 72 x | 238141 | 3 2336578 6721 3 213157 6721 | 3
2.3° 7 3 273153712 309649 3 23°567 379 3
233372 25 3 2936574 276529 | 3 23°527 499 3
2. 335274 151 3 23385374 972049 | 3 25335473 721 3
2.3572 79 3 23317 673 3 2335517 2041 | 3
203372 121 3 2. 31073 122479 3 2733587 4209 | 3
2. 3352 199 |3 23310547 1 306180001 | 3 23355127 | 17641 | 3
2. 3576 415 3 335 19 3 239527 40819 | 3
233574 337 |3 26375 103681 3 211335473 1 57169 | 3
273372 505 3 357 25 3 2335675 134331 | 3
2.3772 655 3 377 % 37 3 23751073 1 219139 | 3
2535 1153 | 3 22397 85 3 2735527 806401 | 3
293376 1705 | 3 22357 109 3 233157 3361 | 3
23355274 7249 | 3 357 « 253 3 213557 20161 | 3
23335272 | 39201 | 3 243157 1177 3 233757 1129 | 3
273778 43873 | 3 213773 385 3 233157 1201 | 3
2. 31710 1769295 | 3 21377 457 3 2531557 5209 | 3
2153372 131065 | 3 355273 « 721 3 2332537 | 87049 | 3
527 % 11 3 31527 « 781 3 273757 17929 | 3
22547 29 3 203117 1873 3 2335537 252001 | 3
227 37 3 223573 5485 3 2632 5 4
31527 « 79 3 2831173 6601 3 72 % 5 4
51073 & 1499 |3 2137527 11209 3 26325272 29 4
36567 « 631 3 28357 64513 3 263252 13 4
2137517 1369 | 3 22395473 70189 3 283252 17 4
2131587 1969 | 3 213235273 607849 | 3 283272 25 4
315273 & 4111 | 3 210319527 1 723361 3 26325272 37 4
2631517 5401 | 3 331547 4800469 | 3 26315272 53 4
2105273 9569 | 3 2.375 31 3 283152 41 4
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D Y n
21033567 721 | 4
21355477 203 | 4
21435273 [ 2053 | 4
253 . 572 13 | 4
2°3.5 11 |4
273 . 572 23 [ 4
2533574 59 | 4
21133572 263 | 4
2935376 407 | 4
25355372 493 | 4
20325 . 7 71 |4
253 .7 13 [ 4
2537517 8749 | 4
25325.7 17 | 4
22315 . 7 19 [ 4
27365 . 7 43 | 4
29325 . 7 67 | 4
25310537 257 | 4
2532537 251 | 4
263.5.7 11 [ 4
283.5.7 13 | 4
2103.5.7 [ 19 |4
20335 . 7 31 [ 4
263.5.7 41 | 4
21335 .7 71 |4
2123353 .7 [ 157 | 4
21035373 359 | 4
2203 . 573 517 | 4
253.5.7 29 |4

D Y n D y | n
2103172 65 | 4 26367 20 | 4
210325272 | 113 | 4 2632527 53 | 4
21231547271 337 | 4 210327 127 | 4
210325474 1 1201 | 4 263105273 | 443 | 4
25 3 4 21238527 1431 | 4
2772 9 4 25325 7 14
203272 11 [ 4 25315 11 [ 4
2732 17 | 4 29305 37 [ 4
25325272 43 | 4 27325 13 | 4
205274 51 | 4 25325 19 [ 4
295272 57 | 4 2731572 89 | 4
293474 113 | 4 203065372 1223 [ 4
255272 99 | 4 25310572 1 247 | 4
2°3 5 |4 2113253 253 | 4
263 7 |4 23327 5 |4
21355272 49 |4 25527 9 [4
28372 97 | 4 23317 13 | 4
21335172 1 133 | 4 277 15 [ 4
245 3 |4 29547 39 | 4
21375 7 4 233273 19 [ 4
265 9 |4 2532527 23 | 4
5372 « 21 | 4 233875 173 | 4
21325 .72 | 47 | 4 2532567 127 | 4
28375 161 | 4 2731517 137 | 4
25352 7 4 2932527 449 | 4
27352 11 [ 4 3.5 % 2 [ 4
2°335% 29 |4 335 4 14
27 . 352 49 |4 355 8 [ 4
293352 59 | 4 203572 17 [ 4
2735172 73 | 4 283.5 31 | 4
2°335272 | 103 | 4 2633572 47 | 4
211350 131 | 4 3753 « 34 | 4
233772 175 | 4 213.7 5 |4
2935274 4801 | 4 243527 11 [ 4
7 % 2 4 2433527 17 | 4
237 3 4 263 . 5%7 31 | 4
527 % 4 4 263527 19 [ 4
26327 11 | 4 213527 23 | 4
5373 « 22 | 4 283527 37 [ 4
28317 23 [ 4 26337 55 | 4
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