KONKRET ES KEPI REPREZENTACIOK
HASZNALATA A HETEDIK OSZTALYOS
ALGEBRATANITASBAN

PhD értekezés

Stankov Gordana

Debreceni Egyetem
Természettudomanyi Doktori Tanacs
Matematika ¢s Szamitastudomanyok Doktori Iskola
Debrecen, 2008.






Ezen értekezést a Debreceni Egyetem Természettudomanyi Doktori Tandcs Matema-
tika- és szamitastudomanyok Doktori Iskola Matematika-didaktika programja keretében
keészitettem a Debreceni Egyetem természettudomanyi doktori (PhD) fokozatanak elnyeré-
se céljabol.

Debrecen, 200. . .........

Tanusitom, hogy Stankov Gordana doktorjelolt 200..- 200. . . kézott a
fent megnevezett Doktori Iskola Matematika-didaktika programjanak ke-
retében iranyitasommal végezte munkdjat. Az értekezésben foglalt eredme-
nyekhez a jelolt onallo alkoto tevékenységével meghatarozoan hozzajarult.
Az értekezeés elfogadasat javasolom.

Debrecen, 200 . . ........







KOSZONETNYILVANITAS

Szeretném szivbol megkoszonni témavezetomnek és példaképemnek,
Dr. Ambrus Andrds egyetemi docensnek a munkamhoz nyujtott onzetlen
segitségét.






TARTALOMJEGYZEK

BEVEZEEES ... e et 1
1 EIMEleti MACEET .........coooiiiiiiiiiii ettt 3
1.1. Tanulas pszicholdgiai alapok ...........cccoeieviirieiiiieiecee e e 3
11,1 KONtV SEIMA ...ttt ettt e et eneeneessaenneeneas 3
Lo1.20 IMIEZEITES ..ttt et be e et e st et e st et e et e enbeenaee s 3
1.1.3. Asszimilacio és akkomOdAaCiO .......c.ccveueririniriiinincccccce e 3
1.1.4. Instrumentalis €s 1elacios MEGEILES. ........ccvevuerierieeieiieieieeeee e 3
L.1.5. RePIEZENtACIOK . ....cviivieiieeeieiieiiett ettt et eeesneeneenees 4
1.1.6. Magyar matematika didaktikusok a konkrét, vizualis

reprezentaciok SZUKSEZESSEZEIOL........ooruiiiiriiiieiieieieeeee e 4
1.1.7. A matematikai modellezés f6 komponensei...........ccecveveereieieniesienieeeieeenen 5
1.1.8. Fogalomképzet (CONCEPE IMAZE) ...vveveereerereierrieieeiieieeeienieeeesseeeesseeeesseensennnes 6
1.1.9. Az agykutatas és az oktatas kapcsolata...........cceeveeieriieieniieciinieieeeee e 6
1.2. Matematikadidaktikai alapok...........cccoeieiirieniiiieie e 7
1.2.1. Realisztikus matematikaoktatas ..........ccvcereriririneneneceeeeec e 7
1.2.2. Az algebra torténetének SZaKaszai ..........ccceevuerveerierieniieieiieieneeee e 8
1.2.3. Az algebratanitassal kapcsolatos felfogasok..........cccevivvienieciinieninieeeeeeeen 9
1.2.3.1. Az iskolai algebra meghatarozasai..........ccccoevvevveienieieiiinciinencneen 9
1.2.3.2. Az iskolai algebra tevEeKenySEZei ........ocveruerveruierieiieieeieieeee e 9
1.2.3.3. Az iskolai algebra tanitasinak megkdzelitési modjai..........cceevveeennenne. 9
1.2.3.4. A valtozo fogalmanak aspektusai.........cecveveviereienieiienesienie e 10

1.2.3.5. Kovetelmények az algebra tanitasaval kapcsolatosan
az alsobb 0SZtAlyokban............ccoecvevieriiiiei e 11
1.2.3.6. Procept fogalma ..........ccceouivieriiiieiicieceeeeee e 11
1.2.3.7. Az algebrai kifejezések jelentése .........cooevierienierieeienieieeeeee e 12
1.2.4. Az iskolai algebra tanulasaval kapcsolatos nehézségek...........ccoovvurrurenrnnnne. 12
1.2.4.1. A betli hasznalataval kapcsolatos nehézségek...........ccooovvvienrrinnnnnnne 12
1.2.4.2. Az egyenlOségjel ErtelmezEse ........oevevuieeereieieiieie e 13
1.2.4.3. Az algebrai kifejezéssel kapcsolatos nehézségek.........ccooovvvvrinincnnne 13

1.2.4.4. A linearis egyenletek megoldasaval ¢s a linearis
egyenletek megoldasara visszavezethetd szoveges

feladatokkal kapcsolatos nehézségek .........ocovvvvivieviieienieienieienee, 14

1.2.4.5. Problémamegoldas a linearis egyenletekkel megoldhato
szoveges feladatoknal ...........ccoocoeviiieiiiniei e 15
1.3. A nyelv és a kétnyelvliség a matematikaoktatdsban ...........cccceevvevverienieieiiiencnennenn 16
1.3.1. Innatista nyelvelsajatitasi hipotéZis.........cevvrvierirrierieieeiieieeiee e 16
1.3.2, KEtNYCIVISEE . .cvieiieiieiieiieciieeett ettt ettt se e saeenees 17
2. Nyelvi problémak vizs@alata .................coocooiiiiiiiiiiie e 19
2.1. A magyar ¢€s a szerb matematikai szaknyelv kozotti interferencidk ...........cceceeee. 19
2.2. Kérdéiv a tizenkettedik osztalyos tanulok szZamara.............ccooeeeeiieieiieieniece 20
3. A Kutatds MOASZEITANA. ......c.eveuieiiiieiieiieieeeitee ettt 27
3.1 A KULAtAS KETAESEI...uiviriiiiiiiieiciecete ettt 27

3.2 HIPOTEZISCK ...ttt 27



3.3, A KULATAS MEIETE ...ttt ettt e et e e et e e e s eaaaeeeeeeeaaaeeeeeeenaaeeas 27

3.4. A fejlesztd oktatasi kisérletek Oraterve ........oooevieriiieiieiieieeeeee e 27
3.5. A KUtatds MOASZETC «....eeueieiieiieiieeiiee ettt et et e e 28
3.5.1. Az el6teszt €s az UtOteSZt leMZESE .......ccueruieiirieiieiieieeeee e 28
3.5.2. A tanulok munkajanak megfigyelése.........coerimiiiiniiniiiiee e 28
3.5.3. A délutdni foglalkoZASOK ........cccueiuiiiiiieiiieeee e 28
3.5.4. A kisérleti 0sztalyok JellemzZeESe ........ccueeuiriiiiiinieiieeeeeeee e 29

4. KISErleti tamitas ..........cccooiiiiiiiiii s 30
AT ELOLESZE .ttt ettt ettt ettt b b 30
4.1.1. Ateszt feladatal.......cooeeiiiriiiieee e 30

4.1.2. Az el6teszt eredményeinek elemzESe.........ovveruivierieeiereeieniieieseeee e 32

4.1.3. Az el6tesz elemzEsEnek 0SSZEZZESE .....cuvevivvreruieierieeierieeiesieete st eree s eeeens 46

4.2. Kisérleti tanitas részletes bemutatasa..........coceevreririririnienenenieeeeeeeeee e 48
4.2.1. Aritmetikai kifejezések vizsgalata és nyelvi kiilonbségek...........cccvvvvennnnnnnn. 48

4.2.2. Egyenldségjel helyes ertelmezeése. .......ooveuiiieniiiieniiiieieeiecieeieceeeeeee e 54

4.2.3. A valtozo fogalmanak bevezetése gépmodell alkalmazasaval......................... 55

4.2.4. Konkrét szituaciok reprezentalasa algebrai kifejezésekkel
Algebrai kifejezések kontextusba valo helyezése

Algebrai kifejezések SZerkezete........cuvviiriniirriiiieniiiieiciece e 58
4.2.5. Geometriai mintak VizSZAlata ...........coevieviiiieniiiieriieieee e 60
4.2.6. Algebrai kifejezések értékének meghatarozasa .........cccceeevevveievieveneenenneenn, 65
4.2.7. Algebrai kifejezések (értelmezési tartomanyuk a Q+) reprezentalasa
szakaszokkal. Algebrai kifejezések a szamegyenesen ...........ceceveevervenneennnns 68
4.2.8. Konkrét szitudciok KOOIASa ......cc.eveuieuiiiiiiiiiiieeicieseceeeeee e 73
4.2.9. Az algebrai kifejezések lehetséges konkrét jelentésel .......ocvvevervveveneieiennenn. 81
4.2.10. Algebrai kifejezések 0SSZEVONASA.........ccvivvveriiiierieiierieeiesie e 83
4.2.11. Osszeg és kiilonbség hozzaadasa és KiVONASA............cocevoveeveveeereerereeeann 88
4.2.12. Kéttagh algebrai kifejezés szorzasa egytagival..........cceeeveveeierieienierennnenn, 91
4.2.13. Kéttagt algebrai kifejezés szorzasa egytaguval és 6sszevonas:
EYAKOTIAL ..o.eiiiiiciieie et 93
4.2.14. Kéttagt algebrai kifejezés szorzatta alakitasa (kiemelés)..........cocvvvenvennennn. 95
4.2.15. Linearis egyenletek megoldasa mérlegelvvel..........ccovvvvienieciinieiinieienn, 97
4.2.16. Linearis egyenlet megoldasara visszavezethetd azonos
struktiraja szoveges feladatok.........c.ocvvveriiiiienieiiriieicceeee e 102
4.3, ULOLESZLE .ttt ettt e b bt bbbttt ettt et eneens 106
4.3.1. Ateszt feladatal........oooviiiriiiiieieee e 107
4.3.2. AZ ULOLESZE ClEMZESE ......euvereeniiieieieieieeteeee e 108
4.3.3. Az utdteszt elemzEsenek OSSZEZZESC.....vevuirvirieriirierieieieeie et 112
Osszegzés, kutatasi kérdés megvalaszolasa ..................cocoooovveoeeeeeieeeeeeeereeeeesesenes 114
Tovabbi kutatasi lehetOSEgekK ..............ccoooviiiiiiiiiiiii e 116
Irodalomje@yZEK............cccooeiiiiiieiieiit e e et 117
OSSZEEOZIANO ... 119

SUIMIMATY ...ttt ettt e et e esteeebeesttesbeesteesabeessbeenseessseenseenssesnseenseesnseas 124



BEVEZETES

Matematikatanitasi munkam soran gyakran szembesiilok azzal a problémaval, hogy ta-
nuloim koruktol fliggetleniil sok hibat vétenek elemi algebrai ismereteik alkalmazasa koz-
ben. Példaul a kilencedikes Milo$ a kovetkez6t irta:

{n-1) 180 = 4620 /a8
n-180=A613 /:480
SEndmERuERuRLE

A tizenkettedikes Dusan igy egyszerisitett:
PR
A*’i _2+a
(0

A tanulok szamara nagy gondot jelentenek az egyenletek megoldasara visszavezethe-
t6 szoveges feladatok. Egy ilyen feladattal kapcsolatosan egy érettségire késziil tanulom
nemrég meglepett a kovetkezd kijelentésével: ,,En ezt nem csindlom! Barmit irok iigyse lesz
jo! Utalom!” E nehézségek egyik lehetséges magyarazata az, hogy a tanulok gyakran az
algebrat, a ,betiik vilagat”, egy minden mastdl teljesen elkiiloniilt hasztalan matematikai
terliletként élik meg melyben fejbdl megtanult érthetetlen szabalyok szerint kell kezelni a
szimbolumokat. Az algebra ilyen fajta ,,tanulasa” a tanulok nagy eréfeszitései ellenére kevés
eredménnyel jar. Gyanitom, hogy téves elképzelésiik hatterében tanulasi folyamatuk azon
iddszaka all, amikor elGszor talalkoztak az algebra fogalmaival. Sajnos a tankényvek hirtelen
(fokozatos atvezetés nélkiil) térnek at az aritmetikarol az algebrara.

A budapesti Szerb Tanitasi Nyelvii Altalanos Iskoldban és Gimnaziumban tanitok. Tanu-
16im tanulasi nehézségeit fokozzak a kétnyelviiségbdl eredd problémak.

A hivatalos magyar tantervnek megfelelden, hasznalva a magyar nyelvi tankonyveket az
iskolaban hivatalosan szerb nyelven folyik a tanitas. Szamos tanulonk azért iratkozik ebbe az
iskolaba, hogy megtanulja a szerb nyelvet. (Ok beiratkozaskor nem kell§ szinten, vagy egyal-
talan nem beszélték a szerb nyelvet.) A kilfoldrél (Szerbiabdl, Boszniabol, Horvatorszagbol
vagy Montenegrobol) érkezd tanulok viszont nem beszélnek magyarul. Kévetkezésképpen,
ugyanabban az osztalyban az emlitett két nyelvet igen kiilonb6z6 szinten beszéld tanulok
vannak, igy a tanitasi orakon mindkét nyelvet hasznalnunk kell. A tanuldkkal valé jobb kom-
munikaciot és megértést gesztusokkal és testbeszéddel segitem elé. Osztondsen ramutatok
bizonyos targyakra vagy hasznalom Oket a targyalt problémak szemléltetésére vagy szoban
torténd tisztazasakor. A targyi szemléltetés soran alkalom nyilik a mar ismert és elfogadott, a
mindennapi élethez kapcsolodo szokincs mobilizalasara és alkalmazasara.

Tanul6im tanulasi gondjai és specialis igényei 0sztondztek arra, hogy megprobaljak ki-
fejleszteni egy olyan modszert az algebra alapjainak tanitasara, mely lehetdvé teszi a tanulok
szamara, hogy az algebrai fogalmakat képességeik, tapasztalataik és a mar elsajatitott isme-
reteik felhasznalasaval épitsék fel. Mivel 6sztondsen mar sikeresen hasznaltam kiilonb6z6
segédeszkozoket a modszer magaba foglalja a konkrét és vizualis reprezentaciok hasznalatat.
Kutatasom soran sikeriilt az algebra alapjait az iskolank hetedik osztalyaiban két oktatasi
kisérletben e modszer szerint tanitani. A kisérletek soran a hivatalos magyar algebra tanterv
anyagat tanitottam, melynek részletezése iskolank helyi tantervében van konkretizalva. Ku-
tatasomban két kérdésre kerestem a valaszt:



1. Hogyan hat a konkrét és képi reprezentdciok hasznalata az algebra alapjainak elsa-
jatitasara az altalanos iskola hetedik osztalyos kétnyelvii tanulok kérében?

2. Adodnak-e nehézségek a tanulok kétnyelviiségébol az algebra alapjainak elsajatita-
saban és lehet-e a szerb kisebbségi iskolaban biztositani az interferenciaktol mentes
szaknyelv és a helyes beszéd elsajatitasat a kisebbségi és a magyar nyelven is a
kétnyelvii tanulok szamara?

A tanitasok elején és végén a tanulok tudasfelmérd teszteket irtak. Dolgozatomban ezek
eredményeit és az elsd kisérleti tanitast részletesen elemeztem. A masodik kisérleti tanitasbol
csak néhany jellegzetes tanul6i megoldast mutattam be. Osszegezve a tesztek eredményeit a
tanitasok tapasztalatait és a tanulok munkajat az 6rakon, a fenti kérdésekre megfogalmaztam
a valaszokat és ezeket Osszevetettem a megfelelé hipotézisekkel. A dolgozat végén néhany
tovabbi kutatasi lehetdséget jeldltem ki remélve, hogy e dolgozat jelenthet egy csekély 1épést
annak a kutatéasi folyamatnak a kezdetén mely lehetdvé teszi e tanitdsi modszer széleskorti
alkalmazasat az algebra alapjainak tanitasaban.



1. ELMELETI HATTER

A tanitasi kisérleteim tervezését, kivitelezését és elemzését az alabbiakban bemutatott
elméleti hattér alapjan végeztem el.

1.1 TANULASPSZICHOLOGIAI ALAPOK

1.1.1. Kognitiv séema

Skemp (1975) a sémakat, mint az ismeretek és magatartasokat szervezo és integralo szel-
lemi struktarakat értelmezi.
Szerinte a matematika fogalmi sémak képzésébdl és alkalmazasabol all.

Wittman (1981) szerint a séma egy rugalmasan szervezett, 6sszefiiggd, atalakithato, mii-
veleti, gondolati, leird vagy magyarazd minta, mely az egyén 6nszervezddésében integralt és
az egyén aktivitasat iranyitja.

Ambrus (1995) a sémak kovetkezo jellemzdit sorolja fel:
alakithatoak, nem merevek;
— nem izolaltan, hanem a kognitiv struktiraba beagyazottan lépnek fel;
— éaltalanosithatok, korlatozhatok;
— absztrakt és 6konomikus jellegliek.
A kisérletiink egyik fontos célja volt a tanulok relacios megértésének fejlesztése.

1.1.2. Megértés

A megértés a feldolgozando6 informacio6 beépitését jelenti a meglevd sémakba. Ily modon
az informdcid kapcsolatba keriil a séma mas elemeivel. A megértés mértéke a kapcsolatok
szamatol fiigg. Az alapos megértésnél a kapcsolatok szdma nagy. A sémaba nem, vagy csak
lazan bekapcsolodo informacidkat meg nem értettnek, illetve gyengén megértettnek, tekint-
juk.

1.1.3. Asszimildcio és akkomoddcio

Sok esetben a meglévd sémakat modositani kell, illetve 0j sémakat kell 1étrehozni. Pi-
aget (1967) asszimilaciorol és akkomodaciorol beszél:
— azasszimilacional a meglevo sémak alapjan torténik a kornyezeti hatasok magya-
razata és beépiilése
— az akkomoddaciora akkor keriil sor, ha a kornyezet megértésére nem all rendelke-
zésre asszimilacios séma. Az egyén a sémait korrigalja, vagy 0j sémat hoz létre a
jelenség feldolgozasa céljabol.

1.1.4. Instrumentdlis és reldcios megértés

Skemp (1978) kiilonbséget tesz instrumentalis és reldcios megértés kozott:
— az instrumentalis megértéskor a tanuld tudja, hogyan oldjon meg feladatokat (tud-
ja az eljarast);
— avreldcios megértéskor a tanuld tudja mit és miért kell csindlni.



A kizaro6lag instrumentalis ismeretekkel rendelkezd tanuloknak komoly nehézségeket okoz
kiilonbozo feladatok alternativ megoldasi médjanak megtalalasa, tovabba konnyen tehetet-
lenné valnak, ha a feladat kicsit eltér a megszokottol. A relacios megértést alkalmazni tudd
diakok uj megoldasokat alkotnak. Ez a tanulokat elégedettséggel tolti el és onbizalmuk is
megnd. A mar emlitetteken tul, a didkok motivaltakké valnak tanulmanyaik és ismeretszer-
z¢stik folyamata soran.

A tanulok algebra megértése gyakran instrumentalis. A bemagolt szabalyokat és begya-
korolt eljarasokat hasznalva oldjak meg a feladatokat. A fejleszté kisérletiink soran nagy
hangsulyt helyeztiink a tanulok reldcios megertéséenek fejlesztésere.

1.1.5. Reprezentdaciok

Bruner (1966) szerint barmely (egy ismeretteriileten beliili) ismeretnek, tudasnak harom
kiilonboz6 reprezentdcios modja 1étezik:

— materidlis (enaktiv) sik: egy bizonyos eredmény eléréséhez konkrét objektumok-
kal végzett megfeleld tevékenységsor altali szemléltetés;

— ikonikus sik: egy fogalmat, elvet, ismeretet annak teljes meghatarozasa nélkdl jel-
képezo 0sszefoglalo képek, grafikonok, tablazatok, diagramok dsszessége;

— szimbolikus sik: szimbolikus vagy logikai allitasok 0sszessége, melyek egy pro-
poziciok ki- és atalakitasara szolgald szabalyok altal meghatarozott szimbolikus
rendszerbdl szarmaznak.

Az algebra tanitasa rendszerint a szimbolikus szinten zajlik.
Célunk a kisérleti tanitas soran az volt, hogy az enaktiv és az ikonikus reprezentaciokat
a Magyarorszagon megszokottnal hosszabb ideig alkalmazzuk.

Wittmann (1998) kihangstlyozza, hogy a tdrgyi és a képi reprezentdciok nem csak segéd-
eszkozok az tgynevezett ,.lasst tanulok™ szamara; az alkalmazasuk sincs korlatozva csak
az els6 lepésekre a tanulasi folyamatban, fontosak minden gyermek szamdra és hasznosak
az egész tanuldsi folyamat sordn. Nem automatikusan jobbak a ,,tokéletes” reprezentaciok,
mert ellentétes hatast érhetnek el. Hasznosabbak azok, a reprezentaciok, melyek bizonyos
,,homalyossagot™ is tartalmaznak.

1.1.6. Magyar matematika didaktikusok a konkrét,
vizudlis reprezentdciok sziikségességérol

Dienes Zoltan: ,,A perceptiv (észlelési) valtozatossag vagy tobbszords konkretizalds
elve.

Célszerti a fogalmi strukturakat lehetéleg sok ekvivalens, de az észlelés szamara kii-
16nb6z6 formaban bemutatni a gyerekeknek, hogy a fogalmak kialakitadsaban minél jobban
érvényesiilhessenek az egyéni kiilonbségek, és hogy a gyerekek egy-egy fogalom absztrakt
matematikai tartalmat minél inkabb megragadhassak.” (Dienes, 1973)

»-..a gyerekek inkabb konstruktivan gondolkodnak, mint analitikusan. A gyerek el6bb
az egészet latja, elobb konstrual, és csak azutan analizal. Rajéttem egy nagy ellentmondasra,
arra, hogy az egész matematikatanitas az analizisre épiil.

A ,New Math” alapelve, hogy a matematika egy nyelv, s ha ennek a nyelvnek a szerke-
zetét a gyerek megtanulja, akkor a jelentését is érteni fogja, s tudja alkalmazni is. Olyan ez
mintha a kocsi huzna a lovat, mert el6bb jon az absztrakcio, azutan a konkrétum. A valosag-
ban ez éppen forditva van, a konkréttol megyiink az absztrakt felé.



Az én szisztémam azon az elven alapszik, hogy a gyerek elobb konkrét tapasztalatainak
alapjan, valosagos jatékok keretében, érzékletes tevékenykedés kézben ismerje meg, fedezze
fel a komplikalt matematikai fogalmakat, struktirdkat. Es ndlam nem csak arrél van sz6,
hogy megtanuljuk a matematikat sziikebb értelemben, hanem egy teljesen ujfajta lelki bealli-
todasrol, arrol is, hogy meg tanuljunk a legjobb modon tanulni. Mégpedig a tapasztalatokra
épitve tanulni!

Attol még nem tanulok meg biciklizni, ha ismerem a bicikli szerkezetét, de ha tudok
biciklizni, konnyebben megtanulom a szerkezetét is.” (Gydri, 1973)

Varga Tamas: ,,Absztrahalni csak konkrétumokbol lehet, s ahhoz, hogy valaki jol tudjon
absztrahalni sokféle konkrétummal, kell megismerkednie. A matematika nagyon absztrakt,
éppen ez a f6 eréssége, hiszen ez azt jelenti, hogy nagyon sokféle konkrét jelenség kdzos
lényegét siiriti magaba. Ehhez a nagyon absztrakthoz nagyon konkrét kiindulassal tudjuk a
legsikeresebben elvezetni a gyerekeket, ugy, hogy elegendd szamu és elég valtozatos konkrét
tapasztalatban részesitjiik 6ket. Kezd6 fokon, kisgyerekeknél ez a nagyon konkrét az érzék-
szervi-mozgasos élményeket jelenti. A manualis (mozgasos, tapintasi, akaratot is bekapcso-
10) tevékenység ennek egyik f6 tere.

Kisérletiink alapelve: dolgokkal valo miiveletekbdl jutni el a jelekkel valo miiveletekhez.

Miiveletek dolgokkal
\
Miiveletek jelekkel

Nyil helyett cikk-cakkot is htizhattam volna annak jelzésére, hogy ide-oda kdzlekediink
a kettd kozott, vissza-visszamegyiink a dolgokkal végzett manualis tevékenységhez, vala-
hanyszor a jelekkel végzett tevékenység értelmessé tétele ezt kivanja.” (Klein, 1980)

Polya Gyérgy (1977): ,,... nem szabad semmi olyat elmulasztani, aminek valami esélye
van arra, hogy a didkokhoz kdzelebb hozza a matematikat. A matematika nagyon absztrakt
tudomany — éppen ezért nagyon konkrétan kell eléadni.

Szendrei Julianna (2005): ,,A kéz és a tevékenység bevonasa a gondolkodasba nem
alacsony szintii gondolkodast jelent, hanem éppen az adott témakorben vald apsztrahdlas
lehetdségéhez valo alkalmazkodast. ...az eszk6zok hasznalata éppen az absztrahalas folya-
matanak egy fokozatos megvaldsitasat teszi lehetové.

1.1.7. A matematikai modellezés fo komponensei

A matematikai fogalmak bevezetésénél modellek segitségével Filloy (2008) a mo-
dellezés kovetkezo f6 komponenseit emeli ki:
— leforditas: az absztrakt matematikai objektumokat és miiveleteket azonositani le-
het a megfeleld objektumokkal és miiveletekkel a konkrét modellben és forditva, a
modell objektumait és miiveleteit azonositani lehet a matematikai objektumokkal
¢és miveletekkel.
— elkiilonités: az ujonan bevezetett matematikai objektumok és miiveletek elkiiloni-
tése a konkrét jelentésektdl a modellben.

Az altalunk hasznalt modelleknél ezen komponensre kiilon felfigyeltiink (a modellben levé
munkaval parhuzamossan az algebrai szimbolizdciot is hasznaltuk, és a modellek hasznadla-
tanak elhagyasat mindig kovette a munka, kizarolagosan szimbolikus sikon).



1.1.8. Fogalomképzet (concept image)

A targyi és a képi reprezentaciok segitik a fogalom mentalis képének 1étrehozasat. A men-
talis képek nem egyszerii masolatai a kiilsé reprezentacioknak, hiszen az egyén konstruk-
tiv aktivitasa révén jonnek létre. A megalkotott mentalis kép fiigg az egyén altal szerzett
tapasztalatoktol és a tudasatol is.

A fogalommal kapcsolatos teljes kognitiv séma leirasa céljabol, mely magaba foglalja a
fogalommal kapcsolatos 6sszes gondolati képet, a fogalomhoz kapcsolodo tulajdonsagokkal,
tapasztalatokkal és eljarasokkal egyiitt. Tall & Vinner (1981) bevezették a fogalomképzet
elnevezést. A fogalomképzet magaba foglalja a fogalom nevével, a gondolatunkban kapcso-
latba hozott képeket, példakat, tapasztalatokat, élményeket.

Célunk akisérleti tanitas soran az volt, hogy lehet6séget biztositsunk a tanulok szamara
minden algebrai fogalom minél gazdagabb fogalomképzetének megalkotdsara.

1.1.9. Az agykutatds és az oktatds kapcsolata

Josef Kraus (2006, szerkesztette Caspary) a modern agykutatas alapjan az oktatas sza-
mara az alabbi kovetelményeket fogalmazta meg:

A tanuloi aktivitas kiemelkedGen fontos; ezért a tanitds legyen nagymértékben
aktivizalo. 1dézi a kovetkez kinai mondast: ,, Hallom és elfelejtem, latom, akkor
megjegyzem, csindlom és megértem.”

A tanitds-tanulasi folyamat tobbesatornas legyen. A megfigyelések alapjan a fel-
vett informaciokbdl az emlékezetiinkben a kovetkez6 aranyokban maradnak meg
az informaciok: a csak olvasott informaciokbol 10%; a hallott informacidkbodl
20%; a latott informacidkbol 30%; a latott és hallott informacidkbdl 50%:; a latott,
hallott és sajat maguk altal elmondott informaciokbol 70%; a sajat maguk altal
végzett tevékenységekbdl az informaciok 90%-a marad meg. 4 fenti adatok is
bizonyitjak a konkrét és képi reprezentdaciok haszndalatanak fontossagat.
Gyakorlat teszi a mestert. Az algebrai technikak alapvetd fontossdaguak.

A tanulas folyaman biztositani kell lazabb pihentetd szakaszokat.

A tanitas-tanulasi folyamatban sziikség van a tanulok figyelmének provokdlasdra
(meglepd, varatlan szituaciok hasznalata).

Megfelel kérnyezetet kell biztositani, hogy a tanitas-tanulasi folyamat hatékony
legyen (osztalyklima fontossaga; a dicséret fontosabb, mint a biintetés). Jokedvvel
végzett tanulas serkenti az emlékezetet.

A tanitas-tanulasi folyamatban kulcsfontossagu legyen a tanuloi kivancsisdg.

A testi aktivitds serkenti a tanitdas-tanuldsi folyamatot, ezért legyen e folyamat
része.

A Kraus altal megfogalmazott kovetelményeket didaktikai hitvallasom alapjanak tar-

tom.



1.2. MATEMATIKADIDAKTIKAI ALAPOK

1.2.1. Realisztikus matematikaoktatas

Ezt a matematikaoktatasi koncepciot Ambrus (1995) jegyzete alapjan mutatom be: Ez a
tanitasi irdnyzat Freudenthal iranyitasaval Hollandiaban alakult ki az Utrechti Egyetemen.
Az iranyzat fontos céljai:
— hozzdjarulni, hogy a tanulok megértsék a matematika szerepét a sajat életiikben
és a tarsadalomban;
= a tanuldk matematikahoz valo pozitiv hozzaallasanak kialakulasa.

Az iranyzat jellemzd vondsai:
— az alkotomunka hangsulyozasa a tényszerii ismeretek helyett;
— elvek fontossaga a technikadk helyett;
— sok lehetdség biztositisa matematikai problémdk megolddsara.

Freudenthal (Ambrus 1dézi Fischert 1976) didaktikai credoja a realisztikus matematika-
oktatassal kapcsolatban: ,,Helyezd a tanuldkat olyan szituacidba hogy:
— erintkezésbe keriiljenek olyan valos jelenségekkel, melyekben bizonyos matemati-
kai struktura a rendezd elv,
— a tanulok lehetéleg maguk taldljak meg, fedezzék fel a matematikai strukturat;
— tanuljak meg e matematikai strukturdk haszndlatat és hasznaljak fel a matemati-
kai rendezo eszkézoket a matematikai elmélet megalkotdasaban.”

Didaktikai alapelvek a realisztikus matematikaoktatasban Ambrus (1995) szerint:

— A tanulok matematikai aktivitasa egy konkrét kontextusban megy végbe. A cél:
olyan intuitiv fogalmak dsszegyiijtése a kontextus alapjan, amelyekben a kivant ma-
tematikai elmélet, illetve strukturak lényeges szempontjai tiikrézddnek. Ez a konk-
rét szituacio az alapja az elmélet megalkotasanak. A tanulas kezdeti szakaszaban
egy konkrét orientdcios bazis kell a kialakitando fogalommal kapcsolatban.

— Horizontdlis és vertikalis matematizacio: az intuitiv, informalis, kontextus fiiggd
szintrél a reflektiv, formalis, szisztematikus szintre valo attérés, vizualis modellek,
modell-szitudciok, kiilonbozé anyagok, séemdak, diagramok és szimbolumok segit-
ségevel torténik. Ez a folyamat a horizontalis matematizacio. A vertikalis matema-
tizacio a strukturak, a szisztematikus, formalis ismeretek kiépitését jelenti.

— A tanuldk sajat konstrukcioinak, produktumainak a fontossdaga: az iranyzat alap-
vetd elve, hogy a tanuloknak lehetéséget kell kapniuk arra, hogy a matematikai
elveket, koncepciokat a valosagbol vett probléemak megoldasa révén sajat maguk
fejlesszék ki. Fontos, hogy a tanulok lehetdséget kapjanak sajat megoldasi strate-
gidik alkalmazasara.

—  Szocidlis kontextus, interakciok: a tanulok sajat produktumaikat dsszehasonlit-
Jjak, konfrontaljak tarsaik produktumaival. Ez leréviditheti a tanulasi folyamatot,
tudatosulnak a tanuloban a sajat produktum eldnyei, hibai. Csoportdiszkussziok,
a sajat gondolat prezentdlasa, kiilonbozé konstrukciok értékelése, dsszevetése a
tanar magyarazataval. Az iranyzat kiemeli, hogy a tanulds nem szolo aktivitas,
hanem egy adott tarsadalomban fordul el6 és a szociokulturalis kornyezet altal
befolyasolt.




—  Osszefiiggések, kapcsolatok: az 1ij szempontokat, mentdlis objektumokat a megle-
vo ismeretrendszerbe kell illeszteni. A kiilonbozo teriiletek globalis kapcsolatainak
észrevetele, fejlesztése alapvetden fontos e felfogasban.

1.2.2. Az algebra torténetének szakaszai

L Retorikus algebra - Diophantosz (250 koriil) elotti szakasz
Jellemzd6i: a problémak specidlis tipusainak megoldasara vonatkozo leirasok. Nem hasz-
naltak szimbolumokat, illetve specialis jeleket az ismeretlenek reprezentalasara.

1I. Masodik szakasz (angolul: syncopated period)

Diophantosz a 6 képviseldje, 6 vezette be a betliket az ismeretlen mennyiségekre. A 3.
szazadtol kezdve a 16. szdzadig terjedd id6szak algebristdi szamara a betlik 6nall6 objektum-
ként vald azonositasa volt a f6 eredmény. Itt még ritkan talalkozunk a betiik altaldnossagot
kifejezd szerepével. Diphantosznal nem taldlkozunk altalanos mddszerekkel. Arithmetica
cimii konyvében talalhatd 189 problémara kiilonb6zé megoldasokat mutat be. Ezek eljara-
sokra vonatkozo szovegek, utmutatasok, mit €s hogyan kell csinalni az adott feladat megol-
dasanal. Az 1500-as években Diophantosz munkdjat leforditottak latinra, igy hozzaférhetévé
valt az eurdpai iskoladk szamara is.

1I1. Valtozo fogalmanak bevezetése, betii, mint valtozo.
A szimbolikus algebra kialakuldsa.
Jelentdsebb képviselok: Viéte (1540-1603), Newton (1642-1727), Leibniz (1646 - 1716)
Viéte elséként jeldli betiikkel az adott szamokat és az ismeretlen szamokat is. Lehet6vé
valt az altalanos megoldas kifejezése, tovabba szamok kdzotti relaciok, szabalyszertiségek
bizonyitasa, a paraméter bevezetése. A szimbolikus algebra a fliggvények fogalmanak fejlé-
désére dontod hatassal volt. A masik fontos momentum az algebra és geometria kapcsolatanak
az analitikus geometrianak a kialakulasa. Viétenél a szimbolumok extremalisan stritett je-
161ést jelentenek, ezzel az algebra tobbé valhatott, mint csak eljarasokra vonatkozo eszkdz.
Lehetdvé valt a szimbolikus kifejezéseknek, mint objektumoknak a hasznalata. Ez tette lehe-
tové a fliggvény fogalmanak a fejlédését is.

1IV. Modern algebra, absztrakt algebra

A XIX. és XX. szazadban fejlodott ki a brit formalis iskola vezetésével (De Morgan,
Peacock, Gregory). A betiiknek nincs semmiféle jelentése. A szimbolumokra vonatkoz6 mii-
veletek, a miiveletek kombinaciodja all az érdeklédés kdzéppontjaban. Absztrakt struktiarak:
csoport, gyiirli, mezéelmélet.

Algebra torténetének szerepe az algebra tanitasaban

Azugynevezett Biogenetikus Torvény, mely kiilondsen népszerti volt a XX. szazad elején
kimondja, hogy a matematika tanulasa soran, az egyén fejlddésében is ugyanazok a szaka-
szok jelennek meg, mint a matematika torténetében. Ezzel ellentétes allaspontot vall példaul
Harper (1987), aki kisérletei alapjan allitja, hogy a tanuloknal az egyenletek megoldasanal,
fejlédésiik soran, nem jelennek meg ugyanazok a fazisok, mint az egyenletek megoldasanak
torténetében.

A nagyon szigoru Biogenetikus Torvény allitdsaval, mint a tobbség, mi sem érthetiink
egyet, de az algebra torténetének megismerése alapjan elfogadjuk Sfard (1991) allaspontjat,
aki szerint elvarhato az egyén fogalomalkotasanal, hogy az eljarasi felfogasmod (koncepcid),
megel6zze a strukturalis felfogasmodot.



A tanitési kisérletiink szempontjabol az alabbi 1ényeges kovetkeztetéseket is levonhat-
juk:

Az algebrai szimbolumok hasznalatanak bevezetésénel nagyon fontos a koznyelv, illetve
az, hogy a tanulok szavakkal is megfogalmazzak gondolataikat, hiszen az algebra térténetében
a szimbolumok hasznalatat megeldzte a retorikus szakasz. Az algebra alapfogalmainak (kii-
lénosen a valtozo) és a szimbolumok hasznalatanak hosszantarto fejlodeése a fogalmak komp-
lexitasukrol vallanak, és arra utalnak, hogy e fogalmaknak kiilonbozé aspektusait tanitasunk
soran ki kell hangsulyozni.

1.2.3. Az algebratanitdssal kapcsolatos felfogdasok
1.2.3.1. Az iskolai algebra meghatarozasai

Usiskin (1988) szerint az iskolai algebrat meghatarozhatjuk gy mint:
— altalanositott aritmetikat,
— a probléma megoldasokra alkalmas eljarasok elsajatitasat;
— a kiilonboz6 mennyisegek viszonyanak tanulmanyozasat;
— a strukturak tanulmanyozasat.

1.2.3.2. Az iskolai algebra tevékenységei

Kieran (1996) a kovetkez6 algebrai tevékenységeket kiilonbozteti meg az altalanos és a
kozépiskolakban egyarant:

— Altalanosité_tevékenységek, melyek magukba foglaljdk a mintdk és sorozatok
alapjan torténd altalanositasokat, az aritmetikabol eredd dltalanositasokat, az al-
gebrai kifejezések és az egyenletek felallitdsat, melyek a mennyiségek viszonydt és
a numerikus kapcsolatokat fejezik ki.

—  Transzformdcios tevékenységek melyek lehetnek miiveletek algebrai kifejezések-
kel, algebrai kifejezések egyszeriisitése (példaul: egynemii tagok dsszevondsa,
szorzattd alakitdisa), inverz miiveletek végzése, egyenletek és egyenletrendszerek
megoldasa - hangsulyt helyezve az egyenletekre, mint énallo ,, objektumokra” me-
lyekkel ekvivalens atalakitasokat lehet végezni, ismeretlennel valo munka, kapcso-
latok (tablazatos, grafikus, szimbolikus) reprezentdlasa, az egyik reprezentdciorol
a masikra valo attérés.

— Globdlis, meta szintii, tevékenységek melyek a kovetkezék: a matematikai struk-
tura tudatositasa, a problémaszituacio alkotoelemeinek tudatossaga, elérelatas
(ha elvégzek bizonyos tevékenységet, hova jutok el), forditott iranyu okoskodas,
probléemamegoldas, magyardzatok, indoklasok, bizonyitdsok.

Sutherland (1997) kihangstlyozza, hogy az emlitett tevékenységeket nem lehet elkii-
loniteni egymastol; s kiilondsen fontos szerinte, hogy a tanarok 6sztonozzék a tanuldkat a
globalis, meta szintli, tevékenységekre akkor is, ha a tanulok a masik két csoportba tartozod
tevékenységeket végeznek.

1.2.3.3. Az iskolai algebra tanitasanak megkozelitési médjai

A nemzetkdzi tanitasi gyakorlatban négy dominans megkdzelités 1étezik. Bednarz (1996)
ezekrodl a kovetkezoket irja:



— Algebra megkézelitése daltaldnositasokon keresztiil
Ez a megkdzelités kihangsulyozza az altalanossagot a geometriai mintdkban és
szamsorozatokban, illetve a szamok kozotti relaciokat kifejezd szabalyokat. Lé-
nyeges hogy a tanuld, megértse mi az altalanos. A tanuldk eldszor talalkoznak az
algebraval, mint a szamok tulajdonsagainak és egymashoz val6 viszonyainak ki-
fejezd maodjaval. Az ilyen fajta megkozelités jobb eredményeket ad, ha a tanuldk a
megfeleld aritmetikai foglalkozasokkal megalapozzak az algebrai fogalmaikat. Az
ilyen megkozelitést a kdvetkezo tevékenységek alapjanak tekinthetjiik: a matema-
tikai struktira észrevételének, sejtéseknek, indoklasoknak és bizonyitdsoknak.

— Algebra, mint probléma megolddsi eszkoz
Ennek a felfogasnak a kdzéppontjaban a szoveges feladatok, egyenletek felallita-
séval valé megoldasa all, melynek kulcsszerepe van az aritmetikarol az algebrara
valé atmenetben. A 1ényeg a problémak elemzése, a tanulok okoskodésa és a sajat
megoldasi stratégidk kialakitasa. Az egyenletek feldllitdsa mellett, fontos szerepiik
van a megoldasi algoritmusoknak is.

— Algebra, mint_modellalkotds
A modellezésnél fontos kifejezni a mennyiségek kozti viszonyokat. Az algebranak
ilyenfajta megkozelitésénél a tanuldk képesek kell, hogy legyenek a koriilottiik
levé vilag jelenségeinek rugalmas értelmezésére €s leirasara. Ez magaba foglalja
azt is, hogy jelentést kell adni kiilonb6z6 reprezentacidoknak (példaul: tablazat,
formula) és at kell térni az egyik reprezentaciorol a masikra. Ez a megkdzelités a
magyar matematikaoktatdsban egyre fontosabb szerepet kap (érettségi vizsgapél-
dak).

— Fiiggvényszerii megkozelités
A szamitogépek alkalmazasaval keriilt elotérbe ez a felfogas (tablazatok haszna-
lata, grafikus lehetdségek konnytd elérhetdsége). Sok valds jelenség matematikai
modellje egy-egy fiiggvény.

Azzal a véleménnyel értek egyet mely szerint mind a négy megkdzelitési mod sziikséges
az algebra tanitasa soran, hiszen a tanulok szamara fontos hogy hasznaljak az algebrat a prob-
1émak megoldasanal és a modellezésnél, megértsék mi az altalanos, s értsék és hasznaljak a
fliggvényeket.

1.2.3.4. A valtozé fogalmanak aspektusai

Malle (1986) a valtoz6 fogalmanak harom aspektusat kiilonbozteti meg:
Targyi aspektus: a valtozo egy ismeretlen szam;
- Behelyettesztesz aspektus: a valtozo iires helyet jelent, melybe szamokat helyette-
sithetiink;
— Kalkulus aspektus: a valtozo jelentésnélkiili jel, mellyel meghatarozott szabalyok
szerint miiveleteket lehet végezni.

Példa:

Targyi aspektus: Gondoltam egy szamot hozzaadtam 6tot, az eredményt megszoroztam harommal
és ebbdl kivontam az elképzelt szam haromszorosat. Az eredmény tizenot volt. Melyik szamra gondol-
tam?

3(x+5)-3x=15

Behelyettesitési aspektus: Helyettesitsd be a természetes szamokat egytol hétig és dontsd el mikor
lesz igaz a kévetkezd kijelentésforma: 2x—3=11!
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2-1-3=11; 2:2-3=11; 2:3-3=11; 2-4-3=11; 2-5-3=11; 2-6—3=11; 2-7-3=11
Kalkulus aspektus:

2x+5=x+15/-x

x+5=15/-5

x=10

Malle szerint az algebrai kifejezéseknek és az egyenleteknek is megvan az emlitett ha-
rom aspektusa:

targyi aspektus behelyettesitési aspektus | kalkulus aspektus
valtozo ismeretlen szam helyfoglalo (ires hely) Jjel
algebrai kifejezés | szam szamforma Jjelsorozat
egyenlet kijelentés kijelentésforma Jjelsorozat

1.2.3.5. Kovetelmények az algebra tanitasaval kapcsolatosan
az alsébb osztilyokban

Malle (1986) a kdvetkezd kovetelményeket fogalmazta meg:

el6szor a valtozo, az algebrai kifejezések, és az egyenletek haszndlata a fontos, és
ezekkel kapcsoltban csak késébb kell beszéltetni a tanuldkat,

— fontos a korai és sokféle tevékenység a valtozokkal (nem csak atalakitdsok, hanem
szitudciok leirasa, problémamegoldas és argumentalas);

— kiilon figyelmet kell forditani a képletek (formuldik) felallitasara és interpretala-
sara;

— fontos a valtozo fogalom minden aspektusanak figyelembevétele, de kezdetben a
targyi aspektus kihangsulyozasa az elsédleges,

— a képletek (formulak) fiiggvényszerii aspektusanak kihangsulyozdsa;

— nem az algoritmusok éncélu hasznalata a fontos, hanem azok tartalmanak meg-
fontolasa,

— a szabalyok tudatosabb és precizebb alkalmazdsdara valo térekvés.

1.2.3.6. Procept fogalma

Gray és Tall (1994) vezették be a ,procept” fogalmat, melyet az, az elképzelés hataroz
meg, hogy egy kifejezést, mint példaul a 3+2-t, tekinthetiink egy eljarasként (mtveletként),
¢és az eljaras eredményeként, egy objektumként (6sszegként) is. A procept elnevezés a ,,fo-
lyamat” és a ,,fogalom” angol megfeleldinek 0sszevonasabol szarmazik: process + concept.
Az aritmetikaban a 3+2 eljarasnak az eredménye mindig egy szam (5). Az algebraban a 3+2b
eljarast jelent (a haromhoz add hozza a b kétszeresét), és ennek az 9sszeadasnak az eredmé-
nyét is, egy objektumot, melyet manipulalhatunk (példaul dsszeadhatjuk egy masik algebrai
kifejezéssel). Ha ismerjiik a b értékét, meg tudjuk hatarozni a 3+2b kifejezés értékét is.

Egy elemi procept egy matematikai objektumbdl, egy (azt el6allito) eljarasbol és egy,
akar eljarast, akar objektumot reprezentald szimbolumbol all. Az elemi proceptek Gsszességét
proceptnek nevezziik.

Meglatasunk szerint egy procept nem csupan kiilonbozé szempontok egyszerii vegyité-
se, hanem az algebrai kifejezések dualis értelmezésének egyik rugalmas modja is: parancs
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konkrét eljarasra, valamint a kifejezés (mint reprezentaciok 0sszessége) szimbolikus repre-
zentaciodja. A procept rugalmasan szétbonthatd, majd ijra 6sszeallithato.

Gray és Tall megfigyelései szerint az algebrai kifejezések kétfajta értelmezése nagyon
sok gondot okoz kiilondsen a gyengébb tanuloknak. Ok sokéig csak a processzus aspektust
tudjak figyelembe venni, mar az aritmetikanal elmaradnak a jobb tanuldokkal szemben.

1.2.3.7. Az algebrai kifejezések jelentése

Resnick (1987) szerint egy algebrai kifejezés tobbféle forrasbol meritheti jelentését. Ezek
egyike szabalyszerii: egy algebrai kifejezésnek van akkor jelentése, ha egy axidmahalmazbol
levezethetd. A szabalyszert jelentéssel ellentétben mi a vonatkozo jelentést hasznaljuk:

— Egy algebrai kifejezés altalanossagban jeldlhet egy szamok kozti kapcsolatot — ezt
numerikus jelentésnek nevezzik.

— Egy algebrai kifejezés jelolhet mennyiségek kozti kapcsolatot bizonyos szitudci-
Okban — ezt szitudcios jelentésnek nevezziik. A szitudacios jelentésnek keretén beliil
fontosak a geometriai jelentések, melyek kifejezik a mennyiségek kozti kapcsolato-
kat sikidomoknal, vagy testeknél.

Az a+(b + ¢)= a+b+c azonossag numerikus jelentése a kovetkez0 ,,szabaly”:
Amikor hozzaadjuk két szam Osszegét egy adott szamhoz, ugyanazt az eredményt kapjuk, mintha az

elsé szamot hozzaadtuk volna az adott szamhoz, majd ehhez a masodik szamot.

Konkrét szamokkal is megmutatjuk ennek a szabalynak az alkalmazhatosagat:
Haa=15,b =06, c =4, a kdovetkez6képpen szamolunk: 15+(6+4)=15+10=25, ha viszonta = 13, b
=7 és ¢ =5, akkor pedig, igy: 13+7+5.

Az a+(b + ¢)= atb+tc azonossag lehetséges szitudcios jelentése:

Anndnak a almaja volt, és kapott b almat a névérétdl, és ezzel egy idoben kapott még ¢ almat a
batyjatol. Mariannak a almaja volt. Kapott b almat a névérétol, majd késobb ¢ almat a batyjatol. Most
a ket lanynak ugyanannyi almdja van.

Az a+(b + ¢)= a+b+c azonossdagnak geometriai jelentése a kovetkezd lehet:

Egy haromszég egyik oldalanak hossza a, a masik b, a harmadik oldalanak a hossza pedig ¢
centiméter. Ha az elsé oldal hosszahoz hozzdadjuk, a masik két oldal hosszainak dsszegét, megkapjuk
a haromszog keriiletét. Ezt ugyanugy megkapjuk, ha az elsé oldal hosszdhoz hozzaadjuk a masik oldal
hosszat, majd a kapott osszeghez hozzaadjuk a harmadik oldal hosszat.

A vonatkoztatd jelentések segithetnek a tanuloknak a kifejezések és azonossagok értel-
mezésében.

Az alkalmazott tanitasi modszerrel fejleszteni kivantam a tanulok azon képességet (kom-
petencidjat), hogy az algebrai kifejezéseknek jelentéseket tudjanak adni. Ezzel az algebrai
fogalmak a tanulok fogalomhalojaba kapcsolodnak. Mas fogalmakkal boviil a fogalomképze-
tiik és az algebrai fogalmak nem alkotnak zart, mas fogalmaktol elkiilonitett rendszert.

1.2.4. Az iskolai algebra tanuldasdaval kapcsolatos nehézségek
1.2.4.1. A betii hasznalataval kapcsolatos nehézségek

A tanuldk gyakran, az adott kontextuson belill, félreértelmezik a bettiket, vagy a betiik
lattan, teljesen ,,leblokkolnak”. Kieran (1989, 1990) bemutat néhany lehetséges gondot a
betiik hasznalataval kapcsolatosan; olyanokat melyek nehézségeket okozhatnak az algebra
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elsajatitasanal, kiilondsen a gyengébb tanuldknak:

Betiivel mértékegységeket jeloliink: 2m (kétszer egy méter). Az algebraban a 2m
jelentheti azt is, hogy kétszer egy szam (az m);

A betii egy szo réviditése lehet; személyeket vagy targyakat jelél. Ha az algebraban
a tanuld a szavak roviditéseként értelmezi a valtozokat, ugynevezett , forditott hi-
bar” vét mely ismert az ,,tanuld (student)- professzor” problémabol:

Irj egy egyenletet felhasznalva a kovetkezé valtozokat: S (a student-ok: egyetemistik sza-
ma) és P (a professzorok szama), mellyel reprezentdlod a kdvetkezé mondatot: ,, Az egyete-
men hatszor annyi egyetemista (student) van, mint tanar”. (Rosnick, 1981).

Azok a tanulok, akik a 6P=S helyett, a 65=P irtak, mint egy gyorsirassal, a mon-
datot jegyezték le.

Az ilyen gondolkodasi mdd a sajat tanuléimnal is megjelenik az eldtesztben.

A tanulok nehezen tudjak elfogadni, hogy lehet a szamokat betiikkel reprezentalni.

1.2.4.2. Az egyenloségjel értelmezése

Kieran (1981) allitja, hogy az algebra tanulasanak kezdetén a tanulok, gyakrabban az
= jelet cselekvésre 6sztonzé jelként értelmezik. Szerintiik, ha ,,=" jelet latunk, valamit ki
kell szamolni, ugyanigy mint az aritmetikaban, ahol az ,,=" jel utan mindig a széban forgo
mivelet eredménye kdvetkezik. Ezek a tanulok nem tudjak megérteni az egyenletek ekvi-
valens atalakitasait sem, hiszen az ,,=” jele szamukra nem jelenti azt, hogy az egyenlet két
oldalan levo kifejezések ekvivalensek.

1.2.4.3. Az algebrai kifejezéssel kapcsolatos nehézségek

Kifejezés értékének meghatdrozdasa: ha d=4, az algebraban, a 3d kifejezés értéke,
haromszor négy, illetve /2. Mivel az aritmetikaban, két szamjegy egymas mellett
kétjegyli szamot reprezental, ezért vannak tanulok, akik a ,,behelyettesités” utan
(a d helyére beirjak a négyet és a szorzast nem végzik el), megkapjak a kdvetkezd
eredményt: 34.

Kisérleti tanitasom sordn, hogy a helytelen értelmezést elkeriiljiik, sokaig jeloltiik
a szorzast az algebrai kifejezéseknél (példaul: 3-d).

Az algebrai kifejezést a tanulo csak eljarasként (processzusként) tudja értelmezni.
Freudenthal (1983) felhivja a figyelmet arra, hogy mikozben a kifejezések olva-
sasi modjaval valdjaban kihangsulyozzuk az eljarast, elvarjuk a tanuloktol, hogy
objektumkeént is értelmezzék az algebrai kifejezéseket:

fgy irjuk: ct+d c—d cd

fgy olvassuk és értelmezziik: cpluszd ¢ minusz d cszerd

fgy is értelmezziik: ac ésad Osszege acésad acésad
kiilonbsége szorzata

Collins (1974) bevezette a lezaras hianya (lack of closure), mely azt jelenti, hogy
példaul a 2x+4 kifejezés dnmagaban, egyenldségjel nélkiil is értelmes.

— A tanuldk nem fogadjaik el az algebrai kifejezéseket, mint egy feladat eredményét.
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Chalouh és Hersovics (1988) a hatodik és hetedik osztalyos tanuloktol kérték,
hogy irjak le egy képen lathatd téglalap (az oldalak hossza jeldlve volt: 8 és ¢
egység) teriiletét. A tanulok nagy tobbségének valasza a ,, Area=8 X ¢” volt. Sajat
tanul6imnal is az ilyen valaszok az el6teszt 6. feladatanal voltak megfigyelhetdk.

— Boot (1984) a tanuldi interjuk alapjan kihangsulyozza, hogy a tanulok gyakran
verbalisan képesek megfogalmazni a kereset algebrai kifejezés meghatarozasanak
modjat, de ezt nem sikeriil korrektiil szimbolumokkal reprezentalni.

— A kifejezések datalakitasa helytelen szabalyok szerint: Matz (1982) szerint a tanu-
10k a rossz szabalyokat a miiveleti jelek altalanositasaval kapjak, ezzel szabaly-
mintakat hoznak létre, melyekbdl uj szabalyokat vezetnek le:

A helyes szabaly: at+ (b + ¢ =la+b+c
A szabdlyminta: al 1 o) = |la]b[]c
Rossz szabalyok: a— (b + ¢ =la-b+c

a—(b-c¢ =la-b-c

— A kifejezések atalakitasarol az onkényesen alkotott szabalyok szerint: Majoros
(1992) beszamol Gabor nevil tanulojarol, aki szerint a gyokos algebrai kifejezése-
ket ugy kell egyszeriisiteni, hogy négyzetre emeljiik ket.

1.2.4.4. A linearis egyenletek megoldasaval és a linearis egyenletek megoldasara
visszavezetheto szoveges feladatokkal kapcsolatos nehézségek

— Filloy és Rojano (1989) didaktikai vagasnak (didactikal cut) nevezi, azt a momen-
tumot, amikor egy személy az egyenleteket nem probalkozassal, vagy a miiveleti
tulajdonsagokat felhasznalva (lebontogatassal; bemutattam a Geometriai mintak
vizsgalata alcim alatt) oldja meg, hanem formalisan, egyforman kezelve az isme-
retlent, mint az ismert szamokat, s miiveleteket végezve vele. Erre az atmenetre
leggyakrabban akkor keriil sor, amikor az ismeretlen egy egyenletben az egyenlo-
ség jel mindkét oldalan megjelenik (példaul: 3x+/=4x—4), hiszen legtobb tanulo
az ilyen fajta egyenleteket lebontogatassal nem tudja megoldani.

— Az egyenletek felallitasanak képtelensége: Vannak tanulok, akik példaul a kdvet-
kezd szdveges feladatot csak forditott okoskodassal (inverz miiveleteket hasznal-
va) tudjak megoldani (képtelenek az egyenlet felallitasara), bar a linearis egyenle-
tek megoldasanak algoritmusat mar elsajatitottak:

Gondoltam egy szamot, megszorzottam harommal, az eredményhez hozzaadtam otot és ti-
zenhetet kaptam. Melyik szamra gondoltam?

Da Roha Falcdao (1995) ezzel kapcsolatosan kihangsulyozza, hogy a forditott
okoskodasnal az ismert szambdl kiindulva, két miivelet elvégzése (az 5 kivona-
sa 17-bdl és a 12 osztdsa 3-mal) utdn a tanuld meghatdrozza az ismeretlent. Az
egyenlettel valé megoldasnal az okoskodasunk teljesen mas: ismeretlen szambol
indulunk ki, ezt reprezentaljuk bettivel, a feladat szovegezését leforditjuk az al-
gebra nyelvére (leirjuk az egyenletet) és csak ekkor oldjuk meg az egyenletet.



— A mennyiségek kozti viszonyok megertése és szimbolumokkal valo reprezentalasa
a szoveges feladatoknal. Tanuldim korében ezt fokozzak a kétnyelviiségbdl eredd
nehézségek.

1.2.4.5. Problémamegoldas a linearis egyenletekkel megoldhato
szoveges feladatoknal

Polya Gyorgy (1979) a probléma fogalmarol a matematikaban a kdvetkez6t irja: ,,Problé-
mank van, tehat azt jelenti, hogy olyan megfeleld tennivalot keresiink tudatosan, amely alkal-
mas valamilyen vilagosan megfogalmazott, de kozvetleniil meg nem kézelithetd cél elérésere.
Problémat megoldani a megfeleld tennivald megtalalasat jelenti. ... a legjellemz6bb emberi
tevékenység a problémamegoldas; a célratoré gondolkodas, eszkdzok keresése valamely ki-
tlizott cél eléréséhez.”

Schoenfeld (1985) a problémat a kovetkezdképpen értelmezi: ,,Az a nehézség a problé-
ma fogalmanak értelmezésében, hogy maga a probléma megoldas folyamata nagyon fligg a
problémamegold6 személyétél. Azok a feladatok, amelyek megoldasa komoly eréfeszitést
kivéan bizonyos tanuldktdl, masok szamara lehetnek egyszerti rutin feladatok, sét egy mate-
matikus szdmara ismeretei alapjan trivialitdsok. Ennélfogva az, hogy egy feladat probléma-e,
nem maganak a feladatnak a 1ényegi sajatossaga, sokkal inkdbb az egyén és a feladat kozotti
kapcsolat jellemzdje.”

A Polya féle problémaértelmezés jol kiegészithetd a Schoenfeld téle értelmezéssel.

A Polya-féle (2000) probléma megoldasi fazisok kovetkeznek azokkal a kérdésekkel,
melyek a legfontosabbak a tanitasi kisérletiink szempontjabol:

A FELADAT MEGERTESE
—  Mit keresiink? Mi van adva? Mit kétiink ki?
—  Kielégithet6-e a kikotés? Elegendd a kikotés az ismeretlen meghatdrozdsahoz? Vagy nem
elegendad? Vagy kevesebb is elég volna? Vagy ellentmondds van benne?
—  Rajzolj abrat! Vezess be alkalmas jelolést!
—  Vilaszd szét a kikétés egyes részeit! Fel tudod irni 6ket?

TERV KESZITES
—  Nem taldlkoztal mar a feladattal? Esetleg a mostanitol kissé eltérd formdaban?
—  Nem ismersz valami rokon feladatot?

TERVUNK VEGREHAJTASA
—  Ellendrizz minden lépést, amikor végrehajtod tervedet!

A MEGOLDAS VIZSGALATA
—  Nem tudnad ellendrizni az eredményt?
—  Nem tudnad masképpen is levezetni az eredményt?

A tanitasi kisérletiink soran a fenti Polya-féle kérdéseket kicsit atfogalmazva hasznaltuk
és kiegészitettiik 6ket konkrétabb, az azonos struktaraju feladatok megoldasat segit6é kérdé-

sekkel.

A probléma megoldds folyamatat jol szemlélteti a kovetkez6 - Ambrus (1995) jegyzete
alapjan késziilt - diagram:
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Probléma A probléma
folvetése megértése

|

Irdnyito
szabalyozo
folyamat

Visszatekintés

Refleksio B —— Tervkészités

|

Aterv
realizalasa

Wittman (1981) problémamegoldas képességek fejlesztésének alapfeltételei:

Ismeretszerzés felfedezteto tanitds és tanulas révén.

A tanulok 6sztdnzése a divergens gondolkozasra (tobbféle megfogalmazas; tobb
iranybdl torténd megkdzelitése ugyanannak a problémanak).

Automatizalt gondolatmenetek kizarolagos alkalmazasanak hattérbe szoritasa.
Nyitott problémdk vizsgalata (nincs direkt kérdés).

Oszténdzni kell a tanuldkat, hogy maguk is vessenek fol problémdkat.

Egy olyan ,,nyelv” kialakitasa, amely lehet6vé teszi a tanulok szamara, hogy gon-
dolataikat ki tudjak fejezni.

Intuitiv indoklasok, sejtések osztonzése (egy kicsi, de 6nallo 1€pés tobbet ér, mint
egy bemutatott gondolatmenet masolasa).

Heurisztikus stratégidk tanulasa.

Konstruktiv magatartas kialakitasa a hibakkal szemben.

Diszkussziok, reflexiok, argumentaciok osztonzése.

Kisérleti tanitasom soran tanuldim szamara igyekeztem biztositani a Wittman éltal meg-
fogalmazott feltételeket.

1.3. A nyelv és a kétnyelviiség a matematikaoktatisban

1.3.1. Innatista nyelvelsajatitasi hipotézis

Chomsky 1959-ben kifejtett, Ugynevezett innatista nyelvelsajatitasi hipotézise ma mar
széles korben elfogadott. E szerint: ,,az emberben a sziiletéssel vagy a gyermekkori nyelvel-
sajatitas elindulasaval miikodni kezd egy olyan elére kodolt, velesziiletett mentalis program
(nyelvelsajatitasi apparatus, LAD), amely nem mas, mint vonzodas a nyelv(ek), illetve az ab-
ban megnyilvanul6 szabalyszeriiség megértése és alkalmazasa irant, s amelyet a természetes
nyelvvel vagy nyelvekkel valé emberi kontaktus verbalis ingerei valtanak ki” (Bartha 1999).

Bartha (1999) kihangsulyozza, hogy: ,,a gyermekek... aktiv alkotoik sajat nyelvtanuk-
nak,... nem pedig... passziv, kdrnyezetiiket utanz6 befogadok.”
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1.3.2. Kétnyelviiség

Grosjean (1992) a kovetkez6képpen hatarozza meg a kétnyelviiséget: ,, A kétnyelviiség
két (vagy tobb) nyelv rendszeres hasznalata, kétnyelviiek pedig azok az emberek, akiknek
mindennapi életiik soran sziikségiik van két (vagy tobb) nyelvre, és ezeket hasznaljak is.”

Lambert megkiilonboztet kétféle kétnyelviiséget:
— kiegyenlitett (balansz) kétnyelviiség az, amikor a kétnyelvli személy egyforma
meértékil, de nem okvetlenil teljes tudassal rendelkezik mindkét nyelven;
— egyenlétlen (dominans) kétnyelviiség az, amikor a személy a két nyelv kiilonb6z6
mértéki tudasaval rendelkezik.

Goncz a kétnyelviiséget €s a kognitiv fejlédés kapcsolatat vizsgalta és igazolta az tigyne-
vezett Cumis-féle hipotézist, mely szerint: ,,a kétnyelviiség kezdeti fazisaiban a gyerekekre
nehezedd fokozottabb kovetelmények csokkentik az értelmi miikodés eredményességét, €s
lelassithatjak a beszéd fejlddését is, és magas foku (azaz balansz) kétnyelviiséget kell kiépi-
teni ahhoz, hogy potencialis eldnyei kifejezésre jussanak. Ez a hipotézis egyrészt azt sugall-
ja, hogy a kétnyelvli gyerekek kezdetben gyengébb, késébb jobb eredményeket mutatnak,
mint az egynyelviiek, masrészt pedig egyazon életkoron belill a dominans kétnyelviiek gyen-
g¢ébb ¢és a balansz kétnyelviiek jobb eredményeit implikalja az egynyelviiekhez viszonyitva.”
(Goncez 1985)

Goncz eredményeinek tudataban fokozott torekvésiinkké valt tanuldink balanszirozott
kétnyelviiségének megkdzelitése.

Bartha (1999) a kovetkez0 kétnyelviiség jellemzdit emliti:

— interferencia ,, gyljt6fogalma lehet mindazon nyelvi jelenségeknek, amelyek ab-
bol adodnak, hogy a kétnyelvii beszéld mindennapi interakcidiban egynél tobb
nyelvet hasznal” (nem tudatos);

— kolesonzeés: ,, egy nyelv elemeinek egy masik nyelvbeli reprodukciojara tett kiser-
let” (Bartha idézi Haugent). Torténhet az atadé nyelv elemeinek egyszert atvé-
telével, a befogado nyelv elemeivel vald helyettesitésével (tiikorkifejezések) és a
ketté kombinacidjaval;

— kodvaltas: , két vagy tobb nyelv valtakozo haszndlata ugyanazon megnyilatkoza-
son vagy diskurzuson beliil .

Mivel tanuléim tobbsége dominansan kétnyelvil, sok nyelvi nehézséggel kell megkiiz-
deniiik (a koznapi és szaknyelvben egyarant). Nyelvhasznalatukban gyakran megjelenik a
kolesonzés és a kodvaltas. A kovetkezé mondatok télikk szarmaznak:

A resenje nyolc!” (ReSenje jelentése: megoldas.)
»Ezt meg kell mnozsizni! ” (Mnoziti jelentése: szorozni; ezt magyarositotta.)
HHuzd ki a zardjel elé!” (A mondat a szerb mondat tiikdrforditasa; jelentése: Emeld ki!)

A tanulok tobbsége ily modon jol megérti egymast. Tanitdsom soran elészoér mondaton,
késébb megnyilatkozason beliil probaljuk kikiiszobdlni a kdlesonzést kovetve Szendrei Juli-
anna (2005) utmutatasait: ,,a tanar azzal segitheti, hogy nem javitja ki allanddan a helytelen
nyelvhasznalatot. S6t megprobalja megérteni a gyerek barmilyen, még pontatlan kozléseit is
...célszerl, ha sajat maga a megfeleld szavakkal ismétli meg a kozlést.”

A szoveg forditasa a hiba forrasa: A két nyelv egyenl6tlen tudasa miatt, kiillondsen a szo-
veges feladatoknal, a tanuld onkéntesen, a szamara érthetbb nyelvre fordit, sajnos hibasan,
¢és ebbdl adododan rosszul oldja meg a feladatot.
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Az a nehezen azonosithaté nyelvi nehézség, amikor a tanulo azt gondolja, hogy érti a
szoveget (ilyenkor nem kér segitséget), hiszen érti a szavakat, de a mondatot nem értelmezi
Jjol (példaul a szavak sorrendje miatt, vagy valami eldsz6 vagy rag miatt). Ilyenkor a tanuld,
egy altala krealt és nem a kitiizott feladatot oldja meg. A helytelen megoldas lattan a tanar
arra kovetkeztet, hogy a tanulé matematikai tuddsa hidnyos; holott gyakran csak egy rag
nem megfeleld értelmezésérdl van szd. A kdvetkezd példa mutatja, hogy még egy hivatasos
fordité is hasonl6 hibaba eshet.

Az idei szerb nyelvii matematikai k6zépszintii érettségi vizsga (2008. majus 6.) 15. a) feladata a
kovetkezd volt:

A 12. a osztalyban az irodalom probaérettségin 11 tanuld szobelizik. A tanulok két csoportban
vizsgaznak, az els6 csoportba hatan, a masodikba Gten keriilnek.

Peti azt allitotta, hogy az elsé csoportba keriild 6 tanulot tobbszaz-féleképpen lehet kivalasztani.
Pontosan hanyféleképpen?

A tanulok e feladat kdvetkezo szerb nyelvi forditasat kaptak kézhez:

,»U 12. razredu na probnom maturskom ispitu iz knjizevnosti 11 uc¢enika polaze usmeni ispit. Uce-
nici polazu u dve grupe, u prvoj grupi ih je Sestoro a u drugoj petoro.

Pera je tvrdio da se 6 ucenika iz prve grupe mogu izabrati (poredati) na vise stotina nacina. Ta¢no
na koliko nacina se to moze uraditi?”

E szoveg alapjan a Petire vonatkoz6 mondat magyar jelentése:

Peti azt allitotta, hogy az elsd csoportbdl, hat tanuldt tobbszaz-féleképpen lehet kivilasztani (sorba
rakni).

E mondat értelmezésénél tanuldoimnak donteniiik kellett, hogy a kivalasztani (izabrati) vagy a
sorba rakni (poredati) szot valasztjak-e ki. A szoszerkezetet, melyet csak egyféleképpen lehetett értel-
mezni a kovetkezd: az elsé csoportbdl (iz prve grupe). gy a feladat szdvege alapjan vagy sorba rakni,
vagy kivalasztani kell a tanulokat az elsé csoportbdl.

Mivel, hat tanulobdl hatot csak egyféleképen lehet kivalasztani, a huszfos osztalybol tizenkilenc
érettségizo a zarodjelben talalhatd poredati (sorba rakni) szot hasznaltak az értelmezésnél, s a kdvetke-
z06t irtak 6!.

A hibat a forditasban a —bdl rag megfeleldje, az iz sz6 hasznalata okozta, hiszen nélkiile és a zaro-
jelben levo poredati (sorba rakni) sz6 (e szot a fordito, feleslegesen adta hozza a forditashoz; az eredeti
magyar mondatban a sz6 megfeleléje nem létezik) nélkiil az emlitett mondat forditasa tékéletes volna:

Pera je tvrdio da se 6 uenika prve grupe mogu izabrati na vise stotina nac¢ina.
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2. NYELVI PROBLEMAK VIZSGALATA

2.1. AMAGYAR ES A SZERB MATEMATIKAI SZAKNYELV
KOZOTTI INTERFERENCIAK

Iskolank az egyetlen szerb tanitasi nyelvii altalanos iskola és gimnazium Magyarorsza-
gon és nagymértékben hozzajarul a magyarorszagi szerb kisebbség nyelvének megdrzésé-
hez.

Sok tanulo azért iratkozik be az iskolankba, hogy megtanulja a szerb nyelvet, hiszen be-
iratkozaskor (legtobben az 6todik és a kilencedik osztalyba) nagyon rosszul, vagy egyaltalan
nem beszéli a szerb nyelvet. Vannak olyan tanulok is, féleg a Vajdasagbol, akik nem tudnak
magyarul. Iskolank szamukra lehetdséget nyujt, hogy elsajatitsak, s esetleg magyar nyelven
folytassak tanulmanyaikat. Gyakran keriilnek egy osztalyba tanulok, akik egymassal nem
tudnak beszélni egy harmadik személy segitsége nélkiil. Ezért, bar a tanitasi nyelv szerb az
orakon gyakran beszéliink magyarul is.

Az 6todik ¢és a kilencedik osztalyban (a nyelvtanulas elsé évében), szinte minden mon-
datot elmondok mindkét nyelven. A mondatok rovidek és sokat gesztikulalok. A tanuloi in-
doklasokat, magyarazatokat és a tananyaggal kapcsolatos kérdéseiket, vagy a tanuld6 mondja
el mindkét nyelven (ilyenkor gyakran lehet hallani a nyelvi interferenciakat, féleg azon a
nyelven, amely a tanulé szaméra nehezebb). En, mint tanar, ha sziikséges, elismétlem a mon-
datokat helyesen, vagy az egyik nyelven elhangzottakat leforditom a masik nyelvre. Mivel
magyar nyelviiek a tankonyvek és a feladatgylijtemények; az 6ran mindenki aki egynyelvii
vagy egyenlétlen kétnyelvii, megtapasztalja mit jelent nyelvi nehézséggel kiizdeni. Minden
tanuld (a kiegyensulyozott kétnyelvii is) segithet masoknak a nehézségek lekiizdésében. A
szakkifejezéseket mindkét nyelven leirjuk. Mindenki valaszthat, hogy melyik nyelven kivan-
ja megkapni a dolgozatok feladatait és a valasztott nyelven irhatja a megoldasokat is. A ma-
sodik év mar konnyebb: az egyszerii, gyakrabban hasznalt mondatokat mar nem forditom, a
tanulok szabadon kérdeznek, ha valamit nem értenek; de még mindig nem beszélnek szivesen
szerbiil. A harmadik évben mar csak a fontos magyarazatok hangzanak el két nyelven. Hairom
év alatt a tanuldk annyira elsajatitjak a szerb nyelvet, hogy a negyedik évben szinte csak
szerbiil beszéliink az drakon és a dolgozatok feladatait is szerbiil kapjak meg. A tizenkettedik
osztalyosokkal késziiliink az érettségi vizsgara, mely szerb nyelvii. A fiatalabb tanuloknal a
nyelvtanulas még konnyebben ¢és gyorsabban megy. A szakkifejezéseket tovabbra is leirjuk
mindkét nyelven, a tanulok onalléan hasznaljak a magyar nyelvii feladatgytijteményeket,
segitenck egymasnak a feladatok szovegezésének megértésében. A dolgozatok irasanal és
az érettségi vizsgan is - természetesen tovabbra is - elfogadom a valaszokat magyar nyelven
is. Amikor a tanulok egymas kozt beszélnek, s nem figyelnek oda a helyes beszédre, a tizen-
kettedik osztalyban is lehet hallani helytelen mondatokat. Tiikorforditasokat leggyakrabban
szerbrél magyarra, olyan tanuloktol is, akik tokéletesen beszélik a magyar nyelvet (otthon
kizarolagosan magyarul beszélnek) vagy forditva, helytelen szerb kifejezéseket olyan tanu-
16ktol, akik harom évvel ezel6btt, egy szot sem tudtak magyarul.

Késziilve kisérleti tanitisomra, a hetedik osztalyban felmeriiltek bennem a kovetkezd
kérdések:

— Menyire hatékony a fent emlitett tanitdasi modszer a nyelvi interferencidaktol mentes
szaknyelv és a helyes beszéd elsajatitasaban?
— Mit kellene rajta valtoztatni, hogy novekedjen a hatékonysaga?
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2.2. KERDOIV A TIZENKETTEDIK OSZTALYOS
TANULOK SZAMARA

A kérdések megvalaszolasanak érdekében Osszeallitottam egy kérddivet a tizenkettedik
osztalyos tanulok szamara. Megfeleld kontextusba helyezve olyan kifejezések kertiltek a kér-
déivbe, melyek hasznalatanal megfigyeltem a nyelvi interferencidkat a tanuldk beszédében
¢és kapcsolodnak a kisérleti tanitdsom tananyagahoz a hetedik osztalyban.

2005 tavaszan minden tanuloval (28 tanulé: 22 tizenkettedikes és 6 tizenharmadikos; 6k
is a mi iskolankba jartak) kiilon-kiilon koriilbeliil husz percet beszélgettem. A tanuldk valasz-
tottak, hogy magyarul vagy szerbiil beszélgesstink. Minden kérdéssel kapcsolatban eldszor a
valasztott nyelven kérdeztem ra a megfeleld kifejezésre, utana pedig a masik nyelven meg-
kérdeztem ugyanazt. A valaszokat leirtam. Fontosnak tartottam, hogy a tanuloknak legyen
ralatasuk a jegyzeteimre a beszélgetés folyaman. A végén, ha valamelyik valasz nem volt
helyes, elmondtam a pontos kifejezéseket és megkérdeztem ismerds-e ez a tanuld szamara.
Valaszat jeloltem. (A tanulok igy, kaptak visszajelzést feleletiik helyességérdl és megtanul-
hattak a pontos kifejezéseket is.) A harmadik kérdés csak magyar nyelven hangzott el. Itt azt
jeloltem, hogy érti-e a tanuld a mondat jelentését.

A kérdéiv a kovetkezd volt:

1. Nevezd meg a kovetkezd szamhalmazokat: N, Z, Q, R!

2. Annanak 5 almdja van. Péternek 15 almdaja van. Mit mondhatunk Anna és Péter almai
szamainak viszonydrél? Irj legalabb két kiilonbozé megfogalmazast!

3. Magyarorszdagon hetvenot tiizeset volt harom nap alatt. Ez 6tszor annyi, mint amennyi
egy atlagos hétvégen lenni szokott.
Mit jelent az elhangzott mondat?

4. Hogyan nevezziik az alabbi miiveletek egyes tagjait?

2+6=8 5-2=10 (Mutattam a tanulonak a leirtakat.)

5. Folytasd a mondatot:
Ketté a tiz... és forditva: tiza... (Mutatok az 5-2=10-re.)

6. Hogyan nevezziik, azokat az egytdl kiilonbozo szamokat melyek csak eggyel és 6nma-
gukkal oszthatoak?

7. Hogyan nevezziik, azt a szamot melynek onmagan és az egyen kiviil mas osztoja is
van?

8. Hogyan nevezziik az 6tot és a hatot, hogyan pedig a hetet és a kilencet a kovetkezo
szamokon beliil?

El 6
7 9
9. Mit csindlunk az elso, mit pedig a mdsodik torttel?
6 2 1_2
9 3 2 4

10. Hogyan nevezziik a kovetkezd alakban felirt szamokat?

02 10,25
11. Mit csinalunk, ha a kévetkezot tessziik?

3x+15=3(x+5)
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12. Hogyan nevezziik az alabbi kifejezéseket?
a) 6a, 7x% 4x; 30x; 3b3
A 4x és a 30x kifejezésekben van valami kozos. Hogyan nevezziik az ilyen
kifejezéseket?
b) a+b; 3x*+7; 2x°=5
¢) Sx3+8x?—2x+9
Hogyan nevezziik ebben a kifejezésben a kévetkezé szamokat: 5, 8, —2;
hogyan pedig a kilencest?

13. Milyen szdveget irnal az alabbi feladathoz?
3b+b—2b=
(Szerettem volna megtudni, hogy ismerik-e a tanuldk az ,, 6sszevonni” kifejezést. A kér-
dést csak magyarul tettem fel, mivel szerbiil erre nem létezik megfeleld szo.)

14. Mit csinalunk, ha a kévetkezot tessziik?
(a+b)’=a’+2ab+b?

15. Mit szoktunk szamolni a téglalapoknal, mit pedig a téglatesteknél?

A tizenkettedik évfolyam tanuldinak nyelvtuddsa

A huszonnyolc tanuldbdl - akikkel beszélgettem - 6ttel csak a masodik és a harmadik
kérdéssel kapcsolatosan beszéltiink mindkét nyelven. Ok dominansan szerb nyelviiek voltak,
koziilik egy Boszniaban, négyen pedig Szerbiaban fejezték be az altalanos iskolat és rosszul
beszélték a magyar nyelvet. A feladatokat a konyvekbdl forditottuk szamukra. (E csoport
tagjait a tovabbiakban ds/-el jelslom.) Ot tanul6 szintén, dominansan szerb nyelvii volt, de
jol beszéltek magyarul is. A sziileik akkor telepiiltek at Szerbiabol Magyarorszagra, amikor
még a gyerekek altaldnos iskolasok voltak. (Oket ds2-vel fogom jeldlni). Tizenketten domi-
nansan magyar nyelviiek voltak és jol beszéltek szerbiil is. A kilencedik osztalyba iratkoztak
be iskolankba, addig magyar iskolaba jartak. Koziiliik négyen nem tudtak egy sz6t sem szer-
biil, amikor beiratkoztak a gimnaziumba. (A nyolc dominansan magyar nyelvii tanulot dm-el
jelolom, azokat, akik csak magyarul tudtak a beiratkozaskor dmi-el.) A tobbick mindkét
nyelvet nagyon jol beszélték. Ok az altalanos iskola osztalyaiba iratkoztak az iskoldnkba.
(Oket jelolom kk-val: kiegyensulyozott kétnyelvii.)

Hat tanul6 (2, dm ¢és 4, dm1) valasztotta a magyar nyelvet a beszélgetésiink elsé nyelvé-
nek, a tobbiekkel el6szor szerbiil beszéltiink.

Valaszok a kérdoiv kérdéseire

1. N halmaz (Skup prirodnih brojeva), szerb nyelv: 27 jo vélasz, 1 helytelen: egy dm
tanulo normalisnak (normalan) nevezte a halmazt. A ds/ tanulokat kivéve az N, Z és a Q hal-
mazokat magyarul mindenki jol nevezte meg. R halmaz (skup realnih brojeva), szerb nyelv:
27 j6 valasz, 1 helytelen: egy dm tanul6 valodinak (stvaran) nevezte; magyar nyelv: 2 jo va-
lasz, 21 helytelen: redlis szamok halmazanak nevezték, ugyaniigy ahogyan szerbiil nevezziik
(10 tanul6 mar hallotta a helyes magyar megnevezést, de ezt nem hasznaltak).

2. Szerbiil a kovetkezd mondatok hangoztak el:
— Péternek tizzel tobb almdja van, mint Annanak.
(Petar ima deset jabuka vise nego Ana.) (26 j6 valasz)
(Petar ima za deset jabuka vise nego Ana.) (2 j6 valasz, az el6z6 mondat valto-
zata; ds1)
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—  Anndnak tizzel kevesebb almaja van, mint Péternek. (9 j6 vélasz)
(Ana ima za deset jabuka manje nego Petar:)

— Péternek haromszor annyi (tiikorforditasban: t6bb) almdja van, mint Annanak.
(Petar ima tri puta vise jabuka nego Ana.) (27 j6 valasz)

— (Petar ima tri puta toliko jabuka kao Ana.) (1 helytelen valasz; dm)

Ez a mondat a kovetkez6 magyar mondat tiikdrforditasa:
Péternek haromszor annyi almdja van, mint Anndnak.

— Péter almainak harmada, Annaé. (ellentmondasos mondat)
(Ana ima trecinu Petrovih jabuka.) (egy dm kétféleképpen valaszolt)

Ez a tanul6 a kovetkezd magyar mondatot forditotta le:

Annadnak harmad annyi almdja van, mint Péternek.

Magyarul a kdvetkez6 mondatok hangoztak el:

— Péternek tizzel tobb almdja van, mint Annanak. (23 valasz)
Az 6t ds] tanuldé mondata a hasonld volt, mint a kovetkezo:
— Péternek tiz alma van, mint tobb Annanak.
— Péternek haromszor annyi almdja van, mint Anndanak. (2 valasz; dm)
— Péternek haromszor tobb almdja van, mint Annanak. (21 valasz)
Az utobbi mondat a helyes szerb mondat tiikorforditasa.
Az 6t ds] tanulé mondata hasonld volt, mint a kovetkezd:
— Péternek haromszor tobb alma van, mint Anndanak.
—  Anndnak harmad annyi almaja van, mint Péternek. (1 valasz; kk)

3. Minden tanuld megértette a mondatot. A ds1 tanuloknak leforditottam a tizeset (3

tanuld), az atlagos (4 tanuld) és a szokott (3 tanulo) szavakat.

4. Szerb nyelven a helyes kifejezések a kovetkezok: sabirci (6sszeadandok); zbir (Os-
szeg), cinioci (tényezok; jelentése: alkotok- azok amelyekbdl valami osszetevidik, a szorzo-

nak, és a szorzandonak megfelelo kifejezéseket szerbiil nem hasznalunk),; proizvod (szorzat;
ez a szo terméket is jelent).
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Szerb nyelven a valaszok a kdvetkezdek voltak:
— sabirci (0sszeadandok; 25), az el6z6 szohoz hasonlité két tanuldi alkotas: sabira-

oci (1, dm), sabirnici (1, dml); clanovi (a tagok sz6 forditasa, 1, kk),

— zbir (0sszeg; 23); sabir (1, dm; az 6sszeg sz6 helytelen forditasa); rezultat (ered-

mény; 4, dm);

— Cdinioci (tényezok; 15); mnozioc (1, kk; a szorzo sz6 tikorforditasa), a szorzo és

a szorzando szOok forditasai kovetkeznek: mnozenik, mnozilac (10, dm; 2, kk),
mnozilac, mnozioc (1, dml), umnozenik, umnozilac (1, dm);

— proizvod (szorzat; 18); mnoznja (1, dm; nem 1étez0 sz0, a szorzat sz6 forditdsanak

eredménye), rezultat (eredmény, 5, dm).

Magyar nyelven a valaszok a kovetkezdek voltak:

— 0Osszeadandok (19); tagok (1valasz, dm); dsszeadando szamok (1, ds2),; osszegek

(1, ds2),
— osszeg (18); végosszeg (1, ds2),; eredmény (3; ds2),;

— szorzo, szorzando (14); tényezok (1, dm; 2, kk); szorzok (2, kk; 2, ds2); szorzadékok
(1, ds2), szorosok (1, ds2); dsszetevék (1, ds2; a sz6 a szerb kifejezés forditasanak

eredménye),

— szorzat (18); eredmeény (2, ds2; 1, kk); végeredmeny (1, ds2); termék (1, ds2; ez a

szerb kifejezés tiikkorforditasa).



5. Szerb nyelven a helyes kifejezések a kovetkezok: delilac (osztd); sadrzalac (t6bbszo-
ros, a sz6 tikorforditasa a tartalmazo sz6).
Szerb nyelven a valaszok a kdvetkezdek voltak:
— delilac (oszt6; 26); deliloc (1, dml; az el6z6 szo helytelen valtozata), deljenik
(osztando, 1 dm),;
— sadrzalac (t6bbszords; 22); sadrzilac (1, dmli; 1, dm; az el6z6 sz6 helytelen valto-
zata), umnozilac (1, dml; nem 1étez0 sz6 eredete: mnoziti: szorozni).

Magyar nyelven a valaszok a kovetkezdek voltak:
— oszto (21); osztando (1, ds2),; osztando szam (1, ds2);
— tobbszdrds (16), tartalmazo (5, kk; 2, ds2).

6. Szerb nyelven a primszam kifejezésnek két megfeleldje van: prost broj (tiikorfordita-
sa: egyszerti szam) és a prim broj (tikorforditasa: primszam).
Szerb nyelven a valaszok a kovetkezdek voltak:
— prost broj (primszam, 15); prim broj (primszam;11); primni broj (1, dm; az eldz6
sz6 helytelen valtozata), primarni broj (1, dml; a kifejezés jelentése: elsodleges
szam).

Magyar nyelven a valaszok a kovetkezdk voltak:
— primszam (6, dm; 4, dml); egyszerii szam (12),; primitiv szam (1, ds2).

7. Az dsszetett szam szerb nyelvii megfeleldje, a kifejezés tiikkorforditasa: slozen broj.
Szerb nyelven a valaszok a kdvetkezdek voltak:
— slozen broj (Osszetett szam; 26).

Magyar nyelven a valaszok a kovetkezok voltak:
— osszetett szam (21),; komplex szam (1, ds2),; komplikalt szam (1, ds2).

8. A szamlalo és a nevezé megfeleldi szerb nyelven, a szavak tiikorforditasai: brojilac
és imenilac.
Szerb nyelven a valaszok a kovetkezok voltak:
— brojilac (szamlalo, 26), brojalac (1, dmi; az el6z6 szo6 helytelen valtozata); broj-
nik (1, dm; nem 1étez0 sz9, a szam szobol ered),
imenilac (nevezd; 26); imenioc (1, dml; 1, kk; az el6z6 szo6 helytelen valtozata).

Magyar nyelven a valaszok a kovetkezdk voltak:
— szamlalo (19); szamolo (2, ds2); szamkitevé (1, ds2);
— nevezo (20),; névezd (1, ds2); néveld (1, ds2); névado (1, ds2).

9. Szerb nyelven az egyszeriisitiink kifejezésnek a megfeleldje a skracujemo (a sz6 tii-
korforditasa a: roviditiink); a bévitiink megfeleldje €s a tiikorforditasa is a: prosirujemo.
A szerb nyelvil valaszok a kovetkeznek:
— skracujemo (egyszeriisitiink; 26); pojednostavijujemo (1, dm; 1, dml);
— prosirujemo (bévitiink; 23); Sirimo (2, dm; 1, dml,; 1, kk); produzimo (1, dml);

A magyar nyelvi a valaszok a kovetkeznek:
— egyszerusitink (7, dm; 2, dml), réviditiink (12); leréviditiink (1, ds2; 1, kk);
— bovitiink (12, dm; 3, kk), szélesiteni (3, kk; 1, ds2); terjeszteni (1, ds2); t6bbszo-
risiteni (1, ds2).

10. Szerb nyelven a tizedestortet a kovetkezoképpen nevezzik: decimalni zapis racio-

23



nalnog broja (tiikorforditasa: a raciondlis szam tizedes leirasa), vagy rovidebben: decimalni
broj (tiikorforditasa: tizedes szam).
A szerb nyelvi valaszok a kovetkeznek:
— decimalni zapis racionalnog broja (3, dsl), decimalni broj (24), desetine broja (1,
dml; a szam tized részei).
A magyar nyelvl a valaszok a kovetkeznek:
— tizedes tort (7, dm; 2, dml), tizedes szam (14, 11 tanul6 kijelentette, hogy 6k a he-
lyes kifejezés hallatan olyan tortre gondoltak, melynek a szamlaloja és a nevezdje
is tizedes tort).

11. A kiemeliink szerb megfeleldje a izviacimo ispred zagrade (tikorforditasa: kihizni
zarojel elé).
A szerb nyelvi valaszok a kovetkeznek:

— izvlac¢imo ispred zagrade (25); izdizemo ispred zagrade (1, dml, tikorforditasa:
kiemeliink zarojel elé), izdizemo (1, dm; jelentése: kiemeliink), donesemo ipred
zagrade (1, dml; tikorforditasa: zardjel elé hozzuk),

A magyar nyelvi a valaszok a kovetkeznek:

— kiemeliink (9, dm; 2, dml); kihuzzuk zdarojel elé (9); kitenni zarojel elé (1, kk);

kivonni zardjel elé (1, ds2);

12. Az egytagu algebrai egész kifejezéseket (kéttagii algebrai kifejezéseket, illetve tobb-
tagu algebrai kifejezéseket), monomokat (binomokat illetve polinomokat), szerbiil kizarola-
gosan monomoknak (binomoknak, illetve polinomoknak) nevezzik. Az egynemii kifejezések
szerb megnevezése: slicni monomi (tikorforditas: hasonlo monomok). Az egyiitthatok (koef-
ficiensek) sz6 megfeleldje szerbil a: koeficienti sz6. Az algebrai kifejezésekben levo konstan-
sokat szerbiil slobodni ¢lanovi-nak (tikorforditas: szabad tagok) nevezziik.

A szerb nyelvii valaszok kovetkeznek:

— monomi (4, dsl; 3, ds2; 6, dm, 2, kk);

— slicni monomi (4, dsl; 3, ds2; 4, dm, 2, kk), slicni izrazi (1, kk; forditas: hasonlo
kifejezések),

— binomi (5, dsl; 5, ds2; 7, dm; 3, dml; 6, kk);

— polinomi (5, dsl; 4, ds2; 4, dm; 1, dml; 5, kk),

— koeficienti (5, dsl; 5, ds2; 7, dm; 3, dml; 6, kk);

— slobodni clanovi (4, dsl; 4, ds2; 2, dm; 4, kk), konstante (3, dm; 1, dmi; konstan-
sok), brojevi (2, dm, forditasa: szamok).

A magyar nyelvi valaszok a kovetkeznek:

— monomok (3, ds2; 6, dm, 2, kk);

— egynemii kifejezések (1, dm), hasonlo monomok (3, ds2; 4, dm; 2, kk);

— binomok (5, ds2; 7, dm, 3, dml; 6, kk);

— polinomi (4, ds2; 4, dm; 1, dml, 5, kk);

— egyiitthatok (4, dm, 2, kk); koefficiensek (5, ds2; 5, dm; 3, dml, 4, kk),

— konstansok (3, dm; 1, dml); szabad tagok (4, ds2; 2, dm; 4, kk),; szamok (2, dm).

13. Csak harom tanul6 hasznalta az osszevonni kifejezést, négyen a kifejezés hallatan
kijelentették, hogy ismerds szamukra.

14. Szerb nyelven a négyzetre emeliink, kifejezés a kdvetkezo: dizemo na kvadrat, vagy
kvadriramo (tikorforditas: negyzeteliink).
A szerb nyelvi valaszok a kovetkeznek:
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— dizemo na kvadrat (3, dsl; 5, ds2; 6, dm; 4, dml,; 4, kk); kvadriramo (2, dsl; 1,
dm; 2, kk); podizemo na kvadrat (1, dm),

— négyzetre emeliink (12, dm, 3, kk),; négyzetre felemeljiik (2, ds2; 1, kk), négyzete-
liink (2, ds2; 1, kk), fokozzuk (1, kk); felvonjuk négyzetre (1, ds2).

15. A téglalapoknal a keriiletet (szerbiil: obim) és a teriiletet (szerbiil: povrsina), a tég-
latesteknél pedig a felszint (szerbiil: povrsina ugyanigy, mint a teriiletet) és a térfogatat
(szerbiil: zapremina).

A szerb nyelvi valaszok a kovetkeznek:

— obim (keriiletet; 28),

— povrsina (teriiletet; 28);

— povrsina (felszint; 28),

— zapremina (térfogat; 28).

A magyar nyelvi a valaszok a kovetkeznek:

= keriiletet (21);

— teriiletet (23);
felszint (2, dm); teriiletet (20), feliilet (1, kk);
— terfogat (22); térbefogat (1, ds2).

A beszélgetések tanulsagai

Az 6t tanulonal, akikkel csak szerbiil beszéltem nem volt interferencia. A kiegyensu-
lyozott kétnyelviiek magyar nyelven hasznaltak interferencidkat: redlis szamok, haromszor
t6bb, tartalmazo, szélesiteni a tortet, kihuzni zardjel elé, hasonlo monomok, szabad tagok,
négyzetre felemeljiik, négyzeteliink. Az egyetlen forditas magyar nyelvrdl szerbre a mnozioc
(a szorzok sz6 tikorforditasa). A legtobb interferencia a dominansan kétnyelviieknél fordul
elé. A dominansan kétnyelviek legtobbszor forditottak a nem dominans nyelvre, de a fordi-
tasokon kiviil hasznaltak a megfeleld kifejezésekkel hasonld hangzasu szavakat is (néveld,
névado, szamkitevo, primni broj). Ezért ott ahol a kifejezések egymas tiikorforditasai (Q, #iz
almaval tobb, osszeadandok, oszto, tobbszoros, osszetett szam, szamlalo, nevezé, bovitiink,
négyzetre emeliink) sokkal kevesebb az interferencia, mint ott ahol a kifejezések nem egymas
titkorforditasai (R, hdaromszor annyi, szorzo-szorzando, egyszeriisitiink, tizedes tort, kieme-
liink, konstans, felszin).

A legtobb interferencia a magyar nyelvben jelentkezett. A 23 tanulobol, akikkel magyar
nyelven beszélgettem 21-en redlis szamok halmazanak nevezte a R-t; 21-en a haromszor
annyi helyet a haromszor tobb-et hasznaltak; 21-en a binom elnevezést hasznaltak; 20-an a
felszint teriiletnek nevezték; 17-en a koefficiensek szot hasznaltak; 15-en a monom szot hasz-
naltak; 14-en az egyszerisitiink helyett a réviditiink, vagy a leréviditiink szot hasznaltak. A
felsorolt kifejezések kozt sok a latin eredetii. A tanulok valdszintileg ugy érezték, hogy ha a
szerb nyelvben hasznaljuk 6ket, akkor ezt megtehetjiik a magyarban is. Szamomra kiilonosen
¢érdekes, hogy az elsé harom példanal 10, a masodiknal 9, a harmadiknal 6, a negyediknél 4
¢s az 6tddiknél 3, most is dominansan magyar nyelvii tanulok, kik magyar altalanos iskolaba
jartak és otthon is féleg magyarul beszéltek (a gimnazium el6tt biztosan hasznaltak a helyes
magyar kifejezéseket), a négy év alatt, ,atvették” a szerb kifejezéseket.

Amikor a tanuloknak megmondtam szerbiil a helyes kifejezést a tanulok majdnem min-
dig azt valaszoltak, hogy mar hallottak ezt a kifejezést. Ha magyarul mondtam ugyanezt
sokkal kevesebben ismerték fel a kifejezést.

A beszélgetések alapjan megvalaszolhato a fejezet elején feltett elsé kérdés:
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— A tanitasi mod melyet addig hasznaltam nem volt eléggé hatékony a nyelvi inter-
ferencidktol mentes szaknyelv és a helyes beszéd elsajatitasaban. Ez kiilonésen a
magyar szaknyelvre vonatkozik, melynél a tanuloi teljesitmények sokkal gyengéb-
bek voltak, mikozben a tanulok magyar nyelvtudasa jobb volt a szerb nyelvtudasa-
nal. A magyar szakkifejezések tanulasat elhanyagoltuk.

A masodik kérdés megvalaszolasaban maguk a tanulok segitettek. A beszélgetések végen
megkérdeztem mindegyik tanulot, hogy hasznos volt-e szamara a beszélgetés és fontosnak
tartja-e a szakkifejezések tudasat. Minden tanuld pozitivan nyilatkozott a beszélgetésrél. A
valaszok kozt kovetkezok is akadtak:

,» A kifejezésekre eddig nem figyeltem fel.”

., Most megjegyzem, melyek azok amelyek kiilonbéznek.”

,, Nem is tudtam mit tudok és mit nem.”

Skemp (1975) kihangsulyozza, hogy a fogalomtanitasban fontos kihangsulyozni a k6z6s
tulajdonsagokat, de az is hogy a fogalom miben kiilonbozik mas fogalmaktol. Ezt én a kife-
jezések tanulasara fogom alkalmazni.

— Azon kiviil, hogy leirjuk a kifejezéseket mindkét nyelven, ki fogom hangsulyozni,
hogy a kifejezések egymas tiikorforditasai, vagy sem. Ha nem, felhivom a tanulok
figyvelmet, hogy melyek a kiilonbségek, s elmondom, hogy altalaban milyen hibakat
vétenek a megnevezeskor a tanulok. Bar iskolankban a tanitasi nyelv szerb, nem
csak a kifejezéseket fogom megnevezni magyar nyelven, hanem egész mondatokat
magyarul fogok mondani; azoktol a tanuloktol, kik tudnak magyarul, vissza is
fogom kérni magyar nyelven.
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3. A KUTATAS MODSZERTANA

3.1. AKUTATAS KERDESEI

1. Hogyan hat a konkrét és képi reprezentdaciok hasznalata az algebra alapjainak elsa-
Jatitasara az dltalanos iskola hetedik osztalyos kétnyelvii tanulok korében?

2. Adodnak-e nehézségek a tanulok kétnyelviiségébdl az algebra alapjainak elsajatita-
saban és lehet-e a szerb kisebbségi iskolaban biztositani az interferenciaktol mentes
szaknyelv és a helyes beszéd elsajatitasat a kisebbségi és a magyar nyelven is a
kétnyelvii tanulok szamara?

3.2. HIPOTEZISEK

1. Az altalanos iskola hetedik osztdlyos kétnyelvii tanulok kérében a konkrét és képi
reprezentdciok haszndlata hozzajarul az algebra alapjainak hatékony elsajatitasa-
hoz, kiilonésen a valtozo fogalmanak kialakuldasahoz, az algebrai kifejezések le-
hetséges jelentésének meghatarozasahoz, az algebrai kifejezésekkel valo miiveletek
elvégzésének és az azonos strukturdaju széveges feladatok megoldasanak elsajatita-
sahoz.

2. Leéteznek olyan, nehézségek melyek a tanulok kétnyelviiségébdl adodnak az algebra
alapjainak elsajatitasaban a szerb kisebbségi iskola hetedik osztalyaban. Az dlta-
lunk alkalmazott tanitdsi modszer biztositia az interferencidktol mentes szaknyelv és
a helyes beszéd elsajatitasat a kétnyelvii tanulok szamara.

3.3. AKUTATAS MENETE

Az elsd oktatasi kisérletet 2006 tavaszan, a masodikat 2007 tavaszan végeztem a buda-
pesti Szerb Tanitasi Nyelvii Altalanos Iskola és Gimnazium hetedik osztalyaiban (8 tanulo,
illetve 7 tanuld) 23 tanitasi 6raban. Ezekben az osztalyokban én tanitottam a matematikat. A
két kisérlet tanitasi modja és a tanuloi feladatok azonosak voltak, azzal hogy az elsé kisérlet
tapasztalatai alapjan, par helyen a feladatokat kiegészitettiik. (A masodik kisérleti tanitas
alatt ellendrizni lehetett, hogy jobbnak bizonyultak-e a megvaltoztatott, mint az eredeti fel-
adatok.) A tanitasi kisérlet 6t és fél héten keresztiil a matematika orak keretén beliil tortént,
heti négy oraban.

3.4. A FEJLESZTO OKTATASI KISERLETEK ORATERVE

— Aritmetikai kifejezések és a nyelvi kiilonbségek (1 ora)

— Valtozo fogalmanak bevezetése gépmodell alkalmazasaval (1 ora)

— Konkrét szitudciok reprezentdlasa algebrai kifejezésekkel és algebrai kifejezések
kontextusba valo helyezése. Algebrai kifejezések szerkezete (1 ora)

—  Geometriai mintak vizsgdlata (1 ora)
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— Algebrai kifejezések értékének meghatarozasa (1 ora)

— Algebrai kifejezések reprezentdlasa szakaszokkal. Algebrai kifejezések a szame-
gvenesen. (1 ora)

—  Konkrét szitudaciok kodolasa (2 ora)

— Az algebrai kifejezések lehetséges konkrét jelentései (16ra)

— Algebrai kifejezések osszevondsa (3 ora)

— Osszeg és kiilonbség hozzdaddsa és kivondsa (1 éra)

— Kéttagu algebrai kifejezés szorzdsa egytaguval (1 ora)

— Kéttagu algebrai kifejezés szorzdsa egytaguval és 6sszevonas: gyakorlat (2 ora)

— Kéttagu algebrai kifejezés szorzatta alakitasa (kiemelés) (1 ora)

— Linearis egyenletek megolddsa mérlegelvvel (3 ora)

— Linearis egyenlet megolddasara visszavezethetd azonos strukturajiu szoveges fel-
adatok (3 ora)

Minden tanitési 6rardl jegyzOkonyv késziilt.

3.5. A KUTATAS MODSZEREI

3.5.1. Az eldteszt és az utoteszt elemzése

A tanulok elétudasardl az eldteszt elemzése alapjan és a kiegészitd beszélgetésekbol ér-
testiltiink. A kiegészitd beszélgetéseket a tanuldokkal egyenként végeztiik (az elsé csoportbol
0t, a masodikbdl harom tanuldval) akkor, amikor az eldtesztben leirtakbol nem volt kdvet-
het6 a tanuldé gondolatmenete vagy kiegészité magyarazatra volt sziikségiink. A beszélgeté-
sekrdl hangfelvételek és jegyzetek késziiltek. A tanuldk el6tudasat figyelembe véve allitottuk
Ossze a feladatokat az oktatasi kisérlethez és meghataroztuk azt is, hogy melyik tanulonal
mire kell figyelni, esetleg kivel kell kiilon foglalkozni. Az eldteszt és az utoteszt eredményei-
nek dsszehasonlitasa alapjan tudtunk levonni kovetkeztetéseket a tanuldk algebrai tudasanak
fejlodésérol.

3.5.2. A tanulok munkdjanak megfigyelése

A tanulok szamara minden orara feladatlapokat, vagy csak a feladatok szdvegét (amit
a flizetiikkbe ragasztottunk), allitottam 6ssze, fénymasoltam ¢s kiosztottam koztiik. Az osz-
talyok kis 1étszama lehetdvé tette szamomra, hogy a tanitas mellett megfigyeljem a tanulok
munkajat, beszélgessek veliik és errdl jegyzeteket is készitsek az 6rakon. Minden tanitasi
orarol hangfelvételt készitettiink. Rendszeresen a tanul6i munkakat 6rak utan fénymasoltam;
s a hangfelvételekkel ¢s a jegyzeteimmel egyiitt elemeztem. Ilyen modom, teljes ralatast
szereztem a tanulok orarol-orara valo fejlédésére; s arra is, hogy kinek van sziiksége tobb
gyakorlasra vagy magyarazatra.

3.5.3. A délutani foglalkozdsok

Minden tanul6 napkozis volt igy minden kisérleti 6ra utan be tudtunk iktatni egy egyoras
délutani foglalkozast. Itt a tanulok legtobbszor 6nalldan oldottak meg feladatokat, de cso-
portban is dolgoztak ¢és konzultaltak velem is a feladatokkal kapcsolatban. Ilyenkor kiilon-
kiilon tudtam foglalkozni a tanuldkkal. Ezekrdl a foglalkozasokrdl is késziiltek jegyzetek.
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3.5.4. A kisérleti osztalyok jellemzése

Az elso kisérleti csoport nyolc tanuldébol allt: Danica, Filip, Milan, Nikola, Oliver, Sla-
vica, Tajna és Zoran. (Ezek fedonevek.) A tanuldk atlagos képességiliek. Koziilik a legjobb
tanulmanyi eredményt matematikabol a hatodik osztalyban Nikola és Zoran érték el, a leg-
gyengébbet Filip és Oliver.

Nikola, Oliver, és Tajna az altalanos iskola els6é osztalyatol, Filip a masodik osztalyatol
a tobbiek az 6todik osztalytol a Szerb Iskola tanuldi. Nikola és Oliver kiegyensulyozott két-
nyelviiek, Tajna és Filip jol beszélik a magyar nyelvet, de dominansan szerb nyelviiek (szii-
leikkel telepiiltek at Szerbiabol Magyarorszagra), a tobbiek dominansan magyar nyelviiek. A
dominansan magyar nyelvii tanulok az altalanos iskola elsé négy osztalyat magyar nyelven
végezték és koziiliik is Slavica és Zoran gyengébben beszéli a szerb nyelvet, mint Danica és
Milan.

A masodik kisérleti csoport hét tanulobol allt: Barbara, Ivanka, Jovan, Kosta, Ljilja, Ro-
bert és Vesna. (Ezek fedénevek.) A tanulok atlagos képességiick. Koziiliik a legjobb tanulma-
nyi eredményt matematikabodl a hatodik osztalyban Vesna érte el, a leggyengébbet Robert.

Barbara, Jovan, és Vesna az altalanos iskola elsé osztalyatol; Kosta, Ljilja és Robert az
otodik osztalyatol, Ivanka pedig a hetedik osztalytol jar iskolankba. Az elsé harom tanuld
kiegyenstlyozott kétnyelvii; Ivanka az egyediili egynyelvii tanulo, a hetedik osztalyig Szer-
biaban tanult és nem besz¢él magyarul. A tobbieck dominansan magyar nyelviiek.
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4. KISERLETI TANITAS

4.1. ELOTESZT

A tanitasi ciklus megkezdése el6tt negyvendt perces felmérét irattam a tanulokkal. A
felméré célja a kovetkezd volt: megallapitani milyen eldismeretekkel rendelkeznek a tanu-
[6k néhany alapvetd algebrai fogalommal kapcsolatosan. Az els6 két feladatban a ,,=" jelet
kellett helyesen értelmezni. A 2. feladatnal az egyenldségjel két oldalan levé kifejezések
Osszeadandoit kellett 6sszehasonlitani és észrevenni, hogy van koztiikk két egyenld értékl. A
3. feladatban a zarojel felbontasara kérdeztem ra. A 4. és 5. feladatban altalanositani kellett
¢és leirni a megfeleld algebrai kifejezéseket. A 6., a 7., és a 8. feladatban a tanuldonak Gssze
kellett kapcsolni a geometriai és az algebrai ismereteit. A szimbolikus reprezentacio alapjan
meg kellett hatarozni a kifejezések szakaszos reprezentacioit és forditva. A 9. feladatban a
szoveget kellett értelmezni, leirni a megfeleld algebrai kifejezéseket és ezeket dsszeadni. A
10. feladatban jelentést kellett adni az algebrai kifejezéseknek. A 11. feladatban értelmezni
kellett az egyenléségeket ¢és a 12. feladatban az szamegyenesen kellett a kifejezések helyét
meghatarozni.

4.1.1. A teszt feladatai:

1. Melyik szamot helyettesiti a négyzet?
110-52=[]+18

2. Szamolas nélkiil hatarozd meg, mely szamot helyettesiti a négyzet?

719+2488=719-261+_]+2488

3. Szamolast nem hasznalva késd dssze a baloldalon levé kifejezést azzal a kifejezéssel
(vagy kifejezésekkel) mellyel (melyekkel) egyenlo az értéke (értékiiek)!

Valasztasod indokold!
185-58-9
58—185+9
185—(58-9) 185+58—9
185—58+9
185+58+9

4. Toltsd ki a tablazat hianyzo helyeit és keress egy szabalyt az egymas alatt levé szamok-
ra. Ird le szavakkal is ezt a szabdlyt!

5 11 100 n
7 13
6 1000 | m
36
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5. Hany pont van az otvenedik képen?
(A szerb mondat tiikdrforditasa: Hany pont van azon a képen melynek szama 507)
Hany pont van a képen, amelyen a sorok szama p?

eo o0 o0
eo oo eo oo
eo oo eo oo eo oo
képen melynek szama 1 képen melynek szama 2 képen melynek szama 3
Hany pont van az dtvenedik képen?
Hany pont van a képen, amelyen a sorok szama p?
X
) X
° o0 X
képen melynek szama 1 képen melynek szama 2 képen melynek szama 3

6. Mennyi a képen lathato téglalapok keriilete és teriilete?

h m+3

7. Az a és a b szamot szakaszokkal reprezentaltuk. Rajzold le azokat a szakaszokat me-
lyek a 2-a+b és az a—Db kifejezéseket reprezentaljak!
(Szerb nyelven a reprezentalni sz6 helyet a megjeleniteni (predstaviti) szot hasznaljuk.)

_— —

a b

8. Irj le minél tobb egyenléséget a kép alapjin!

9. Egy kosarban m darab alma van. A masodik kosarban éttel tobb alma van, mint az
elsé kosarban. A harmadik kosarban kétszer annyi alma van, mint az elsé kosarban. Hata-
rozd meg hany alma lesz a harmadik kosarban, ha az almakat az elsé és a masodik kosarbol
attessziik a harmadik kosdrba!

10. Mit jelenthetnek a kovetkezo kifejezések:

2-b+a (b+1)-a 4-a
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11. Egy gyiimolcsésben k almafa és p szilvafa van. Mit jelentenek a kévetkezé egyenlo-
segek?
p=k
k=p+30
p=3k
pTk=70

12. 4 adott szamegyenesen hatarozd meg a 3+a és a 2-a —1 szamok helyét!

—_

0 1 a

\J

4.1.2 Az eldteszt eredményeinek elemzése

1. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):
Pontos valaszok szama: 7; helytelen valaszok szama: 1.

A négyzet egy ismeretlen

N és T (a tanuldk nevének kezdé betiii) a kovetkezéképpen irta az eredményt: o=40. Ok
a négyzetet ismeretlenként kezelték (tigy ahogyan a hatodik osztalyban hasznaltuk a kiilon-
boz0 alakzatokat az ismeretlen megjeldlésére, amikor egyenleteket oldottunk meg ,.lebonto-
gatasi” modszerrel).

A négyzet egy keret
Hat tanulo, keretként ,,1atta” a négyzetet, melybe bele is irtdk a keresett szamot.

Az egyenldségjel hibas értelmezése

Olivér megoldésa kovetkezik:

110-52=[58]+18=76

Az interjin megnéztiik kozosen a megoldasat és megkérdeztem:

G (a tanar nevének kezdd betlije): Kibovitetted az elsé feladatot?

Q: Igen! A tanarnd biztosan elfelejtette megrajzolni a masik négyzetecsket, ezért én meg-
rajzoltam.

A tanuld balrdl jobbra haladva eldszor a /70 —52=-re dsszpontositott. Az ,,=" jelet: ird
le az eredményt-ként ,,0lvasta”. A tanuld szerint a négyzet az eredmény szamara kijelolt
iires helyet jelentette. Ezért kiszamolta a 7/0 —52-t és az eredményt beleirta a négyzetbe.
Kovetkezik a 58+18. Az elébbiekhez hasonldan most is kiszdmolta az 6sszeget, az 6sszeadas
eredményének leirasahoz egy ujabb ,,=" jelet és négyzetet hasznalt.

S a négyzetbe irta a 40-et, de ennek kiszamolasat hibasan jegyezte le:

110-52=58—-18 =40

A tanul6 az ,,=" jelet kétféleképpen értelmezte. Tudta, hogy a szamkifejezések az egyen-
16ség két oldalan egyenld értékiiek, ezért olyan szamot keresett, mely ezt az egyenldséget
felallitja. A szdmolasnal pedig, az ,,=" jelet: ird le az eredményt-ként ,,0lvasta”.

A masodik kisérleti csoport hat tanuldja jol hatarozta meg a 40-et (B bizonytalan volt: az 58-at
kijavitotta 40-re). V a négyzetet ismeretlennek, a tobbiek ,,keretnek™ tekintették. J hibazott, hasonléan
gondolkodott, mint O.

2. feladat megoldasai (elsé kisérleti csoport):

Szamolas nélkiil meghatarozott pontos valaszok szama: 2; szamoldssal meghatarozott pontos
valaszok: 2; hibas szamolds: 3; nem valaszolt 1 tanulo.
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N és T pontos valaszt adott szamolas nélkiil. Ok a négyzetet ismeretlennek tekintették.

O a masodik feladattal kapcsolatosan semmit sem irt. A megbeszélésen 6 is kérdezett:

O: Hogy lehet szamolas nélkiil kiszamolni?

Olivér szerint meghatarozni az ismeretlen szamot csak szamolassal lehet. Mivel a feladat
erre nem ad lehetdséget, ezért e feladattal tovabb nem foglalkozott.

A tobbiek nem analizaltak a kifejezéseket, de tudtak, hogy az ,,=" jel két oldalan egyfor-
ma értékii kifejezések allnak. Ok szamoltak (ketten jol, harman hibaztak) és az eredményt
beleirtdk a négyzetbe. S pontos megoldasa kovetkezik:

719 719—-261 =458 2488 3207
+ 2488 + 458 =2946
3207 2946 261
A masodik kisérleti csoportban szamolas nélkiil meghatarozott pontos véalaszok szama: 1; szamo-
lassal meghatarozott pontos valaszok: 1; hibas szamolas: 4; az ,,=" jel helytelen értelmezése 1 volt. V

oldotta meg szamolas nélkiil a feladatot és 6 volt az egyetlen, aki a négyzetet ismeretlennek tekintette.
L szamolassal oldotta meg a feladatott, még a tobbiek - J kivételével - szamolas kdzben hibaztak. J
hasonléan gondolkodott, mint O. Azzal, hogy az egyenldség jel, mely jelentése szerinte: szamold ki és
ird le az eredményt, helyettesithetd a négyzettel, az eredmény szamara kijeldlt hellyel. J kiszamolta a
719-261 kiilonbséget és az eredményt a négyzetbe irta: 719+2488=719-261+[458|+2488.

3. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):
Szdamolas nélkiil meghatarozott pontos valasztasok szama: 2; pontos valasztas szamoldssal:
2; helytelen vadlasztasok szama: 4.

Négy tanuld egyenlé értéki kifejezéseket kotott Ossze:

M szabaly felhasznalassal a kovetkez6t irta:
4= _ . =4
A tanul¢ arra utal, hogy: —/ - 58 =58 ¢és —1 -(—9) = 9.

D a kovetkez6 konkretizalast irta, hogy megindokolja valasztasat:
Marija 185 lepkét kapott. Elengedett 49-et. Milan is 185 lepkét kapott. O 58 lepkét engedett
el, de késobb fogott még 9-et. Most mindkettojiiknek ugyanannyi lepkéje van.

S és Z minden kifejezést kiszamolt és megtalalta az egyenld értékiieket.

A zardjeleket el lehet hagyni
E,N, O ¢ésTa 185—(58-9) és a 185-58-9 kifejezéseket kotottek dssze.
A tanulok magyarazatainak forditasai kovetkeznek:
O: A baloldalon is két minusz van és a jobb oldalon is két minusz van.
N: Jovannak 185 Ft-ja volt. Vasarolt egy fiizetet 58 Ft-és és elvesztett 9 Ft-ot.
Kérdésemre hogy mire vonatkozik ez a mondat, ramutatott mind a két (6sszekotott) ki-

fejezésre.
T irta az egyetlen magyarazatot, amelyben algebrai kifejezések is voltak:
u—(a-b)=u-a->b A zardjelek nem kellenek.

E nem irt magyarazatot, s mikor rakérdeztem, hogy miért valasztotta ezt a kifejezést,
nem valaszolt.

A masodik kisérleti csoportban a szamolas nélkiil meghatarozott pontos valaszok szama: 0; pontos
valasztas szamolassal: 4; helytelen valasztasok szama: 3. B, J, K és R kiszamolta a kifejezéseket és
kivalasztotta az egyenld értékiieket. L (magyarazata hasonlo, mint N-¢) és V (magyarazata: Mind a ket-
tonél a 185-bol kivonunk 58-at, és 9-et.) szerint a zardjeleket el lehet hagyni. I a jobboldali kifejezések
koziil kett6t is valasztott: a 185-58+9 és a 9—-185-58. Az ismert rimekben megfogalmazott mondokara
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(mely az a—(b+c)=a—b—c és az a—(b—c)=a—b+c mint szabalyra vonatkozik) hivatkozott: Ha a zardjel
elott minusz all a zardjelben valtozas lesz. A kivalasztott kifejezésekben a baloldalibdl kiindulva az
58-nak és a 9-nek eldjelei ,,megvaltoztak”, de I nem vette figyelembe, hogy a masodik kifejezésnél a
185 elgjele is ,,valtozott™.

4. feladat els6 tablazataval kapcsolatos megoldasok (els6 kisérleti csoport):

Minden tanulé a 100 ald a 102-t irta. Ezen kiviil teljesen jo megoldas: 1 volt; a helyes
részmegoldasok: 4; helytelen részmegoldas: 4.

N oldotta meg a teljes feladatot: tablazat helyes kitoltése (102, n+2) és a szabaly kor-
rekt megfogalmazasa irasban.

A tobbi tanul6 is jol hatarozta meg a tablazatban hianyz6 szamot, a 102-t. D, E, S és
T irasba is megfogalmaztak processzus alakban a szabalyt: a felsé sor minden szamdahoz
hozzaadva kettét, megkapjuk az alatta levé szamot.

D helyesen irta be a tablazatba a kovetkezot: n+2.

A szabaly sajatos alkalmazasa a betiikre

T a tablazatban n2-t irt az n ala, ebbdl ugy tiinik, hogy T nem tesz kiilonbséget ,,a kettével
nagyobb” ¢és ,,a kétszer annyi” kozott. Valojaban T az n-re is sajatos moédon alkalmazta az
megfogalmazott szabalyt. Szerinte hozzaadni kettdt, a betliknél azt jelenti, hogy: hozzairni
kettdt; ezért az n utan irt egy kettest.

Z atiblazatban az n ala n n n irt. O a betiiknél ,,a hozzaadni kettét” Gigy alkalmazta, hogy:
még kétszer leirta ugyanazt a betfit.

A betii jelentését az abécé-beli sorszaima hatarozza meg

M leirta a szerb cirill (Iétezik szerb latin dbécé is) abécé-t €s megszamolta, hogy n a
tizenhatodik betii. Ebbdl az kovetkezik szerinte, hogy # a tizenhat reprezentaciodja. A tizen-
hatnal kettével nagyobb szam a tizennyolc. Mivel o a tizennyolcadik betli ebben az abc-ben,
o lesz a feladat megoldasa.

S hasonl6an, mint az eldtte emlitett tarsa, az n sorszama alapjan megkapja a 16-ot, amely-
hez hozzaad kett6t és megkapja a /8-at.

A masodik kisérleti csoportban egy tanuld sem adott teljes megoldast, helyes részmegoldasok sza-
ma: 4, helytelen részmegoldasok szama 3. R semmit sem irt. A tobbiek a /02-t irtdk a tablazatba. B és
I szavakkal is megfogalmazta, eljarasi formaban a szabalyt. L és V a tablazat mellé szoveg helyet +2-t
irt. Az n megfeleldjét, az n+2-t, V és I hatarozta meg. J az n+2 helyet a 2n-t irta. B (illetve K) szerint az
n megfeleldje az o mert a sorszama a szerb abécében kettdvel nagyobb, mint az n sorszama.

4, feladat masodik tablazataval kapcsolatos megoldasok (els6 csoport):

Helyes megoldas: 1; helyes részmegoldas:3; helytelen részmegolddasok: 3; O semmit
sem irt.

A tablazatban az 1000-nek megfelelé szamot, a 1000000-t M, N, S és Z jol hatarozta meg.
N és S szavakkal is megfogalmazta a szabalyt processzus formajaban: a megfeleld szamot
meg kell szorozni 6nmagaval. Az m megfeleljét csak N a kdvetkezOképpen irta le: m - m.

A betii jelentését az abécé-beli sorszaima hatarozza meg
Mivel az m sorszama a cirill dbécé-ben (azbuka) /5, S megszorozta onmagaval a /5-6t
és a 225-06t kapott.

A tablazat kiillonb6z6 szamaira kiillonb6z6 szabalyok vonatkoznak
F a kovetkezot irta: Egyszer 2-vel, egyszer 6-tal kell szorozni. Az 1000-et megszorozta
kettdvel és a tablazatban a 2000-et irt. Az m megfeleljét nem adta meg.
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T, +2” jeloléssel és egy nyilall jelezte, hogy a 2-nek, 4 felel meg; ,,+307-cal és a nyillal,
hogy a 6-nak a 36 a megfeleldje. Ebbdl arra kovetkeztetett, hogy az 1000 megfeleldje az
1002 (ezt ,,+2”-vel meg is jeldlte) és az m megfeleldje a: m30. Ugyantgy, mint a 4.a feladat-
ban az m-hez hozzairta (,,hozzaadta”) a 30-at .

A tanuldk, az el6z6 feladattal ellentétben, két szabalyt fogalmaztak meg egy tablazattal
kapcsolatosan: az els6 a paros helyeken levd, a masodik a paratlan helyeken levd szamokra
vonatkozott

D megoldasa:

L2865 1000, T m
| 4136 41000

2+4 = 6; 6:6 =306; 6+36 =42; 42-1000 = 42000. A tanulo szabalya alapjan az 1000-nek a
42000 a megfeleldje. Az altalanos tagot 6 sem hatarozta meg.
O semmit sem irt a feladattal kapcsolatosan.

A masodik csoportban 5 helyes részmegoldas, helytelen részmegoldasok: 4; R semmit sem irt.
B, I, K és V az 1000 ala a tdblazatban az 1000000-t irta. Csak B fogalmazta meg irasban a szabalyt
eljarasszert alakban. I és V irta le a kovetkezot: m'm. B szerint az m-nek az m felel meg. K a 17-et
(m a 17. betli az dbécében) megszorozta Snmagéaval és megkapta a 289-et de, mivel 289 betiije nincs
az abc-nek, az m megfeleldjét képtelen volt meghatarozni. L ,,-2”-vel, jelzi, hogy a 2-nek 4 felel meg;
,-6”-tal, azt hogy a 6-nak 36 felel meg. Osszekétve a kettdt leirja: 2 - 6 = 12 és ,,-12”-vel jelzi, hogy
az 1000-nek a 12-szeresse, a 12000 felel meg. Az m megfeleldjét nem adja meg. J az elsé szamparra
érvényes Osszefliggést minden szamra kiterjesztette ¢s megkapta az 1002-t. Az m megfelel§jét nem
hatarozta meg.

5. feladat els6 képsorara vonatkozé megoldasok (els6 kisérleti csoport):

Helyes megoldas: 2; helyes részmegoldds:4, helytelen megolddsok és részmegolddsok:
3, O csak rajzolt.

A mésodik kérdésre D és N irta le helyesen a masodik kérdés valaszat: p-4. D megrajzol-
ta a negyedik képet is.

Helytelen valaszok

Mivel p a 19. betii a cirill abécé-ben S a masodik kérdés valaszaként a kdvetkezot irta:
19 -4 =16.

M az elsé kérdésben megjelend 50-est és a masodik kérdésben megjelend p-t , kototte”
Ossze és a kovetkezot irta le: 50 - p.

F a két kérdésre azonos valaszt adott: 4. A megbeszélésen a kdvetkezét mondta:

E: Minden sorban 4 pont van.

Azzal hogy észrevette, hogy minden sorban négy pont van F megtette az elsé 1épést a
megoldas felé; de itt megallt, gondolvan, hogy meg van a megoldas.

O a feladattal valo foglalkozas kdzben — segitségiil - rajzot hasznalt. Jol rajzolta le a 4.
és az 5. képet, de mast nem irt.

A masodik csoportban helyes megoldas: 2; helyes részmegoldas: 4; helytelen részmegoldas: 1 volt.
R nem irt megoldast. R kivételével az els6 kérdésre mindenki jol valaszolt. A valaszok kdvetkeznek: B,
L JésL: 200; K: 4 -50 (lerajzolta a 4. képet); V: 50 sor - 4 pont.

A masodik kérdésre két tanulo a kovetkezdképpen valaszolt: V: p sor - 4 pont; J: 4p.

Mivel a p a 20. betli a magyar abécé-ben K a kovetkez6 valaszt adta: 4 -20.

R a kovetkezdt irta: Ilyet soha sem tanultunk.
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5. feladat masodik képsorara vonatkozé megoldasok (elsd kisérleti csoport):

Helyes megoldas: 2, helyes részmegolddas:2; helytelen részmegoldasok: 3; O csak raj-
zolt; ¥ semmit sem irt.

D, M, N és S valasza az els6 kérdésre pontos volt: 2500.

D és N adott helyes valaszt a masodik kérdésre is: p - p. D megrajzolta a 4. képet.

Helytelen valaszok

T és Z azt irta, hogy az 50. képen 150 pont van. A megbeszélésen T mutatta a harmadik
képen, hogy minden sorban harom pont van. Ebbdl szerinte az kdvetkezik, hogy a tobbi ké-
pen is harom pont van minden sorban.

Figyelembe véve, hogy a p a 19. betii a cirill abécé-ben S kiszamolta, hogy a masodik
kérdésre a valasz a kovetkez6: 261 pont van.

O a 4. képet helyesen rajzolta le, de mast nem irt.

F semmit sem irt a feladattal kapcsolatosan.

A masodik csoportban helyes megoldas: 7; helyes részmegoldas: 3; helytelen megoldas és rész-
megoldas: 3 volt. B, I, V és Z helyes valaszokat adott az els6 kérdésre: B és I: 2500; V: 50 sor - 50
pont; Z: 50 -50 (Z lerajzolta a negyedik képet.). A masodik kérdésre V pontosan valaszolt: p sor - p
sor. L az elsO kérdésre a kdvetkez6t valaszolta: 150, a masodikra: p p p (haromszor p). Arra gondol,
hogy a sorokban minden képen harom pont van. J az 50. kép pontjainak szamat a kovetkezdképpen
irja le:

(1+4+9)-50. Az els6 harom képen levé pontok 0sszege megszorozva dtvennel.

R a pontok szamat az elsé sorra vonatkoztatja. A valaszai a kovetkeznek:

50 pont van; p pont van.

6. feladat megoldasai (elso kisérleti csoport):
Helyes megoldasok szama: 3; helyes részmegoldas: 4, helytelen megolddas 1.

Helyes valaszok

M és T megoldasai hasonloak voltak. M valaszai kovetkeznek:
Az a kérdés valaszai: O=2-h+2-2; P=h2

A b kérdés valaszai: O=n-2+(m+3)-2; P=n'(m+3)

D magyar jeloléseket hasznalt:

Az a kérdés valaszai: K=h+h+2+2; T=2"h

A b kérdés valaszai: K=n+n+(m+3)+@m+3); T= n-(m+3)

A valaszokban hidnyoznak a zaréjelek

N megoldasai kovetkeznek:

Az a kérdés valaszai: O=(2+h)-2; P=2h

A b kérdés valaszai: O=n+(m+3)-2; P=n-(m+3)

A tanuld az a kérdés keriileténél jol hasznalja a zarojelet, de a b kérdés keriileténél ezt
nem teszi meg és hibazik. A teriiletet jol hatarozza meg.

O a teriiletet hatarozza meg:

Az a kérdés valaszai: P=2-h A b kérdés valaszai: P=n-m+3

A b kérdés valaszaban a tanuld nem hasznal zardjelet ezért a valasza hibas.

Hamis képletek alkalmazasaval megadott valaszok

S és Z jo teriiletképletet, de hamis keriiletképletet hasznalt:

S valasza a kovetkez0:

Az a kérdés valaszai: O=(2-2)-(2-h), P=2h

A b kérdés valaszai: O=2-n - 2-(m+3), P=n-(m+3)
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S a keriiletnél, ahelyett hogy 6sszeadna, hamis szabalyt (O=2-a - 2-b) alkalmaz, az oldal-
hosszak kétszeresét megszorozza egymassal.

Z a kovetkez6t irja magyar jelzéseket hasznalva:

Az a kérdés valaszai: T=2h , K=2+h

A b kérdés valaszai: T= n-(m+3) K=n+(m+3)

A megbeszélésen megkérdeztem, hogy hogyan szamoljuk ki a téglalap kertiletét és terti-
letét. A kovetkezot valaszolta:

Z: A keriiletet ugy szamoljuk ki, hogy az oldalakat osszeadjuk. A teriiletet ugy hogy az
oldalakat megszorozzuk.

A tanul6 a teriilet képlete alapjan megalkotja a keriilet hamis képletét (K=a+b) és ezt
alkalmazva hibazik. A hamis képletek alkalmazasabol arra kdvetkeztetek, hogy a tanulok
megértés nélkiil tanultak a képleteket.

A tanul6 nem alkalmazza jol a képletet és hianyoznak a zaréjelek is

F a kovetkezo6t irta:

Az a kérdés valaszai: O=2+h-2, P=hb

A b kérdés valaszai: O=n+m+3-2, P=n'm+3

E a teriilet képletet (P=a'b) leirta, de az els6 téglalap teriiletének meghatarozasanal a
kettest nem helyettesitette be. A keriiletnél hianyoznak a zardjelek, ugyantigy ahogyan a b
kérdés valaszainal is.

A masodik csoportban helyes megoldas: 2; helyes részmegoldas: 4; helytelen megoldas: 7 volt.

Helyes megoldasok: L a kdvetkez6t irta: O=h+2+h+2, P=2-h; O=n+m+3+n+m+3, P=n-(m+3);
V megoldasai: O=2-(h+2), P=2-h; O=2-((m+3)+n), P=(m+3)n.

A vélaszokban hianyoznak a zardjelek: K valaszai: K=2-h+2-2, T=2-h; K=2-n+2-m+3, T=n-m+3;
B valaszai: O=2-h+4, P=h-2; O=2n+2m+ 3, P=m + 3n.
Hamis képletek alkalmazasaval megadott valasz: J valaszai: O=2+2 + h+h, P=2-2 + h'h;
O=n+n + m+3+m+3, P=n'n + m+3-m+3. A tanul6 hamis analogiat hasznalva a keriilet képletbol
(K=at+a + b+b) teriiletképletet konstrudl (T=a-a + b'b) és ezt, zarojeleket kihagyva, alkalmazza az
adott téglalapokra.

Hamis algebrai atalakitas szerepel a megoldasban: 1 a kdvetkezot irta: O=2-2+h-2, P=2h;
O=n-2+(m+m+m)-2, P=n-(m+m+m). A tanul6 hamis atalakitast (3+m=m+m+m) alkalmaz.

A tanul6 képtelen alkalmazni a képleteket:

R a kertilet ¢és a teriilet képleteit leirta (O=2-a+2-b, P=a'b), de nem alkalmazta ket a konkrét
feladatokra. Késdbb megmutattam neki a valaszat és megkérdeztem:

G: Mért nem hataroztad meg a téglalapok teriiletét és a keriiletét, hiszen tudod a képleteket?

R: Nem tudtam kiszamolni. Ott ahol irja, hogy 2, nem két centiméter!

G: Megmeérted a téglalap oldalait?

R: Igen.

A tanul6 konkrét szamot keres, melyet reprezental a 4. Méréssel probalta meghatarozni a A-t, de
megzavarta a tény, hogy a téglalap masik oldalanak megadott hossza (szerinte: két centiméter) nem
egyezik a méréssel megkapott hosszal.

7. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):
Helyes megoldas: 3; helyes megoldas méréssel: 3, helyes részmegoldas: 2.

Jol elvégzett ,,6sszeadas” és ,,kivonas” a valtozok reprezentaciodival
N, T és Z, ismerve a szakaszok ,,0sszeadasat” és ,,kivonasat”, korzo segitségével, meg-
hatarozta a 2a + b és az a — b reprezentacioit.
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A szakaszok ,,kivonasa” nehézséget okozott

e

Kivonasat” nem tudta értelmezni, ezért az a — b kifejezéshez a kovetkezot irta:
Nem tudom!

S a kovetkezot rajzolta:

—_ —
oC + & 4 & a - I

A szakaszok ,kivonasa” ugyanugy, mint a szakaszok ,,0sszeadasa”, a szakaszok egy-
mashoz valo csatlakoztatasaval torténik. A megbeszélésen megkértem a tanuldt hogy rajzolja
meg az a + b és az a — b reprezentdcioit. Két egyforma hosszusag szakaszt kiilonb6zo
algebrai kifejezéssekkel jelolt meg. Szamara a dologban semmi sem volt furcsa. Ebbdl arra
kovetkeztetiink, hogy az: egyenlé hosszisagu szakaszoknak megfelelnek az ekvivalens al-
gebrai kifejezések elvet a tanuld nem tudja.

A mérés hasznalata
M, O és F lemérték a szakaszokat, majd ezen értékeket hasznaltak a feladat megoldasa-
ban. F a kovetkez6t irta:

a=16mm  b=12mm  2-a+b=44mm  a-b=4mm

A tanulok szdmara az a és a b a megfeleld szakaszok hosszat jelentik, melyeket méréssel
meg lehetett hatarozni. Behelyettesitették a kifejezésekbe a megmért szakaszok hosszat és
megkaptak a 2a+b-t és a a—b-t. Ez alapjan megrajzoltak a kereset szakaszokat.

A masodik csoportban a helyes megoldasok szama: 3; helyes megoldas méréssel 4 volt. I, L és V.
jol rajzolta meg a kifejezések reprezentacioit. B, J, N és K méréssel hatarozta meg a szakaszok hosszat,
ez alapjan kiszamolta a keresett szakaszok hosszat (2-a+b=44mm; a—b=4mm) és megrajzoltak ezeket.

8. feladat megoldasai (elso kisérleti csoport):
Helyes megoldas: 5; helytelen megoldas 3.

Az egyenldségek jobb oldalian csak egy betii talilhato
D, N, O, S és Z hasonldan oldotta meg a feladatot (ketten két egyenléséget, harman ket-
tot irtak). N megoldasa kovetkezik:

xt+txti=e
atb=e
2xt+5=e

A szakaszok ,,0sszegéb0l” a tanuldk a megfeleld szamok szimbolikus reprezentaciodi Os-
szegére kovetkeztetnek és leirjak az algebrai kifejezéseket. A szakaszok ,,0sszegének™ hossza
vel. A megoldasokban nem szerepel a: 2x+5 = a+b egyenldség. Szerettem volna ennek az
okat kideriteni, ezért megkérdeztem a tanuldkat, hogyan hataroztak meg az egyenloségeket.

Tébben mutattak, hogy a szakaszok hossza egyenld. D adott magyarazatot.

D: e az eredmény!

A tanulok megszoktak, hogy az aritmetikaban az egyenléség jobb oldalan egy szam, az
eredmény all. Az e kifejezés az egyediili mely csak egy betiibdl all, ezért a tanulok ezt tekin-
tik eredménynek ¢€s csak e allhat az egyenldség jobb oldalan.
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A Kkifejezésekben nincs ,,+” jel
Két tanulé hasonlé megoldasokat irt:

M megoldasa: xx5=e T megoldasa: e=ab
ab=e x,x,5 =ab
xx5=ab e=xx3

A tanulok altal megalkotott kifejezésekben nincsenek ,,+” jelek, viszont mindketten ,,sa-
jatos moédon” leirtak az x+x+5 = a+b kifejezést. Ugy tiinik, hogy a tanulék jobban tudnak
Osszpontositani az egyenldség fogalmara és nem az eredményt keresik, ha az aritmetikabol
ismert ,,+” jelet nem hasznaljak.

A megoldasokban csak algebrai kifejezések szerepelnek
F csak algebrai kifejezéseket irt az egyes szakaszokkal kapcsolatban (egyébként jol), de
nem kapcsolta dssze az egyenld hosszusagu szakaszokat (sem a megfeleld kifejezéseket):
2x+5 és a+b

A masodik csoportban a helyes megoldasok szama: 5; helytelen megoldas 2 volt. J, K, L és V.
megoldasa hasonl6 volt, mint N-¢ az els6é csoportbol. Csak I megoldasaban szerepel az: a+b = x+x+5
egyenléség. B csak algebrai kifejezéseket ir. Az R altal leirt egyenldségek (x+5 = x; x+5ab+e = x)
hamisak. A benniik megjelend kifejezések nem reprezentaljak a harom egyenlé hosszisagl szakaszt,
bar a kifejezésekben csak a feladatban megjelend szam és valtozok szerepelnek. Mikor megkérdeztem
miért irta igy az egyenldségeket, nem kaptam valaszt.

9. feladat megoldasai (clsé kisérleti csoport):
Helyes megoldas: 1; helyes részmegoldas. 5; helytelen megoldas 2.

Jol meghatarozott algebrai kifejezések
D, N ¢és T hatarozta meg pontosan az algebrai kifejezéseket, amelyek az almak szamat
reprezentaljak az egyes kosarakban:
Els6 kosar: m Masodik kosar: m + 5 Harmadik kosar: 2-m
Csak T adta jol dssze a kifejezéseket. A kovetkezot irta:
m+m+5+2-m = 2m+5+2m = 4m+5
A masik két tanul6 hibas dsszege a kovetkezo volt:
m+m+5+2m =2m+7-m = 14+2m
m+(m+5)+(2:m) = m+m+5+2-m = Im~+7
A tanulok a szamokat a szamokkal adjak 0ssze, vagy szorozzak 0ssze (beleértve a koef-
ficienseket is). Az m betiiket az utolsé 1épésben megszamlaljak.

A tanul6 nem tesz kiilonbséget a ,,valamivel tobb” és
a ,valahdnyszor annyi” kifejezések kozt
E a kovetkez6 eredményt irta le: m+m-5+m-2.
Az m-nél 5-el nagyobb szam reprezentacioja az: m-5.
irja:
Mle: it X Jzosgin ¢ g
o Vogurzon. & X+9,

S3iX+549=
X=(5+M13=
X=E)—:3
K =2, %3
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Ez egy szoveges feladat. A szoveges feladatokban eddigi tanulmanyai soran a tanulonak
meg kellett hataroznia az ismeretlen szamot (amelyet altalaban x-szel jel6ltiink). Mivel az m
értékét nem tudja, x-szel jeloli €s igyekszik kiszdmolni azt. Az almak Gsszegét reprezentald
kifejezés hasonlit egy egyenletre. A tanuldé modositja a kifejezést: az elsd ,,+ jel helyére
»= jelet képzel (az ,,=" jelet a kifejezés végén elhagyja) és igy egy ismerds tipusu feladatot
(egyenletet) kell megoldania, amit meg is tesz.

A nyelvi nehézségb6l adodé hibas megoldas

Z a kosarakban levé almak szamat a kovetkezOképpen reprezentalta:

Els6 kosar: m Masodik kosar: m + 5 Harmadik kosar: 2-m >

A megbeszélésen elolvasta hangosan a feladatot, megnézte a megoldasat és ekkor, meg-
kérdezem téle:

G: Mit jelent a: 2:m > kifejezés?

Z: Ketszer tobb.

G: Mit jelent a: 2-m és mit a: > jel?

Z: Kétszer, ramutatott a 2-m kifejezésre. Tobb, mutatta a. > jelet.

G: Ha az elsé kosarban 20 alma volna, hany alma volna akkor a masodik, s hany a
harmadik kosarban?

Z: A masodikban 25 volna.

Par percig gondolkodik.

Z: Nem tudom, mondja.

G: Nem tudod?

Idegesen forgatja a ceruzat és hozzateszi:

Z: Nem tudom, hany almaval van tébb, mint negyven.

A tanul6 a feladat szovegezésében a harmadik koséara vonatkoz6 mondatot nem értette
meg.

A nehézséget az okozta, hogy magyarul: a ,,kétszer annyi” konstrukcio helyett a szerb
nyelvben: a ,,kétszer tobb” nyelvi konstrukciot hasznaljuk. A tanuld ezt ugy értelmezte, hogy:
a kétszeresénél tobb. Ekkor megprobalta a szovegbdl kiolvasni, hogy mennyivel tobb, de
mivel ezt az adatot a feladat szovegezése nem tartalmazta, megzavarodott. (A tanuld csak
az 6todik osztalyban kezdett tanulni szerbiil. Nagyon jol halad, most mar az éran majdnem
mindig szerbiil beszéltiink, de még vannak nyelvi nehézségei.)

A betii szerb abécé-beli sorszama a betii jelentésének a meghatarozoja
Mivel S tudja, hogy az m a tizen6tddik betii a szerb abécé-ben a kovetkezd megoldast
irta:
15+20+30=65

A tanulé mell6zi az m betiit és a szoveg értelmezése is nehézséget okoz
O rajzot készitett és a kovetkez0 valaszt irta:

@ @zm

e g e y apety o

Osszesen 8 alma lesz a harmadik kosdrban.
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A tanul6 a rajzokat gyorsirasként hasznalja. ,,A kosarban m alma van” mondatot, egy
kosarban levé m betlivel és egy almaval reprezentdlja. A masodik kosarban 6t almaval (a
szerben a ragnak megfeleld el6szo az 6t sz6 eldtt all és a mondatrész Ggy hangzik, hogy: 6t
alma) van tobb mint, az els6 kosarban, mondatban a tanuld, a kosdrban 6t alma van, mon-
datrészre, 6sszpontosit €s ezért 6t almat (egy 6tdst €s egy almat) rajzol. A harmadik kosarban
kétszer annyi alma van, mint az elsé kosarban, mondatot, egy kosar és benne a 2m ¢és egy
alma (kétszer az els6 kosarban levé almék szama), reprezentalja. O a rajzokban mellézi az m
betiiket és csak az egy almat, 6t almat és a két almat adja dssze.

A masodik csoportban helyes megoldas: 0; helyes részmegoldas: 6; helytelen megoldas 1 volt. L
¢és V hatarozta meg pontosan a kosarakban levé almak szamat, de az 9sszegiiket nem szamolta ki jol.
A kovetkezdket irtak: Vi m+(m+3)+(m-2)=(m+m+m)+5-2=3m+10; L: m+5+2-m. (Az els6 kosarrol
megfeledkezett.) K nem tesz kiilonbséget a ,,valamivel tobb” és a ,,valahanyszor annyi” kifejezések
kozott. I és R a feladat szovegének masodik mondatabol azt értette, hogy a masodik kosarban 5 alma
van. B a kovetkezot irja: x; x + 5; x°2; x = 5-2; x = 10. A tanulo a jelenlévé szamokat felhasznalva
,Kiszamolja” az ismeretlen szamot. J a feladatot bévitette egy feltétellel: az almak szama a végén a
harmadik kosarban, vagy 6tvenkettd, vagy huszondt kell, hogy legyen, hiszen e szamok szamjegyei
kett6 és 6t (ezek vannak jelen a feladat szovegezésében). A tanuld probalkozassal meghatarozta, hogy
az els6 kosarban 5 alma van.

10. feladat megoldasai (clsé kisérleti csoport):
Helyes jelentések szama: 25 (ebbdl 15 szakaszhossz mérdszama jelentés volt; 4 tanulo
csak ilyen jelentést fogalmazott meg), helytelen jelentések szama: 7 volt.

Helyes példak:
A kifejezés szakaszhosszra, Keriiletre vagy teriiletre vonatkozik
A tanulok rajzoltak a kovetkezdket:

A 2-b + a kifejezés: 0- & 4
lr * U e 1 4 pv
—_—t — 2
Ly b+ oo T
szakaszhossz (D,M,N,F,0,T,Z,) keriilet (M) kertilet (N)

A (b + 1)-a kifejezés:

& A
G
Q
O

Teriilet (T,Z)
A 4-a kifejezés:
o~
2 4 a9 Lo OB Ej ™
Yy
Szakaszhossz (M,N,F,0,T,Z,1,.V) keriilet (M,N) teriilet (N,T.Z)
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Es6 latasra ugy tinik, hogy a tanulok jol értelmezik a bettiket. Hogy errél megbizonyo-
sodjak késdbb a tanulok rajzait megdicsértem és megkérdeztem, hogy a rajzokon megjelend
betiik mit jelentenek. A valaszok azonosak voltak: A betli az oldal, illetve szakasz neve. A ta-
nulok az algebrai kifejezést gyorsirasnak tekintik (pl. 4-a, nem a négyzet keriilete M szerint,
hanem a kovetkezé mondat roviditése: Egy négyzet keriiletét ugy szamoljuk ki, hogy néggyel
megszorozzuk az oldalanak hosszat.).

Szoveges valaszok
T a kovetkez6t irta a 4-a kifejezéssel kapcsolatosan:

bu‘LLLLlLAaCL Latia ‘i&an]: I &1&
- Cﬁ%w&?\ Kls ofta -

Milicanak négyszer annyi forintja van, mint Annanak.
A betii szamot (forintok szamat) jelent.

Helytelen példak:

A betii targyat reprezental

Hérom tanul6 a betiit targynak tekinti:

A 2-b + a kifejezéssel kapcsolatos valaszok:

A &S b

Két fekete és egy fehér ceruza. (O rajza) Két alma és egy korte. (S rajza)

Markonak két atlatszo és egy tarka iiveggolyoja van. (E mondata)

F és O szakaszok ,,0sszegét” is rajzolta. Ebbdl arra kdvetkeztettem, hogy a betii szakaszt

¢és nem szakaszhosszt jeldl.
A 4-a kifejezés reprezentacioi:

oo $44

Négy labda. (O rajza) Négy szem megy. (S rajza)

Szakaszok ,,0sszegével” a szorzast is lehet reprezentalni
Felhasznalva a szakaszt a nyolcadik feladatb6l S megrajzolta a kifejezések ,,reprezenta-
cioit™:
A (b + 1)-a kifejezés reprezentacidja:
«l——*-—-r——" ’ L |
I tye O ‘1 < oo

A 4-a kifejezés reprezentacidja:

A masodik csoportban helyes jelentések szama: 17 (ebbdl 13 szakaszhossz jelentés volt; 1 tanulo

csak ilyen jelentést fogalmazott meg); helytelen jelentések szama: 1 volt.
A tanuldk hasonl6 reprezentaciokat rajzoltak, mint a tanulok az elsé csoportbdl. L szerint a 4-a

jelentése négy csoki volt.
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11. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):

Els6 egyenloség értelmezése: helyes: 4, helytelen: 3; nem valaszolt: 1 tanulo.
Masodik egyenliség értelmezése: helyes:2; helytelen: 5; nem valaszolt:1 tanulo.
Harmadik egyenloség értelmezése: helyes:2; helytelen: 5; nem valaszolt: I tanulo.
Negyedik egyenloség értelmezése: helyes:5; helytelen: 2; nem valaszolt: 1 tanulo.

A szamok viszonyat kifejezé valaszok

D, M, N, T és Z az els6 és a harmadik és N a masodik ¢s a negyedik egyenléség értelme-
z¢ésénél az almafak és a szilvafak szamanak viszonyat mondatban fogalmazta meg. D, M, N
¢és T hasonloan interpretalta az els6 egyenldséget.

Ugyanannyi almafa van, mint szilvafa.

Z a kovetkezOt irta:

Ugyanolyan almafa van, hanem szilvafa.
Ima isto stabala jabuka nego stabala §ljiva.

A tanul6 j6 gondolata ami a hallgatd szamara nehezen vagy valdsziniileg egyaltalan nem
érthet6. A hiba abbol adédik, hogy a mint (szerbiil: kao) helyett a hanem (szerbiil: nego)
kotdszot hasznalta. A szerb nyelvben csak akkor hasznaljuk a mint sz6t, ha a két mennyiség
egyenld (ugyanannyi almafa van, mint szilvafa). Ha a két mennyiség nem egyenlé (szilva-
fakbol tobb van) a hanem szo6t hasznaljuk (haromszor annyi almafa van, hanem szilvafa). A
tanuld tudja, hogy a magyar ,,mint” szonak két megfeleldje van a szerb nyelvben, de még
mindig nem kiilonbozteti meg, hogy melyiket mikor kell hasznalni. Az ugyanannyi (isto to-
lika) helyet csak az isto (ugyanolyan) sz6t hasznalta.

Egyediil N interpretalta jol a masodik egyenléséget:

A kertben harminccal t6bb almafa van, mint szilvafa.

D értelmezésének forditasa kovetkezik:

Harminccal tébb szilvafa van, mint almafa.

A mondat tiikorforditasa: Van 30-cal tobb szilvafa, hanem almafa.

D-t a megbeszélésen megkérdeztem:

G: Mit jelent a feladatban a k és a p és hogyan hataroztad meg hogy az egyenldség mit
Jjelent?

D: Almafak a k és szilvafiak a p, volt a valasz. D az ujjat htizta a p+30-on és olvasta: Har-
minccal tobb szilvafa van, mint (mutat az egyenldségjelre) almafa (mutat a k-ra).

A tanul¢ az algebrai jeleket gyorsirasi jelekként, szavak roviditéseként értelmezi. Valo-
jaban a kovetkezoképpen olvassa a valaszat:

Egyenléségjel bal oldala: almafak (k). Egyenldségjel jobb oldala: szilvafak (p), meg (+),
harminc (30). Az egyenldségjel ugyanazon az oldalan levd szavakat 6sszekoti (6sszeolvassa).
Ismer6s szamara az aritmetikabol hogy a ,,+30” harminccal nagyobbat jelent, ezért az egyen-
16ségjel jobb oldalat a kdvetkezOképpen olvassa: szilvafik harminccal nagyobb. Modosit:
harminccal tobb szilvafa. Az egész egyenlOséget igy olvassa: almafak, egyenld, harminccal
tébb szilvafa. Ezt elkezdi értelmes mondatta alakitani: Van harminccal t6bb szilvafa egyenld
almafak. Modosit és megkapja: Van harminccal tébb szilvafa, hanem (mint) almafa.

M az almafak ¢s a szilvafak viszonyat, s az eljaras leirasat is megfogalmazza valaszaban.
Az ¢ olvasataban a szavak sorrendje nem valtozik: almafak (k) ugyanannyi, mint (=) szilva-
fak (p) meg (+) harminc (30). Modositas (ragoz, bovit a kovetkez6 szavakkal: van, mint, még
és a meg szot feleseréli, a hozzaadunk szoval): almafakbol van ugyanannyi, mint szilvafakbol
és még hozzaadunk harmincat. Ebb6l kdvetkezik: Ugyanannyi almafa van, mint szilvafa meg
még hozzaadunk harmincat.

A harmadik egyenléség értelmezését Z, aki magyar nyelven gondolkodik, a magyar
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mondatot forditotta szerb nyelvre, ezért nagyon nehezen érthetd. Azt irta, hogy: Hdaromszor
annyi szilvafa van, mint almafa.

A helyes szerb mondat tiikdrforditasa: Van haromszor tobb szilvafa, hanem almafa. (Ima
tri puta vise stabala §ljiva nego stabala jabuka.) A magyar nyelv a hdaromszor annyi konst-
rukcidt és a mint szot hasznalja nem pedig a szerb hdromszor t6bb konstrukciot és a hanem
szot.

D, N és M a harmadik egyenldséget hasonloan értelmezte. M mondatanak forditasa ko-
vetkezik: Haromszor annyi almafa van, mint szilvafa.

A mondat tiikkorforditasa: Van haromszor tobb almafa, hanem szilvafa.

Ugyanugy, mint a masodik egyenletnél, a tanuldk itt is gyorsirasi jeleknek tekintik az
algebrai jeleket, s igy olvassdk dket: harom (3), szor (-), almafak (k), egyenl6 (=), szilvafak
(p). Osszeolvasva: Haromszor tobb almafik, egyenld, szilvafik. Amib6l a médositas utan
kovetkezik a leirt mondat.

D, M, N és Z a kdvetkezdképpen értelmezték a negyedik egyenldséget:

Osszesen 70 almafa és szilvafa van.

Eljarast leiré valaszok

A masodik, harmadik és negyedik egyenldség értelmezésénél csak T irt le eljarast:
Ha ahhoz, ahdany szilvafa van, hozzaadok harmincat, megkapom azt, ahany almafa van.
Ha azt, ahany almafa van, megszorzom harommal, megkapom azt, ahdany szilvafa van.
Ha dsszeadom azt ahany almafa és szilvafa van, hetvenet kapok.

A betii jelentését meghatarozza az abécé-beli sorszama
S szdméra k a 12, p pedig a 19 reprezentacioja (ka 12., p a 19. betii a cirill dbécé-ben). O
az egyenldségeket a kovetkezOképpen értelmezi:
12=19; 19=12+30; 19=3-12; 19+12=70
A megbeszélésen kideriilt, hogy a kislany érdekes és élvezetes jatéknak tekintette a betiik
szamokra valo atvaltasat, s tudja hogy a felirt egyenldségek nem igazak, de ez nem zavarta
ot, mert hamis mondatok is 1éteznek.

A betii egy targyat jelent
F és O szerint a feladat szovegezésében k egy almafa, p pedig egy szilvafa reprezentaci-
0ja. A diakok talalnak egy mérhetd (szamlalhato) tulajdonsagot, amely alapjan lehetséges a
fakat egymassal 6sszehasonlitani.
O valaszaiban eljarasokat fogalmaz meg és a fak magassaganak viszonyat:
A fak egyforma magasak. (k és p fakat, az ,,=" pedig egyforma magasat jelent)
A fak egyforma magasak, ha 30 cm-t hozzdadok a szilvafihoz. (A 30, 30cm-t jelent.)
A fak egyforma magasak, ha megszorzom a k-t harommal.
Ha a magassdgokat 6sszeadom, 70 cm-t kapok. (k és p itt a megfelel6 fak magas-
sagat reprezentaljak.)
F az els6 és a harmadik egyenlet kapcsan a kovetkezot irta:
Ez lehetetlen!
G: Miert lehetetlen?
E: Egy almafan kevesebb (darab) alma terem, mint szilva egy szilvafan. Nem lehet egy-
forma!
G: Es a harmadik egyenléség?
F: Nem lehet tobb alma, mint szilva!
A masodik és a negyedik egyenldség értelmezései:
Harminccal t6bb szilva van, mint alma.
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Osszesen 70 szem gyiimélcs van.
Az értelmezésekben k a szilvak szot, p pedig az almak szot helyettesiti. A tanuld egy
szilvafara és egy almafara gondol és a fak gylimolcseinek szamat, hasonlitja dssze €s a sajat
tapasztalatai alapjan itéli meg az egyenldségeket.

Masodik kisérleti csoport:

Els6 egyenléség értelmezése: helyes: 5; helytelen: 2. Masodik egyenldség értelmezése: helyes:3;
helytelen: 3; nem valaszolt:1 tanuld. Harmadik egyenldség értelmezése: helyes:3; helytelen: 3; nem
valaszolt:1 tanul6. Negyedik egyenléség értelmezése: helyes: 5; helytelen: 2. B, I, L, K és V az els6, 1
¢és L a masodik és a harmadik egyenldség értelmezésében az almafak, és szilvafak szamanak viszonyat
irja le. Csak az els6 egyenldség értelmezései voltak jok. A masodik egyenldség értelmezéseiben azt
irjak, hogy 30-cal tobb szilvafa van, mint almafa. Az egyik valasz a magyar mondat tiikorforditasa: Sa
trideset vise stabala §ljiva ima kao stabala jabuka. A nehézség abbol addodik, hogy a magyar mondatban
a tarshatarozo ¢és a mennyiségjelz6 ugyanazzal a raggal van kifejezve (A szerben erre kiilon eldjard szot
hasznalunk.) A tanul6 a tarshatdrozénak megfelel eljaro szot, és a hanem sz6 helyett, a mint szot
hasznalja. A harmadik egyenldség értelmezéseiben is a tanulok azt fogalmaztak meg, hogy haromszor
annyi almafa van, mint szilvafa. L magyar nyelvi konstrukciot hasznal a szerb mondatban (haromszor
tobb helyett, haromszor annyi) és a hanem helyett a mint szot.

B, K és V eljaras formajaban adta meg a masodik és a harmadik egyenldség értelmezését és B és
K a negyedik értelmezését hasonldan, mint T.

R csak az els6 és a negyedik egyenletet értelmezte: A p-ben ugyanannyi szilva van, mint amennyi
alma van a k-ban. Ha ésszeadjuk a gyiimélcsot a p-ben és a k-ban 70 kg-ot kapunk. A tanul6 szerint a k
¢és a p targyakat, ladaszeriiségeket reprezentalnak és R a benntik levo gyiimolcsok tomegérdl ir.

J a k-t és p-t nem értelmezi. Valaszai a kdvetkezok voltak: k egyenld p-vel; k egyenlé p meg 30;

p egyenld 3 szor k; p meg k egyenld 70.

12. feladat megoldasai (clsé kisérleti csoport):

Helyes megolddas: 2; helyes részmegoldas. 2; helytelen megolddas 4.

N és Z jol hatarozta meg a 3-a és a 2-a — 1 szamoknak megfelel6 pontokat a szamegye-
nesen.

Helytelen megoldasok
A szakaszhossz és a szam helyének keverése

Za-A
__l_//{f\\___ﬁ_—__-

S~

Ja

T helyesen hatarozta meg a 3-a és a 2-a — I hosszlisagu szakaszt, de a 2-a és a 3-a szam
megfeleld pontjat a-val jeloli. A szakaszokat helyesen jelolte, de a szdmegyenes megfeleld
pontjaihoz tartozé szamot nem.

A 2-a — 1 kifejezés kiillonb6zo értelmezései
F a kovetkezd egyenldséget irta fel:
2a—-1=a
Jol hatarozta meg a 3-a szam megfeleld pontjat. Mivel szerinte az a a szamegyenesen
jeldlve van, ezért a 2-a — /-t kiilon nem jelolte.
O megoldasa kovetkezik:

0 1) %8 20 Yo
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A megoldasbol ugy tinik, hogy a tanulod teljesen elkiilonitette a szdmokat és a betiiket
(Az a és a 2a kozti tavolsag egy egység).
M a kovetkezé megoldast adta:
24

f Ty T

0 1 2 3 & § g2y § 43ah 4

Y

2-a-t6l balra az elsd egész szamnak (a hatosnak) megfeleld pontjat jeldlte meg mint a
2-a—1 szamnak megfeleld pontjat. A 3-a szamnak megfeleld pontjat jol hatarozta meg.

A 2-a tavolsaga a nullatél 2-:a — 1
D és S csak a 2-a és a 3-a kifejezések megfeleld pontjait jeldlte a szamegyenesen:

>
1 I >

B a Z'a Do

A masodik kisérleti csoportban helyes megoldas: 1; helyes részmegoldas: 1; helytelen megoldas 4
volt és R semmit sem irt a feladattal kapcsolatosan. V adott pontos megoldast. B 2a—I-el jeldlte a 2a+1
szamot. | és L szdmegyenesén a 2a szam tavolsaga a nullatol 2a—1. K megoldasa kovetkezik:

@\ \ i >

T

o T [ FDl s

3-a az a szakasz, amelynek az egyik végpontja 3, a masik a. Azonos mddon hatarozta meg a 2-a-t.
Ebbdl a szakaszbol ,.kivonta” az egyet és megkapta a 2-a—1 szakaszt. A tanul6 tudta, hogy a szakaszt a
két végpontjaval is jeldljik. Ezt a jelolést ,,ismerte fel” a 3-a kifejezésnél és ezért tekintette a 3-at és az
a-t a szakasz végpontjainak.

J csak a —/-nek, 2-nek, és 3-nak a megfeleld pontjait jeldlte a szamegyenesen, hiszen ezek jelent-
keznek a 3-a és a 2-a—1 kifejezésekben.

4.1.3. Az eloteszt elemzésének osszegzése

A megoldasokbol l1athatd, hogy a két csoport hasonldan teljesitett.

Mindkét csoportban volt olyan tanulé (O; illetve J; B bizonytalan volt), aki helyteleniil,
,»ird le az eredményt”-ként, értelmezte az ,,=" jelet.

A 2. feladat a tanulok szamara nehéznek bizonyult. A kifejezéseket eldszor egészként
kell értelmezni (az ,,=" jel két oldalan levé kifejezések egyenldk) ezutan, a két kifejezés os-
szeadandoit kell 6sszehasonlitani és észrevenni, hogy van koztiik két egyenld értéki. Ebbol
kovetkezik, hogy =261+ [ ] =0, illetve [ ] =261. A tanuldk, bar a feladat szévegében ki van
hangsulyozva, hogy ezt ne tegyék, szamolassal hataroztak meg a megoldast.

A 3. feladat megoldasaibol kideriilt, hogy a tanulok nem tudtak a zarojelet felbontani.
Szamolas nélkiil csak két tanulo oldotta meg a feladatot.

A 4. feladatnal az els6 csoportbol az n+2 kifejezést kettd, az m-m kifejezést csak egy
tanulo irta le, bar mondatban négyen, illetve ketten irtak le a szabalyt. (A 2. csoportbol mind-
két kifejezést két tanulo irta le.) Két tanulod a szabalyt masként alkalmazta a betiikre, mint a
szamokra. (A 2. csoportbol egy.) Ebbdl arra kovetkeztetek, hogy a tanuldk szerint, a betliknek
nem volt semmi koziik a szamokhoz. Két tanulo (a 2. csoportbdl kettd) a betiiket a szamok
szimbolikus reprezentacidinak tekintette (a betii abécébeli sorszama hatarozta meg a szamot,
melyet a betli reprezentalt).

A 4. feladatnal harom (a 2. csoportbol egy) tanuld a masodik tablazatban levd szamokra
kiilonboz6 szabalyokat alkalmazott, illetve nem értette a tablazat fogalmat.
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Az 5. feladatban is hasonloak a megoldasok, mint a 4 feladatban.

A tanulok szamara egy algebrai kifejezés nem lehet valasz a kérdésre.

A 6. feladatban, ezért a tertiletre és a kertiletre is teljes képleteket hasznaltak. Az els6 cso-
portban harom, a méasodikban két j6 valasz volt. Két tanuld valaszaiban hidnyoztak a zaroje-
lek. Harman (a 2. csoportban egy) a miiveleti jelek altalanositasaval kapott hamis képleteket
hasznaltak. A 2. csoportban egy tanuld hamis atalakitast hasznalt. Egy tanul6 képtelen volt a
képletekbe behelyettesiteni az algebrai kifejezéseket.

A 7. feladattal kapcsolatosan kidertilt, hogy két tanul6 nem ismeri a szakaszok ,kivo-
nasat”. Harom (a 2. csoportban négy) tanul6 szerint a kifejezések szakaszhosszak melyeket
méréssel meg lehet hatarozni.

A 8. feladat megoldasanal 6t tanul6 az ,,=" jel jobb oldaldra az e-t irta, mert az ,,=" jel
jobb oldaléra az aritmetikaban egy szam, a megoldas keriil. Két tanulo a kifejezéseknél nem
irt ,,+” jelet, ebbdl is arra kovetkeztetek, hogy a tanuldk teljesen masként értelmezik a beti-
ket, mint a szamokat.

A 9. feladatra csak egy helyes megoldas volt. Két tanul6 rosszul adta dssze a kifejezé-
seket. Ketten nem tettek (a 2. csoportban egy) kiilonbséget a , kettdvel tobb” és a , kettészor
annyi” kozott. Egy tanuld problémaja a kétnyelviiségbdl ered. Egynek (a 2. csoportban ket-
tének) szovegértési nehézségei voltak. Egy tanulo (a 2. csoportban kettd) egyenletet ,,oldott”
meg. Egy tanuld a betii abécé-beli sorszama alapjan szdmolta ki az almak szamat.

A 10. feladatnal a tanulok legtobb szakaszhossz jelentést adtak a kifejezéseknek. Harom
(a 2. csoportban egy) tanuld szerint a beti objektumot jel6l; de azoknal a tanuloknal is, akik
jO geometriai jelentést adtak, Gigy tlint, hogy gyorsirasnak tekintették az algebrai kifejezé-
seket. (A 4-a, a kovetkez6 mondat roviditése: Egy négyzet keriiletét ugy szamoljuk ki, hogy
néggyel megszorozzuk az oldalanak hosszat.)

A 11. feladatban az els6 ¢s a negyedik egyenldséget négy (a 2. csoportban 6t €s harom)
tanulo értelmezte jol. A masodikat csak 2 tanulé értelmezte jol. Oten azt ,olvastak” hogy
harminccal tobb szilvafa van, mint almafa. A harmadik egyenldséget 6ten igy értelmezték,
hogy haromszor annyi almafa van, mint szilvafa. (A 2. csoportban harom tanulé eljarasként
fogalmazta meg a 2. és a 3. egyenldséget, és ketten a 4.-et.) A tanuloknak kétnyelviiségbol
adodo nehézségeik is voltak. A betli targyat jelentett két (a 2. csoportban egy) tanuldnak.
Egy tanuld a betiik abécé-beli sorszama alapjan szdmolta ki a megfeleld kifejezéseket. A 2.
csoportban egy tanuld nem értelmezte az egyenldségeket.

A 12. feladat a tanulok szamara nehéznek bizonyult. Ketten oldottdk meg jol (a 2. cso-
portban egy tanulo).

Az eldteszt eredményeit figyelembe véve az el6zdleg megtervezett (6sszeallitott) ta-
nagyagot kibévitettem a kovetkezdkkel: az egyenldségjel helyes értelmezésével valodi mér-
leg felhasznalasaval (eloteszt 1. és 2. feladata); hossziisag mérése, a mértékegység és a mé-
r6szam fogalma (el6teszt 7. feladata: a tanulok méréssel hataroztak meg a valtozo értékét). A
hetedik feladat megoldésa kdzben a tanulok megmeérték vonalzdval a valtozokat reprezentald
szakaszokat (a mértékegység egy milliméter), és az ily moédon meghatarozott mérészamot
tekintették a valtozo értékének. Harom (a 2. csoportban négy) tanulod szerint a kifejezések
szakaszhosszak melyeket méréssel meg lehet hatdrozni.
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4.2. KISERLETI TANITAS RESZLETES BEMUTATASA

Az elsé tanuldi csoporttal végzett kisérletet részletesen ismertetem. A mdsodik kisérleti
csoport tanuloinak munkadibdl csak jellegzetes részleteket mutatok be.

4.2.1. Aritmetikai kifejezések vizsgdlata és nyelvi kiilonbségek

Az el6teszt eredményei azt mutattak, hogy a tanulok az aritmetikai kifejezéseket eljaras-
ként értelmezték és nyelvi nehézségeik az algebra tanulas ujabb problémainak forrasat jelen-
tették. Ezért egy tanitasi 6raban az aritmetikai kifejezések objektumkeént valo értelmezésével,
a szamok kozti és a mennyiségek kozti viszonyok megfogalmazasaval foglalkoztunk.

Az elsd ora 6t tematikus részbdl allt. Az els6 részben egy tanulo kilétét hataroztuk meg
kihangsulyozva mas tanulokhoz vald viszonyat, vagy a tulajdonsagait. A masodik részben,
hasonlo médon megfogalmaztuk, hogy melyik szamra gondolunk, kiilon hangsulyt fektetve
a szamok Osszeg ¢és szorzat alaku reprezentaciodinak szobeli megfogalmazasara. A harma-
dik részben az aritmetikai kifejezések lejegyzésével, a negyedikben a procept fogalmaval
foglalkoztunk. Az 6tddik részben a szovegeket aritmetikai kifejezésekkel modelleztiik és az
aritmetikai kifejezéseket kontextusokba helyeztiik el.

Kire gondolunk?

Ha egy szdmot aritmetikai kifejezésként irunk le, bizonyos tulajdonsagait hangstlyozzuk
ki - ugyantigy - mint amikor egy mondatban megfogalmazzuk, hogy kire gondolunk, anélkiil
hogy kimondanank a nevét. Ebbdl kiindulva és utanozva egy lehetséges élethelyzetet, kiva-
lasztunk egy tanulot az osztalybol és elképzeljiik, hogy elfelejtettiik a nevét.

A jaték abbdl all, hogy anélkiil hogy kimondanank az illeté nevét, mindenki megfogalmaz
olyan mondatot, amelybol egyértelmiivé valik, hogy kire gondolunk.

A tanulok képesek 6sszefoglalni, hogy a mondatokban kihangsulyozzuk a személy bizo-
nyos tulajdonsagat vagy tulajdonsagait (elhangzott pl. a legmagasabb az osztdlyban), vagy
azt hogy hol van mas tanulékhoz vagy targyakhoz viszonyitva (pl. Nikola és Danica kozott
iil; Tajnatdl két hellyel jobbra iil; az utolso sorban az ablak mellett iil), vagy milyen kapcso-
latban van mas emberekkel (pl. a htiga harmadikos).

A mondatban megfogalmazott aritmetikai kifejezés objektumot jelent;

szoszerkezetek Osszehasonlitasa

Szeretnénk elérni, hogy a tanuldk analdog gondolkodasi modot alkalmazzanak a szamok
kdrében is ugyantgy, ahogyan tették az elsd tematikus részben a személy meghatarozasanal.
Ekozben, reményeink szerint, a tanulok fogalmi halojan beliil kapcsolatok jonnek 1étre, a
matematikai ¢s a mindennapi fogalmak kozott.

E célbol megkérdezem a tanuldkat, hogy tudjuk-e kézdlni masokkal azt példaul, hogy a
tizenkettére gondolunk, anélkiil hogy megneveznénk ezt a szamot.

Ezzel igyeksziink 6sztondzni a tanuldkat, hogy egy aritmetikai (késébb algebrai) kifeje-
z¢s lattan objektumot is felismerjenek benne, nem csak eljarast; s képesek legyenek kifejezé-
seket is alkotni, amelyek szamok kozti 6sszefiiggéseket fejeznek ki. A kérdésre a kovetkezd
valaszok sziilettek:

N: Az a szam, amely 11 és 13 kozétt van.

To je broj koji je izmedu 111 13.
T: Az a szam, amely ottel kisebb, mint 17.
To je broj koji je za 5 manji od 17.

48



E: Az a szam, amely kettovel nagyobb, mint 10.
To je broj koji je za 2 ve¢i od 10.

M: Az a szam, amely négyszer annyi, mint harom.
To je broj koji je 4 puta veci od 3.

Szamunkra fontos, hogy a tanuldk sajatitsak el a helyes kifejezéseket és szoszerkezeteket
ezért felirtuk a mondatokat a tablara és a fiizetekbe; minden mondat utan kihagyva egy sort
(Ide irtuk késdbb a mondatokat magyar nyelven). A hasonlé szdszerkezeteket jobban meg
tudjuk jegyezni, ¢s elkiiloniteni egymastol, ha dsszehasonlitjuk 6ket és kihangstlyozzuk a
kiiléonbségeiket.

Az utolsd két mondattal kapcsolatban a tanulok rogton észrevették, hogy csak az elol-
jarészavak, a za és a puta, kiillonboznek egymastol; s csak ezek a szavak hatarozzak meg a
mondatok jelentéseét.

Miel6tt beszéltiink volna a mondatok magyar nyelvi véltozatair6l, még egyszer
lehetdséget adtam, hogy a tanuldk felfigyeljenek az értelem szerinti forditds fontossa-
gara, azzal hogy frappans példat mutattunk. Megkérdeztem dket, hogy nevezik azt az
utcat, amelynek az egyik vége zart. Harman tudtdk a magyar (zsdkutca), négyen pedig
a szerb kifejezést (slepa ulica). Az utobbi tiikdrforditasa: vakutca. A kérdésre hogy mire
gondolhat valaki, ha meghallja a tiikorforditasokat a tanulok kacagva valaszoltak:

S: Ebben az utcaban vakok kozlekednek.

O: Ebben az utcaban zsdkokat gydrtanak.

Most tértiink vissza a tablara irtakhoz. A szerb mondatok ald irtuk az azonos jelentésii
magyar mondatokat, hogy a tanulok konnyebben észrevehessék a két nyelv szdszerkezeti
hasonlosagait és kiilonbségeit.

Az utolsé eldtti mondatparral kapcsolatosan Nikola megjegyezte:

N: Ugyanugy mondjak magyarul is, mint szerbiil.

Valdjaban, az utolsoel6tti mondat szerkezete azonos mindkét nyelven: a hatarozorag (a
—vel) megfeleldje a za (kettdjiik egymas tiikorforditasai is), a mint sz6 megfeleldje az od
modositoszo (a —tol rag megfeleldje; a sz6 tiikorforditasa: tiztol).

Az utols6 mondatparr6l Milan észrevette és kimondta a kovetkezot:

M: A szerbben azt mondjuk, hogy nagyobb, a magyarban pedig, azt hogy egyenlo. A két
nyelvben az utolsé mondat szerkezete Iényegesen mas: a —szer megfeleldje a puta (egymas
tiikorforditasai), az annyi, mint megfeleldje a: veci od (a veci forditasa: nagyobb) és a mon-
datrész tikorforditasa: nagyobb haromtol. (Az 6ran, csak a tanuloi megjegyzések hangoztak
el, nem elemeztiik részletesen a szoszerkezeteket.)

A matematika szempontjabol még egy Iényeges nyelvi kiilonbségre kellett felhivni a ta-
nulok figyelmét. Ezért megkérdeztem 6ket, hogyan lehet az utolsé6 mondatot magyar nyelven
masképpen is megfogalmazni. Mivel nem kaptam valaszt, elkezdtem mondani a kovetke-
z0t:

G: Ez a szam a harom... Zoran folytatta:

Z: Négyszerese!  (Zoran az iskolan kiviil ritkan beszél szerbiil, az édesanyaval ¢l aki
nem besz¢li a szerbet.)

A masodik csoportban Kosta segitség nélkiil elmondta a mondatot.

Abbol kifolydlag, hogy a magyarban létezik a kovetkezd, minden k szamra alkal-
mazhato kifejezés: egy szam k-szorosa, a nyelv is er6siti a tanuldkban a tudatot (vagy
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pozitivan hat a kialakuldsara), hogy a szamok egy egységes halmaz elemeit alkotjak.
Mas szdval, segiti a raciondlis szamok halmaza fogalmanak kialakulasat.

Ilyen fajta nyelvi szerkezet, mely minden racionalis szamra alkalmazhato, a szerb
nyelvben nincs. Nagyon ritkan mondjuk szerbiil a kdvetkez6t (a tiikkorforditasat adjuk
meg): ez a szam kétszeresen (haromszorosan, négyszeresen, vagy otszordsen) nagyobb
a masik szamnal (Ovaj broj je dvostruko veci od drugog broja). Mar a hatszoros szot
nem hasznaljuk. Példaul azt a kifejezést, hogy: a szam négy egész kétszerese, a szerb
nyelvben nem hasznaljuk és azt sem, hogy: minusz kétszerese, vagy nullaszorosa. E
helyett, a kovetkez6t mondjuk (a titkkorforditast adjuk): négy egész kettdszor a szam. A
legtobbszor a valahdanyszor nagyobb (illetve: a valahdnyszor kisebb) kifejezést hasz-
naljuk. (Csak akkor lehetne hasznalni ezt a nyelvi szerkezetet, ha el6re tudjuk, hogy az
eredmény nagyobb, vagy kisebb lesz az adott szamnal).

A szerbben, ha torteket hasznalunk mondhatjuk, hogy egy szam, a masik része.
Példaul (a mondat tiikorforditasat adjuk): a nyolc négyotode a tiznek. (Azt hogy:
négyotodszerese, négyotod része, nem hasznaljuk.)

G: Mondjuk-e ezt igy szerbiil?

S: Taj broj je trostruki tri. Ez a mondat, a magyar mondat tiikkorforditasa és nem érthetd.

Oliver szerbesitette Slavica mondatat:

O: Taj broj je trostruko od tri. Ez is egy helytelen mondat, de meg lehet érteni.
G: Ki szokott mondani ilyen mondatot? Hol hallottad utojara?

O: Itt az iskolaban.

G

: Van-e valaki, aki ezt a kifejezést soha se hallotta? Csak Tajna jelentkezett. Nem lehe-

tiink biztosak abban, hogy a tanulok tényleg hallottak-e ezt a helytelen nyelvi konstrukciot
szerb nyelven, de az biztos, hogy nem ,,sérti” a fiiliiket és helyesnek tekintik.

Felhivtam a tanulok figyelmét arra, hogy ez a mondat a magyar mondat tiikdrforditasa,
s hogy helytelen.

szerese, senki sem felelt. Idéztem Oliver mondatat. Ivanka, aki Szerbiabdl jott, rogton
megjegyezte, hogy a szerben ilyen nincs.

A masodik csoportban mikor megkérdeztem, hogyan hangzik szerbiil: a szam két-

Zoran volt az egyetlen a csoportban aki tudta, hogy a masodik mondatban magyarul a
kisebb helyett, a kevesebb szbt és a harmadik mondatban a nagyobb helyett, a tobb sz6t is
lehet hasznalni. Szerb nyelven erre nincs lehetdség.

A tanuldk a szoszerkezeti kiilonbségekkel gyakran nincsenek tisztaba, automatiku-
san forditanak egyik nyelvrdl a masikra, anélkiil hogy értelmeznék a szdszerkezeteket
kiilondsen, ha nem idegen nyelvként tanultak a két nyelvet. Gyakran lehet hallani az
iskolaban, a két nyelvben interferenciakat, azoktol akik az egyik nyelvet nem beszélik
jol, és ezért kényszeriilnek a masik nyelv szoszerkezeteinek tiikorforditasait hasznalni.
Az ilyen beszéd azokra is hat, akik teljesen jol beszélik a két nyelvet. Oly értelemben
hogy kevésbé veszik észre a tiikorforditasokat, néha még hasznaljak is 6ket, anélkiil
hogy tudatosult volna benniik, hogy ez a sz6szerkezet ebben a nyelvben nem 1étezik.

A

ritmetikai kifejezések lejegyzése

Annak sziikségességét, hogy a matematikai nyelven is leirjuk az el6bbi mondatokat, az-
zal indokoljuk, hogy kommunikalni szeretnénk egy japan tanuloval, Aikoval, aki a japanon
kiviil mas nyelvet nem beszél, de ismeri az altalunk is hasznalt matematikai nyelvet.
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Ezt a torekvést, hogy megértessiik magunkat emberekkel, akiknek a nyelvét nem
beszéljiik, a tanulok teljesen atérzik és hasznosnak tartjak. Az iskolaban gyakran az
osztalyon belill is 1éteznek gyerekek, akik csak az egyik nyelven tudnak megszdlalni,
ezért a tanulok minden lehetséges eszkozt: mutogatast, rajzokat, hangutanzé és hangu-
latfestd szavakat és a matematika nyelvét is hajlandoak bevetni, hogy sikeriiljon egy-
massal kommunikalniuk. Mivel maguk is sokszor tapasztalnak kiilonbségeket a szerb
¢és a magyar nyelv kozott azt is konnyen elfogadjék, hogy a matematikai nyelvnek, mint
minden mas nyelvnek, vannak sajatossagai.

Megkértem a tanulokat, hogy a koznyelven mar leirt harmadik, és negyedik mondat mel-
lé jegyezzék le a mondatot matematikai nyelven is.

Minden kiilonb6z6 valasz felkeriilt a tablara, és a tanulok véleményt mondhattak réluk.
Megbeszéltiik, hogy mindenkit meghallgatunk, és nem vagunk egymas szavaba. Ekkor par-
beszéd alakult ki a tanulok kozott és ezzel feltételt teremtetiink a tanulok kommunikacios
készségeének fejlesztésére. A tanulok igyekeztek masok gondolatait megérteni €s a sajat el-
képzeléseiket is megértetni masokkal. Indokoltak, cafoltak.

A harmadik ¢és a negyedik mondattal kapcsolatosan Oliver, Danica ¢és Nikola felirtak a
tablara a sajat megoldasaikat:

10 <12 (O megoldasa); 10 <2; 3 <4 (D megoldasa); /0+2,; 3-4 (N és T megoldasa). A
tanulok hozzaszolasai kovetkeznek:

M: Oliver, a tied nem jo. A tizenkettét nem szabad leirni.

Q: Elfelejtettem.

D: En leirtam, hogy kettével nagyobb, mint tiz és nem irtam le a tizenkettdt. Az enyém jo!
Ilyet mar tanultunk régebben.

Danica a rendezési relacio lejegyzésére emlékezett (10 <212) és ezt modositotta. A 3<
(a szerbben azt mondjuk, hogy: négyszer nagyobb) leirdsi médot a /0 <2 alapjan alkotta
meg. Itt kdzbeszoltam. Megdicsértem D-t és elismertem, hogy igaza lehetne, mert azzal hogy
leirjuk, hogy a szam mennyivel nagyobb, mint tiz a szam teljesen meg van hatarozva. Ahhoz
viszont hogy Aiko megértsen benniinket, a mar megalkotott matematikai nyelven kell vele
kommunikalnunk és ezen a nyelven a ,,<” jel jobb oldalan kell, hogy legyen egy szam. Ezért
a D leirasi modja nem megfeleld. Oliver megjegyzése kdvetkezik:

O: Nikola, nalad hianyzik az: egyenld tizenketto. A leirt kifejezéstipus fogalmahoz (két
szam ¢és kozottiik a ,,+” jel) Oliver szerint hozzatartozik az ,,=" jel és az eredmény is.

S: Mar mondtuk, hogy a tizenkettot nem szabad leirni.

N: Ez jo. A tizenkettd, kettovel nagyobb, mint tiz és ezt irtam le.

Z: Nem, azt irtad, hogy: tiz meg kettd. A kettdvel nagyobb, mint tiz, az mas.

Zoran szerint ezzel a 10+2 kifejezéssel csak eljarast fejezhetiink ki.

T: Tiz meg kettd az tizenkettd és kettével nagyobb mind tiz.

Mivel a legtobb tanulonak nehézséget okoz a kifejezés lejegyzése €s a kettds jelentése, a
kovetkezo feladattal folytatom az orat:

A jel kiilonbo6zo jelentése

Szeretnénk elérni, hogy a tanulok magukéva tegyék a procept fogalmat, és hogy tudato-
suljon benniik, hogy a tobbjelentésti fogalmakat mar ismerik a mindennapi életbdl, példaul
a képekkel valé kommunikécioban, ahol egy képnek két jelentése van (a kép cselekvést is
és targyat is jelent). Alapozva a szamukra ismerds, azonos alakt szavak hasznalatara a koz-
nyelvben, szeretnénk a tanuldkhoz kozelebb hozni és elfogadtatni veliik azt a tényt, hogy a
matematikéban tobbjelentésti jeleket hasznalunk. Egyben a valtozo fogalmanak megalapo-
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zésat is elkezdjiik a képek segitségével. Ujbol, a tanulok képzeld erejét és a jatékot , hivjuk
segitségiil”. Megkérem az osztalyt, hogy emlékeziink vissza Aikora, a japan tanulodra, és
folytatom:

G: Keépzeljiik el, hogy Aikot Pesten vendégiil latjuk és 6 egy napon, azzal szeretne nekiink
segiteni, hogy a kozeli kozértben bevasarol. Példaul mosogatoszert fog venni, anélkiil hogy
tudna a nyelvet, és hogy ismerné a Magyarorszagon kaphato termékeket. Hogyan fogja ezt
megtenni?

A tanulok egybdl azt valaszoljak, hogy a flakonon levé kép alapjan Aiko megtalalja a
keresett arut. Szerintlik a képen valami tiszta edény lathat6. Hogy a mese élethii legyen, mu-
tatok nekik egy mosogatoszer flakont, amelynek a cimkéjérdl levagtam a szoveget és most
csak egy csillogd pohar fényképe lathato rajta. Megkérem a tanuldkat, hogy fogalmazzak
meg, mit tud meg Aiko a képet nézve a termékrdl, amibdl kovetkeztethet, arra hogy ez mo-
sogatoszer. A valaszok kovetkeznek:

Z: Latszik, hogy poharakkal kapcsolatos.

T: Hogy lehet vele mosni a poharakat.

G: Kizardlag csak poharak mosogatasara alkalmas? A poharnak valtozo szerepe van,
barmelyik edényt jelenti.

E: Nem, lehet vele mosogatni mas edényeket is. A tanul6 altalanosit.

G: Megtudjuk-e a képrdl hogy mi lesz ennek a cselekvésnek a végeredménye? Szandéko-
san nem nevezem meg a cselekvést, igy a kérdés feltehetd kiilonbozo cselekvéseknél.

M: Egy tiszta pohar. Ezutan is még altalanositottak €s a tiszta edény lett a cselekvés vég-
eredménye. Végiil megfogalmaztuk a kovetkezd altalanos kérdést:

Mit jelent a képcimke? Ahhoz hogy kihangsulyozzuk, hogy két dolgot is jelent a kép,
leirtuk az altalanos segédkérdéseket:

Mit kell cselekedniink?

Mi ennek a cselekvésnek a végeredménye?

A kérdések belekertiltek a fiizetekbe €s a tablara is. Gyakorlatként, hogy minden tanul6
onalldan is végiggondoljon egy hasonld helyzetet, mindenki nagy érdeklodéssel valasztott
egyet az altalam eldkészitett képcimkék koziil és az elsé kérdésre megfogalmazta a valaszt.
A segédkérdéseket felhasznalva a tanuldk irdnyitani és segiteni tudtdk a megfelel6 gondo-
latsort. A cimkék kozt voltak ellenpéldak is. Ezek altal a tanulok belattak, hogy nem minden
képcimke utal a termék lehetséges felhasznaldsara és ennek végeredményére (pl. a medve
képe a Medvesajt dobozan).

Visszatértiink az aritmetikai kifejezésekhez és feltessziik a kérdést:

G: Mit jelent a 10+2 kifejezés? Segitségiinkre lehetnek a képcimkékre vonatkozo segéd-
kérdések, de tovabbra se nevezziik meg magat a szamot.

Ujbél Zorant kértem, hogy mondja el a valaszait:

Z: Ossze kell adni a 10-et és a 2-t. A cselekvés végeredménye a tizenketts. Mondhatom
ugy is, hogy az a szam, amely kettével nagyobb, mint tiz.

Ugy tiinik, hogy a tanulok megértették a kifejezés kétféle jelentését. A tablan, mindkét
nyelven leirt harmadik mondat mellé, felirtuk a masik jelentést is: a tiz meg ketté mondatot,
¢és a megfeleld aritmetikai kifejezést is.

A 3-4 kifejezés kétféle jelentését is meghataroztuk.

Az ,,0da-vissza” gondolkodasmod gyakorlasaképpen az egymassal valtakozo aritmetikai
kifejezések és mondatok mellé, hazi feladatként a tanuldk leirtak a kifejezések mondatokban
megfogalmazott kétféle jelentését, és a mondatok reprezentacioit aritmetikai kifejezésekkel.
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A mennyiségek viszonyat kifejezo aritmetikai kifejezések megfogalmazasa

és az aritmetikai kifejezések kontextusba valé elhelyezése

A szdveges feladatok szerb nyelven nehézségeket okoznak a tanuldknak azért is, mert a
szoszerkezetek eltérnek egymastol, ha a szamok illetve a mennyiségek viszonyat fejezik ki.
Példaul, nézziik a kovetkezé szamokrol sz616 mondatokat, s a nekik megfelel6 mennyisége-
ket, kifejez6 szovegeket:

1. példa

Az 5 kettOvel tobb, mint 3.

Marianak 5 cukorkaja van, Péternek kettével tobb, mint Marianak.

A mondatok szerbiil kovetkeznek:

5 je (van segédige megfeleld alakja) za ( -vel megfeleldje) dva (kettd) veci (nagyobb) od
(a -tol megfeleldje) 3. (Az 5, 2-vel nagyobb 3-tdl.)

Marija ima 5 bonboncica. (Marianak 5 cukorkdja van.) Petar (Péternek) ima (van) dva
(kettd) vise (tobb) od (a -tol megfeleldje; vagy hasznaljak a nego szot is) Marije (a Maria sz6
megfelelden ragozva.). A kontextusban nem létezik a za eldljar6szo, a veci (nagyobb) szo6 he-
lyett, a vise (t6bb) szbt és az od helyett gyakran a nego sz6t hasznaljuk. A szoveg alapjan a ta-
nulonak nehéz felismerni, hogy a megfeleld aritmetikai kifejezés osszeg kell, hogy legyen.

2. példa

A 6 haromszor annyi, mint a 2.

Ivannak két ceruzéja van. Annanak haromszor annyi ceruzéja van, mint Ivannak.

Ugyanez szerb nyelven igy hangzik:

6 je (segédige) 3 puta (-szor) veci (nagyobb) od (-tol) 2.

Ivan ima (van) dve (a kettd sz6 a névszamragozas egyik esetében all) olovke (a ceruza
sz6 ragozva). Ana ima (van) 3 puta (a -szor megfeleldje) vise (t6bb) od  (-tol megfeleldje; az
od helyett gyakran a nego sz6t hasznaljuk) /vana. A mennyiségek viszonyat kifejezé mondat-
ban a nagyobb sz helyett, a t6bb szot, és gyakran az od szd helyett, a nego szot hasznaljuk.

Milannak és Filipnek odaadtam harom, harom cukorkat és felirtam a téblara, a tanulok
pedig a fiizetbe:

G: Milanak harom cukorkdja van.

Ekkor adtam Milannak még két cukorkat és kértem a tanuldkat, hogy folytassak a ,,me-
sét”. Mondtam, hogy a folytatast irjak le mondatokban is és matematikai nyelven is.

A folytatasok hasonloak voltak. fme az egyik:

S: Kapott még kettot. (felirta a tablara)

Ketten kérdést is irtak, hogy a megszokott feladatforma j6jjon 1étre:

D: Hany cukorkaja van most Milannak? Matematikai nyelven is leirtdk a mondatot:

3+2.

G: Fogalmazzuk meg a valaszt az elhangzott kérdésre ugy, hogy kihangsulyozzuk, hogyan
viszonyul Milan cukorkdinak szama, Filip cukorkdinak szamahoz? A valaszokat matematikai
nyelven és koznyelven is le kellene irni.

QO: Kettovel tébb cukorkaja van, mint Filipnek.

(Kimondta a mondatot a nego felhasznalasaval is.)

A megfeleld 3+2-t, kifejezést négyen irtak le.

Azok a tanulok (M és Z), akik gyengébben beszélnek szerbiil most is, s a masodik cso-
portban is nehézségek nélkiil irtak le a megfeleld aritmetikai kifejezést. Ebbdl arra kdvetkez-
tetek, hogy a mondat magyarra valo leforditasa segitett az aritmetikai kifejezés leirasaban.

A tanulok még egyszer megfogalmaztak, hogy két kiilonbdzé kéznyelvi mondatot a ma-
tematika nyelvén egyforman irunk le.
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Leirtam a 6+8 és a 3-5 kifejezést és kértem, hogy délutan irjanak az el6z6 példahoz ha-
sonlo, szovegeket-meséket. A feladatban forditott okoskodast kellett alkalmazni: a kifejezé-
sekhez kellett mondatokat irni. Oliver és Filip elvégezték a masodik kifejezésnek megfeleld
cukorkamanipulalast, hogy le tudjdk irni a megfeleld szoveget.

Felhivtam a tanuldk figyelmét még egy kiilonbségre a két nyelv kozott. A 3-5 kifejezés-
nek a kdvetkezd szitudcios jelentést adtam magyar nyelven:

G: Péternek tizenét almaja van. Annanak, csak ennek a harmada van.

Tajna ezt leforditotta szerb nyelvre:

T: Petar ima petnaest jabuka. Ana od toga ima samo trecinu.

Az els6 mondat jelentése ugyanaz, mint a magyar mondat jelentése. A masodik mondat
pedig azt jelenti, hogy: Anna almai a Péter almainak egyharmad részét képezik.

Figyelmeztettem a tanulokat, hogy ha szerbiil olvassuk a feladatot a kovetkezd gond
jelentkezik: Anna almainak két tulajdonosa van (Anna és Péter). A feladat szovegét a kovet-
kezdképpen kell kiegésziteni:

Anna almainak szama egyharmada a Péter almai szamanatk.

Broj Aninih jabuka iznosi jednu treéinu od broja Petrovih jabuka.

Az ilyen szamok kozti viszonyt ki tudjuk fejezni szerb nyelven is. Ha a feladat szészerin-
ti forditasat nem egészitjiik ki, a feladat szovegezése ellentmondasos lesz.

4.2.2. Egyenldségjel helyes értelmezése

Egy délutani foglalkozas témaja az egyenldségjel helyes értelmezése volt. A tanuldk pa-
rokban dolgoztak valodi kétkaros mérleggel és egyforma kiskockakkal.

Megkértem a tanuldkat, hogy a természetes szamokat egy atlatszé zacskdban levd kis-
kockakkal jelenitsiik meg. (Példaul az 6t reprezentacidja ot kiskockabol allt.)

1. feladat:

Melyik szamot helyettesiti a szivecske?

8+3=6+%
Hogyan mutatjuk meg ezt a mérlegen? Valaszod indokold?
(A feladatban a ¥ jelet valasztottam, mert ezt nem lehet keretként értelmezni €s semmit

sem lehet beleirni.)
A tanuldk valasza egyhangt volt: a ¥ az otét helyettesiti. Leirtak: $=5. A bal serpenydbe

s

az el6teszt elso feladatat a kovetkezt mondta:

O: Tizenegy kocka van mindkét tanyérban.

G: Hogyan ,,mutatia” a mérleg az ,,=" jelet?

O: A tanyeérok egyforman dallnak!

2. feladat:

Melyik szamokat helyettesitik a jelek?

8+3=v+6

8+3=8+3+A

8§+3=8+3-5++¢

8§+3=3-5+m+8

A tanulok jol oldottak meg a feladatot. A mérleget segédeszkozként csak a §+3=8+3+ A -
nal hasznaltak. Figyelmeztetni kellet a tanuldkat hogy ellenérizék az eredményeket.
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4.2.3. A vdltozo fogalmanak bevezetése gépmodell alkalmazdsdval

A masodik tanitasi oran a tanulok lehetdséget kapnak, hogy megalkossak a tablazat és a
valtozo6 fogalmat. A gépmodell és a szines radkészlettel valo foglalkozas kdzben, a tanulok
felépitik a tablazatmodellt az elsé tematikus részben. A masodik részben a gépcimke rajzo-
lasa kovetkezik, amely alapjan a harmadik részben megjelenik a tablazat. Végiil, a negyedik
részben a valtozot is bevezettiik a tanulokkal. Az 6tddik részben megadott tablazat alapjan, a
tanulok felirjak a megfeleld algebrai kifejezést.

Gépmodell targyi reprezenticidja

Konkrét, kézzelfoghato ,,gépet” készitettiink, amely lehet6vé tette a tanulok szamara,
hogy tapasztalatokat szerezzenek a ,,miikddésérol”. Arrdl hogy a ,,gépbe” betaplalt targgyal a
,»Zép”’ valamit ,,csinal” €s ,,kidobja” az eredményt és arrol is, hogy minden betaplalt targgyal
ugyanazt teszi. Ez fontos, mert az el6teszt negyedik feladataban voltak tanulok, akik kiilon-
boz0 szabalyokat alkalmaztak egyetlen tablazaton beliil. A ,,gép” egy zart dobozbdl allt. A két
oldalan ¢és a hatuljan egy-egy nyilast vagtunk ki.

0\ G |

A ,,gépbe”, a szines rudkészletbdl rudakat taplaltunk be. (A készlet egységnyi élhosszu-
sagu kockakbol és 12 kiilonbdzo szinll egységnyi oldalhosszusagu négyzet alapu téglatestek-
bol all, amelyeknek a magassagai kett6tdl tizig, tizenkettd és tizenhat egész szamu egység
hosszusaguak. A készletben minden kiilonb6z6 szines radbol 25 darab van.).

A jaték a kévetkezoképpen zajlott: Nikola a doboz jobboldali (a gyerekek szempontjabol
bal oldali) nyilasba betett egy sarga rudat, a ,,gép ", par masodperc pofogés és razkodas utan
(raztuk a dobozt, a tanulok élvezettel utanoztak a gépzakatolast), kidobott a baloldali nyila-
son (a doboz hatuljan levo nyildson, benyulva, a baloldali nyilason kiadtam) egy ugyanolyan
sarga rudat, meg még ket kiskockat.

A ,,gép” két oldalnyilasa segit a jovenddbeli tablazat két oszlopanak megalkotasaban.
Megkértem a tanulokat, hogy ugyantgy, mint én, mindenki a sajat asztalan rakja ki a betap-
lalt szinii rudat és téle jobbra azt, amit a ,,gépiink” kiadott. (En a rud bal oldalara tettem az
eredményt, hogy a tanuldk nézdpontjabdl olyan legyen, mint a sajatjuk.) Még egy tanuloval
eljatszottuk ezt, és egymas ald raktuk a betaplalt, kiilonboz6észini rudakat és a megkapott
eredményeket. fgy egy kétoszlopos tdbldzatmodellt alkottunk. A tiblazatmodellt oszlopai
folé papirdarabokra felirtuk: betaplalt rud (tikorforditas: bedobott rud), kiadott rud (tikor-
forditas: kidobott rud). Az els6 oszlop kovetkezd soraba ujabb szinii rudat raktam. A rakovet-
kez6 sor masodik oszlopaba egy jabb szinli rid, meg két kiskocka kertilt.

Betaplaltrad  Kiadott rad

: 7 ! 7T
AN Gy 7
S

Halat
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Megkértem a tanulokat, hogy potoljak a hianyzo rudakat, s mondatban fogalmazzdk meg
hasonléan, mint az elsé o6ran, hogy mit csindl a ,,gép” és mi a cselekvés végeredménye (mit
dob ki a,,gép”). Fontos szamunkra hogy a,, gép ” cselekvésének a megforditasat is végiggon-
doljak a tanuldk, és hogy altalanositsanak. Gyorsan megfogalmaztak a valaszokat:

M: 4, gép”, hozzaad a ,,bedobott” rudhoz még két fehéret. (A kockak fehérek.)

T: A, gép” munkajinak eredménye az a rid, amit bedobtunk és még két kiskocka. Oten
minden kiilonbdz6 rudat és a megfeleld eredményeket beraktdk a tdblazatmodellbe. Tajna
felhasznalta a rudak kozti osszefliggést és két helyre is, a két fehér kiskocka helyett, egy ro-
zsaszin rudat rakott (a rézsaszin rud kétszer akkora, mint a fehér kiskocka). Megkérdeztem,
hogy miért tette ezt. A kdvetkezdt valaszolta:

T: Mar kevés fehér volt a zacskoban. Nem talaltam oket. A rozsaszin ugyanaz, mint két
feher, ezért ezt valasztottam.

Gépmodell képi reprezentacidja

Kovetkezett a gépmodell miikddésének lejegyzése. Ennek sziikségessége abbol az igé-
nylinkbdl kovetkezett, hogy a ,,gépre” szovegnélkiili cimkét kellett rajzolnunk, hogy Aiko is
megérthesse a ,,gép” milkodését. Zoran 6tlete volt, hogy rajzoljuk le a tablazatmodellt. Hat
tanulo téglatesteket, két tanulo a téglatesteknek megfeleld szines téglalapokat rajzolt. Min-
den egyes rajzon a szines rudak, illetve a téglalapok mérete aranyos volt a megfeleld testek
méretével. (A tablara is felrajzoltuk szines krétaval Danica rajzat.) Ebbol arra kovetkeztet-
tiink, hogy a tanuldk értik a rudak kozti viszonyokat. A kdvetkezd kérés az volt, hogy még
egyszer ismételjék el, hogy a ,,gép” mit csinal és hogy ezt felhasznalva, probaljanak rajzolni
egyszeriibb ,,gépcimkét”. Nikola és Zoran rajzoltak egy rudat, amelyet nem festettek ki és
attol jobbra egy ugyanolyan rudat meg két kiskockat. En nagyon meg voltam elégedve, be-
rajzoltam a szintelen rudat a ,,tablazat” els6 oszlopaba, a neki megfelel6 rudakat a ,,tablazat”
masodik oszlopba. Slavica megjegyezte:

S: Nem jo! Ebbdl Aiko nem fogja tudni milyen szinii rudakat, tehet a ,,gépbe”.

Z: Tudja, hogy a szines rud készletben milyen rudak vannak.

O: Nem minden készlet egyforma. Nekem otthon vannak rudacskaim, de csak tiz kiilon-
béz6 van és nincs koztiik fekete.

Az értelmezési tartomany jelolésével kiilon nem szerettem volna foglalkozni, de segite-
nem kellett az érvelésben Zorannak, ezért valtoztattam a terven. Mivel a tanulok ismerték a
halmazokat, bevezettem a ,, € ” szimbolumot elmondtam, és le is rajzoltuk, hogy a szintelen
téglatest eleme lehet egy meghatarozott halmaznak:

@e{@,@,-, s ) o,
e

|ﬂ

A tanuloknak tetszett az 6tlet, igy elfogadtak a két fi megoldasat.

Gépmodell szamokkal val6 reprezentacidja

Megkértem a tanulokat hogy vegyék szemiigyre Tajna kirakott rudacskait. Eszrevették
a rozsaszin rudacskaval valo helyettesitést. Rovid vita utan azoknak a tanuloknak sikerdilt
meggy0dzni a tobbeket a sajat igazukrol, akik azt allitottak, hogy ez egy jo helyettesités. A
rudak mellé raktak a kiskockakat és magyaraztak, hogy hanyszor van meg a kocka minden
radban. Megkérdeztem:

G: Ha ezt tudjuk, lehetne-e jelolni a rudakat szamokkal.
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Egybdl mondtak a rudaknak megfeleltetett szamokat, amelyeket a megfeleld radrajzok
mellé irtunk a ,,tablazatunkba” (a tablara és a fiizetekbe). Megkértem, hogy az ,,eredménye-
ket” is jeloljiik szamokkal. Példaul a piros rud rajza mellé irtuk az §-at, a neki megfeleld piros
rad meg két kiskocka rajza mellé az §+2-t.

Valtozé és tablazat bevezetése

Lerajzoltunk egy 1j tablazatot, amelybe csak a sza-

Ubaceni broj Izbaceni broj ;
5 2 mok keriiltek. Kértem, hogy széban fogalmazzak meg, mit
csinal a gép, és mi a cselekvés végeredménye. A valaszok
4 72 kovetkeznek:
3 3+2 F: 4 gép a szdmhoz hozzdad kettdt. (A mondatokat
9 9+2 felirtuk a tablara.)
2 242 D: A cselekveés végeredménye a kettével nagyobb szam.
p 412 Beirtuk a tablazat elsd oszlopaba, azt hogy: szam
p P (szerbiil: broj).
Mell¢ a masodik oszlopba: kettével nagyobb szdam.
/ 2 (Ezt ,.dobja ki” a ,.gép”.) Megkérdezem, hogy hogyan
8 8+2 irjuk matematikai nyelven azt, hogy: kettével nagyobb.
10 10+2 Milan felelt:
7 112 M: Meg kett6 (szerbiil: plus dva).
5 I A tablazatunk kovetkezo soraba beirtuk a kovetkezot:
szam (szerbiil: broj).
i 1642 Mell¢ a masodik oszlopba azt, hogy: szam +2 (szer-
broj broj veci za dva biil: broj +2).
broj broj +2 Végiil is megkérdezem mit gondolnak, hogyan lehet-
b b+2 ne még rovidebben irni a szam sz6t, hiszen a matematiku-
sok a lehetd legrovidebben szeretnek mindent lejegyezni.
n n+2 X X
» Nikola mondta leggyorsabban a valaszt.
i ’ N: Lehet: b. (A szerb szam sz6 els betiije.)

A tablazatunk kovetkezd soraba beirtuk, a kovetkezot: b. Mellé a masodik oszlopba azt,
hogy: b +2 és a tablazaton kiviil azt is leirtuk, hogy b€ {1, 2; 3, 4, 5, 6, 7; 8, 9; 10, 12, 16}.

G: Melyik betiivel jel6Inék az angolok vagy a magyarok a szamot? Irjuk a tabldzat ko-
vetkezd soraba.

A tanulok az n és a sz-t irtdk. Megbesz¢Eltiik, hogy az sz-t is lehet rovidebben s-ként irni.
fgy megkaptuk a képen lathato tablazatot.

A tanuldk onalldan leirtak a kovetkezoketis: n€ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; 9, 10; 12, 16} és
s€E{l; 2,3, 4,5, 6,78 9,10, 12; 16}.

Tablazat kitoltése; altalanositas; az ,,eredmény” valtozokkal valo lejegyzése

G: Potold a hianyzo szamokat a tablazatban, és add meg a ,,gépcimkét” matematikai

nyelven. B

p, 3 Slavica és Oliver eldszor kiraktak a tablazatmodellt. Ok a tablazat-

> 7 modell masodik oszlopaba beraktak ugyanazt a rudat, amit az els6be
is, és csak utana figyeltek a szdmokra a tablazat masodik oszlopabol,

’ s észrevették, hogy a szam a masodik oszlopbol két ilyen ruddal rep-

6 rezentalhato. Ezek utan, az algebrai kifejezés leirasa szamukra konnyti

18 feladatnak bizonyult.

b A tobbiek modell nélkiil oldottak meg a feladatot.

57



A délutani foglalkozéson a tanulok kérték, hogy a gépmodell felhasznalasaval (az egyik
diak jatszotta a gép szerepét) megadjak a tablazatot és meghatarozzak a megfeleld algebrai
kifejezést. A megjelend kifejezések ab+c (a €N, ¢ € N) alakiiak voltak. Elvezték a jatékot.

4.2.4. Konkrét szitudciok reprezentdldsa algebrai kifejezésekkel.
Algebrai kifejezések kontextusba valo helyezése.
Algebrai kifejezések szerkezete.

A harmadik tanitasi oran a tanulok elészor egy konkrét szituaciot modelleztek egy al-
gebrai kifejezéssel és ezutan a megalkotott kifejezésre, mas szituaciokat irtak. Az algebrai
kifejezések szerkezetének megértésére konkrét és képi reprezentaciokat alkottunk.

Konkrét szituicio reprezentalasa tablazattal és algebrai kifejezéssel

A tanulok egy lapon megkaptak a kovetkezo két feladatot szamadatok nélkiil:

1. feladat:

Az egyik[__| perces iskolai sziinetben Nemanja telefondlt a testvérének. A telefonbe-
szelgetés idotartama egész percekben fejezheto ki. Mutasd be tablazattal és matematikai ki-
fejezéssel (keszits ,,gépcimkét”), annak a gépnek a miikodeéseét, amely kiszamolja Nemanja
telefonbeszélgetésének lehetséges darat. A beszélgetést egész percekben merik és egy perc
(| Ft-ba, keriil. Fogalmazd meg mondatban és matematikai nyelven is: mit csindl a gép és
mi a cselekvés végeredmeénye.

2. feladat:

Emma szeretne az édesanyanak, celofanba csomagolt és masnival diszitett rozsacsokrot
vasdrolni. Hény féle rézsacsokrot vehet Emma a | _| forintjabdl, ha egy rézsa [ |Ft-ba
keriil, a masni a csomagolé papirral egyiitt pedig|___|Ft-ba. Mutasd be tabldazattal és mate-
matikai kifejezéssel (készits ,, gépcimkét”), annak a gépnek a miikédését, amely kiszamolja a
lehetséges csokrok arat? Fogalmazd meg mondatban és matematikai nyelven is: mit csindl a
gép és mi a cselekvés végeredmeénye. (Emma paros szamu rozsat is adhat az édesanyjanak.)

A szovegek olvasasa utan, a tanulok javaslatokat tettek. Vita utan megallapodtak abban,
hogy a sziinet /0 perces lesz, egy perc telefonbeszélgetés 50 Ft-ba keriil, Emmanak zseb-
pénze 2000 Ft, egy szal rozsa ara 300 Ft és a virdg csomagolasanak ara 200 Ft. A megfeleld
szamokat az iires teglalapokba irtuk. Ezzel igyekeztiink a tanulok érdeklddését felébreszteni
a feladatok irant és elértiik, hogy a tanulok szamara, az adatok valdsagos élethelyzeteket tiik-
rézzenek. Ugy tiint, hogy vita kozben (két nyelven tortént; hiszen, az érvelés konnyebb azon
a nyelven, amelyet jobban beszéliink) mindenki megértette a feladatokat (a kérdésre, hogy
értik-e a szoveget a tanulok pozitivan valaszoltak) anélkiil, hogy forditottuk volna azokat.

Kiilonosen a nyelvi nehézségekkel kiizd6 tanuldknal szeretném elkeriilni, hogy
,,demoralizalodjanak™ azzal, hogy a nyelvi problémakat tulhangstlyozzuk. Barmilyen
gyorsan tanuljék is a nyelvet - a , lemaradast” azokhoz képest, akik nagyon jol besz¢l-
nek szerbiil - nagyon nehéz behozni.

Nikola egysoros tablazatokat rajzolt és csak a kifejezés parokat és az értelmezési tarto-
manyokat (b, 50-b; b € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; és a b, 300-b+200; b < {1,2,3,4,5,6}) irta le és
clégedetten megjegyezte:

N: En irtam le legrévidebben a gépeket.

A tobbiek a tablazatokba a kifejezés parok elé beirtak a szamparokat. Feleslegesnek tar-
tottak atmenetként beirni a tablazatba a szdm-ot, és az 50-szam-ot. Ketten nem irtak le az ér-
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telmezési tartomanyokat, ezért az értelmezési tartomanyok targyi reprezentacioit készitettiik
el: A tartomanyok szamait, két szalagra irtuk egymas ala. A szalagokon végigcstsztattunk
szamnagysagu, atlatszo téglalapokat, amelyre rairtuk a b betiit; utalva arra, hogy a szamok a
b lehetséges értékei.

Oliver gépe a masodik feladatnal az arba nem szdmolta bele a csomagolast. Sikeriilt
segiteni Olivernek, hogy vizsgalja feliil és mddositsa a megoldasat tigy, hogy eljatszottuk a
viragvasarlast. (A gép szerepe Oliveré volt.)

A proceptre (a gép miikdodésére) vonatkozo kérdésekre minden tanulo jol valaszolt.

Egy algebrai kifejezés kiilonbozo szituicios jelentéseinek alkotasa

Célunk, hogy a tanuldk észrevegyék, hogy egy algebrai kifejezéssel kiilonb6z6 szituaci-
okat lehet modellezni illetve, hogy a kiilonb6z06 szituacioknak azonos a strukturajuk. (Ekoz-
ben a tanulok az analitikus gondolkodast és absztrahalast is alkalmaztak.)

3. feladat:

Fogalmazd at az el6zd feladatok szévegezését, ugy hogy az elsé feladat rozsakrol, a ma-
sodik telefonbeszélgetésrdl szoljon, azzal hogy a feladatokhoz tartozoé gépek ne valtozzanak.

A tanulok az elsé feladatot, konnyen moédositottak (Emma kiilféldre telefonalt), a maso-
diknal csak két megoldas sziiletett (1. Minden beszélgetésnél kapcsolasi dijat is fizetni kell. 2.
Nemanja helyett valaki mas tarcsazott és Nemanja neki fizetett 200 Ft-ot.)

A meghatarozott algebrai kifejezésekre (az elsé és a masodik feladatbol), a tanuldk kii-
16nb6z6 szituaciokat képzeltek el és Gjabb szovegeket irtak. Elvezetes jatéknak tekintették a
szovegek felolvasasat. Bemutattak a ,,mesét” (igy neveztiik a szovegeket), és masok ,,meséit”
is megvitathattak.

Danica megoldasaban az algebrai kifejezés is megvaltozott:

D: Sasa elindult a piacra, hogy tojast vegyen. Magaval vitte a tojastartot, amelybe 10
hely van. Ird le a tabldzatot, hogy hany tojdst vehet Sasa, ha a tojdstartéban szeretné haza-
vinni a tojasokat.

Z: A gép azt szamolja, hogy mennyit fizet!

A tanulok gyakran nem tudnak Osszpontositani minden részletre, de ez a megjegyzés
elegendd volt ahhoz, hogy a kislany mddositsa a ,,meséjét”.

Algebrai kifejezések strukturajanak szemléltetése

Az algebrai kifejezés strukturdajanak megértése kulcsfontossagu az algebrai tevékenysé-
geknél (algebrai atalakitasoknal és az egyenletek megoldasanal), ezért a kifejezések szerke-
zetével kiilon foglalkoztunk. Az altalunk készitett modellek €s a rajzolt sémak tulajdonsagai,
kihangsulyozzak a kifejezés szerkezetét.

A 300-b+200 kifejezés modellekkel valo szemléltetése:

A batyu modell

Mivel a 300-b+200 algebrai kifejezést a tanulok alkottak (masodik feladat), a miiveletek
sorrendjét vilagosan értették, s el is mondtak. Ezek alapjan készitettiik el a kifejezés modell-
jeit:

Két kis fehér papirlapra felirtuk a 300-at és a b-t, ratettiik 6ket egy z61d papircsikra, koz-
tilk megjeloltiik a ,,-” jelet és becsomagoltuk a lapokat a csikba (utalva, arra hogy az 6sszeg
egy objektum).

(300 [ b]
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A batyut és egy zold papirlapocskara felirt 200-t egy sarga csikra tettiik. Kettdjlik kozé
felirtuk a ,,+” jelet és betekertiik a csikot.

A lépcsds modell

Ugyanugy, két kis fehér téglatestre felirtuk a 300-at és a b-t, és a ,,””” jelet egy kis hengere
és raraktuk Oket egy zold téglatestre. A téglatesteken lathato volt hogy mi van a ,,batyuban”
(a csikoknal). Most mar a tanulok 6nalloan elkészitették az eggyel alacsonyabb szintet a
,»lépcsds” modellnél.

A ,Iépcsds” modell szintjei kihangsulyozzak a miveletek sorrendjét.
A 300-b+200 kifejezés képi reprezentacioja:

Grafikus séma

A modell szintjeit athelyeztiik egy sikba gy, hogy az ala-
csonyabb szint lejjebb keriilt az el6z6nél, s az egy szinten elvé-
gezendd muvelet és a kifejezések melyekkel a miivelet elvége-
zendo kiilon ki voltak hangstlyozva. Ez alapjan megrajzoltuk
(a tablara és a fiizetekbe is) a képi reprezentaciot.

Mindegyik modellben azonos szinnel jeloltiik a kifejezés-
részek reprezentacidit, hogy kiemeljiik a reprezentdciok ana-

crer

térni az egyikr6l a masik modellre.

(A tanulokkal az egyik modellt batyunak, a masodikat /ép-
cs6s modellnek, a grafikus sémat, fasémanak, vagy semadnak
neveztiik.)

A délutani foglalkozason a tanuldk hasonl6 jellegti felada-
tokat oldottak meg. Példaul:

A telefonbeszélgetést egész percenkent mérik (egytol hatig).
Egy perc 300 Ft-ba keriil és a kapcsolasi dij 200 Ft.

300 - b+ 200

Rajzoltak tablazatot, leirtak a megfeleld algebrai kifejezést, készitettek 1épcsés modellt
és rajzoltak sémat.

4.2.5.Geometriai mintdk vizsgdlata
A geometriai mintak, megkonnyithetik az altalanositast és a megfelel algebrai kifejezés

meghatarozasat, ezért egy tanitasi 6ran a geometriai mintak vizsgalatdval foglalkoztunk. A

cres
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1. feladat:

SESRR TS

kép melynek  kép melynek kép melynek
szama 1 szama 2 szama 3

Rajzold le a negyedik képet. Hatdarozd meg a négyzetek szamat a szazadik képen. Fogal-
mazd meg és ird le matematikai nyelven is annak a gépnek a miikédését, amelybe ,, beiitjiik
(betaplaljuk) egy kép szamat, és a gép kiszamolja a négyzetek szamdat azon a képen. Rajzolj
tablazatot és ird be a képek adatait. Hatarozd meg, hogy hanyas szamu képen van 53 négy-
zet.

Az elsé (masodik, illetve harmadik) kép ala a kovetkezot helyes szerb szoveget irtuk:
kép, melynek szama 1 (illetve 2; illetve 3), nem pedig /. kép, (illetve 2. kép, illetve 3. kép)
azért, hogy a tanulok a kép szamat be tudjak irni a tablazatba anélkiil, hogy a sorszamokrol
at kellene térnilik a megfeleld szamra. A ,,valtas” még tobb odafigyelést igényelne (a sorszam
elnevezése ezt nem segiti, hiszen teljesen mas, mint a megfeleld természetes szam elnevezé-
se). A tanul6 a harom kép alapjan megértheti a képek szamanak az 6sszefiiggését a négyzetek
szamaval a képen, és azt is, hogy egy kép alapjan hogyan lehet megalkotni a rakovetkezo
képet (meghatdrozni a képsorozatban a két egymas utani tag 0sszefiiggését). A negyedik kép
megrajzolasaval a tanulok tesztelni tudjak a meghatarozott ,,szabalyt”. A szazadik kép négy-
zeteinek szamat az el6z6 kép alapjan mar nehezen_lehet meghatarozni, hiszen meg kellene
hatarozni a négyzetek szamat az dsszes eldtte levo képen. Azokat a tanuldkat, akik ilyen fajta
Osszefiiggést talaltak, ez a feladatrész reményeink szerint 6sztondzni fogja arra, hogy a kép-
szam ¢és a_négyzetek szama kozt keressék az dsszefliggést. Az altalanos szabaly szdban valod
megfogalmazasa megeldzi a megfeleld matematikai kifejezés leirdsat. Ezzel azt szeretnénk
elérni, hogy a tanuldk, mivel kdznyelven gondolkodnak, el6szor dsszpontositsanak az alta-
lanositasra, és csak utdna az algebrai kifejezés lejegyzésére (a forditasra, matematikai nyelv-
re). gy azt sugalljuk, hogy az algebrat nyelvként, gondolatok lejegyzésére, kommunikéaciora
hasznaljuk. Az inverz gondolkodasra szeretnénk 6sztonozni a tanuldkat azzal, hogy meg kell
hatarozniuk annak a képnek a szdmat melyen 53 négyzet lathato.

Tanuléi megolddsok:

tablazatot is készitett. Oliver tablazata azt fejezte ki, hogy hogyan fiigg a négyzetek szama
egy képen az eldz6 kép négyzeteinek szamatol. A tobbiek, hasonléan, mint Danica, a négy-
zetek szamat egy képen, a kép szdmanak fiiggvényeként adtak meg a tablazatban. Oliver és
Danica tablazatait mutatjuk be:

Danica tablazata: a kép szama négyzetek szama Oliver tablazata:

1 3 3 5
2 5 5 7
3 7 7 9
4 9 c c+2

100 201

26 53
b 2b+1
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Megkérdeztem Olivert, hogy mit jelentenek azok a szdmok amelyeket ,,betaplalt” a gép-
ébe. Nem kaptam valaszt. Igyekeztem masként, egy szamra konkretizalva, megfogalmazni a
kérdést (lehet, hogy a tanuld a ,,betaplalni” szot nem ismeri):

G: Minek a szamat mutatja a harmas? Mit jelent a harmas? Miért irtad épp a harmast
a tablazatba?

O: Harom négyzet van a képen. (Mutatott az egyes szamu képre.)

A gépmodell baloldali nyilasara raragasztottam a legegyszeriibb zsebszamologép billen-
tylizet részének a rajzat (csak a szamok voltak rajta) és ,,betitdttem” a harmast mondvan:

G: A te gépedbe betaplaltuk, a négyzetek szamat. Olvasd el még egyszer, a feladatot. Mit
kell a gépbe betaplalni?

O: A kép szamat. Rajzolok egy uj tablazatot.

Oliver 1j tablazata Danica tablazatanak masodik, harmadik, negyedik, ¢és 6todik sorabol
allt, de nem sikeriilt meghataroznia a /00 megfelel6jét. Mivel a tanuld tudta, hogy minden
kovetkezd képen, kettével tobb négyzet van megkértem, hogy szamolja meg az egy képen
levd négyzetparokat; s hatdrozza meg, hogyan fiigg a négyzetparok szama a kép szamatol.
Kértem, hogy mondja el és irja le minden képpel kapcsolatosan hogyan szamolta ki a gép a
,.kiadott”szamot a’beiitott” szambol. Oliver a tablazat masodik oszlopat a kovetkez6képpen
egészitette ki (ez a tablara is felkertilt és a tanulok fiizetébe is):

1 3=12+1 Oliver 6nalléan meghatarozta a /00, a broj és a b meg-
> 522+ felelgjét, de az 53-mal nem tudott mit kezdeni.
3 7=32+1
4 9=42+1
100

Oten meghatéroztak fejben, visszafelé szamolva (elészor kivontak egyet az 53-bol és a
52-ot osztottak kettével) hogy azon a képen 53 négyzet van, melynek szama 26. Oliveren
kivil Filip sem oldotta meg ezt a feladatrészt. Mivel, hatodik osztalyban, a tanulok mar alkal-
maztak a lebontogatasi modszert az egyenletek megoldasara, gondoltam, hogy ez a modszer
segithet a felmertilt probléma megoldasanal is. Oliver tablazataba beirtuk az 53-t és mivel az
53-as megfeleld betaplalt szamat nem tudjuk, a betaplalt szamot haromszdggel reprezental-
tuk. Megkértem a tanulokat, hogy a tablazatban levé 53-at irjak fel ugy, hogy kihangsulyoz-
zuk, hogy melyik szamokbdl szamolta ki a gép az 53-at (53=A-2 + [). Ebbdl szamoltak ki
a tanulok a haromszog értékét.

Filip a kdvetkezot irta:

A=53:2—-1

A=255

A tobbiek hasonléan oldottik meg a feladatot, mint Danica. O megjeldlte egy téglalappal
azt a kifejezésrészt melynek értékét szamolta ki el6szor és ezutdn hatarozta meg a haromszog
értékét:

53= + 1 (A szorzatot egy objektumnak tekinti.)

[ ]=53-1

[ =52

A2=52

A=52:2

A=26
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Az egyenletek megoldasanal lebontogatasi modszerrel (,,takarasi” modszerrel) a tanuloknak
problémat jelenthet a letakarandoé kifejezésrész meghatarozasa. A segédkérdések, melyeket a hatodik
osztalyban, a modszer bevezetésénél megfogalmaztunk €s a tanuldk feltettek magunknak minden
feladat megoldasanal ezzel a modszerrel, a kovetkezok voltak:

Mi volt az utolsé miivelet?

Mit jeloliink ki? Mit takarunk le?

Filipnek az ismeretlen pontos meghatarozasanal lebontogatasi modszerrel a A-2 + |/
kifejezés batyumodellje és a faséma segitett. A batyura rairtuk az értékét és a sémat is kiegé-
szitettiik és megkaptuk az egyenlet reprezentacioit (1. kép a kdvetkezd oldalon).

A séman visszafelé haladva, latszik hogy eldszor kivonas alkalmazasaval a A -2 értékét
tudjuk meghatarozni és csak ezutan osztassal a A értékét. A séman szintén lathatjuk, hogy
mi van a batyuban (a batyut ,,0sszetartja” a ,,+” jel), ezért a A -2 értékét kivonassal tudjuk
meghatarozni (nem alkalmazhatunk osztast). A tanuld ezt latja is, ha kibontja a batyut. A A
meghatarozasakor a A -2 batyut osztassal tudjuk ,,kibontani”.

A masodik kisérleti csoportbol Robert is a batyumodell és a faséma felhasznalasaval
hatarozta meg a 26-ot.

A betiinek lehet egy vagy tobb értéke

G: Mit irnanak a matematikusok a haromszog helyett?

N: x-et.

G: Az x az egyetlen betii melyet lehet a haromszég helyet irni?

Z: Mas betiit is lehet! (A hatodik osztalyban az egyenletek megoldasanal kiilonb6zo
betiikkel jeldltiik az ismeretleneket.)

G: Melyik betiit hasznaljuk?

S: Az a-t. (Igy, az a= 26-ot is felirtuk a tablara.)

G: Hany szamot, jelent ebben a feladatban az a betii? Hany értéket vehet fel?

T: Egyet. Megkértem a tanuldkat, hogy emelje fel a kezét az aki egyetért

Tajnaval. A tanulok osztottak Tajna véleményét.

G: A b betii is csak egy szamot jelent ebben a feladatban?

A tanulok soroltak a b értékeit.

Kiilonb6z6 geometriai mintdknak egy algebrai kifejezés felel meg
(azonos struktiraju mintak)

2. feladat:

A szOovegezése megegyezett az els6 feladat szovegezésével azzal, hogy a négyzetek sza-
ma helyet az egységnyi szakaszok (haromszog oldala) szamat kellett meghatarozni. A harom
kép a kovetkezd volt:

VANWAVAVAVAN

kép melynek kép melynek  kép melynek
szama 1 szama 2 szama 3

A tanulok a jelenséget meglepdnek talaltak. Zoran megfogalmazasat idézziik:

Z: Erdekes! A masodik feladat ,, gépe” is ugyanaz, mint az eléz6 feladat ,,gépé”.

A tanuldk a délutani foglalkozason is a geometriai mintak alapjan altalanositottak. Va-
laszthattak a kiilonb6z6 nehézségii feladatok koziil és ugyanabbdl a tipusbol tobb feladatot is
megoldhattak. Szerkesztettek sajat feladatokat is.
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ge=1+0- Vv

o

-V

1. kép
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4.2.6. Algebrai kifejezések értékének meghatdarozdsa

1. feladat:
Egészitsd ki a kdvetkezd tablazatokat! (Toltsd ki a tablazatot! Téltsd ki az tires helyeket
a tablazatban!):

A feladat szovegezését tobbféleképpen fogalmaztam meg, hogy a nyelvi nehézséggel
kiizd6 tanuloknak minél nagyobb lehetdségiik legyen a feladat megértéséhez. Ily modon a
tanulok természetes modon (forditas nélkiil) tanuljak a szerb szavakat és kifejezéseket.

c c+20 a b ab

6

8 10 30
27 g 5

/ g

Tanuléi megoldéasok:
Filipet kivéve, mindkeét kisérleti csoport tanuldi nehézségek nélkil jol toltottek ki a tab-
lazatot. Filip a kovetkez6t irta:

¢ |c+lo b|at

6 |60 4 1€ lawt-2

& |c-&+00 10 30
IF & |5

L4 314

A tanulo nem helyettesitette be a valtozo értékeit; a valtozo mellé irta ket.

Terapia:

A valtoz6 modellje: Egy hajlithatd ceruza (vagy zsinegdarab) ¢ alakura hajlitva.

A valtozo6 felveszi a hat értéket: A ¢ alaki modellt, hatos alaktra hajlitjuk.

A tanulé 6rommel 6nalldan folytatta a nyolcasra (illetve hetesre és /-re) vald hajlitast, és
a tablazatok masodik oszlopaiba irt kifejezéseket kijavitotta és potolta a hianyzo kifejezése-
ket. A modell a tobbiek érdeklodését is felkeltette.

Tanulsagok:

A kovetkezd tanitasi ciklusban minden tanulonak volt zsinegmodellje. Hiszen a modell
kiilonbozo alakjai, melyeket a tanulok sajat keziileg formalnak, nagyon jol szemléltetik, és
érthetdvé teszik a tanulok szamara a valtozo értelmezési tartomanyanak fogalmat.

A gépmodellnél, ahol megalkottuk a h+2 kifejezést a célbol, hogy kihangstlyozzuk,
hogy egy szamot jeldlhetiink betiivel (példaul k-val); a masodik tanitasi kisérletben a gép-
modellbe betaplaland6 rudacskat beletettiik egy boritékba és megjeloltiik egy betiivel (ra-
irni a betlit). A ,,gép” kiadja a rudacskat tartalmazé boritékot meg még két fehér kiskockat,
melynek reprezentacidja a k+2 kifejezés.

2. feladat:
Egészitsd ki az ,, dsszetett gép” cimkéjét (kifejezéseit) és ha a gépbe ,, beiitjiik” a nyolcat,
hatarozd meg, milyen értékeket szamol ki a gép:
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Célunk, hogy a tanuloknak lehetdséget adjunk, hogy kiindulva egy algebrai kifejezés-
bol kiilonbozd Osszetettebb kifejezéseket alkossanak; s észrevegyek, hogy az dsszetettebb
kifejezések szamértékeinek meghatdrozasahoz felhasznalhat6 annak a kifejezésnek a szam-
értéke, amelybdl a kifejezés keletkezett. Ugyantigy, annak a kifejezésnek (pl. m:2) a faséma-
ja, amelybdl egy masik kifejezést szarmaztatunk (pl. m:2+3), az 0j kifejezés fasémajanak
része.

Tanuldi megoldésok:

Az elsé tanitasi ciklusban csak Slavica irt zarojelet a (3+m) -2 kifejezésben (és a feladat-
ban megjelend hasonlod kifejezésekben). Minden tanuld a kifejezés szamértékét ugy szamolta
ki - a fasémat igy rajzolta le - mintha a zardjel 1étezne, illetve nem a leirt kifejezés szamér-
tékét hatarozta meg.

A terapiat a kdvetkezd alfejezetben mutatom be:

A zardjel szerepe az algebrai kifejezésben és a miiveletek sorrendje

3. feladat:

Egészitsd ki a gép fajat! Fogalmazd meg és ird le, mit csindl a gép és mi a cselekvés
vegeredménye. Ugyanezt ird le matematikai nyelven is, egy kifejezéssel (gépcimke), a kar-
tonlapocskara.

1. séma 2. séma

A tanulok tilésrend szerint parokban dolgoztak. Minden parnal az egyik tanul6 piros,
a masik fehér papircsikon megkapta a feladat szovegezését. A piros papiroson az elsd, a
fehéren a masodik séma volt lathatd. A feladat megoldasa abbol allt, hogy a sémat kellett
,»olvasni” (értelmezni) és kiegésziteni. Le kellett irni a valaszokat a feltett kérdésre, s a végén
megkapott algebrai kifejezést egy azonos szinl kartonlapocskara kellett lejegyezni. Ezutan
a parokban levo tanulok kicserélték egymassal a kartonlapokat és a lapon talalhato kifejezés
elemzése utan, a kifejezés mellé lerajzoltak a sémajat. Végiil 6sszehasonlitottak az azonos
szinl lapokon ¢és a papircsikokon levé sémakat és kifejezéseket.

A pontos fasémak meghatarozasa mellett, a parok jo teljesitményének szamitott az is,
hogy a tanulok megbeszélték egymassal (meggy06zték egymast) és kijavitottak az esetleges
hibakat. Ezzel a tanulok fejleszthették az érvelési és kommunikacios készségiiket is.
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A legnagyobb nehézséget a feladatban a zardjelek hasznalata, illetve elhagyasa okozta.
Reményeink szerint, az ily mdédon felvetett probléma 6sztonzi a tanulokat a sémak és kife-
jezések elemzésére, lehetséget ad a tanuloknak a masok és a sajat munkdajanak értékelésére
¢és Onhelyesbitésre. A kérdésekre a tanulok jol valaszoltak, de csak Slavica hasznalt zardjelet
a (3+c)-2,5 kifejezés leirasanal (a parja is pontos sémat rajzolt). A tobbiek a kovetkezd ki-
fejezéseket irtak le: 3+c-2,5; 4—d -1,5. Ezen kiviil, Filip is ugyanolyan sémat rajzolt, mint
amilyen Milané, a parjaé volt. Filip a 4—d- 1,5 kifejezést, ugy értelmezte, mintha a (4—d)-1,5
kifejezés volna és ezért 6k csak Milan sémajaval foglalkoztak. A tanuldk tanakodtak, vi-
taztak egymassal. Hivatkoztak a miiveletek sorrendjére, ujbol rajzoltak a sémakat, és végiil
kijavitottak a hibakat. Milan jott ra, hogy hianyoznak a zardjelek, ezért amikor kértem, hogy
ellendrizze Filip sémajat, megtalalta itt is a hibat és magyarazta Filipnek, mirdl van szo.

4. feladat:

Ha a (3+¢)-2,5 cimkés gépbe, ,, beiitjiik” az otdst, melyik szamot dobja ki a gép? ( Hata-
rozd meg a (3+c)-2,5 kifejezések értékeét, ha ¢ értéke it.) A feladat megolddsaban segithet, ha
kiegészited a fasémat és a tablazatot.

c| 3+c | (3+c)-25
51 I

5. feladat:

Hatarozd meg a 2+(b+1):4 kifejezések éertéket, ha b értéke ot.

Réberten kiviil - minden tanulé a masodik csoportbdl - behelyettesitette az 6tost és meg-
kapta, hogy a kifejezés értéke 3,5. Robert nem vette figyelembe se a zarojelet, se a miiveletek
sorrendjét. A megoldasa a kovetkezd volt: 2+(5+1):4=2+6:4=8:4=2

2+ (brD):4=2

Az alabbi orarészlettel illusztraljuk a magyar nyelvii szakkifejezések tanitasat.

Magyar nyelvii szakkifejezések:

Kitélteni a tablazatot!

G: Popuniti tabelu. (Mutatok a tablazatra az elsé feladatban.)

Kifejezés

G: Izraz. (Mutatok a (¢ + 1) -2,5-re.)

A kifejezés szamértéke 25!

G: Brojna vrednost izraza je 25!

A mondatokat kimondom szerbiil, felirom a tablara és megkérdezem, hogy hogyan
mondanank ugyanezt magyarul.

Tanuléi valaszok magyarul:
Els6 mondat (mondatrész)
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M: Beirni a tabellaba.

Z: Tablazat!

E: Kipotolni a tablazatot. (A kipdtolni szo forditasa: dopuniti, ami csak egy hangban
kiilonbozik a popuniti, kitdlteni, szotol.)

Még egyszer kimondom a szerb mondatot.

D: Kitélteni a tabldzatot! (A mondatot mindenki leirja a fiizetébe; én a tablara.)

Masodik mondat

T: Nyitott mondat. (T6bb valasz nincs.)

Mivel a kifejezések a két nyelvben, egymas tiikorforditasai, 6sztonzom a tanulokat,
hogy hasznaljak a szerb kifejezést; hogy forditsanak:

G: Hogyan mondjuk azt, hogy ,, kifejezni”? ,, Kifejezés ’? (Szerbiil kérdezem.)

Els6nek Nikola fordit:

N: Kifejezni. Kifejezés! (A masodik mondatot leirjuk a fiizetbe és a tablara.)

Harmadik mondat

G: Szam. Erték. Szamérték. (Mondom szerbiil.)

Broj. Vrednost. Brojna vrednost.

(A broj, szam, szora névszoragozast alkalmazunk. Ez a magyarban nem létezik, ezért
Milan toldalékolast alkalmazott a szam szdéra.) Milan a kovetkez6t mondta:

M: Szamos érték.

G: Majdnem jo. Javitsunk egy kicsit rajta. Melyik Osszetett szot kapjuk a szam és a
eérték szavakbol? (Mondom magyarul.)

Z: Szamertek.

G: Mi a kiilonbség a szamos érték és a szamérték jelentése kozott? Mit jelent, az hogy:
szamos erték.

D: Azt hogy sok.

A kifejezés szamértéke, bekeriil a fiizetekbe €s felirjuk a tablara is.

Tanulsagok:

A masodik kisérleti csoport tanul6i a masodik feladat eldtt, a harmadik, a negyedik,
¢és az 6todik feladattal foglalkoztak. Valoszintileg ennek koszonhetéen hat tanul6 irta le a
zardjeleket a megfeleld helyre a masodik feladatban.

Robert, aki nem irta le a zardjeleket, a délutani foglalkozdson a negyedik feladathoz
hasonld (pl. a 5- b + 4 ; (3 + b) -2,5 kifejezéseket tartalmazo) feladatokat oldott meg. Ujbél
visszatértiink az algebrai kifejezések 1épcsds modelljéhez, atismételtiik a miiveletek sorrend-
jét, rajzoltuk a fasémat és a tablazatot. A negyedik és az 6tddik feladatot 6ndlldan dolgozta ki.
A sémat hasznalta a kifejezés szamértékének meghatarozasanal. Tablazatot nem hasznalt.

A tobbiek a csoportbdl a délutani foglalkozason parokban dolgozva egymasnak feladtak
a masodikhoz hasonl¢ feladatokat és ellendrizték is egymas eredményeit.

4.2.7. Algebrai kifejezések (értelmezési tartomdanyuk a Q+) reprezentdldsa
szakaszokkal. Algebrai kifejezések a szamegyenesen.

Célunk, hogy a tanulok reprezentaljak szakaszokkal a racionalis szamokat tigy, hogy egy
feladatban a megfeleld szakaszhosszak mérészamainak viszonya azonos legyen a szamok
viszonyaval.

Célunk szintén, hogy a tanulok egy feladatban megjelend valtozokat (algebrai kifejezé-
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seket) reprezentaljak szakaszokkal. Ha a feladatbol tudjuk, hogy a valtozok (illetve algebrai
kifejezések) hogyan viszonyulnak egymashoz, akkor a valtozok (illetve algebrai kifejezések)
reprezentacidit ugy rajzoljuk, hogy a megfeleld reprezentaciok hosszai is ugyanugy viszo-
nyuljanak egymashoz.

A tanuldk a feladatok megoldasa kozben atismétlik a hosszusag mérésének fogalmat, a
mérdszam ¢és a mértékegység fogalmat és a megfeleld szakkifejezéseket mindkét nyelven.
Szintén atismétlik (elsajatitjak) a szakaszok ,,0sszeadasanak” €s ,,kivondsanak™ fogalmat.

Ujbol Aikorél, a japan kislanyrél beszéltiink.

1. feladat:

Aiko Tajna levélbdl tanult meg néhany szamot arab szamjegyekkel leirni. A levélben a
kovetkezd allt:

1 3 7

Ha az egyest megjelenité szakasz a hosszusdag mértékegysége, hatdarozd meg a masik keét
szakasz hosszanak mérdszamat!

Szakaszok segitségével jelenitsd meg (mutasd meg) Aikonak a kévetkezd szamokat: 1; 2;
0,5;3,5; 5 0.25.

A szerb nyelvben a reprezentalni igét nem hasznaljuk olyan értelemben, mint a ma-
gyarban (szerbiil a jelentése: képviselni). Helyette, a koznyelvben is gyakran hasznalt (a
tanulok altal is elsajatitott) megjeleniteni szot mondjuk.

Tanuldi megoldésok:

A tanulok jol meghatdroztik a mérészamokat. Ot tanuld az egyes reprezentacidjaként a
feladatban mar megjelend reprezentacidt hasznalta. Ketten 0j, mas hossziusagu szakasszal,
reprezentaltak az egyest. Danica megkérdezte:

D: Mekkora szakaszt rajzoljak az egyesnek?

Terapia:

G: Megértette volna-e Aiko mit jelent az 1, a 3 és a 7 ha Tajna a kovetkezot rajzolta
volna?

(A tablara rajzoltam a reprezentaciokat.)

1 3 7

G: Ha most az egyest megjelenité szakasz volna a hosszusag mértékegysége, mennyi a
masik két szakasz hosszanak mérészama? (Mutatok a tablara rajzolt szakaszokra.)
G: Rajzolhatom-e a kévetkezéképpen az egyest?

1

G: Te hogyan rajzolod?

Tanulsag:

A masodik kisérleti csoport els6 feladatat kiegészitettiik a terapiaban megfogalmazott
harom kérdéssel. (A kérdések a szamok szakaszokkal valo reprezentacidja utan kdvetkez-
tek.) Célunk, hogy minden tanulé szdmara érthetd legyen, hogy az egyest reprezentald
szakasz hossza szabadon vélaszthato.
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2. feladat:
Boba a:u; 1;0,5; uti; 2-u; v, 0,5-v, v+u; v—u szamokat szakaszok segitségevel a kovet-
kezoképpen jelenitette meg:
u 1 0,5 u+l 2u v 0,5v
i+ T 1 b ' i b 1 b 1 —

v+tu v-u

Mit gondolsz Boba munkdjarol? Te hogyan tennéd ugyanezt?

Boba mely szamokat mutatta meg szakaszok segitségével?

Mutasd meg szakaszok segitségevel a 3-u+v és az u—0,5-v szamot is!

Legyen az egyest megjelenito szakasz a hosszusag mértékegysége. Hatarozd meg az al-
talad lerajzolt szakaszok hosszanak méroszamat!

A feladat dsszeallitasanal felhasznaltuk az algebrai kifejezések szakaszokkal valo repre-
zentacioinak ,,0sszeadasanak”™ és ,,kivonasanak™ helytelen értelmezéseit is, melyeket tanuld-
ink alkalmaztak az eldteszt hatodik és hetedik feladatanak megoldéasaiban.

Tanuldi megoldésok:

A tanuldkat a jatékszituaciok (japan kislanynak segiteni, értékelni Boba megoldasat) és a
tény hogy véleményezhetnek, nagyon jol motivaltak a feladattal valo foglalkozasra. Hevesen
magyaraztak, hogy a masodik feladatban megadott reprezentaldssal nem értenek egyet. (Az
ora végén megkérdezték, hogy ez a Boba mikor jart iskoldba és megtanult-e végiil a szaka-
szokkal dolgozni.)

Azoknak a tanuloknak, akiknek az el6tesztben és itt is, nehézséget jelentett a ,.kivonas”
tarsaik segitettek. Heten 6nalldan vagy tarsaikkal konzultdlva, a kdvetkezé szamok repre-
zentacioit modositottak: 0,5; u+1; 2-u; 0,5-v; v—u és meghataroztdk a 3-u+v és az u—0,5-v

sy

rrrrrrrr

megrajzolta a 3-u+v és az u—0,5-v reprezentacioit is). Ezzel a megoldassal Oliver nem értett
egyet:

QO: Nem jo. Boba az egyet rajzolta meg eldszor!

G: Talalunk-e hibat Nikola szakaszai és jelolései kozott?

A tanulok megéllapodtak abban, hogy N megoldasa helyes.

Algebrai kifejezések a szamegyenesen

3. feladat:

Célunk, hogy a tanulok meg tudjak hatarozni a szamok (ill. algebrai kifejezések) helyét a
szamegyenesen, hiszen az el6tesztben, a szamegyenesre vonatkozo (tizenkettedik) feladat, a
tanuloknak nehézséget okozott. A hasonlosag a szamok szamegyenesen valo €s a szakaszok-
kal valo reprezentalasa megnehezithette a feladatot. Reményeink szerint a szamok szame-
gyenesen vald reprezentalasa ¢és a szakaszokkal valo reprezentalasa kozotti hasonlosagok (a
¢s kiilonbségek (a szamot egy ponttal reprezentaljunk; a szamot szakasszal reprezentaljuk)
tudatositasa konnyebbé tenné az elkiilonitését egymastol €s a szamegyenessel valo munkat.

Jelenitsd meg szakaszok segitségevel a kévetkezé szamokat: ¢c+1, 2, 2:¢c, 2:c=1, ha az
egyest és a c-t a kovetkezoképpen jelenitettiik meg:

1 c

Az egyest és a c-t megjeloltiik a szamegyenesen is.
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Mely szamok helyét jeloltiik még meg a szamegyenesen?

\

0 1 c 2 2c

Hasonlits ossze minden a szamegyenesen megjelélt szam nullatol valo tavolsagat, annak
a szakasz hosszanak meéroszamaval, melynek felhasznalasaval jelenitettiik meg a szamot.

Hatarozd meg a ct1, és a 2-c—1 helyét a szamegyenesen!

Meg tudod-e jeleniteni szakaszokkal a —1 és a —c szamot?

Meg tudod-e hatdarozni a —1 és a —c helyét a szamegyenesen?

Célunk hogy a tanulokban tudatosuljon, hogy a szamegyenesen lehetdségiink van a ne-
gativ szamok reprezentalasara is.

A tanuldk a szamegyenesen ,lépkedve” jobbra és balra hataroztak meg a kifejezések
helyét a szamegyenesen.

4. feladat:

Jelold be a kévetkezo szamokat a szamegyenesen: —d, 3-d, —3-d.

\

d 0

A feladattal lehetdséget szeretnénk adni a tanuldknak, hogy megtapasztaljak és tudato-

suljon benniik, hogy egy valtoz6 negativ szdmot is reprezentalhat és a valtozo negativ eldjele
a szam ellentétjét jelenti (ebben az esetben pozitiv szdmot).

Hatarozd meg a d ellentétjét!
Hatarozd meg a kovetkezo mondatok koziil melyek a hamisak és melyek az igazak:

A d egy pozitiv szam. A —d egy pozitiv szam.

A d egy negativ szam. A —d egy negativ szam.
A d kisebb, mint nulla. A —d kisebb, mint nulla.
A d nagyobb, mint nulla. A —d nagyobb, mint nulla.

(Kihangsulyozzuk: a magyar kifejezés nem a szerb tlikorforditasa. Szerbiil a kdvetkezot
mondjuk: az ellentétes szama.)
Tanuldi megoldésok:
Ez a feladat nagy érdeklodést keltett. Két tanulo leirta, hogy a megoldas hibas és rajzolt
egy masik szamegyenest. (Azt gondoltak, hogy értékelni kell a feladatot.) Danica megoldasat
mutatjuk be:

A R T [ e

Kozoltem a tanulokkal, hogy a d jo helyen van, a tobbi szam helyét kell meghatarozni
a szamegyenesen. A d0 szakasz kdzéppontjat jeldltem —/-el a szamegyenesen és kértem a
tanulokat, hogy jeloljék meg a —(—5) és az ellentétjének helyét a szamegyenesen ¢és hata-
rozzak meg mely szamot jeloltem d-vel. Ezek utan a tanulok 6nalléan korrigaltak helytelen
megoldasaikat.

Tanulsag:

A masodik csoportnak a negyedik feladatnal felhivtam a figyelmét, hogy ez nem egy
megoldas, nem kell értékelni. Jovan mégis Danicaval azonos modon oldotta meg a felada-
tot. Meggy6zddése (d nem lehet negativ szam) szerint cselekedett.
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5. feladat:

Az algebrai kifejezések szakaszokkal vald reprezentacidinak felhasznalasa segitségiil
szolgalhat, az egyenletekkel megoldhato szoveges feladatok megoldasanal. Véleménytink
szerint a valtozok egymashoz val6 viszonyat atlathatobba tehetjiik és ezaltal az egyenletek
felallitasa konnyebbé valik, ha készitlink hasonlé vazlatokat, mint amilyeneket bemutatunk
az 6todik feladatban.

Mi mivel egyenl6? Ird le matematikai jelekkel!

A leirtak alapjan, ird le szavakkal is, hogyan viszonyul egymadshoz az m és az s (az [ és
aze)!

m 25 e e e e e e
s S
1. abra 2. dbra

Tanuléi megoldasok:
Az els6 abraval kapcsolatos valaszok:

Hét tanul6 a kovetkezd egyenléséget irta: m+25=s. A valtozok viszonyat is megfogal-
maztak:

D, E, M és N: Az s 25-tel nagyobb, mint az m. (s je za 25 veéi od m.)

S: s je sa 25 vece nego m. A mondat jelentése azonos az ¢l6z6 mondat jelentésével, de
ellentétes a szerb nyelvhelyességi szabalyokkal. A —val, -vel ragot forditotta le szerb nyelvre.
A —val, -vel szerb megfeleldi az od és sa el6jard szavak, de kiilonboz6 esetekben hasznaljuk
Oket. A sa el6jaro sz6 jelentése: s-sel egyiitt. Slavica mondatanak tiikorforditasa a kovetkezo:
az s, a 25-tel egyiitt, nagyobb mint az m.

Z: s je vece kao m za 25. Zoran mondata teljesen értelmetlen, holott csak a kao el6jaro
sz6 helyett, az od (a —tol, -tél megfeleldje), vagy a nego sz6t (jelentése: hanem) kellett volna
hasznlni, s a szavak sorrendjét kicserélni, hogy tokéletes valaszt kapjunk. A tanuld a kao
sz6t azért hasznalja, mert ez a sz6 a magyar, mint forditasa.

Csak Oliver fogalmazta meg eljarasként a mondatot:

O: Ha m-hez hozzdadunk 25-6t megkapjuk az s-t.

G: Milyen akkor az s, m-hez viszonyitva, ha ugy kaptuk meg, hogy m-hez hozzaadtunk
25-6t?

Q: 25-tel nagyobb.

Egyediil Tajna irta le a m=s—25 egyenldséget.

T: Az m 25-tel kisebb mint az s. (m je za 25 manji od s.)

A masodik abraval kapcsolatosan a tanuldk a kovetkezot irtak:

Minden tanulé a kdvetkezot irta: 6-e=f. Mondatban a tanulok - Zoran kivételével - igy
fogalmaztak: Az f hatszor annyi (tiikérforditasban: nagyobb) mint az e.

Zoran magyar mondata: az f'az e hatszorosa, szoszerinti forditasat (fje za e Sestostruko.)
modositotta (fje sestostruko e.). Ez a mondat ellentétes a szerb nyelvhelyességi szabalyokkal,
csak azok szamara érthetd, akik képesek leforditani magyarra és magyar nyelven megérteni.

Nikola a kovetkez6 mondatot is leirta (A mondat szészerinti forditasat adjuk.): e=£:6. Az
¢ hatszor kisebb, mint az f (e je 6 puta manji od f). A kérdésemre, hogy amit leirt hogyan lehet

abrazolni, a kovetkez6t rajzolta:
e L 1 ,
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Megkérdeztem, hogyan lehet még Nikola rajza alapjan megfogalmazni az f'és az e viszo-
nyat. Tajna és Slavica valaszolt (A mondatok szdszerinti forditasat adjuk.):

T: e, az f egy hatoda (e je jedna Sestina od f.) Leirta a kovetkez6t: e= L. f

Tajna tokéletesen fogalmazta meg a mondatot, amit Slavicarél nem mondhatunk el. O
Tajna mondatéhoz, hozzaadta a deo szt (jelentése rész), mely a kovetkezé magyar mondat-
bol szarmazik: az e, az f-nek a hatod része.

S: e je jedna sestina deo od f.

Felhivtam a tanulok figyelmét, hogy magyarul helyesen mondhatjuk azt, hogy:

Az f-nek az egy hatod része az e és azt is hogy: az e egy hatoda, az f-nek.

Minden tanuld, aki barmilyen valaszt adott, dicséretben részesiilt. A j6 megoldasokat
felirtuk a tablara, a tobbit helyesbitettiik.

6. feladat:

Szamok kozotti viszonyokat, fogalmaztunk meg a kévetkezé mondatokban. Szemléltesd
ezeket a viszonyokat szakaszok segitségevel!

Két szamrol, r-rol és p-rol a kovetkezot tudjuk: r szazzal nagyobb, mint p.

A két szamrol, t-rol és c-rol, a kévetkezot tudjuk: t a ¢ szam oOtszordse (szerbiil: otszor
nagyobb).

A tanulok jol szemléltették a szamok viszonyat.

A délutani foglalkozason a tanuldk parokban dolgozva egymasnak adtak fel feladatokat,
amelyben a kifejezések helyét kellett meghatarozni a szamegyenesen. A szakaszos reprezen-
taciok alapjan kellett leirni a valtozok viszonyat és forditva lerajzolni a megfelel6 szakaszos
reprezentaciokat. Szoban is meg kellett fogalmazni a valtozok viszonyat.

Tanulsag:

A szamok viszonyédnak szdban valé megfogalmazasa még mindig nehézséget okozott
a tanuldknak. Ezért az elkdvetkezendd orakat azzal kezdtiik, hogy 6t perces, csoportok
kozti, versenyt szerveztiink. Gyorsan kellett tobbféleképpen megfogalmazni (Iehetéleg két
nyelven), egyenldség felhasznalasaval leirni, és szakaszok segitségével abrazolni a konk-
rét szamok kozti viszonyokat.

Példaul egy feladat a kovetkezo volt: 15 5
Hogyan viszonyul a 15 és a 20? _
Kettd a lehetséges valaszok koziil a kdvetkezo: 20
15+5=20. A htisz, 6ttel nagyobb, mint a tizenot. _
% - 20=15. A tizen6t, a hisz haromnegyede. —_———

15

Minden tanul6 - harom ,,jatszma” utan - tokéletesen dolgozta ki a hasonlé feladato-
kat.

A masodik csoportndl ilyenfajta feladatokkal foglalkoztunk az 6todik feladat el6tt is,
még két alkalommal, még mindenki hibatlanul meg tudta oldani a feladatokat.

4.2.8. Konkrét szitudaciok kodoldasa

Célunk, hogy a tanuldk egy adott modellben alkossanak olyan kifejezéseket (szamkife-
jezések és a megfeleld algebrai kifejezések) melyeknek, meghatarozott jelentései vannak.
Igy reményeink szerint Gtleteket meritenek a késébbi feladatok megoldasahoz, ahol néhany
egyszeriibb algebrai kifejezésnek kiilonb6z6 jelentést fognak adni.
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Reméljiik, hogy a tanuldknak, az els6 két feladat megoldasaban, segitségiil szolgalnak a
valtozok (manipulalhatd) konkrét reprezentacidi. Szintén, szeretnénk a tanuldkat 6sztonoz-
ni, hogy szakaszokkal reprezentaljak az algebrai kifejezéseket, annak reményében, hogy az
egyenlettel (egyenletrendszerrel) megoldhat6 szoveges feladatoknal ezek a reprezentaciok
megkonnyithetik a megfeleld egyenlet (egyenletek) felallitasat. Tapasztalataim szerint ki-
hangstlyoznam, hogy a szakaszos reprezentaciok hatékony eszkdznek bizonyultak a szove-
ges feladatok megoldasanal.

Az azonos strukturaju feladatokndl a reprezentalashoz, azonos szakaszokat hasznalha-
tunk. A tanuldkat a szakaszok segithették ahhoz, hogy észrevegyék a feladatok azonos struk-
turajat.

Algebrai kifejezések targyi reprezentacioi:

1. feladat:

A tanuldknak egy cérnadarab hosszanak mérészamat kell meghatarozni. Azért szol a
feladat cérnadarabokrol, mert ezek abrazolasa legjobban hasonlit a kifejezések szakaszokkal
valo reprezentalasara.

A tanulok e feladat megoldasa kozben atismételték, hogy a fizikai mennyiségeket kii-
16nb6z6 mértékegységekkel lehet mérni és ettdl fiiggden mas-mas mérészamokat kapunk.
Megfeleld feltételeket igyekeztiink teremteni a tanuloknak, ahhoz hogy felfedezzék, hogy
egy valtozd szamértékét nem tudjuk mindig meghatarozni, de tudjuk kezelni. Kiilondsen fon-
tosnak tartottuk ennek megértését, hiszen az el6tesztben a hetedik feladat megoldasa kdzben
a tanulok megmérték vonalzoval a valtozokat reprezentald szakaszokat (a mértékegység egy
milliméter), és az ily médon meghatarozott mérészamot tekintették a valtozo értékének. A
feladat a kovetkezo:

Tudjuk, hogy a piros cérnadarab hosszanak mérdszama h, a fehér cérnadarab hosszanak
mérészama u. Vagj le a fehér cérnadarabbdl egy darabot, mely haromszor olyan hosszu,
mint a piros cérnadarab.

Készits rajzot (abrat)!

Mennyi a fehér cérnabol megmarat darab hosszanak mérészama?

(Minden tanulépar egy piros €s fehér cérnadarabot kapott. A fehér cérnadarab hosszabb
volt, mint a piros haromszorosa.)

A tanuldk parokban dolgoztak, hogy a cérnadarabokat ki tudjak fesziteni, megmérni és

V4

crer

minden tanul6 pontosan leirta az u—3-h kifejezést.

A feladat megoldasa utan ahhoz, hogy lehet6séget adjunk a tanuldknak, hogy felfedez-
7€k (vagy meger0sitsék tudasukat) hogy a £ és az u pozitiv racionalis szamok (a tanulok még
nem ismerik a valos szamokat), a kovetkezd kérdéseket tettiik fel:

Megtudtuk, hogy a fekete cérnadarab hosszdanak mérdészama egy, hatdarozd meg melyik
szam a h, azu, a 3-h és az u—3-h.

(A tanulok kaptak egy fekete cérnadarabot is. Ezt Gigy valasztottuk, hogy a 4, 2,25 le-
gyen, és az u, 7,5; ha a fekete cérnadarab hossza a mértékegység.)

Kis nehézségeket lekiizdve, a tanulok meghataroztak a piros cérnadarab hosszat (Har-
man kétszer kettéhajtottak a fekete cérnat és a cérnadarab egynegyedével mértek. A tobbiek
a piros cérna egy kilencedével mérték a fekete cérnadarabot.). Az u meghatarozasa konnyeb-
ben ment. Az u—3-h értékét kiszamoltak. Kovetkezett az Gijabb kérdés.

Ha a fekete cérnadarab hosszdanak mérdszama ketté volna, hatarozd meg melyik szam
volna akkor a h, az u, a 3-h és az u—3-h?
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E feladatrész megoldasa utan, kovetkezett az utolso kérdés:

Meg tudtuk volna mondani, hogy melyik szam a h, mielott megkaptuk a fekete cérnada-
rabot?

A tanulok valasza egyhanguan negativ volt. Magyaraztak, hogy el6szér nem tudtuk a
mértékegységet, igy a valtozok értékét sem lehetett meghatarozni.

2. feladat:

A masodik és a harmadik feladat els6 valtozataban konkrét szamok szerepelnek, igy a ta-
nulok a feladatban a leirt viszonyokra tudnak dsszpontositani. Amikor a masodik valtozatban
megjelenik a valtozé (kezelése a tanulok szamara Gjdonsag) az algebrai kifejezések megal-
kotasanal, a tanuloknak az egyszer mar ,,megtett utat” kell ,,végigjarni”. Ez lehetéséget ad
arra, hogy a tanulok segitségiil felidézzék a szamkifejezésekkel valdo munkat, ha az algebrai
kifejezésekkel kapcsolatosan bizonytalanok.

2. feladat valtozata szamértékkel:

12 mentolos cukorka van egy zacskoban. Tajnanak adtunk egy zacsko mentolos cukorkat.
Zorannak haromszor annyi zacskoval adtunk, mint Tajnanak. Milannak pedig 6t cukorkaval
adtunk tébbet, mint Tajnanak ugyanabbaol a fajtabol.

Hany cukorkat kapott Tajna, hanyat Zoran és hanyat Milan? (Készits rajzot!)

Hany cukorkat kaptak ésszesen mindharman?

A feladat valtozata valtozoval:

d gyiimélcsizii cukorka van egy zacskoban. Tajnanak adtunk egy zacsko cukorkat. Zo-
rannak hdaromszor annyi zacskoval adtunk, mint Tajnanak. Milannak pedig, 6t cukorkdval
adtunk tébbet, mint Tajnanak.

Hany cukorkat kapott Tajna, hanyat Zoran és hanyat Milan? (Készits rajzot!)

Hany cukorkat kaptak mindharman dsszesen?

A harom tanulénak valdban adtunk cukorkakat (elészor mentolosat, utana: gytimolcs-
izlit). A tanuloknak nem okozott gondot a feladat elsé valtozatanak megoldasa. A cukorkakat
a zacskoban is lerajzoltak.

Tanul6i megoldasok (a feladat masodik valtozatanak megoldasai):

A feladat masodik valtozatanal, Danica tarsatol az abraval kapcsolatosan megkérdezte:

D: Hogyan rajzoljam a cukorkadkat a zacskoba, mikor nem tudom hany van benne?

S: En rdirtam, hogy d.

Danicanak problémat okozott, hogy nem tudta pontosan hany cukorkat rajzoljon. Hi-
szen, ha példaul, 6tt rajzolt volna, ez azt jelentette volna, hogy d értéke 6t. Mivel Nikola
szakaszokkal abrazolta a cukorkak szamat megkértem, hogy rajzolja fel az abrajat a tablara.
(Danica végiil ezt az abrat valasztotta és a fiizetébe is rajzolta.)

Filip megoldasa nem volt helyes, ezért ezt mutatjuk be:

A megoldasban Zoran cukorkainak szama: 3-T (hdaromszor annyi, mint Tajnajé). A tanuld
az algebrat gyorsirasként hasznalja és a feladat szovegét (hdromszor annyit, mint Tajnanak)
lejegyzi algebrai kifejezéssel. Ebbdl adodoan, az dsszes cukorkak szamat a kovetkez6képpen
fejezte ki: d+3-T+d+5. (Minden a tanuldk altal meghatarozott kifejezést - igy ezt is - felirtuk
a tablara.)

Terapia:

G: Ha ezekben a zacskokban is 12 cukorka volna, akkor a d tizenkettd volna. Felhasznal-
va Filip megoldasat, szamoljuk ki hany cukorkat adtunk 6sszesen a harom tanulonak.

Mikor Nikola felirta a tablara a 29+3-T kifejezést, Filip 6sszezavarodott. Visszatértiink a
feladat els6 valtozatahoz (12 cukorka van egy zacskoba). Filip kérésemre, lerajzolta a szam-
kifejezések reprezentacioit:
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12 36 17

—_—

G: Ird le a 36-ot (illetve a 17-et) azon szamok segitségével, melyek felhaszndldsaval a
feladat megoldasaban kiszamoltuk a 36-ot (illetve a 17-et).

Szerettem volna rdiranyitani a tanul6 figyelmét a kifejezés struktirajara. A tanul6 prob-
1éma nélkiil a kovetkezdvel potolta a vazlatot: 36=3-12 és 17=12+35.

G: Ha 7 cukorka (illetve 10 cukorka) volna egy zacskoba, jelenitsd meg szakaszokkal a
gverekek cukorkdinak szamat.

Filip ezt is jol rajzolta le és a 3-7 és 7+5 (illetve 3-10 és 10+5) kifejezésekkel jelolte a
reprezentaciokat. Kovetkezett az utolso kérdés:

G: Es ha d cukorka volna egy zacskoban? Mi térténne akkor?

A tanul6 altalanositott és a kdvetkezbt rajzolta:

d 3-d d+5

d+3-d+d+5

Ugy tiinik, hogy a tanuloknak segitségiil szolgalt a szamok szakaszokkal valo reprezen-
tacidja (Danica, Filip).

Emlékeztetni szerettem volna a tanuldkat arra, hogy a d a feladatban egy természetes
szam, ezért 6sztonoztem Oket, hogy szamlaljak meg az egy zacskoban levd cukorkakat. Be-
helyettesitve a /6-ot (egy zacskoban levd cukorkak szama) a 3-d, d+5 és a d+3-d+ d+5
kifejezésekbe (a tanulok még nem vontak dssze a kifejezéseket), meghataroztak azt is, hogy
a gyerekek hany cukorkat kaptak egyenként, és hanyat 6sszesen. Ot tanulé, zardjeleket fel-
haszndlva, irta le a d+(3-d)+(d+5) kifejezést. Kérdezésemre, hogy el lehet-e hagyni a zaroje-
leket. A tanuldk pozitivan valaszoltak. Harman magyarazatot is fiiztek a valaszhoz:

D: Ez jobb. (Mutatott a zarojeleket tartalmazo kifejezésre.)

Z: Latszik, hogy ki mennyi cukorkat kapott.

M: En igy szeretem irni.

Ugy tiinik, a tanuloknak a zaréjelek segitenek, hogy a konkrét szituacioban a kifejezés
jelentését konnyebben értelmezzék.

Azonos struktiraju, de kiilonb6z6 kontextusokban elhelyezett feladatok
(Algebrai kifejezések képi reprezentacioi):

Célunk hogy a tanuloknak olyan abrat készitsenek, mely a feladat 1ényegét jeleniti meg.
Ezen kiviil szeretnénk ramutatni a szakaszokkal valo reprezentalas eldnyeire.

3. feladat:

A feladat valtozata szamértékkel (A megtett ut meghatarozasa.):

Egy kirandulads elsé napjan a hetedik osztaly tanuldi kerékparral megtettek 15,2 kilo-
métert. A masodik napon, 3,5 kilométerrel kevesebbet tettek meg kerékparral, mint az elsé
napon. A harmadik napon pedig, kétszer olyan hosszu tdavot tettek meg kerékparral, mint az
elsé napon.

Hany kilométert tettek meg kerékparral a tanulok ésszesen a harom nap alatt?

Keszits abrat! (Jelenitsd meg a feladat lényegét.)

Minden tanuld helyesen oldotta meg a feladatot és leirta a szoveges valaszt.

Hérom tanul6 szakaszos reprezentaciokat abrazolt, melyek bemutattak az egyes napokon
megtett utak viszonyat (Ketten, a megtett utak hosszat irtak a szakaszok folé. Nikola csak a
szamértékeket jelolte meg.). Nikola és Zoran abraja kovetkezik:
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Nikola rajza Zoran rajza

A tobbiek mas jellegli rajzot készitettek. A rajzok koziil kett6t mutatunk be:

Danica rajza Oliver rajza

Ezen rajzok alapjan, az egyes napokon megtett utak viszonya nem lathatd. A tanuldk a
feladattal kapcsolatosan elképzeltek egy szituaciot, s ezt illusztraltdk. Sok részlettel egészi-
tették ki a feladat szovegezését. A tanulok megmutattak egymasnak abraikat. Mivel célunk,
hogy a tanulok vonatkoztassanak el a részletektol, kovetkezett a terapia:

A feladat megoldasanak szempontjabol, 1ényeges részek meghatarozasa a feladat szove-
gezésében és az ezt kiemeld rajzok:

G: Huzzuk ala el6szor, a feladat kérdésében, és ezutan a feladat egész szovegeben azokat
a szavakat, melyek fontosak a feladat megolddsahoz (a kérdés megvalaszolasahoz). Mit kell
meghatdarozni?

Osszeolvasva az eredeti kérdés alahuzott szavait a kovetkezd 1ij kérdést kapjuk:

Hany kilométert tettek meg osszesen a harom nap alatt?

Valaszt keresve erre a kérdésre a tanulok a szvegben aldhuztik a fontos szavakat. Igy
megkaptuk a kovetkez6 mondatokat:

Elsé napon megtettek 15,2 kilométert. A masodik napon, 3,5 kilométerrel kevesebbet
tettek meg, mint az elsé napon. A harmadik napon, kétszer olyan hosszu tavot tettek meg,
mint az elsé napon.

G: Meg kell hataroznunk egy szamot, a harom nap alatt megtett kilométerek szamat.
Miért huztuk ald az egyes napokon megtett kilométerek szamat?

N: Ezeket 6sszeadjuk és kész a feladat!

G: Mit tudunk az egyes napokon megtett kilométerek szamarol? Fejezd ki ezeket a sza-
mokat, azon szamok segitségével, melyek megvannak a feladat szovegezésében.

E: Az elsé napon: 15,2.

T: A kilométerek szama a masodik napon 3,5-tel kisebb, mint a 15,2.

M: A harmadik napon a 15,2 kétszerese.
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G: Melyik abrak emelik ki és jelenitik meg a feladat szovegezésének azon részeit, melyek
segitségével meghatdarozzuk a valaszt a feladat kérdésére?

A tanulok egyetértettek abban, hogy a reprezentaciok szakaszokkal ilyen szempontbol
jok. Felrajzoltuk a kovetkezd tablazatot a tablara, és kitdltottiik benne az elsd sort:

Els¢ Masodik Harmadik Osszesen
(nap/gyerek/ | (nap/gyerek/ (nap/gyerek/
beszélgetés/ beszélgetés/ beszélgetés/
csoport/ csoport/ csoport/
ceruza) ceruza) ceruza)
(kilométerek/
kilogrammok/ 15,2 15,2-3,5 2-15,2 15,2+(15,2-3,5)+(2-15,2)
percek/literek/
centiméterek =
orak) szama

4. feladat:

A feladat strukturaja azonos a masodik feladat struktirajaval (Tomeg meghatarozasa):

Ivan tomege 15,2 kilogramm. Maria 3,5 kilogrammal konnyebb, mint Ivan. Igor tomege
keétszer annyi, mint Ivané.

Hany kilogrammot mutatna a mérleg, ha a gyerekek kiilon-kiilon dllnak ra és hanyat, ha
mindhdrman egyszerre allnanak a mérlegre? A mérleg pontosan mér.

Készits abrat!

Oten rogton megjegyezték, hogy ennek a feladatnak a megoldasat mar tudjuk, a szaka-
szokat is lerajzoltuk. A megoldas azonos az el6z6 feladat megoldasaval. Felhivtam a figyel-
miiket, hogy a feladatok ,,matematikdja” ugyanaz, de a szdveges valaszok kiilonboznek. A
tobbiek jbol szamoltak, rajzoltak a feladatban emlitett Ivant, és a kisebb (mert kevesebb
kilo), illetve a sokkal nagyobb (kétszer annyi a tdmege) gyereket. (Most a rajzokon a figurak
nagyséaga utalt a tomegek aranyara.) Ok nem kototték dssze a feladatot az el6z6 feladattal.
Ezért, elemeztiik a masodik feladathoz hasonldan ezt a feladatot is, s eljutottunk ujbol a
szakaszokkal valo reprezentaciokig. A tablazat elsé soraba beirtuk a gyerek szot. Az elsé osz-
lopba pedig azt hogy: kilogrammok. 1ly modon is szerettiik volna kihangsulyozni az azonos
strukturat.

5. feladat:

A feladat strukturdja azonos a masodik feladat struktarajaval. (Id6 meghatarozasa):

Agi ma héromszor beszélt telefonon a mamdjéaval. Az elsé beszélgetés 15,2 percig tartott.
A masodik 3,5 perccel volt révidebb, mint az elsé. A harmadik beszélgetés kétszer olyan hos-
szl ideig tartott, mint az elso.

Hdny perces volt Agi mdsodik és hany perces a harmadik beszélgetése? Hény percet
beszélt ma Agi dsszesen a mamdajaval telefonon?

Ennél a feladatndl mar minden tanuld, csak a szoveges valaszt irta le. Mindenki tudta,
hogy a feladat struktiraja azonos az el6z6 feladatok strukturajaval. (A tablazatba a tanulok
beirtak két uj szot (beszélgetés és a percek).

6. feladat:

Megkértem a tanuldkat, hogy 6k maguk is alkossanak feladatot (mesének neveztem),
melynek a ,,matematikaja” (igy neveztem a struktirat), azonos az el6z6 feladatok ,,matema-
tikajaval”.
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Ez a feladat, az el6z6 feladatok forditottja. Egy adott kifejezésnek kell értelmet adni.

Egy megoldas gyiimolcsléfogyasztasrol, harom a megtett utrdl, kettd a tomegrol és egy
a ceruzak hosszarol szolt. Danica és Milan feladatat idézziik:

D: Emmanak sziiletésnapja volt. A vendégek harom csoportban jéttek. Szombaton dél-
utan jottek az osztalytarsai az iskolabol, és a zeneiskolabol. Ok 1521 gviimélcslevet ittak
meg. Este, a sziil6k bardtai is megérkeztek. Ok 3,5 literrel kevesebbet ittak meg, mint a gye-
rekek a gyiimoleslébdl. Vasarnap a rokonok jottek. Ok kétszer annyit ittak, mint a gyerekek.
Mennyi gyiimolcslevet ittak meg?

A kislany magyarul irta a feladatott, mert konnyebben fogalmaz magyar, mint szerb
nyelven. Miutan felolvasta ,,az alkotast”, kérésemre ugyanezt elmondta szerbiil is:

D: Emin rodendan je bio. Gosti su dosli u tri grupa. U subotu posle podne dosli su
drugovi iz razreda i iz muzicka skola. Oni su popili 15,21 soka. Uvece dosli su prijatelji od
roditelja. Oni za 3,51 manje su popili od dece. U nedelju dosli su rodbina. Oni dva puta vise
su popili od dece. Koliko su soka popili?

Az elhangzott feladatban voltak nyelvi hibak (szavak sorrendje €s szoszerinti forditas;
alahuztuk ezeket), de a kifejezések, melyekkel kifejezték a mennyiségek viszonyat hibatla-
nok voltak. Ez j6 alkalom volt arra, hogy még egyszer kihangstlyozzuk a kovetkezd nyelvi
kiilonbséget: kétszer annyi és kétszer nagyobb.

M: Az egyik ceruza hossza 15,2 centiméter, a masik 3,5 centiméterrel rovidebb, mint az
elsé. A harmadik ceruza kétszer olyan hosszu (tiikorforditasban: kettoszor hosszabb), mint az
elsé. Milyen hosszu Osszesen a harom ceruza?

A literek, illetve a centiméterek és a csoport, illetve ceruza is bekeriilt a tablazatba.

7. feladat:

A tanulok megkaptak a feladat szovegezését, mely azonos volt a harmadik feladat szove-
gezésével, azzal hogy a 15,2 helyett a b-t irtuk.

A tanuldk jol valaszoltak a kérdésre, miutan meghataroztak a megtett kilométerek sza-
mat (6ten zarojeleket felhasznalva a kovetkezo kifejezést irtak: b+(b—3,5)+2-b, harman nem
hasznaltak zardjeleket), melyeket csak szakaszokkal reprezentaltak. A harmadik sorba, a tab-
lazatba, a tanulok beirtak a megfeleld kifejezéseket és megrajzoltak a szakaszos reprezenta-
cidkat.

8. feladat:

A feladat szovegezése csak abban kiilonbozott az el6zo feladat szovegezésétodl, hogy a
3,5 helyett az u-t irtuk.

Hét tanulo 6nalldan oldotta meg a feladat. Koziilik Slavica megkért, hogy nézem at a
megoldasat miel6tt leirta volna a szoveges valaszt. Oliver megnézte a tarsai megoldasait és
ezutan képes volt a tablazat negyedik sorat dnalldan kitdlteni a hetedik feladat alapjan.

Konkrét szituiciok kodolasa (algebrara valé leforditasa)
Sikidomok:

9. feladat:
Legyen a képen lathato szakasz hosszanak mérdszama d. Rajzold le azt a szakaszt, mely
hosszanak mérdszama 2-d!
d

—_—
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Legyen egy masik szakasz hosszanak mérészama e. Rajzold le a szakaszokat, melyeknek
méroszamai 2-d+e; 2-d—e. Hatdarozd meg a képen lathato szakasz hosszanak mérdszamat!
d e e e e

10. feladat:
Hatarozd meg a sokszogek keriiletének mérdszamat! (A sokszégek oldalainak mérdsza-
mait az oldalak mellé irtuk.)

7
d 10,2
a
— O
3 l 4
8 124 z I
11. feladat:

Hatarozd meg a sokszogek keriiletének és teriiletének mérdszamait! (A sokszogek olda-

lainak mérdszamait az oldalak mellé irtuk.)
/

4
2] 5 .
2

4 u b+1 v

A masodik négyzetnél a cél az volt, hogy a tanulok észrevegyék, hogy a két kiilonbozo
mennyiség mérdszama azonos lehet. (Ez mar bevezetés a ,forditott” feladatok megoldasa-
hoz, ahol a megadott kifejezésnek tobb jelentést kell adni).

Az els6 csoportban Milan megjegyezte, hogy a két mérészam egyenld. A masodik cso-
portban Barbara bizonytalanul a kdvetkez6t mondta:

B: Nalam tizenhat mind a kettd. Ez biztosan nem jo.

Konkretizaltuk a mértékegységet egy centiméterre. A keriilethez és a teriilethez is konk-
rét szituaciot képzeltiink el (Milyen hosszu zsinegre van sziikségiink, hogy koriilkerithessiik
anégyzetet? Hany négyzettel - melyeknek oldalhossza egy centiméter - lehet lefedni a négy-
zetiinket). Ezek utan a tanul6 bizonytalansaga eltlint.

A téglalap keriiletének mérészamat a tanulok kétféleképpen irtak le: 2-5+2-(b+1),
S+(b+1)+5+(b+1). A teriilet mérészamat a kovetkezoképpen adtak meg: 5-(b+1).

Az utolsé sokszog nehézséget okozott a tanuloknak. Az elsé csoportbol 6nalldan csak
harman, (a masodik csoportbdl ketten) hataroztak meg a két oldal hosszanak mérészamat.
Ahhoz, hogy kiszamoljak a teriilet mérészamat, négyen (a masodik csoportbol heten) felda-
raboltak két téglalapra a hatszoget; egy tanuld pedig, téglalappa egészitette ki a hatszoget.

12. feladat (el6készitd feladat az algebrai kifejezések 6sszevonasahoz):

Mivel lehet lefedni nagyobb teriiletet: egy sziirke (az abran lathato) téglalappal, vagy
harom fehér (az abran lathato) téglalappal egyiitt. A teglalapok oldalhosszainak mérdsza-
mait jeloltiik az abran.

I |
3 b
I |

I |
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Adj magyarazatot!

Hatarozd meg a téglalapok teriileteinek mérészamat kiilon-kiilon!

Hogy viszonyul a sziirke téglalap teriiletének mérdszama, egy fehér téglalap teriiletének
mérészamahoz?

A tanulok harom egyforma téglalapra feldaraboltak a sziirke téglalapot és megmutattak,
hogy a lefedett tertiletek egyenldk.

13. feladat:
Hatarozd meg a testek felszinének és térfogatanak mérdszamait!

a 1,1 c €

Csak Nikola és Zoran oldottak meg a feladatot a rajzok alapjan. A tobbieknek az utolsd
testélek hosszainak meghatarozasa gondot okozott. A felszin mérészamanak meghataroza-
sanal két tanul6 az 6sszegbdl kihagyott egy-egy lap teriiletének mérészamat. Oliver és Filip
ugyanezt megtették a masodik téglatestnél. Segitségiil, minden padra tettem az abran latha-
to testek egy-egy papirbol késziilt modelljét. A tanulok kézbe vették a modelleket. Az élek
mellé irtak az élek hosszainak mérészamait. Konzultaltak egymassal. Mutattak az egyforma
lapokat s végiil megoldottak a feladatot.

Megjegyzés:
Kihangsulyoztuk, hogy a magyarban a sikidomoknak teriilete, a testeknek felszine van.
Szerbiil mind a két esetben, ugyanazt a szot hasznaljuk: povrsina.

Osszegzes:
A tanuldok szamara nehéznek bizonyult az abrazolt testekkel valdo munka, hiszen ez egy

komplex feladat: a testet el kell képzelni, meg kell hatarozni a test éleinek hosszat, azonosi-
tani a lapokat, kiszamolni a lapok teriiletét, a testek felszinét és térfogatat (az utolso testnél
a test feldarabolasat is el kell végezni). A modellek megkonnyitették a munkat, és segitsé-
giikkel a tanuloknak sikertilt helyesbiteni megoldasaikat. Mivel az elképzelésiink az, hogy a
feladat forditottja (az algebrai kifejezéseknek jelentést adni), segitheti a tanulokat a kifeje-
zések Osszevonasanak elsajatitasaban. Mivel az 13. feladat nehézséget okozott a tanuloknak,
a masodik csoport szaméra a feladat nem volt kotelezd. (Oten foglalkoztak a feladattal és
hasznaltak modelleket). A tobbiek a harmadik feladathoz hasonlo feladatot oldottak meg.
(Négyen valasztottak a feladatot.)

4.2.9. Az algebrai kifejezések lehetséges konkrét jelentései

Célunk, hogy a tanulok képesek legyenek, egy egyszeriibb algebrai kifejezés lattan, je-
lentést képzelni a kifejezéshez. Ezaltal, a tanulok fogalmi halojaban kapcsolatok épiilnek
ki az algebrai ¢s mas fogalmak kozott. Reményeink szerint, ezek a kapcsolatok a tanulok
szamara megkonnyitik az algebra alkalmazasat. Masrészt, a kifejezések jelentései megkon-
nyithetik a kifejezések dsszevonasanak elsajatitasat.

5. feladat:
Adj minél tobb jelentést (irj meséket, és készits rajzokat is) a kovetkezo kifejezéseknek:
4-a+2-b.

81



Tanuldi megoldésok:

O: Sasa 4 zacsko cukorkat vasarolt. Minden zacskoban a cukorka volt. Vett még két zacs-
koval, melyekben 0 (cirill b betii) cukorka volt. Most Sasanak 4-a+2-b cukorkdja van.

Itt latszik, hogy a tanuldknak kiilon kell 6sszpontositaniuk arra, hogy a valtozokat latin
betiikkel irjak, mikozben cirill bettikkel irnak.

Nikola, illetve Tajna hasonl6an, mint Oliver, dobozokba csomagolt filctollakrol irt, illet-
ve szalvéta csomagokrol.

D: Egy nagymama a piacon almat arult. 4 kosarban a kg alma volt. 2 kosarban b kg alma
volt. A nagymamdanak hany kg almdja volt?

Felhivtam a tanulok figyelmét arra, hogy a szoveg nem elég preciz:

G: Te azt mondod, hogy a négy kosdarban osszesen a kilogramm alma van?

A tanul6 csodalkozik. Nem ezt gondolta. A precizitds nehéz szamara, ezért segitettem.

A masodik és a harmadik mondatat mar a tanulé 6nalléan modositotta:

D: (a szdszerinti forditas kovetkezik): Mindegyikben a két kosar koziil, b kilogramm
alma volt. Hany kg almdaja volt a nagymamanak osszesen?

E: Marko hétfonkent, keddenként, szerdanként és csiitortokonkeént a percet fut. Pénteken-
ként és szombatonként b percet fut.

G: A 4-a+2-b kifejezés ezt jelenti, hogy hétfonkent, keddenkeént, szerdan és csiitértokon-
ként a percet fut. Péntekenként és szombatonkeént b percet fut?

E: Igen!

G: Ha a 15 volna, b pedig 20. Mennyi volna a 4-a+2-b?

E: 100.

G: Ha azt mondjuk, hogy szdz, mindenki tudja, hogy Marko fut? Egy szam, egy egész
mondatot jelent?

F: Nem!

G: Mit jelent akkor a szam?

E: Hogy mennyit futott Marko.

T: Hany percet fut osszesen.

G: Hétfotol, szombatig.

A tobbi tanuld a megtett utrdl irt. Hasonldéan fogalmaztak, mint ahogyan megfogalmaz-
tuk a harmadik feladatot az el6z0 tanoran.

A tanulok ugyanazokrdl a mennyiségekrol irtak, mint amelyekrdl beszéltiink az el6z6
oran. Ezért kértem, hogy mondjanak példat tirtartalomra, magassagra és elkoltott forintokra.

Filip kivételével, aki gyorsirasnak tekintette a kifejezést, biztosak lehetiink, hogy minden
tanuld szamoknak (nem targyaknak) értelmezte az a-t, €s a b-t. A tanulok képesek voltak konk-
rét jelentést adni a megadott kifejezésnek. A fogalmazas precizitasat még fejleszteni kell. Ugy
tlinik, hogy a hibak bemutatasa és ellemzése javitotta a tanulok fogalmazasi készségét; hiszen a
délutani foglalkozason, sokkal pontosabban fogalmaztak. Filip alkotasai is teljesen jok voltak.

Geometriai jelentések a tanulok szamara, érdekesebbnek bizonyultak. Nagy érdeklddés-
sel figyelték tarsaik alkotasait. Minden tanuld leirta (és lerajzolta), hogy egy szakasz hos-
szanak mérdszamat jelentheti a kifejezés. Ezt a jelentést fogalmazzak meg legkdnnyebben
a tanulok. Ezen kiviil még a kovetkezd jelentéseket adtdk meg: (Kihangsulyoztam, hogy
téglalapokat és haromszdget is szeretnék latni.)

Baga fo yTUO 4 ket do-
\ L, Z ' el il o
AN %o %{{e o 2 -
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A hasonl¢ feladatok koziil kiemelném, hogy csak Nikola (a méasodik csoportban pedig
ketten), rajzolt olyan sikidomot, mely teriiletének mérészama 3, p, 2:.p+35, illetve 3-s+g volt.
A kovetkez6t rajzolta:

1
s\ < ﬁ3 T
° 4:195
=~ 9
A tobbiek ezeknek a kifejezéseknek vagy egy szakasz hosszanak mérészama jelentést,

vagy a keriilet mérészama jelentést adtak.
A tanulok a délutani foglalkozason hasonl6 feladatokkal foglalkoztak, mint az 6ran.

4.2.10. Algebrai kifejezések dsszevondsa

Célunk, hogy a tanulok az 6sszevonds elsajatitasanal felhasznaljak a kifejezések lehetsé-
ges jelentését, azzal hogy késdébb jelentés nélkiil végezzék azt.

1. feladat (Gondolj egy szamra!):

G: Gondolj egy szamra, szorozd meg kettével, ehhez adj hozza hetet, majd a megkapott
szambol vond ki az elképzelt szamot. A megkapott szambdl vonj ki 6tot, utana adj hozza har-
mat. Abbdl, amit kaptal vond ki az elképzelt szamot. Mit tapasztalsz?

Szorgalmas szamolas utan mindenki eredményiil megkapta az 6tot.

G: Hogyan lehetséges, hogy mindenki ugyanazt az eredményt kapta? Mi ennek a magya-
razata? Hogyan miikédik ez a ,,gép”’?

A tanulok lerajzoltak a kifejezés sémajat és megkaptak a kovetkezo kifejezést:

2:ct+7—c—5+3—c.

Harman zarodjeleket irtak: ((((2:c+7)—c)—5)+3)—c. Latvan a tobbiek kifejezését, egyet-
értettek, hogy a zarodjeleket el lehet hagyni.

Tanul6i magyarazatok:

Z: Egy zacskéban ¢ cukorka van. En két zacské cukorkat kaptam. Egyet odaadtam Mi-
lannak, egyet Filipnek, nekem nem maradt egy zacskoval sem. Még kaptam hét darab cukor-
kat, odaadtam otét Filipnek és Milantol kaptam még hdarmat. A végén nekem ot cukorkam
maradt.

Tajna, Milan és Slavica a kifejezés tagjait, az ¢ reprezentacio segitségével, vagy az egyes

sy

zaval rajzoltak vagy befestették. Tajna abrajat mutatjuk be:
ZC+F-C-548-C=5

e
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Az abrak alapjan a tanulok jol végezték el az Gsszevonast.

Nikola téglalapokat rajzolt, a kifejezés tagjainak egyiitthatoi meghataroztak, hany egy-
forma téglalapot kellett rajzolnia (a negativ egyiitthatoknal a megfeleld téglalapokat befes-
tette). A konstansoknal a megfeleld téglalap egyik oldalhosszanak mérészama a konstans, a
masik az egyes. Ezeket a téglalapokat feldarabolta egységnyi négyzetekre. Egy-egy egyfor-
ma, de kiilonb6z6 szind téglalapot, illetve négyzetet athuzott (6sszegiik nulla).
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A tobbiek semmit sem irtak, ezért Milan bemutatta a szakaszos reprezentalast, Nikola
pedig a téglalapos reprezentalast.

Végiil az ¢ helyére konkrét szamokat irtunk (a tizet, a hatot és az egykettedet). A tanulok
elvégezték az Osszevonast, azzal a kikotéssel, hogy a kivalasztott szam szorzatat kettével
nem szamoltak ki. Példaul Danica a kdvetkez6t irta, s kérésemre meg is magyarazta hogyan
szamolt:

2:10+7—10-5+3—-10=0-10+5

D: Két tizes minusz tiz, minusz tiz, az: nulla tizes. Hét minusz ét, plusz harom, az ét.

2. feladat:

Add 6ssze! (Ird egyszeriibb alakban!):

4-d+5+3-d+2+1—d=

Tanul6i megoldasok:

Tajna, Milan, Slavica és Danica szakaszokat hasznalt segédeszkozként, s jol oldotta meg
a feladatot.

Zoran és Nikola téglalapokat rajzolt. Zoran megoldasat mutatjuk be:

E; g‘l T Zﬂ {d
y IR o

13

A

A tanul6é minden taghoz rajzolt megfeleld téglalapot (negativ egyiitthat6 esetén, a tégla-
lapot befestette). Azokat a téglalapokat, melyeknek az egyik oldala egybevagd, ha kiilonb6zo
szintiek egymasra rajzolja, igy reprezentalja az egynem tagok kivondsat. Az egyforma szinli
téglalapokbol egy téglalapot rajzolt és igy reprezentélta az egynemt tagok osszeadasat. Zo-
ran megoldasa alapjan - kétszint papirbol - kivagtuk a téglalapokat. A kiilonbdz6 szintieket,
melyeknek az egyik oldala azonos hosszusagu, egymasra raktuk; igy reprezentaltuk a kivo-
nast. Az egyforma szintieket, melyeknek egy-egy oldala egyenld egy téglalappa illesztettiik
Ossze; igy reprezentaltuk az 6sszeadast. Az eredményiil kapott téglalapot le is rajzoltuk.

Oliver minden d bett f61¢ irt egy tizest:

4- d+5‘f’j‘&o+z+/_j__:6d+g
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Filip a kdvetkezdt rajzolta és irta:
hid xSADAA2+44-d Led £2.449

d 7
——
5 3a

e

Lathatoan a 4-d és a 3-d kifejezéseket nem tudta dsszeadni, hiszen a 4-d-nek megfeleld
téglalapot és a 3-d-nek megfeleld szakaszt nem lehet 0sszeilleszteni. A tanul6 elfogadta ja-
vaslatunkat, hogy a 4-d-nek is rajzoljon megfeleld szakaszt. Ennek koszonhetden sikeriilt
megoldania a feladatot.

3. és 4. feladat:

A tanulok parban dolgoztak. Egymasnak adtak fel feladatokat, melyek hasonloak voltak,
mint az els6 feladat. Minden tanul6 leirt egy kifejezést (ezt késobb Gsszehasonlitotta a parja
altal leirt kifejezéssel), s ez alapjan lediktalta a parjanak a megfelel6 feladat szovegét (ily
modon szoban is megfogalmaztak a feladatot).

5. feladat:
Add éssze! (Ird egyszeriibb alakban!):
3m-k+2-k*+3-m+m-k—3-k>-m+4=

Megjegyzések:

A tanulok szamara zavar6 lehet az: add dssze kifejezés (szerbiil ezt hasznaljuk; a vond
ossze kifejezés nem létezik), ezért emlékeztettem Oket, hogy ha kivonnunk egy szamot
ugyanazt kapjuk, mint amikor hozzaadjuk az ellentétjét (példakat mutattam). Felirtam és
elmondtam magyarul is: Vond dssze! A sz6 eredetérdl kikérem a véleménytiket.

Az 6tddik feladat elé a masodik csoportnal betettem a kdvetkezd egyszertibb feladatot:
2-k+3-k*+4+3-k+k?+1. Ebben a feladatban egy valtozo €s csak Osszeadas szerepel. Itt is
a tanulok elénybe részesitették a szakaszok és négyzetek kombinalt hasznalatat, Tajna 5.
feladatanak megoldasahoz hasonloan.

Nikola és Zoran, akik téglalapokat hasznaltak, ezt a bonyolult feladatot is megoldottak.
Zoran nem festette be a téglalapokat, mely az m megfeleldje volt, ezért nem vonta ki, hanem
hozzaadta az m-et. Nikola megoldasat mutatjuk be:

3mA-ﬂ.A,ﬁ+3 m—ﬁ*{}é‘%mﬁ M+ 4=

-4 £tm 1 1-?‘*

CJ D -

A tanuld a k? helyett a k-k-t irja. Ez konnyebb szamara. Az egyiitthatok megjelennek az
abrajan is, igy az abra olyan, mint az algebrai kifejezés: minden tagnak, mely nem konstans,
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megfelel az abran egy egylitthato és egy téglalap, mely teriiletének mérészama egyenld a
valtozok szorzataval. A dbrdn a konstansnak is megfelel egy téglalap.
Tajna és Milan, szakaszokat és téglalapokat is rajzolt. Tajna rajza kovetkezik:

LY R v B

2| (%

i

4 'm'l+/'i'&-z)+6°m+q

Tajna adta Slavicanak és Danicanak az &tletet, hogy a feladatban a szakaszokon kiviil
téglalapokat, illetve négyzeteket is rajzoljanak. A rajzok alapjan - k6zds munkaval és ellen-
drizve egymads eredményét - a két kislany is jo eredményt kapott.

Milan Filipnek magyarazta:

M: Ha két betii van, téglalapot rajzolsz, ha egy: vonalat. (Szakaszra gondolt.)

Oliver az m és k folé irt tizet, illetve huszat. Nehezen, csak a segitségemmel sikeriilt
a feladatot megoldani. Minden kiilonb6zd tagot, kiilonb6zd szinnel szineztiink. Ez végiil
segitett.

6. feladat:

Ird egyszeriibb alakban! (Végezd el a miiveleteket!)

S5=2-ab+4-b+3-ad+tab-2-ad-b+at+l=

Kihangsulyoztuk, hogy abrat, csak az rajzoljon, aki nélkiile nem tudja megoldani a fel-
adatot. A négy tehetségesebb tanuld meg volt elégedve, mert kevesebbet kellett dolgozni.
Ketten koziiliik kiillonb6z0 szinii ceruzaval alahtztak az egynemt tagokat. Kérdésemre, hon-
nan tudjak, hogy mit mivel kell 6sszevonni a kdvetkezoket felelték:

M: Az egyforma téglalapokat, az egyforma téglalapokkal, az egyforma szakaszokat az
egyforma szakaszokkal.

G: De, te most semmit sem rajzoltal. Nincsenek sikidomok!

M: Vannak! Elképzelem éket! (Mosolyog!)

N: Azokat adom édssze, ahol egyformak a betiik.

T: Az egyformakat kell nézni. Példaul, itt van, m és k, és itt is. Ezeket kell nézni!

Oliver most is szamokat irt a betiik f61é, de teljesen jol ki tudta valasztani az egynemi
tagokat.

A tobbiek abrak segitségével oldottak meg a feladatot.

Szakkifejezések (bekertilt a flizetekbe):

Egy szam ¢és valtozok (betlik) szorzatat monomnak (mono gorog jelentése: egy; magya-
rul: egytagu algebrai kifejezésnek) nevezziik. Ezek kozé soroljuk az egy szambol allé kifeje-
zéseket is. Példak: 4-d, 3-m-k, —3-k? m, 5.

A monomban megjelend szamokat (a példakban: 4, 3, —3, 1) egyiitthatonak nevezziik
(szerbiil: koeficient).
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Egynemii (szerbiil slicni, szoszerinti forditas: hasonloak) algebrai kifejezések, azok, me-
lyek csak az egyiitthatokban kiillonbdznek.

Ezeket az elnevezéseket felhasznalva, Nikola a kérésemre atfogalmazta az el6z6 mon-
datat:

N (szoészerinti forditas): 4 hasonlo monomokat adjuk 6ssze. A mondatot kiegészitettiik és
a tanulok beleirtak a fiizetekbe magyarul is: az egynemii, egytagu algebrai kifejezéseket ugy
vonjuk ossze, hogy az egyiitthatokat osszevonjuk, a valtozot (illetve) valtozok szorzatat pedig
atirjuk. Példak: 4-d+3-d=7-d; 2-k’-3-k’=—k*' 3-a-d—2-a-d=a-d.

Megjegyzés:

Az oran az egytagii algebrai egész kifejezés megnevezés helyett csak az egyszer(ibb
algebrai kifejezést hasznaltam. Az egytagl algebrai egész kifejezést egy szam és valtozok
szorzataként definialtuk és nem egy valos szam és a valtozok pozitiv egész kitevoji hatva-
nyainak szorzataként, azért mert a tanulok csak a racionalis szamokat ismerték, a valtozok
hatvanyait szivesebben szorzatként irtak és a pozitiv egész kitevokon kiviil a tanulok mas
kitevoket még nem ismertek.

A monomok 0sszegét polinomnak nevezzik, magyarul: tobbtagu algebrai kifejezés.

7. feladat:
Add 6ssze a d és a 2 kifejezéseket!
A tanulok leirtak a d+2 kifejezést.
E megjegyezte: Ezt nem lehet dsszeadni!
G: Filipnek van 6t almdja, Milannak pedig kett6. Hany almdjuk van dsszesen? Ird le az
eredmeényt felhasznadlva az 6tot és a kettot!
F: Ot plusz ketté!
G: Ha Filipnek d almaja van, Milannak pedig kettd, hany almajuk van ésszesen?
Osszesen d+2 almajuk van.
: Ossze lehet adni a d és a kettd kifejtéseket?
Igen!
: Mennyi az eredmény?
E: d plusz ketts!

& I |0y I

A délutani foglalkozason a tanulok hasonlo feladatokat oldottak meg, mint az 6ran. A ne-
gyedik feladat utan minden tanul6 képes volt geometriai jelentés nélkiil elvégezni az dssze-
vonasokat. A kdvetkezd orat is, ilyen feladatokkal kezdtiik (egy konnyebb ¢s egy nehezebb
feladattal). Mindenki segédabrak nélkiil oldotta meg a feladatot. Danica ellenérzésképpen
megrajzolta a megfeleld szakaszokat és a téglalapokat.

Osszegzés:

Meggy06zddésiink szerint, azzal hogy 6sztonoztiik a tanuldkat, hogy jelentést adjanak
az algebrai kifejezéseknek, és hogy abrakat készitsenek, hatékony segédeszkozhoz jutattuk
oket, melyek segitették a kifejezések 0sszevonasanak elsajatitasaban. A legtdbb tanuld (az
elso csoportban 6t, a masodikban hat tanuld) kombinalva hasznalta a szakaszokat (egy valto-
z6 esetében) ¢s a téglalapokat (két valtozo esetében). Csak téglalapokat mindkét csoportban
két-két tanuld hasznalt. Egy tanulo, azt a tényt hasznalta, hogy a valtozokat altalanositott
szamokként vezettiik be, s a valtozo helyére egy konkrét szamot irt. A tanuldknak sikertilt
elhagyni az abrak rajzolasat, de ha bizonytalanok voltak vagy nem egyeztek az eredményeik,
a késobbiekben még visszatértek az abrakhoz legtobbszor, mint egy ellendrzési médhoz.
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4.2.11. Osszeg és kiilonbség hozzdaddsa és kivondsa

Célunk, hogy a tanulok jelentést adva az algebrai kifejezéseknek vagy papirszalagok
kezelésének segitségével, megfogalmazzak a zarojelek felbontasara vonatkozo szabalyokat;
illetve, ha zarojeleket kell felbontaniuk, vissza tudjanak emlékezni a sajat tevékenységiikre
és az altaluk megfogalmazott kontextusokra.

A ,meseirast” arra is hasznaljuk, hogy kisziirjiikk azokat a tanulokat, akik nem értik az
azonossagokban megjelend kifejezések strukturajat.

1. feladat:
a+(b+c)=a+b+c (a, b, és cnem negativ racionalis szamok)
Szituacios jelentés :
Szamolas nélkiil hatarozd meg mely miiveleti jel kell hogy legyen a szivecske, mely szam
pedig a haromszég, hogy fenndlljon a kovetkezo egyenloség: 4+(6+3)=4+6Y A .
Irj megfelel mesét (torténetet)!

(A jeleket (¥, A) szandékosan ugy valasztottuk, hogy ne lehessen ket értelmezni keretként;
melyet ki kell tolteni. A sziv értelmezési tartomanya a négy alapmiiveleti jel. Ezzel megtettiik az els6
1épést egy algebrai struktirak felé.)

Tanul6i megoldasok:

Minden tanulé meghatarozta, hogy a sziv a ,,+” jelet helyettesiti a haromszog pedig a
harmat. Slavica torténetét mutatjuk be:

S: Nekem volt 4 almak. Szombaton mikor mentem a boltba vettem 6 piros alma és 3
zold. Most 4+(6+3) almak volt nekem. Ma pitét csinaltam. 4 alma volt. Ez nem elég, aztan
elmentem a boltba és vettem még hatot. Mikor visszaértem, jelentettek, hogy vendeégek jonnek
vacsordra, ezért meg tobb pitét hogy csinaljak. Megint elmentem a boltba és vettem 3 almak,
mert tudtam, hogy nekem nem lesz eléeg. Most ugyanannyi almam van, mint szombaton.

A tanul6 sok nyelvtani hibat vétett, de nyilvanvaldan, matematikailag helyesen fogal-
mazta meg az egyenldség jelentését.

Papirszalagok ..szdmtana”:

A fenti feladat ismételt megoldasahoz kiilonb6z6 szinti papirszalagokat hasznaltunk, me-
lyek négyzetekre voltak felosztva (a négyzet oldala egybevagd volt a szalag szélességével).
Megegyezésiink szerint egy négyzet egy egységnek felelt meg. Az eltéré szamokat kiilon-
boz6 szinli papirszalagokkal reprezentaltuk (egy feladaton beliil egy adott szamot mindig
ugyanazzal a szinnel reprezentaltuk).

Két szam 6sszeadasat két papirszalag dsszeragasztasaval reprezentaltuk, az 0j (meghos-
szabbitott) szalag jelentette az 6sszeget (fogalom). A papirszalagok dsszeragasztasahoz fehér
ragasztocsikot hasznaltunk, melyre rairtuk a megfeleld miiveleti jeleket. Egy zarojelen beliili
miveletet kisebb miiveleti jellel jeloltiink.

A tanulok az alabbi Iépéseket tették meg:

1. 1épés: A 4, 6 és 3 szamok szemléltetése, 4, 6 és 3 egységnyi hosszu papirszalagok
kivagasaval.

2. 1épés: A didkok Gsszeragasztottak a 6ot és a 3at reprezentalo , (6+3, mint miivelet):

NN EEE=:NNN
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3. 1épés: A tanulok dsszeragasztottak a 4-es szamot, reprezentalo szalagot a (6+3) kifeje-
z¢st reprezentdlod papirszalaggal, (4+(6+3), mint mivelet).

N A == =

4. Iépés: A didkok Osszeragasztottak a 4-es €s a 6-os darabot, (4+6, mint miivelet):

=

5. 1épés: A gyerekek Osszehasonlitjak a 4+6+3 és a 4+6 fogalmakat a papirszalagok
hosszat vizsgélva. A rovidebb szalaghoz hozza kell adniuk a 3 egység hosszisagu papirsza-
lagot.

Az 1.-5. Iépéssorozatbdl adodo kovetkeztetés:¥ jelentése Osszeadas, a A jelentése: 3.

Ahhoz, hogy felismerjiik az egyenldségjel szimmetrikus tulajdonsagat, a 4+(6+3) =
4+(6% A ) analog feladattal foglalkozunk. Ezutan, a 3 helyett (a 4+(6+3)=4+6% A-ban), a
2,5,7,8, illetve a 9 szamot irtam. A tanuldk végiggondoltdk a szalagokkal elvégzendd el-
jarasokat ¢és felfedezték az altalanos kovetkeztetést: a A mindig a zarojelben szerepld ma-
sodik szamot jeloli (szabalyszerti jelentés), a ¥ mindig az ,,+” jelet. A A (és minden egyes
szam) szerepét helyettesithetjiik egy szalaggal (meta-szimbolikus), és eljutunk az a+(b+c) =
a+b+c szabalyszerti alkalmazashoz.

2. feladat:

a—-(b-c)=a-b+c (a,b,éscnem negativ racionalis szamok; b>c; a>(b—c))

Szituacios jelentés:

A tanuldk a 15—(8-3) = 15-8¥ A feladatot oldottdk meg. Ot tanulé azt vélaszolta, hogy
a ¥ +”jel kell hogy legyen, a A pedig harmas. Koziiliik harman irtak megfeleld torténetet,
a tobbick szamolas segitségével hataroztak meg az eredményt. Harman a zardjeleket nem
vették figyelembe. Minden tanuld az ellendrzés utan tudta jo-¢ a megoldasa.

Tajna helyes torténete kovetkezik:

T: 15 ember a liftre varakozik. Nyolcan akarnak bemenni, de harman nem férnek be. A
masik lift elétt is 15 ember varja a liftet. Bemegy nyolc, mert sovanyak és felmennek, de lejon
hdarom. (Nem irta le, hogy a végén mindkét lift el6tt ugyanannyi ember van.)

Papirszalagok ,,szamtana”:

Definialtuk a ,,szalag-kivonast” (olyan esetekre, ahol a kisebbitendd nagyobb a kivonan-
donal):

A kivonandoét rahelyezziik a kisebbitend6 bal vagy jobb oldalara, és raragasztottuk.

Visszahajtottuk a kétrétegii részt. A kiilonbséget a megmaradd szalagrész reprezentalta.

A tanulok kivagtak a 15, 8 és 3 szalagjait.
Ragasztottak, majd visszahajtottak a 8-at rep- ¢
[TTTTTTI0

rezentalo szalagbodl 3-at).

A tanulok ragasztottak, majd visszahajtottak a (8—3) eredményét a 15-0s szalagbol és

V4
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A tanuldk a /5—8-at egy kivonasi miiveletnek tekintették (ragasztottak, majd a megfeleld
szalagokat visszahajtottak).

¢ [TTT7 7] CLEETTET]

Osszehasonlitottuk a /5—(8-3) és a 15—8 fogalmakat, majd levontuk a kdvetkeztetést: A
15—(8-3) szalag 3-mal hosszabb a /5—8 szalagnal. Ahhoz, hogy ugyanolyan hossza szalago-
kat kapjunk, egy 3 hosszusagu szalagot Osszeragasztottuk a /5—8 szalagjaval.

Minden tanul6 egyetértett, hogy a ¥ ,,+” jel kell hogy legyen a A értéke pedig 9.

A tanuldoknak nem okozott nehézséget az altalanositas. Leirtak a kovetkez6 azonossagot:
a—(b—c) = a—b+c.

Megjegyzés:

Az 6ran a kiilonbség hozzaadasanak ¢s az 6sszeg kivonasanak targyaldsa analég mdédon
tortént. Megfogalmaztuk és leirtuk az a+(b—c)=a+b—c és az a—(b+c)=a—b—c azonossagokat
is. Felhivtam a tanulok figyelmét, hogy az el6z0 feladatokban nem targyaltuk példaul, azokat
az eseteket, amikor az @ szam negativ. Hogy a leirt azonossagok e szamok esetén is igazak,
példakon tudjuk bemutatni, kiszamolva az azonossagok jobb és baloldali kifejezések érté-
két.

3. feladat:

Bontsd fel a zardjeleket (tiikorforditasban: szabadulj meg a zardjelektol) és ird egysze-
riibb alakba a kifejezést !

S+(d+6)= a+(9-a)= e—(4+e)= §s—(2—s)=

d—(2:d+7)= 6—(1-g)= fh—(fth)= xX—(2:x+8)=

Szakkifejezések (bekertilt a flizetekbe):

Kihangsulyoztuk magyarul a zdrojelet felbontani, és a tiikkorforditasa: a zarojeltol meg-
szabadulni kozti killonbséget.

Megjegyzés:

Az ora végén kozoltem a tanulokkal, a szerb nyelven kdzismert, rimekben foglalt, az
Osszeg ¢€s a kiilonbség hozzaadasara (illetve kivonasara), vonatkozo szabalyt:

A zardjel elott dsszeaddas, a zarojel torlodik.
Ispred zagrade je vise, zagrada se brise.

A zarojel eldtt kivonas, torténik a valtozas.
Ispred zagrade je manje, nastaje menjanje.

Osszegzés:
A kislanyok szamara kiilondsen a meseiras nagy kihivast jelentett, a tanulok szinte ver-

senyeztek abban, hogy minél érdekesebb legyen a mese, és figyelték megfelel-e¢ mas alkotasa
az adott kifejezésnek. Azoknak a tanuloknak, akik az azonossagokban megjelend kifejezé-
sek strukturajat nem értették pontosan nem sikeriilt megfeleld torténetet irni. Minden ilyen
tanulot, a szalagokkal valdé manipulalas segitette a kifejezések struktirajanak megértéséhez.
Megallapithatjuk, hogy a szalagok ,.aritmetikaja” hatékony eszk6znek bizonyult a kifejezé-
sek struktirajanak megértésében és az oran szerepld zardjelek felbontasaban.
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Délutani foglalkozés

6. feladat:
Cél: minden tanul6 legyen képes jelentést adni az egyenldségeknek.

Bontsd fel a zardjeleket és irj megfeleld ,,meséket”!
70—(10+2)= 25—(8—1)=

7. feladat:

Bontsd fel a zarojeleket és fogalmazd at a hatodik feladat megoldasaban leirt ,, meséket”,
ugy hogy megfeleljenek a hetedik feladatnak is!

70—(v+2)= 25—(h—1)=

A tanulok jol oldottak meg a feladatokat.

8. feladat:

Oszténdzni szerettiik volna a tanulokat a segédabrak hasznalatanak elhagyasara, s arra,
hogy a zarojelek felbontasat végezzeék el anélkiil, hogy jelentést adnanak a kifejezéseknek,
ezért a nyolcadik feladatot versenyként tiztiik ki.

Toltsd ki a biivos négyzetet!

gt+3

g2 &

-3

A tanulok igyekeztek minél gyorsabban dolgozni. A zarojeleket jol bontottak fel. Két
Osszevonasi hibat vétettek, amit 6nalldan ki is javitottak.

4.2.12. Kéttagu algebrai kifejezés szorzdsa egytaguval

Célunk, hogy a tanulok a kéttagu algebrai kifejezés egytagtival valo szorzasanal jelentést
adjanak a szorzatnak: eldszor numerikus, majd geometriai jelentést is. A geometriai jelentés
egy téglalap teriiletének mérdszama lesz, mely alapjan abrat készitenek a téglalaprol és ezt
felhasznalva 6sszegkeént irjak le a kifejezést. Ezt az eljarast altalanositva, a tanulok reménye-
ink szerint képesek lesznek megfogalmazni a szorzasrol szo6l6 szabalyt. Eleinte, a szabaly fel-
jelentést tudnak adni és ujbol végiggondolni (akar abrat is késziteni) a téglalap teriiletének
kétféle kiszamitasi modjat, vagy vissza tudnak emlékezni a szamok szorzasara.

1. feladat:

Numerikus jelentés :

Hogyan szamoljuk ki fejben azt, hogy 5:23? ( Jegyezd le a gondolatmeneted!)

A tanulok a kdvetkezot irtak: 5-23=5-20+5-3.

Cél: elésegiteni annak tudatositasat, hogy miel6tt elkezdiink szorozni, a 23-at, a 20 és
a 3 osszegeként értelmezziik. Ezért megkérdeztem:

G : Mért valasztottuk a 20-at és a 3-at?

Z (szoszerinti forditas): 20 és 3 az 23! (Dvadeset i tri je dvadeset tri.)

A tanul6 a meg szot, sz6 szerint forditotta i-re, nem plusz-ra ami a helyes, ezért a mon-
dat a kovetkez6t jelenti: 23 az 23.
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Megjegyzés:

A szerb nyelvben a ,,+” jelet meg-kén olvashatjuk csak az egyjegyli szamok Ossze-
adasanal. Azért mert a tobbjegyli szamok megnevezésének két helyes modja van: az egyik
valtozat tartalmazza a meg (i) szot, a masikban ez nincs meg. Példaul 23: dvadeset tri (ti-
korforditas: hiszharom); dvadeset i tri (tikorforditas: sz meg harom).

Az elhangzott mondat helyesbitése utan felirjuk: 5-(20+3)=5-20+5-3.

Kovetkezett a kérdés, hogy ha a 23-at példaul 70+ 13-ként irjuk le, igaz-c az
5(10+13)=5-10+5-13 egyenlOség.

A tanulok tudjak, hogy: 5-10+5-13=10-5+13-5=(10+13)-5=5-(10+13).

Az elsé atalakitast a szorzas kommutativitas tulajdonsaga alapjan végeztiik el. A ko-
vetkez6 két 1épést a tanulok onalldan tették meg: eldszor dsszevontak az egynemi tagokat
(10-a+13-a=(10+13)-a), utana a szorzandoknak felcseréltiik ujbol a helyét a kommutativi-
tas alapjan.

Kovetkezett az altalanositas: a /0+13 helyett barmely két pozitiv szam Osszegét irhat-
juk és az 5 helyett tetszOleges pozitiv szamot. A tanulok megfogalmaztak sejtésiiket, ami
belekeriilt a fiizetekbe:

D : Osszeget igy szorzunk, hogy minden dsszeadandot kiilon - kiilon megszorozzuk.

A~

Ezt jel6léssel is kihangstlyoztuk: 5-(20+3)=5-20+5-3; d-(h+f)=d-h+d-f
(h>0; f>0; d>0).

A tanulok az el6z6 esethez hasonldan rajottek, hogy igaz a kdvetkez6 is:
(20+3)-5=20-5+3-5,;(h+f)-d=h-d+fd  (h>0; >0, d>0).

Megjegyzés: Magyarul altalaban tagot hasznalunk az dsszeadando helyett.

2. feladat:

Szituacios jelentés:

Az egyik asztalra négy atlatszo zacskot tettem. Mindegyikiikben két piros és harom a
pirossal azonos méretii kék golyod volt. A masik asztalra két kupacba négy-négy zacskot tet-
tem. Az elsé kupacban minden zacskokban két piros a masik kupacban minden zacskdkban
harom kék golyé volt. A feladat a kdvetkezé volt:

A targyak elhelyezése alapjan ird le a golyok szamat — a megfelelé matematikai kifeje-
zesek segitségével - az egyes asztalokon!

Hogyan viszonyulnak egymashoz a leirt kifejezések?

Valamennyi tanuld leirta a kovetkezot: 4-(2+3)=4-2+4-3.

G: Rendezziik at a golyokat az elsé asztalon, ugy hogy az elhelyezésiik ugyanolyan le-
gven, mint a masodik asztalon! ,, Végezziik el ” az dsszeg szorzdsat!

A tanulok rendelkezésére allt még négy zacsko, melyekbe Danica attett két-két piros
golyot. Ezeket egy kupacba rakta. A megmaradt kék golydkat tartalmazéd zacskokat pedig
egy masik kupacba rakta.

G: Mit jelenthet az 3-(s+4)=3-s+3-4? (Irj megfelelé meséket!)

Filip a kdvetkezd szitudcios jelentést irta:

E: Egy taska hdarom rekeszbdl all. Minden rekeszben s vonalas és 4 sima fiizet van. A
masik taska meg van felezve. A , feleknek” harom rekesze van. Az egyik fél rekeszeiben s
vonalas, a masodik fél rekeszeiben 4 sima fiizet van.
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3. feladat:

Geometriai jelentés :

Minden adott kifejezéshez abrazolj téglalapot, mely téglalap teriiletének a mérdszama ez
a kifejezés! (s>0; b>0; 14>d>0; k>0; >0, a>0; b>0,5)

3(s+4), j(7+b); z:(14-d); (k+f)-5; a:(1+2-b); 3-(a+(k+3));

Az abrazolt téglalapok segitségével ird le osszeg alakban a kifejezéseket!

Minden, a tanul6 altal abrazolt téglalap oldalainak mérészamai a kifejezések szorzandoi
voltak. A téglalapok atdarabolasa utan (a harmadik téglalap esetében: kiegészitése utan), a ta-
nuldknak nem jelentett nehézséget 6sszegként (a harmadik téglalap esetében: kiilonbségként)
felirni a kifejezéseket. Az utolso kifejezésnél O-nak és F-nek segitettek a tarsaik.

4.2.13. Kéttagu algebrai kifejezés szorzdsa egytaguval és
osszevonds: gyakorlat

1. feladat:

Célunk, hogy a tanulok készség szinten anélkiil, hogy jelentést adnanak az algebrai kife-
jezéseknek, tudjak felbontani a zardjeleket és Ssszevonni az egytagt algebrai kifejezéseket.

Feladattipusokat mutatunk. Valamennyi tanulo, nalléan hatarozta meg hany feladatot
fog megoldani minden tipusbdl (legkevesebb egyet, ¢és legfeljebb négy feladatot kellett meg-
oldani). Ezzel a célunk az volt, hogy a tanulé magabiztosnak érezze magat az ilyen feladatok
megoldasaban, és ne gyotorjiik az egyfajta feladatok megoldasaval; ez unalmas lehet.

Végezd el a kdvetkezd miiveleteket:

Els6foku algebrai kifejezések:

8(d+1)+3-d+4 = (Osszeg szorzasa ¢s Osszeadas; egy valtozo)

9m+2-(r +m)+2+4-r+7= (Osszeg szorzasa ¢és Osszeadas; két valtozo)
—4-s+(7+s)-5-9-2-s= (Osszeg szorzasa és Osszevonas; egy valtozo)
(2:f~h)-6+2—f+4-22-h= (kiilonbség szorzasa és dsszevonas; két valtozo)
3(c=2)+(5-10-c)= (kiilonbség szorzasa, 0sszeg ¢s kiilonbség hozzaadasa,

¢és Osszevonas; egy valtozo)

= (6sszeadas; az egyiitthatok tortek)

(3-=)= (kiilonbség szorzasa; dsszevonas; az egylitthatok tortek)

Mit tapasztalsz a kifejezésparokkal kapcsolatosan:

6—(x+y)= 6+(=1)(xty)=  (Osszeg kivonasa, illetve: —/-el vald szorzas)

z—3-(4-t)= z+(=3)-(4—t)=  (szorzat kivonasa, illetve a kiilonbség negativ
szammal vald szorzasa)

z—3-(4-t)= z=3-(4+(-t))= (kivonni egy szamot; hozzaadni az ellentétjét)

Masodfoku algebrai kifejezések (nem kotelezo feladatok):

d-(e +4)+3-det+4-e—d = (Gsszeg szorzasa ¢s dsszevonas; két valtozo)

2-k+(k+4) =9k f~f+k—5-f>= (Osszeg szorzasa és Osszevonas; két valtozo)

Tanul6i megoldasok:

A tanuldk az elséfoku kifejezéseknél altalaban minden tipusbol két feladatot valasz-
tottak. Oliver és Slavica a feladatok megoldasa kozben abrakat rajzoltak (a feladatokat jol
oldottak meg), ezért biztattuk dket, hogy oldjanak meg ezekbdl a tipusokbol, még tobb fel-
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adatot és probaljak elhagyni az abrdk hasznalatat. Ez sikeriilt is nekik még két-két feladat
megoldasa utan. A tobbiek, csak akkor készitettek abrakat, amikor ellendrizték, és egymassal
Osszehasonlitottak a feladatok eredményeit. Az dbrakat érvelési eszkdzként hasznaltak, hogy
meggy6zzEek egymast, hogy a sajat megoldasuk jo. Szorzasnal két tanuld hibazott (F és D ha-
rom, illetve két szorzasnal, csak az elsd tagot szoroztak). Milan a kovetkez6képpen végezte
el a szorzast: (2:f~h)-6=12-2:f~h-6 (a 2-t és az f-et is szorozta). Harom tanul6 egy-egy Ossze-
vonasnal hibazott. (Az osztadlynak bemutattunk minden hibatipust.) A tanulok érvelésének
koszonhetden (abrak segitségével), mindenki 6nalldan kijavitotta a hibas megoldasat. Hat
tanul6 a masodik (illetve harmadik) feladat megoldasaban az 0sszeg szorzésa utan is, hasz-
nalta a zardjeleket (2-(r+m)= (2-r+2-m)) kihangsulyozva, hogy a kapott eredmény 0sszeadas
tagjaként is szerepel. Tajna megoldasa a kdvetkezd volt:

9m+2-(r+m)+2+4-r+7=9-m+2-r+2-m)+2+4-r+7=9-m+2-r+2-m+2+4-r+7=
11-m+6-r+9. Tajékoztattam a tanulokat, hogy a (2-r+2-m) 1épést altalaban nem szoktuk leir-
ni, de nyugodtan lehet hasznalni.

Azokban a feladatokban, ahol tortek szerepelnek, két tanuld (O és F) segitséget kért a
tanartol. Elegendd volt 6ket emlékeztetni, hogy a tortek dsszeadasanal a torteket kozos ne-
vezOre kell hozni.

A kifejezésparok egyenloségét két tanuld (N és T) fogalmazta meg. N a kovetkezo6t
mondta:

N: Ha megszorozzuk az ellentétjével ugyanaz, mintha kivontuk volna.

A tanulok jol végezték el a kifejezések egyszertisitését (segédabrakat nem hasznaltak
¢és a kérdésemre azt valaszoltdk, hogy nem adtak jelentést a kifejezéseknek). (Példaul Tajna
egyik egyszertisitése a kovetkezd volt: z+(=3)-(4—t)= z+(—12—(-3-1))=z+(—12+3t)= z+(-
12)+3t=z—12+31)

A tobbiek szamara azok a kifejezések, melyekben negativ szammal kellett szorozni a
kéttagh kifejezést nehéznek bizonyult. Segitett a kifejezések sémajanak megrajzolasa.

A két masodfoku kifejezést tartalmazé feladatot minden tanuld jol oldotta meg, azzal
hogy még a tobbiek két feladatot, N, T és Z négy feladatot oldott meg. (A ,,plusz” feladatok-
ban 6sszeg ¢és kiilonbség szorzasa negativ szammal is szerepelt.)

Hasonlo feladatokkal foglalkoztak a tanulok a délutani foglalkozason is.

Gyakorlat:
A kovetkezo feladatok megoldasara a tanulok 20 percet kaptak. Valamennyi tanulé 6nal-

léan dolgozott (kis versenyt szerveztiink), igy mindenki kiprobalhatta sajat képességeit.

1. feladat:
Kosd dssze az egyenloket!
S5(k+1) 5k+1 6+k 5k+5 6k+t1=5k+5 4-k+9—k—4

2. feladat:

Budapesttol Szabadkadig a vonatjegy dra v Ft. A gyerekek és a didkok a vonaton fél aron
utazhatnak. Minden utasnak kotelezéen helyjegyet kell valtania. Ennek az ara 480Ft.

Mennyibe keriil az utazdas vonattal Budapesttol Szabadkdig egy felndtt szamdara és men-
nyibe keriil egy diak szamara? (A fizetend? forintok szamat jelenitsd meg szakaszokkal.)

Attila, aki 13 éves, a sziileivel és két testverével (15 és 10 évesek) vonattal utazott Pestrol
Szabadkara. Mennyibe keriilt a csaladnak ez az utazas?

Menyibe keriilne 6sszesen az utazas ezen a vonaton z didk és 5 felnott szamara?

Megtudtuk, hogy a vonatjegy dra Budapesttol Szabadkaig 3750Ft. Mennyibe keriilt Atil-
la csaladjanak az utazas Szabadkaig?
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A tanuloknak a szoveg alapjan le kell irni a megfelel6 algebrai kifejezéseket. A har-
madik kérdés megvalaszolasanal altaldnositani is kell. Az utolsé kérdésnél pedig, ki kell
szamolni a kifejezés szamértékét, ha a v=3750.

3. feladat:

Egy gyiimdlcsdsben eliiltettek k almafat és p szilvafat.

Fogalmazd meg szerb és magyar nyelven a kévetkezé egyenldségek jelentését:
p=k; k=p+30; p=3-k; p+k=70!

A tanuloknak az egyenldségeket kell értelmezni.

4. feladat:

Ird egyszeriibb alakban a kévetkezd algebrai kifejezést!
3d*+4-d+8(d-1)-2-d*+4 =

5. feladat:

Toltsd ki a tablazatot! (Algebrai kifejezések 6sszevonasa)

+ 6x 2:x -x

2-x

X

—3x

Tetszélegesen valasz ki harom kifejezést a kiszamoltak koziil a tabldzatbol uigy, hogy min-
den sor és minden oszlopbol legyen kivalasztva egy-egy kifejezés! Hanyféleképpen lehetne
ezt megtenni? A kivalasztott kifejezéseket add dssze! Hasonlitsd dssze a kapott eredményt az
osztalytdrsaid eredményével! Mit tapasztalsz? Adj magyarazatot!

A tanulok a kifejezések Osszeadasa mellett kombinatorikaval is foglalkoznak. Fejlesztik
a logikus gondolkodasmodot és az érvelési készséget.

Tanul6i megoldasok:

Az els6 harom feladatot mindenki jol oldotta meg. A negyedik feladatoknal D a masod-
foku tagokat rosszul vonta 0ssze. Az 6todik feladatnal harman (M, N, és Z) hataroztak meg
jol a lehetdségek szamat és pontos magyarazatot is adtak az egyforma eredményekre. Még
harman (D, S, és T) megfogalmaztak, hogy az 6sszegek egyformak lesznek (magyarazatot
nem adtak). F hibazott egy 6sszevonasnal.

Osszegzés:
A tanul6i munkak alapjan megallapithatjuk, hogy a tanulok képesek, egyszeriibb szoveg

alapjan leirni a megfelel6 algebrai kifejezést és kiszamolni a szamértékét, ha a valtozo egy
konkrét szamértéket vesz fel. A tanulok a kéttagu kifejezés szorzasat jol végezték el. Minden
tanuld jol értelmezte a valtozok viszonyat a masodik feladatban és ezt kontextusba helyezve
szerb és magyar nyelven is pontosan megfogalmazta. Ebb6l kdvetkezik, hogy a valahdannyal
nagyobb és a valahdnyszor annyi kifejezéseket a tanulok mindkét nyelven elsajatitottak. Az
Osszevonasnal vétett hibakat a tanulok onalléan korrigaltak (segédabrak hasznalata nélkiil),
ezért a teljesitménnyel meg voltam elégedve. Az utolso feladat 6sszetett volt (kombinatorikus
és logikus gondolkodast is igényelt), ezért nem oldotta meg mindegyik tanuld ezt a feladatot.

4.2.14. Kéttagu algebrai kifejezés szorzattd alakitisa (kiemelés)

Célunk, hogy a tanulok geometriai jelentést adva az algebrai kifejezéseknek megfogal-
mazzak, hogyan alakitunk at egy 0sszeget szorzatta. A geometriai jelentés segithet a tanulok-
nak a kiemelés eljarasanak felidézésében, még ezt teljesen el nem sajatitjak.
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1. feladat:

Adott ket téglalap. Az egyik oldalhosszainak mérészamai 2 és u,; a masik oldalhosszai-
nak meroszamai 2 és d. Hatarozz meg egy harmadik téglalap oldalhosszainak mérdszamait
ugy, hogy a harmadik téglalap teriilete, egyenlo legyen, a két megadott téglalap teriileteinek
osszegevel. Ezt matematikai jelekkel is jegyezd le! (Készits abrat!)

Tanuldi megoldésok:

Hét tanul6 a kdvetkezdket rajzolta és irta:

2 |2 |2
u d utd

2ut2-d=2-(u+d)

Egyediil Olivernek nem sikeriilt megoldani a feladatot. O a kovetkez6t rajzolta:
u
2

G: Hogyan lehetne a két téglalapbol egyet osszerakni?

A tanulonak csak akkor sikeriilt valaszolni a kérdésre mikor papirbdl kivagtuk a téglala-
pokat és 6 maga illesztette ssze ket. Ekkor leirta a megfeleld egyenldséget is. (A masodik
csoportban Robertnek is segitettek a kivagott téglalapok.)

G: Milyen alakban van leirva a 2-u+2-d kifejezés és milyenbe a 2-(u+d) kifejezés?

G: Hogyan kell egy dsszeget szorzatta alakitani?

D: Megnézziik, hogy a téglalapok egyforma oldala mennyi!

Z: Megkeressiik a kozos tényezoket!

A flizetekbe bekertiil a kovetkezo (tikorforditas): Egy osszegalaku kifejezést, szorzatta
ugy alakitunk at, hogy az osszeadandok kozés téenyezojét kihvuzzuk a zardjel elé (izvucemo
ispred zagrade); s magyarul is: A tagok kézos tényezojét kiemeljiik.

A koz06s tényezot piros krétaval irtuk a tablara.

Megjegyzés:
Felhivtam a tanulok figyelmét a kiilonbségre a kiemelni (magyar szakkifejezés), és a
kihvzni zarodjel elé (izvuci ispred zagrade, szerb szakkifejezés).

2. feladat:

Ird le szorzat alakban a kovetkezé kifejezéseket: 3-r+3-m; 5-h+5; 4:s+8; 6:z+8.

Feladattipusokat mutatunk. Mindegyikbdl a tanulok kett6tdl négy feladatig valaszthat-
tak.

Az elsé két feladattipusbol minden tanuld két-két feladatot oldott meg. A megoldasoknal
csak Milan hibazott a masodik feladatnal. Négyen (D, E, O, és S) készitettek megfeleld abra-
kat. Ok, kérésemre (kihangsulyoztam, hogy a célunk a segédeszkozok elhagyasa), megoldot-
tak még két-két feladatot az abrak hasznalata nélkiil. Milan a kovetkez6t irta: 5-h+5=5-(h+0).
Kérésemre clvégezte a h+0 Osszeadast és megkapta: 5-h+5=5-(h+0)=5-h (nem észlelte az
ellentmondast).

G: Hogyan viszonyul a 5-h+5 szam a 5-h szamhoz?

M: Ez (mutat az 5-h+5-re), éttel nagyobb.
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G: Te a kovetkezot kaptad: 5-h+5=>5-h. Ez mit jelent?

M: Egyformak! Nem egyformak! Valahol elirtam!

A feladatot jol oldotta meg a téglalapok rajzolasaval. A hibas megoldéast bemutattuk a
tobbieknek is.

Az utols6 két tipusu feladatot hatan oldottak meg. (De csak N az abrak nélkiil). O és F a
kovetkezo téglalapokat rajzolta:

N

1|
4 8

E: Ezekbdl nem lehet egy téglalapot csindlni!

O: A téglalapoknak az egyik oldala egyforma kell, hogy legyen. Ezt nem lehet 6sszerakni.
(A tanulé megfogalmazta azt a kritériumot, melyet a keresendo téglalapoknak teljesiteni kell.)

G: Probaljunk egy masik téglalapot rajzolni mely teriiletének mérészama 8, és az egyik
oldalanak mérészama s vagy 4.

Ezek utan a tanuldknak sikertilt az abrak segitségével megoldani a hasonlé feladatokat,
de a 6-z+8 kifejezés mar gondot okozott nekik. A téglalapok egyforma oldalainak meghataro-
zasahoz, arra biztattam a tanuldkat, hogy hatarozzak meg a tagok legnagyobb kdzos osztdjat.
Ezek utan a tanulok minden hasonlé feladatot sikeresen megoldottak. A délutani foglalkoza-
son mar nem hasznaltak abrakat.

Osszegzés:
N kivételével a masodik feladatban a tanulok téglalapabrakat hasznaltak, bar ezt a fel-

adatban nem kértiik és az el6z06 feladatnal megfogalmaztuk azt is, hogy a tagokbdl a kdzos
tényezo6t ki kell emelni. Ebbdl, arra kovetkeztettiink, hogy a tanuldkhoz kozelebb all a ki-
emelés fogalmanak geometriai jelentése. Ugy tiinik, ez fontosabb és érthetébb szamukra,
mint a formalis eljaras leirasa. A formalitast csak a szitudcids probléméanak megoldasanal,
a téglalapok oldalainak meghatarozasanal kezdték hasznalni. A kiemelés a tanulok szdmara
sokkal nehezebbnek bizonyult, mint az dsszeg (illetve kiilonbség) szorzasa ezért tobb felada-
tot (a leggyengébb tanuldknak az utolsé feladattipusbol 10 feladatot) kellett megoldaniuk,
hogy el tudjék hagyni az abrak hasznalatat és szituacios jelentés nélkiil meg tudjak oldani az
ilyenfajta feladatokat.

D¢élutani foglalkozas
A tanulok segédabrak felhasznaldsa nélkiil oldottak meg feladatokat.

4.2.15. Lineadris egyenletek megoldasa mérlegelvvel

Az egyenletmegoldas fogalmanak atismétléséhez a tanuldk két feladatot oldottak meg a
lebontogatasi modszerrel. Az ismeretlen csak az egyenlet egyik oldalan jelentek meg. Az 1j
mérlegelvvel megoldando egyenletek mindkét oldalan megjelennek az ismeretlenek.

Cél: az egyenletek formalis megoldasanak elsajatitasa.

1. feladat (az egyiitthatok és az egyenlet megoldasa is természetes szamok):

A kétkaru mérleg az asztalon, egyensulyban van. A mérleg bal serpenydjében harom
batyu meg két kocka talalhato; a jobb serpenydjében, két batyu meg hat kocka talalhato.
Ha egy kocka az egyes szamot jeleniti meg, az ismeretlen szamot pedig a batyu, ird le azt az
egyenletet, melyet a mérleg segitségevel jelenitettiink meg.

(Az asztalokon valodi mérlegek alltak. Minden mérleget ketten kezeltek. A kockakat a
szines rud készletbdl vettiik. A batyukat szalvétakba kotott kockak alkottak.)
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A tényt, hogy a mérleg egyensulyban volt, a tanuldk az ,,=" jel reprezentaciojaként értel-
mezték, s probléma nélkiil, irtdk le a kdvetkezd egyenletet: 3. x+2=2-x+6.

Az egyenlet ekvivalens atalakitasai:

A bal serpenydbe tettiink még 3 kiskockat (késdbb: 5 kiskockat, 6 batyut illetve 2 batyut,
meg lkockat).

G: Mit kell tenni, hogy a mérleg ujbol egyensulyba keriiljon, és hogyan fogjuk ezt a val-
tozast matematikai jelekkel leirni?

Minden tanulopar a masik serpenydbe is rakott 3 kiskockat (késdbb: 5 kiskockat, 6 ba-
tyut, illetve 1 kiskockat meg 2 batyut ) €s leirta az j egyenletet: 3-:x+2+3=2-x+6+3 (késdbb:
3x+2+5=2x+6+3, 3x+2+6-x=2-x+6+6x, 3:x+2+2-x+[=2-x+6+2-x+1). A +3-at (kés6bb:
a +35-0t, +6-x-et, + 2-x-et és a +/-et) piros szindl krétaval irtuk a tablara. A tanulok altalanosi-
tottak €s a kdvetkezdket fogalmaztak meg:

S: Ha a mérleg mindkét oldalara ugyanannyi kockat rakok, a tanyérok megint jol allnak.
(Ezt neveztiik megengedett tevékenységnek a mérlegen.)

D: Ha az egyenlet mindkét oldalahoz ugyanazt a szamot hozzaadom, az oldalak egyenlok
maradnak.

Még két tanulé megfogalmazta a mondatot a valtozé tobbszordsével, illetve a kifejezé-
sekkel kapcsolatosan. A filizetekbe és egy z06ld (jelentése: megengedett, mint a kdzlekedés-
ben) kartonlapra a kdvetkezd keriilt:

Ha az egyenlet mindkét oldaldhoz hozzdadjuk ugyanazt a szamot (ugyanazt a kifeje-
zést), az egyenloség tovabbra is fenndll.

(Ezt neveztiik megengedett tevékenységnek az egyenleten.)

Az Osszeadas utan megkaptuk a kovetkez6t: 3-x+5=2-x+9 (késébb: 3x+7=2-x+11,
9x+2=8'x+6, Sx+3=4x+7).

Hasonl6 eljaras utan, megfogalmaztuk a tobbi megengedett tevékenységeket a mérlegen

és a nekik megfeleld, ahogyan neveztiik, megengedett tevékenységeket az egyenleten. A fii-
zetekbe és a z6ld kartonlapra a tanulok a kdvetkezoket irtak:

Ha az egyenlet mindkét oldalabol kivonjuk ugyanazt a szamot (ugyanazt a kifejezést),
az egyenléség tovabbra is fennall.

Felhivtam a tanulok figyelmét, hogy az el6z6 mondat allitasat, kiilon nem sziikséges ki-
emelni, hiszen kivonni egy szamot ugyanaz, mint hozzaadni a szam ellentétjét. Ezt példaval
tamasztottam ala.

Ha az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk (vagy elosztiuk) ugyanazzal a nullatol
kiilonbozo szammal az egyenldség tovabbra is fennall.

A tanuldknak felhivtam a figyelmét, hogy a nullaval val6 szorzas, a 0=0 egyenlethez
vezet. Ennek minden valos szdm a megolddsa, ami az eredeti egyenletre nem igaz. Mivel a
tanuloknak a hetedik osztalyban nincs sziikségiik szorozni az egyenleteket a nullatol kiilon-
boz6 értékii kifejezésekkel err6l nem beszéltiink.

A 3x+2=2-x+6 egyenlet megoldasa:

(A mérlegeken 1jbol reprezentaltuk az egyenletet.)

Kiindulva a mérlegek dllasabol, a mérlegen csak megengedett tevékenységeket végezve,
,mérd ki” a batyut! Matematikai jelekkel jegyezz le minden lépést!

(Kimérni azt jelenti, hogy az egyensulyban levé mérleg egyik serpenydben, csak egy
batyu talalhato, a masikban pedig csak kiskockak talalhatok.)
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Minden tanul6 két 1épésben - heten vontak ki eldszor a 2-t, egy tanul6 a 2-x-et - kapta meg
az eredményt ¢s a kovetkezot jegyezte le: 3 x+2-2=2x+6-2; 3-x=2-x+4; 3-x—2-x=2-x+4—
2:x; x=4 (3x+2-2x=2-x+6-2-x; x+2=6, x+2-2=6-2; x=4).

Fontos volt, hogy a tanulékban tudatosuljon mit miért csindlunk, ezért megkérdeztem:

G: Mi celbol vesziink le mindkét serpenyobdl harom kockat? Miért nem tesziink mindkét
serpenyobe harom kockat?

T: El kell venni, mert itt csak batyu lesz.

Z: A masikba kockak!

A tanulok megfogalmaztak az egyenletek megoldasara vonatkozoé célokat:

Célok: Csak ismeretlenek legyenek az egyenlet egyik oldalan!
Csak szamok legyenek az egyenlet masik oldalan!

A mondatokat minden tanul6 egy kék kartonlapra irta és a zold lappal egyiitt, a tovabbi
munka soran, maga el6tt tartotta.

Az egyenlet ellendrzését szivesen végezték el a tanulok, mert igy 6nalléan tudtak ellen-
Orizni a sajat eredményiiket.

.....

A vizsgalt egyenlethez, minden tanulé mas szoveget irt. Cél: ramutatni, hogy léteznek
kiilonboz6 szovegezésti, de azonos strukturaju feladatok, melyek megoldhatok ugyanazzal a
egyenlettel. Tajna szoveges feladatat mutatjuk be:

Jelena tegnap hajcsatokat vett: harom csomaggal, meg még harom csatot. Ma vett két
csomaggal, meg még hét csatot. Ma is ugyanannyi darab csatot vett, mint tegnap. Hany csat
van egy csomagban?

2. feladat (az egyiitthatok és az egyenlet megoldasa is egész szamok):

Hasonl6 modon, mint az el6z6 feladatban, minden tanulo elé kiraktam az uj, megoldando
a minusz egyet pedig vele egybevagd, csak sotétkék szinl lap jelenitette meg. Egy sarga
mianyag haromszdg reprezentalta az ismeretlent. Az ,,=" jel két oldalan talalhato kifejezések
reprezentacidit minden tanuld asztalrészének két oldalara raktam (bemutatva a képen). Az
A feladat a kovetkezd volt.

A lapok elhelyezése alapjan ird le az egyenletet és ,,mérd ki”a sarga haromszoget, meg-
engedett tevékenységeket végezve! Matematikai jelekkel jegyezz le minden lépést!

A tanulokkal minden 1épést ellendriztiink, a tablara felirtuk és kihangsulyoztuk a segéd-

kérdéseket:
Sx+(=3) = 3x+1
Masként felirva: 5x=3 = 3x+1
G: Mit tegyiink az egyenlettel, hogy a bal oldalon csak x-ek maradjanak?
M: Hozzaadunk harmat!

o 0000

5x-3+3 3x+1+3

T: Kiszamoljuk!
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NN

S5x = 3x+4
N: Mit tegyiink, hogy a jobb oldalon csak lapok legyenek?
T: Kivonjuk a harom x-et.

InnN

5x—3x = 3x+4-3x
E: Kivonjuk!
2'x = 4
G: Mit tegyiink, hogy csak egy x maradjon a jobb oldalon?
D: Vonjunk ki egy x-et!
N: Ez nem jo, a jobb oldalon csak szam lehet! El kell osztani kettével!

L]

(2:x):2 = 4:2
Masként felirva: X = 2

A kék kartonlap tetejére felkeriilt a kovetkezé szoveg (0sszeolvashato a célokkal):

Mit tegyek az egyenlet mindkét oldalan levd kifejezésekkel, hogy... |

Téjékoztattam a tanulokat, hogy a megengedett tevékenységeket az egyenleten (az ek-
vivalens transzformaciokat), az egyenlet jobb oldalan délt vonallal jeloljik (~3-x;/~x;/:2) és
ily médon, a megoldas révidebb lesz, hiszen minden masodik sort az el6z6 megoldasbol nem
irjuk le. A tanulok leirtak az el6zo feladat megoldasat ily modon.

3. feladat (az egyiitthatok és az egyenlet megoldasa is egész szamok):

Feladattipusokat mutatunk. A tanulok minden feladattipusbdl egy vagy két feladatot
valaszthattak,.

Oldd meg az egyenleteket:

4x—5=3x (a konstans csak az ,,=" jel bal oldalan talalhato)

10-x—3=9-x+1 (az egyiitthat6 a baloldalon, eggyel nagyobb a jobb oldalinal)
6x—3=4x+3 (az egyenletet atalakitasai kozt lesz osztas is)

3x—3=21-x (egy egyiitthatd: —1; az atalakitasok kozt lesz osztas is )
2:x+4=5-x-2 (az egyiitthatok pozitivak, a nagyobb a jobboldalon van; lesz osztas)

Sx+24+x=8-2x—18 (egy egyiitthato negativ, az atalakitasok kozott lesz osztas is)

Megjegyzések a tanuldi megoldasokkal kapcsolatosan

A tanuldk élvezettel, mint valami kartyakat rakosgattak a lapokat, de legfeljebb 6t feladat
megoldasa utan elhagytak az eszkoz hasznalatat. (Az ismeretlen ellentétjét egy piros harom-
szoggel reprezentaltuk.)

Elmeriilve a lapok kezelésében, Filip elfelejtette lejegyezni a lapokkal elvégzett miive-
leteket az els6 két feladatnal. Csak az eredményt irta le. Figyelmeztetésem utan leirta a teljes
megoldast.

A tanulok, a feladatokban megjelent kivonasokat automatikusan ugy reprezentaltak, mint
az ellentétes szam hozzaadasat. Példaul a 3-x—3=2/—x egyenlet reprezentacidja valdjaban a
3x+(=3)=21+(=x) egyenlet reprezentacidja volt.
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Csak két tanulo6 (D és T) jelolte az ekvivalens transzformaciokat, dlt vonallal. Danica az
egyenlet mindkét oldalan jeldlte az elvégezendd miiveletet:

-3X\1X-5=5%/3 x

+5\X-520/45
X=5
A masodik csoportban Robert csak az egyenlet egyik oldalan végzett miiveleteket. Egy
megoldasat mutatunk be: 3X-3=21_y
20X =3 224 wax
3ow-3z,4
dex-3 +32249
3-% 224

C R Rk
¥ =z7

Robertnek olyan feladatokat tiiztiink ki, melyeket mérleg segitségével is megoldhatok
voltak. Harom feladat megoldasa utan, attért a lapokkal valé munkdara, majd hat feladat meg-

oldasa utan nem hasznalta 6ket.

4. feladat (az egyiitthatok és az egyenlet megoldasa is racionalis szamok):
Oldd meg az egyenleteket!

x+2 =§ (az egyik egyiitthato racionalis szam; csak a baloldalon van konstans)

Xi6=10 +§ (két kiilonbdzo racionalis egyiitthatd; a konstansok egész szamok)

2 4 4

A tanulok eldszor a torteket vontak ki. M egyik megoldésa kovetkezik:

x_3_3x (két racionalis egyiitthato; a konstansok racionalis szamok)

x aN|x P[x
3]
\
S
S
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Mivel senki sem kezdte a feladatok megoldasat szorzassal, ezért kértem, hogy ezzel
a transzformacioval kezdjék a harom kovetkezd egyenlet (az egyenletek azonos tipustiak
voltak, mint a negyedik feladatban) megoldasat, igy egy altalanos megoldasi mddszerhez
jutnak.

A délutani foglalkozason, a tanuldk a harmadik és a negyedik példahoz hasonlé példakat
dolgoztak ki. Tovabbra is a tanulok, el6szor dsszevontak az egynemi kifejezéseket és csak
utdna szoroztak az egyenletet. A feladatok ellendrzésére emlékeztetni kellett a tanulokat.

5. feladat (Az egyenlet megoldasanal a zardjelek felbontasa is sziikséges.)

Feladattipusok kovetkeznek. Minden feladattipusbdl két vagy harom példat valasztottak
a tanulok.

Oldd meg az egyenleteket!

2:x+(4—x)=5x—(3x-3)-7 (6sszeg vagy kiilonbség hozzaadasa, illetve kivonasa;
N az egylitthatok egész szamok)
12—(4'x+3)=3x+(4- =) (6sszeg vagy kiilonbség hozzaadasa, illetve kivonasa;
2 az egylitthatok racionalis szamok)
3 (x-3)+5=2-4-(3-2x) (zarojel szorzasa egész szammal; az egylitthatok egész
szamok)
X

x_1 (1 0+x)=5f4~(£ —1)  (zarojel szorzasa racionalis szammal; az egyiitthatok
3 2 2 racionalis szamok)

Az ckvivalens atalakitasokat, most mar, mindenki az egyenlet jobb oldalan délt vonal
felhasznalasaval jelolte. A tanulok még egy tandran foglalkoztak hasonlé egyenletek megol-
dasaval, mint amilyenek a harmadik, negyedik és az 6todik feladatban voltak.

Osszegzés:
A tanuldknak az egyenletek ekvivalens atalakitasanak elsajatitasahoz nagy segitséget

nyujtottak a valodi mérlegen és a , kartyakkal” végzett konkrét tevékenységek. A mérleg se-
gitségével a tanulok onalldan megfogalmaztak az altaluk hasznalt ekvivalens atalakitasokat.
A targyakkal vald manipulaciot onmagaban érdekes jatéknak tekintették és igyekeztek elsa-
jatitani a jaték szabalyait, ekozben kiilondsebb megterhelés nélkiil megoldottak az egyenle-
teket. Késébb, az ismétlddé manipulacio unalmassa valt szamukra és abbahagytak, de ekkor
mar, tudtak az egyenletek megoldasanak eljarasat. Az egyenletek megoldasanal, melyekben
jelen vannak az x racionalis szamu tobbszorosei, a tanulok eldbb dsszeadtak az egynem ta-
gokat és csak a végén szoroztak az egyenletet (szorzassal akkor kezdték az egyenletek meg-
oldasat, ha ezt kiilon kértem). Az elkdvetkezendd orakat, ismétlésképpen, egy-egy egyenlet
megoldasaval kezdtiik azzal a céllal, hogy a modszer r6gz6djon a tanulokban.

4.2.16. Linearis egyenlet megolddsdra visszavezetheto azonos struktirdji
szoveges feladatok

Célunk, hogy a tanulok felismerjék az azonos strukturdju feladatokat, felallitsak a meg-
feleld egyenletet, megoldjak és értelmezzék a kiszdmolt eredményt az adott szituaciora vo-
natkoztatva.

1. feladat:

Egy haromnapos kirandulas masodik napjan, a hetedik osztaly tanuloi kerékparral 3,5
kilométerrel kevesebbet tettek meg, mint az elsé napon. A harmadik napon pedig, kétszer
olyan hosszu tavot tettek meg kerékparral, mint az elsé napon. Osszesen a harom nap alatt
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57,3 kilométert tettek meg kerékparral a tanulok. Hany kilométert tettek meg az egyes napo-
kon?

Maria 3,5 kilogrammal kénnyebb, mint Ivan. Igor témege kétszer annyi, mint Ivané. A
harom gyermek tomege osszesen 57,3 kilogramm.
Hany kilogrammot mutatna a mérleg, ha a gyerekek kiilon-kiilon dallnanak ra?

Agi ma hdromszor beszélt telefonon a mamdjdaval, dsszesen 57,3 percet. A mdsodik be-
szelgetés 3,5 perccel volt révidebb, mint az elsé. A harmadik beszélgetés kétszer olyan hosszu
volt, mint az elso.

Hdny percesek voltak Agi telefonbeszélgetései kiilon-kiilon?

A téblara és tanuloi kartonlapocskékra a kdvetkezé mondatok keriiltek!

Mit kell meghatarozni?

Hogyan jeloljiik?

Hogyan viszonyulnak a meghatarozando szamok egymashoz és a feladatban megjele-
né szamokhoz?

Ird le az dsszefiiggéseket matematikai jelekkel!

A harom, azonos strukturaju feladat visszavezetheté az x+(x—3,5)+2-x=57,3 egyenlet
megoldasara. A konkrét szituaciok kodolasa alcim alatt talalhatd, azonos strukturaji har-
madik, negyedik és 6todik feladatok szovegeit modositva, megkaptuk ezeket az egyenlettel
megoldhato szoveges feladatokat. A feladatoknak megfeleld egyenlet baloldali kifejezését
is az emlitett alcim alatt, a hetedik feladat megoldasaként, leirtdk a tanulok. Valdjaban, az
ujdonsag az ismeretlen azonositasa és jelolése és az egyenlet lejegyzése volt. (Az ilyen tipusu
egyenletek megoldasa mar ismerds volt a tanulok szamara)

Tanul6i megoldasok:

Az els6 feladat megoldasanal a tanulok lerajzoltak és jeldlték az x, x=3.5, 2-x és x+tx—
3.5+2-x kifejezések szakaszos reprezentacioit. Hatan leirtak az egyenletet is, és 6t tanulonak
a megoldasa is jo volt. (Slavica hibazott az osztasnal.). Oliver és Filip csak a feladat ujboli
olvasasa utan rajzoltadk meg a reprezentaciokat és megoldottak az egyenletet. Figyelmeztetni
kellett a tanulokat, hogy irjanak szoveges valaszokat. A feladat azonos strukturajat értették,
hiszen a kdvetkez6 két feladat valaszait a tanulok egybdl megfogalmaztak.

2. feladat:

Fogalmazz meg, az adott egyenletekhez megfelelé szovegeket és oldd meg a feladato-
kat!

x+(x—1)+3x+2x=76

X+ g +2x+(x—-10)=215

Cél: kihangsulyozni és megerdsiteni az el6z6 feladattipus jellemzdit.

Az el6z6 feladathoz viszonyitva a tanulok forditott iranyu tevékenységet végeznek.

Minden tanul6 tudott irni megfeleld szoveges feladatokat. Tajna megoldasa a kdvetkezd
volt:

Az elsé egyenlethez irt szoveg: Négy kosdr meggyet hoztak a piacra. Osszesen 76 kilot
hoztak. A masodik kosarban egy kiloval kevesebb meggy van, mint az elsében. A harmadik
kosarban haromszor annyi meggy van, mint az elsében. A negyedikben kétszer annyi meggy
van, mint az elsoben. Hany kilo meggy van a kosarakban kiilon-kiilon?
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A masodik egyenlethez irt szoveg: Slavica fele annyi idot uszott kedden, mint hétfon.
Szerdan kétszer annyit, csiitortokon meg 10 perccel kevesebbet, mint hétfén. Osszesen 215
percet uszott heétfotdl csiitortokig. Mennyi idot uszott az egyes napokon?

3. feladat (Rész-egész viszony):

Egy gyiimélcsosben szilvafak, almafaik és kortefak vannak. A gyiimolcsfak fele szilvafa,
a harmada pedig almafa. Megtudtuk, hogy a kértefak szama 10. Hatarozd meg, hany fa van
a gytimolcsésben!

Hany perces volt Kata edzése; ha az edzést elsd 10 percében bemelegitett, az edzés ide-
Jjének harmadrészében futott, az ido felében pedig uszott?
Tanuléi megolddsok: « x
Négy tanulo (D, M, N, T, és Z) leirta a megfeleld egyenletet ( — + —+/0=x), megoldotta
az egyenletet, ellendrizte az eredményt, s szoveges valaszt irt. 3
A masodik feladatnal csak a valaszt irtak le, szamukra nyilvanval6 volt, hogy a feladatok
struktiraja azonos.

X X
A tobbiek leirtak a 35 + 3 +10  kifejezést és probaltak talalni a szévegben olyan szamot,

mely a leirt kifejezés értéke volna. Megkértem, hogy irasban valaszoljanak a tablan talalhato

kérdésekre. Mind a hadrom tanul6 hasonléan valaszolt. Oliver valaszait mutatjuk be:
A gyiimolesfak szamat.
x-el (jeldljik)

| =

szilvafak szama; 3 almafak szama; 10 kortefak szama

[N

: Mitjelenta * +* 4 10 kifejezés?
2 3

O: A szilvafak, az almafak és a kortefak 6sszege. A gytimélesfak szamat! Az x!
A tanul6 ezek utan leirta és megoldotta az egyenletet.

4. feladat:
Mekkora tavolsagot tesz meg a vonat 3 ora alatt, ha orankénti sebessége 60 kilométer?

Egy cipész 60 par cipdt javit hetente. Hany par cipét javit 3 hét alatt?
Mennyi viz folyik ki a csapbdl 3 perc alatt, ha percenként 60 liter folyik ki a csapbol?
Mennyit fizetett Dani a 3 darab kiwiért, ha darabja 60 forintba keriil?

Készits abrdt a feladathoz!

Mit tapasztalsz a feladatokkal kapcsolatosan?

Mit tudunk meg a kévetkezd adatokbdl: 3 ora, 3 hét, 3 perc, 3 darab kiwi?

Mit tudunk meg a kévetkezé adatokbol: 60 kilométer, 60 par cipd, 60 liter, 60 forint?

Cél: észrevenni, hogy az 6sszproduktum, a feladatban megjelend tevékenység az idétar-
tam és az idéegységre vonatkozd produktum szorzata.

A tanulok probléma nélkiil megoldottak a feladatokat, megrajzoltak egy harom egyenld
részbdl alld szakaszt, megjeldlték x-szel és megfogalmaztak a szoveges valaszokat is. A ko-
vetkez0 valaszokat is megfogalmaztak:

104



O: Mindeniitt meg kell szorozni a 3-at és a 60-at.

T: 3 orat, hetet, percet, tartott a dolog.

Z: 3 az idé.

N: 180 az eredmény.

A kovetkez6 segédkérdéseket irtuk fel a drapp szint kartonlapocskakra:

1. Milyen tevékenységrol van szo a feladatban és ki végzi a tevékenységet?
2. Milyen mertékegységben mérjiik a tevékenység idotartamat? vagy
Milyen egységben torténik a tevékenység?
3. Mennyi a tevékenység idotartama? vagy
A tevékenység mennyi egységbdol all?
4. Mennyi a tevékenység produktuma (eredménye) egy idéegység alatt? vagy
Mennyi a tevékenység egységének produktuma (eredménye)?
5. Mennyi az ossztevékenység produktuma (eredménye)?
Hogyan szamoljuk ki az ossztevékenység produktumat (evedményét)?

Leirtuk a feladatokra vonatkozo egyenletet is: 3-60=x.

.....

Cél: elmélyiteni a tanulok tudatat a feladattipus tulajdonsagairol.

Felhasznalva az eloz6 feladatok megoldasait, fogalmazd at a feladatok szévegezését gy,
hogy az ismeretlen legyen a tevékenység produktuma (eredménye) egy idéegység alatt vagy a
tevéekenység egységének produktuma (eredménye)!

A tanuloknak egymassal konzultalva sikeriilt jol megfogalmazni a feladatokat és leirtuk
a megfeleld egyenletet: 3-x=180.

.....

Fogalmazd at a feladatokat (a 3. feladatban talalhatoakat) ugy, hogy a tevékenység ido-
tartama legyven a megoldds.

A feladat megoldasa az el6zdvel analdg mddon tortént. A megfeleld egyenlet a kdvetke-
70 volt: x:60=180.

5. feladat (az x-(a+b)=c egyenletre vissza vezethet feladatok; a €N, bEN, ¢ €N):

Ket auto egy idoben indul egymassal szemben. A Belgradbol indulo auto atlagos oran-
kenti sebessége 90 kilométer. A Budapestrdl indulo auto atlagos ordankénti sebessége 80 ki-
lométer. A két varos egymastol valo tavolsaga 510 kilométer. Az autok autouton haladnak.
Mennyi idé fog eltelni az autok indulasatol a talalkozasukig? (Tegyiik fel, hogy a hataron nem
kell varni.)

Egy varroné 4 szoknyat varr naponta, a masik 3 ugyanolyan szoknyat varr naponta.
Mennyi idore van sziikségiik, hogy megvarrjanak 140 szoknyat.

Az egyik csapbol percenkeént 22 liter viz folyik ki, a masodikbol 18 liter folyik ki. Mennyi
idd alatt telik meg a 4000 literes medence, ha egy idoben kinyitjuk mindkét csapot.

Dani mamdja ajandékot vasarol. Egy csésze 900 forintba keriil, a csészealj 600 forintba
keriil. Hany csészét csészealjjal egyiitt, tud Dani mamadja venni a 6800 forintbol?
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Tanuléi megoldasok:

P

Felhasznalva a drapp kartonlapocskakon G g’?q 4 X,
talalhatd kérdéseket a tanuldknak sikeriilt 2. y mwglﬁm
megoldani a feladatokat. Oliver harmadik fel- 3, x
adatanak megoldasat mutatjuk be.

s Y 4. 23+ig=408

A tanul6 valaszolt a kérdésekre:

1. Folyik a viz. 2 csap! 5. haw {

2. Percekben! Xeky = W/;w

3.x; X=ia

4.22+18=40 I; B g Ao e e

5.4000 [; x-40=4000/:40; x=100. 2304

Szaz perc alatt telik meg a medence.

6. feladat (Gsszetettebb az x-(a+b)=c egyenletre vezetd feladatok; a €N, bEN, ¢ €EN):
Addm édesapja a kertjiiket feldssa 5 nap alatt, Adam ezt elvégzi 20 nap alatt. Hatdrozd
meg, hany nap alatt dassak fel a kertet, ha egyiitt dolgoznak!

Ha az egyik csapot kinyitjuk egy kad 5 perc alatt telik meg. Ha a masik csapot nyitjuk ki
a kad 20 perc alatt telik meg. Hany perc alatt telik meg a kad, ha mindkeét csapot kinyitjuk?
Tanul6i megoldasok:

Csak két tanul6 (N és M) hatarozta meg a tevékenység produktumat egy idéegység alatt,

mint a munka . +i részét, s csak Nikola irtale az  x+( é +2—]0 ) =1 egyenletet. A tob-
5 20

biekkel 0jbdl rajzoltuk a kifejezések szakaszos reprezentacioit és valaszoltunk a lapocskan

talalhato kérdésekre.

A masodik feladatot a tanulok dnalléan oldottak meg.

Megjegyzés:

A bemutatott linearis egyenletek megoldasara visszavezethetd szoveges feladatokkal
harom tandran foglalkoztunk. A tanulok, a délutani foglalkozasokon is, hasonlé feladatokat
oldottak meg. Még két tanoran gyakoroltuk a feladatokat, a célbol hogy a tanulok magabiz-
tosan viszonyuljanak a feladatokhoz. Ezen gyakorlatok alatt a tanulok elhagytak a lapocskak
alkalmazasat, hiszen megtanultak fejbdl a kérdéseket.

Osszegzés:
A szoveges feladatok, mint azonos struktaraju feladatok tanitasa - meggy6z6désem sze-

rint - j6 modszernek bizonyult. Ez a rendszerezés atlathatova tette az 6rakon megjelent szo-
veges feladatokat a tanulok szamara. Valdjaban, kétféle feladatrol van sz6. A munkaban nagy
segitséget nyujtottak a megfogalmazott kérdések, melyek iranyitottak a tanulok gondolatme-
netét és a tanuloknak biztonsagérzetet adtak. Az elegendd (egyéntdl fiiggéen négytdl nyolc
feladatik tipusként) gyakorlo feladat megoldasa utan, a lapok feleslegessé valtak.

4.3. UTOTESZT

Az oktatasi kisérlet utan negyvenot perces utotesztet irattam a tanulokkal.
Az utoteszt feladatai analog feladatok voltak az eldteszt feladataival, az eltérés csak an-
nyi volt, hogy az utdtesztet bovitettem még egy szoveges feladattal.
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4.3.1. A teszt feladatai:

1. Melyik szamot helyettesiti a négyzet?
126-50=_1+11

2. Szamolas nélkiil hatarozd meg, mely szamot helyettesiti a négyzet?
521+4897=521-350+_1+4897

3. Szamolast nem hasznalva késd dssze a baloldalon levé kifejezést azzal a kifejezéssel
(vagy kifejezésekkel) mellyel (melyekkel) egyenlc az értéke (értékiiek)!
Valasztasod indokold!

149-73-8
73—149+8
149—(73-8) 149+73-8
149-73+8
149+73+8

4. Toltsd ki a tablazat hianyzo helyeit és keres egy szabalyt az egymas alatt levd szamok-
ra. Ird le szavakkal is ezt a szabalyt!

9 1000 n
6

7 12 100 z
21 36

5. Hany pont van az otvenedik képen?
(A szerb mondat tiikkorforditasa: Hany pont van azon a képen melynek szama 6tven.)
Hany pont van a képen, amelyen a sorok szama p?

e0o 0o o0
e0o 00 oo e0e 0000
eo 0o o0 eo 0o o0 eo0o 0000
képen melynek szama 1 képen melynek szama 2 képen melynek szama 3

Hany négyzet van az otvenedik képen?
Hany négyzet van a képen, amelyen a sorok szama p?

[] ]

[] ]

M

L] H

L] H

képen melynek képen melynek képen melynek
szdma 1 szama 2 szama 3
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6. Mennyi a képen lathato téglalapok keriilete és teriilete?

7 4+k

7. Az c és a d szamot szakaszokkal reprezentaltuk, rajzold le azokat a szakaszokat melyek
a d+c és az 2-c—d kifejezéseket reprezentaljak!

c 4

8. Irj le minél tobb egyenldséget a kép alapjdn!

9. Egy dobozban m zenei CD van. A masodik dobozban harommal t6bb CD van, mint az
elsé dobozban. A harmadik dobozban hdaromszor annyi CD van, mint az elsé dobozban. Ha-
tarozd meg hany zenei CD lemez lesz a harmadik dobozban, ha a CD-ket az elsd és a masodik
dobozbdl attessziik a harmadik dobozba!

10. Mit jelenthetnek a kovetkezd kifejezések:
2:c+d (ctl)d 4-d
11. Egy kertben a tulipan és b jacint van. Mit jelentenek a kovetkezd egyenloségek?
a=b
b=a+10
a=4-b
a+b=40
Ird le vdlaszaid magyar nyelven is! (Ez a mondat magyar nyelven szerepelt a tesztben.)

12. A adott szamegyenesen hatdarozd meg a 2+a és a 2-a—3 szamok helyeit!

13. Maria egy 95 oldalas konyvet harom nap alatt olvasott el. A masodik napon kétszer
annyi oldalt olvasott el, mint az elsé napon. A harmadik napon ot oldallal kevesebbet olva-
sott, mint az elsé napon. Hany oldalt olvasott a konyvbdl az egyes napokon?

4.3.2. Az utoteszt elemzése

A tanulokkal ugyantgy, mint az eldteszt utan is egyéni beszélgetéseket folytattam.

1. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):
Pontos valaszok szama: 8.

Minden tanul6 jol értelmezte az ,,=" jelet és ismeretlennek tekintette a négyzetet. Hatan
el8szor a 126—50-et, utdna a 76— 11-et szamoltak ki és leirtdk a [ | =65. T és S mérlegelvet
hasznalt:
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126 -50= 0O+ u A tanulok nem ellendrizték irdsban a megoldast.
A masodik kisérleti csoportban 7 pontos valasz volt. Minden tanuld
Fe=T1~+ /M/_ U ugyantigy szamolt, mint a hat tanul6 az els6 csoportban. Hatan azt irtak,
hogy: [ = 65. L mondatban valaszolt: 4 négyzet a 65-6t helyettesiti.

65-01

2. feladat megoldasai (elsé kisérleti csoport):
Pontos valaszok szama: 8.

Minden tanulé szdmolas nélkiil oldotta meg a feladatot. A kdvetkezot irtak: [ ] = 350. A
tanulok nem ellendrizték a megoldast.

A masodik kisérleti csoportban szamolas nélkiil meghatarozott pontos valaszok szama: 7 volt.
Hatan a [_] =350-et irtdk. L mondatban vélaszolt: 4 négyzet a 350-et helyettesiti. A tanuldk nem ellen-
Orizték a megoldast.

3. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):

Pontos valaszok szama magyarazattal: 7; pontos valaszok szama magyarazat nélkiil: 1.

D, M, S, T és Z magyarazatként megfelelo szituacios jelentéseket irtak.

N a kdvetkez6t irta: Eloszor kivontunk a 73-ndl nyolccal kisebb szamot. Aztan kivontunk
73-at. Hogy egyenlé legyen, itt hozza kell adni nyolcat.

F a zargjelek felbontasarol szolo - rimekbe foglalt - szabalyra hivatkozott.

Mivel O nem irt magyarazatot, a megbeszélésen kértem, hogy vélasztasat indokolja. O
a kovetkez6t mondta:

O: A4 149-bdl levagok 65-0t, a masik 149-bol levagok 73-at és hozzaragasztok 8-at.

A tanulo a szalagokkal valé manipulaciora emlékezett.

A masodik kisérleti csoportban pontos véalaszok szama magyarazattal: 6; helytelen valasz 1 volt.
Négy tanul6 jo szituacids jelentéseket irt. J és I a rimekbe foglalt szabalyra hivatkozott. R a 149—73—-8
kifejezést valasztotta. Magyarazatot nem irt. A megbeszélésen a tanuld a papirszalagok felhasznala-
saval elkészitette a két kifejezés reprezentacidit és belatta, hogy a kapott szalagok hossza kiilonbozik
egymastol. A reprezentaciok segitségével sikeriilt korrigalnia valaszat.

4. feladat els6 tablazataval kapcsolatos megoldasok (els6 kisérleti csoport):

Pontos valaszok szama: 4; részvalaszok szama:4.

Minden tanuld az 1000 ala a tablazatba a 997-et irta. Hét tanul6 az n ala a n—3-at irta. F
az utolsé cellaba semmit sem irt. Négyen mondatban is megfogalmaztak a valaszt.

A masodik kisérleti csoportban a pontos valaszok szama: 5; részvalaszok szama: 2. Két tanulé nem
irt szoveges valaszt.

4. feladat masodik tablazataval kapcsolatos megoldasok (elsd csoport):

Pontos valaszok szama: 3; részvalaszok szama:4.

Heten a /00 ala beirtak a 300-at. T 3z-t, hat tanuld a 3-z-t irt. Négy tanuld nem irt szove-
ges valaszt. O nem foglalkozott a feladattal.

A masodik kisérleti csoportban pontos valaszok szama: 5; részvalaszok szama: 2 volt, hiszen két
tanuld nem irt szoveges valaszt.

5. feladat elsé képsorara vonatkozo megoldasok (elsé kisérleti csoport):
Pontos valaszok szama: 8.
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Minden tanul6 jol oldotta meg a feladatot. N, T (nem haszndlt ,,-” jelet azt irta, hogy 6p)
¢és Z nem rajzolt megfeleld tablazatot. N nem rajzolta meg a negyedik képet. S és Z azt irta,
hogy 6-50, a tobbiek azt, hogy 300.

A masodik kisérleti csoportban pontos valaszok szama: 7. Mindenki rajzolt tdblazatot. Harman a
6-50-et irtak.

5. feladat masodik képsorara vonatkozé megoldasok (els6 kisérleti csoport):

Pontos valaszok szama.: 6; részvailaszok szama.2.

O az els6 kérdésre valaszolva a kovetkezot irta: 200, de a masodik kérdés valasza jo volt:
I+p+p+p+p. M a masodik kérdésre nem valaszolt. A tobbiek, T kivételével (nem hasznalt
7 jelet), a 201-et és a 4-p+1-et irtdk. N nem rajzolta meg a negyedik képet. N és Z most sem
rajzolt tablazatot.

A masodik kisérleti csoportban a pontos valaszok szama: 6; helytelen valasz 1 volt. R megrajzolta
a negyedik képet, de mast nem irt. Mindenki rajzolt tablazatot. Hairman a 4-50+1-et irtak.

6. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):

Pontos valaszok szama: 8.

E, O, S és Z a kovetkezot irta: 2-a+14, 7-a; 2-i+2-(4+k); i:(4+k). D, M és T elvégezte
az Osszegek szorzasat és ezt kaptak: 2-i+8+2-k; i-4+i-k. D és M feldaraboltak a téglalapokat,
hogy konnyebben végezzék el a szorzast. N a keriileteket a kdvetkezoképpen irta: 2-(a+7);
2-(i+(4+k))= 2-(i+4+k)= 2-i+8+2-k.

Minden tanulétoél a megbeszélésen megkérdeztem, hogy mit jelentenck a feladatban
megjelend betiik és a tanulok altal leirt kifejezések. Ot tanuld szerint a betiik szamok, harman
azt mondtak, hogy a betiik az oldalhosszak mérészamai. Minden tanul6 szerint a kifejezések
a téglalapok teriiletének és keriiletének mérészamait jelentik.

A masodik kisérleti csoportban a pontos valaszok szama: 6; helyes részvalasz 1 volt. B és R ugyan-
azt irtdk, mint F. I, L, K és V ugyanazt irtdk, mint D. J a keriileteknél hamis képletet hasznalt: a+7;
i+4+k.

7. feladat megoldasai
Mindkét csoport minden tanuldja jol hatarozta meg a kifejezések reprezentacioit.

8. feladat megoldasai (elso kisérleti csoport):

Pontos valaszok szama: 8.

Minden tanul6 leirta az x+y=k és az 5+s+s=k kifejezést. D, N, T és Z az x+y=5+s+s
kifejezést is leirtak.

A masodik kisérleti csoportban is a tanuldk jol oldottak meg a feladatot. I, K, L és V olyan meg-
oldast irt, mint D.

9. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):

Helyes megoldasok szama: 7; helyes részmegolddsok szama: 1.

Minden tanuld leirta a helyes algebrai kifejezéseket. Heten az 6sszegiiket is jol hataroztak
meg. O rajzolt megfeleld szakaszos reprezentacidkat. D a kovetkezot irta: m+m+3+3-m=x;
S'm+3—3=x—3; 5'm=x—3. A tanul6 bevezette az x-et, de nem ezt fejezte ki.

A masodik kisérleti csoportban a pontos valaszok szama: 6; helyes részvalasz 1 volt. R csak a
megfeleld kifejezéseket irta le.
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10. feladat megoldasai (elsd kisérleti csoport):

Helyes megoldasok szama:29.

Minden tanul6 az els6 és a harmadik kifejezéssel kapcsolatosan a szakaszhossz mérdsza-
ma jelentést adta meg.
jelentést adtak, azzal hogy a D, M és S a kovetkezot is leirtdk (c+1)-d=c-d+d. Haromszog
kertiletének mérdszama jelentést az elsd kifejezésnek N, T, és Z adta. A harmadik kifejezés-
nek a négyzet keriiletének mérészama jelentést a N és T adta meg. D a kovetkez6 szituacios
jelentést irta: Az elsé és a masodik asztalon ¢ torta van, a harmadik asztalon d torta van.
Osszesen 2-c+d torta van. T a kovetkez6t irta: A testvéremnek négyszer annyi zsebpénze van,
mint nekem. (A 4-d kifejezésre gondolt.)

A masodik kisérleti csoportban a pontos valaszok szama: 22 volt. Mindenki az els6 és a harmadik
kifejezéshez megfeleld szakaszokat rajzolt. I és V a haromszog keriiletének mérdszama jelentést adta a
2-c+d kifejezésnek. I a négyzet keriiletének mérészama jelentést adta a 4-d-nek. B, I, K, L és V a 4-d-nek
¢és négyen a (c+1)-d kifejezésnek a téglalap teriiletének mérészama jelentést adtak.

11. feladat megoldasai (els6 kisérleti csoport):

Els6 egyenloség értelmezése: helyes: 6, részben helyes:2; helyes magyar nyelven: 8.
Masodik egyenloség értelmezése: helyes: 8; helyes magyar nyelven:$§.

Harmadik egyenloség értelmezése: helyes: 7, részben helyes: 1; helyes magyar nyelven: 8.

Negyedik egyenléség értelmezése: helyes: 8, helyes magyar nyelven: 8.

Az els6 egyenléség értelmezését jol fogalmazta meg hat tanuld szerb nyelven és nyolc
tanul6 pedig magyarul. Ok a kovetkezét irtak: Ugvanannyi tulipan van, mint jacint. (Ima isto
toliko lala kao zumbula.) Z az ugyanannyi (isto toliko) csak az isto (ugyanolyan) szot irta. O
értelmezése: A tulipanok szam egyenld a jacintokkal. (Broj lala je jednak sa zumbulima.)

A masodik egyenldséget minden tanuld jol értelmezte. Oten mindkét nyelven a kévet-
kezot irtdk: Tizzel tébb jacint van, mint tulipan. (Ima za deset vise zumbula nego lala.) N
értelmezése mindkét nyelven a kdvetkezo volt: Tizzel kevesebb tulipdan van, mint jacint. O és
D eljarasként fogalmazta meg a mondatot mindkét nyelven: Ha a tulipanok szamdhoz hozza-
adok tizet, megkapom a jacintok szamat.

A harmadik egyenléséggel kapcsolatosan 6t tanuld a kdvetkez6t irta mindkét nyelven:
Négyszer annyi tulipan van, mint jacint. (Ima Cetiri puta vise lala nego zumbula.) O és D
most is eljarasként fogalmazta meg a mondatot mindkét nyelven: Ha a jacintok szamdat meg-
szorzom neggyel, megkapom a tulipanok szamat. S a kovetkezot irta szerb nyelven: Tulipd-
nok van négyszer jacintok. (Lala ima Cetiri puta zumbula.) S valasza magyar nyelven helyes
volt. A negyedik egyenlség minden értelmezése mindkét nyelven helyes volt. O és D most
is eljarasként fogalmazott.

A masodik kisérleti csoportban I magyarul nem irt semmit. Az elsé egyenléség 6 értelmezése
jo volt, valamint 1 részben volt j6. Magyar nyelven a négy egyenldség mind a 6 értelmezés jo volt.
R ugyanazt irta, mint Z. A masodik egyenléséget jol értelmezték a tanulok. B és R eljarasként fogal-
maztdk meg a mondatokat. A harmadik egyenldséget 4 tanuld ugyanugy értelmezte mindkét nyelven,
mint az 5 tanul6 az els6 csoportbol. B és R most is eljarast fogalmaztak meg. K megfogalmazésa szerb
nyelven helytelen volt: 4 tulipanok szama egyenlé a négyszer tobb mint a jacintok szama. (Broj lala je
Jjednak sa Cetiri puta veci od broj zumbula.) K a négyszer tobb kifejezés mellett hasznalta az egyenlé
sz6t is. A magyar mondat helyes volt. A negyedik egyenlséget minden tanuld helyesen fogalmazott
meg. B és R most is eljarast fogalmaztak meg.
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12. feladat megoldasai (elso kisérleti csoport):

Helyes megoldasok szama: 6; helyes részmegolddasok szama: 1; helytelen megoldasok
szama: 1.

O csak a 2-a helyét hatarozta meg a szamegyenesen. F a 2-a helyét a 2-a—1I helyére jeldl-
te, ezért a 2-a—3-at is helyteleniil a 2-a—4 helyén jeldlte.

A masodik kisérleti csoportban a helyes megoldasok szama: 5; helyes részmegoldasok szdma: 1
volt. B nem jelolte a szdmokat, csak a megfelelé szakaszokat. R nem foglalkozott a feladattal.

13. feladat megoldasai (clsé kisérleti csoport):

Helyes megolddasok szama:4; helyes megoldasok szama ellendrzés nélkiil:2; helytelen
megoldasok szama: 2. D, M, S és Z ellendrizték a helyes megoldasukat és szoveges valaszt
is irtak. N és T nem irt ellendrzést. D, M, S, T és Z szakaszos reprezentaciokat is rajzoltak.
F a kovetkezd egyenletet oldotta meg: 2:x+x—5=95; 3x—5+5=95+5; 3x=100; x=100:3;
x=33,3. Reprezentaciokat nem rajzolt; az eredményt nem ellendrizte. O megrajzolta a sza-
kaszos reprezentaciokat és a kovetkezoképpen oldotta meg az egyenletet x+2-x+(x—5)=95;
x+2x+x—5=95; 2:x=90; x=45. A megoldast nem ellendrizte.

A masodik kisérleti csoportban a helyes megoldasok szama: 5; helytelen megoldasok szama: 2. J,
L L, K ésV ellendrizték a megoldast. I, L és V szoveges valaszt is adtak. Csak V nem rajzolt szakaszos
reprezentaciokat. B a kdvetkezot irta: x+2-x+x—5=95 /+5; 4:x=95 /:4; x=23,75. R az osztasban hiba-
zott. A megoldasa kovetkezik: x+2-x+x—5+5=95+5; x+2-x+x=100; 4x=100; x=20. Nem ellendrizte
a megoldast.

4.3.3. Az utoteszt elemzésének osszegzése

Az 1. és a 2. feladatban minden tanul6 jol értelmezte az ,,=" jelet és ismeretlennek te-
kintette a négyzetet. Csak egy tanuld oldotta meg a feladatot egyenlet felhasznalasaval. A 2.
feladatban a tanulok tigy oldottdk meg a feladatot, hogy az ,,=” jel két oldalan talalhato kife-
jezések tagjait egymassal hasonlitottdk dssze. A 3. feladatnal indoklasként a legtobb tanulod
szituacios jelentést irt. Ebbdl arra kovetkeztetek, hogy a tobbség szaméra az ilyen magya-
razatok a legérthetdbbek. Voltak tanuldk, akik a szabalyt idézték. N numerikus jelentést irt,
O pedig a papir szalagokkal valé6 manipulaciora emlékezett. R valasztasa helytelen volt. A
4. feladatnal F nem irta le a kifejezést az els6 tablazatba, O a masodikkal nem foglalkozott.
Mivel 6k is meghataroztak egy-egy szabalyt, batorkodom allitani, hogy a tanuldk értették
a tablazat fogalmat, tudtak altalanositani és valtozoként értelmezni a tdblazatban megjele-
no betiiket. Az 5. feladat megoldasanal egy tanulon kiviil mindenki megrajzolta a negyedik
képet, ugy tinik az segitett az altalanositasban. A 6. feladatnal a tanulok megfeleld algebrai
kifejezéseket irtak és nem egyenldségeket, mint az eldtesztben. A 7. feladatban jol hataroztak
meg a kifejezések szakaszos reprezentacidit €s a 8. feladatban az egyenléségek szakaszos
reprezentacioi alapjan jol irtdk le a szimbolikus reprezentaciokat (5 tanul6 irt olyan egyen-
18séget, ahol az ,,=" oldalain kéttagt és haromtagu kifejezés alt). A 9. feladat megoldasabol
ugy tlinik, hogy a tanulok értik és algebrai kifejezésekkel tudjak is reprezentalni a ,,valamivel
tobb” és a ,,valahdnyszor annyi” szamok kozti viszonyokat és egyszerl algebrai kifejezéseket
is képesek Osszevonni. A 10. feladat megoldasdban minden tanuld szakaszhossz mérészama
jelentést adott az elsd és a harmadik kifejezésnek és hat tanul6 a téglalap teriiletének méro-
szama jelentést adta a masodik és a harmadik kifejezésnek. Ugy tiinik, hogy a szakaszhoz
jelentést a tanulok a legkonnyebben meg tudjak fogalmazni, de legtdbben sikeresen el tudjak
sajatitani a téglalap teriilete jelentés megfogalmazasat is. Az egyenldségek jelentésének meg-
hatarozasaban a 11. feladatban a tanulok jol értelmezték az egyenldségeket. A dominansan
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magyar nyelvll tanulok megfogalmazasdban szerb nyelven jelentkeztek kisebb hibak. Ke-
vesebben fogalmaztak meg eljarasokat, mint az elétesztben. A 12. feladat két-két tanulonak
mindkét csoportbol gondot okozott. A 13. feladatnal az elsé csoportbdl 5, a masodikbol 6
tanulé megrajzolta a kifejezések szakaszos reprezentacidit. Mindkét csoportbo6l négy tanuld
megoldasa volt hibas (F egyenlete volt helytelen). Négyen az els6 csoportbol és ketten a
masodik csoportbol nem ellendrizték a kiszamolt eredményt (koztiik olyanok is, akiknek
megoldasa helytelen volt).
Az elbteszt és az utoteszt helyes megoldasainak szamat mutatja az alabbi tablazat:

F ELAQAT 1. KISERLETI CSOPORT 2. KISERLETI CSOPORT
SORSZAMA ELOTESZT | UTOTESZT | EJOTESZT | UTOTESZT
1. 7 8 6 7
2. 2+2széamolassal | 8 1+1 szamolassal | 7
2+2szamolassal | 7+1 magyara- | 4 szamolassal
zat nélkiil
4. els6 tablazat 1 4+4 magyara- |0 5+2 magyara-
zat nélkiil zat nélkiil
4. masodik tablazat | 1 3+4 magyara- |0 5+2 magyara-
zat nélkiil zat nélkiil
5. els6 képsor 2 8 2 7
5. masodik képsor |2 6 1 6
6. 3 8 2 6
7. 3+3 méréssel 8 3+4 méréssel 7
8. 5 8 5 7
9. 1 7 0 6
10. 25 29 17 22
11. 1.egyenldség 4 6; 8 magyarul |5 6; 6 magyarul
11. 2.egyenldség 2 8;8 magyarul |3 7, 6 magyarul
11. 3.egyenldség 2 7, 8 magyarul |3 6; 6 magyarul
11. 4.egyenldéség 5 8; 8 magyarul |5 7, 6 magyarul
12. 2 6 1 5
13. 4+2 leirt ellen- 5
Orzés nélkiil

A kovetkeztetéseket a tanulok algebrai tudasanak gyarapodasarol a kovetkezdképpen von-
tam le: egyenként hasonlitottam 0ssze a tanulok el és utoteszt analog feladatainak megolda-
sait, elemeztem az utdteszt 13. feladatanak megoldasait és a tanuldk munkajat a tandrakon.
Ezekbdl levonhato, hogy a tanuldk algebratudasa nagymértékben fejlodott.

Megjegyzés:

Mind a két tanitasi kisérlet kismintas volt, ezért a tesztek kiértékelésében a szokasos
statisztikai eljarasokat nem hasznaltam. Ehhez joval nagyobb elemszamu kisérletek sziik-
ségesek.
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OSSZEGZES, KUTATASI KERDES
MEGVALASZOLASA

Az elbteszt és az utoteszt eredményeit Gsszehasonlitva (az utdbbiak sokkal jobbak vol-
tak) és a tanulok munkajat elemezve a kisérleti tanitasbol a kovetkezdk vonhatok le:

Az egyenldségjel helyes értelmezésének kialakuldasaban (O helyteleniil oldotta meg az
eléteszt 1. feladatat) és ennek megerdsitésében (a tobbi tanulonal) a valodi mérleggel vald
munka segitett.

Azt hogy a tanuldkban kialakuljon az igény az dltalanositasra, a ,,szabaly "meghatdro-
zasara (az egyvaltozos filiggvény megalapozasa), a megfeleld tablazat megszerkesztésére és
kitoltésére, a valtozo bevezetésére az élethl jatékos szituacionak elképzelése (japan kislan-
nyal kommunikalni), a gépmodellel és a radkészlettel valo munka segitette. F és a masodik
kisérleti csoport tanuloi valtozo fogalmanak kialakulasahoz hozzajarult a hajlithato ceruzaval
valé munka. (Algebrai kifejezések értékének meghatarozasa alcim alatt.) A valtozo fogalma-
nak kialakulasahoz hozzajarult a szamegyenesen valdo munka (a tanuldkban tudatosult, hogy
egy valtozo értéke negativ szam is lehet). A tanulok szamara a geometriai mintak alapjan
torténd altalanositas érdekesnek bizonyult, kiilondsen ha belattak, hogy a kiilonb6z6 képso-
roknak azonos algebrai kifejezések felelnek meg.

Az algebrai kifejezések strukturdjat a batyu és a 1épcsés modellel szemléltettiik és az
utobbi szintjeit egy sikba rakva biztositottuk az ezt illusztrald séma megértését. A séma hasz-
nos segédeszkoznek bizonyult a zarojel szerepének és a miiveletek sorrendjének megértés-
ében. (A parokban valé munka lehetévé tette a tanulok szamara hogy 6nalldan észrevegyék
a hibat.)

Az algebrai kifejezések és egyenléségek szakaszokkal valod reprezentalasat a tanulok el-
sajatitottak (az utodteszt 7. ¢és 8. feladatainak megoldasai hibatlanok voltak) és csak ilyen
reprezentaciokat hasznaltak a szoveges feladatok megoldasanal (utoteszt 13. feladata és O
hasznalja a 9. feladat megoldasanal is). A tanulok a kifejezések 6sszeadasanal a kifejezése-
ket téglalapokkal is reprezentaltak. A leghatékonyabbnak bizonyult és a legelfogadottabb
volt a kombinalt reprezentacidos mod (az els6fokt egytagu algebrai kifejezések ¢s a szamok
reprezentalasanal szakaszokat a masodfoku kifejezések reprezentalasanal téglalapokat hasz-
naltak). A kéttagh kifejezés szorzasa egytaguval és a kiemelésnél hasznaltuk a téglalapokkal
valo reprezentalast.

Az algebrai kifejezéseknek a tanulok képesek voltak az utoteszten kiilonbozo jelentése-
ket adni (10. feladat). Ez a ,,szalag aritmetika” (O ezzel indokolta valasztasat a 3. feladat utd-
tesztjében) mellett hasznosnak bizonyult szamukra az 6sszeg (kiilonbség) hozzaadasanal és
kivonasanal (5 tanuld az els6 csoportbol és 4 a masodikbdl szituacids jelentést irt). Az drakon
a tanulok ,,meséi” alapjan visszajelzést kaptam arrol értik-¢ az azonossagokat és a szoveges
feladatoknal az egyes feladattipusok jellemzdit.

A kifejezések jelentése alapjan a tanulok az algebrai kifejezéseket is reprezentaltak tég-
lalapokkal

A procept-tel valo foglalkozast a mindennapi életben hasznalt kettds jelentésii cimkékkel
kezdtiik, ezt alkalmaztuk a ,,szalag aritmetikaban” is. A procept megértésére az utal, hogy
az utoteszt 11. feladatdban mindkét csoportban csak két-két tanulé irt eljarasi értelmezést
(eljarasként értelmezték a kifejezéseket), a tobbiek az eljaras eredményeként értelmezték a
kifejezéseket €s az is hogy a 6. feladat megoldasaként a tanulok kifejezéseket irtak (ez azt
jelenti, hogy maga a kifejezés szamukra eredményt jelent).
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A mérlegelv elsajatitasaban az egyenletek mérleggel és kiskockakkal, és a kiillonbdzd
lapokkal valo reprezentalasat €s a targyakkal valé manipuldcidkat a tanulok jatéknak tekin-
tették igy a begyakorlds nem volt unalmas szamukra.

A szoveg algebrara val6 leforditasanal eleinte konkrét, a szovegben szerepld targyakat
hasznaltunk (cukorkak, cérnadarabok) ez lehet6vé tette a tanulok szamara az egész feladat
»eljatszasat”. Megkonnyitette szamukra a feladat megoldasat akkor is, amikor konkrét sza-
mok szerepeltek a feladatban és akkor is, amikor valtozokkal helyettesitettiik a szdmokat.
Ugy tiinik, hogy hasznosnak bizonyult, hogy elészor csak algebrai kifejezéseket kellett a
tanuloknak meghatarozni és csak késobb kellett az egyenlet megoldasara visszavezethetd
szoveges feladatokat megoldani. Az azonos struktiraju feladatok megoldasaban és a procept
fogalmanak elsajatitdsaban a tanuloknak segitettek a kartyakon megadott segédkérdések.

Fontos megjegyezni, hogy a tanuldk a konkrét és képi reprezentaciok hasznalatat néhany
azonos tipusu feladat megoldasa utan elhagytak. A targyak mindig felkeltették a tanulok fi-
gyelmét és szivesen ,,jatszottak’ veliik.

A dolgozat els6 kérdése a kovetkezd volt:

— Hogyan hat a konkrét és képi reprezentaciok hasznalata az algebra alapjainak
elsajatitasara az altalanos iskola hetedik osztalyos kétnyelvii tanulok kérében?

Valaszkent megallapithato, hogy a megfeleld hipotézis igaznak bizonyult:

— Az dltalanos iskola hetedik osztilyos kétnyelvii tanulok kiorében a konkrét és
képi reprezentdaciok haszndlata hozzdjarul az algebra alapjainak hatékony elsa-
jatitasahoz, kiilondsen a valtozo fogalmanak kialakulasahoz, az algebrai kifeje-
zések lehetséges jelentésének meghatdarozdasahoz, az algebrai kifejezésekkel valo
miiveletek elvégzésének és az azonos strukturdju szoveges feladatok megoldasa-
nak elsajatitasahoz.

A dominansan magyar nyelvii tanuldknak a kétnyelviiségbdl adodoan komoly nehézsé-
geik vannak a matematika szerb nyelven valo tanulasaban. A tanulok a kiilonbdz6 nyelvi
szerkezetek miatt nem értik a feladatot és ezért nem tudjak ezt helyesen megoldani (Z ne-
hézsége az elbtesz 9. feladataval kapcsolatosan). Az ilyen tanuldk gondolatait sokszor ne-
héz megérteni a helyteleniil megfogalmazott mondatokbdl (az eléteszt 11. feladatanak elsé
egyenlOségének Z altal leirt értelmezése).

Még a kiegyensulyozott kétnyelvii tanuloknal is jelentkeznek gondok a magyar szakkife-
jezéseknél. A tanulok automatikusan forditanak magyarra, és ha nem hivjuk fel a figyelmiiket
a kiilonbségekre, hibazhatnak (a szamérték helyett M a szamos érték kifejezést hasznalta).

Az egyetlen tanulo, aki nem beszélt magyarul (I a masodik csoportbol), magyarul nem
tudta megfogalmazni a mondatokat az utdteszt 11. feladataban.

Igyekeztiink kihangstlyozni a magyar szakkifejezéseket, ha ezek nem a szerb kifejezé-
sek tiikorforditasai voltak. Az utoteszt 11. feladataban Z az elsé és K és R a masodik csoport-
bol vétett kisebb hibat (az isto toliko helyett csak az isto szot hasznaltak; K a tobblet egyenlo
sz6t hasznalta) a szerbiil megfogalmazott valaszokban. Magyarul I nem valaszolt, a tobbiek
magyar nyelvli valaszai jok voltak. A tanulok beszédkészsége szerb nyelven sokat javult,
de nem tokéletes. A megfogalmazott magyar mondatokban interferencidkat nem észleltiik.
(Ilyen idds korban a pontos szakkifejezések tudasa nem kotelezd a tanulok szamara, ezért
ezek nem szerepeltek az utdtesztben. E tudasukrol csak az drai megfigyelésekbdl értesiilhet-
tem.)
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A dolgozat masodik kérdése a kovetkezo volt:

— Adodnak-e nehézségek a tanulok kétnyelviiségébdl az algebra alapjainak elsaja-
titasaban és lehet-e a szerb kisebbségi iskolaban biztositani az interferenciaktol
mentes szaknyelv és a helyes beszéd elsajatitasat a kisebbségi és a magyar nyelven
is a kétnyelvii tanulok szamara?

Valaszkent megallapithato hogy az interferenciaktol teljesen mentes szaknyelv elsajati-
tasat nem tudjuk biztositani a tanulok szamara ezért a kévetkezot allithatjuk:

— Léteznek olyan nehézségek, melyek a tanulok kétnyelviiségébol adodnak az al-
gebra alapjainak elsajatitasaban a szerb kisebbségi iskola hetedik osztalydaban.
Az altalunk alkalmazott tanitisi modszer nagymértékben biztositja az interfe-
rencidaktol mentes helyes beszéd elsajatitasdat a kétnyelvii tanulok szamadra. A
tanulok szaknyelvi tuddasukrdl pontos informdcioval nem rendelkeziink.

TOVABBI KUTATASI LEHETOSEGEK

Az egyik lehetséges tovabbi kutatds a tananyag ,kipotlasa” (kidolgozasa és az egész
kiprobalasa egy 1j csoporttal) a linearis fiiggvény bevezetése témakorbol.

Egy masik kutatas targyat jelentheti a kisérletben szerepld tanuldk tovabbi algebra tanu-
lasanak és az algebrai tudasuk dsszehasonlitdsa mas iskola hasonlé koru tanulokéval.

Fontos tovabbi kutatasi cél: tesztelni a dolgozatomban targyalt tanitasi modszer josagat
mas iskoldkban (nagyobb kisérleti csoportokkal). Tokéletesiteni ezt, hogy alkalmazhat6 le-
gyen széles korokben az algebra alapjainak tanitdsaban.

Tovabbi kutatas targyat jelentheti e mdodszer alkalmazasa a felzarkoztatod foglalkozaso-
kon a hetediknél magasabb osztalyokban, melyeken részt vesznek a matematikatol idegen-
kedo és az algebra alapfogalmait nem értd tanulok.

Egy érdekes kérdés a nyelvi konstrukcid hatasa az algebra tudasara az egynyelvii tanu-
loknal. Konnyebb-e egy feladat az egyik, mint a masik nyelven, azért mert az egyik nyelvi
szerkezet esetleg megkonnyiti a megoldast. Példaul a valahdnyszor annyi (magyar kifejezés)
¢és a valahanyszor t6bb (szerb kifejezés: broj puta vise).
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OSSZEFOGLALO

Matematikatanitdsi munkam soran gyakran szembesiilok azzal a problémaval, hogy tanu-
16im koruktol fliggetleniil sok hibat vétenek elemi algebrai ismereteik alkalmazéasa kozben. E
nehézségek egyik lehetséges magyarazata az, hogy a tanulok gyakran az algebrat, a ,,betiik vila-
gat”, egy minden mastdl teljesen elkiiloniilt, hasztalan matematikai tertiletként élik meg, melyben
fejbol megtanult, érthetetlen szabalyok szerint kell kezelni a szimbolumokat. Gyanitom, hogy
téves elképzelésiik hatterében tanulasi folyamatuk azon iddszaka all, amikor eldszor talalkoztak
az algebra fogalmaival.

A budapesti Szerb Tanitasi Nyelvii Altalanos Iskolaban és Gimnaziumban tanitok. Tanuléim
tanulasi nehézségeit fokozzak a kétnyelviiségbdl eredd problémak.

Tanuldim tanulasi gondjai €s specialis igényei 0sztondztek arra, hogy megprobaljak kifejlesz-
teni egy olyan modszert az algebra alapjainak tanitasara, mely lehetové teszi a tanulok szamara,
hogy az algebrai fogalmakat képességeik, tapasztalataik és a mar elsajatitott ismereteik felhasz-
nalasaval épitsék fel. Mivel dsztondsen mar sikeresen hasznaltam kiilonboz6 segédeszkozoket, a
modszer magaba foglalja a konkrét és vizudlis reprezentaciok hasznalatat.

A tanitasi kisérleteim tervezését, kivitelezését és elemzését a dolgozat 1. fejezetében bemu-
tatott elméleti hattér alapjan végeztem el. Az elméleti hattér elsd részét a tanulaspszichologiai
alapok képezik, melyekbdl a legfontosabbak a kdvetkezdk:

A megértés a feldolgozandé informacioé beépitését jelenti a meglevo kognitiv sémakba. Skemp
(1978) kiilonbséget tesz instrumentalis (a tanuld tudja az eljardst) és relacios megértés (a tanuld
tudja mit és miért kell csinalni) kozott. A fejlesztd kisérletem soran nagy hangsulyt helyeztem a
tanulok relacios megértésének fejlesztésére.

Bruner (1966) szerint barmely (egy ismeretteriileten beliili) ismeretnek, tudasnak harom kii-
16nbo6z06 reprezentacios modja 1étezik: materialis vagy enaktiv sik (egy bizonyos eredmény eléré-
séhez konkrét objektumokkal végzett megfeleld tevékenységsor altali szemléltetés); ikonikus sik
(egy fogalmat, elvet, ismeretet annak teljes meghatarozasa nélkiil jelképezd 0sszefoglald képek,
grafikonok, tablazatok, diagramok Osszessége); szimbolikus sik (szimbolikus vagy logikai allita-
sok Osszessége, melyek egy propoziciok ki- és atalakitasara szolgald szabalyok altal meghataro-
zott szimbolikus rendszerbdl szarmaznak).

Wittmann (1998) kihangsulyozza, hogy a targyi és a képi reprezentaciok fontosak minden
gyermek szamara és hasznosak az egész tanulasi folyamat soran. Az algebra tanitasa rendszerint a
szimbolikus szinten zajlik. Célom a kisérleti tanitas soran az volt, hogy az enaktiv és az ikonikus
reprezentaciokat a Magyarorszagon megszokottnal hosszabb ideig alkalmazzam.

Josef Kraus (2006, szerkesztette Caspary) a modern agykutatas alapjan az oktatas szamara az
alabbi kovetelményeket fogalmazta meg:

— a tanitas legyen aktivizalo,

— a tanitas-tanulasi folyamat tobbcsatornas legyen (a sajat maguk altal végzett tevé-
kenységekbdl az informaciok 90%-a marad meg);

— az algebrai technikak alapvetd fontossaguak, biztositani kell lazabb pihentetd szaka-
szokat, - sziikség van a tanulok figyelmének provokalasara (meglepd, varatlan szitu-
aciok hasznalata);

— megfeleld kirnyezetet kell biztositani (osztalyklima fontossaga; jokedvvel végzett ta-
nulés serkenti az emlékezetet);

— atanitas-tanulasi folyamatban kulcsfontossagu legyen a tanuloi kivancsisag,

— a testi aktivitas legyen e folyamat része.

Az elméleti hattér masodik részébdl, a matematikadidaktikai alapokbol véleményem szerint
a kovetkezdk a legfontosabbak:
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A Realisztikus matematikaoktatdas, mint tanitasi iranyzat Freudenthal iranyitasaval alakult ki.
Didaktikai alapelvei a kovetkezok:

— a tanulok matematikai aktivitasa egy konkrét kontextusban megy végbe;

— horizontalis matematizacio (informalis, kontextus fiiggd szintr6l a reflektiv, formalis,
szintre valo attérés, vizualis modellek, modell-szituaciok, kiilonb6zo anyagok, sémak,
diagramok ¢és szimbdolumok segitségével torténik) és

— vertikalis matematizacio (a struktirak, a szisztematikus, formalis ismeretek kiépitését
jelenti);

— a tanulok sajat konstrukcioinak, produktumainak a fontossaga;

— szocidlis kontextus, interakciok (a tanuldok sajat produktumaikat Gsszehasonlitjak,
konfrontaljak tarsaik produktumaival);

— Osszefiiggések, kapcsolatok (az 1) szempontokat, mentalis objektumokat a meglevd
ismeretrendszerbe kell illeszteni).

Kieran (1996) a kovetkezo algebrai tevékenységeket kiilonbozteti meg az altalanos és a ko-
zépiskolakban egyarant: dltaldnosito tevékenységek; transzformdcios tevékenységek,; globalis,
meta szintii, tevékenységek.

Malle (1986) a kdvetkezo kovetelményeket fogalmazta meg az algebra tanitasaval kapcsola-
tosan az alsobb osztalyokban:

— eldszor a valtozo, az algebrai kifejezések, és az egyenletek haszndlata a fontos, és
ezekkel kapcsolatban csak késobb kell beszéltetni a tanulokat;

—  fontos a korai és sokféle tevékenység a valtozokkal (nem csak atalakitasok, hanem
szituaciok leirdsa, problémamegoldas és argumentalas),

—  kiilon figyelmet kell forditani a képletek (formuldk) felallitasara és interpretalasara;

— fontos a valtozo fogalom minden aspektusanak (targyi, behelyettesitési és kalkulus)
figyelembevétele, de kezdetben a targyi aspektus kihangsulyozasa az elsddleges;

— a képletek (formulak) fiiggvényszerii aspektusanak kihangsulyozdsa;

— nem az algoritmusok éncélu hasznalata a fontos, hanem azok tartalmanak megfonto-
lasa;

— a szabalyok tudatosabb és precizebb alkalmazasadra valo térekvés.

Gray és Tall (1994) vezették be a ,,procept” fogalmat, melyet az, az elképzelés hataroz meg,
hogy egy kifejezést, mint példaul a 3+2-t, tekinthetiink egy eljardsként (miiveletként), és az elja-
ras eredményeként, egy objektumként (6sszegként) is. Az algebrai kifejezések kétfajta értelmezé-
se nagyon sok gondot okoz kiilondsen a gyengébb tanuloknak.

Egy algebrai kifejezésnek vonatkozo jelentése is van: numerikus jelentés (egy algebrai kife-
jezés altalanossagban jelolhet egy szamok kozti kapcsolatot — ezt numerikus jelentésnek nevez-
zUK); szitudcios jelentés (egy algebrai kifejezés jelolhet mennyiségek kozti kapesolatot bizonyos
szituaciokban).

A nyelv és a kétnyelviiség a matematikaoktatdisban

Chomsky nyelvelsajatitasi hipotézise szerint az emberben sziiletéstdl vagy a nyelv gyermek-
kori elsajatitasatol kezdve miikddni kezd egy velesziiletett nyelvelsajatitasi program. E program
mitkodését a nyelvel valdé emberi kontaktus verbalis ingerei valtjak ki.

Grosjan szerint a kétnyelvii emberek azok, akik mindennapi életiikben két nyelvet hasznalnak.

Goéncz (1985) szerint a Cumis-féle hipotézis igaz volta: ,, ... a balansz kétnyelviiek jobb ered-
ményeit implikalja az egynyelviiekhez viszonyitva.” Gdncz eredményeinek tudataban fokozott
torekvésiinkké valt tanuloim balanszirozott kétnyelviiségének megkozelitése.

Az elméleti hattér és a tanitasi tapasztalataim alapjan a hetedik osztalyos tanulok szamara
Osszedllitottam az eldtesztet és a tanitdsi anyagot az algebra alapjainak témakorébdl.
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A dolgozat 2. fejezetében a tanuloim nyelvi problémadival foglalkozom, és arra keresem a vé-
laszt, hogy hogyan tanitsam az algebrai szakkifejezéseket a hetedik osztalyban. A tizenkettedikes
tanulok interjli alapjan megfogalmaztam a kovetkezoket:

A tanitasi mod melyet addig hasznaltam nem volt eléggé hatékony a nyelvi interferencidktol
mentes szaknyelv és a helyes beszéd elsajatitasaban. Ez kiilonosen a magyar szaknyelvre vonat-
kozik, melynél a tanuldi teljesitmények sokkal gyengébbek voltak, mikézben a tanulok magyar
nyelvtudasa jobb volt a szerb nyelvtudasanal.

Ezért az algebrai szakkifejezéseket a hetedik osztalyban - figyelembe véve Skemp gondolatait
a fogalomtanitésrol (,...fontos kihangstilyozni a k6zos tulajdonsagokat, de azt is hogy a fogalom
miben kiilonbozik mas fogalmaktol”) - a kdvetkezOképpen tanitottam: azon kiviil, hogy leirtuk a
kifejezéseket mindkét nyelven, kihangsulyoztam, hogy a kifejezések egymas tiikorforditasai, vagy
sem. Ha nem, felhivtam a tanulok figyelmét, hogy melyek a kiilonbségek, s elmondtam, hogy alta-
laban milyen hibakat vétenek a megnevezéskor a tanulok. Bar iskolankban a tanitasi nyelv szerb,
nemcsak a kifejezéseket neveztem meg magyar nyelven, hanem egész mondatokat mondtam ma-
gvarul; azoktol a tanuloktol, akik tudtak magyarul, magyar nyelven vissza is kértem.

Kutatasom soran sikeriilt az algebra alapjait az iskolank hetedik osztalyaiban (8 illetve 7
tanuld) két oktatasi kisérletben (2006 illetve 2007 tavaszan) e modszer szerint 23 tanitasi 6raban
tanitani. A kisérletek soran a hivatalos magyar algebra tanterv anyagat tanitottam, melynek részle-
tezése iskolank helyi tantervében van konkretizalva. A dolgozat 3. fejezetében a fejlesztd oktatasi
kisérlet oratervét, a kutatasi kérdéseket és a kutatas modszereit mutatom be.

Az oraterv a kovetkezd volt:

—  Aritmetikai kifejezések és a nyelvi kiilonbségek (1 ora)

— Viltozo fogalmadnak bevezetése gépmodell alkalmazasaval (1 ora)

—  Konkreét szituaciok reprezentalasa algebrai kifejezésekkel és algebrai kifejezések kon-
textusba valo helyezése. Algebrai kifejezések szerkezete (1 ora)

—  Geometriai mintak vizsgalata (1 ora)

— Algebrai kifejezések értékének meghatarozasa (1 éra)

— Algebrai kifejezések reprezentalasa szakaszokkal. Algebrai kifejezések a szamegyene-
sen. (I ora)

—  Konkrét szituaciok kodolasa (2 ora)

— Az algebrai kifejezések lehetséges konkrét jelentései (16ra)

— Algebrai kifejezések dsszevondsa (3 ora)

—  Osszeg és kiilonbség hozzdaddsa és kivondsa (1 6ra)

—  Kéttagu algebrai kifejezés szorzdsa egytaguval (1 ora)

— Kéttagu algebrai kifejezés szorzasa egytaguval és dsszevonds: gyakorlat (2 ora)

— Kéttagu algebrai kifejezés szorzatta alakitasa (kiemelés) (1 ora)

— Linearis egyenletek megoldasa mérlegelvvel (3 ora)

— Linearis egyenlet megolddsara visszavezethets azonos strukturdju szoveges feladatok
(3 ora).

Kutatdsomban két kérdésre kerestem a valaszt:

1. Hogyan hat a konkrét és képi reprezentaciok hasznalata az algebra alapjainak elsajatitasara
az altalanos iskola hetedik osztalyos kétnyelvi tanulok korében?

2. Adddnak-e nehézségek a tanulok kétnyelviiségébdl az algebra alapjainak elsajatitasaban és
lehet-e a szerb kisebbségi iskolaban biztositani az interferenciaktdl mentes szaknyelv €s a helyes
beszéd elsajatitasat a kisebbségi és a magyar nyelven is a kétnyelvii tanulok szamara?

Dolgozatom 4. fejezetében az eldteszt eredményeit és az elsé kisérleti tanitast részle-

tesen elemzem. (A masodik kisérleti tanitasbol csak néhany jellegzetes tanuldéi megoldast
mutattam be.)
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A tanitési ciklus megkezdése eldtt negyvendt perces felmérdt irattam a tanulokkal. A felmérd
célja a kdvetkezo volt: megdllapitani milyen eldismeretekkel rendelkeznek a tanulok néhany alap-
veté algebrai fogalommal kapcsolatosan.

Az elso két feladatban a ,,=" jelet kellett helyesen értelmezni. A 2. feladatnal az egyenldségjel
két oldalan levd kifejezések 0sszeadandoit kellett sszehasonlitani és észrevenni, hogy van koztiik
két egyenld értékil. A 3. feladatban a zarojel felbontasara kérdeztem ra. A 4. és 5. feladatban alta-
lanositani kellett és leirni a megfeleld algebrai kifejezéseket. A 6., a 7., és a 8. feladatban a tanu-
lonak Ossze kellett kapcsolni a geometriai és az algebrai ismereteit. A szimbolikus reprezentacio
alapjan meg kellett hatdrozni a kifejezések szakaszos reprezentdcioit és forditva. A 9. feladatban
a szoveget kellett értelmezni, leirni a megfeleld algebrai kifejezéseket és ezeket dsszeadni. A 10.
feladatban jelentést kellett adni az algebrai kifejezéseknek. A 11. feladatban értelmezni kellett az
egyenl6ségeket és a 12. feladatban a szamegyenesen kellett a kifejezések helyét meghatarozni.

Az el6-teszt eredményeit figyelembe véve az el6zleg megtervezett (6sszeallitott) tanagyagot
kibdvitettem a kovetkezokkel: az egyenldségjel helyes értelmezése valodi mérleg felhasznalasa-
val; hosszusag mérése, a mértékegység €s a mérdszam fogalma.

A konkrét és képi reprezentaciok szerepe a kisérleti tanitdsban

A gépmodell és a hajlithato ceruza alkalmazasa hasznosnak bizonyult a valtozo fogalmanak
bevezetésénél. Az elképzelt szituacid ahol ,.kommunikalni” kellett egy japan tanuldval eredmé-
nyezte, hogy tanuloim sziikségét érezz¢ék az algebrai szimbolumok hasznalatanak. A procept fo-
galmanak elsajatitasdban segitettek a megfogalmazott segédkérdések, és az elképzelt szituacio is,
amelyben Aiko magyar nyelvtudas nélkiil sikeresen vasarolt. A 1épcsés modell, a batyu modell,
és a séma haszndlata kulcsfontossagti volt az algebrai kifejezések struktiirdjanak megértésében. A
képi reprezentalast megel6ézte a konkrét (targyakkal vald) reprezentalas (a tablazat reprezentala-
sandl a szdmokat eldszor konkrét tdrgyakkal, majd képekkel és végiil szimbolumokkal reprezen-
taltuk; elobb a 1épcs6s modellt hasznaltuk és csak ezt kovetden a sémat). A konkrét reprezentacio
fontos a tanulok szamara, mint a ,,jaték” eszkoze. Ebbol adodoan a megfeleld képi, illetve szimbo-
likus reprezentaciot is természetesnek tekintik, mint a targyi reprezentaciok rajzait vagy jeleit. A
séma esetében a targyi reprezentacionak koszonhetden a tanuldk kdnnyebben megértették magat
a sémat.

A tanulok eldszor a szamokat, késébb a valtozok szorzatat racionalis szammal és végiil az
emlitett kifejezések Osszegeit is reprezentaltak megfeleld szakaszokkal. Az azonos struktiraju
egyenletek megoldasara vezethetd szoveges feladatok megoldasanal a szakaszos reprezentaciokat
hasznaltak a tanulok. Az ilyen feladatok megoldasanal hasznosnak bizonyult a segédkérdések
megfogalmazisa és alkalmazasa. El8szor az azonos struktiraju szoveges feladatokkal foglalkoz-
tunk, melyeknél észre kellett venni, hogy ugyanazzal az algebrai kifejezéssel lehet dket modellez-
ni. Ezt kovetden fokozatosan nehezebbé valtak a feladatok: a kifejezés helyett, egyenletet kellett
felallitani, ezt megoldani, €s az adott kontextusban interpretalni a megoldast. A tanuldk elsajatitot-
tak a racionalis szamok, az elsd és masodfoku egytagu algebrai egész kifejezések reprezentalasat
téglalapokkal. Az egytagu kifejezések szakaszokkal és téglalapokkal vald reprezentalasa lehetd-
vé tette a tanulok szdmara, hogy konnyebben absztrahéljanak. A tanulok onalléan fogalmaztak
meg, hogy hogyan kell dsszevonni az egynemi algebrai kifejezéseket. Legtobben kombinalva
hasznaltak a kétfajta reprezentaciot: a szamokat és az elséfoku kifejezéseket szakaszokkal repre-
zentaltak; a masodfoku kifejezéseket téglalapokkal (példaul a 4ab-t négy egyforma téglalappal).
Voltak tanulok, akik a szdmokat és az elséfoku kifejezéseket is téglalapokkal reprezentéaltak. A két
csoportbél csak egy tanuld nem reprezentalta a kifejezéseket szakaszokkal vagy téglalapokkal. O
a valtozoknak numerikus jelentést adott és ily modon konnyebbé tette az dsszevonast. A mérle-
gelv megértését ¢s elsajatitasat eldsegitette a valodi mérleg hasznalata, begyakorlasaban pedig az
egyenletek papirlapokkal valo reprezentalasa bizonyult hasznosnak.

A kéttagu algebrai kifejezések egytaguval szorzasanal, és a kiemelésnél a téglalapos repre-
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zentaciokat hasznéltak a tanulok. Fontos kihangsulyozni, hogy a tanulok elhagytak a konkrét, képi
reprezentaciok hasznalatat.

Az oktatasi kisérlet utdn negyvenot perces utd-tesztet irattam a tanulokkal. Az utd-teszt fel-
adatai analog feladatok voltak az elé-teszt feladataival, az eltérés csak annyi volt, hogy az uto-
tesztet bOvitettem még egy szoveges feladattal. A teszt eredményei 1ényeges fejlddést mutattak.

Osszegezve a tesztek eredményeit, a kisérleti tanitasok tapasztalatait, és a tanulok munkajat az
orakon, a kutatasi kérdésekre megfogalmaztam a valaszokat a dolgozatom 5. fejezetében:

— Az dltalanos iskola hetedik osztdlyos kétnyelvii tanulok korében a konkrét és képi rep-
rezentdciok hasznalata hozzajarul az algebra alapjainak hatékony elsajatitasahoz,
kiilonésen a valtozo fogalmanak kialakuldsahoz, az algebrai kifejezések lehetséges je-
lentésének meghatarozasdhoz, az algebrai kifejezésekkel valo miiveletek elvégzésének
és az azonos strukturdju szoveges feladatok megoldasanak elsajatitasahorz.

— Léteznek olyan nehézségek, melyek a tanulok kétnyelviiségébdl adodnak az algebra
alapjainak elsajatitasaban a szerb kisebbségi iskola hetedik osztdalyaban. Az altalunk
alkalmazott tanitdsi modszer nagymértékben biztositja az interferencidktol mentes he-
lyes beszéd elsajatitasat a kétnyelvii tanulok szamara. A tanulok szaknyelvi tudasukrol
pontos informdcioval nem rendelkeziink.

A dolgozat végén néhany tovabbi kutatasi lehetdséget jeloltem ki, remélve, hogy e dolgozat
jelenthet egy csekély 1épést annak a kutatasi folyamatnak a kezdetén, amely lehet6vé teszi e tani-
tasi modszer szélesebb korli alkalmazasat az algebra alapjainak tanitdsdban.
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SUMMARY

During my work as a Mathematics teacher I often face the problem that my students —
irrespective of their age - make quite a few mistakes while applying their basic knowledge of
algebra. One of the possible explanations for these difficulties is that students often interpret
algebra - “the world of letters” - as an isolated and useless mathematical area in which symbols
should be dealt with following some incomprehensible rules learnt by heart.

What lies behind their erroneous understanding, I presume, is the phase of their learning
process when they met the concepts of algebra for the very first time.

I currently teach at the Serbian Language Primary and Secondary Grammar School of
Budapest.

My students’ learning difficulties are increased by the problems originating in their being
bilingual. I was motivated by my students’ learning difficulties and their special needs to make an
effort and develop a method for teaching the basics of algebra which enables students to build up
the concepts of algebra on the basis of their ability, experience and previously acquired knowledge.
Previously I had been instinctively using various teaching aids successfully, applying the method,
which involves the use of the concrete and visual representations.

The planning, execution and analysis of my teaching experiments were all carried out on the
basis of the theoretical background introduced in the first chapter of my thesis. The st chapter
of the theoretical background consists of basics of the psychology of learning, out of which the
most important ones are the following: The understanding means building the information to
be processed in previously existing cognitive schemes. Skemp (1978) distinguishes instrumental
(the learner knows the procedure) and relational understanding (the learner knows what to do
and why). While doing my developmental experiments I put a great emphasis on developing the
students’ relational understanding.

According to Bruner (1966) there are 3 models of representation of any knowledge (within a
certain field of knowledge) or learning: The material or enactive representation (that is a certain
action based representation using particular objects in order to achieve a certain result), the
iconic representation (all the images, graphs, charts, diagrams that represent a concept, principle
or knowledge without fully defining it), and the symbolic representation (all the symbolic or
logical statements which originate from a symbolic system which is determined by formulas
used for forming and transforming propositions). Wittmann (1998) emphasizes that the material
and visual representations are highly important for every child and useful throughout the whole
learning process. The teaching of algebra often takes place on a symbolic level. My aim during the
experimental teaching was to apply the enactive and the iconic representations for more extended
period than it had previously been usual in Hungary.

Josef Kraus (2006, edited Caspary) based on the results of modern brain research formulated
the following requirements for education:
— teaching should be activating;
— teaching - learning process should be a multi-channel process (90% of the information
from activities carried out by the students themselves remain);
— algebraic techniques are of fundamental importance, less tense, relaxing periods sho-
uld be provided;
—  students’ attention should be challenged (using surprising, unexpected situations);
— appropriate environment should be provided (the importance of the class-climate,
learning carried out in good spirits stimulates the memory);
— in the teaching - learning process students curiosity should be pivotal,
— physical activity should be a part of this process.
From the second part of the theoretical background - the fundamentals of mathematics
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didactics, I consider the following ones the most important: The Realistic Mathematics Education
(RME) as an educational tendency was developed under the guidance of Freudenthal.
His didactical guidelines are the following:

— students’ mathematical activity is context specific;

— horizontal mathematization (moving over from an informal context-linked level to a
reflective, more formal level with the help of visual models, model-situations, various
materials, schemes, diagrams and symbols) and;

— vertical mathematization (which means the development of understanding of structu-
res, at a systematic, formal level);

— importance of students’ own structures and concepts,

— social context, interaction (students compare and contrast their own concepts with
their fellow students’ concepts);

— connections, relations (the new aspects, mental objects should be fitted into the previ-
ously existing system of knowledge).

Kieran (1996) identifies the following examples of different algebraic activities both in
primary and in secondary schools: generalization activities, transformation activities, and global
meta level activities.

Malle (1986) drew up the following requirements of teaching algebra in lower primary classes:
— initially, the most important thing is the use of variable, algebraic concepts and equati-
ons and we should make students speak with regard to these only at a later phase;

— early and varied activities using variables (not only transformations but describing
situations, problem solving and argumentation) are of essential importance;

— extra attention should be paid to creating and interpreting formulas;

— considering all aspects of the concept of the variable (objective, substitutional and
calculus) is important, but initially emphasizing the objective aspect is of primary im-
portance;

— algorithms should be taught through understanding their contents rather than mere
purpose of using them;

— effort towards a more conscious and accurate application of the rules.

Gray and Tall (1994) introduced the concept of “procept” which is defined by the idea that a
symbol such as 342 can be regarded both as a process (operation) and as a concept of the process
an object (sum).

The often ambiguous interpretation of mathematical notations causes much difficulty
especially to lower achieving students.

An algebraic expression also carries a certain referential meaning: numerical meaning (an
algebraic concept, in general, can indicate meaning); situational meaning (an algebraic expression
in certain situations can indicate relationships between quantities).

Language and bilingualism in mathematics education

According to Chomsky s hypothesis on language acquisition, children are born with an innate
language acquisition device, which starts to operate as soon the child is born or starts acquiring
the language.

Grosjean (1992) defines bilingual people as people who speak two languages in their everyday
lives.

According to Goncz (1985) “... the balance implies better results of bilingual ones compared
to the monolingual ones.”

Being acquainted with Goncz s result I made an effort to approach my students’ balanced
bilingualism.
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On the basis of the theoretical background and my teaching experience I prepared a pre-test
and teaching material on the fundamentals of algebra for seventh grade students.

In the 2nd chapter of my thesis I focused on the language problems of my students, trying to
find the best way of teaching algebraic concepts in the seventh grade.

Based on the interviews of the twelfth-grade students, I formulated the following:

The teaching method I had used so far was not efficient enough for the acquisition of the
technical language-devoid of any linguistic interface - and the correct speech. This applies
especially to the Hungarian technical language, in case of which students’ performance proved to
be much weaker, were better than their Serbian language skills.

This is why I decided to teach algebraic concepts - considering Skemp s thoughts on teaching
of concepts (emphasizing that the mutual characteristics is important as well as highlighting
how that very concept differs from other ones) —in the following way: besides writing down the
concepts in both languages, I emphasized whether they were each other’s loan translations or not.
In case they weren’t, I draw students’ attention to their differences and explained other students’
common mistakes in specifying them.

Even though the language of teaching in our school is Serbian, not only did I specify concepts
in Hungarian, but also pronounced entire sentences in Hungarian; and those students who spoke
Hungarian were examined in them in Hungarian.

During my research, I managed to teach the fundamentals of algebra in two groups of our
school’s seventh graders (8 and 7 pupils) in two teaching experiments (in the spring of 2006
and 2007) applying the method mentioned above in 23 lessons. During the experiments, I was
teaching algebra according to the Hungarian National Curriculum, which is specified in details in
our school’s own local curriculum.

In the 3rd chapter of my thesis I present the lesson plan of the developmental teaching
experiment, the research questions and the research methods.

The lesson plan was the following:

— Arithmetic expressions and the linguistic differences (1 lesson)

— Introducing the concept of ‘variable using a model of a machine (1 lesson)

— Representation of particular situations with algebraic expressions and putting algeb-
raic expressions in context. The structure of algebraic expressions (1 lesson)

— Investigation of geometric patterns (1 lesson)

— Representation of algebraic expressions with segments. Algebraic expressions on the
numberline. (1 lesson)

— Coding particular meanings of algebraic expressions (2 lessons)

— Simplifying algebraic expressions (3 lessons)

— Addition and subtraction of sum and difference (I lesson)

— Multiplication of binomial algebraic expressions with monomial ones (1 lesson)

—  Multiplication of binomial algebraic expressions with monomial ones and their simp-
lification: practice (2 lessons)

— Forming a product out of binomial algebraic expressions (factorizing) (1 lesson)

— Solving linear equations with the help of the principle of scales (3 lessons)

—  Similar structured word problems that can be attributed to the solution of linear equa-
tions (3 lessons)

In my research, I attempted to answer the following two questions:

1. How does the use of concrete and visual representations for the acquisition of the
fundamentals of algebra affect seventh-grade bilingual students’ learning?

2. Do difficulties in acquisition of the fundamentals of algebra arise from the students’ being
bilingual and can the acquisition of the technical language - devoid of any linguistic interference
- and the correct speech be provided for the bilingual students both in the minority language and
in Hungarian?
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In the 4th chapter of my thesis I analyze the results of the pre-test and the first experimental
teaching in detail. (From the second experimental teaching I only present a few characteristics of
student behaviors.)

Before starting the teaching-cycle I made my students complete a 45-minute written test.
The aim of the test was the following: to establish what kind of previous knowledge do students
possess about a few essential algebraic concepts.

In the first two tasks the symbol “=" had to be interpreted correctly. In the second task the
addable sums of the expressions on the two sides of the equals sign had to be compared and
it had to be observed that there were two of equal value on eider side. The 3rd task was about
undoing parentheses. In the 4th and 5th tasks students had to generalize and write down the
appropriate algebraic expressions. In the 6th, 7th and 8th tasks students had to link their geometric
and algebraic knowledge. Based on the symbolic representation they had to define the segmental
representation of certain concepts and the other way round. In the 9th task a text had to be
interpreted, students had to write down the appropriate algebraic expressions, and add them up. In
the 10th task meaning had to be given to the algebraic expressions. In the 11th task the equalities
had to be interpreted and in the 12th task places of the expressions had to be determined on the
numberline.

Considering the results of the pre-test I extended the previously planned (prepared) teaching
material with the following: the correct interpretation of the equal sign using scales; the concept
of units and measures by measuring length.

The role of the concrete and visual representations in the experimental teaching

Applying the model of a machine and the flexible pencil proved to be useful when introducing
the concept of the variable. The imaginary situation where students had to “communicate” with a
Japanese student resulted in my students feeling the urge to use algebraic symbols.

In the acquisition of the concept of the precept the formulated questions-to-help proved to
be useful as well as the imaginary situation where Aiko managed to do some shopping without
any knowledge of Hungarian. For the understanding of the structure of the algebraic expressions
the use of the stairs-model, the bundle-model and the scheme was of essential importance. The
visual representation was preceded by the concrete representation using certain objects (when
representing the chart, we represented the numbers first with particular objects, then with images
and finally with symbols; first we used the stairs-model and the scheme came only after that).

The concrete representation is important for the students, since it is the means of playing
games. That is why they accept the appropriate visual or symbolic representation as the drawings
or signs of material representation.

In case of the scheme, thanks to the material representation it was much easier for the students
to understand the scheme itself.

Using appropriate segments students first represented numbers, then the product of the
multiplication of variables and rational numbers and finally the sums of the listed expressions.

The students used segmental representations for solving word problems that could be reduced
to solving similar structured equations. Formulating and applying questions-to-help proved helpful
for solving such tasks. First we were engaged in solving similar-structured word problems, where
it had to be observed that they could be modeled using the same algebraic expression. Following
this, tasks gradually became more and more difficult: instead of an expression an equation had to
be set up, solved, and its solution had to be interpreted in a certain context.

Students acquired the ability to represent rational numbers and linear and quadratic monomial
algebraic expressions (integers as constants) using rectangles. Representing monomial expressions
using segments and rectangles made abstraction easier for students.

Students formulated independently how homogeneous algebraic expressions had to be simpli-
fied. Most students combined the two kinds of representations with each other: they represented
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numbers and expressions with rectangles (for example: they represented 4ab with four similar
rectangles). Some students represented both numbers and linear expressions with rectangles.
Out of the two groups there was only one student who did not use segments or rectangles for
representing expressions. He gave numeric meaning to the variable and this way facilitated the
simplification.

Understanding and acquiring the principle of scales was helped by the use of real scales and
during the practice, representing the equations with strips of paper proved useful, too.

Students used rectangles as a means of representation while doing multiplications of binomial
algebraic expressions with monomial ones and while factorizing. It is important to emphasize that
the students abandoned the use of concrete, visual representations.

After the teaching experiment, I had the students complete a 45-minute post-test. The tasks
of the post-test were analogous with the tasks of the pre-test. The only difference was that the
post-test was extended with one more word problem. The result of the test indicated significant
development.

Summarizing the results of the tests, the experiences of the experimental teaching and the
students’ in-class activity, I formulated the answers for the research questions in the Sth chapter
of my thesis:

— The use of concrete and visual representations for seventh-grade bilingual students
contributes to the efficient acquisition of the fundamentals of algebra, especially to
the development of the concept of variable, to the definition of the possible meanings
of the algebraic expressions and acquiring the skills of carrying out operations with
algebraic expressions and solving similar-structured word problems.

— There are certain difficulties in the acquisition of the fundamentals of algebra in the
7th grade of the minority school. The teaching method we applied highly contributes
to the acquisition of correct speech devoid of any linguistic interference for bilingual
students. We do not possess exact information about the students’ knowledge of tech-
nical language.

At the end of my thesis I pointed out a few opportunities for further research, hoping this
present thesis might mean a small step towards the beginning of a research process, which would
hopefully, lead to the wider application of this teaching method in teaching of the fundamentals
of algebra.
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