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Eldszo6

A jegyzet a Debreceni Egyetem Miuszaki Karan folyé mérndkképzés so-
ran elsajatitandé, haladottabb matematikai kurzusok anyagaba nytujt be-
tekintést. Az els6 két fejezetben a tobbviltozos fliggvények differencial-
és integralszamitasat, valamint a kapcsolodo elméleti alkalmazésokat (gor-
bék és feliiletek, a vektoranalizis elemei) targyaljuk. A harmadik fejezet a
differencidlegyenletek témakdrével foglalkozik, végiil pedig - a negyedik fe-
jezetben - kidolgozott feladatok segitik az ismertetett elméleti modszerek,
fogalmak és tételek elsajatitasat. Az elmélet kifejtése soran - a feltiintetett
szakirodalom-jegyzéken tul - azokra a tapasztalatokra tamaszkodtunk, me-
lyeket a Miszaki Alaptargyi Tanszék matematikai kurzusainak oktatasa so-
ran szereztiink az elmilt években. Ez egyrészt vonatkozik a mérndkszakma
igényeinek kovetésére, masrészt pedig az absztrakt, illetve a szemléletes
megkdzelités kozotti 6sszhang megteremtésére. Az elébbire fontos példa
a matematikai szoftverek alkalmazasi lehetGségeinek bemutatisa a problé-
mamegoldéds sordn. Ezt a jegyzetben a MAPLE segitségével illusztraljuk,
jollehet a matematikai kurzusok gyakorlatain kiegésziil a szabad felhaszné-
lasu szoftverek (GeoGebra, WolframAlpha) alkalmazésaival. Kifejezetten
torekedtiink a matematikai fogalmakat és eszkdzoket mérndki szempontbol
is érdekes kontextusban emliteni: derivaltmatrix (szilardsdgtan: forgato- és
alakvaltozasi tenzor), feliileti integral (aramlastan: fluxus, divergencia és
rotacio), érvénymentes vektormezGk és potencial, dllando egyiitthatos (mé-
sodrendti) differencidlegyenletek (mozgasegyenlet) stb. Ezen tul bd&séges
adbraanyag szolgalja a szemléletesség kovetelményét. Ennek sordn viszont a
folyamatos (s legtobbszor felhasznédloi-oktatoi) fejlesztés alatt 4116 GeoGebra
szoftvert részesitettiik elényben. David Hilbert szavaival élve ... A mate-
matikiaban, csakigy, mint minden tudomdanyos kutatdsban, kétféle irdny-
zattal talalkozunk: az elvonatkoztatésra valo torekvéssel - mely megkisérli
a sokféle anyagbol a logikai szempontokat kimunkalni és azokat rendszeres
Osszefiiggésbe hozni -, és a mésik irdnyzattal, a szemléletesség iranyzataval,
mely inkdbb a targyak és azok tartalmi vonatkozasainak eleven megérté-
sére torekszik. Az elméleti tételek gyakran az ismertetés szintjén maradtak.
Részben azért, mert bizonyitasuk meghaladta a rendelkezésre allo kerete-



ket, részben pedig a célkozonség igényeire tekintettel. Ez tipikus szituacio,
hiszen gyakorlati szempontbo6l a problémak megoldasanak modszerei kozvet-
leniil hasznosithatok, s igy érdekesebbek, mint elméleti alapjaik. A pusztan
heurisztikus megkozelitést ellenstilyozandé, torekedtiink preciz bizonyitasok
beiktatasara is. Ezek ismertetése mogott a legtobb esetben didaktikai meg-
fontolas all. A bizonyitas sordn a témakdr bevezetett fogalmai feleleveni-
t6dnek, feltarulnak a koztiik 1évé logikai kapcsolatok, az allités feltételeinek
szerepe viladgossa valik és nem utolsésorban a hallgaték korabbi tanulma-
nyainak egy-egy lényeges eleme is szerephez juthat. Ha a bizonyitasra nem
is keriil sor formalis keretek kozott, a bdséggel szerepeltetett megjegyzé-
sek, illetve 4tkots szovegek gyakran tartalmaznak utalast a bizonyitéas alap-
gondolatara, illetve kapcsolatot teremtenek az egyes eredmények kozott -
mintegy kompromisszumképpen. A témakorok elmélyiilt és részletes tanul-
manyozasahoz a szakirodalomban emlitett mtveket ajanljuk az érdeklddd
olvaso figyelmébe.
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1. Differenciadlszamitas

A miiszaki folyamatok vizsgalatakor 1ényeges kérdés, hogy egy mennyi-
ség megviltozasa egy masik mennyiséghben milyen véltozast eredményez,
azaz hogyan fligg Ossze a két megvéltozas. Erre a kérdésre a (pillanatnyi)
valtozasi gyorsasidg ad valaszt. Linearis kapcsolat esetén a valtozési gyorsa-
sag allando, megegyezik a linearis fiiggvényt (a tipustol fiiggéen) meghata-
rozé szammal, vektorral vagy matrixszal, és konnyen kifejezhet6 a bemenet
és a kimenet megvaltozasabol (az R — R tipusu fiiggvények esetén példaul
egyszerii osztassal). Ha a kapcsolat nem linearis, akkor a valtozasi gyor-
sasag pillanatnyi értékérsl beszélhetiink, ami a differencidlhaté fiiggvények
esetén a fiiggvényt az adott helyen jol kozelits linearis fiiggvény meghata-
roz6 adata, azaz a differencidlhanyados.

Hasonl6an az egyvaltozos valos értéki fiiggvényeknél tanultakhoz a dif-
ferencidlhanyados fogalmanak definidlasdhoz sziikségiink van a topologiai
alapfogalmakra.

1.1. Metrika, topolégia, sorozatok R"-ben

Tekintsiik R™-et, mint a rendezett valds szam n-esek halmazat, azaz
R" :={z = (x1,...,2n)|T1,..., 2 € R}.

Ha AeR, z = (21,...,2,) és y = (y1,...,yn) akkor

* az Osszeadds: z+y = (21 +y1,..., Tn + Yn)

*

a skalarral valo szorzas: A -z = (A-x1,..., A zy)

x a skalaris szorzés: ey =x1-y1+ ...+ Tn - Yn

anorma: ||z|| = zexz = /22 +...+122

* a tavolsag:

*

dlz,y) = llz —yll = V(z1 —11)> + ...+ (T — yn)?
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1.1.1. Definicié. Egy r, € R" pont € sugard kérnyezetén a
Ke(rg) = {r e R"| d(r,ro) < ¢}

halmazt értyik.

1.1.1. Megjegyzés. Specidlis esetek:
x n =1 esetén K.(ro) az ro kézépponti € sugari nyilt intervallum,
x n =2 esetén K.(ry) az ry pont kérili € sugard nyilt korlap,

x n =3 esetén K.(ry) az ry pont kérili e sugard nyit gomb.

Egy D C R™ halmaz birtokdban viszonyithatjuk a pontok helyzetét a D
halmazhoz. A legegyszertibb osztilyozas a halmazelméleti ,eleme” - ,nem
eleme” fogalompdaron alapul. Az ugynevezett topologiai osztalyozas ennél
finomabb. Ennek alapvetd fogalmait tekintjiik 4t a tovabbiakban.

1.1.2. Definicid. Legyen adott eqy D C R™ halmaz.

x 1o € D belsd pontja D-nek, ha van olyan K. (ry) kirnyezete ry-nak,
melyre K.(ry) C D, azaz a D halmaz ry -t egy kornyezetével egyiitt
tartalmazza.

x 1 kiilsé pontja D-nek, ha belsé pontja R™ \ D-nek.

* 1o hatdrpontja D-nek, ha nem belsd és nem kiilsé pontja, azaz ry -nak
barmely K.(ry) kérnyezete metszi D-t és D komplementerét is.

1.1.1. Példa. Nem nehéz példdt mondani az eldzd fogalmakra:

x Az {(x,y) € R?|z2 + 942 < 1} ponthalmaz minden pontja belsé pont
(lasd 1. dbra elsé kép).

x Az {(:z, y) € R%|z? + 42 = 1} ponthalmaz minden pontja hatdrpont (ldsd
1. dbra mdsodik kép).
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x Az {(x,y, 2) ER3a? 492 + 22 = 1} ponthalmaz minden pontja ha-
tarpont (lasd 1. dbra negyedik kép).

x Az {(z,y) € R*|z® + y* = 1} ponthalmaz komplementerének minden
pontja belsd pont.

x Az {(x,y, 2) ER3a? + 9?2 + 22 < 1} ponthalmaz minden pontja belsd
pont.

1. abra. Bels6 pont és nyilt halmaz, hatarpont, zart halmaz
v,|

X g

1.1.3. Definicido. Legyen adott eqy D C R™ halmaz.
*x D nyilt halmaz, ha mindent pontja belsd pont.

x D zdrt halmaz, ha R™\ D nyilt.

1.1.2. Példa. x Az {(z,y) € R*|2* + y* < 1} ponthalmaz nydt (ldsd 1.
dbra elsd kép).

x Az {(z,y) € R*a? + y? < 1} ponthalmaz zdrt (ldsd 1. dbra harmadik
kép).
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2. 4bra. Pontok osztalyozasa

. . Kilsé
Belsé pont Hatarpont o
Torlodasi 1zolalt Torlodasi

pont pont pont

1.1.4. Definicié. Legyen adott egqy D C R"™ halmaz. Az ry pontot a D
halmaz torloddsi pontjanak nevezzik, ha minden K (ry) kornyezet tartalmaz
ro-tol kilonbozd D-beli pontot.

1.1.2. Megjegyzés. Minden belsd pont torloddsi pont. Egy torloddsi pont
viszont nem feltétlendl eleme a halmaznak. Példdul

D = {(:L‘,y,z) eR} 2?2+ 12+ 22 < 1}

esetén a (0,0,1) pont D torléddsi pontja, de nem eleme D-nek. Ha egy
hatdrpont nem torloddsi pont, akkor izoldlt pontnak nevezzik. Konnyd ldtni,
hogy minden izoldlt pont eleme a halmaznak.

1.1.5. Definicié. Egy r:N — RF fiigguényt RF-beli sorozatnak neveziink.
Jelolések: r(n) =1, = (rp1,7n2, - "nk) (n €EN), r=(r,).

1.1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy RFE-beli (r,) sorozat konvergens
és hatdrértéke vy € R¥, ha Ve > 0-hoz AN (g) € R 1igy, hogy

|, — roll <€ ha n> N(e).
Jelolések:

r, = ry (n—400) vagy lim r, =r,.
n—+o00
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1.1.1. Tétel. Legyen (r,,) egy R*-beli sorozat.
Ty = (Tn1,"n2, - k) = 19 = (T1,72,...,7) (n — 400)
akkor és csak akkor, ha
Tni =1 (n—4o00) Vi=1,2,....k mellett;

azaz eqy vektorsorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha a sorozat min-
den koordindtasorozata konvergens és hatdrértéke a hatdrvektor megfeleld
koordindtdja.

A 1.1.1 tétel allitasa kovetkezik a

[7ni — 7il < ||ry, —1oll = \/(Tn,l _T1)2+'~+(Tn,k_rk)2

becslés alapjan. Jelolje D’ a D halmaz torlodasi pontjainak a halmazat.

3. abra. Vektorsorozat és a koordinatasorozatok
y

U i}

Y3 T3
1 Yo

Y2

Tra T3 Iy X

Konnyt latni, hogy egy D halmaz torlédési pontjai éppen azok a pontok,
melyek elGallnak D-beli sorozatok hatarértékeiként (lasd 1.1.6 Definicio).
Jelolje D azt a legsziikebb zart halmazt, melyet ugy kapunk, hogy D-hez
hozzavessziik a torlodasi pontjainak halmazét, azaz D = DUD’. A 2. 4bra
alapjan ha ry ¢ D, akkor r kiils6 pont, azaz D valoban zart halmaz.
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1.1.3. Példa. Har, = (3222, %), akkor az (r,,) sorozat konvergens és ha-

tarértéke vy = (%,O), mavel

. n+2 3 . 5
lim =—¢s lim —=0.
n—+oo  4n 4 n—+o0o N

1.1.7. Definicié. Tekintsik az f: D C R™ — R™ fiiggvényt és ry legyen
torldddsi pontja D-nek. Ha van olyan A € R™, melyre fenndll, hogy barmely
D-beli r,, — rq (r, # 19, n € N) sorozat esetén f(r,) — A, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiigguény hatdrértéke a 1 helyen A.

Jelolése: lim, . f(r) = A.

1.1.8. Definicioé. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R™ fiiggvény folyto-
nos az rg € D helyen, ha barmely D-beli r,, — 1, sorozat esetén

f(rn) = f(rg)-

1.1.3. Megjegyzés. Legyen D C R™ nyilt halmaz. A definicicokbdl ldthatd,
hogy az f:D C R™ — R™ fiiggvény pontosan akkor folytonos az ry € D
helyen, ha f-nek létezik hatdrértéke ry-ban, és az éppen f(r).

1.1.4. Példa. Az
= ha (2y) £ (0,0)

W m24,y2} 9 )
fzy) { 0, ha (z,9) = (0,0)

figgvénynek a (0,0) helyen nem létezik a hatdrértéke és igy ott nem is foly-
tonos, hiszen:

11 11 1.1 1 1 1
<, > — (0,0) sorozat esetén f (, > = " = "72 =- ==
g " nn) ixtaz oz 2002
21 2 1 2.1 2 5 9
—,— ) = (0,0) sorozat esetén f| —,— | =45 :%2:7%7_
non nn) et oz 5000
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1.2. Lineéris fliggvények

A lineéris fiiggvények alapvets szerepet jatszanak a differencidlszami-
tasban, hiszen a differencialas valojaban linedris fliggvénnyel valé kozelitést
jelent.

1.2.1. Definicié. Az A:R"™ — R™ fiigguényt linedrisnak nevezziik, ha
Az +y) = Alz) + Aly), Yz, y € R,
AN-z) =X -A(z), VzeR" AeR

teljestil.

1.2.1. Tétel (Linearis fiiggvény matrixa).
x Legyen A m x n tipusi mdtriz. Ekkor az A(z) = A-z (z € R")
szerint értelmezett fligguény A: R™ — R™ tipusi linedris fligguény.
x Minden A:R"™ — R™ linedris fiigguény felirhato
Alz)=A-z (z€R")
alakban, ahol A egy (m X n)tipusi mdtriz.

1.2.1. Példa. Az f:R? — R tipusi linedris figgvények

fam=a-( 1)

Y
alaki figgvények, ahol A egy (1 x 2) tipusi mdtriz. Az A mdtriz az f

linedris figguény mdtriza. Példdul f(x,y) = (5 2)- ( z > = 5z + 2y.

Geometriai jelentését tekintve egy R — R tipusu (differencialhato) fiigg-
vény linearis kozelitése az un. érintGegyenessel vald kozelitést jelenti, ennek
meredeksége az adott pontbeli differencialhdnyados.

Egy R? — R tipust (differencialhato) fiiggvény linearis kozelitése az
un. érinté sikkal valo kozelitést jelenti, melynek normalvektorat az adott
pontbeli un. parciélis differencidlhanyadosok hatarozzak meg.
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4. dbra. Az f(x,y)=5x+2y fiiggvény grafikus képe

1.2.1. Megjegyzés. [A legegyszeriibb gorbe: az egyenes]
Az ry helyzetvektor dltal meghatdrozott ponton dtmend, v iranyvektori egye-
nest dllitja eld a kovetkezd figguény: r(t) =rg+1t-v, t€R.

, To+v1-t
* A sitkban: r(t) = , teR.
stkban Z() (yo+v2-t)
xo+tuvr-t
« A térben: r(t) = | yo+wv2-t |, teR.
Zot+vs-t
1.2.2. Példa.

3t . e , S
x* Az iR — R?, r(t) = ( 4 > linedris fiigguény képe az origon dt-

mend v = (3, —4) irdnyvektori eqyenes a sikban.

t

* Azr:R = R3, r(t) = [ 4t
—t

v = (1,4,—1) irdnyvektori egyenes a térben.

linedris fligguény képe origon dimend

Ugyanannak az egyenesnek szamos ugynevezett paraméteres elgallitasa 1é-
tezik R — R? (vagy R — R?) tipusu fiiggvényként.
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5. dbra. Az egyenes elGallitasa
7

r(ta) = (20, Y0, 20) v ={v1,v2{v3)

Egy R — R? (vagy R — R?) tipusu (differencialhato) fiiggvény linearis
kozelitése az érintd egyenessel valo kozelitést jelenti, melynek irdnyvektorat
az adott pontbeli differencidlhanyados-vektor hatérozza meg. Errél lesz sz6
a kovetkezd fejezetben.

1.2.2. Megjegyzés. Az R? — R? tipusii linedris figgvények

T(u,v)ZA'<z>

alaki figgvények, ahol A egy (3 x 2) tipusi mdtriz. Az A mdtriz az r
fligguény mdtriza.

1.2.3. Példa.

2.21u + 3v
r(u,v) = | —3.46u+ 4v (u,v) € R?
—v
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2.21 3
R? — R3 tipusi linedris figguény. Itt A= | —3.46 4
0 -1

1.2.3. Megjegyzés. [A legegyszeriibb feliilet: a sik]
Az ry-ra illeszkedd a és b linedrisan figgetlen vektorok dltal kifeszitett sikot
allitja eld az
r(u,v) =rg+ua+vb (u,v) €R?
fligguény. Részletesen kiirva

o+ az-u—+by-v
r(u,v)=| yo+ay-u+by-v (u,v) € R2,
Zo+a,-u—+b,- v

6. abra. Sik elgallitasa

1.2.4. Példa. Az

2.21u+ 3v
r(u,v) = —3.46u+ 4v (u,v) € R?
—v

R? — R3 tipusi linedris fiigguény képhalmaza az origdra illeszkedd,
a=(2.21,-3.46,0) és b= (3,4,—1)

vektorokkal parhuzamos sik.
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1.3. Parametrizalt goérbék

Egy P anyagi pont mozgasa a sikban és a térben is leirhat6 - az origd
rogzitése utan - ugy, hogy megadjuk P hely(zet)vektorat az id6 fiiggvényé-
ben. Ebbdl a helyvektor-id6 fliggvénybdl a mozgas kinematikai jellemzGi
(sebesség, gyorsulas) meghatarozhatok.

1.3.1. Megallapodéas. [Komponens- vagy koordinatafiiggvények]|
Az r:R — R? r(t) = x(t) - i+ y(t) - j fiigguény koordindtafigguényei az
z,y: R = R egyvdltozos, valds értéki figguények.

Azr:R = R3, r(t) = z(t)-i+y(t)-j+2(t) - k figguény koordindtafiigguényei
az z,y, 2R — R egyvdltozds, valds értéki figguények.

A koordindtafiiggvények értékei adjik a fiiggvényértékek koordindtdit.

7. abra. m: R — R? és r: R — R3 fiiggvények
Z

¢ P

=
4

y(t)j

X

x(t)i

Emlékezziink arra, hogy egy f:I C R — R fiiggvényt differencidlhato-
nak neveziink az xp € I pontban, ha létezik a lim, ., %ﬁ:gm) (véges)
hatarérték. Ezt - az f/(zg)-al vagy %(mo)—al jelolt - hatérértéket az f
fiiggvény xo-beli differencialhdnyadosénak nevezziik. f’(zg) geometriai je-
lentése az érintGegyenes meredeksége az x( helyen (lasd 8. abra). Ha f az
I minden pontjaban differencialhat6, akkor az x — f'(z) (x € I) fligg-
vényt az f differencidlhanyados-, vagy derivaltfiiggvényének nevezziik. Ha

az f derivaltfiiggvénye folytonos, akkor f-et folytonosan differencialhatonak
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mondjuk. Ezeket a fogalmakat hasonléan hasznaljuk vektorértéki fiiggvény
esetén is.

8. dbra. R — R fiiggvény differencidlhdnyadosa

| | [ fezeld
S 3 1 erint6
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,f{@ﬂ)_,,,,‘ 9’,,,,,i,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
o |
L ¢
Migzels = 1O = w nlé;'ml,ﬁ = Hﬁl,z'~un M = f’(Tﬂ)
€T Ty : : T T

1.3.1. Definicié. [Differencidlhanyados]

Legyen n = 2 vagy 3.

Azr I (CR)— R" fiiggvény differencidlhaté az I értelmezési tartomdny
to belsd pontjiban, ha létezik a

o r(t) —r(to)

= m hatdrérték.
t—to — to

Ekkor az m wvektort az r fliggvény to helyen vett differencidlhdnyadosdnak
nevezzik. Jele: r'(to).

1.3.1. Megjegyzés. Figyelembe véve az 1.1.1 Tételt

Lt(%)
' (tp) = lim rt) —rlto) _ %f(to) —
t—=to T —1p t—to (= Rto)
t—to
im Et)—a(to)
O I
. t)—y(t
- tliglo ’ t—go : = y/(tO)
lim 2®)==(to) 2 (to)
t—to
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1.3.1. Példa. Ha a t — r(t) figgvény egy mozgé pont hely-idd figgué-
nye, akkor egyre rovidebb At = t — ty idbtartam esetén a % = %ﬁfto)
differenciahdnyados-vektor irdnya és nagysdga egyre jobban kézeliti a Py
pontbeli, azaz ty iddpillanatbeli sebességuektor irdnydt és nagysdgdt. A tg

idépontban a pillanatnyi sebesség: v(ty) = AI%m0 % =1r'(to).
—

9. abra. Pillanatnyi sebesség

1.3.2. Megjegyzés.

x A differencidlhdnyados geometriai jelentése a tog paraméterhez tartozo
pontban az r(ty) pontbeli érinté vektor: a szeldegyenesek irdnyvektor-
sorozatanak hatdrértéke.

x At — 1r'(t) differencidlhdnyados fiigguény eqy r': R — R3 tipusii fiigg-
VENY.

x Ha t — r(t) egy mozgd pont hely-idé figgvénye, akkor t — r'(t) a
sebesség-1dd fiigguény.

x Ha t — r(t) eqy mozgd pont hely-idé fiigguénye, akkor t — |r'(t)| a
palyasebesség-idd fiiggvény.
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x Ha t — r(t) egy mozgd pont hely-idé figguénye, akkor t — r"(t) a
gyorsulds-idd fiigguény.

1.3.2. Példa. [Az egyszeri ciklois és paraméterezése| Egy csuszds-
mentesen gordild kerék egy pontjanak - mint egy korvonal P pontjinak -
pdlydjat adjuk meg.

10. dbra. Az egyszerti ciklois paraméterezése
|O'Q| = r-sin(r — t) = r - sin(t)
|P'Q| =r-cos(m —t) = —r - cos(t)

x(t) = r-t—r-sin(t) = r-(t—sin(t)) ésy(t) = r+(—r - cos(t)) = r-(1—cos(t))
Az egyszeri ciklois eqy paraméterezése:

r(t) =r-(t—sin(t))-i+r- (1 —cos(t))-j ahol t € [0, 27].

11. abra. Az egyszert ciklois

£(t) = (r- (t = sin(t)),r>

A differencidlszamités eszkozeinek hatékony hasznélatahoz gorbén az alab-
bit értjiik:
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1.3.2. Definicié. Legyen I C R nem feltétlendl korldtos, nem egyponti
intervallum, n = 2 vagy 3. Egy r: I — R"™ folytonosan differencidlhato le-
képezést parametrizdlt gorbének nevezink, ha Vt € I-re teljesiil az r'(t) # 0
reqularitdasi feltétel. I-t paramétertartomdnynak nevezzik. A leképezés kép-
halmazdt mondjuk ilyenkor roviden gorbének. m = 2 esetén sikgdorbérdl,
n = 3 esetén térgorbérdl beszélimk. Altaldnos értelemben sikgorbérdl beszé-
liink akkor is, ha r képét R3 eqy sikja tartalmazza.

1.3.3. Megjegyzés. Hat — r(t) egy mozgd pont hely-idd figguénye, akkor
aVt € I-re azr'(t) # 0 feltétel szerint a mozgd pont sebessége egy pillanatban
sem lehet nulla. Ez azt is jelenti, hogy a mozgd pont "nem fordul vissza” a
pdlydn. Geometiai értelemben pedig az érinté egyértelmien létezik az r(t)
pontban; ldsd 1.3.3 Definicio.

A gyakorlatban gyakran beszélink gorbérdl akkor is, ha az 1.8.2 Defini-
cioban szerepld differencidlhatdsdgi és regulatitdsi feltételek csak szakaszon-
ként teljestiilnek: un. szakaszonként sima parametrizdalt gorbék.

1.3.3. Definici6. Legyen I C R egy nem feltétlendl korldtos, de nem egy-
pontii intervallum, to € I. Egy r:1 — R3, r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) gérbének
a ty paraméterhez tartozd r(ty) pontbeli érintéegyenese:

e(t) =r(to) +1r'(to) - (t —to), (t €R).

Koordindtdkkal:

1.3.4. Megjegyzés.
x At =ty paraméterd pont az érintdegyenes r(ty) pontja.

x lindris kozelités: r(t) ~ e(t)
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1.3.3. Példa. Legyen A = (3,-2,1), B = (2,—4,3). Paraméterezzik az
AB szakaszt gy, hogy a O paraméterd pont az A pont legyen, a derivdlt
vektor hossza pedig 4 legyen!

Megoldas: Az A és B pontokra illeszkedd egyenes egy iranyvektora AB =
(—1,—2,2). Ezzel megegyezd irdnyi, eqységnyi hosszusdgi vektor:

1 - 1 1 22
W=— AB=— . (-1,-2,2)=(—-=,—2,Z
T 4B Vizaisa | ) < 3’3 3)

[T’ (t)] = 4, amely egyben az A és B pontokra illeszkedd egyenes irdnyvekto-

rdnak hossza: r'(t) =4-v° = (— %, 3,3) Igy
; . Ew
_ I I g 3
r(t) = 2 |+t 2| = 2+( 5t ] te |0
1 8 1+ 5t

1.3.4. Példa. Egy mozgd részecske a tér A = (3,—2,1) pontjdbdl a tér B =
(2, —4,3) pontjiba halad egyenes vonali egyenletes mozgdst végezve 4 [%]
dllandé nagysdgiu sebességgel. Adjuk meg a részecske helyzetét a t = 0.5 [s]
iddpillanatban!

Megoldas: Ha r(t) a részecske helyzete a t iddpillanatban, akkor
r(t) =r(0)+uv-t.

Mivel r'(t) = v, az el626 példa eredményeit felhaszndlva

3-%2-05 z
r(0.5) = —2—7 05 | =( -
1+§ 0.5 z

1.3.5. Példa.
* Legyen r:[0;27] — R% r(t) = (5- cost,5 - sint).

Ekkor r képe az origd kozépponti 5 eqység sugarid kér. A regularitdsi
feltétel nyilvan teljesiil:

r'(t) = (=5-sint,5 - cost), |r'(t)]=5#0.
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Ha r egy sikbeli mozgdst leird hely-idd fiigguény, akkor ez azt jelenti,
hogy a sebesség nagysdga dllando, tehdt itt eqy egyenletes kormozgdsrol
van sz0, H eqység nagysdgu sebességgel.

* Legyen r:[0;27] — R%; r(t) = (5 - cos(2t),5 - sin(2t)). Ekkor r képe
1smét origd kozépponti 5 egység sugari kor. Viszont

P (t) = (—10 - sin(2t), 10 - cos(2t)), |r'(t)] = 10 # 0.

Adott gorbének végtelen sok paraméterezése létezik. A kiillonbozé elGal-
litasokban altalaban kiilonbozik egy adott gérbeponthoz tartozé érintévek-
tor hossza. Ez egy mozgd pont hely-id§ fiiggvénye esetén ugyanazon pélya
kiilonbo6z§ sebességgel valé befutasanak felel meg a fizikdban.

Vannak olyan helyzetek, amikor csak a palya alakjarol, geometriai tu-
lajdonsagairél szeretnénk pontos képet kapni: mennyire gorbe, mennyire
csavarodik a térben, mennyi a hossza. Ezeknek a kérdéseknek a megvila-
szolasdhoz olyan mennyiségeket vezetiink be, melyek paramétertranszfor-
méciéval szemben invariansak.

1.3.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy az T: ICR—>R3 parametrizdlt gorbe
ekvivalens az m:1 C R — R> parametrizdlt gorbével, ha megadhaté olyan
0:1—1 diffeomorfizmus, azaz kélcsondsen egyértelmi és inverzével egyiitt
differencidlhatd fiigguény, hogy ¥ = r 0 ©. Ekkor a © fiigguényt paraméter-
transzformdcidnak hivjuk és T-t az r dtparaméterezésének mondjuk.

A © paramétertranszformdcidt

s irdnyitdstartonak mondjuk, ha minden t € I esetén o'(t) > 0,
% drdnyitdsvdltonak mondjuk, ha minden t € I esetén Q'(t) < 0.

3+ 2t
1.3.6. Példa. Az r(t) = 4—t |, t € [0,2] figgvény képe az A =
t
(3,4,0) és B = (7,2,2) végponti szakasz, ahol A a t = 0 paraméterd pont
és B a t =2 paraméterd pont:A a gérbe ,kezddpontja” és B a ,végpontja’.
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34+2-(1—1)
Az T(t) = 4—(1-1) , t € [-1,1] figgvény képe szintén az A =
1-—1¢
(3,4,0) és B = (7,2,2) végponti szakasz, de A at =1 paraméterd pont és
B at = —1 paraméterd pont: B a gorbe "kezddpontja” és A a "wvégpontja”.
T az r dtparaméterezése, ahol a paramétertranszformdcio: ©(t) =1 —t
© irdnyitdsvdlts transzformdcid, hiszen ©'(t) = —1 < 0.

Differencidlhat6 tér- és sikgérbe esetén azt az elallitast, melynél az érint6-
vektor hossza barmely pontban egységnyi, ivhossz-paraméteres elgalli-
tasnak nevezziik. Ekkor a paramétert s-sel szokas jeldlni. A gorbeelmélet
olyan mennyiségeket keres, amelyek fiiggetlenek a paraméterezéstsl. Az
ivhossz ilyen tulajdonsagu. Az ivhosszrol a masodik fejezetben lesz szo.

1.3.5. Megjegyzés. Tekintsik az

ri(t) = (@1(t), y1(t), 21(¢)) és az ro(t) = (w2(t), ya(t), 22(t))

gorbéket. Ekkor
(ry(t) o 15(t)" = (21(8) - 22(t) + 91(t) - y2(t) + 21(t) - 22(2)) =

=2 (t) - wa(t) +a1 (1) 25 () + 1 (1) - v2 () + 01 (1) w5 () + 21(1) - za(t) + 21 () - 25(F) =

=1i(t) ery(t) + 1, (t) e r5(t)

1.3.1. Allitas. Legyen a G gérbe ivhosszparaméteres elddllitdsa

r(s) = (z(s),y(s),2(s)), sel.
Ekkor Vs € I esetén 1'(s) és r"'(s) merdlegesek.

Indoklas:
v(s)=|r'(s)|=1 Vsel =

Vs € I -re 1= |r'(s)]> = [£'(s)] - |[£/(s)] - cos 0 = 1'(s) o /()
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derivalva mindkét oldalt
0=1"(s)er'(s) +1'(s) e 1" (s)
0=2-(r"(s)er'(s)) = 0=r"(s)er'(s)

1.3.6. Megjegyzés. Az dllitds olyan gorbék esetén is igaz, ahol a derivdlt-
vektor hossza dllando:
Vs eI -re|r'(s)| =c.

1.3.2. Allitds. Ha azr:1 — R® gérbe olyan, hogy Vt € I -re 1'(t) és 1" (t)
linedrisan fiiggd, azaz 3f:R — R dgy, hogy " (t) = f(t) -1/ (t), akkor r képe
egyenes.

Vilagos, hogy 1’ = f -1’ ekvivalens az r’ x r’ = 0 feltétellel. Utobbi-
rol konnyen lathato, hogy paraméterezésfiiggetlen. Ivhosszparaméterezést
alapul véve ez azt jelenti, hogy r’ és r”’ parhuzamosak mig a 1.3.1 allitas sze-
rint merdlegesek is. Innen kiovetkezik, hogy r”(s) = 0, azaz r(s) =ry+s-v
parametrizilt egyenes.

1.3.7. Megjegyzés. |Gyorsulas| Ha t — r(t) egy mozgé pont hely-idd
fiigguénye, mdr ldttuk, hogy a t — 1r'(t) a sebesség-idd fiigguény. A sebesség
vdltozdsi gyorsasdgdt a gyorsulds adja meg, azaz a t — 1r"(t) figguény a
gyorsulds-idd fligguény.

A mechanikdban a to iddpillanatbeli gyorsuldsvektort két komponensre
bontjik: egy érintd- és eqy rd merdleges irdnyi komponensre. Jeléléseinkkel:

r"(to) = ar - T(to) + an - N(to).

Az érintd irdnyi komponens a pillanatnyi sebesség nagysdgdra hat, a mdsik
pedig a pillanatnyi mozgdsirdnyra. A gorbe alakja szempontjdbol nyilvin az
utobbinak van jelentésége. Ha r'(t) x r”(t) = 0 barmely t idépillanatban, ak-
kor a gyorsuldsvektornak csak érintd irdnyi komponense van, igy a mozgds
egyenesvonali.

1.3.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy r: I C R — R? gérbe birequldris,
ha barmely t € I -re r'(t) ésr”(t) linedrisan figgetlen, azaz r'(t) xr"(t) # 0.
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1.3.1. Emlékeztets. [Rolle-féle kozépértéktétel] Ha az f:]a,b] — R
fiigguény folytonos az [a,b] intervallumon, differencidlhatdé az ]a,b[ inter-
vallumon és f(a) = f(b), akkor van olyan & €la,b], melyre teljesil, hogy
(& =0

Simulésik
Tegyiik fel, hogy az r: I C R — R? gérbe biregularis. Tekintsiik a Q = r(q1),

Py = r(ty), R = r(q2) pontokra illeszked§ sikot, és jeldlje a sik normalvek-
torat ngr = (Agr, Bor,Cqr)! Ha Q — Py, R — Py, akkor a sikok

12. abra. Simulésik konstrukcidja

hatarhelyzete egy sik, ezt a sikot fogjuk majd a Py = r(tp)-ra illeszkedd
simulosiknak nevezni. A sik egyértelmd megadasahoz egy pontja (itt Py
adott) és a normalvektora sziikséges (kés6bb: n). Célunk megadni az imént
emlitett sik egy normalvektorat. Ehhez tekintsiik az

f@) = (r(t) —r(to)) e ngr
fiiggvényt! Ekkor f(q1) = f(to) = f(q2) = 0, igy a Rolle-tételt alkalmaz-
hatjuk:
Ja €lqr, to[ ugy, hogy f'(a1) =0,



1.3 Parametrizalt gérbék 27

Jay €lto, q2[ ugy, hogy f'(a2) = 0.
Az f' fiiggvényre alkalmazhatjuk ismét a Rolle-tételt:
3B €lon, az| ugy, hogy f"(8) = 0.
Mivel
f'(t) = (r(t) — r(t0)) @ ngr + (r(t) — r(to)) e ngr = r'(t) @ ngp
fI(t) = (r'(t) e ngr)’ = 1"(t) e ngp +1'(t) e ngp = ' (t) e ngp
a fentiekbdl
f/(Oél) = f/(Oél) ®Nopr = 0 f/(CVQ) = E/(OZZ) ®NoRr — 0

*
1"(B) =1"(B) e ngr = 0.

Ha Q — P(), R — By (azaz q — to, @2 — t()), akkor oy — tg, ag — 1o,
8 =ty és nor — N
Igy a % egyenl6ségekbdl hataratmenettel kapjuk, hogy

r'(to)en =0 és r"(ty) en=0.

Ez azt jelenti, hogy r'(tg) és r”(t9) mer6leges n-re, azaz r'(to) x r”(to)
parhuzamos n-nel.

1.3.6. Definici6. [Simulésik] A Py = r(ty) pontra illeszkedd
r'(to) x 1" (to)
normdlvektori sik a gorbe r(to)-beli simuldsikja.

1.3.8. Megjegyzés. Hasonldan szdrmaztathato a simuldkor is a simulosik-
ban. A simuldkior sugardnak reciproka a gorbe fontos invaridnsa, az ugyne-
vezett gorbilet, melyrdl a késdbbiekben lesz szo. Intuitive: nagyobb sugdr,
kisebb gorbiilet.
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1.3.7. Definici6. [Kisérs triéder| Tekintsink egyt € I, t — r(t) biregu-
laris gorbét. Ekkor

(1.) a T(t) := ‘T,%t)‘ -1’ (t) vektor a t paraméterhez tartozé érintd eqység-

vektor

(2.) a B(t) := m <r'(t) x r"(t) vektor a t paraméterhez tartozo
binormdlis egységquektor

(3.) N(t) := B(t) x I(t) vektor a t paraméterhez tartozdé fénormdlis egy-
séquektor

13. abra. Kisérd triéder

X

T(t), N(t), B(t) egymésra paronként merdleges egységvektorok. Ezeknek
tehét csak az irdnya valtozik a gorbe alakjaval.

Az érint6, a fé6normalis és a binormalis egységvektorok barmely ¢ € [
esetén ortonormalt vektorrendszert alkotnak. Ezt a harmast a gorbe kisérd
triéderének nevezziik.

A gorbe r(tp) pontjaban a simulésikot az T'(tg) és N(tg) vektorok fe-
szitik ki, a sik norméalvektora B(to).

A gorbe r(tp) pontjaban a rektifikalé sikot az T'(tp) és B(tg) vektorok
feszitik ki, a sik normalvektora N (o).
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A gorbe r(tg) pontjaban a normalis sikot az N(ty) és B(tg) vektorok
feszitik ki, a sik normalvektora T'(y).
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A gorbiiletfiiggvény

Azt, hogy egy gorbe egy adott helyen mennyire tér el az egyenestél a gorbii-
lettel mérjiik. A gorbiilet az érint6é vektor iranyanak megvaltozasaval fiigg
ossze.

1.3.8. Definicié. Egy bireguldris gorbe gorbiletfiggvénye:
r'(t) x " (1))

X
w0 = P

1.3.9. Megjegyzés. [Gorbiilet ivhossz paraméteres gorbéknél|
Legyen a G gérbe fvhosszparaméteres elddllitdsa

Kordbbrol tudjuk, hogy Vs € I esetén 1'(s) és r”(s) merdlegesek és |r'(s)| =
1, igy ezeket felhaszndlva

Tehdt ivhossz paraméterezési girbe esetén: k(s) = |r”(s)]

PR

requldris gorbe esetén is. Ha ugyanis v’ és r” linedrisan figgd, akkor kép-
letiink nulldt ad és visszaadja az egyenes gorbiiletének intuitiv értékét (ldasd

1.3.2 Allitds.).

1.3.11. Megjegyzés. A gorbiilet egy adott paraméterd pontban kizdrdlag a
gorbe alakjatol fiigg, nem a paraméterezéstdl.

1.3.7. Példa. [Konstans gorbiiletd gorbék]

x Fgyenes gorbiilete 0.
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x Kor gorbiilete a sugdr reciproka, ugyanis az R sugari kor fvhosszpa-
raméteres elddllitdsa

r(s) = <R-cos <]1%-s);R-sin<;z-s>> (s€[0,2-R-7))

FEkkor

1.3.9. Definicié. A t — r(t) birequldris gorbe ty paraméterd pontjiban azt
a kort, melyre teljestiilnek az aldbbi feltételek a gorbe r(ty)-beli simuldkiorének
nevezzik:

x a kor az r(tg)-beli simuldsikban van,
x a kor kozéppontja: r(ty) + ﬁ - N(to),

. 1
* —.
a kor sugara o)

1.3.10. Definicié. A gdorbe dsszes pontjihoz tartozé simulokdrok kézép-
pontjainak 0sszessége szintén parametrizdlt gorbe, amelyet a gorbe evolutd-
janak hivunk.

1.3.8. Példa. [Az ellipszis evolutaja] Az
r(t) = (a-cos(t),b-sin(t)), te[0,2n]
ellipszis evolutdja az in. asztroid:

a? — b2 3 b2 — o2
. t
(5 o

~sin3(t)> , teo,2n]
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14. abra. Az ellipszis evolutija

6

1.3.9. Példa. [Hipociklois| Feliletek kioszorikoronggal valé megmunkdld-
sakor az un. hipocikloisok, érintdseregek és normdlisseregek fontos szerephez
jutnak. A hipociklois gy szarmaztathatd, hogy egy kérvonalon belil csuszds-
mentesen legorditink eqy mdsik kort. A gorduld kor egy keriileti pontjdnak
nyomvonala a hipociklois. Ha 71 jeloli a nagy, ro pedig a kis kor sugardt,

ro-(m—1)- (cos(t) 4 cos((m—1)t)

m—1

ro-(m—1)- (sin(t) — 7Sin((m71)'t)>

m—1

akkor r(t) = , aholTi = m-r9 Ha

m egész szam, akkor r képe zdrt és m darab "csicsa" van (r nem differen-
cidlhaté a csicspontokban,).
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A torziodfiiggvény

Azt, hogy egy goérbe mennyire csavarodik a torzi6val mérjiik. A torzid a
binormalis vektor irdnyidnak valtozasaval fligg 0ssze: a gérbe mennyire tér
el a simuldsikjatol. Ha a gorbe haromszor differencidlhatéd és az els6 és a
masodik derivaltak vektori szorzata nem tiinik el, akkor a torzio:

(r'(?)

X
T(t) = R

f//(t ) °E///(t)
) xr"(t)?

1.3.12. Megjegyzés (Torzié ivhossz paraméteres gorbéknél).

(r'(s) x 1" (s)) @ r™(s)

rie) = (s)?

=3

1.3.13. Megjegyzés. Az in. Frenet-egyenletek egy linedris differencidl-
egyenlet - rendszert adnak a kisérd triéder elemeire. A differencidlegyenlet
- rendszerben szerepld fiigguényegyiitthatok a gorbilet és a torzid, melyek
egybevdgdsdgi transzformdcid erejéig meghatdrozzdk a gorbét:

T'=v-k-N
M/:_U'K/'I_FU'T'E
B'=—v-7-N
ahol v(t) = |r'(t)| a pdlyasebesség-figguény.

Sikgorbe a sajat simuldsikjdban van, igy a torzidja minden pontban nulla.
A torzi6 elttinése a sikgoérbék jellemzdje:

1.3.1. Tétel. Egy hdromszor differencidlhatd gorbe pontosan akkor sikgorbe,
ha a torzidja nulla.

Indoklas: < Legyen G torzidja minden pontban 0. Feltehetjiik, hogy a
G gorbe ivhossz paraméterezést: r(s) = (x(s),y(s),z(s)), t € I (ekkor
v(s) = 1). A torzio és a gorbe alakja fiiggetlen a paraméterezéstol.
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A Frenet-egyenletekbdl ekkor B'(s) = 0 Vs € I kovetkezik,igy
Vs € I-te B(s) =n (n = (n1,n2,n3) R3-beli konstans).

Mivel (r(s) ) = '(s) o r1+ £(s) # 0 = I(s) @ B(s) = 0, igy r(s) en = D,
ahol D valés konstans, azaz

(*)  ni-xz(s)+ng-y(s)+ns-z(s)=D.
Ez azt jelenti, hogy r(s) rajta van az ny - x + ng -y +ns - z = D egyenleti

sikon, tehat G sikgorbe. A megforditas nyilvanvalo.

16. abra. Sikgorbe és simuldsik

Kiuapszeletek, mint parametrizalt gérbék

+x Ellipszis. Ha ”a” jeloli a nagy féltengelyt, "b” a kis féltengelyt, a
fokuszok Fy = (—¢,0) és F = (c,0), ahol ¢? = a? — b?; akkor az ellip-
szis egyenlete i—; + 3;—; = 1. Konnyt ellenérizni, hogy egy paraméteres
elgéllitasa

r(t) = (a-cost,b-sint), te|0,2n]

+x Parabola. Ha "p” jeloli a parabola paraméterét és fokusza F' = (0, p)
vezéregyenesének egyenlete pedig y = —p, akkor a parabola egyenlete
y =a-2%, ahol a = ﬁ. Konnyt latni, hogy egy paraméteres elgallitasa

r(t) = (t,a-t*), teR
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x Hiperbola. A parametrizalt feliiletek részben az egykdpenyd illetve
kétkopenyt hiperboloidoknél 1ényeges lesz, hogy a hiperboloid milyen
irdnyban nyitott. Jellje "a” a valos, ”b” pedig a képzetes tengelyt.
Kelet-nyugat irdanyban nyitott hiperbola esetén ha a fokuszok
Fi = (—¢,0) és Fy, = (c,0), ahol ¢? = a® + b?; akkor a hiperbola
egyenlete z—z — Z—Q = 1. Konnyd ellenérizni, hogy egy paraméteres
elgallitasa a keleti 4gnak r(t) = (a-cht, b-sht), a nyugati dgnak pedig
r(t) = (—a-cht,—b-sht), te€R.

Eszak-dél iranyban nyitott hiperbola esetén ha a fokuszok

F; = (0,—c) és Fy, = (0,¢), ahol ¢ = a® + b?; akkor a hiperbola
egyenlete i—; — %2 = —1. Az északi 4g egy paraméteres elGallitasa
r(t) = (a-sht,b- cht), a délié pedig r(t) = (—a - sht, —b - cht), t € R.

17. abra. Kupszeletek

"\ F
B \ .f/
' O \\ F //
F Fs! Me
1 2\
. -
\ C 9
. P -
ellipszis parabola
" ) E
b \‘\ al®
F, JF, i
-
.
Fi
kelet-nyugat iranyban nyitott hiperbola | észak-dél iranyban nyitott hiperbola
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1.4. Differencidlhidnyados R"” — R™ tipusu fiiggvény esetén
Most altaldnossiagban R™ — R™ tipusiu fliggvény esetén megadjuk a

differencidlhédnyados definici¢jat.

1.4.1. Definicié. Az f : D (C R") — R™ fiiggvény differencidlhaté a D

értelmezési tartomdny r belsd pontjaban, ha van olyan A:R™ — R™ linedris
fliggvény, melyre

iy 4 = flro) = Alr —ro) _
= Ogm
=T |7 — 70| |Rn

Ekkor az A linedris figguényt az f fiigguény ry helyen vett differencidlhd-
nyadosdnak nevezzik. Jele: f'(ry)

1.4.1. Megjegyzés. A definicio értelmében a "bemenet” Ar = r —r, és
a "kimenet" Af = f(r) — f(rg) megvdltozdsa kézitti kapcsolat jol kézelit-
heté Ar egy linedris figgvényével: Af ~ A(Ar), legaldbbis az ry pont egy
elegendden kis kérnyezetében.

x A tovdbbiakban f'(ry) az ry pontban wvett derivdltnak, mint linedris
figgvénynek a mdtrizdt jelols.

x Ha a differencidlhdnyados létezik, akkor egyértelmien meghatdrozott.

x Ha D CR"™ nyilt halmaz, azaz minden pontja belsd pont és az
f:D (CR™) — R™ fiiggvény differencidlhaté a D minden pontjdban,
akkor azt mondjuk, hogy f differencidlhaté a D halmazon.

1.4.2. Definicié. A fenti jeldléssel tehdat az ro pont egy elegendden kis kor-
nyezetében

Af = f'(rg) - Ar,

melyre azt mondjuk, hogy a "kimenetbeli eltérést” az ry-hoz tartozé teljes
differenciallal kozelityiik.
Ebbol az is kévetkezik, hogy az ry pont eqy elegendden kis kornyezetében

fr) = f'(ry) - Ar + f(ry),

melyet az f(r) figgvényérték linearis kozelitésének mondunk.
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1.4.1. Tétel. Ha az f : D (C R") — R™ fiiggvény differencidlhaté az
ro € D belsd pontban, akkor ott folytonos is.

1.4.1. Példa. Az (z,y) € R?,  f(x,y) = |y| figgvény azy = 0,z = 0
egyenletrendszeri egyenes minden pontjdban folytonos, de egyik pontjdban
sem differencidlhatd.

18. dbra. Az f(x,y)=|y| fiiggvény képe

1.4.3. Definici6. Legyen adott egy f: D (C R™) — R™ fiigguény, egy 1
belsd pontja D-nek, valamint eqy v € R™ nemzérus vektor. Legyen tovabbd
a v° vektor v-vel eqyezd irdnyi és eqységnyi nagysdgu, azaz v° = HL ‘v, Az

]|
f fiigguény ry pontbeli, v irdnyban vett iranymenti derivdltjan a

Ouf(rg):= )l\li% flrg +A- §0) — f(rp)

hatdrértéket értyik, amennyiben létezik.

1.4.2. Megjegyzés. Ahol az f fiiggvény differencidlhatd, ott létezik az dsszes
irdnymenti derivdltja is: az v = 1o+ X - v° vdlasztdssal a X\ — 0 hatdrdtme-
netet véve

Ogen = lim flrg+X-v°) — f(rg) — A(X - v°)
A—0 H)\QOH
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o Slog+A) = flg) A
B — T

melybdl
() Ouf(rg) = A(2°).

Az irdnymenti derivdltak létezésébdl viszont nem kévetkezik a differencidl-
hatdsdyg.

1.4.4. Definicié. Legyen adott egy f: D (C R™) — R™ fiigguény az

f(r) = (fi(r),..., fm(1))

alakban, ahol f1,..., fm:D (C R™) — R adott figgvények. Legyen tovdbbd
ro € D egy belsd pont és e; = (0,...,0,1,0,...,0). Ekkor a

of:
ry) = 0us5r0)

(t=1,...,n, j=1,...,m) szdmokat, ha léteznek, az [ figgvény j-edik
komponensfiigguénye i-edik vdltozdja szerinti parcidlis derivdltjanak nevez-
ziik ro-ban.

1.4.2. Tétel. Haaz f = (fi,..., fm): D (CR™) = R™ figgvény azry € D

belsd pontban differencidlhatd, akkor minden TQ parcidlis derwdlt létezik és

pog) = (52)

Az el6bbi egyenlgség konnyen lathato a 1.4.2 Megjegyzésben szerepls (*)
egyenlGségbdl.

1.4.3. Megjegyzés. Osszetett fiigguény adott pontbeli derivdltianak mdt-
riza: (fog)(r) = f'(g(r)) - ¢'(r), azaz a kiilsé figgvény g(r) helyen vett
deriwdltmadtrizdnak és a belsd fligguény r helyen vett derivdlimdtrizdnak szor-
zata.
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1.4.3. Tétel. Ha az f = (f1,..., fm): D (C R™) — R™ fiiggvény barmely
parcidlis derivdltja létezik az ro € D belsé pont eqy K. (ry) kornyezetében és
folytonosak ry-ban, akkor f differencidlhato ry-ban.

Visszatérve a parametrizalt gorbékrél mondottakhoz

x egy r:I — R3 gorbe adott pontbeli derivaltja az az R3-beli vektor,
amelynek a koordinatai éppen az r koordinatafiiggvényeinek derivalt-
jai (lasd 1.3.1 Definici6 és 1.3.1 Megjegyzés).

Jelen fejezet 1.4.1 Definicidjanak értelmében pedig

x egy r:1 — R3 gorbe adott pontbeli derivaltja egy R — R3 tipust
linearis leképezés.

Ezek 6sszehangolasdhoz meg kell érteniink, hogy a differencidlhanyados 1é-
nyege az a lineéris leképezés, amellyel a fiiggvényt kozelitjiik, az pedig, hogy
ezt a lineéris leképezést milyen adataval azonositjuk masodlagos. (A fent
emlitett R — R3 tipust linedris leképezés matrixa ugyanis egy 3 x 1 ti-
pusi matrix, azaz vektor.) Meég két tovabbi fontos specialis esetrdl szol a
kovetkezs definicio.

1.4.5. Definicié. Az R" — R tipusi fiiggvényeket skalarmezdbnek szokds
nevezni. Ekkor

f/(fo) N (81f(£0)7 e 78nf(f0)) =: grad f(ﬂ))?

amit az f skaldrmezd gradiensének nevezink az rq pontban.
Az r — grad f(r) figgvény ekkor R™ — R™ tipusii.
Az R™ — R" tipusi fiigguényeket vektormezdnek szokds nevezni.

Tehat minden skalarmez6 gradiense vektormezd.
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1.5. Parametrizalt feliiletek

A szerszamfeliiletek nagyrészt onmagukban elmozgathato feliiletek. Al-
talaban vagy forgasfeliiletek, vagy csavarfeliiletek.

Mindenekel6tt a parametrizalt gérbéknél latottakhoz hasonldan meg kell
mondanunk, hogy mit értiink feliilleten. Ebben az alfejezetben hacsak mast
nem mondunk, D C R? egy (ivszertien) dsszefiiggd nyilt halmazt jeldl, azaz
barmely két (bels§) pont 6sszekothets gorbével.

1.5.1. Megallapodas. Azr: D (C R?) — R3 fiigguényeket a tovdbbiakban
r(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + 2(u, v)k

alakban fogjuk megadni, ahol az x,y, z koordindtafiiggvények R? — R tipusi
skalarmezdk. Koordindtds alakban:

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €D

vagy

1.5.1. Definicié. Egy r : D (C R?) — R3 leképezést parametrizdlt feliilet-
nek neveziink, ha folytonosan parcidlisan differencidlhatd és (% X % #0
barmely (u,v) € D esetén.

A leképezés képhalmazdt mondjuk ilyenkor roviden feliletnek.

A hétkdznapi értelemben vett “feliilletek” nem feliiletek altaldban a fenti
értelemben, de barmely pontjuk elegendGen kis kdrnyezete megadhatd a
definiciéban szereplé parametrizalt feliiletként.

1.5.1. Megjegyzés.

x Fgy feliletnek dltalaban sok paraméterezése van.
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19. 4bra. Parametrizalt feliilet

(o, Vo)
(u,v) € D
. (Uo Uo)
@&
i J
i R? R?
x Rogzitett ug, vg € D C R esetén az
x(u()a U) .T(U, UO)
Z(UO,’U) = y(u07v) és f(u7v0) - y(uav())
Z(“Oa U) Z(U, UO)

térgorbéket rendre az ug, vo-hoz tartozo paramétervonalaknak nevez-

Az g -hoz tartoz6 paramétervonal érintGvektora az (ug,vg) pontban a

0
°3 (up,vg) vektor,

ov

a v -hoz tartoz6 paramétervonal érintGvektora az (ug,vg) pontban a

@(uo, vo) vektor.

ou

Ezek az érint6vektorok kifeszitik az r(ug,vo) pontbeli érintssikot. Igy az
r(ug, vg) pontra illeszkedd érintGsik egy normalvektora :

or or
E(UOWO) = %(UO,’U()) X %(Uo,vo)
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20. 4bra. Erintésik normalvektora
ﬂ(uo,’Uo)

u — r(u,vg)

|

|
1.

1.5.2. Megjegyzés. Ha azr: D (C R?) — R? fiigguény differencidlhato a
D értelmezési tartomdny (ug,vo) belsé pontjdban, akkor

%(Uo,vo) %(UOaUO)

/

r'(uo, vo) = g%(uoavo) g%(uo,%)
yZ(Uo,Uo) Fj(UOaUO) 3%2

1.5.3. Megjegyzés. Tekintsiik azokat az r: D (C R?) — R3 parametrizdlt
feliileteket, melyek eldallnak

r(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € D

alakban, ahol f: D (C R?) — R skaldrmezd. Ekkor az r(u,v) feliilet pontjai-
nak Descartes-féle koordindtdira z = f(x,y) dll fenn. Egy felilet z = f(x,y)
modon torténd elddllitasat Fuler-Monge-féle megaddsi mddnak szokds ne-
vezni.

Ha egy feliilet pontjai eleget tesznek az F(x,y,z) = 0 egyenletnek, ahol
F:D (C R3) — R skaldrmezd, akkor az F(z,y,z) = 0 egyenldséget a fe-
lilet implicit megaddsdnak nevezziik.
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Forgasfeliiletek

1.5.4. Megjegyzés. A z -tengely korili forgatds, mint linedris leképezés
mdtriza:

cosu —sinu 0
sinu cosu 0 u € [0, 27
0 0 1

Ha a z -tengely koriil megforgatjuk az c(v) = (z(v),0, z(v)) gorbét, akkor
ugynevezett "forgasfeliiletet" kapunk:

cosu —sinu 0 z(v)
r(u,v) = sinu cosu 0 |- 0 (x(v) >0),
0 0 1 z(v)

azaz
r(u,v) = z(v) -cosu-i+x(v) -sinu-j+ z(v) - k.

A 77" tengellyel parhuzamos egyenes megforgatasaval forgashengert, forgés-
tengelyt metszGegyenes megforgatasaval forgaskipot, mig a forgastengellyel
kitérs helyzetd egyenes megforgatasaval egykopenyti forgashiperboloidot ka-
punk. Kor megforgatasaval gémb vagy un. térusz adédik. Ellipszis, para-
bola és hiperbola tengelyei koriili megforgataséaval forgésellipszoidot, forgéas-
paraboloidot és egykdpenyt, illetve kétkdpenyt forgashiperboloidot kapunk.

* A c(v) = (cosv,0,sinv), v e [-F,75] gorbe "z” tengely koriili meg-
forgatésaval kapjuk az origd kozéppontd egység sugarda gdmbot:
. . Y
r(u,v) = (cosv - cosu,cosv - sinu,sinv), (u,v) € [0,2mw[x [—5, 5}

Implicit elgallitas: 22 +y?> +22—-1=0

x« A c(v) = (r-cosv+ki,0,r-sinv + k), v € [0,2n] gorbe (ki, k2)
kozépponti és r sugaru kor. Tegylik fel, hogy k1 > r. Ekkor a gorbe’z”
tengely koriili megforgatasdval toruszt kapunk:

(u,v) € [0,27[x[0, 27|,



44

1 DIFFERENCIALSZAMITAS

r(u,v) = ((r-cosv+ ki) - cosu, (r-cosv+ ky)-sinwu,r-sinv + kg)
Az implicit elgallitashoz vezessiik be az
x = (r-cosv+ky)-cosu, y=(r-cosvtky)-sinu, z=r-sinv+ky

jeloléseket. Ekkor felhasznalva, hogy sin? v+cos? v = 1 barmely v € R
esetén kapjuk, hogy

2+ 9% = (r-cosv + k1)?,

(x): Va?+y?—Fk =r-cosv,

ugyanis r - cosv + k1 > 0 (k1 > r miatt). Masrészt

melybdl

(%%): z—ky=r-sinwv.
Igy (%) és (%%)-bol kapjuk a térusz egyenletét:

(VaT+ g = kn)? + (2 — ) = 12

21. 4bra. Gombfeliilet és torusz

* A c(v) = (a-cosv,0,b-sinv), ve [-F,5] gorbe "z tengely koriili
n

megforgatisaval forgasellipszoidot kapunk:

r(u,v) = (a-cosv-cosu, a-cosv-sinu, b-sinv), (u,v) € [0,2n[x [—g —

Implicit eloallitds: & + % + 2 —1=0
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x Ac(v) = (v,0,a-v%), v € R gorbe "z” tengely koriili megforgatasaval
forgasparaboloidot kapunk:

r(u,v) = (v-cosu,v-sinu,a-v?), (u,v)€[0,2r[xR

22. abra. Ellipszoid és paraboloid

x A c(v) =(a-chv,0,b-shv), veR keleti irdnyban nyil6 hiperbolaag
"z” tengely koriili megforgatasaval egykdpenyt hiperboloidot kapunk:

r(u,v) = (a-chv-cosu,a-chv-sinu,b-shwv), (u,v)e€l0,2r[xR
2 2 2
Implicit elGallitas: 25 + % — & —1=0

x A c(v) = (a-shv,0,b-chv), v &R északi irdnyban nyil6 hiperbolaag
"z” tengely koriili megforgatasaval kétkopenyd hiperboloidot kapunk:

r(u,v) = (a-shv-cosu,a-shv-sinu,b-chv), (u,v)€[0,2n[xR

Implicit elGallitas: 2 — % — 2 —1=0
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23. dbra. Egykopenyt és kétkopenyt hiperboloid

Csavarfeliiletek

Csavarfeliiletekkel a miiszaki gyakorlatban meglehetésen gyakran taldlkoz-
hatunk: csigafurok, ferdefogu fogaskerekek, csigakerekek, csavarok.
A 777 forgastengelyd r sugart hengerre irt csavarvonal:

c(v) = (r-cosv,r-sinv,\-v), veER

Ha egy gorbe minden pontja azonos paramétert csavarmozgést végez, akkor
a gorbe altal meghatarozott feliiletet csavarfeliiletnek nevezziik. Ha a v
gorbe elsallitasa az "xz” koordinatasikban y(u) = (z(u),0,2(u)) w € I,
akkor a csavarfeliilet a

r(u,v) = (z(u) - cosv,z(u) - sinv, z(u) + A-v) (u,v) € I xR

1.5.1. Példa. Ha y(u) = (24 5u,0,3 —2u) u € [=5,5] (egyenes szakasz),
akkor a csavarfelilet a 24 dbrdn lathato.
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24. adbra. Egyenesvonalu csavarfeliilet

Eltolasi feliiletek

Legyen adott egy u — c(u) alapgdrbe és annak egy Py = c(up) pontjanak
mozgasa sordn leirt v — v(v) palyagérbe. Ha az alapgdrbét végigtoljuk a
pélyagorbén ugy, hogy a Py pont mindig illeszkedjen a palyagorbére, akkor
un. eltolési feliiletet kapunk:

r(u,v) = c(u) +7(v)

1.5.2. Példa. Ha c(u) = (u+2,0,10+0.01-u?) és y(v) = (0,v+5,—0.2-
v?), azaz ha két merdleges siki, ellentétes tengelyirdnyi paraboldt tekintiink
alapgorbéknek, akkor egy nyeregfeliletet kapunk (ldsd 25 dbra).

25. abra. Nyeregfeliilet
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1.6. Skalarmezdk

Kétvaltozos valds értéki fiiggvények

Tekintsiik a D C R? sikbeli halmazt. Hacsak mast nem mondunk D dssze-
fiiggs nyilt halmazt jeldl. Az f: D — R fiiggvényt kétvaltozos valos értékii
fiiggvénynek nevezziik. Grafikus képe a

Gr = {($7y7z) €R3|($,y) €D, z :f(xvy)}

térbeli pontok halmaza. A grafikus kép altalaban egy térbeli feliiletet hatéa-
roz meg (lasd 1.5.3 Megjegyzés).

1.6.1. Példa. Tekintsik az f(z,y) = 2*>+y?, (x,y) € R? fiiggvényt. Ekkor
a fiigguény grafikus képének eqy pontja, azaz a felilet egy pontja példdul
Py =(1,2,5), miavel f(1,2) =12 +22 =5.

26. dbra. Az f(z,y) = 2 + y? fiiggvény grafikus képe

Pg=(1,25)

Ha y = yo, azaz rogzitjik a masodik valtozot, akkor a

g1 = {(fL‘,y(),Z) € Rg‘('r7y0) €D, z= f(x7y0)}

halmaz &altaldban egy gorbét hatdroz meg a térben, melyet az "y” valtozo

rogzitésével kapott paramétervonalnak szokas nevezni.
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Ha x = x¢, azaz rogzitjiik az els valtozot, akkor a

g2 = {(SC(),y,Z) € R3|($an) € D7 Z = f(SC(),y)}

M7

halmaz &ltaldban egy gorbét hatdroz meg a térben, melyet az "x” valtozo
rogzitésével kapott paramétervonalnak szokis nevezni.

1.6.2. Példa. Tekintsiik az f(z,y) = 2% + %, (z,y) € R? fiigguényt.
Ha y =2, akkor az "y” vdltozo rogzitésével kapott paramétervonal

f(z,2) =22 +22 =22 +4,

melynek képe parabola az xz-koordindtasikkal pdrhuzamos sikban.
Ha x =1, akkor az x” vdltozé régzitésével kapott paramétervonal

fLy) =12+ =1+
melynek képe parabola az yz-koordindtasikkal parhuzamos sikban.

1.6.1. Definicié. Ha c eleme az f: D C R? = R fiigguény értékkészletének,
akkor a

I'={(z,y) € R*|(z,y) € D, f(z,y)=c}

halmazt a grafikus kép ¢ paraméterhez tartozo szintvonaldnak nevezziik.

27. abra. Szintvonalak (az xy-koordinatasikban)

7 szintvonalak y

A szintvonalas abrézolast példaul a térképészetben hasznaljak.
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1.6.1. Megjegyzés. A v irdnyban vett irdnymenti derivalt (ldsd 1.4.3 De-
finicio) skaldrmezd esetén szemléletesen azt fejezi ki, hogy az értelmezési
tartomdnyban a v pontbdl a v iranyban "haladva" mennyi a figguényérté-
kek vdltozdsdnak gyorsasdga. Ha az adott irdnyban az irdnymenti derivdlt
negativ, akkor az adott iranyba “elindulva” a fligguényértékek csokkennek.
Ha az iranymenti derivdlt pozitiv, akkor az adott irdnyba “elindulva” a fiigg-
vényértékek nének. Az olyan pontok, melyekben vett irdnymenti derivdltak

e

eltinnek, a szélsdérték meghatdrozdasandl jutnak szerephez.

28. 4dbra. Az irdnymenti derivalt jelentése

Ef(ﬂu + A-v°) = f(ry)

1.6.2. Megjegyzés. Amennyiben a fiiggvény elsé vdltozdjat "z’ jeldli, az
e1 = (1,0) irdnymenti derivdltat szokds "x” vdltozé szerinti parcidlis deri-
vdltnak is nevezni; ldsd 1.4.4 Definicid. Definicio szerint ha rq = (zo, Yo),
akkor

of _ f(@o + A, yo) — f (w0, y0)

2L =1
g (7000 = imy X

mely bevezetve az x = xg + \ jeldlést

0 . x, — f(xo,
yf(mo,yo) ~ lim f(z,90) — f(z0,v0)
x e T — X




1.6 Skalarmezdok 51

alakban irhato.

Az els6 vdltozd szerinti parcidlis derivdlt geometriai jelentése kétvdltozds
valds értékd fligguény esetén: az y vdltozo régzitésével elddllo felileti gorbe
érintdjének meredeksége az rz - koordindtasikkal parhuzamos sikban.

Jeldlések az elsd vdltozo szerinti parcidlis derivdltra:

31f(£0)a f{(f0)7 azf(fo)a fé(fo)

0
Dif(rg)s Sh(xy)

29. abra. Az ”x” valtozo szerinti parcialis derivalt jelentése

’ f(ﬁﬂg, yﬂ))

1.6.3. Megjegyzés. Amennyiben a fligguény mdsodik vdltozdjdt y” jeloli,
az eg = (0,1) irdnymenti derivdltat szokds y” vdltozd szerinti parcidglis de-
rivdltnak is nevezni; ldsd 1.4.4 Definicié. Definicié szerint ha ro = (2o, Yo),

akkor of £ \) = £, 0)
Y Zo,Yo + A) — J(Zo, Yo
By (%0, y0) = /1\11}6 \

mely bevezetve az y = yo + A jelolést

?(l‘o,yo) — lim f(w()a y) — f(anyO)
Y Yy=yo Y —"%Yo
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alakban irhato.

A mdsodik vdltozé szerinti parcidlis derivdlt geometriai jelentése kétvdl-
tozds valds értéki fliggvény esetén: az x vdltozd rogzitésével elddllo feliileti
gorbe érintdjének meredeksége az yz - koordindtasikkal parhuzamos sikban.

Jelolések a mdsodik vdltozo szerinti parcidlis derivdltra:

02.f(rg), fé(ﬁo)a 3yf(lo)a f{,(io)

19,
Daf (1), 85%)

30. dbra. Az 7y” valtozo6 szerinti parcidlis derivalt jelentése

1.6.4. Megjegyzés. Legyen az f:D C R? = R differencidlhatd fiigguény
adott, c eleme az f értékkészletének, és tekintsiik a c-hez tartozd szintvo-
nalat, mint sikgorbét, az r(t) = (x(t),y(t)) alakban, ahol t € [a,b]. Ekkor
Vt € [a, b] esetén az érintévektor és a gradiensvektor merdlegesek.

Indoklas: Azt kell megmutatni, hogy r'(t) e grad f(r(t)) = 0. Ez az dssze-
tett fliggvény derivdldsi szabdlydbol, melyet a 1.4.83 Megjegyzésben ldttunk,
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kovetkezik 1s:
f(z(t) =c = grad f(r(t)) e1'(t) =0,

1.6.3. Példa. Az (x,y) € R%, f(x,y) = 22 + y? figguény képe forgdsi
paraboloid. A ¢ =1 értékhez tartozd szintvonal eqy kor, igy felirhato

t € [0,27], r(t) = (cost,sint)

alakban. Ekkor 1'(t) = (—sint,cost), és grad f(z,y) = (2z,2y) miatt
grad f(r(t)) = (2cost,2sint). Igy

r'(t) e grad f(r(t)) = —2sintcost + 2sintcost = 0.

31. abra. Szintvonal érint&vektora és a gradiens

Al

1.6.1. Tétel. Legyen az f: D C R?> — R figguény differencidlhaté a D
értelmezési tartomdny r, belsé pontjdban, v € R? legyen rogzitett vektor,
és v° jeldlje a v irdnyid, egységnyi nagysdgu vektort. A v irdnyban vett
wrdnymenti derivdlt kiszdmithaté a gradiens vektor és a v° vektor skaldris
szorzataként:

Ouf(ro) = grad f(ro) e v’.
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1.6.5. Megjegyzés. A skaldris szorzat definicidjdt figyelembe véve
Oy f(ro) = llgrad f(ro)ll - ||v°|| - cos ¢,
~——
1
19y a fliggvényértékek vdltozdsi gyorsasdga a gradiensvektor irdnydban a “leg-

nagyobb”.

1.6.2. Definici6é. Ha egy f: D C R? — R fiiggvény differencidlhaté a D
értelmezési tartomdny ry = (xo, yo) belsd pontjdban, akkor a ry egy elegen-
dden kis kornyezetében lévd r = (x,y) pontra az f(r) figguényérték linedris
kézelitése

f(r) = f(ry) + grad f(ry) e (r —1g),

és az ro-beli érintdsikot az S:R? — R,

S(x,y) = f(ro) + fu(ro) - (¥ — w0) + fy(ro) - (¥ — v0)
fiiggvény adja meg.
Az érint6sik egyenlete az 1 helyen:

2= f(ro) + f2(ro) - (x — @0) + f(ro) - (¥ — %0)
azaz
fa(ro) - (x —m0) + fy(ro) - (¥ — yo) — (2 — f(ro)) =0
Mivel az n = (A, B, C) normalvektora ry = (o, Yo, z0) pontra illeszkedd sik

egyenlete
A(z — o) + By — yo) + C(z — 20) = 0,

az g = (2o, yo) helyen az (zo, yo, f(xo,y0)) pontra illeszkedd érintdsik egy
normélvektora leolvashaté a fenti egyenletbdl:

fé(f0)7fé(£o)7“1
———

grad f(ry)
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1.6.4. Példa.

x Fgy f:R — R fliggvény értékének linedris kézelitése az xq belsd pont
eqy elegendden kis kornyezetében az érintdegyenest meghatdrozo fiigg-
vény segitségével torténik.

32. abra. Linedris kozelités f:R — R tipust fiiggvénynél

~e e(q O
f(a) = e(q) Ha) T ‘

777777777777

e(x) = f(@o) + f'(xo) - (x — o)

Példaul az
{(z,y) e R*a® +y* =4, y > 0}

ponthalmaz, az origd kézépponti 2 eqység sugari "felsé” félkor, az
S [_272]7 f(.’L') =V 4— a2

fiigguény képe. Adjunk becslést f(v/2 +0.01) értékére!
Mivel f'(z) = —\/4%7, az To = /2 helyen az érintegyenest megadd
fliggvény:

e(x) = f(V2) + ['(V2) - (& = vV2) = V2 = (2 = V2)
és igy f(v2+0.01) = e(v/2 4+ 0.01) = v/2 — 0.01.
x Ha példdul az f:R? — R fiiggvény értelmezési tartomdnya a

Dy ={(z,y) € R?| 2% 92 < 4}
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halmaz és (,y) € Dy esetén f(x,y) = /4 — a2 —y>2, akkor f gra-

P

fikus képe az origo kozépponti, kettd sugari "felsé" félgomb. Mint
ponthalmaz:

{(z,y,2) eR*Ja® + 92 + 22 =4, 2>0}.

33. abra. Linearis kozelités f: R? — R tipusn fiiggvénynél

4

Z
31 P = (g, yo, f(0; ¥0))

Az vy = (x0,y0) belsé pont egy elegendden kis kirnyezetében lévd
r = (z,y) pontra az f(r) figgvényérték linedris kozelitése (az érin-
tdsikot megadd fiigguény segitségével): f(r) ~ S(r). Adjunk becslést
az f(—0.95,/2 + 0.01) értékre!

fl@y) = f(-1L,V2) + f(=1,V2) - (@ + ) + f(-1,V2) - (y = v2)

azry = (—1,v/2) pont egy kis kérnyezetében. Mivel f(—1,v/2) = 1,
fo(zy) = —m és f@’/(m,y) = _\/#T?ﬂ) igy
fla,y) =1+ (z+1) = V2 (y = V2).

Tehdt f(—0.95,4/2 +0.01) ~ 1 4+ 0.05 — /2 - 0.01 = 1.05 4+ /2 - 0.01.
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Haromvaltozos valds értéki fiiggvények

1.6.3. Definici6é. Ha c eleme az f: D C R? — R fiigguény értékkészletének,
akkor a

F={(z,y,2) €eR’|(2,y,2) € D, f(z,y,2) = c}

halmazt a ¢ paraméterhez tartozo szintfeliletnek nevezzik.
1.6.5. Példa. f(x,y,2) = /2% + y? + 22
34. abra. Szintfeliiletek
N e
SR PrP=4

veit+yr422=1

A gradiensvektorral kapcsolatos észrevételek a haromvaltozos skalarmezsk
esetén is érvényben maradnak, dtgondoldsuk hasznos gyakorléfeladat.

Magasabbrendii parcialis derivaltak

Tegyiik fel, hogy az f: D C R™ — R fiiggvénynek az r, € D belsé pont egy
kornyezetében létezik példaul az i-edik valtozod szerinti 0;f parcialis deri-
valtja. Ha ez parcialisan differencidlhaté példéul a j -edik véltozd szerint,
ugy a derivéilast elvégezve kapjuk a

9;0; f(rg) = 0j(0i f(r¢))

mdsodik parcidlis derivaltjat f -nek az r pontban az i-edik és j-edik valto-
z0k szerint (ebben a sorrendben).
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Hasonloan, ha a 0;0;f derivalt létezik r( egy kérnyezetében és ez par-
cidlisan differencidlhato példaul a k-adik véltozo szerint tugy a derivélast
elvégezve kapjuk a

0;0; f (ro) == 0k(9;0; f (rg))
harmadik parcidlis derivdltat.
Hasonl6an értelmezhetjiik a negyed- és magasabbrendi parcialis derivalta-
kat is. Egyéb jelolések a magasabbrendid derivaltakra:
_&F
al’jal'i
1.6.2. Tétel. Young tétel: Ha az f: D C R" — R fiiggvénynek az ry €

D belsd pont egy kornyezetében az 6sszes m > 2-edik parcidlis derivdltjas
léteznek és folytonosak az 1y pontban, akkor a fliggvény m-edik parcidlis

],'/i(zo)’ fa/:/jmi(fo)v aﬂﬁjaxif(f())v (7;0)

Ve

derwdltjai az v pontban a differencidlds sorrendjétol fiiggetlenek.

1.6.6. Megjegyzés. A mdsodrendi parcidlis derivdltak jelélése, amennyi-

ben x” az elsd vdltozo és y” a mdsodik:

x Az elsd vdltozo szerinti parcidlis derivdltfiigguény elsd valtozé szerinti
2
parcidlis derivdltja: fI.,  Opf, Onf, Diif, 37{, 0oL f

x A mdsodik vdltozo szerinti parcidlis derivdltfiigguény elsd vdltozd sze-
rinti parcidlis derivdltja:

0 f

1
xyJ s ) D ) a . a >

0102 f

x Az elsd vdltozd szerinti parcidlis derivaltfiiggvény mdsodik valtozo sze-
rinti parcidlis derivdltja:

0% f

wv 8281f

foes Oyafs  Ouf, Daf,

x A mdsodik vdltozd szerinti parcidlis derivdltfliggvény mdsodik vdltozo

szerinti parcidlis derivdltja: fy ., Oy, f, Oxf, Daaf, giyg, 020o f



1.7 Tébbvaltozos fiiggvények szélsGértéke 99

1.7. Tdobbvaltozoés fiiggvények szélsGértéke

1.7.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fiiggvénynek az
ro € D pontban lokélis (helyi) maximuma (minimuma) van, ha van olyan
e >0, hogy

flro) = f(z) (flro) < f(1))

teljesil minden r € Kc(ry) N D esetén.

35. abra. Lokalis szélsGértékhelyek R? — R tipusu fiiggvénynél

lokalis minimumhely lokalis maximumhely

1.7.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fliggvénynek az
ro € D pontban szigoru lokalis (helyi) maximuma (minimuma) van, ha van
olyan € > 0, hogy

frg) > f(r) (f(rg) < f(r))

teljestil minden r € K.(ry) N D, 1 # ry esetén.

1.7.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fliggvénynek az
ro € D pontban globélis (abszolut) maximuma (minimuma) van, ha

f(ro) = f(r) (f(ro) < f(r))

teljesil minden r € D esetén.
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1.7.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fiiggvénynek az
ro € D pontban szigoru globalis (abszolut) maximuma (minimuma) van, ha

fro) > f(z) (f(zg) < f(r))

teljesil minden r € D, r # r( esetén.

1.7.1. Tétel. [SzélsGérték létezésének elegendd feltétele]

Korldtos zart halmazon folytonos fligguény felveszi a fligguényértékek infimu-
mdt €s supremumdt is fligguényértékként, ami azt jelenti, hogy a fligguénynek
az illetd korldtos zdrt halmazon van minimuma és mazimuma.

1.7.2. Tétel. [SzélsGérték létezésének elsdrendi sziikséges feltétele]
Ha az f: D C R" — R fiigguénynek az rq € D belsé pontban lokdlis szélso-
értéke van és léteznek f elsd parcidlis derivdltjai ry-ban, akkor

() O1f(ro) = 02f(rg) = ... = Onf(ro) = 0.

A (%) feltételt kielégits r, pontokat az f fliggvény stacionarius pontjainak
nevezzik.

1.7.3. Tétel. [SzélsGérték létezésének elegends feltétele]
Tegyiik fel, hogy az f: D C R™ — R fiigguény dsszes mdsodik parcidlis
derwdltjar folytonosak az ry € D belsé pont egy kirnyezetében, tovabbd

O f(rg) = Oaf(rg) = ... = Onf(ry) = 0, azaz 1y staciondrius pontja f-
nek.
I. Haa oo
Q(&) = Q(hla cee 7hn) = Z Z ajazf(fo)hlh]
j=1i=1

kvadratikus fiigguény pozitiv definit, azaz Q(h) > 0 minden h €
R"™, h # 0 esetén, akkor f-nek szigora lokalis minimuma van r,-
ban.

II. Ha a Q kvadratikus fiigguény negativ definit, azaz Q(h) < 0 minden
h € R™ h # 0 esetén, akkor f-nek szigort lokalis maximuma van
ro-ban.
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III. Ha a Q kvadratikus figgvény indefinit, azaz Q(h) felvesz pozitiv és
negativ értékeket is, akkor f-nek nincs szélsGértéke ry-ban.

@ definitsége megallapithat6 az in. sarokdetermininsok elGjeleibdl:
Aq(rg) = 0101 f (1)
9101f(rg) 0102f(ro)
3201 f(rg) 02021 (1) )
01 f(rg) 02f(rg) 0103f(rg)
Az(rg) :=det | 0201f(rg) 0202f(rg) 0203f(ry)
9301 f(ro) 0302f(rg) 03095f(rg)
0101 f(rg) ... 010,f(rp)

AQ(K()) = det (

Ap(rg) = det

8nalf(f0) 8nanf(f0)
1.7.4. Tétel. [A definitség megallapitasa sarokdeterminansokkal]

x Fgy kvadratikus fiigguény pontosan akkor pozitiv definit, ha mdtrizd-
nak bal felsd sarokdetermindnsai pozitivak:

A1(rg) > 0,A2(rg) > 0,..., (1) >0

x Fgy kvadratikus fiiggvény pontosan akkor negativ definit, ha mdtrizd-
nak bal felsé sarokdetermindnsai vdltakozo eldjeliek gy, hogy Aq(rg)
negativ:

A1([O) < 0, AQ([O) > 0, Ag([o) < 0, .

x Ha egy kvadratikus fiigguény mdtrizdnak bal felsé sarokdetermindnsai
nulldtol kilonbézdek, és a fenti két eset nem dll fenn, akkor a kvadra-
tikus fligguény indefinit.
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Lokalis szélsGérték keresése (szabad szélsGérték feladatok)

1.1épés: Az els6rendd parcidlis derivélt fliggvények meghatérozésa
2.1épés: A O1f = Oof = ... = Opf = 0 egyenletrendszer megoldasa (Ugy-
nevezett stacionarius pontok - tobb ilyen pont is lehet)

3.1épés: A masodrendii parcialis derivalt fiiggvények meghatérozasa
4.1épés: A maéasodrendd parcidlis derivalt fiiggvények értékének meghaté-
rozésa a stacionéarius pontokban.

5.1épés: A stacionérius pontokhoz tartozo @) kvadratikus fliggvény definit-
ségének eldontése a sarokdeterminansok segitségével.

6.1épés: Az 1.7.3 Tétel alkalmazasa.

Feltételes szélsérték
1.7.5. Definicié. Legyen f: D C R"™™™ — R, h;:D C R"™™ — R (i =
1,...,m) adott figguények. Azt mondjuk, hogy az f figguénynek az ry € D

pontban a

hl(f) = 07 h2(£) = 07 ceey hm(ﬁ) =0
feltételek mellett lokdlis feltételes maximuma (minimuma) van, ha
hi(rg) =0, ha(rg) =0,..., hp(rg) =0

és van olyan € > 0, hogy

f(ro) = f(r) (f(ro) < f(r))

teljestil minden r € D N K. (ry) mellett, melyre
hi(r) = ha(r) = ... = hp(r) =0

1.7.5. Tétel. [A feltételes szélsGérték sziikséges feltétele]

Tegyiik fel, hogy f,hi:D CR"™™ R (i =1,...,m), az f fiigguénynek az
ro € D belsé pontban a hi(r) =0, ha(r) =0,..., hn(r) =0 feltételek mel-
lett lokdlis feltételes szélsdértéke van; tovdbbd az f és h; fiigguények parcidlis
derwadltjar folytonosak 1o egy kornyezetében és a

(Ojhi(rg)) (G=1,....n+m, i=1,...,m)
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mdtriznak van nemzérus m-edrendd aldetermindansa. Ekkor vannak olyan
ALy oy Am € R walds szamok, hogy az

F(r) == f(r) + Mhi(r) + ... + Amhm(r) (r € D)

fligguényre

A A1,..., Ay szamokat Lagrange-féle multiplikdtoroknak nevezziik, az F'
fliggvényt feltételes szélsG6érték probléma Lagrange-féle fiiggvényé-
nek nevezziik.

A feltételes szélsGérték probléma megoldasa gy torténik, hogy a

NF(r)=...=0ptmF(r) =0, hi(r) = ho(r)=... = hp(r) =0
n + 2m darab egyenletbdl 4ll6 rendszert megoldjuk az
‘T17"'7x7’l+m7)\17“'7)\m

ismeretlenekre, a kapott x1, ..., T, megoldasok adjak a feltételes szélsé-
érték lehetséges helyeit.

1.7.1. Példa. Egy szdllité cég csak olyan téglatest alaki dobozokat fogad
el, amelyeknél a leghosszabb oldal hossza és a rd merdleges oldallap keriilete
egytittesen nem haladja meg a 270 centimétert. Milyen méretek mellett lesz
a kildemény térfogata maximdlis?

A megoldashoz Jeldlje x,y, 2z a hosszat, a magassdgot és a szélességet. A
vdltozok szimmetrikus szerepére valo tekintettel tegyiik fel, hogy x > y > 0,
x> z>0.

A V(z,y,z) = xyz térfogat mazimumdt keressik az x + 2y + 2z = 270
feltétel mellett.
A Tétel jeloléseivel az f(x,y,z) = xyz fliggvény mazimumdt keressik a

hz,y,z) =x+2y+22—270=0
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feltétel mellett. Ekkor
F(x,y,z) = zyz + Az + 2y + 2z — 270).

Azx >y >0 ésx >z >0 feltételek teljesiilését az F fligguény staciondrius
pontjainak megkeresése utan direkt modon ellendrizziik.

1.7.2. Példa. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = y> + 22%y + 2* (x,y € R)
fligguény szélsdértékeit!

Megoldas: SzélsGérték ott lehet, ahol Oy f = 0o f = 0:
OLf(x,y) = dwy +42° Do f(w,y) = 2y + 22°
Az
I. 4xy+423 =0
II. 2y +22%2 =0

egyenletrendszer 1. egyenlete 4z - (y + x2) = 0 alakban irhato, melybél
kapjuk, hogy = = 0 vagy y = —a2.
Ezt visszahelyettesitve II.-be:

*x x=0=>y=0
% 1y = —x? helyettesitéssel azonossagot kapunk.

Ez azt jelenti, hogy f -nek a D = {(x,y) € R?|y = —22} halmaz elemei
lehetséges szélsGértékhelyek.

0o f(x,y) =4y + 1222 NOof(x,y) =4z

0201 f(x,y) =4z D20 f(x,y) = 2

A miésodrendii derivaltfiiggvények értékének meghatarozasa a D halmaz
pontjaiban:

0101 f(z, —acz) = —42% + 1222 = 822 0102 f (x, —a:2) =4z

0o f(x, —a%) =dx  0y0xf(z, —x?) =2



1.7 Tébbvaltozos fiiggvények szélsGértéke 65

Mivel det

8x? Adx
dr 2

) = 1622 — 1622 = 0,

a sarokdeterminénsok segitségével nem tudjuk eldénteni, hogy az (z, —2?)
pontok szélstértékhelyek-e vagy sem.

Az f fiiggveny f(z,y) = y? + 222y + 2* = (y + 2%)? alakban irhato, igy
konnyen lathato, hogy értékkészlete a nemnegativ valés szdémok halmaza.
A minimum értéke igy 0, melyet f a D halmaz pontjaiban vesz fel.

36. dbra. Az f(x,y) = y? + 22%y + 2* fiiggvény grafikus képe

)
'l

1.7.3. Példa. Hatdrozzuk meg a 2x+y—z—>5 = 0 sik origéhoz legkdzelebbi
P = (x,y, z) pontjdt!

Megoldas: |OP|-t kell minimalizalni a 2z 4+ y — z — 5 = 0 feltétel mellett.
Mivel

0P| = /(x = 0)2 + (y — 0)2+ (2 — 0)2 = Va2 + 42 + 22,
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igy |073|—nek ott van minimuma, ahol az f(x,vy,2) = 2 +y? + 22 fiiggvény-
nek. Feladatunk tehat az f(z,y, 2) = 22 + y? + 22 minimumanak meghata-
rozasa 2x +y — z — b = 0 feltétel mellett.

2r+y—2—-—5=0 = z=2x+4+y-—35,

azaz a h(z,y) = f(z,y,2z +y —5) = 22 +y*> + (2 + y — 5)? fiiggvény
minimumét keressiik.

SzélsGerték ott lehet, ahol 0 h = doh = 0:
Oih(z,y) =2x+2- 2z +y—>5)-2=10x + 4y — 20
Ooh(z,y) =2y+2-2x+y—5)-1=4x+4y — 10
I. 10z +4y—20 =0
II. 4z +4y—10 =0

egyenletrendszer megoldésa: x = g, Y= %, ezért h-nak ary = (%, %) helyen
lehet szélsGértéke. A mésodrendi derivéltfiiggvények:

8181h(a:,y) =10 8182h(x,y) =4
6281h(x, y) =4 agth(J}, y) =4

Mivel
alaﬂl(fo) =10>0 ¢és

10 4
det( 4 4>—40—16>O,

ro minimumhelye h-nak. Mivel

5 5 5 5 5 9 595 5
h :h _—— = _— - 2.7 7_5 — i p—
(KO) (376> f<3767 3+6 ) f<3767 6)7

igy P= (g, %, —%) minimumhelye f -nek. Ekkor

. 5\2  /5\? 5\ 2 150
Pl=4/(2 2 “2) =/ 2~ 2,04
om= [ (3) () + (-3) = B =2
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1.7.4. Példa. Egy elhanyagolhatd vastagsdgi korong alakja az 2% +y?> < 1
egyenldtlenséggel jellemezhetd. A korongot gy melegitjik, hogy a hémér-
séklet az (x,y) pontban: T(x,y) = x® + 2y*> — x. Taldljuk meg a korong
legmelegebb és leghidegebb pontjat!

Megoldas: A
T(z,y) =22 +2* -z

fiiggvény abszolut szélsGértékeit keressiik az 22 + y? < 1 feltétel mellett,
azaz az origd kozépponti egység sugari zart D korlapon.

(D ={(z,y) € R?a® +y* <1})

D korlatos zart halmaz, ezért a T folytonos fiiggvény felveszi e halmazon
a maximumat és minimumat is; vagy D belsejében (D?) lokalis szélsGértek
formajaban, vagy D hataran: 22 + y? = 1.

1. SzélsGérték keresése a D° halmazon:

T (x,y) =2x—1 0T (x,y) =4y

I. 2x—1=0
II. 4y =0
Az egyenletrendszer megoldasa x = %, y = 0, igy szélsGérték lehet az

Ty = (%, O) € D? helyen. A masodrendd derivaltfiiggvények:
(91(91T(a:, y) =2 8182T(x,y) =0
82(91T($, y) =0 6282T(x, y) =1

Mivel
8181T(z0) =2>0 és det ( 2

1o lokalis minimumhelye T-nek és T'(ry) = T (3,0) = —1.
II. SzélsGérték keresése D hatarén:
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A T(z,y) = x? + 2y — z fiiggvény abszolut szélséértékeit keressiik az x2 +

y? = 1 feltétel mellett, azaz az origd kozéppontu egység sugart zart K

korvonalon.

(K ={(z,y) e R*|z” +¢* = 1})

K korlatos zart halmaz, ezért a T folytonos fiiggvény felveszi e halmazon a
maximumét és minimumat is. Mivel

P?+yP=1 = y¥=1-22
igy a t(x) := 22 +2(1 —2?) —2 = -2 — 2+ 2, z € [-1,1] fiiggvény
szélssértéket keressiik a [—1, 1] korlatos, zart intervallumon.
* szélsGertek keresése | — 1, 1[-on:

t()=-20-1t(z)=0& z=—1
t” (—%) =-2<0 = z = —3 lokilis maximumbhelye t-nek

Mivel y = £v1 — 22, fgy 2 = —1 esetény:i\/l—%:ig.

Bior 7 (L Y3 _p( L _V3)_9
22 2 2 )71

* értékek a [—1,1] hataran:
r=-1 =>y=0¢é T(-1,0)=2
xr=1=>y=0¢és T(1,0)=0
Osszegezve az eddigieket: A

1 1
T(-1,0)=2, T(1,0)=0, T <2,0> ==

r (_1/3) _ <_1,_ﬁ> 9
2" 2 2 2 4

adatok kozott a fentiek miatt 7" abszoltt minimuma és maximuma is szere-
pel. A korong leghidegebb pontjanak koordinatai: (%, 0), a korong legme-

legebb pontjanak koordinatéi: (—%,§> és (—%,—@).
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1.8. Vektormezdk

A 1.4.5 Definicioban emlitettiik, hogy az R" — R" tipusu fiiggvénye-
ket vektormezSknek szokds nevezni. Az ilyen tipusu fliggvények igen fontos
szerepet toltenek be a fizikdban, az ugynevezett mez&elméletekben. Vektor-
mezdt adunk meg, mikor egy aramlo folyadék részecskéinek helyvektoraihoz
hozzérendeljiikk a sebességvektorokat, vagy példaul egy er6tér pontjainak
helyvektoraihoz hozzarendeljiik az adott pontban felléps erGvektort (hiszen
az adott pontban az er6nek nagyséiga és irdnya van) a magneses vagy a gra-
vitacios mezében. Itt foként R3 — R? tipust vektormezével foglalkozunk.

1.8.1. Megallapodas. A v : D (C R3) — R? vektormezdket a tovdbbiak-
ban
v(r) = vi(r)i +va(r)j + v3(r)k

alakban fogjuk megadni, ahol a vy, ve, vs skaldrmezék (hdromuvdltozds valds
értékd figguények) a v vektormezd koordindtafiggvényei.

Koordinatas alakban:
Q(ZE, Y, Z) = (Ul(‘ra Y, Z)a UQ(:L'a Y, Z)a ’03(x, Y, Z)) ('1"’ Y, Z) eD

vagy
U1 (x’ Y, Z)
Q(l’,y,Z) = 1)2(.71,3/,2’)
U3 ('T’ Y, Z)
A 1.4.2 Tétel értelmében ha egy v vektormezd differencidlhato, akkor a vy,
vo, v3 koordindtafiiggvényei, mint skalarmezsk differencidlhatok, és

Ovi(r) Ooui(r) Osvi(r)
V(r) = iva(r) Gava(r) dsuva(r)
vs(r) Ovs(r) Osvs(r) /.. 4

Az 1.4 alfejezetben leirtak értelmében ha a v : D (C R?) — R? fiiggvény
differencidlhaté a D értelmezési tartomany r, belsé pontjiban és r "elég
kozel” van ry-hoz, akkor v(r)—v(ry) = v'(ry) - (r—ry), azaz Av =~ v/'(ry)-Ar.
Ezt alkalmazzak tobbek kozt a szilardsagtanban is, mint ahogy azt az alabbi
példa mutatja.
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1.8.1. Példa. Terhelés hatdsdra a szildrd test pontjai elmozdulnak. Az el-
mozduldsokat egy koordindtarendszer, azaz egy O vonatkoztatdsi pont és egy
{i,J,k} jobbsodrdsi ortonormdlt bizis rogzitése utdn

R} 5 RS r— v(r)

tipusi fiigguénnyel, vektormezdvel adhatjuk meg. Ez a szildrd test eqy Py
pontjinak r helyvektordhoz az elmozduldsvektort rendeli. Ezt a vektormezdt
elmozduldsmezdnek szokds nevezni. Mivel v(r) = v(ry) + v/'(ry) - Ar, igy

merevtestszeri mozgds

eltolédds  elemi szdgelfordulds alakvdltozds

—— —
v(r) = w(ry) + Up, - Ar + Ap, - Ar

)

ahol
Up, = 5 - (¥ (o) — ¥'(ro)")

az un. forgatdé tenzor ferdeszimmetrikus mdtriza;

Ap, = 5 (v'(ro) + Q/(EO)T)

pedig az un. alakvdltozdsi tenzor szimmetrikus mdtriza.

Adott vektormez6 (pl. sebességtér az aramlo folyadékban, térerGség az
elektromos erétérben) esetén a differencialhédnyados métrixanak elemei fiig-
genek a koordindtarendszer megvélasztasatol. Az aldbbiakban két olyan
jellemz6t adunk meg, melyek a differencidlhdnyados métrix elemeibél sza-
mithatok, de invaridnsak a koordinatarendszer megvéltoztatasaval szemben,
és kozvetlen fizikai tartalommal birnak.

1.8.1. Definicié. A divergencia egy adott pontban egyenld a pontbeli differen-
cialhdnyados-mdtrix fédtldgjaban dllo elemek Osszegével:

div v(ry) = O1v1(ry) + Gava(ry) + d3vs(ry)-

Ha divv =0, akkor a vektormezdt forrdsmentesnek mondjuk.
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1.8.1. Megjegyzés. Ha bevezetjik a szimbolikus V := (01,02,03) nabla
vektort, akkor a divergencia a kévetkezdképpen irhato fel:

divv = (01,02,03) ® (v1,v2,v3) =V euv

Természetesen a V vektornak énmagaban nincs értelme, de mint miveleti
operator, segitségiinkre lehet az Gsszefiiggések konnyebb megjegyzésében.

1.8.2. Definici6. A rotdcid egy adott pontban:

rot v(rg) = (O2v3(rg) —03v2(ry)) i+ (9301 (rg) —01v3(1g)) j+(01v2(rg) —O2v1 (1)) -k

Ha rot v =0, akkor a vektormezdt orvénymentesnek mondjuk.

i j k
rotv=|9; O 03 |=Vxuw
v1 V2 U3

1.8.2. Megjegyzés. A rotdcidvektor koordindtdi téltik ki a derivdltmdtriz
ferdeszimmetrikus részének sorait, oszlopait; ldsd 1.8.1 Példa: Vp,.

Fontos kérdés, hogy egy vektormezd mikor adodott derivalas utjan. Az
ilyen vektomezsSket potencidlosnak mondjuk. Pontosabban két esetet kii-
lonbdztetiink meg.

1.8.3. Definicié.

x Egy v vektormezdt skaldr-potencidlosnak mondunk, ha létezik olyan f
skaldrmezd, melynek gradiensvektora éppen v, tehdt v = grad f.

x Fgy v vektormezdt vektor-potencidlosnak mondunk, ha létezik olyan w
vektormezd, melynek rotacidvektora éppen v, tehdt v = rot w .

Példa érvénymentes vektormezdére a

Q(xa Y, Z) = (J), Y, Z)
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helyvektormezs. Mivel a differencidloperdtorok ,keresztben” hatnak, ezért
nyivanvald, hogy a rotaciovektor elgéllitasaban szerepld valamennyi parciélis
derivalt zérus. Ez a vektormezd az

1
p(‘r)yv Z) = 5(:52 + y2 + 22)

fliggvény gradiense, azaz vy = O1p, vo = OJap, vs = J3p. Mivel a parcidlis
differencialasnél (alkalmas feltételek mellett) a sorrend felcserélhetd, ezért
kénnytd latni, hogy minden gradiensvektormezd orvénymentes. Példaul az
elsé koordinatafiiggvény

dovg — O3v9 = 02(03p) — 03(02p) = 0, stb.

Konnyen igazolhato, hogy skalarpotencidlos vektormezk rotacidja zé-
rusvektor, a vektor-potencidlos vektormezdk divergencidja zérus:

rot grad f =0 div rot w =0

Mindkét Gsszefiiggés a vegyes parcialis derivaltak egybeesésérdl szolo Young
tételbdl kovetkezik.

1.8.3. Megjegyzés. A divergencia legszemléletesebb jelentését az dramlds-
tanban nyeri el. Megmutatja az dramldsi tér pontjainak kis kornyezetében
(térfogatelem) a be - és kidramlo folyadék mennyiségi viszonyait.

A rotdcid megmutatja, hogyan érvénylik a folyadék az dramldsi tér pontjai-
nak kis kornyezetében.

Az analizis fontos differencialoperatora az un. Laplace-operator (jele: A),
mely megadja egy skaldrmez6 tiszta masodrendd parcidlis derivaltjainak
Osszegeét:

Af:=div(gradf).
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2. Integralszamitas

Az elméleti miszaki szamitasoknal szamtalan esetben integralni kell.
Ha egy M) mennyiség fiigg egy masik My mennyiségtdl és az M mennyiség
M>s-re vonatkoztatott valtozasi gyorsasdga mérhets vagy szamithato, akkor
az M mennyiség integralassal szamithat6. Erre lathatunk példakat R — R
tipusu fiiggvények esetére az aldbbi tablazatban abban az esetben, amikor
az M, mennyiség az idé6.

Valtozasi gyorsasag az iddre Mennyiség
vonatkoztatva
pélyasebesség (v,[m/s|) péalyakoordinata (s, [m])
teljesitmény (P, (J/s=W)) rendszer altal leadott/
felvett energia (E, [J])
aramerGsség (I, [C/s=A]) adott keresztmetszeten ataramlott
toltésmennyiség (Q, [C])

Ha egy tartoméany pontjaiban ismert egy mennyiség stirtisége, akkor a mennyi-
ség oOsszértéke szintén integraldssal szamithato. (Ha a stirtiség nem éllando,
akkor csak integralassal szamithato). Ilyen stirtiség jellegii mennyiségek pél-
daul: a tomegstirtseég, az elektromos toltéssiriség, az erdsiirtiség (nyomas),
az energiastiriiség, a fluxusstriiség.

Bizonyos geometriai jellemzdk (példaul teriilet, térfogat, ivhossz, felszin)
és nyomatékok (példaul: statikai nyomaték, tehetetlenségi nyomaték) szin-
tén integralassal szamithatok. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy feliiletek,
és igy feliiletekkel hatarolt testek is tobbvaltozos fliggvények segitségével
adhatok meg. Igy altalaban a fent felsorolt jellemzsk “tobbes” integrallal
szamithatok.

2.1. Kettss- és harmas integral
2.1.1. Definicio. R2-ben az
I = [a1,b1] X [ag,b2) = {(z,y) € R?, 2 € [a1,b1], y € [az,bo]}

halmazt kétdimenzds intervallumnak nevezzik.
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37. 4bra. Kétdimenzios zart intervallum

A kétdimenzios intervallum meértékén az Al = (by — aq1) - (b — a2) szamot
értjiik. (Ez épp a téglalap tertilete.)

2.1.1. Megallapodas. Amig mdst nem mondunk, a tovdbbiakban I kétdi-
menzids zdrt intervallumot jeldl.

2.1.2. Definici6. A d = {1, I,..., I} intervallumrendszert az I eqy be-
osztisdnak nevezzik, ha

x hUlLU...UlL=1
* Ifﬁ[;zw, hai#j (i=1,...,k,j=1,...,k).

( I° az I intervallum belsé pontjainak halmazdt jeloli )

38. abra. Kétdimenzids zart intervallum egy beosztasa

a2p-- |
| |

I ay by

Jeloljitk D(I)-vel az I Gsszes beosztasanak halmazat.
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Az egyvaltozos esethez hasonloan legyen f:I C R? — R korlatos fiigg-
vény, d az I intervallum egy beosztasa, és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

m; = inf f(I;) és M; =sup f(L;) (i=1,...,k).

(Ha f folytonos, akkor m; a fiiggvény legkisebb értéke (minimuma) az I;
intervallumon, M; a fiiggvény legnagyobb értéke (maximuma) az I; inter-
vallumon.)

A
Zml Al és S(f,d) ZM AL

Osszegeket az f fliggvény d beosztashoz tartozé also ill. fels§ Gsszegének
nevezziik, mig tetszéleges r; € I; pontokra a

k

o(f.d) = flr;)- AL

i=1

szamot az f fliggvény d felosztashoz tartozo integralkozelité 6sszegének ne-
vezziik.

2.1.1. Megjegyzés. Az integrdlkozelitd dsszeg tagjai olyan szorzatok, me-
lyek egyik tényezdje a fiigguény eqy értéke, a mdsik tényezdje a felosztasban
szerepld eqy téglalap terilete. Igy az integrdlkozelitd Gsszeq tagjai téglatestek
(eldjeles) térfogataiként is felfoghatdk.

2.1.1. Tétel. Ha f: I — R korlatos figguény, akkor
* Vd és VO'(f, d)—re: 8(f7 d) < U(f? d) < S(f? d);

x s(f,dy) < s(f,d2) és S(f,d1) > S(f,d2), ahol dy a dy beosztds fino-
mitdsa, azaz da a dy intervallumrendszer tagjainak beosztdsaibol dll;

* leadQ_Te: S(f7 dl) S S(fa d2)
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39. dbra. Alsé - és felsG Osszeg egy-egy tagjanak jelentése

2.1.1. Kovetkezmény. Az alsé integrdlkozelité osszegek halmaza felilrél
korldtos. A felsd integrdalkozelitd dsszeg halmaza alulrdl korldtos.

2.1.3. Definicio. Az f: I — R korldtos fiigguény alsd integralkozelitd dssze-
gei halmazdnak

1 g

deD(I)

pontos felsd korldatjdt az f fiigguény also integrdljanak nevezziik.
Az f: 1 — R korldtos fiiggvény felsé integrdalkozelitd osszegei halmazdnak

= £ S(
/ delgl) (£.4)

1

pontos alsé korldtjdat az f fiigguény felsd integrdljdnak nevezzik.
2.1.2. Megjegyzés. Ha f:1 — R korldtos fiigguény, akkor az f also és

felsé integrdlja valds szamok; és [ f < ff
-1 I

2.1.1. Példa. Ha f konstans fiiggvény, azaz f(x,y) = c¢ (x,y) € I, akkor

jlf:j;’f.
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2.1.2. Példa. Ha
_J 1 (zy)el; z,yeQ
fay) = { 0 :(z,y) €I eqyébként,

akkor [ f# [ f.
-1 1

2.1.4. Definicié. Ha az also és a felsd integrdl eqyenld, akkor azt mondjuk,
hogy az f fliggvény Riemann-integrdlhaté az I intervallumon. Az alsé és a
felsd integralok kozos értékét az f fiigguény I intervallumon vett Riemann-
integralyanak nevezzik.

Jele: [, f vagy [; f(x,y)dxdy, és szokdsos még: [ [; f

2.1.2. Tétel. Ha f: I — R egy megszdmldlhaté halmaztol eltekintve folyto-
nos, akkor Riemann-integrdlhato.

2.1.3. Tétel. Egy korldtos f:1 — R fiiggvényre akkor és csak akkor telje-
stl, hogy Riemann-integrdlhato és integrdlja I, ha Ve > 0-hoz van olyan d
felosztds, amelyhez tartozoé barmely o(f,d) kozelité dsszegre |o(f,d)—1| < e.

2.1.4. Tétel.

x Ha f integrdlhato az I intervallumon, akkor a c- f fiigguény is és

/Ic‘f(r)dr=c-/lf(r)dr

x Ha f és g integrdlhatok az I intervallumon, akkor az f + g fiiggvény

is és /I(J“Fg) () dr = /If(r) dr—l—/lg(T) dr

x Ha f és g integrdlhatok az I intervallumon, akkor az |f| és f - g figg-
vények is, tovdbbd, ha |g(r)| > § > 0 minden r € I-re, akkor f/g is
integralhato.
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x Legyen g integrdlhato az I intervallumon és legyen f valds értékd foly-
tonos figguény egy olyan [a, B] zdrt intervallumon, amely tartalmazza
g értékkészletét (vagyis a g(I) halmazt). Ekkor f o g is integrdlhato
I-n.

2.1.5. Tétel. [Az integral additivitasa] Ha az {I1,I2,..., I} interval-
lumrendszer az I intervallum eqy beosztdsa, és az f:1 — R fiigguény integ-
rdalhato az I, Is, . .., I intervallumokon, akkor f integrdlhaté az I interval-

lumon is és [, f = Zle fll_f.

2.1.6. Tétel. Ha az f:1 — R fiigguény integrdlhatd az I intervallumon,
akkor integrdlhato bdrmely J C I részintervallumon is.

2.1.7. Tétel. [Az integral monotonitasa] Ha az f:I - Résag: I - R
fiiggvények integrdlhatok, és f(r) < g(r) har €I, akkor [, f < [, g

2.1.8. Tétel. [Az integralszamitas kozépértéktétele]
Ha az f:1 - R és a g:I — R figguények integralhatok, g(r) > 0, ha
r €1 és van olyan m, M € R, hogy

m< f(r)<M (rel),

m~/lg§/lf-gSM-/]g'

2.1.9. Tétel. [A szukcessziv integralas tétele kettds integralra| Le-
gyen I = [a1,b1] X [ag,b2] C R? kétdimenzids zdrt intervallum. Ha az
f:1I — R folytonos, akkor az f fiiggvény I-n vett kettds integrdlja meg-
hatdrozhato két egyvdltozds integrdl eqymds utdani kiszdmitdsdval az aldbbiak

szerint: by by
| [ pdsay= [ ( i fap)de) dy
//If(fc,y) drdy = /: ( azzf(x,y) dy> dx

amennyiben a megfeleld "szekcidfiigguények" integrdlhatdk.

akkor

vagy
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szukcessziv = egymaésra kovetkez6
A kettds integral kiterjesztése

Tekintsiik a H C R? korlatos halmazt és legyen f: H — R korlatos fiiggvény.
Legyen tovabba az fr:R? — R olyan, hogy

| f(z,y) c(x,y) € H
fH(x’y)_{ 0 :(x,y)eg@/RQ\H

Legyen I kétdimenziés zart intervallum ugy, hogy H C I. Az f fiiggvényt
Riemann-integralhatonak mondjuk H felett, ha létezik az [ [ fy integral,

[ 7] |

szamot az f fliggvény H feletti integraljanak nevezziik.

2.1.3. Megjegyzés. A H(C R?) sikidom teriilete :

)= [ [ 1dody

Harmas integral
2.1.5. Definicié. R3-ban az I = [a1,b1] X [a2,b2] X [ag,b3] =
= {(z,y,2) €R?, x € [a1,b1], y € [az, b2, 2 € [az, b3]}
halmazt haromdimenzds intervallumnak nevezzik.
Meértéke: AI = (by —ay) - (ba —ag) - (bs —ag). A harmas integralt hasonléan

definaljuk mint a kett8s integrélt.

A kettds integralnal felsorolt tételek a harmas integréalra is érvényben
maradnak.
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40. 4bra. Haromdimenziés zart intervallum

2.1.10. Tétel. [A szukcessziv integralas tétele harmas integralra]
Legyen I = [ay,b1] X [ag, ba] X [ag, b3] C R hdromdimenzids zdrt intervallum.
Ha az f:1 — R folytonos, akkor az f fiigguény I-n vett hdrmas integrdlja
meghatdrozhato hdrom egyvdltozds integrdl egymds utdni kiszdmitdsdval az
alabbiak szerint:

///If(a:,y,z) dxdydz:/ajg (/b2< : F(9,2) da;) dy> iz

amennyiben a megfeleld "szekcidfigguények" integrdlhatdk.
Ez a lehetséges 6 eset koziil az egyik sorrend.
A harmas integral kiterjesztése

Tekintsiik a H C R3 korlatos halmazt és legyen f: H — R korlatos fiiggvény.
Legyen tovabba az fr: R3 — R olyan, hogy

_ | flzy,2) (z,y,2) €H
fH(x>y>z)_{0 :(x,y,z)€R3\H

Legyen I haromdimenziés zart intervallum ugy, hogy H C I. Az f fiigg-
vényt Riemann-integralhaténak mondjuk H felett, ha létezik az [ [ [, fu

integrél, és az
[1)=]]

szamot az f fiiggvény H feletti integraljanak nevezziik.
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2.1.4. Megjegyzés. A H(C R3) test térfogata :

o(H) = / / /H 1 dadyds.

81
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2.2. Integralas normaltartomanyon

2.2.1. Definici6. [x tengelyre vonatkozoé (sikbeli) normaltartoméany]|
Ha f1, fa: [a,b] — R folytonos fiigguények és f1(x) < fo(z), x € [a,b], akkor
a

H={(z,y) eR*la <z <b, fi(z)<y< fa(x)}

halmazt az x tengelyre vonatkozé normdltartomdnynak nevezzik.

2.2.2. Definicio. [y tengelyre vonatkozoé (sikbeli) normaltartoméany]|
Ha g1, g2: [a,b] — R folytonos figgvények és g1(y) < g2(y), y € [a,b], akkor
a

H={(z,y) eR’la<y<b, gi(y) <z < ga(y)}

halmazt az y tengelyre vonatkozé normdltartomdnynak nevezzik.

2.2.1. Példa. Ugyanazt a tartomdnyt felirhatjuk “z” tengelyre vonatkozo és

"y” tengelyre vonatkozé normdltartomdnyként is.

41. abra. Sikbeli normaltartomanyok

1

x "z’ tengelyre vonatkozd normdltartomdnyként:
a=0,b= 1, fl(l') = IL‘Q, fQ(l') =z

x y” tengelyre vonatkozd normdltartomdnyként:

(I:O, b:17 gl(y):ya 92(y):\/§
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2.2.1. Tétel. Integrdlds x tengelyre vonatkozé (sikbeli) normdltartomdnyon:

[ | s dzay = [ ’ ( / f(()) f(a,y) dy) di

2.2.2. Tétel. Integrdlds y tengelyre vonatkozo (sikbeli) normdltartomdnyon:

[ [ oty = [ ’ ( /::?)f(fc,y)dfc> dy

2.2.2. Példa. f(z,y) = 2 + o2,

H={(z,y) eR|0<z<2 0<y<—z+2}

V= ffH asydasdy—fo (f0x+2 2+y2dy)d

42. abra. Térfogat

2.2.1. Megjegyzés. [Normaltartomany teriilete:] Az z tengelyre vo-
natkozd normdl tartomdny esetén:

H)Z//Hldxdy:/ab</j:))ldy) ( /f2 (z)d )
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2.2.3. Definici6. [Térbeli norméaltartomany| Legyen D C R? korldtos
zdrt halmaz és hy,ha: D — R folytonos fiigguények, gy hogy hy(z,y) <
ho(z,y) ha (z,y) € D. Ekkor a

H={(z,y,2): (z,y) € D; li(z,y) < 2 < ha(,y)}
ponthalmazt D feletti z tengelyre vonatkozd normdltartomdnynak nevezziik.

2.2.3. Tétel. Ha f: H — R folytonos fiiggvény, akkor

/// // (/’My? xy,z)dz> da dy.

2.2.3. Példa. Hatdrozzuk meg annak a testnek a térfogatdt, melyet a z =
3—a2—y? és az = 2%+ 2y% implicit alakban adott feliiletek hatdrolnak!
A 48. dbrdn ldthatd a megadott paraboloidfeliiletek dltal hatdrolt test. A két

43. abra. Térbeli normaltartomany

feliilet metszésvonala rajta van egy un. elliptikus hengerfeliileten. Valdban,
az hi(x,y) = 22 + 2% és a ho(x,y) = 3 — 2% — y? fiiggvények értékei
azokon a helyeken egyeznek meg, ahol hi(z,y) = ho(x,y), azaz teljesil a
22+ 2y? = 3 — 22 — 2. Ebbl rendezés utdn kapjuk, hogy
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amely eqy a = /1.5 fél nagytengelyd és b = 1 fél kistengelyd ellipszis egyen-
lete az xy-sikban, mig a 2" koordindtdra nincs korldtozo feltétel. Figyelembe

véve a 2.1.4 Megjegyzést és a 2.2.3 Tételt a két felilet dltal hatdrolt test tér-
fogata:

379327y2 3
= ldz | dexdy = x_y drd
Ve f L 1) o= [ [ B e

ahol D az %25 +y? =1 egyenleti ellipszis dltal hatdrolt sikbeli tartomdny.
Muvel

2 2
D= {(az,y)€R2|—\/1.5§x§\/1.5, —Wl—%gyg \/1—f5}

“r” tengelyre vonatkozo normdltartomdny, igy a 2.2.1 Tételt alkalmazva

V15 1—— I )
V:/ / —3y“dy | de =
—V1.5 \/1—ﬁ

VI5 [ -2
:/ (3—21‘2)-y—y3} dr =
—vist Vi

V15 2 23
:2-/ (3—23;2)-\/1—5”—\/1—37 dz.
~Vis 1.5 1.5

Most © = /1.5 - sint helyettesitéssel élve dz =+ 1.5-cost és

jus

V:'/2

us
2

3
((3 —2.1.5-sin%t) - V1 —sin?¢t — V1 — sin?¢ >~\/1.5-costdt =

= '/2 (3- (1 —sin®t) - cost — cos®t) - V1.5 costdt =

us
2
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Jus

:4.\/5./2

cos* tdt = 4-\/1.5~/2 (cos? ) dt =
-3

s
2

311 2
:4-\/1.5'/2 (2—1—2008(275)) dt =
-3

2101 1
:4-\/1.5-/2 Z+§cos(2t)+icosz(2t)dt:
—3

21 1 1 /1 1
:4-\/1.5-/_24+2cos(2t)+4' <2+2cos(4t)> dt =

1 1
:4-\/1.5-/2 g+§cos(2t)+§cos(4t)dt:

3. 1. 1. 2
=4-Vv15- [St = 1 sin(2t) 4+ 3 bln(4t)]

_4\/ﬁ(zg_<_g72r>> 3-v15
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2.3. Gyakorlati alkalmazasok

2.3.1. Példa. [Valtozo stiriségi vékony lemez tomegének megha-
tarozasa:| ha a H C R? siklemez feliileti témegstrisége p: H — [0, +00),

akkor a test tomege:
m = // p(r,y) drdy.
H

Ha p = pg dllando, akkor a siklemez homogén. Ekkor

m=po-// Ldzdy = po - t(H)
H

2.3.2. Példa. Az /4. dbrdan ldthatd hdromszdg alaki vékony lemez feliileti
témegsirisége az (x,y) pontban: p(x,y) = 6x + 6y + 6 [g/cm?]. Mennyi a
lemez tomege?

44. abra. Vékony lemez

=2

m= [ [, plx,y) dedy = [ ( 02$6$+6y+6dy) do =

2

1 2x 1 2
2
:/ 6:Uy+6y—+6y dm:/ 6x~2x+6-(x) +6-2zxdxr =
0 2 0 0 2

1
= [y 122% +122% + 120de = [24- 5 +12- 5| =8+6-0=14[g].

2.3.3. Példa. Silypont koordinatainak meghatarozasa, ha ismert
a stirtiségfiiggvény: ha a H C R? siklemez siriségfiggvénye
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p: H — [0,400), akkor az S = (zg,ys) silypont koordindtdi

_ I gz plx,y) dedy _ [ yy-p(z,y)dedy
[ oy dedy 75~ [ [ p(w,y) dedy

2.3.4. Példa. A mdsodrendid nyomatékokat tobbek kozott rudak hajlitdssal
szembeni ellendlldsdnak és lehajldsdnak szamitdsdra haszndljak, ahol a rid

keresztmetszete,azaz eqy sikidom, kitiintetett figyelmet kap. Az "x”, valamint

az y” tengelyre szdmitott mdsodrendd nyomatékok:

I—//y - p(z,y) dedy I—// p(x,y) dedy

2.3.5. Példa. Valtozo stiriiségi test tomegének meghatarozasa: ha
a H C R3 test siriségfiigguénye p: H — [0,+00), akkor a test témege:
m = [ [ [yp(x,y,z)dedydz. Ha p = po dllandd, akkor a test homogén.

Ekkor
m:p0~/// 1ldxdydz = po - v(H).
H

2.3.6. Példa. Sulypont koordindtainak meghatarozasa, ha ismert
a stirtiségfiiggvény: ha a H C R? test siriségfiggvénye p: H — [0, +00),
akkor az S = (xg,ys, zs) stulypont koordindtdi

_ Sy ey, 2)dedydz [ [ [y ey, 2) dedydz
I [yp(e.y 2 dzdydz % = [ [ [ pla,y.z) dedydz

_ [ [z p(x,y,2) dedydz
fffH p(x,y, z) dedydz
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2.4. Integraltranszformacio

Legyen D C R? nyilt halmaz, és h: D — R? folytonosan differencial-
hat6. Legyen tovabba H C D korlatos zart halmaz és h injektiv H bels6
pontjainak halmazan. Ha az f: h(H) — R fiiggvény korlatos, akkor

[ rayydedy= [ fnis0)-|detn' (s, )] dsae
h(H) H

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a maésik is és a
kettd egyenls.

45. &dbra. Integraltranszformacio

h(s,t) = (z(s,t),y(s,t))
y t

h(H) H

Sikbeli polarkoordinatak

Rogzitve egy O pontot és egy O kezdGpontu félegyenest a sikon a sik barmely
P pontja egyértelmii modon azonosithat6 az O ponttol valo tavolsag (jelolje
r), és az adott félegyenessel bezart iranyitott szog segitségével (jelolje a).
Az O pontot pélusnak, az adott félegyenest polartengelynek nevezziik.
Az (r,«) rendezett part a P pont polarkoordinatainak mondjuk. (lasd
46 4bra.)

2.4.1. Megjegyzés. Osszefiiggések az (x,y) Descartes-féle derékszogi és
az (r,«) poldrkoordindtik kozott:

x dttérés poldrkoordindtdrol Descartes-féle koordindtdkra:

r=r7-cosq, Y=r- -sinw
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46. abra. Polarkoordinatak és Descartes-féle koordinatak
P= (r9 a)
rZ |OP|

e) a
polus polartengely

x dttérés Descartes-féle koordindtdkrdl poldrkoordindtdkra:

r =2+ 2, tga:%

47. abra. Korszerd tartomany
y=v3 -z

A 47. dbran lathaté T korszerid tartomény esetén

H:{(r,a)€R2|1§r<2, %gagz}

Korszertd tartomanyokon val6 integralasokkor az tin. polarkoordinatés he-
lyettesitést hasznaljuk.
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2.4.1. Tétel. [Polarkoordinatas helyettesités]

Legyen h(r,a) = (r - cosa,r - sina) minden r,o € R esetén. Ha a H C
[0,00) x [0,27] halmaz kétdimenzids zdrt intervallum és az f:h(H) — R
fiiggvény korldtos, akkor

f(z,y)dzdy :/ f(r-cosa,r-sina)-rdrdo
h(H) H

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a mdsik is és a
kettd egyenld.

2.4.2. Megjegyzés. Ekkor

|det b/ (r, )| =

sinae  r-cosa

det( cosa —r-sina )‘ Y 4

A hengerkoordinata-rendszer

A hengerkoordinata-rendszer tulajdonképpen az "xy” sikbeli polarkoordina-
tarendszer kib&vitése a "z”-tengellyel; pontosabban a Descartes-féle harma-
dik koordinataval.

48. dbra. Henger- és Descartes-féle koordinatak

2.4.3. Megjegyzés. Osszefiiggések az (x,vy,z) Descartes-féle (derékszoqi)
és az (1, o, z) hengerkoordindtdk kozott ugyanaz, mint a sikbeli poldrkoordi-
ndtdknal.
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Az integraltranszformacio R? — R tipusu fiiggvények esetén hasonléan mii-
kodik, mint az R? — R tipustiaknal. Ha Descartes-féle koordinatakrol hen-
gerkoordinatdkra tériink at, akkor

cosa —r-sina 0
|det ' (r,a, z)| = |det | sina  r-cosa 0 =r,
0 0 1
igy dx dy dz helyett r dr daodz-t frunk.
A g6mbi koordinatak
A gbémbi koordinatak a tér pontjait két szoggel és egy tavolsaggal jellemzik:
P = (p,p,a) € [0,+00[x[0, 7[x[0, 27 (lasd 49. &bra).

49. Abra. Gombi- és Descartes-féle koordinatak

2.4.4. Megjegyzés. Osszefiiggések az (x,y,z) Descartes-féle, az (r,a,2)
henger- és (p, v, o) gombi koordindtdk kozott:

r=p-singp T =r7r-cosa=p-siny-cosa
z=p-Ccosp Yy=r-sina=p-sinp-sinw

p=\r2+1y?+22=1/r2+22
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2.4.5. Megjegyzés. Integrdltranszformdcickor ha Descartes-féle koordind-
takrol gombi koordindtdkra térink, akkor

h(p,p,a) = (p-sinp-cosa,p-sinp-sina, p - cos ).

Ekkor
singp-cosa p-cospcosa  —p-sing-sino
|det h'(p, p, )| = |det | sinp-sina p-cosyp-sina  p-sinp-cosa
COs —p-sinp 0

A harmadik sor szerint kifejtve a determindnst a cos? t4-sin®t = 1 azonossdg
tobszori alkalmazdsdval:

|det b/ (p, o, )| = cosgp-(p2-cos2a-sing0-cosg0+p2'sin2a-sin<p-cos<p) +
+p-sinep - (p-sin2g0-<3082a—|—p-Sin2g0-sin2a) =
=cosp-sing-cosg-p?+p-sing - p-sin? @ = p* - sin .

Tehdt ha Descartes-féle koordindtdkrol gombi koordindtdkra térink dt, akkor
da dy dz helyére p? - sin pdpdade keriil.

2.4.1. Példa. Hatdrozzuk meg az R sugari "G” gomb térfogatdt!
Megoldas.

R T 27
V = // 1dxdydz—/ </ </ pz-simpda> d<p> dp =
G 0 0 0
R s R
:/ (/ 27r‘p2‘sing0dcp> dp:/ 2m - p? - [~ cos |y dp =
0 0 0

R R e R R3
:/ 2m-p?-(—cosm — (—cos0)) dp = / 4r-p? dp = 4r- [} = 47—
0 0 3 1o 3
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2.5. Ivhossz, felszin

Gorbe ivhossza
Tekintsiik a ¢t — r(t), t € I paraméterezéssel adott G gorbét. Legyen
to <t1 <...<tp1 <ty az I egy tetsz6leges beosztasa. Ekkor a gorbe

AB ivének hossza becsiilhet§ a beirt torottvonalak hosszénak Gsszegével:
Ir(t1) —r(to)| + [r(t2) — r(t1)| + ...+ |r(tn) — r(tn—1)|. A linearis kozelités

50. 4bra. Beirt torottvonalak

formulajat felhasznalva:
' (t0) - (t1 — to)| + |r'(t1) - (k2 —t1)| + ... 4 [/ (tn1) - (tn — tn)],
azaz

(%) DIt (ti— i),
=1

igy az |r'| fliggvény egy integralkozelits osszegét kapjuk. Ha az [ intervallum
beosztéaséat finomitjuk (azaz n — +00), akkor (x) éppen

tn
/ ' (8)] dt.
to
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2.5.1. Definici6. A G: t — r(t), t € [a,b] girbe fhossza

b
L) = [ ol

2.5.2. Definicié. A G: t — r(t), t € |a,b] gorbe iwhosszfigguénye:

h
o(h) ::/ |7/ (¢)] dt.

o(h) az r(a) és r(h) kozé esé gorbedarab ivhossza.

51. abra. Az ivhosszfiiggvény

2.5.1. Példa. Hatdrozzuk meg az r(t) = (cost,sint,t), t € [0,2x] gorbe
1whosszfligguényét!

r'(t) = (—sint,cost,1), |r'(t)] = /(—sint)? + (cost)? +12 = V2
<7(h):/h\/§dt: [\/i-t}zzﬂ.h
= /o s

2.5.3. Definicio. At — |r/(t)] =: v(t) figgvényt pdlyasebesséq figguvénynek
szokds nevezni.

2.5.1. Tétel. Az iwhossz fiiggvény invertdlhato.
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Indoklas:
h
o= [ WOl = ') = (F(h) - Fla)
ahol F az |r'| primitiv fiiggvénye. (F(a) konstans!)
o'(h) = F'(h) — 0 = [r'(R)| > 0,

melybdl kovetkezik, hogy a o fliggvény szigortan monoton névekvds, igy
létezik inverze.

Megjegyezziik, hogy ha a G gorbe a t — r(t), ¢ € [a,b] fliggvény
altal adott, akkor az ivhosszfiiggvény értelmezési tartoméanya D, := [a, b],
értékkészlete pedig R, := [0,L(r)].

2.5.2. Tétel. Legyen a G gorbe paraméterezése t — ry(t), t € [a,b] és
tekintsik o1 twhosszfiigguényének inverzét:

01_1: [0, L(r)] — [a,b].

Azry =170 01_1 a G gorbe ivhossz paraméterezése, azaz

Vs € [0, L(r)] esetén |rh(s)| =v(s) = 1.

Indoklas: Felhaszndljuk, hogy egy f:R — R fiiggvény inverzének deri-
L1 —_1\/
Valtja: (f 1) (x) = W

rh(s) = (ry007) (s) = 1) (o7(s)) - (071) (s) =

—1
=7 (0-1 (3)) = .7
o1 (0'1 (3)) L’
amely egységnyi hossziisagi vektor.
2.5.2. Példa. Adjuk meg az r{(t) = (cost,sint,t), t € [0,2n]| gorbe iv-
hosszparaméteres elddllitdsat!
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Egy korabbi példabol tudjuk, hogy

o1(h) =V2-h, igy o7 (s) = -5, s€[0,V2-27].

_ (cos(l - 5),sin(—= - 5), (\2 . s)> tehat

ro(s) = (COS(\}E . s),sin(\g - 8), (—= - s)) , s€[0,v2-2n]

A gorbeelmélet olyan mennyiségeket keres, amelyek fiiggetlenek a parameé-
terezéstSl. Az ivhossz ilyen tulajdonsagu.

Feliilet felszine

2.5.4. Definicié. Legyen H C R? korldtos zdrt halmaz és legyen r: H —
R3 egy folytonosan differencidlhaté figguény, azaz eqy parametrizdlt feliilet.

Ennek felszine
F ::/
H

2.5.3. Példa. Tekintsik a H = {(x,y) : z,y > 0, 22 +y? < 4} ne-
gyedkorlapot, és szamitsuk ki a z = xy nyeregfelilet H felett elhelyezkedd
feliiletdarabjdnak o felszinét!

or

or
ou Ov

Megoldas: r(u,v) = (u,v,u - v)
or B or B
Pu (u,v) = (1,0,v) ™ (u,v) = (0,1, u)

A felszin kiszamitasadhoz sikbeli polarkoordinata-transzforméciot alkalma-
zunk:

T/2 2
F:/ \/1+u2+v2dudv:/ / V14+rZ-rdrda =
H 0 0
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52. dbra. Nyeregfeliilet és a negyedkorlap

L P R
-2 [3(1+7’) g (52 -1).

2.5.3. Tétel. Legyen H C R? korldtos zirt halmaz és f: H — R folytono-
san differencidlhato. Ekkor f grafikus képének felszine

| s dsay

Indoklas: Alkalmazzuk a grafikus kép r(u,v) = (u,v, f(u,v)) an. Euler-
Monge paraméterezését a felszin kiszamitésara vonatkozé formulaban.
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2.6. Vonalintegral, feliileti integral

Vonalintegral

Legyen G a tér A és B pontjat 6sszekots gorbe, amely teljes egészében a v(r)
vektormez§ értelmezési tartoményaban fut. Osszuk be a gorbét A-t6l B felé
haladva az A = Py, Py, ..., P, = B osztopontokkal n részre. Hasznaljuk a
P,;_q]%- =1, —1,_1 = Ar; jelolést, és képezziik a

(1) D v(@Q)eAr;

=1

Osszeget, ahol @Q; a m iv tetszGleges pontja. Finomitsuk ezutan a be-

53. dbra. Vonalintegral konstrukcidjanak szemléltetése

osztast minden hataron tual gy, hogy a Pz/—1\Pz ivek hosszanak maximuma
nulldhoz tartson.

2.6.1. Definicio. Ha az (1) szerinti dsszegeknek létezik hatdrértéke a giorbe
beosztisinak minden hatdron tili finomitdsdra nézve, akkor azt mondjuk,
hogy v(r) integrdlhaté a G gorbe mentén; a hatdrértéket a v(r) vektormezd
gorbe menti vonalintegraljdnak nevezzik. Jelolése: fG o(r) dr

2.6.1. Megjegyzés. A vonalmenti integrdl szemléletes jelentése a munka,
amit eqy test elmozditdsdval végziink eqy gorbe mentén valtozo erdvel.
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2.6.1. Tétel. Ha G folytonosan differencidlhaté gorbe az r(t); t1 <t <ty
paraméterezéssel, akkor a v(r) folytonos vektormezdének a G gorbe mentén
vett vonalintegrdlja az

[y ar= [ ateen oo a

t1

képlettel szamithatd ki, ahol t1 és to az A, illetve B végponthoz tartozd pa-
rameétereket jelenti.

2.6.2. Megjegyzés. Ha a gorbén a befutdsi irdnyt megforditjuk, akkor a v
vektormezd gorbementi integrdlja 1s eldjelet vdlt:

/Gv(r) dr = —/Gv(r) dr

Milyen feltételek esetén lesz igaz, hogy rogzitett A és B pontok esetén az
A és B-t 0sszekotd barmely két gorbére a v vektortér vonalmenti integ-
ralja megegyezik, vagyis a munka fiiggetlen az attol, csak az erGtértsl és az
elmozdulés A és B végpontjaitol fiigg?

2.6.2. Tétel. Ha a v vektormezd potencidlos, azaz egy skaldrmezd gradi-
ense, akkor a v(r) bdrmely gorbe mentén wvett integrdlja csak a kezdd- és
végponttdl fiigg, vagyis fliggetlen attol, hogy a két végpontot milyen gorbével
kétattik ossze.

Indoklas: El6szor megjegyezziik, hogy ha egy f:R?® — R skalarmezét egy
r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) gorbe mentén tekintiink, masszoval az f(r(t)) ossze-
tett fiiggvényt képezziik, akkor ennek az egyvéltozos fiiggvénynek a deri-
valtja a kovetkez6 médon szédmithato a lancszabdly altaldnositésa szerint:

df or
dt

= 0 f(r(t)) - 2'(t) + 0y f(r(t)) - ¥/ (t) + 0= f(r(t)) - 2'(t)

(t) = grad f(r(t)) er'(t) =
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Legyen grad f = v. Ekkor

[ ar= [ * gradf(e() o /(1) dt =

t1

2dfor
= [ at = fatt) = f(et) = 7B) = 1(A).
1

Igaz a tétel megforditasa is, bar a vektormezd értelmezési tartomanyéra
vonatkozoan megszoritdsokkal kell élniink: pl. csillagszerd tartomanyok,
lasd 3.4.1 Definicié.

2.6.3. Tétel. Ha a v(r) folytonos vektormezd olyan, hogy az [, v(r) dr
vonalmenti integrdl értéke csak a kezdd- és végponittdl figg, akkor v egy
skaldrmezd gradiense, tehdt potencidlos.

A vonalmenti integral értékének az attol valo fliggetlensége azt jelenti, hogy
az integral zart gorbe mentén nulla. Ha ugyanis felvesziink a zart G gérbén
két pontot, A-t és B-t, tovabba G1-gyel, illetve Ga-vel jeldljiik a G gbrbe
azon két ivét, amelyre az A és B pont felosztja, akkor

va(T) dr:/le(r) dr+/G2v(T) dr =
:/le(r) dr—/%v(r) dr =0

2.6.4. Tétel. A v vektormezd vonalmenti integrdlja akkor és csak akkor
nulla barmely zdrt gorbe mentén, ha v skaldrmezd gradiense.

Feliileti integral

Tekintsiik az F feliiletet és a v(r) vektormezét, és tegyiik fel, hogy a v(r)
vektormez§ értelmezve van az F feliilet pontjaiban. Osszuk fel a feliiletet az
Fy, Fs, ..., F, részekre, és legyen P; az F; feliilletdarab egy pontja. Jelolje
v-(P;) a v(P;) vektor feliileti normalisra es vetiiletének el6jeles hosszat.
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(Az elGjeles hossz a feliileti egységnormaélis és a v(P;) vektor skalaris szor-
zata) Ezt az F; felilletdarab Af; felszinével megszorozva az F; feliileten
idGegység alatt v(P;) sebességgel ataramlo folyadékmennyiséget kapjuk. Ez
motivalja a kovetkezd definiciot.

2.6.2. Definicio. Ha a Y. v (P;) - Afi alaki dsszegek képzésekor a fel-
osztdst minden hatdron tul finomitva van hatdrérték, akkor ezt a hatdrér-

téket a v vektormezd F feliiletre vonatkozo felileti integrdljanak nevezziik.
Jelolése: [pu(r) df

2.6.3. Megjegyzés.

x A konstrukcio alapja az, hogy a felilet minden pontjdban adott az érin-
tdsikra merdleges nemzérus vektor, azaz a felileti normdlis.

x A feliilet eqy irdnyitdsdn eqy a felileten adott, seholsem zérus folytonos
normdlis vektormezd kijelolését értjik.

x Megdllapodunk abban, hogy amennyiben mdst nem mondunk, azr(u,v)

feliilet iranyitdsdt a % X % normdl vektormezd jeloli ki.

54. dbra. Feliileti integral
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2.6.5. Tétel. Ha a v(r) vektormezd folytonos és az F felilet r = r(u,v)

paraméteres elddllitdisa folytonosan differencidlhato, akkor a v vektormezd
F menti feliileti integrdljat az

/FU("“) df = //DU(T(U,U)) ° <8r(5: v) X 87’(81;, v)> dudv

osszefliggés alapjan a paramétersik D tartomdnya feletti kettds integrdllal
szamithatjuk ki.

2.6.4. Megjegyzés.

Or(u,v) % Or(u,v)
// v(r(u,v)) e < u v ) | Or(u,v) " or(u,v) dudy
D Or(u,v) X Or(u,v) au 81}
ou ov
v (r) eldjeles hossza feliiletelem felszine

x Felileti integrdl akkor is létezhet, ha a felilet nem minden pontban
folytonosan differencidlhato: eléfordulhatnak csicsok és élek is, feltéve
hogy e kivételes pontok halmaza nullmértéki, azaz tetszdlegesen kis
felszind feliiletrésszel lefedhetd.

x A felileti integrdl szemléletes jelentése pl. a felileten iddegység alatt
dtaramlé anyag mennyisége. Ha un. zdrt feliletrdl van szd, akkor
szokds fluxusrdl beszélni. Eqgy klasszikus zdrt felilet példdul a gomb-
héj és deformdcioi, feltéve, hogy nem keletkeznek csicsok vagy élek
nullmértékd halmaztol eltekintve.

Az integralatalakité tételek a Newton-Leibniz szabély altalanositasai. Ott
arrél van sz6, hogy a derivaltfiiggvény adott tartomény fo6lotti integraljat ki
lehet szamitani az eredeti fliggvénynek a tartomany hataran vett értékeibsl.

2.6.6. Tétel. [Gauss-Osztrogradszkij tétel] Ha a v vektormezé az F
zart felilettel hatdrolt V' test minden pontjdban és a test hatdrdan is foly-
tonosan differencidlhatd, tovabbd a felilet iranyitasdat a V térrészbdl kifelé
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mutatd normdlvektormezd jeldli ki, akkor igaz a kévetkezd dsszefiiggés:

/vdf:/divvdv.
F 1%

A képletben szerepld jobb oldali integrdl térfogati integrdl, a térfogatelem
dV = dxdydz, vagyis a jobb oldali formula az fffv divy dxdydz integrdl
masik jelolése.

2.6.1. Példa. Szamitsuk ki az origd kozépponti, egységsugari F gombfeli-
leten i1ddeqység alatt kidramlo folyadékmennyiséget, ha a folyadék sebessége
v(r) =r.

1.mo: A feladat az [ v df integrdl kiszdmitdsa. Ez torténhet a felileti integ-
rdl szemléletes jelentésébdl, mivel az egységgomb feliletén a v(r) = r
normdlis iranyu egységuvektort ad, igy a keresett integral értéke az egy-
séggomb felszine, azaz 4.

2.mo: A Gauss-Osztrogradszkij tétel segitségével végezzik el a kiszdmitdst. A
tétel feltételei nyilvanvaldan teljesiilnek, vagyis elegendd a jobb oldali
integrdlt kiszamolni. Mivel divu(r) = 3, igy

4
/vdf:/divvdV:/3dV:3-7r:47r
F v v 3

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehet6vé teszi a divergencia szemléletes jelen-
tésének leirdsat: lokdlis forraserdsség stirtiség.

2.6.7. Tétel. Legyen v folytonosan differencidlhato vektormezd, F,, zdrt fe-
liletek olyan sorozata, amely az ry pontra zsugorodik,

azaz rg € Vi €s limy_oo m(Vy,) = 0, ahol m(V,,) az F, dltal hatdrolt V,
térrész térfogatdt jeldls.

Ekkor
1

lim / vdf = divu(rg).
Fy

n—00 m(Vn)
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Az integréalszamitas kozépértéktétele szerint

/ dive dV, =divu(ry,) - m(Vy)

n

irhat6é valamely 7, € V,, esetén. A Gauss Osztrogradszkij tétel alapjan

1
m(Vn)

/ vdf, = divo(ry,).

n

Mivel a V,, térrészek sorozata az rg pontra zsugorodik, ezért limy, 7, = 70,
1

azaz limn o0 77y [, vdf = divao(r).

Egy masik tipust integralatalakito tétel a vektormez6 peremmel rendel-
kezé feliileten vett integraljanak és a rotacionak a peremen (mint gorbén)
vett integraljanak egyenléségét allitja bizonyos feltételek mellett (neveze-
tesen a feliilet, illetve a peremgorbe alkalmas irdnyitésa, illetve befutasa
esetén). A technikai nehézségeket elkeriilendd, a tétel sikbeli verziojat fo-
galmazzuk meg: sikbeli Stokes-tétel.

2.6.8. Tétel. Ha a v vektormezd a szakaszonként folytonosan differenci-
dlhatd, zdirt G gorbével hatdrolt D siklemez minden pontjiban és a lemez
hatdrdn is folytonosan differencidlhatd, tovdbbd a gorbe D - bdl nézve pozi-
tivan irdnyitott, azaz befutdsa az dramutato jardsdval ellentétes, akkor igaz
a kévetkezd dsszefiiggés:

/rotvdmdy:/vdG,
D G

ahol rot v = O1v9 — Oav1.

Tételezziik fel egy pillanatra, hogy a vektormezd egy a D siklemezt (a
hataraval egyiitt) tartalmaz6 U nyilt halmazon is folytonosan differenciél-
haté. Ilyen segédfeltevés mellett a tétel bizonyitasanak egy szemléletes és
intuitiv verzidja a kovetkezs. Az elsG lépésben beldtjuk az allitast a ko-
ordinatatengelyekkel parhuzamos oldali téglalapokra. Ezek utan agyazzuk
be a D siklemezt egy ilyen téglalapba és osszuk fel a téglalap csatlakozo
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oldalait n egyenld részre. A felosztashoz tartozé parhuzamos egyenesekkel
a téglalpot n? egybevago, kisebb téglalapra bontjuk. A D halmaz minimalis
lefedéséhez tekintsiik azoknak a téglalapoknak az Osszefliggs unidjat, me-
lyeknek metszete D - vel nemiires. Ha n elég nagy, akkor a minimélis lefedés
benne van az U halmazban. A rotaciéo D {olotti integraljanak kozelitéséhez
szamitsuk ki a lefedéshez tartozo kis téglalapok f6lotti integralok 6sszegét és
alkalmazzuk minden egyes tagra a Stokes-tételt. Ha egy él két téglalaphoz
is hozzatartozik, akkor az integral dtalakitiasanél a vektormez§ integréaljat
az él mentén pozitiv és negativ elGjellel is Gsszegezziik a hatargorbe iranyi-
tédsara vonatkozd feltevés miatt. Ez azt jelenti, hogy az ilyen élek menti
integralok kiesnek. Ami megmarad a minimalis lefedés hataroloélein vett
integralok Osszege, ami n — oo hatardtmenetet véve a vektormezének a D
halmaz hatargérbéjén vett integraljahoz tart. A rotécié a résztéglalapok
folott vett integraljainak Osszege pedig a D f6l6tti integralhoz.

2.6.5. Megjegyzés. A gondolatmenet térbeli verzidja a Gauss-Osztogradszkij
tétel eqy lehetséges bizonyitdsdt adja.

2.6.6. Megjegyzés. FEgy sikbeli vektormezd rotdcidja skaldrmezd: megegye-
zik a térbe dgyazva tekintett v(z,y, z) = (vi(x,y), v2(z,y),0) vektomezd ro-
tdacicgjanak egyetlen nem azonosan zérus koordindtafiigguényével, ui. rot v =
(81'02 — 821)1)@.
2.6.7. Megjegyzés. A hatdrgorbe szakszonkénti folytonos differencidlhato-
sdga felel meg a zdrt feliiletek esetében megengedett csicsoknak €és éleknek,
feltéve, hogy e kiwételes pontok, un. szingularitasok halmaza nullmértékd.
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3. Differenciilegyenletek

3.1. Alapfogalmak

3.1.1. Definicié. Differencidlegyenleten egy olyan egyenletet értink, amely-
ben a keresett ismeretlen eqy fligguény, és a fliggvény valamelyik derivdltja
1s szerepel az egyenletben.

x Ha a keresett fligguény eqy vdltozds, akkor kozonséges differencidl-
egyenletrdl beszélink (tovdbbidkban: DE), ha pedig tobbuvdltozds, és
a keresett fiiggvény egy vagy tobb parcidlis derivdltja is szerepel az
egyenletben, akkor az egyenletet parcidlis differencidlegyenletnek hiv-
juk (tovdbbidkban: PDE).

x Azt mondjuk, hogy eqy DE n-edrendd, ha a keresett fiigguénynek az
egyenletben szerepld legmagasabb derivdltja az n-edik derivdlt.

3.1.1. Megallapodas. Amennyiben mdst nem mondunk, 19y a tovdbbi-
akban I egy rigzitett nyilt intervallumot jelol, D C R Gsszefiiggd nyilt
halmaz és f: D — R, g: I x D — R folytonos fligguények.

3.1.2. Definicié. n-edrendd DE

x 1mplicit alakban:

g(@,y(@),y (), ...,y V(@),y™(2)) = 0
x explicit alakban:

y (@) = f(@,y(2),y (),....y" ().

3.1.1. Megjegyzés. Az y'(x) = bxy(x) egyenlet elsérendd, explicit DE-t.

x Amennyiben egqyértelmi a DE-ben szerepld fiiggvény vdltozdja, gy azt
dltaldban elhagyjuk: y' = 5xy.
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x Amennyiben a DE-ben szerepld fliggvény vdltozdja iddt jeldl, gy a
vdltozot t-vel, a derivdltat ponttal szokds jelélni. Ez esetben az eldbbi
DE az vy = 5ty alakot 6lti. Szokdsos még a g—x =y (x) jelolés is.

3.1.3. Definicié. Legyenek a;,b: I — R adott folytonos fiigguények. A

n
ai(x) -y (z) = b(w)

=0

egyenletet b = 0 esetén homogén, még ellenkezd esetben inhomogén linedris

DE-nek nevezziik.

Ha az a; fiigguények mindegyike konstans fligguény, akkor konstansegyiittha-

tos linedris, eqyébként fiigguényegyiitthatos DE-rdl beszélink.

3.1.1. Példa.

(1) v = 23 + 2 kézonséges, explicit, elsérendd, konstansegyiitthatds lined-
ris, inhomogén DE (n =1, ao(z) =0, ai1(z) =1, b(z)=23+2).

(2) y'(z) +4-y(z) — y(x) = 0 kozonséges, implicit, mdsodrendd, kons-
tansegyiitthatds linedris, homogén DE. Mds formdban irva:

d?y dy
il AR e AP
da? + dr 7 0
(n=2, ao(x)=-1, ai(z) =4, a(x)=1, b(x)=0).

(3) y" =4/ -sinx—cosx kézinséges, explicit, mdsodrendd, figguényeqyiitt-
hatos linedris, inhomogén DE.

(4) (y(4))3+(y/’)2+3y = 0 kozonséges, implicit, negyedrendd, nemlinedris
DE.

(5) 'y —sinz = 0 kézinséges, implicit, elsérendd, nemlinedris DE.
3.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy @: I — R megolddsa az
v (2) = f(2,y(2),9 (@), ...,y ()

n-edrendtd, explicit DE-nek, ha



3.1 Alapfogalmak 109

x @ n-szer differencidlhaté I-n;
x minden x € I esetén (z,p(z),¢'(2),...,0" Y(2)) € Dy;

x minden x € I esetén ") (z) = f(x, p(z), ¢ (z), ..., D (x)).

Tehdt egy fiigguény megolddsa a fenti DE-nek, ha n-szer differencidlhato és
behelyettesitve az eredeti egyenletbe igaz egyenldséget kapunk, feltéve, hogy
van értelme a behelyettesitésnek.

3.1.5. Definicié. Legyen D C R™ ! nydlt halmaz és (2o, Y0, - -+ Yn—1) € D.
Az

y " (z) = fl@,y(@),y (2),...,y" D (2))

differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiérték problémdn, vagy Cauchy-feladaton
azt a feladatot értjik, amikor az egyenlet azon p: I — R megolddsdt keres-
stik, melyre

* xg € 1;

x o(z0) = Yo, ¢'(20) = Y1, -, PV (20) = Yn1.

Azaz olyan megoldast keresiink, amely a DE-n kivil, tovdbbi, ugynevezett
kezdetiérték feltétel(ek)nek is eleget tesz. A kezdetiérték feltételek szdma
megegyezik az egyenlet rendjével.

3.1.6. Definicié. Egy DE dsszes megolddsfiigguvényeinek halmazdt dltald-
nos megolddasnak nevezzik. Ha ezek kozil csak egyet tekintink, akkor parti-
kuldris megolddsrol beszéliink.

3.1.2. Megjegyzés. [Iranymez6| Egy elsérendi DE y' = f(xz,y) alakja
dsszefiiggést ad az xy sik eqy (xo,yo) pontja és a ponton dthaladd megoldds-
fiigguény pontbeli differencidlhdnyadosa (meredeksége) kozott.

Tekintsik ugyanis a sik eqy (zo,yo) pontjdra illeszkedd megolddsfiggvényt,
mint gorbét a sikon és vegyik az érintévektordt az (xo,yo) pontban. FEzek
dsszessége eqy R? — R? tipusi vektormezdt hatdroz meg, melyet a DE irdny-
mezdjének nevezink.
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3.1.2. Példa. Az dbrdn az y'(x) = 3 - y(x) DE irdnymezdje ldthatd, illetve
az

y =3y, y0)=1 és ¢y =3y, y(0)=->
Cauchy -feladatok megolddsai.

~ 55. ébra. Iranymezd
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3.2. Szeparabilis DE, Hianyos méasodrendid DE

3.2.1. Példa. [A normalis névekedés Cauchy-feladatal

Legyen k € R\ {0} ésa € R, melyrey' = k-y és y(0) = a. A tovdbbiakban
ay =k -y differencidlegyenletre a normdlis névekedés differencidleqyenle-
teként hivatkozunk.

3.2.1. Definicio. Legyenek I és J nyilt intervallumok, tovdbbd g: I — R és
h:J = R folytonos fiigguények. Az

y'(x) =g(x)-My), h#0

egyenletet szétvdlaszthato vdltozdgi vagy szepardbilis differencidlegyenletnek
nevezzik.

3.2.2. Példa. Az y/(x) = x-y? DE elsérendd, szepardbilis, nemlinedris.

3.2.1. Allitas. [Szeparabilis DE megoldasa] Legyenek I és J nyilt in-
tervallumok, tovabba legyen g: I — R folytonos és h: J — R folytonos sehol-
sem nulla fliggvény. Az

y'(x) = g(z) - h(y)
DE-nek y: I — R pontosan akkor megolddsa, ha

/h(ly)dy:/g(a:)dx.

Formalis levezetés: Mivel y/(z) = %, ezért h # 0 esetén

1
@dy = g(z)dx.

Mindkeét oldalt integralva [ ﬁ dy = [ g(x) da.

3.2.1. Megjegyzés. |A normalis névekedés Cauchy-feladatanak meg-
oldasa] Ha

r . . _
y=_k -y é y(0)=a,
9(z)  h(y)
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akkor f%dy = [kdz = Inly|=kx+c, c€e€R, amelybdl azy =k-y
in. normdlis novekedés differencidlegyenletének dltalanos megolddsa y(z) =
+ef - eFT ¢ e R, azaz

y(z)=C e CeR.
Felhaszndlva, hogy a = y(0) = C, a Cauchy-feladat megolddsa:

y(z) =a- et

3.2.2. Megjegyzés. A normdlis névekedés differencidlegyenlete elsérendd

linedris homogén DE, megolddsdt célszerid megjeqyezni.

Ha egy els6rendd DE-t nem is tudunk megoldani, akkor is lehet esélyiink
annak a nagyon fontos kérdésnek az eldontésére, hogy létezik-e és ha igen
akkor egyértelmti-e a megoldas. Az alabbi tétel nem a lehetd legerdsebb
eredményt adja, de kénnyebben érthets.

3.2.1. Tétel. [Egzisztencia és unicitas tétel] Tegyik fel, hogy f és ‘g—ch
folytonos fiigguények egy olyan

(a,0) x (¢, d)
téglalapon, amely tartalmazza az (xo,yo) pontot.
Ekkor van olyan (xg — h,xo + h) C (a,b) intervallum, amelyben a
y' = f(2,9), y(@o) =yo
kezdetiérték probléma megolddsa létezik és egyértelmd.

Az f(z,y) fiiggvény folytonossaga elegendd feltétel a megoldéas létezéséhez,
de lehetséges, hogy a megoldas nem egyértelm.

3.2.3. Példa. Legyen y:R =R, y' = ¢y, y(0)=0.
Ekkor f(x,y) = &y. Mivel a g—i(x,y) = % . 3%/;72 fligguény nincs értelmezve

az y = 0-ban, ezért ott nem is folytonos, igy nem alkalmazhatjuk az el6zd
tételt. Konnyi ellendrizni, hogy az

y(@) = — <§x> Y s o) = @x) v

is megolddsa a Cauchy feladatnak; jegyezziik meg, hogy y(x) =0, ha x < 0.
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3.2.2. Definicio. Egy giorbesereg ortogondlis trajektoridja egy olyan gérbe-
sereg, amelyik az eredeti gorbéket minden pontban az adott pontbeli érintdre
merdlegesen metszi. Ilyen gorbeseregek eldfordulnak példdul a hidrodinami-
kdban és hddramldsndl, illetve az elektromos potencidllal kapcsolatos problé-
mdkndl.

3.2.4. Példa. Mik lesznek az ortogondlis trajektoridi az x -y = a gorbese-
regnek, ahol a # 0 tetszdleges konstans?

Megoldas. Elsdként meghatdrozzuk a gorbék érintdjének meredekségét az
(z,y(x)) pontban. A gorbesereg egyenletének mindkét oldaldt derivilva:

/

o yl@)+z-y(x) =0, azazy+ 2 -y (z) =0.

Innen a gorbék érintdjének meredeksége: y'(x) = —M, 19y az ortogondlis

x
trajektoridinak meredeksége: ﬁ
Ennélfogva az ortogondlis trajektoridkra teljesil az y'(x) = ﬁ differen-

cidlegyenlet. Ez az egyenlet szepardbilis: [ydy = [xdx, igy

2 2
Yy 7.%
9 —72 +cq,

2

mely ¢ = 2¢1 mellett y*> — x2 = ¢ alakban irhaté. Az ortogondlis trajektoridk
tehdt hiperboldk.

56. abra. Ortogonadlis trajektoria
= ,
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Hianyos méasodrendi DE

3.2.3. Definicio. Az y"(z) = f(x,y(x),y'(z)) differencidlegyenletet hid-
nyos mdsodrendd differencidlegyenletnek nevezzik, ha f nem fligg valame-
lyik vdltozdjatol.

* Ha f nem fiigg y-tol, akkor az y'(z) = p(x) helyettesitéssel egy elss-
rendd egyenletet kapunk p-re, majd azt integralva hatarozhatjuk meg
az y fliggvényt.

* Ha f nem fiigg z-t6l, akkor az y' = p(y) helyettesitést alkalmazzuk.

Ekkor y" = p'(y) -y = p'(y) - p(y). Igy pre a p'(y)p(y) = f(y,p(y))
els6rendd egyenletet kapjuk, majd y-t az y' = p(y) szepardbilis diffe-
rencidlegyenlet megoldésaként kapjuk.

* Ha f nem fiigg y/-t61, akkor nincs altalanos megoldési modszer.

A konstansegyiitthatos linearis hidnyos mésodrendd differencidlegyenletek
megoldhatok a 3.3 alfejezetben ismertetett mddon is.
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3.3. Linearis differencialegyenletek

A konnyebb attekinthetdség kedvéért elGszor az elsérendd linearis diffe-
rencidlegyenleteket targyaljuk.

Els6rendii linearis DE

Az
ao(z) - y(z) + a1 (x) - ¢ (v) = b(x) (v € )

elsérendd linearis DE bevezetve az a(x) := Z?Eg és r(x) = ;1((92) jeloléseket

() y(@) +alz) - ylx) = r(z)

alakban irhato, ahol feltételezziik, hogy a1(z) # 0 az I intervallumon.
A tovabbiakban a (x) alakot hasznéljuk.

3.3.1. Allitas. [Elsérendti homogén linearis DE megoldasa] Az
Y (x) +a(z) -y(z) =0
egyenlet szepardbilis, igy dltaldnos megolddsa:
y(z) = C - e~ Jo@dr (0 e R)
/

Formalis indoklas: ' +a(z)-y=0=19y = =

—a(r)- y
—— =~
g(x)

h(y)
1
/dy: /—a(az)dx:
Y

= ln’y| =c++ / —Q/({,U)d]} = ‘y| = eC . eifa(x)dw = Yy = iec . e*fa(x)dz =

y(z) = C- e Je@dz (0 cR)
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3.3.1. Tétel. Az y'(z)+a(x)y(x) = r(x) elsérendi linedris inhomogén DE
dltaldnos megolddsa
y(@) = yn(x) + yp(z)

ahol y, a homogén rész y' (x) + a(z)y(xz) = 0 dltaldnos megolddsa, és yp
pedig az inhomogén linedris DE eqy partikuldris megolddsa.

3.3.1. Megjegyzés. Hay és y, megolddsa a differencidlegyenletnek, akkor
y — yp megolddsa a megfeleld homogén egyenletnek, ugyanis

(y—yp) +al@)(y —yp) =y —y, + a(x)y — a(x)y, =
=y +a(@)y — (y, + a(@)yy) = r(z) —r(z) = 0.
Ezért y — yp, = yp, tehdt y(x) = yp(x) + yp(x).

3.3.2. Megjegyzés. Els6rendii inhomogén linearis DE megoldasa
Az Y (z)+a(z)y(x) = r(z) elsérendd linedris inhomogén DE dltaldnos meg-
olddsa:

1. a homogén rész y'(z) + a(x)y(x) = 0 dltaldnos y;, megolddsinak meg-
hatdrozdsa

2. az inhomogén DE eqy y, partikuldris megolddsdinak megkeresése (az
in. konstansvaridlds mddszerével)

3. az inhomogén DE dltaldnos megolddsinak meghatdrozdsa:
y(x) = yn(x) + yp(z)
A konstansvarialas lépései

Miutan megtalaltuk a homogén rész altalanos megoldasat yp(z) = C -
e~ Ja@dz glakban, az inhomogén linearis DE egy partikularis megoldasét

yp(z) = Clx) - e~ ol
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alakban keressiik. Az y, fliggvényt visszahelyettesitjiik az
y' () + a(x)y(x) = r(z)

inhomogén DE-be:

<C’(93) . e_fa(m)dx)/ +a(z) - C(z) - e Jal@)de r(z)

C’(x)e_fa(x)dx-i-c(iﬁ)‘e_ fa(ac)dx,(_a(x))

Vegyiik észre, hogy a bal oldal C(z)-et tartalmazé tagjainak Gsszege a(x)-
t6l fiiggetleniil nulla. Ezért a feladatmegoldasokban célszeri e két tagot
eleve elhagyni. Igy

C'(x) - e~ Ja@)dz _ r(z) = C'(z) =r(z)- of al@de _

=Cx)= r(x)-ef *®drdy melynek segitségével yp meghatéarozhato a(z)
és r(z) ismeretében.

3.3.1. Példa. [Alkalmazas]| Adott Ly induktivitdsu és Ry ohmos ellendl-
lasi soros dramkérbe Uy egyenfesziiltséget kapcsolva a korben folyé dram
erdssége hogyan fiigg az idétél? A fesziltség rdkapesoldsakor az dramerdsség

0.

Megoldas: Az I(t) dramerdsség idében vald vdltozdsdt leird fizikai torvény
matematikar modellje az aldbbi elsérendd, linedris, inhomogén DE:

dI . Ry Uy
Lo— I(t) = I(t —I(t) = —.
Odt+R0() Uy, azaz ()+LO (1) To
A kezdetiérték feltétel most 1(0) = 0. A megfeleld homogén egyenlet
. R _ R
i(t)+ 21 =0 = L#)=C-e Jzgdt,
0

_BRg
azaz In(t) =C -e Lo’ Az imhomogén egyenlet eqy megolddsdt konstansva-

R,
ridldssal keressik: Ip(t) = C(t) - e o',
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Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe

S L PR . Uy %o
C(t)e Lot = 20 o C(t) = 206 Lot
0 0
foy Uy Lo E Uy &
0 0
Ot) = 29 . 20zt = Z0.Z,t
Q Lo R " Re
Ezt felhaszndlva
Up Hop _Foy Uy
Ip(t) - RioeLO e Lo’ = Rio
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

_Ro U
I(t) = Ly(t) + L,(t) = C - e To' 4+ =2
Ry
A kezdetiérték feltétel miatt 1(0) =0, igy 0 = C + %g = (C= —%—g, 9y
a kezdetiérték feladat megoldasa:
U i U
Ry Ry

n-ed rendd homogén linearis DE alaprendszere

I(t) = In(t) + Ip(t) =

3.3.1. Megallapodas. A tovdbbiakban a homogén linedris differencidlegyen-
leteket

n—1
¥+ 3 i) () =0
=0
alakban tekintjik, ahol g;: I — R adott folytonos fiiggvények.

3.3.1. Definicio. Egy {y1,vy2,...,yn} fligguényrendszer linedrisan figgd I-
n, ha létezik c1,ca, . .., cn € R konstansrendszer, tigy hogy ", c? > 0 és

i=1"1
(*) cyi(z)tea-y2x)..otenyn(z) =0 (zel).
Az {y1,92,...,Yyn} fliigguényrendszer linedrisan figgetlen, ha (%) csak

cr=c=...=c, =0

esetén teljestil.
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3.3.3. Megjegyzés. Az {y1,y2} figgvényrendszer linedrisan figgd, ha c; -
y1(z) + c2 - ya(x) = 0 gy, hogy c1 # 0 vagy co # 0. Ekkor

C2 C1

yi(r) = ——y2(x) wagy y2(x) = ——yi(x).
Cc1 C2

3.3.2. Példa.

x Egy figgvénybdl dllo fiigguényrendszer fiiggetlen, ha a fiiggvény nem
konstans 0.

x Az {y1(x) = z,y2(x) = 22} fiigguényrendszer linedrisan figgetlen.

x Az {y1(z) = 222 -3z, y2(v) = —622+9z} fiigguényrendszer linedrisan
fiiggd, mert y2(x) = =3 - y1(z).

x Az
{yl(l‘) = 21"2 - 31’"3/2(‘/17) =x+ 1,y3($) = 4$2 + 5z — 1}
fiiggvényrendszer linedrisan fiiggs, mert ys(x) = 2 - y1(x) — ya(x).

3.3.2. Tétel. Legyenek g;: I — R adott folytonos figguények. Ekkor a
n—1
v+ giz) -y (z) =0
i=0

homogén linedris DE-nek a megolddsai kozott taldalhato pontosan n elemd
linedrisan figgetlen fiigguényrendszer, és bdrmely mds megoldds ezek lined-
ris kombindcidja; azaz ha {y1,y2,...,yn} lindrisan figgetlen rendszer és az
Y1, - -+ Yn megolddsai a DE-nek, akkor az dltaldnos megoldds

yp(x) =c1-y1(z) + ...+ cpn - yn(x).

3.3.2. Definicio. A folytonos egyiitthatos

n—1
¥+ i) -y (@) =0
=0
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homogén linedris DE linedrisan fiiggetlen yi,vyo, ..., Yn megolddsaibol dllo
fiiggvényrendszert a DE alaprendszerének nevezziik.

3.3.4. Megjegyzés. Az eldzd tétel dtfogalmazdsa a linedris algebra nyel-
vére gy hangzik, hogy a folytonos egyiitthatds y(™ —1—2?2_01 gi(z)-yD(z) =0
homogén linedris DE megolddsai a folytonosan differencidlhato fiiggvények
vektorterének n-dimenzids alterét alkotjdk.

3.3.5. Megjegyzés. A normdlis novekedés k € R\{0}, v'(z) = k-y(x) dif-
ferencidlegyenletének megolddsai eqydimenzios vektorteret alkotnak: a meg-
olddsok megadhatdk a sehol sem nulla € figguény konstansszorosaként.

3.3.3. Definici6. [Wronski determinans| Az I intervallumon legaldbb
n — 1-szer differencidlhatd figgvényekbol dllo {yi(z), y2(z), ..., yn(x)} figg-
vényrendszer Wronski determindnsa:

yi(@)  ya() Yn()
v=| O
gy g V@) Ly (@)

3.3.3. Tétel. [A linearis fiiggetlenség és a Wronski determinans| Ha
az I intervallumon legaldbb (n — 1)-szer differencidlhato figguényekbdl dllo
{y1,Y2,- .., Yn} fligguényrendszer Wronski determindnsa nem az azonosan 0
fiiggvény, akkor a fligguényrendszer linedrisan figgetlen I-n.

3.3.3. Példa. {y1(z) = z,y2(2) = 22, y3(z) = 23} fiiggvényrendszer lined-
risan fliggetlen, hiszen

r 2?23
W(z)=|1 2z 32 |=2a3
0 2 6z

nem az azonosan 0 fiigguény.
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3.3.6. Megjegyzés. Az eldz0 tétel megforditdsa dltaldban nem igaz, lined-
risan fliggetlen fiigguények Wronski determindnsa azonosan 0 is lehet.
Erre példa: yy(x) = 23, yo(z) = |22, I =R

3.3.4. Tétel. Az 1
y™ ) i) yP(z) =0
=0

homogén linedris DE vy, . . ., y, megolddsrendszerének Wronski determindnsa
vagy azonosan 0, vagy sehol sem 0.

3.3.5. Tétel. Az y1,...,yn: I — R fligguényekbdl dllo rendszer akkor és
csak akkor alaprendszere az

n—1
Y+ 3 i)y () =0

i=0
homogén linedris DE-nek, ha y1,...,yn megolddisa I-n és W(x) # 0 ha
rzel.

Masodrendii konstansegyiitthatés homogén linearis DE
Legyen p,q € R és tekintsiik az
(MH)  y'(z)+p-y(x) +q-ylx) =0
egyenletet. Keressiik a megoldast y(z) = eM? alakban. Ekkor
" /
(e”) +p- (e’\“> +q-eM =0
egyenlGségnek fenn kell dllnia. Elvégezve a derivalast kiemelés utan az
(A4 p-Atq) =0

egyenldséghez jutunk. Igy y(z) = eM* pontosan akkor megoldasa (M H)-
nak, ha
Nip-A+qg=0.
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Ezt az egyenletet (M H) karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Mivel a komplex szdmok halmazan egy mésodfokd egyenlet mindig meg-
oldhato, ezért az emlitett differencidlegyenletnek mindig van megoldasa.
Héarom eset lehetséges:

L

IT.

I1I.

a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbo6z6 valos gyoke van:

A1 és Ao, Ekkor a {eM®, 227} fiiggvényrendszer (M H) egy alaprend-
szere, igy (M H) altalanos megoldasa:

6)\1-:1: )\2'1.

y(lx)=c1- +co-e

AT Aoz

(S [§]

A1t+A2)x
- AeMT \pet2® :()‘2_/\1)6( =) #0.)

(ui. W(x)
a karakterisztikus egyenletnek két egybeess valos gyoke van: . Ekkor
a {eM®, x-eM?} fiiggvényrendszer (M H) egy alaprendszere, igy (M H)
altalanos megoldésa:

yx)=c1- e +ey- -

(Hasonloan ellendrizhets, hogy W (z) # 0.)

a karakterisztikus egyenletnek két komplex gyoke van, melyek egymas
konjugaltjai: Ay =a+ -7 és Ay = a— [ -i. Ekkor a

{e** - cos(B-x),e*™ -sin(B-x)}

fiiggvényrendszer (M H) egy alaprendszere, igy (M H) &ltalanos meg-
oldéasa:

y(x) =c1-e**-cos(B-x)+cg- e -sin(f-x)
Indoklas: az yi(r) = eM? és yi(r) = e komplex fiiggvények
megoldasai (M H)-nak, de mi komplex fiiggvényekkel nem foglalkoz-
tunk,valds fiiggvény-megoldésokat keresiink. Mivel

e)\1~a: _ e(a+,3~i)-x _ ea~x+5-x~i — T, eﬁ-x-i
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és
e)\2~;c _ e(a—6~i)-a: _ ea-:v—ﬂ~x~i — T, e—ﬁz-i,
felhasznalva a komplex szamokndl tanult Euler-formulat
(e¥" = cosp +sing i)
kapjuk, hogy
Yi(@) = M = ¢ (cos(8 - o) + sin(B - @) - i)

és
ys(z) = M = e . (cos(—f3 - ) + sin(—f - ) - 1)

ahonnan az x — cosx fiiggvény parossidgat és az x — sinx fliggvény
paratlansagat felhasznalva

ys(z) = e = e . (cos(B - x) —sin(B - z) - ).
Konnyen ellenérizhetd, hogy a valds és képzetes részek
Re (yi(x)) = Re (y3(x)) = e** - cos(f - x)

és
Im (yi(x)) = —Im (y3(z)) = e*™ - sin(B - 2),

megoldasai (M H)-nak és linearisan fiiggetlenek.
n-ed rendi konstansegyiitthatéos homogén linearis DE
Legyenek adottak a ¢g; (¢ =0,...,n — 1) valos szamok. A
(LH) y™ +go1-y" V(@) +... 491y (@) + g0 -y(x) = 0
homogén linearis DE karakterisztikus egyenlete:

)\n—|—gn71')\n_1+...+gl-)\—l-gO:O.
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Ha A1,..., ¢ € R a karakterisztikus egyenletnek rendre p1, ..., pg-szoros
gyokei agy, hogy p1 + ...+ pr = n, akkor

e>‘1x, xeMT . ghirleghim

D

alaprendszere (LH )-nak. Ha példaul \; = a+f-i és Ao = a— -1 konjugélt
komplex gyokei (LH)-nak ugy, hogy p1 = ps = p, akkor az elgbbi rendszer
els6 két sora helyett

e cos(fz), ze“ " cos(fz), . .., P e cos(f - x)

e sin(fz), ze“ T sin(Bz), ..., 2P e sin(f - x)

szerepel az alaprendszerben.

3.3.4. Példa. [Csillapitas nélkiili rezgés mozgasegyenlete| Ha egy ru-
gora akasztott m tomegid testet fiiggdleges irdnyban kitéritink a nyugalmsi
dllapotabol, akkor a test periodikusan ismétlddd mozgdst végez, ha a kizeg-
ellendlldst elhanyagoljuk. A témegre hatd rugderd a Hooke-térvény szerint
ardnyos a nyugalmi helyzetbdl valo kitérés mértékével, az erd iranya pedig a
kitérés iranydval ellentétes. Newton mdsodik torvénye szerint a testre hato
F erére F = m - a, ahol a a gyorsulds. Ebb6l kapjuk, hogy ha y(t) jeloli a
testnek a nyugalmi helyzettdl mért tdvolsdgdt a t iddpontban, akkor

y'(t) = —w? - y(t).

Ez egy mdsodrendi konstansegyiitthatos homogén linedris DE, melynek ka-
rakterisztikus egyenlete: \*> = —w?. Ennek gydkei: 1o = +w - i. Igy az

dltaldnos megoldds

0-t 0-t

y(t) =c1-e"" - cos(w-t) 4+ cp- €' - sin(w - 1),

mely valoban periodikus:

y(t) = c1 - cos(w-t) + co - sin(w - t).
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Madsrészt pedig az addicios tételek alapjdn

c1 C2 .
y(t) =1/t +c5 | —=—= -cos(w-t) + ——— -sin(w-t) | =
() 1 2 \/m ( ) C%+C2 ( )

2
=/ + % (sinfB-cos(w-t) +cosB-sin(w-t)) =

= A -sin(w-t+ f),

ahol A az amplitidd, w a kérfrekvencia és B a kezddfdzis, melyre sin 3 =
Cc1 (&)

—L_ éscos B = —F—2—. Ez eqy harmonikus rezgés.

1 2

n-ed rendd inhomogén linearis DE megoldasa

Egy fiiggvényegyiitthatos (azaz amikor az egyiitthatok nem konstansfiigg-
vények) homogén linearis DE alaprendszerének megkeresésére nincs olyan
altalanos eljaras, ami eredmeényhez vezetne. Am ekkor is igaz az alabbi
tétel:

3.3.6. Tétel. Legyenek g;,r: I — R adott folytonos fiiggvények. A
v+ g (@) -y (@) + L+ g1(@) Y (2) + go(@) - y(@) = r(a)

egyenlet dltaldnos megolddsa elddllithato eqy tetszdleges partikuldris megol-
ddsanak €s a hozzd tartozé homogén

v+ gnoi(@) -y (@) + .+ g1(2) Y (@) + go(@) - y(a) =0

egyenlet dltalanos megolddsanak dsszegeként.
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A konstansvarialas modszere n-ed rendd linearis inhomogén DE
esetén

Ha ismerjiik a homogén egyenlet alaprendszerét, az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldaséat kereshetjiik a konstansvarialds modszerével. Esze-
rint a homogén rész altaldnos megoldasidban szerepl§ cy, . . ., ¢, paramétere-
ket az x valtozo fiiggvényeinek tekintjiikk. Az I intervallumon az inhomogén
egyenlet egy partikuldris megoldasat igy

yp(z) = c1(@)y1(x) + ca(z)y2(x) + ... + (@) yn(2)

alakban keressiik.

A differencialasi szabalyok és algebrai atalakitasok segitségével kénnyen
igazolhat6 a kovetkezG tétel.

3.3.7. Tétel. Legyenek g;,r: I — R adott folytonos fiigguények.
Ha {yi1,...,yn} alaprendszere az

v+ gna(@) -y V@) + -+ (@) Y (2) + go(@) - y(a) =0
egyenletnek és a c¢i: I — R (i =1,...,n) figgvények megolddsai az
@)yt (@) + @)y (@) + ..+ @y (@) =0 (=0,1,....,n-2)
és C, (ZE) (n—1) / (n—1) / (n—1) _
1@y (@) + @)y @)+ @)y (@) = r(z)
egyenletekbdl dllo egyenletrendszernek I-n, akkor
yp: I = R, yp(x) = c1(x)yi(x) + ca(x)y2(z) + . .. + cn(@)yn(2)

megolddsa az alabbi inhomogén egyenletnek:

y" 4 goi (@) -y V(@) + o+ gi(@) Y (@) + go(2) - () = ().
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A tételben szereplé n darab egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer egy linea-

ris egyenletrendszer a ¢ (x),...,c,(x) valtozokra. Mivel az egyenletrend-

rn
szer alapmatrixdnak determinansa éppen a homogén rész alaprendszerének
Wronski determinansa, igy W(z) # 0, € I miatt az egyenletrendszer

hatarozott. Igy a Cramer szaballyal az egyenletrendszert megoldva kapjuk,

hogy

/ . / _'n
Cl(x) - W(HZ’) ,...,Cn(.flf) W(l’) )

ahol W;(x) az a determinéans, amit ugy kapunk, hogy a Wronski determinéans
i-edik oszlopat a (0...0 7(x))” oszloppal helyettesitjiik. Innen

n—1 db

c1(x) = / Wmffl((;)) dz,...,cp(z) = / MW/E”((;)) dz.

Masodrendii konstansegyiitthatds linearis inhomogén DE
aAltalanos megoldasa

3.3.7. Megjegyzés. Legyenek p,q adott valos szamok, r: I — R adott foly-
tonos figguény. Az y'(x) +p-y'(x) + q - y(x) = r(x) egyenlet dltaldnos
megolddsa meghatdrozdsdnak lépései:

1. a homogén rész y" (x)+p-y' (x)+q-y(x) = 0 dltaldnos y, megolddsinak
meghatdrozdsa a karakterisztikus egyenlet gyokei alapjin: yp(x) = cq -
yi(z) +c2 - y2(x)

2. az inhomogén DE egy y, partikuldris megolddsdnak megkeresése:
yp(z) = c1(x) - yi(x) + ca(x) - y2(x),

ahol
d@)yi(z) + ch(z)y2(z) =0
@y () + ch(z)yr(x) =r(z)

3. az inhomogén DE dltalanos megolddsdnak meghatdrozdsa:

y(x) = yn(z) + yp(x)
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3.4. Potencialfiiggvény meghatirozasa

3.4.1. Definicié. A D C R? nyilt halmazt Xg € D-re nézve csillagtar-
tomdnynak nevezziik, ha barmely X € D esetén D tartalmazza az XoX
szakasz minden pontjdt.

3.4.1. Tétel. Legyen D C R3 wvalamely Xo € D-re nézve csillagtartomdny
és v = (v1,v2,v3): D — R3 folytonosan differencidlhato vektormezd. v-nek
akkor és csak akkor létezik potencidlfiggvénye, ha v orvénymentes (azaz
rotv =0).

3.4.1. Megjegyzés (A potencialfiiggvény meghatarozasa). A 3.4.1 Té-
tel feltételei mellett legyen adott a v = (v1, vy, v3) Orvénymentes vektormezd.
Ekkor potencidljat ®-vel jelolve - mivel grad® = v - fenn kell dlinia a

W, Ao o
dx_vl’ dy_UQ’ dz

:’US

parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek. Igy a potencidlfiigguény meghatd-
rozdsahoz

1. vy-et integraljuk "x” szerint,

hiszen O1®(x,y, 2) = vi(x,y,2). Igy a potencidlfiggvény

O(x,y,2) = /vl(w,y,z) dz = f(z,y,2) + C(y, 2)

alakban irhato.

1,77

2. vy — Oy f-et integraljuk "y” szerint,
ugyanis @ (x,y, z) = 0o f (z,y, 2) + C(y, z) miatt
—_——

v2 (x’yvz)

C(y7 Z) = /’Uz(l‘,y, Z) - ng(:v,y,z) dy = g(ya Z) + C(Z)
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.,

3. vy — 03 f — O3g-t integraljuk ”z” szerint,

ugyanis az eldzdeket figyelembe véve

83‘1’(.%',3/, Z) = 83.]0(1.7 Y, Z) + a3g(y7 Z) + 830(2)
—_———

v3(oc,y,z)

C(z) = /1}3(56, y,z) — O3f(x,y,z) — 039(y, z)dz = h(z) + C.

4. A potencidlfigguény: ®(z,y,2) = f(x,y,2) + g9(y,2) + h(z) + C.
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3.5. Differenciilegyenletek koézelité megoldasa

A természetben eléforduld valos jelenségeket leird differencidlegyenle-
tek (egyenletrendszerek) tobbségének megoldasat nem tudjuk zart alakban
megadni. Most egy, az els6rendd differencidlegyenletek megoldasat koze-
lit6 modszert (numerikus modszert) ismertetiink. A kovetkezd un. Euler
modszer a megoldasfiiggvény grafikonjat torottvonalak segitségével igyek-
szik kozeliteni.

A 3.2.1 Tétel feltételei mellett a

Y = f(z,y(x)), y(zo) =wo

kezdetiérték problémanak létezik megoldésa és az egyértelmi zp-nak egy
K. (zp) kornyezetén. Feladatunk az y megoldésfiiggvény kozelits értékeinek
meghatarozasa az adott intervallumon.

Mivel y(z9) = yo és adott az y/'(z) = f(x, y(x)) osszefiiggeés, igy v (zg) =
f(zo,y(x0)) egyszerd behelyettesitéssel szamithato. Az (zg,yo) pontra il-
leszked§ érintSegyenes egyenlete ezekkel a jelolésekkel:

y=1yo+ f(z0,%0) - (x — x0).

Egy megfelelGen kicsi A > 0-t valasztva ekkor az x1 := xg + h helyen a
megoldofiiggvény értékét az

y1 = yo + f(x0,%0) - (ko +h —x0) =yo+ h- f(x0,yo0)

értéekkel becsiilhetjiik (lasd linearis kozelités). Ezek utan az xo := x1 +
h =z + 2h helyen a megoldofiiggvény értékét az (z1,y;) pontra illeszkeds
f(z1,91) meredekségii egyenes segitségével becsiilhetjiik:

vo=v1+ f(z1,01) - (x1 +h—x1) =91 + h- f(x1,51),

és igy tovabb. Altalanosan ha n € N, akkor az z,11 := 29+ (n + 1) - h
helyen a megoldéfiiggvény értékét az

yn~+1 = y~n +h- f(xna yNTL)

értékkel becsiilhetjiik. A modszer hasonléan miikédik h < 0 esetén is.
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4. Kidolgozott feladatok

4.1. Differencialszamitas

*x Parametrizalt gérbék xx

4.1.1. Feladat. Mekkora szoget zdr be az
r(t)=R-cost-i+R-sint-j+A-t-k teR

csavarvonal t paraméterd pontjihoz tartozo érintdje a csavarvonalat tartal-
mazd henger alkotdjdval?

Megoldas: Az alkotok iranyvektora példaul a k& = (0,0,1) vektor. A ¢
parameéterd ponthoz tartozé érintGegyenes egy iranyvektora:

r'(t) = (=R -sin(t), R - cos(t), \)

Ha ¢ jeloli az a és b vektorok szogét, akkor ¢ az a és b skalaris szorzatabol
< ‘. _ aeb § P S ker' () i
szamolhaté: cosy = Tl o] Igy k és r/(t) szoge: ¢ = arccos (Ikl~|£’(t)|)' Igy

_ _0(—R)sin(t)+0-R-cos(t)+1-A _ ( A ) _
Y CRsm))>+ (Reos(D)2 a2 LB\ VR konstans.

57. abra. A meghatarozandé szog

r(t)=2-cost-i+2-sint-j+t-k teR Henger alapkérének sugara: 2

\ A=1
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4.1.2. Feladat. Milyen alakzat az
r(t) =3cost-i+3sint-j+ (2 —3cost — 3sint) - k
parametrizdalt gorbe?

Megoldas: A gorbe képe rajta van egy korhengeren, mely alapkorének
sugara 3. Jeloljiik egy pillanatra a gorbe koordinatait (x,y, z)-vel. Ekkor

(%) z=2—-z—y, azaz v +y+z—2=0.

Emlékezziink, hogy az n = (ni,n2,n3) normalvektora Py = (x9, Yo, 20)
ponton atmend sik egyenlete:

ny-(x—x0) +n2-(y—yo) +n3-(2—20) =0

(%) egy (1,1,1) norméalvektoru sik egyenlete. Tehét a gorbe a henger met-
szete egy olyan sikkal, melynek normélvektora nem parhuzamos a z ten-
gellyel, azaz ellipszis.

4.1.3. Feladat. Paraméterezziik azy = x° egyenletd paraboldt! Van-e szél-
sdértéke a gorbiletnek, és ha igen, akkor milyen tipusi?

Megoldas: r(t) = t-i+t*j (¢t €R) = r/(t) = Li+2tj = r"(t) = 0-i+2-j
A gorbiiletfiiggvény:

t) = teR
W= Trer - eV
i j ok
Yy xr"t) =1 2t 0|=
0 2 0
=+i-(2t-0-0-2)—5-(1-0-0-0)+k-(1-2—2t-0)
0 0 2
V0% + 02 4 22 2

K(t) = =

( 12+(2t)2+02)3 (W)S
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A gorbiilet akkor a legnagyobb, ha 1 + 4t a legkisebb, azaz t=0 esetén.
Tehat a gorbiiletfiiggvénynek maximuma van a ¢t = 0 paraméterd pontban
(a tengelypontban).

A gorbiiletfiiggvénynek nincs minimuma, mert 1 4 4¢2-nek nincs maxi-
muma.

4.1.4. Feladat. Irja fel az 16 y—2 = 1 egyenletd ellipszis érintdjének egyen-
letét a P = (2;—3) pontban!

Megoldas: A P = (zg,y0) pontra illeszked§ v = (vg,vy) irdnyvektora
(% P P cz z
egyenes egyenlete: y = yo + * - (x — zp) Az érintGegyenes irdnyvektoranak
meghatarozasahoz az ellipszist paraméteres alakban adjuk meg. Ekkor az
érintGegyenes irdanyvektora a ¢ paraméterd pontban /().
. .. . t
Visszahelyettesitéssel konnyen lathato, hogy r(t) = < Z(sjfrf((t)) > az

‘% + g—z = 1 ellipszis egy paraméterezése. Itt

= (quimaty ) e® = 0= (50

Meg kell hataroznunk, hogy mely tg paraméter esetén vagyunk az ellipszis
P pontjaban, hiszen azon paraméterii pontban kell az érintSegyenes irany-
vektorat meghataroznunk. Tehat meg kell oldanunk az alabbi egyenletet:

4 - cos(tg) (2
2v/3-sin(ty) /] \ =3 )~
Ebbdl (osztéssal) @-tg(to) = —3 kovetkezik, melyb6l rendezés utan kapjuk,

hogy tg(tg) = —v/3. Mivel P a negyedik siknegyedben van, igy tg = —%-
A P pontban az érintSegyenes iranyvektora igy

(5 - (s ) - A )-(%%)

A keresett egyenes egyenlete: y = —3 + %(SL‘ —2), azaz y = 32 — 4.

S
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Megjegyzés: A késGbbiekben latni fogjuk, hogy az F(x,y) = ”f—;jL%—l fiigg-
vény P-beli gradiensvektora a P-beli érint6 norméalvektora: grad F/(P) =

(4,—3) - (lasd 4.1.14 Feladat.)

4.1.5. Feladat. Egy sarkdnyrepild spirdlozva emelkedik a kedvezd légaram-
latokat kihaszndlva. A helyvektora: r(t) = (cost,sint,t), t € [0,4n].

a) Hatdrozza meg a sebesség-idd fiigguényt!
b) Hatdrozza meg a gyorsulds-idé fiigguényt!
¢) Hatdrozza meg a sebesség nagysdgdt a to = w idépontban!

d) Hatdrozza meg azokat az iddpillanatokat, amikor a gyorsuldsvektor me-
réleges a sebességuektorra!

e) Hatdrozza meg a megtett utat a t1 =0, to = 7 iddpillanatok kozott!
f) Hatdrozza meg a gorbiletet a gorbe t = m paraméterd pontjaban!

g) Hatdrozza meg a pdlya érintdegyenesét a tg = m paraméterd pontban
és ennek felhaszndldsdval adjon becslést a sdrkanyrepild koordindtdira a
t = 3 iddpillanatban!

h) Hatdrozza meg a torzidt a gorbe t = m paraméterd pontjaban!
i) Irja fel a simuldsik egyenletét a t = T paraméterd pontban!
Megoldas:

a) A sebesség-id§ fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivaltja:

r(t) = (cost,sint,t) = wv(t) =r'(t) = (—sint,cost,1)

b) A gyorsulas-idé fiiggvény a sebesség-ids fiiggvény derivaltja:

a(t) =2'(t) = r"(t) = (— cost, —sint,0)
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c)

A sebesség nagysiga a tg = w idGpontban a sebességvektor hossza a
to = 7 id6pontban (palyasebesség a to = 7 id6pillanatban):

v(m) =1'(m) = (—sinm,cosm, 1) = (0,—1,1) - a sebességvektor

v(m) )| = /0% + 2112 = V2 - a palyasebesség
Azok az idépillanatok, amikor a gyorsulasvektor merdleges a sebesség-
vektorra:

Két vektor pontosan akkor meréleges egymasra, ha skalaris szorzatuk
0. Igy keressiik azokat a t iddpillanatokat, melyre v(t) @ a(t) = 0. Ez
pontosan akkor &ll fenn, ha (—sint, cost, 1)e(—cost, —sint,0) = 0, azaz

(—sint) - (—cost) + (cost) - (—sint) +1-0=0 < 0=0.

Ez azt jelenti, hogy barmely ¢ idpillanatban a sebességvektor merdéle-
ges a gyorsulasvektorra. Igy a gyorsulasvektornak nincs érinté irdnyt
komponense, ami azt is jelenti hogy a sebesség nagysidga minden id&pil-
lanatban ugyanannyi. (A palyasebességfiiggvény konstans fiiggvény.)

A megtett ut a t; = 0, to = 7 id6pillanatok kozott megegyezik a palya
(gorbe) ivhosszaval:

L:/: ' (1)] dt (: /:v(t)dt)

(Az el6z6ekbél egyébkent tudjuk, hogy most v(t) = v/2)

L:/ |(—sint,cost, 1) \dt—/ \/—smt (cost)? +12dt =

/fdt 34 =V r-V30=VE o

Megjegyzés: Az ivhosszfiiggvény itt o(t) = /2 -t
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f) A gorbiilet a t = 7 paramétertd pontban:

Mivel

igy
r'(m) =(0,-1,1), () =(1,0,0) =
i gk
K’(W)XZH(W): 0 -1 1 |=0-2+1 l+1 k
1 0 O

() = V212 + 12 V2 1
= (PFPAD) (V2P 2

g) A pélya érintGegyenese a tg = 7 paraméterdi pontban; majd ennek fel-
hasznalasaval becslés a sarkanyrepiil6 koordindtaira a ¢ = 3 id6pillanat-
ban:

e(t) = r(to) +1'(to) - (t — to);

majd r(t) = e(t). Mivel r(t) = (cost,sint,t), igy r(7) = (—=1,0,7). A
korabbiakbol tudjuk, hogy r/(w) = (0,—1,1). Ennélfogva

-1 0 —140-(t—m)
e(t) = 0O |+ -1 |-¢t—m)=| 04+(=-1)-(t—m) |, azaz
s 1 T+ 1-(t—m)
1 —1
e(t)y=1[ m—t r(3)~e3)=1 014

t 3
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58. 4bra. ErintGegyenes

h) A torzi6 a t = w paraméterti pontban:
/ t /! t " t
iy = EOP Q20
' (£) x ' (£)[?
igy a t = m paramétertd pontban:
T(ﬂ-) - tl(ﬂ-)iﬂ(ﬂ-)iﬁl(ﬂ-)
| () x () [?
A korébbiakat figyelembe véve, amit még nem hataroztunk meg:

" (t) = (sint, —cost,0) és '’ (7) = (0, 1,0).

A vegyesszorzat-definici6 szerint

o/ ()" (m)r" (w) = (r' () x (7)) @ () = (0,1,1) ® (0,1,0) = 1,
fgy 7(m) = (\/1§)2 N %
i) A simulosik egyenlete a t = 7 paramétertd pontban:
A t = 7 paraméterd pontra illeszkedik a sik, azaz
Py =r(m) = (cosm,sinm, ) = (—1,0,m)
A simulosik egy normalvektora B(w). Mivel B(n) || r/(7) x () igy

a simulosik egy normalvektora n = r/(7) x r”(7), melyet mar kordbban
meghatéaroztunk (= (0,1,1).) A keresett simuldsik egyenlete:

O-(z+1)+1-(y—0)+1-(z2—m) =0, azaz y+z—7=0.
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4.1.6. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.5 Feladatot szoftver segitségével!

Megoldas a Maple programmal:
A feladat a — ¢ részének megoldésa:

with(VectorCalculus);

SetCoordinates('cartesian'[x, v, z]);
r :=t->[cos(t), sin(t), t];

diff(r(t), t);

v:=t->diff(r(t),t);

diff(v(t),1);

a:=t->diff(v(t),t);

subs(t = Pi, v(t));
with(LinearAlgebra);

Vg = Vector(subs(t = Pi, v(t)));
VectorNorm(vO, 2),

A feladat d — f részének megoldasa:

with(VectorCalculus):
with(LinearAlgebra):
SetCoordinates('cartesian'[x, y, z]);

r = t->[cos(t), sin(t), t];

v := Vector(diff(r(t), t));

a := Vector(diff(r(t), [t$2]));

v.a;

G := PositionVector([cos(t), sin(t), t]);
ArcLength(G, t =0 .. Pi, 'inert’);
simplify(ArcLength(G, t = 0 .. Pi, ‘inert")
ArcLength(G, t=0 .. Pi);
eval(Curvature(G, t), t = Pi);

A feladat g részének megoldésa:
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v (with(VectorCalculus):

‘ with(LinearAlgebra):
SetCoordinates('cartesian’[x, y, z]);

G := PositionVector([cos(t), sin(t), 1]);

V = diff(G, 1);

subs(t = Pi, V);

subs(t = Pi, G);

E := subs(t = Pi, G)+subs(t = Pi, V)*(t-Pi);
subs(t = 3, E);

A feladat h — i részének megoldésa:

with(VectorCalculus):

with(LinearAlgebra):

SetCoordinates(‘cartesian’[x, y, z]);

G := PositionVector([cos(t), sin(t), t]);

eval(Torsion(G, 1), t = Pi);

TNB := eval(TNBFrame(G, 1), t = Pi);

simplify(eval(DotProduct(Vector(TNB[3]), Vector([x, y, z])-(eval(G, t = Pi))) = 0));
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*+x Parametrizalt feliiletek xx

4.1.7. Feladat. Adja meg az
(u,v) = r(u,v) = (u,v,u* +v%)  (u,v) € R?
figgvény differencidlhdnyadosdt a (ug,vo) = (2,3) helyen.

Megoldas: z(u,v) = u, y(u,v) = v, z(u,v) = u? + v?, igy

1 0 1 0
r(u,v) = 0 1 r’(ug,v0) =7(2,3) = 0 1
2u 2v 4 6

3x2 3x2

4.1.8. Feladat. Adja meg az

(u,v) = r(u,v) = ((u+3v)4(u—v)2,u,1> (u,v) € R

viu
figguény differencidlhdnyadosdt a (ug,vo) = (2, —1) helyen.
Megoldas: Az
z(u,v) = (u+ 3v) (u—0)2, yu,v) = %, z(u,v) = %

jeloléseket hasznélva a koordinatafiiggvényekre kapjuk, hogy

gz(u,v) =4u+3v)* 1 - (u—v)?+ u+30)* 2 - (u—v)-1=
%(uo,vo) = %(2, —1) =4(-1332 + (-1)*-2-3=—36+ 6 = —30.
%(u,v) A4 303 (=) 4 (A 30) 2 (u— )« (—1) =
g“z(uo,vo) = gj@, —1)=4(-1)3-3-32 4+ (-1)*-2-3-(-1) = —114.
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oy 1 Y B oy B B
%(u,v) Y = 3 (up,vo) %(2, 1)=-1
9y __u 9y _%y iy
BN (’U,,’U) _1)2 = v (Uo,vo) v (27 1) = -2
0z 1 0z 0z
au(u7v) 'LL2 %(U(L/UO) a (2’ 1) = oo
0z 0z 0z
%(u,v):o #%(uo,vg):%(Q,—l):O.
-30 -—-114
'(ug,v0) =1'(2,-1) = | -1 =2
_1 0
1

4.1.9. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.8 Feladatot szoftver segitségével!

Megoldas a Maple programmal:

9% | with(VectorCalculus):
with(Student[MultivariateCalculus]):
SetCoordinates('cartesian'x, y, z));

F := PositionVector([(u+3*v)"4*(u-v)2, u/v, 1/u));
D = Jacobian(F, [u, v]);

Jacobian(F, [u, v] = [2, -1]);

4.1.10. Feladat. Adja meg az
(u,v) = r(u,v) = (u? = 20%, w? v*o —u)  (u,v) € R?

fiigguény dltal meghatdrozott felilet érintdsikjanak egyenletét az r(ug,vo)
pontban, ha (ug,vg) = (2,—1)/
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Megoldas: A keresett sik az
r(ug,vo) =7(2,—1) = (4—2-1,2- (=1)%,4- (-1) — 2) = (2,2, -6)

pontra illeszkedik. Az érintGsik normélvektora a (ug,v9) = (2, —1) paramé-
terpar esetén

or or

Nig,—1) = %(Qa _1) X %(27 _1)‘

Itt
0 0
8—i(u,v) = (2u,v?, 2uv — 1) és a—i(u,v) = (—4v, 2uv,u?),

tehat np 1) = (4,1, -5) x (4,—4,4), azaz

iy k|1 g
no =4 1 5[4 1 =(-16,-36,—20).
4 4|4 —4

A keresett sik egyenlete —16(z — 2) — 36(y — 2) — 20(z + 6) = 0, azaz
A4z —2)+9(y—2)+5(z+6)=0.
4.1.11. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.10 Feladatot szoftver segitségével!

Megoldas a Maple programmal:

g4 [ with(VectorCalculus):

with(Student[MultivariateCalculus])):

SetCoordinates('cartesian'[x, y, z]);

F := PositionVector([u’2-2*v"2, u*v"2, u*2*v-u]);

n := simplify(CrossProduct(diff(F, u), diff(F, v)), [u =2, v =-1]);

eval(F, [u=2,v=-1]);

simplify(DotProduct(n, PositionVector([x, y, z])-(eval(F, [u = 2, v = -1]))) = 0);
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*x Parcialis derivaltak, gradiensvektor, iranymenti derivalt xx

4.1.12. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiigguények elsérendd parcidlis
derivdltjait!

a) f(x,y) = 2* + 3y +y° e) flz,y) =¥ +y*
b) f(x,y) =a* - sin(z® +y*)
. ) f(z,y) = V/a? + 6oy +y°
¢) f(x,y) = (x+2y)3
d) f(z,y) =" g9) f(x,y,2) =2z —2)- (2 —y)?

Megoldas: A 1.6.2 és 1.6.3 Megjegyzésekben leirt jeloléseket hasznéljuk.
a) Oif(x,y) =22+ 3y, Oaf(z,y) = 3z + 3y
b) 81:; (z,y) = 2z sin(z® + y*) + 22 (cos(z® + y*)) - 322,

gi (z,y) = 47293 cos(sc3 + y4)

2] (52%4y) (z+2y)3 —(x®+axy)-3-(z+2y)%-1 _ 52+ 3-(x®+zy)
c) 8ch (z,y) = s ‘ (z+2y)° . == (z+2yz)”3 - (az+2y)g ;

o (z,y) = w(a+2y)3— (2 twy)3-(z42y)%2 _ &  _ 6-(z+wy)

ay Y (@+2y)° T P T w2y

d) gic (x,y) = ba* - e + 2527V . 2y, g]yc (z,y) = 2°e® . 21 = 220e?*V

e) g;}c(‘r y) - yxy—l +ya: 'hly? %(m,y) =aY - 1D$+$yf’:_1

f) A gyokot hatvanyalakban felirva: f (z,y) = (2% + 62y + y?’)%
Az elsérendii parcialis derivaltak: (x y) = (x2+6xy+y3)*% (2z+6y)
gi(:v y) = %(w + 62y + 3 )_5(6x+3y )

g) L(r.y.2)=2-2-y)P+(22—-2)-0=2-(2-y)°
O (2,y,2) = (20— 2)-3- 2= 9)* - (-1), L(wy,2) = (—1) 2 - y)?

4.1.13. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.12 Feladatot szoftver segitségével!
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A feladat c¢) részének megolddasa a Maple programmal:

o | F:=(x"5+x*y)/(x+2*y"3)
d,=diff(f,x);
d,=diff(f,y);

4.1.14. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi figgvények ro, pontbeli gradi-
ensvektordt!

a) f(z,y) =2*+bzy+y, ro=(2,-1)
2 2
b) f($7y) = %—i_%_l: Ty = (2?_3)
¢) f(z,y,2) =%+ 5zy? +y + 2%, ry = (2,-1,0)
Megoldas:

a) 8£(m y) =2z + by é%( 9) =4—-5=-1,
L@y =s2+1 = gy =10+1=11.
A gradiensvektor: grad f(ry) = (—1,11).

QS\

b) So) ko =G0 =4 o) = by = G0 = -4
A gradiensvektor: grad f(ry) = (% f)

c) ¥(x,y,2) = 32> + 5y° #ﬁ( ):17,
& (@,y,2) =102y+1 = §L(r) = a%(w y,2) =22 = GL(ry) =0,
A gradiensvektor: grad f ( o) = (17,-19,0).

4.1.15. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.1J Feladatot szoftver segitségével!
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A feladat c¢) részének megoldasa a Maple programmal:

with(VectorCalculus):
SetCoordinates('cartesian'[x, y, z]);
f:=(X, y, z)->x"3+5*x*y"2+y+z/2;

g := Gradient(f(x, y, z));
subs(x=2,y=-1,z=0, Q);

4.1.16. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiigguények iranymenti derivdlt-
jat az vy pontban a v irdnyban!

a) f(x,y) =a*+y* ry=(1,3), v=(3,4)
b) f(xvyvz) = 2$y — Yz, g = (15 _17 1)7 v = (173a _2)
Megoldas:

a) Az irdnymenti derivalt kiszamitdsidhoz a 1.4.3 Definiciot (1. mo), majd
a 1.6.1 Tételt hasznaljuk (2.mo).

1.mo: ) 1 1 y
v 2@ QZW.(B,AL):E.(?,A)— <5,5>
P+ (24) - F(L3)
i T AN —FA3)
A—0 Y
=l (L+20)°+ (3+2N° - (2 +3Y) g G2 A
= 11m IR CEPVERY _ﬁ
y A A—=0 A =
2.mo ) 1 1 Ny
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of , o . o Of, . .
%(ﬂo)—Q-l—Q 8y<£0)_2 3-¢6
3 4 3 4
v 17 — 2, =, = :2-7 ,7:7
I3 = 6)°(5 5) st05=8
==L ) =(-L 3 2
b) v= HQH L= 12+32+(72)2 (1737 2)7<\/ﬁ7\/ﬁ7 \/ﬁ)
af af

67(1’,3/,2):2!1] a—y(x,y,z):%c—z %(Z’,y,Z):—y
gra‘df('r7y7 Z) = (2y7 2z — 2 _y) = gradf(ﬁ(]) - (_27 17 1)

ayf(L_l’l) = (_2’1’1) ¢ <\/1174’ \/31747_\/2174) -

L8 2y
Vii©o Vi <\/ﬂ>_x/ﬂ

4.1.17. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.16 Feladatot szoftver segitségével!

=(-2)-

A feladat b) részének megoldasa a Maple programmal:

8 (=%, Y, 2) -> 2*X*y-y*Z;

d, = diff(f(x, y, 2), X);

d, = diff(f(x, y, 2), y);

d5 = diff(f(x, y, 2), 2);

g := Vector(3, [d4, dy, d3]);

gg =subs(x=1,y=-1,z=1,g);

with(LinearAlgebra); v := Normalize(<1, 3, -2>, Euclidean);
DotProduct(gg,v);

4.1.18. Feladat. Van-e olyan v irdny, amely mentén a
T(x,y,2) =2zy — yz

hémérsékletfigguény vdltozdsi sebessége azry = (1,—1,1) pontban —1 C°/em?
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Megoldas:

oT oT orT
- ) — 2 — z =
o (z,y,2) =2y oy (,y,2) =22 — 2 R (x,y, 2) y

grad T(Qj‘,y, Z) = (2y’ 2z — 2y _y) = grad T(ZO) = (_27 1a 1)

Jelolje v° = (v1,v9,v3) a keresett (egységnyi hosszusigu) irdnyt. Ekkor
(_27 17 1) i (01702,03) = _]-7 azaz

(%) —2v1 +vg +vg=—1

kell, hogy teljesiiljon. Ez egy sik egyenlete.

Az Gsszes (egység) iranyok halmazat az origo6 kozéppontu, egység sugaru
gémb pontjainak helyvektorai alkotjak. Ezek koziil csak azok felelnek meg
a feltételnek, amelyek a (%) egyenletii sik pontjainak helyvektorai, mivel
az —2x +y+ 2z = —1, és 22 +y? + 22 = 1 egyenleteknek egyszerre kell
teljesiilnie.

59. abra. A keresett iranyok
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»+ Erint6sik, Linearis kozelités +x

4.1.19. Feladat. Adjuk meg az f(x,y) = sin x - tg y figgvény érintdsik-
jat megado fiigguényt az vy = (%,%) helyen, majd adjunk becslést ennek
segitségével a sin29° - tg46° értékére!

Megoldas: Az érintGsikot a 1.6.2 Definicioban adtuk meg.

1
T(rad) = 45°, f(rg) =sing -tg7 = o

™ o
g(md) = 30°, 5

folw,y) =tgy-cosz = fo(ro) =

'(z,y) =sin - ——
fy(@,y) p—

Az érintgsikot megadd fiiggvény:

180 8180 180 180
p (29 46T g (29m 46m :Lr@ 29 N . (267 7T _
180" 180 180°180 ) 2 2 \180 6 180 4

1 V3 /[-n« T
= o (1 )+ 1 (aq ) ~ 0.5+0, 8660+ (~0,01 0175 = 0.502
S+ <180>+ o) & 0,540,860+ (~0,0175) +0.0175 = 0.5023

2 4 2 4
sin 29° - tg 46° :s.inﬂ t b _ f( Im 67T> =?

4.1.20. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.19 Feladatot szoftver segitségével!
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Megoldas a Maple programmal:

f:=(x, y)-> sin(x)*tan(y);
Xg = Pi/6;
y0:=Pi/4;

a:=subs(x = Xg, ¥ =Yg, f(X, V));
d,:=(x,y)->diff(f(x,y),x);

dy:=(x,y)->diff(f(x,y).y);

b := subs(x = Xy, ¥ =Yg, d4(X, ¥));

C 1= subs(x = X, Y =Yg, do(X, ¥));

s 1=(x, y)->a+b*(x-xp)+c*(y-Yp);

evalf(subs(x = 29*Pi/180, y = 46*Pi/180, s(x, ¥)));

Megjegyezziik, hogy az érint6sik meghatarozasara az alabbi eljarast ir-
hatjuk:

erintosik:=proc(f,a,b)

localc, d, e, s:

C := subs(x=a,y=b,f):

d := subs(x=a,y=b,diff(f,x)):
e:=subs(x=a,y=b,diff(f,y)):

s(x,y) =eval(c+d*(x-a)+e*(y-b)):
end proc;

erintosik(sin(x)*tan(y), Pi/6,Pi/4);

4.1.21. Feladat. Egy cég egyenes kérhenger alaki tdrolokat gydrt, amiknek
1.5 m a sugara és 7.5 m a magassdga. Mennyire érzékeny a tartdly térfogata
a sugdr, illetve a magassdg kis vdltozdsaira?

Megoldas: A korhenger térfogata az alapkdr sugaratol és a magassagatol
fligg:
V(R,m)=R*7m-m
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A 1.4.2 Definiciéban leirt linearis kozelitést hasznaljuk: a differencidlhanya-
dos definiciojabol a Ar =r —ry és AV =V (r) — V(ry) jelolések mellett az
ro = (1.5,7.5) pont egy elegend@en kis kdrnyezetében

AV = grad V(ry) e Ar.

Tehat
AV = Vi(ry) - AR+ V) (ry) - Am.

VE(R,m)=2-R-7m-m = V}(rg) = V4(1.5,7.5) = 22.57
VI(R,m)=R* 7 = V/(ry) =V5(1.575)=2257
AV =~ 2257 - AR+ 2.257 - Am

Ez azt jelenti, hogy egységnyi valtozas a sugirban kb 22.57-nyi valtozast
eredményez a térfogatban; mig egységnyi valtozas a magassagban kb 2.257-
nyi valtozast eredményez. A térfogat valtozasa tizszer olyan érzékeny a
sugar kis valtozasara, mint a magassagéra. Ez azt jelenti, hogy a gyartas
soran a sugar megfelel6 nagysagara kell kiilondsképpen {igyelni.

Ha forditva lenne, és a sugar lenne 7.5 m, a magassag pedig 1.5 m, akkor
a térfogat a magassag valtozasaira lenne érzékenyebb.
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** Lokalis szélsGérték keresése (szabad szélsGérték feladatok)

Az 1.7 alfejezetben leirt tételeket hasznaljuk.

4.1.22. Feladat. Hatdrozza meg az
f(xvy):($_1)2+(y_2)2+3 (:E7y)€R2
lokdlis szélsdértékhelyeit!

Megoldas:
1.1épés: 01 f(xz,y) =2x —2, Oof(x,y) =2y —4
2.)épés: 20 —2=0¢632y—4=0=1r;, =(1,2)
3.1épés:

8181f(x,y) =2 8182f(a:,y) =0

825‘1f(m,y) =0 8282f(x,y> =2

4.1épés:
01O f(ry) =2 0102f(ry) =0

D201 fr1) =0 020:f(r;) =2
5.1épés: Ai(ry) = 0101 f(r;) =2 >0 és

2 0

Ag(ry) = det < ) =4>0 = pozitiv definit

0 2
6.1épés: r; = (1,2) lokélis minimumhely, a minimum értéke:
flry) =3

A fiiggveény képe egyébkeént forgasparaboloid. A Py = (1,2) egyben abszolut
minimumbhely, hiszen barmely x,y € Resetén

flz,y)=(x—-1)2+(y—-2)2+3>3.
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4.1.23. Feladat. Hatdrozza meg az
flay) = =32" =3y + o+ 4y +1
lokdlis szélséértékhelyeit!

Megoldas:

1.1épés: O1f(z,y) = —922 +1 Oaof(z,y) = —9y> + 4

2.1épés: —92° +1 =06 —9y? +4 =0 = 215 = +% és y12 = +3; igy
lokalis szélsGérték lehet négy helyen:

_ (12 (.12 _ (== A °
r = 3?3 y T'o = 373 y I's = 37 3 y I'y = 37 3

3.1épés:
—18z 0
Ag(z,y) =
0 —18y
4.1épés:
6 0 6 0
Balry) = ( 0 —12 > Aalry) = ( 0 —12 )
—6 0 6 0
Aa(rs) = < 0 12 > Aa(ry) = < 0 12 )
5.1épés
x A1(ry) =—6<0, Ay(r;)=72>0 = negativ definit

6.1épés: r; lok.max.hely, r, lok.min.hely, ry, 75 nem széls6értékhely
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60. abra. f(x,y) = —323 -3y +x+4y+1

with(RealDomain):
@ Iszelsh:=proc(f)
local h;
print(f);
h .= convert(convert(solve({diff(f,x) =0,diff(f,y)=0}, [x,y]), 'set), 'list"):
print(h);
end proc:

4.1.24. Feladat. Irjunk olyan eljdrdst, amely megkeresi eqy kétvdltozds fiigg-
vény lehetséges szélséértékhelyeit!

Megoldas a Maple programmal:

A with(RealDomain) programcsomagot azért kell betolteni, hogy az
egyenletrendszer megoldasara szolgald solve parancs csak valos értékeket
adjon vissza. A solve parancs egy listat ad azokrol a helyekrdl, ahol mind
a két parcialis derivaltfiiggvény elttinik. A convert parancs kétszeri alkal-
mazasaval a listdt halmazza, majd a halmazt listava konvertaljuk. Ezzel
elkeriiljiik, hogy egy lehetséges szélsGértékhely tobbszor is fel legyen sorolva.

4.1.25. Feladat. Hatdrozza meg az
flz,y,2) =23 + > + 22 + 122y + 22

fiigguény lokdlis szélsdértékhelyeit!
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Megoldas:
1.1épés:

O f(z,y,z) = 30" + 12y, Oof(x,y,2) =2y + 12z, Osf(x,y,2) =22 +2
2.1épés: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

3224+ 12y =0
20+ 122 =0
224+2=0 = z=-1

A masodik egyenletbsl y = —6z, melyet az elsébe irva 322 — 72z = 0. Ebbsl
x1 = 0 vagy xo = 24, igy y = —6x miatt széls6érték lehet az r; = (0,0, —1)
és az Ty = (24, —144, —1) helyeken.

3.1épés:
6z 12 0
As(z,y,z)=1| 12 2 0
0 0 2
4.1épés:
0 12 0 144 12 0
As(ry))=1 12 2 0 As(ry) = 12 2 0
0 0 2 0 0 2

5.1épés: Mivel az r; = (0,0,—1) hely esetén Aji(r;) = 0, igy ezzel az
eljarassal nem donthetd el, hogy a r; = (0,0,—1) szélsGertékhely-e vagy
sem. Az ry = (24, —144, —1) hely esetén

Aq(ry) = 0101 f(ry) =144 >0

As(ry) = det < 11424 122 > —2.144-12-12 =144 >0
144 12 0
As(ry) =det | 12 2 0 | =2-det 14123 288 > 0.
0 0 2 12 2
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= pozitiv definit
6.1épés: f-nek a r, = (24, —144, —1) helyen lokélis minimuma van.

Az ry =(0,0,—1) hely vizsgalata:

f(ry) = f(0,0,—1) = —1. Masrészt f(x,0,—1) = 2® — 1, igy & < 0 esetén
f(z,0,—-1) < —1 és & > 0 esetén f(z,0,—1) > —1.

Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény az r; = (0,0, —1) barmely kis kornyezetében
felvesz -1-nél nagyobb és kisebb értékeket is, igy r; nem szélsGértékhelye f-
nek.

4.1.26. Feladat. Hatdrozzuk meg szoftver seqitségével a lehetséges szélsd-
értékhelyeket, majd a a mdsodrendd parcidlis derivdltak in. Hesse-mdtrizdt,
illetve annak determindnsdt!

Megoldas a Maple programmal:
A 4.1.24 feladat megoldasahoz hasonléan hatarozzuk meg a lehetséges
szélsGértékhelyeket.

with(RealDomain):

Iszelsh:=proc(f)

local h;

print(f);

h := convert(convert(solve({diff(f,x) = 0,diff(f,y) = 0,diff(f,z) = 0}, [x,y,z]), 'set'), 'list'):
print(h);

end proc:

Iszelsh(x"3+12*x*y+y"2+z2+2*z);
with(VectorCalculus);

with(LinearAlgebra):

H := Hessian(x"3+12*x*y+y"2+z"2+2*z, [X, v, z]);
d := Determinant(H);

subs(x=24,y=-144,z =1, d);

4.1.27. Feladat. Hatdrozza meg az f(z,y) = x*+y? —xy-+3z—3y fiigguény
szélséértékeit a D = {(z,y) € R?|z,y > 0,2 +y < 2} halmazon!

Megoldas: A 1.7.1 tétel szerint a D korlatos zart halmazon az f folytonos
fiiggvény felveszi a maximumét és minimumaét is; vagy D belsejében (D)
lok4lis szélsGérték forméjaban, vagy D hataran.
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61. abra. A D halmaz

I. Széls6érték keresése a D° halmazon:

of(x,y) =20 —y+3 Oof(x,y) =2y —x—3

20 —y+3=0
20 —x—3=0

egyenletrendszer megoldasa ¢ = —1, y = 1, de ry = (—1,1) ¢ D°, igy D
belsejében nincs szélsGérték.

I1. SzélsGérték keresése D hatéran:

(1) z =0, y €]0,2]

(2.) y=0, z €]0,2]

(3)y=—x+2, x€]0,2[

(4.) a csucsokban

(1) x =0, y €)0,2] = a g(y) := f(0,y) = y* — 3y fiiggvény szélsGértekeét
keressiik a |0, 2[ intervallumon.

JdW)=2y-3,4y)=0s y=-

3

f

€]0, 2[ lokalis minimumhelye g-nek

3 9
0,2 ) =—=
5) =

7N N w
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(2.) y =0, x €]0,2[ = a k(z) := f(z,0) = 22 + 3z fiiggvény szélssértékét
keressiik a 0, 2] intervallumon.

K(x)=2x+3, k(z) =0 & m:—%

¢10,2]

(3.) y=—-x+2, z€)0,2] = az
flz,—24+2) =2+ (—2+2)? —z(—2+2) + 3z —3(—x +2) = 32% -2,
igy az l(z) := 322 — 2 fiiggvény szélsdértékét keressiik a ]0, 2[ interval-
lumon.

U'(z) =6z, I'(r)=0 & x=0¢0,2

(4.) f(0,0) =0, f(0,2)=-2, f(2,0)=10

Osszegezve az eddigieket kapjuk, hogy az abszolut minimumbhely (0, %), a
minimum értéke f (0, %) = —%; az abszolut maximumhely (2,0), a maxi-

mum értéke f(2,0) = 10.

4.1.28. Feladat. Végezziik el a 4.1.27 feladat megolddsdban szerepld szd-
mitasokat szoftver segitségével!

Megoldas a Maple programmal:
Megjegyezziik, hogy a szoftver az intervallum végpontjaiban is keresi a
szélsGertéket, igy a (4). lépést (csucsokban) nem kell elvégezni.



158 4 KIDOLGOZOTT FELADATOK

with(RealDomain):
Iszelsh:=proc(f)

local(h);

h := convert(convert(solve({diff(f x) = 0, diff(f,y) = 0}, [x,y]), 'set), 'list'):
print(h);

end proc:

f 1= x"2-x*y+y"2+3*x-3%y;
Iszelsh(f);

f1 :=subs(x =0, f);

minimize(f;, y = 0 .. 2, location);
maximize(f1, y =0.. 2, location);
f, :=subs(y =0, f);

minimize(f,, x =0 .. 2, location);
maximize(?z, x =0 .. 2, location);
fy 1= subs(y = -x+2, f);
minimize(f3, x =0 .. 2, location);
maximize(fs,x=0..2, location);

*x Vektormezok »x

4.1.29. Feladat. Hatdrozza meg az (x,y,2) € R?

(xayvz> = Q(xayaz) = (:L,Q - y2,y2 — 22722 — .1'2)

RS

lyen. Irja fel a vektormezd vy = (3,2, —1)-hoz tartozd teljes differencidljdt,
ha az eltérés (Ax, Ay, Az) = (0.1,0.05,—0.2).

20 -2y O
Megoldas: v/'(r) = v'(x,y,z) = 0 2y -2z =
—2x 0 2z
6 -4 0
v(rg) =2v'(3,2,-1)=| 0 4 2
-6 0 -2
div v(z,y,2) =2 +2y+2z = divo(ry) =dive(3,2,-1) =6+4—-2=8.

)
rot v(r) =rot v(z,y,2) = | 0— (—2m§ =| 2z =
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—2
= rot v(ry) =rot v(3,2,-1) = 6
4

A rg-hoz tartozo teljes differencial a megadott eltérésre:

6 —4 0 Az 6 —4 0 0.1
0 4 2 Ay | = 0o 4 2 005 | =
-6 0 -2 Az 6 0 -2 —0.2
6-0.1—4-0.05+0-(—0.2) 0.4
=| 0:01+4-005+2-(-02) |=[ —02 | ~Aw.
(=6)-0.14+0-0.05 —2- (—0.2) —0.2

4.1.30. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.29 feladatot szoftver segitségével!

Megoldas a Maple programmal:

with(VectorCalculus):

v := VectorField(<x"2-y*2, y22-z"2, -x"2+z"2>, 'cartesian'[x, y, z]);
Jacobian(v);

M := Jacobian(v, [x, vy, z] = [3, 2, -1]);
d := Divergence(v);

dO =subs(x=3,y=2,z=-1,d);
r:= Curl(v);

o= subs(x=3,y=2,z=-1,r);
with(LinearAlgebra):

V := Matrix(3, 1, [0.1,0.05,-0.2]);
Multiply(M, V);




160 4 KIDOLGOZOTT FELADATOK

4.1.31. Feladat. Vizsgdlja meg, hogy forrds-, illetve érvénymentes-e a

o= (2 2 )

yz xz’ xy
vektormezd!

Megoldas: vi(x,y,z) = vl vo(z,y,2) = L

1 1
vs(z,y,2) = L—i_ylnm <: —lnz+ lnx>
Ty y x

1 z 1 z 1
0 IR = ) 3, y =" ) 3 s Y = - 9
w1 (z,y,2) vz hvi(z,y, 2) P 3v1(2, Y, 2) y 22
y 1 1 y 1
0 =L a2 = —, Byualwy2) = L,
1”2(37;%2’) 52’ 2’[)2(.’E Yy Z) T2 302(‘:(; Yy Z) T 22

11 1 1 1 1 Inz 1
81U3(x,y72):7*+ ——Inz+—- :——72_}-727
yx Yy x T

1
82’03(w,y7 Z) — —72111.%, aSUS(xvyaZ) =0.
Yy

xrz
r = (x,y, z) pontban ezért a vektormezd nem forrasmentes. Masfeldl

_lnz [ _y1
T 22

dau3(r) — O3v2(r) v
rot v(r) = ( O3v1(r) — O1vs(r) ) = _%Z%_ ( 1 _lrla!c_~_mlz>

Mivel div v(z,y, 2z) = yiz + L nyilvanvaléan nem tiinik el minden

yT 2

1 1
22 T\ T zy?

nyilvanvaloan nem a zérusvektor minden r = (z,y, z) esetén, azaz a vektor-
mez6 nem orvénymentes.

SN
w8
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4.2. Integralszamitas

*x Integralas intervallumon és normaltartomanyon xx

4.2.1. Feladat. Hatdrozza meqg az f fliggvény integrdljit a D tartomdnyon!

a) f(z,y) = %; D ={(z,y)|1 <z <23 <y <4}, azaz D = [1,2] x [3,4]
kétdimenzios zdrt intervallum

b) f(z,y) =sinz+2siny, D={(z,y)| -3 <2< 5;0<y< 3}
6

c) flw,y,z) = 232 — 6yz® + 42 — 2, D = [1,2] x [0,3] x [2,6], azaz a
hdromdimenzids zdrt intervallum

Megoldas: A 2.1.9 és 2.1.10 Tételeket hasznéljuk.

a)
[ ([l ran) o= [ ([ 5
L) L)
[ (el Yaom [ (om0t [ e

y=3

42272 4\ /22 12 3. 4
302, 3/\2 2 273

(sinz + 2siny) dy) dr =
=0

x:f

us

/ sma:dy—i—/2 QSinydy> dx =
y=0 y=0

y - s1na:y ot+2-[— cosy];:0> dr =

g(
[0
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i (T : m
:/ <2smx—0-smx+2(—cos2—(—cosO))> dr =

_ /2 <72T sin x+2> dx = [—gcos $+2$]§:_1 = (0+m)—(0—m) = 2.
T=—7 :

¢) Az D intervallumon folytonos f fliggvény integraljat a

/::1 </;O (/Zi2f(as,y,z) dz> dy) do

képlettel szamoljuk ki. Igy

2 3 6
/ </ (/ :Egz—ﬁyz2+4z—2dz>dy>dx:
r=1 y=0 z=2
2 3 2 3 2 6
/ </ [x?’z — 6y:i + 4= 2,2] dy> dx =
=1 y=0 2 3 2 =9

3
/ (1823 — 432y + 72 — 12) — (223 — 16y + 8 — 4) dy> dx =
y=0

3 2

2 3
162°—416y+56 dy) dr = / [16x3y—416y2+56y] dr =
T y=0

y:O =1

2
:/ 481:3—208-9+168d93:/

r=1

2 1,4 2
482%—1704 dzx = [484—17044 =

r=1

=192 — 3408 — (12 — 1704) = —1524.

4.2.2. Feladat. Hatdrozza meg az f(x,y) = 2xy figgvény integrdaljit a
D={(z,y) | 0<z <1, 2 <y<1}

tartomadnyon.



4.2 Integralszamitas 163

Megoldas: D "x” tengelyre vonatkoz6 normaltartomany, igy az 2.2.1 Tételt
alkalmazzuk:

1 1 1 y2 1 1 1
/ (/ 2xy dy) dr = / [23:] dr = / {xyz] dx =
=0 y=x2 =0 2 y=x2 =0 y=x2
1 1 2 671
1
:/ <x-12—x-($2)2>d:n:/ <m—m5>dx:[x—x] — g
=0 =0 2 6 =0 3

D felirhaté ’y’ tengelyre vonatkozé normaltartomanyként is; ekkor
viszont az 2.2.2 Tételt hasznaljuk:

D={(z,y) |0<y <1 0<z<.yj,

1 NG 1 2 VY 1 2 2
/ </ 2zy daz) dy = / [Qxy} dy = / (2\/27y—20y> dy =
y=0 \ Ja=0 y=0 L 2" ls=0 y=0 \ 2 2

371
2 Y 1
/y:o 3 y=0 3

*x Integraltranszformacié polarkoordinatakkal xx

4.2.3. Feladat. Hatdrozza meg az f(x,y) = In(z?+y?) fiiggvény integrdljit
aT={(z,y) | 1 <2?+y*<4, 0<y} tartomdnyon.

Megoldas: A 2.4.1 Tételt alkalmazzuk.
Most H = {(r,a) |1 <r <2, 0 <a<m7}.
Mivel 22 + 32 = r2 cos® a + r?sin? a = r2(cos? a + sin? o) = r? azt kapjuk,

hogy _ )
// f(z,y)dxdy = / (/ rln r? dr) da =
T a=0 r=1
™ 2 T 2
:/ </ 2rln rdr) daz?/ (/ rln Td?") do.
a=0 r=1 a=0 r=1
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62. abra. A h(H) és H tartoméanyok

Yy e
ﬂ-

A bels6 integral meghatérozasa a parciélis integralds

/:f’gz [fg]Z—/:fg’

modszerével végezhets el az alabbiak szerint. Legyen g(r) =1In r és f'(r) =
r. Ekkor ¢/(r) = 1, illetve f(r) = % Igy

2 2 2 2 .2 2
/ rln rdr = r—lnr —/ Tldr:21n2—1ln1—/ idr:
r=1 2 1 r=1 2 r 2 r=1 2

1[r2]? 1 1
—om2- 2 —omae—t(2- ) oma
202, 2 2 4
Ne feledkezziink el azonban a kiils§ integralasrél sem:

T 2 T s
2/ (/ TlanT)dOéZQ/ 21n2—3da:2[a<21n2—3)] -
a=0 r=1 a=0 4 4 a=0
= 2<21n 2 — Z)ﬂ'

4.2.4. Feladat. Hatdrozza meg az

f(@y) = VA -z —y?

fiigguény integrdljat a T = {(x,y)| 22 +y* < 1} kérlap folétt, azaz szamitsa
ki az origo kozépponti, 2 sugari felsd félgomb és a T kérlapon dllo egyenes
kérhenger kézos részének térfogatdt.



4.2 Integralszamitas 165

63. dbra. Félgdmb és korhenger kozos része

Megoldas: Az x = rcosa, y = rsina helyettesitésekkel az el§z6 feladat
megoldasaban latottak szerint

H={(ra)|0<r<1,0<a< 27}

és igy

AL (Lo S LI

L3232 or 2T (30 32\
2(3 4 []0_ (a2 =

__2?”(\/%—50 :%W(S—\/ﬁ).

4.2.5. Feladat. Hatdrozza meg a z = 8 — 22> — 2y? paraboloid és a z = 0
stk kozé zart térrész térfogatdt.
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64. abra. Paraboloid és sik

Megoldas: Legyen f(x,y) := 8—22%—2y. A 0 = 8222 —2y? egyenletbdl
2?2 4 3% = 4 kovetkezik, ezért a tartomany, ami f616tt integralnunk kell nem
més, mint az origd kdzépponta 2 sugaru

T = {(z,y)| 22 + y* < 4} korlap (v6. az el6z6 feladat).

Mivel
H={(r,a)|0<r<2 0<a< 27}

az x = rcosq, y = rsin a helyettesitésekkel

27 2
// f(x,y)dxdy:/ </ (82r2)rdr> do =
T a=0 r=0
2m 2 27 2 472
:/ (/ 8r—27“3d7‘> da:/ [ST—QT] do =
a=0 r=0 a=0 2 4 r=0

2
/ —8 4+ 16 da = [8a)?™, = 16.
a=0



4.2 Integralszamitas 167

*x Gyakorlati alkalmazasok x*

4.2.6. Feladat. Egy "H” testet az xy sik, a z = y* hengerfeliilet, az x = 0,
x=1,y=—1ésy=1 sikok hatdrolnak; a hosszisdgot [dm[-ben mérjik.

a) Szimitsuk ki a test tomegét, ha a sdiriségfiggvény p(z,y, z) = 2x [kg/dm3).
b) Hdny négyzetdeciméterre vald festék sziikséges a test befestéséhez?

Megoldas:

65. abra. A tomeg kiszamitasahoz
z

\ |/
/1
a) m= [ [ [yplxy,z)dedydz = fol (f_ll (ny2 2 dz) dy) dx =

—fo (f [222]§ *d >dx—f0 (f 2xy2dy) d:c—fo [21‘%]1_ dx =

1'2 1
i h oo (d) de= [ dede=[3-5] =1 522 kol

b) A test felszinét kell kiszamitani (lasd 66 abra).

F=F+2-F+2 -F3+F,
Fy kiszadmitasa: f(x,y) = y?, (v,y) €[0,1] x [-1,1],
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66. abra. A felszin kiszamitasahoz
Z.

F: fz,y) =9

"\

B— I )
/
X
B e Ldedy -
[0,1]x[—1,1]

-/ </_11Wdy> dz = (%)

1
0

y

Elgszor a helyettesitéses integralds segitségével kiszamitjuk a belsd in-
tegrélt.

2y =sht = y = isht; t = arsh2y
VY2 + 1dy = i -
/ (29)+ Ly [ @ _ Leht = dy = Lehtdt

1 1
:/«/(sht)2+1-2chtdt: [ ch?t —sh* =1 | :2-/ h?t dt =

1 1 1
:[ch2t:§+§ch2t]:2-/2+2ch2tdt:

2+2 2

te=

1 /1 1 shot ot shot
2 cT1T s

= { sh2t =2-sht-cht=2-sht-\/1+sh? } =
B arsh2y+2~2y-\/1—i—(2y)2 te
8

4
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_arsh2y LU 1+ (2y)?
4 2

1
1 h2 1+ (29)2
o= [ [ v,
0 4 1

Y farsh2 V5 arsh(=2) -5
:/0< 1 +2)_< 1 2 )dw:

! arsh 2 h 2 ! h?2
:/ ars2 By — [(arz +\f5> 1;] ars VB
0 0

Igy )
F = arz + /5~ 2.9579 [dm?).

F5 kiszamitasa:

67. Abra. Iy kiszdmitasahoz

1 371
y 1 N 2.,
2 /1y Y [3]1 3 ( 3) 3[m]
A test befestésére kb

2

négyzetdeciméterre valo festék sziikséges.
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4.2.7. Feladat. Eqy "H” éket az x> + y> = 1 hengerbél a z = —y és
z = 0 sikok vdagnak ki. Szamitsuk ki az ék tomegét, ha a sdriségfiggvény

p(x,y, Z) = Z2'

68. abra. A keletkezd ék

Megoldas:

m=[ [ [ sz dacdydz—//(/ )dwdy—()

={(r,a): r€01] « € [m, 2]}

://D[%]O da:dy—// ——d:vdy—— //y drdy —
:—é/:w(/ol(r-sina)s d)da_—é/w (/0 rt . gin? ozdr)da—

1 (27 [5 1 1 [271
:_g/ |:%Sln30é:| da:—gf SSIHSOéda:
e 0 Iy

2

1 2
:_E/w sina-(l—cosQQ)da:—E sina — sina - cos® a da =
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4.2.8. Feladat. Hatdrozzuk meg szoftver segitségével a 4.2.7 Feladatban

szerepld €k sulypontjdat (ldsd 2.3.6 Példa)!

Szamitas a Maple programmal: Megjegyezziik, hogy

1 0 -y
m = </ (/ 22 dz) dy> dx.
r=—1 =—v1-22 \JO

m = int(int(int(z"2, z=0 .. -y), y = -sqrt(1-x*2) .. 0), x =-1 .. 1)

S = (x[S], yIS], 2[S));

X[S] := (int(int(int(x*z"2, z= 0 .. -y), y = -sqrt(1-x"2) .. 0), x = -1 .. 1))/m;
y[S] := (int(int(int(y*z"2,z =0 .. -y), y = -sqrt(1-x*2) .. 0), x =-1 .. 1))/m;
Z[S] := (int(int(int(z*(z*2), z=0 .. -y), y = -sqrt(1-x2) .. 0), x =-1 .. 1))/m;

A program &ltal szolgaltatott eredmény: S = (O, —é—i m, % 7r).

4.2.9. Feladat. Szdamitsuk ki a 4.2.7 Feladatban szerepld ék felszinét!

69. abra. Az ék felszinéhez
V4

F;

(cosu,sinu, —sinu)-----

(cosu,sinu,0) -------

Megoldas: F' = I} + F5 + F3, FL=5=3
F, kiszamitasa:

fly)=—y, T={(zy): 2> +4*<1, y<0}
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R = //\/f’ (f1)? +1d:cdy—//\/()2—dxdy—

z//T\/idxdyz\/5-//T1dgcdy:\/§-2

F3 kiszamitasa: u € [, 27], v € [0, 1]
r(u,v) = v - (cosu,sinu,0) + (1 —v) - (cosu,sinu, —sin )

r(u,v) = (cosu,sinu, (v — 1) - sinu)

or . or :
%(u, v) = (—sinwu,cosu, (v — 1) - cosu), aU( v) = (0,0,sinu)

or or ¢ ? i

—(u,v) X —=(u,v) =| —sinu cosu (v—1)-cosu | =

ou ov

0 0 sinw
(cosu - sinu, sin® u, 0)
or
F3—// (u,v) x —(u,v)| dudv =
[7,27] x[0,1] ) 51’( )

= / / \/(:os2 u - sin? u + (sin? u)2 dudv =
[m,27] x[0,1]

= // \/sin2 u - (cos? u + sin? u) dudv =
[m,27] x[0,1]

1 2m
:// | sin u| dudvz/ (/ —sinudu> dv =
[m,2m]x[0,1] v=0 T

1 1
= / [cos u]?™ dv = / 1—(—1)dv = [20]} =2
v=0 v=0

4.2.10. Feladat. Hatdrozzuk meg szoftverrel a 4.2.7 Feladatban szerepld ék
felszinét!

Szamitas a Maple programmal: A feladat megoldasahoz elGszor is a
munkalapon behivjuk a "vektorkalkulus” csomagot a with(VectorCalculus);
paranccsal. A 4.2.9 feladat megoldasaban szerepld F3 felszin meghatarozasa:

A 4.2.9 feladat megoldasaban szereplé Fy felszin meghatarozasa:
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with(VectorCalculus);

SetCoordinates('cartesian’[x, y, z]);

S := PositionVector([cos(u), sin(u), (1-v)*sin(u)]);
F := Surface(S, u=Pi.. 2*Pi,v=0..1);
Simplify(Surfacelnt(1, [x, y, z] = F, 'inert));
‘Surfacelnt(1, [x,y, z] = F);

with(VectorCalculus);
SetCoordinates('cartesian'[x, v, z]);
fi=y;

a:=sqrt(diff(f x)"2+diff(f,y)2+1);
int(a,[x,y]=T);

*x GOrbementi és feliileti integral *x

4.2.11. Feladat. Hatdrozzuk meg a v(x,y,z) = (y+ 2,2+ 2,2 +y) vek-
tormezd integrdljdt az A(1,-2,3), B(2,1,4) végponti szakaszon!

Megoldas: Az integral kiszamitasahoz a 2.6.1 Tételt hasznaljuk. Az AB
szakasz tartoegyenesének egy iranyvektora AB = (1,3,1), igy az AB szakasz
az aldbbi alakban adhat6 meg:

Gt—rit)=(1+t-2+3t3+t), te]|0,1]

1
/v(r) dr:/ V(141 24363+ 1) e (1,3,1) dt =
G 0

1 —243t+3+¢ 1 L 1+4t 1
:/ 14+t+3+t of 3 dt:/ 4492t |e| 3 |at
O \ 1+4t+(-2)+3t 1 0\ —1+44¢ 1

1
:/ Lo (1448)+3- (4426) + 1+ (=1 +48) dt =
0
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1 2 1
t
:/ 14t + 12 dt = [142+12t] = [1? +12¢), =7-1>+12-1-0=19
0 0

4.2.12. Feladat. Hatdrozzuk meg szoftverrel a 4.2.11 Feladatban szerepld
gorbementi integrdl értékét!

Szamitas a Maple programmal:

with(VectorCalculus);
SetCoordinates('cartesian’[x, y, z]);

G = PositionVector([1+t, -2+3*t, 3+]);
Gamma = Path(G, t=0 .. 1);

v := VectorField(<y+z, x+z, x+y>);
simplify(Linelnt(v, Gamma, 'inert’));

| Linelnt(v, Gamma);

4.2.13. Feladat. Hatdrozza meg a v( = ( ) vektormezd in-
tegrdljdt az r(u,v) = (u,uv,v?), (u, v) [ 2] X [ ] feluletdambon/

Megoldas: Az integralt a 2.6.5 Tétel alapjan szamitjuk. A feliiletet F'-fel
jelolve, [—1,2] x [0, 1]-t pedig D-vel

/ ur) df = / / sl (87“(52 V) o ar((;: v) ) dudv = (x)

aﬁ(u) U) 3£(u, ’U)
8“ ( ’U70)’ an (O’U, U)
iy ki g
ortu) ortw) |3 615 L
v v 0 uw 200 wu
202
=2-02.i4+0- Jru-k— (0-@—#0@4—2-1}-2):21121'—2111—#1@: —2v

u
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2

U - U uv
v(u,uv,v?) = | (0?)?% | =1 o*
uv uv
u?v 202
(%) = // v? o| —2u dudv = // 2203 —20° +u?v dudv =
D uv U D

2 1
= / (/ 2% — 20° + v dv> du =
u=-—1 v=0
2 4 6 271
:/ [2u2v— U+uzv] du =

2 1 2
Loa 1 122} / Lo 1 15,
= UVt — Zv0 4 suv du = su'— -+ -u”—0du=
/u [2 3V T 2" T3

2 1 U3 1 2 8 2 -1 1
2
= ——du=|——= = —4+=]1=2

4.2.14. Feladat. Hatdrozzuk meg szoftverrel a 4.2.13 Feladatban szerepld
feliileti integral értékét!

Szamitas a Maple programmal:

| with(VectorCalculus);
SetCoordinates(‘cartesian'[x, y, z]);
r:=(u,v)->[u, u*v, vA2]
diff(r(u, v), u);
diff(r(u, v), v);
CrossProduct(Vector(diff(r(u, v), u)), Vector(diff(r(u, v), v)));
p :=subs(x = u, y=u*v, z=Vv"2, [xy, z"2,]);
DotProduct(Vector(p), Vector(CrossProduct(Vector(diff(r(u, v), u)), Vector(diff(r(u, v), v)))));
felint := int(int(2*u*2*v*3-2*v"5+u*2*v, v=0 .. 1), u = -1 .. 2);

4.2.15. Feladat. Szdmitsuk ki a v(z,y,z) = (zy’z, 2%yz, 1a%y?) vektor-
mezd x° +y? =4, z = 0 kor mentén vett vonalintegrdljdt!
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Megoldas: G : r(t) = (2-cost,2-sint,0) t e [0,2n],

r'(t) = (=2 -sint,2 - cost,0)

1
v(r(t)) =wv(2-cost,2-sint,0) = (0,0, 5 4.cos’t-4-sin’t) =

= (0,0,8 - cos®t - sin t)

/Gv(r) drz/:u(r(t)).r’(t) dt:/o%o dt = 0.

4.2.16. Feladat. Szamitsuk ki a Gauss-Osztrogradszkij tételben szerepld in-
tegrdalokat, ha a vektormezd v(x,y, z) = (vy, zx,yz) €s a térrészt az x = 0,
y=0,2=0¢é x+y+ 2 =1 sikok hatdroljik.

Megoldas: A Gauss-Osztrogradszkij tétel a 2.6.6 Tétel.

70. 4bra. A Gauss-Osztrogradszkij tételhez

2By hymy)=1-z—vy

F,,
hi(z,y) =0

/def— Flvdf—l—/Fzzvdf—i-/F vdf—l—/F vdf

Yyz zy

x

x F1:ory(u,v) = (u,v,1—u—v) Dy = {(u,v) : we[0,1],0 <v < 1-u}

O (o) = (1,0,-1) 2L (u,v) = (0,1,
%(u,v) - (1705 1) v (’LL,U) - (07 ]-7 1)
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i k
Ory(u,v)  Ory(u,0) | % 1]=(,1,1)
ou v 0 —1 -

1
v(ri(u,v)) = (v, (1 —u —v)u,v(l —u —v))
x Fry: 1y, (u,v) = (u,0,v) Dy, = {(u,v): we0,1,0<v<1—u}

Q(zzz (u7 U)) = (07 uv, 0)

* Byt 1y, (u,0) = (0,u,v) Dy, = {(u,v) 1 wel0,1,0<v<1—u}

Q(Zyz (u,v)) = (0,0,uv)

* Fry: 1y (u,0) = (u,0,0) Dyy = {(u,v): we€0,1,0<v<1—u}
Q(ﬁxy(u,’l))) = (w,0,0)

Mivel [, v dff
= [ [puri(u,v) e (1,1,1) dudv + [ [, v(r,.(u,v))e(0,~1,0) dudv+
+/ nyzy ry.(u,v))  (=1,0,0) dudv + ffDmyy(fxy(u,v)) ¢ (0,0,—1) dudwv,

/’Udf / / (uv,u — u? — uv,v — uv —v?) o (1,1,1) dudv+
u=0 Jv=

/ / (0,uv,0) @ (0,—1,0) dudv+

u=0 Jv=

/ / (0,0,uv) ® (—1,0,0) dudv+
u=0 Jv=

/ / (uv,0,0) e (0,0,—1) dudv
u=0 Jv=

/vdf:/ / w +u — u? — uwv + v — uv — v? dudv+
F u=0 Jv=0
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1 1—u
+/ / —uv dudv+04+0 =
u=0 Jv=
/ / — (u® 4 2uv + v?) dudv =
u=0 Jv
/ / (u+v) — (u+v)? dudv =
u=0 Jov=

/1 (utv)*  (uto)? udu:/1 L S SR du =
o | 2-1 31 |, 02 3 \ 2 3

Most a Gauss—Osztrogradszkij tételben szerepls jobb oldali integralt szé-
moljuk:

divg(m,y,z) = 31v1(m,y,2) +82U2('1"3y72) +83U3(:anaz) =Y+ 0+y = 2y
D:{(IE,y) HAES [051]70§y§1*1‘}

Masrészt a térrész felfoghaté z tengelyre vonatkozd normaltartomanynak
(lasd 70. abra), igy

()
/ dive dV = // / divv(z,y,z)dz | dedy =
hi(z,y)

-z l-z—y 1 11—z
(/ </ 2ydz> dy> dx = / (/ 2y(l —x — y)dy) dr =
0 0 0 0
1 11—z 1 9 11—z
/ </ (2y — 2zy — 2y2)dy> dx = / [yQ —xy? — y3] de =
o \Jo 0 3
1 1

0
:/ (1—:,;)2—3;(1—3;)2—3(1—;[;)%;:/ (1—x)2(1—:1:)—§(1—x)3da::

/

0 0
! 1 [a-2)ft
= [ s-era= 5[5 -
= [0 =5 0-1) =
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4.3. Differencidlegyenletek

*x Ko6zvetleniil integralhaté és szeparabilis DE-k *x

4.3.1. Feladat. Vizsgdljuk meg, hogy az xy'(x) = 2y(z) egyenletnek az
y(z) = ca? fiigguények megolddsdt alkotjdk-e minden c valds szdm esetén.

Megoldas: Behelyettesitve az egyenlet bal oldaldba a megadott fiiggvényt
azt kapjuk, hogy xy/(z) = z(cx?®)’ = x - 2cx = 2cx?; behelyettesitve az
egyenlet jobb oldaldba, azt kapjuk, hogy 2y(z) = 2cx?, igy a bal oldalon és
a jobb oldalon all6 kifejezés megegyezik tetszSleges ¢ € R esetén, tehat az
y(z) = ca? alaki fiiggvények megoldasai a megadott differencialegyenletnek.

4.3.2. Feladat. Oldjuk meg az y'(x) = cos2x, y(0) = 1 kezdetiérték fel-
adatot!

Megoldas: A differencidlegyenlet kozvetleniil integralhato:

sin 2x

y(z) = ——+c

adodik. Mivel y(0) = 1, ezért 1 = y(0) = % +c=c, igy ¢ =1, tehat a
kezdetiérték probléma megoldasa:

sin 2x

4.3.3. Feladat. Oldjuk meg az y'(v) = "7, y(0) = 2 kezdetiérték felada-
tot!

Megoldas: A differencidlegyenlet kdzvetleniil integralhato:

x 1 2z 1
y(x) /x2+1dx 2/3:2—1—1(11: 2n(m+)+c

adodik. Mivel y(0) = 2, ezért 2 =y(0) = 3In1+ ¢ = ¢, amibdl azt kapjuk,
hogy ¢ = 2, tehat a kezdetiérték probléma megoldésa:

1
y(z) = B In(z? +1) + 2.
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4.3.4. Feladat. Oldjuk meg az y'(z) = x-e”, y(0) = 3 kezdetiérték felada-
tot! Megolddsunkat ellendrizzik!

Megoldas: Az egyenlet kozvetleniil integralhato, igy

y(fv):/m'exdx:x'em_/ewdx:x-em—ex-kc.

Tovabba 3 = y(0) = —e® 4+ ¢ = —1 + ¢, igy ¢ = 4, tehat a kezdetiérték
feladat megoldasa:

y(z) = (x — 1)e” + 4.
A megoldas ellenGrzéséhez helyettesitsiik be a kapott fliggvényt az eredeti
egyenletbe

(x—1)e" +4) =e"+ (x — 1)e” = ze”, y(0)=—1-¢"+4=23.

4.3.5. Feladat. Valaki egy egyenes utca A pontjdbsl indul az autdjdval és
egyenletesen gyorsulva 10 mdsodperc alatt ér az utca B pontjaba, ahol a
sebessége 72 [km/h]. Hatdrozzuk meg az A és B pontok tdvolsdgdt!

Megoldas: Egyenes vonalii mozgas esetén egy koordinatatengelyt felvéve
egy koordinataval (elGjeles mennyiség) természetes modon azonosithatd a
hely. A hely valtozasi gyorsasiaga a sebesség, a sebesség valtozasi gyorsasiga
a gyorsuléds. Mivel az autd egyenletesen gyorsul, igy konstans a gyorsulas és

v(t):/adt:a-t—i-cl,

s(t):/v(t)dt:;-t2+cl-t—|—02,

ahol ¢ = 0 helyettesitéssel v(0) = ¢; és igy ¢ = 0 helyettesitéssel s(0) = ca.
Az aut6 az A pontbol indul, ekkor s(0) = 0 és v(0) = 0. Az A és B pontok
tavolsaga ekkor s(10), ezt kell meghatarozni. A fentieket egyeztetve

vty =a-t, s(t)= g 2,

Mivel 72 [52] = 20 [2] 10, igy a = 2. Ezt felhaszndlva

s(t) = t2, melybsl s(10) = 102 OO[m].
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4.3.6. Feladat. Oldjuk meg az y'(z) = 2z - y(x), y(0) = 1 differencidl-
egyenletet!

Megoldas: Az egyenlet szeparabilis, g(z) = 2z, h(y) = y, ezért fennall az
Ik % dy = [2zdx (lasd 3.2.1 Allités) egyenlet. Elvégezve az integralasokat

In |y| = 2% + ¢ adddik, amibsl
y=de" T = 4o e = C 6" (C eR).

Masrészt y(0) = 1, igy 1 = y(0) = C - e® = C, tehat a kezdetiértek feladat
megoldasa y(z) = v,

4.3.7. Feladat. Oldjuk meg az y' = Si‘;# differencidlegyenletet!

Megoldas: Mivel ¢y = Si;}# = sin 2z - y%, ezért g(x) = sin2z, h(y) = 1/y*.

Felhasznélva az [ ﬁ dy = [ g(x) dz Gsszefiiggést kapjuk, hogy
5

/y4dy: /sin2a:dm.
Y cos 2x

_ s _ cos2x
5= 5 +c¢, azaz y(:c)—\/5<c 5 )

Ebbsl

4.3.8. Feladat. Oldjuk meg azy' = —x -3 differencidlegyenletet!

Megoldas: A g(z) = —x, h(y) = e3¥ jeldléseket bevezetve
/ ﬁ dy = [ g(z)dz azaz [ 53 dy = [ —wdz. Az egyenlet bal oldalan 16v6

integrandus e~3Y, igy integralva mindkét oldalt e:;y = —%2 + c. Szorozva
—3-mal és C = —3 - c jeloléssel e 3Y = 3 - % + C'. Innen
1 3
y(z) = —3° In <2x2 + C) .
4.3.9. Feladat. Oldjuk meg az
y =tgz-tgy

differencidlegyenletet!
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Megoldas: Az egyenlet szeparabilis, g(z) = tgz, h(y) = tgy, ezért fennall
az [ L dy = [tgz dx egyenlet. A bal oldalt atalakitva f’/f alaki integralt

tgy
kapunk:
1
—dy = / c?sy dy = In|siny| + ¢;.
tgy siny

A jobb oldalt hasonlbéan integraljuk:
/tg:pdx = / ST e = / —OT gy = —In|cosz| + c.

COS T COS T

Bevezetve a ¢ = ¢ — ¢; jelolést kapjuk, hogy
In|siny| = —In|cosz| + c.
Ebbdl az egyenletbdl kifejezziik az y-t:
In|siny| = —1In|cosz|+ ¢
siny = e~ Mlcoszlte —y giny = o Inlcosal o

In|cosz|~!

-C = siny =

" (anz)
y(z) = arcsin .
cos x

siny =e .
cos
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*x Els6rendd linearis homogén, Hianyos masodrendd DE-k xx

A 3.2 alfejezetben leirtakat alkalmazzuk a megoldasokhoz.
4.3.10. Feladat. Oldjuk meg az
y"(x) — 8z = sin 2z, y(0)=2,4(0) =1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas: p'(z) — 8z = sin 2z, azaz p/(x) = 8x + sin 2x kozvetleniil integ-

ralhato,
cos 2x

C.

p(z) = /856 + sin 2z dx = 42 —

cos 2z

p(z) = ¢/(z) miatt /' (z) = 472 — 5~ + ¢ kozvetleniil integralhato.

B 4 in 2
Igy a DE éltalanos megoldasa: y(z) = - z3 — 51114 ¢

+cx+d (c,deR).
y(0) = 2 igy az altalanos alakbol kapjuk, hogy d = 2; mésrészt
, , 1 3
y(0)=11igy 1=p(0)=—g+c =c=7
kovetkezik. A kezdetiérték feladat megoldasa:

4 5 sin2zx 3
S S r42
y(z) 3 T 1 + 5 T+

4.3.11. Feladat. Oldjuk meg az

kezdetiérték feladatot!
Megoldas: = -p'(z) = p(z) = p'(z) — 1 p(x) = 0 elsérendd linearis
homogén (specialisan szeparabilis: lasd 3.3.1 4llitas.)
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Mivel ¢'(z) = p(x) = C - |z| és az egyenletben y mésodik derivaltja is
szerepel, ezért vagy C' = 0 (ami ellentmond a kezdeti feltételeknek), vagy
y'(x) = C - z. Utobbi kozvetleniil integrdlhato, igy a DE édltalanos megol-
désa: y(x) = C%Z +D (C,D€eR).

y@)=C-z = 2=y (1)=C-1 = C=2

0=y(1)=%+D:1+D = D=-1
A kezdetiérték feladat megoldasa:
y(z) =22 — 1.
4.3.12. Feladat. Oldjuk meg azy"(x) = 2-y/(x)-y(x) differencidlegyenletet!

Megoldas: A helyettesitéssel p/(y)-p(y) = 2-p(y) -y differencidlegyenlethez
jutunk. Lathato, hogy p = 0 megoldéas. Most tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor
p'(y) = 2 -y, mely kozvetleniil integralhato, igy p(y) = y? + c. Mivel
Y = ply), ezért v = y> +¢c¢ = y =1-(y*+c), ami egy szeparabilis
differencidlegyenlet.

A h(y) =y* + ¢, g(z) =1 jeldlesekkel [ ﬁdy = [ g(z)dz, azaz

1
/y2+cdy:/1dx.

[1dz =z + dy, méasrészt

1 1 1 1 1
dy==-[ 5——dy==- [ ————dy =
Z+ec c) ¥ c 2
y =Tl ( ) +1
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Bevezetve a d := dy — da jelolést

Jaet (L) —ad

Kifejezve y-t

y(z) = Vetg(Ver +Ved) = Ctg(Cx + D).

4.3.13. Feladat. Oldjuk meg az y(x)-y"(x) = (y/(x))? differencidlegyenle-
tet!

Megoldas: A helyettesitéssel y-p/'(y)-p(y) = (p(y))? differencislegyenlethez
jutunk. Lathato, hogy p = 0 megoldéas. Most tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor
y-p'(y) = p(y) adodik. Ez egy els6rendi linearis homogén (specidlisan
szeparabilis) egyenlet: p/(y) — % -p(y) = 0. Igy

py) =C-e I VW =l = oy

Mivel y' = p(y), ezért az ¢y = C - y - els6rendd linedris homogén egyenlet:
y-C-y=0
y(z) =D - e~/ =Cdr — p . Cx

*x Els6rendd linearis inhomogén DE-k xx

A megoldashoz a 3.3.2 Megjegyzésben leirtakat hasznaljuk.

4.3.14. Feladat. Oldjuk meg az y'(x) = 2z - y(x) + e differencidglegyenle-
tet!

Megoldas: A DE els6rend, linearis, inhomogén.
1. a y/(z) — 2zy(z) = 0 homogén rész dltalanos (y,) megoldésa:

yh(fE) —C. e—f—2a:dx —C. 6:22
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22

2. az inhomogén DE egy (y,) partikularis megoldasat y,(z) = C(x) - e
alakban keressiik, igy

(C(z) ) =22 C(z) - + e
egyenlGségnek fenn kell 4llnia.
Elvégezve a bal oldalon a derivalast
C'(z) e +C(x) e 22 =2x-C(z) e +e*,
a varialt konstanst tartalmazo tag (a C(x)-et tartalmaz6) mindig kiesik,

azaz
2 2

C'(z)-e" =e",

melybsl C'(z) = 1. Igy C(z) = z. (Elegend§ egy primitiv fiiggvényt

megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet egy megoldasat kerestiik.) Tehat
2

yp(a) = - o,

3. az inhomogén DE altalanos megoldasanak meghatirozasa:

2

y(@) = ya(@) + ypla) = C e tz-e” = (C+a)-e".
4.3.15. Feladat. Oldjuk meg az y'(z) = y(x) + =, y(0) = 1 kezdetiérték
feladatot!
Megoldas: A DE elsérendi, linearis, inhomogén.
1. az y'(x) — y(x) = 0 homogén rész altalanos (yp,) megoldasa:
yp(x) =C - e~ lde _ oo

2. az inhomogén DE egy (y,) partikularis megoldasat y,(z) = C(z) - €”
alakban keressiik, igy

(C(z)-e") =C(z)-e" +x
egyenl@ségnek fenn kell allnia. Elvégezve a bal oldalon a derivélast

C'(x)-e"+C(x)-e* =C(z)-e* +z,
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azaz

C'(z) e =x=C'(x) = e% =x-e "

melybdl a parcidlis integralas modszerével
C(ﬁ) = /-’E'e_mdﬂ? — l“e_w+/e_zdﬂf — *l"e_m*e_m — (*37*1)'6_1

(Elegendd egy primitiv fliggvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet
egy megoldéasat kerestiik.) Tehat y,(z) = (—x —1)e™ - ¥ = —x — 1.

3. az inhomogén DE altaldnos megoldasanak meghatérozasa:

y() =yn(z) +yp(z) =C-e" —2 —1

4. A kezdetiérték feladat megoldasa: 1 =y(0) =C -1 = C =2, igy
y(r) =2e" —x — 1.

4.3.16. Feladat. Oldjuk meg az u'(t) = e — u(t) differencidlegyenletet!
Megoldas: A DE elsérendd, linearis, inhomogén.
1. az u/(t) + u(t) = 0 homogén rész altalanos (uj) megoldasa:
up(t) =C-e St =t

2. az inhomogén DE egy (u,) partikuldris megoldéasat u,(t) = C(t) - e~

alakban keressiik, igy
(C(t)-e )Y =el —CO(t) - et
egyenldségnek fenn kell dllnia. Elvégezve a bal oldalon a derivalast

C't)-et=Ct)-et=e —C(t)-e?
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azaz

e2t

C't)y-e'=e'=C(t)=e*=C(t) = -

(Elegendd egy primitiv fiiggvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet
egy megoldasat kerestiik.) Tehét

2 ¢
e €

up(t) = 5 e =5

3. az inhomogén DE altaldnos megoldasanak meghatérozasa:

u(t) = up(t) +up(t) =C-e ' + e

5
4.3.17. Feladat. Oldjuk meg a
2 —1)-2'(t)+2t-2(t) =1, z(2)=4
Cauchy-feladatot!
Megoldas:
1. a (2 —1)-2'(t) +2t-z(t) = 0 homogén rész altalanos (z;,) megoldasa:

1 C
2—-1 -1

o) =C-e I FTY o gmmlr-1 _ o

2. az inhomogén DE egy (z,) partikularis megoldéasat z,(t) = gﬂ alak-
ban keressiik, igy
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azaz

C't)y=1=C(t) =t.

(Elegendd egy primitiv fliggvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet
egy megoldésat kerestiik.) Tehét

t
2 -1

zp(t) =

3. az inhomogén DE altalanos megoldasdnak meghatirozasa:

(8) = za(t) + 2, (t) = %

4. A kezdetiérték feladat megoldasa: 4 = x(2) = $*2, = C = 10, igy

10 1
y(t) = 2.

*x Masodrendi linearis homogén és inhomogén DE-k *x

4.3.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy az y1(x) = ® és ya(z) = 2%e® fiigg-
vények linedrisan fiiggetlen megolddsai az

z-y(2) = e+ 1)y (z) + (z+ y(x) =0 (z>0)

mdsodrendid, homogén differencidlegyenletnek, majd adjuk meg az egyenlet
dltaldnos megolddsdt!

Megoldas: A 3.3.2 és 3.3.3 Tételeket alkalmazzuk.

e x2e®

_ | ni(@) y2(x)
Wix) = ‘ Y e 2re® + x2e”

() wa(x)

= 22e%® + 22e?® — 22e®® = 22e*® £ 0 ha x > 0,

tehat az y; és yo fliggvények linearisan fiiggetlenek az I = (0, +00) interval-
lumon. Mivel

rz-e"—2e+1)e"+(z+1)e" =e"(z—20—-14+2+1) =0,
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igy y1(z) = e® megoldasa a differencidlegyenletnek. Mésrészt
z - (2%e®)" — (22 + 1)(2%®) + (z + 1)z?e” =
= (2ze” +2%®) — (20 + 1)(22ze® + 2%”) + (x + 1)2%e” =
=z - (2% 4 2ze” 4 226" + %) — (22 4 1)(22e® + 2%e%) + (z + 1)z%e® =
=e" (z-2+4z+2%) - 2z +1) 2z +2°) + (z+1)2?) =
=e®(2z + 4% + 2% — 42? — 223 — 20 — 2? + 2% 4+ 2%) = 0,

tehat yo(z) = 2%e® is megoldasa a differencialegyenletnek.
Az altalanos megoldéas:

y(z) = c1e” 4+ cpx?e”  (c1,co € R).
4.3.19. Feladat. Oldjuk meg az
y'(z) + 7y (x) + 10y(z) =0, y(0) =2, ¥'(0) =5
kezdetiérték feladatot!

Megoldas: A 3.3 alfejezetben a Masodrendd konstansegyiitthatos homogén
linearis DE részben leirtakat alkalmazzuk.

A karakterisztikus egyenlet: A\ + 7\ + 10 =0

A karakterisztikus egyenlet diszkriminansa

D=7*-4-10=49—-40=9>0,

—7+vD _ =743,
5 =

5—; azaz A\p = —H ¢€s

igy két valos megoldas van: Ao =
Ag = —2.

A differencialegyenlet éltalanos megoldésa:

2x

y(x) = c167°% 4 cqe” (c1,c2 € R).

Ezen megoldasok koziil azt a fiiggvényt kell meghataroznunk, amelyikre
y(0) = 2, /(0) = 5 fennall. Az elsg feltétel szerint

2=y(0) = c1e70 4 0720 = ¢ 4 9,
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mésrészt a megoldasok y(x) = c1e™>® + cpe™2* alakuak, igy
y(x) = —5c1e 0% — 290 2"
alakban irhaté. A maésodik feltételt figyelembe véve

5=1'(0)= —5c1e7°0 — 209720 = —5¢1 — 2¢.

Tehat a c; és ¢y értékeknek eleget kell tennie a

c1+ coa=2
—501 — 262 =5
egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer megoldésa: ¢; = —3, co = 5. Igy

a kezdetiérték feladat megoldésa:
y(r) = —3e™ % + 5e 2.
4.3.20. Feladat. Oldjuk meg az
y'(@) + 2/ (z) +y(x) =0, y(0) =2, y(0) = -1
kezdetiérték feladatot!

Megoldas: A 3.3 alfejezetben a Masodrendi konstansegyiitthatos homogén
linedris DE részben leirtakat alkalmazzuk.

A karakterisztikus egyenlet: \> +2\+1 =10
A karakterisztikus egyenlet diszkriminénsa D =22 —4 =4 — 4 = 0, igy két
egybeess valés megoldéas van, mégpedig

0=XA+22+1=(A+1)>

miatt A = —1.
A differencidlegyenlet altaldnos megoldasa:

y(z) = cre”" + coze * (c1,c2 € R).
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Ezen megoldasok koziil azt a fiiggvényt kell meghataroznunk, amelyikre
y(0) =2, 3/(0) = —1 fennall. Az elsé feltétel szerint

2=y(0)=cre " +¢c-0-e 0 =¢,

masrészt a megoldasok y(x) = c1e™ + coxe™™ alakuak, igy

Y () = —c1e™® + coe”" — coxe™”

alakban irhato. A masodik feltételt figyelembe véve

0 0

-1=4'(0) = —c1e+ e —c-0-e 0= —¢; + e

Tehat a c; és co értékeknek eleget kell tennie a

C1 =2
—c1+cp=-1

egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer megoldasa: ¢; = 2, ¢ = 1. Igy a
kezdetiérték feladat megoldésa:

y(r) =2e" " 4+ ze .
4.3.21. Feladat. Oldjuk meg az

y"(z) +4y' () +5y(x) =0, y(0)=1, y/(0) =2
kezdetiérték feladatot!

Megoldas: A 3.3 alfejezetben a Masodrendi konstansegyiitthatos homogén
linearis DE részben leirtakat alkalmazzuk.

A karakterisztikus egyenlet: A\ +4\ 45 =0
A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa D = 42 —5-4 = 16 — 20 = —4, igy
az egyenletnek két komplex megoldasa van, melyek egymas konjugiltjai:
/\1:a—|—,6"iés)\2:oz—ﬁ-i.
A megoldésok Ay g = =4EVD — —AVEL 4% 94 melyhsl o = —2,
g=1.
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A differencidlegyenlet altaldnos megoldasa:

2 2

y(x) = cre”** cosx + coe” “sinw (c1,co € R).

Ezen megoldésok koziil azt a fiiggvényt kell meghataroznunk, amelyikre
y(0) =1, ¢/(0) = 2 fennall. Az els6 feltétel szerint

1=1y(0) = c1e%cos0 + c2e’sin0 = ¢y, igy ¢1 = 1

2 2

méasrészt a megoldasok y(x) = c1e™** cos x + cpe™ " sin x alakuak, igy

Y (x) = —2c1e P cosz — cre” P sinx — 2c9e "2 sinx + e 2% cos
alakban irhat6. A masodik feltételt figyelembe véve
=1/(0) = —2¢1€% cos 0 — c1e%sin 0 — 2¢9e° sin 0 + ¢2e° cos 0 = —2¢; + co.

Mivel ¢; = 1, ezért co = 4. Igy a kezdetiérték feladat megoldasa:

y(x) = e * cosx + 4e > sin .

4.3.22. Feladat. Oldjuk meg az y"(x) + 5y’ (x) + 6y(x) = 12e” differenci-
dlegyenletet!

Megoldas: A Megjegyzésben leirtakat alkalmazzuk.

1. A karakterisztikus egyenlet: \24-5\46 = 0, melynek gydkei: \; = —2,
Ao = —3. Igy a homogén rész altalanos megoldésa:

3z

yp(x) = 16”2 + coe” (c1,c2 € R).

2. Az inhomogén egyenlet egy megoldasat (partikularis megoldas)
yp(2) = c1(z)e™* + ca(z)e ™"

alakban keressiik a

d(z) e+ dy(x)-e3* =0
A(x) (=2)-e 2 +ch(z) - (=3) -3 = 12e®
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egyenletrendszer megoldéaséaval. Ez egy lineéris egyenletrendszer ¢} ()-
re és ¢h(x)-re, melyet Cramer szabéllyal oldunk meg. Az egyenletrend-
szer alapmatrixanak determinansa éppen a Wronski determinéns:

ef2x 673:2 B e—5fE
_26—2:1: _36—3w - :

W(z) = ‘

Legyen Wj(z) (i = 1,2) annak a matrixnak a determinénsa, melyet

ugy kapunk, hogy az alapmatrix i-edik oszlopat a [ T(Zx) } oszloppal

helyettesitjiik:
0 e 37 4
Wi(x) = ‘ 1968 _3e-30 | = —12¢ 2,
e 2 0 _
Wo(x) = 9620 1907 | = 12e™%.
A Cramer szabaly alapjan
Wi(z) —12e72*
A =y = e =12
Wa(z) 12e™7
A7) = Jpy = Temm = 126
melybdl
e3:c
ca(z) = 12/e3x dz = 12? = 43"
és
e4a: 4
co(z) = —12/e4x dz = _12T = —3e™".

Ezeket felhasznélva az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa

yp(x) = 4637727 — 3e1Te 37 = o7,

3. y(x) = cre™® + e + e (c1,c2 €R)
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*x Potencialfiiggvény meghatarozasa »x

4.3.23. Feladat. Hatdrozzuk meg a v(z,y,2) = (2zy — z,2° + 2,y — x)
vektormezd potencidlfiigguényét, ha létezik.

Megoldas: Mivel
rotv(z,y, z) = (G2v3 — O3v2, 031 — O1v3, 01v2 — Oav1) =

=(1-1,-1-(-1),2z —2x) = (0,0,0),

igy a 3.4.1 Tétel értelmében létezik potencidlfiiggvény. A potencialfiigg-
vényt a Megjegyzés szerint hatarozzuk meg.

1. A potencialfiiggvény ®(z,y,2) = [2zy — zdz = 2%y — zax + C(y, 2)
alakban irhaté.

2. O(y,2) = [2? + 2z —2*dy = 2y + C(2).
3.C(2)=Jy—o—(—z)—ydz=c.
4. A potencialfiiggvény: ®(z,y,2) = 2%y — 20 + 2y + c.

4.3.24. Feladat. Hatdrozzuk meg a 4.3.23 Feladatban szerepld vektormezd
potencidlfigguényét szoftverrel!

Szamitas a Maple programmal:

with(VectorCalculus);
SetCoordinates('cartesian’[x, y, z]);
v:=VectorField(<2*x*y-z, x"2+z,y-x>);
ScalarPotential(v);
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*x Differenciilegyenletek kidzelitd megoldasa xx

4.3.25. Feladat. Az Euler mddszerrel adjunk becslést az y(1) értékre ha
x € [0,1] esetén tudjuk, hogy y'(z) = y(x) + 1 és y(0) = 0. A lépéskiz
legyen 0.25.

Megoldas: A 3.5 alfejezet jeloléseit hasznaljuk.

1
flz,y) =y+1, h:O.25:1

[ Yi
i=0 0 0
i=1(02=1 0+1-f0,00=0+1.1=1
i=2) 05=1 |  dedrG =143
i=3om=1| el idd) =%l B
S IR AR OEE R R

Tehat azt kaptuk, hogy y(1) ~ 1.44.
Megjegyzés: A kezdetiérték probléma analitikus megoldasa:

y(z) =¢€" -1, igy y(1) =~ 1.72.

71. dbra. Az analitikus és a numerikus megoldas
;

o

0 02 04 08 03 1

—— Exact Sohution —— Euler
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4.3.26. Feladat. Rajzoltassuk ki a 4.3.25 Feladatban szerepld differencidl-
egyenlet wrdnymezdjét, valamint a kezdeti feltételt teljesitd megolddst szoft-
verrel!

Maple programmal:

with(DEtools);

ode := D(y)(X) = y(x)+1

InitialValues:=[[0,0]];

DEplot(ode, y(x), x=0 .. 1,y =-.5 .. 2, InitialValues, linecolor = blue);

4.3.27. Feladat. Rajzoltassuk ki szoftverrel a 4.3.25 Feladatban szerepld
differencidlegyenlet analitikus és numerikus megolddsdt, valamint készitte-
stink tdabldzatot az eqyes lépéskozokben becsiilt értékekrdl!

Maple programmal:

with(Student[NumericalAnalysis]);

Euler(diff(y(t), t) = y(t)+1, y(0) = 0, t = 1, 'output' = 'plot', 'numsteps' = 4, 'digits' = 4);
Euler(diff(y(t), t) = y(t)+1, y(0) = 0, t = 1, 'output’ = 'information’, 'numsteps' = 4, 'digits' = 4);
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