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El®szó

A jegyzet a Debreceni Egyetem M¶szaki Karán folyó mérnökképzés so-
rán elsajátítandó, haladottabb matematikai kurzusok anyagába nyújt be-
tekintést. Az els® két fejezetben a többváltozós függvények di�erenciál-
és integrálszámítását, valamint a kapcsolódó elméleti alkalmazásokat (gör-
bék és felületek, a vektoranalízis elemei) tárgyaljuk. A harmadik fejezet a
di�erenciálegyenletek témakörével foglalkozik, végül pedig - a negyedik fe-
jezetben - kidolgozott feladatok segítik az ismertetett elméleti módszerek,
fogalmak és tételek elsajátítását. Az elmélet kifejtése során - a feltüntetett
szakirodalom-jegyzéken túl - azokra a tapasztalatokra támaszkodtunk, me-
lyeket a M¶szaki Alaptárgyi Tanszék matematikai kurzusainak oktatása so-
rán szereztünk az elmúlt években. Ez egyrészt vonatkozik a mérnökszakma
igényeinek követésére, másrészt pedig az absztrakt, illetve a szemléletes
megközelítés közötti összhang megteremtésére. Az el®bbire fontos példa
a matematikai szoftverek alkalmazási lehet®ségeinek bemutatása a problé-
mamegoldás során. Ezt a jegyzetben a MAPLE segítségével illusztráljuk,
jóllehet a matematikai kurzusok gyakorlatain kiegészül a szabad felhaszná-
lású szoftverek (GeoGebra, WolframAlpha) alkalmazásaival. Kifejezetten
törekedtünk a matematikai fogalmakat és eszközöket mérnöki szempontból
is érdekes kontextusban említeni: deriváltmátrix (szilárdságtan: forgató- és
alakváltozási tenzor), felületi integrál (áramlástan: �uxus, divergencia és
rotáció), örvénymentes vektormez®k és potenciál, állandó együtthatós (má-
sodrend¶) di�erenciálegyenletek (mozgásegyenlet) stb. Ezen túl b®séges
ábraanyag szolgálja a szemléletesség követelményét. Ennek során viszont a
folyamatos (s legtöbbször felhasználói-oktatói) fejlesztés alatt álló GeoGebra
szoftvert részesítettük el®nyben. David Hilbert szavaival élve ... A mate-
matikában, csakúgy, mint minden tudományos kutatásban, kétféle irány-
zattal találkozunk: az elvonatkoztatásra való törekvéssel - mely megkísérli
a sokféle anyagból a logikai szempontokat kimunkálni és azokat rendszeres
összefüggésbe hozni -, és a másik irányzattal, a szemléletesség irányzatával,
mely inkább a tárgyak és azok tartalmi vonatkozásainak eleven megérté-
sére törekszik. Az elméleti tételek gyakran az ismertetés szintjén maradtak.
Részben azért, mert bizonyításuk meghaladta a rendelkezésre álló kerete-
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ket, részben pedig a célközönség igényeire tekintettel. Ez tipikus szituáció,
hiszen gyakorlati szempontból a problémák megoldásának módszerei közvet-
lenül hasznosíthatók, s így érdekesebbek, mint elméleti alapjaik. A pusztán
heurisztikus megközelítést ellensúlyozandó, törekedtünk precíz bizonyítások
beiktatására is. Ezek ismertetése mögött a legtöbb esetben didaktikai meg-
fontolás áll. A bizonyítás során a témakör bevezetett fogalmai felelevení-
t®dnek, feltárulnak a köztük lév® logikai kapcsolatok, az állítás feltételeinek
szerepe világossá válik és nem utolsósorban a hallgatók korábbi tanulmá-
nyainak egy-egy lényeges eleme is szerephez juthat. Ha a bizonyításra nem
is kerül sor formális keretek között, a b®séggel szerepeltetett megjegyzé-
sek, illetve átköt® szövegek gyakran tartalmaznak utalást a bizonyítás alap-
gondolatára, illetve kapcsolatot teremtenek az egyes eredmények között -
mintegy kompromisszumképpen. A témakörök elmélyült és részletes tanul-
mányozásához a szakirodalomban említett m¶veket ajánljuk az érdekl®d®
olvasó �gyelmébe.
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1. Di�erenciálszámítás

A m¶szaki folyamatok vizsgálatakor lényeges kérdés, hogy egy mennyi-
ség megváltozása egy másik mennyiségben milyen változást eredményez,
azaz hogyan függ össze a két megváltozás. Erre a kérdésre a (pillanatnyi)
változási gyorsaság ad választ. Lineáris kapcsolat esetén a változási gyorsa-
ság állandó, megegyezik a lineáris függvényt (a típustól függ®en) meghatá-
rozó számmal, vektorral vagy mátrixszal, és könnyen kifejezhet® a bemenet
és a kimenet megváltozásából (az R→ R típusú függvények esetén például
egyszer¶ osztással). Ha a kapcsolat nem lineáris, akkor a változási gyor-
saság pillanatnyi értékér®l beszélhetünk, ami a di�erenciálható függvények
esetén a függvényt az adott helyen jól közelít® lineáris függvény meghatá-
rozó adata, azaz a di�erenciálhányados.

Hasonlóan az egyváltozós valós érték¶ függvényeknél tanultakhoz a dif-
ferenciálhányados fogalmának de�niálásához szükségünk van a topológiai
alapfogalmakra.

1.1. Metrika, topológia, sorozatok Rn-ben

Tekintsük Rn-et, mint a rendezett valós szám n-esek halmazát, azaz

Rn := {x = (x1, . . . , xn)|x1, . . . , xn ∈ R}.

Ha λ ∈ R, x = (x1, . . . , xn) és y = (y1, . . . , yn) akkor

∗ az összeadás: x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

∗ a skalárral való szorzás: λ · x = (λ · x1, . . . , λ · xn)

∗ a skaláris szorzás: x • y = x1 · y1 + . . .+ xn · yn

∗ a norma: ||x|| = √x • x =
√
x2

1 + . . .+ x2
n

∗ a távolság:

d(x, y) = ||x− y|| =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.
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1.1.1. De�níció. Egy r0 ∈ Rn pont ε sugarú környezetén a

Kε(r0) = {r ∈ Rn| d(r, r0) < ε}

halmazt értjük.

1.1.1. Megjegyzés. Speciális esetek:

∗ n = 1 esetén Kε(r0) az r0 középpontú ε sugarú nyílt intervallum,

∗ n = 2 esetén Kε(r0) az r0 pont körüli ε sugarú nyílt körlap,

∗ n = 3 esetén Kε(r0) az r0 pont körüli ε sugarú nyílt gömb.

Egy D ⊂ Rn halmaz birtokában viszonyíthatjuk a pontok helyzetét a D
halmazhoz. A legegyszer¶bb osztályozás a halmazelméleti �eleme� - �nem
eleme� fogalompáron alapul. Az úgynevezett topológiai osztályozás ennél
�nomabb. Ennek alapvet® fogalmait tekintjük át a továbbiakban.

1.1.2. De�níció. Legyen adott egy D ⊂ Rn halmaz.

∗ r0 ∈ D bels® pontja D-nek, ha van olyan Kε(r0) környezete r0-nak,
melyre Kε(r0) ⊂ D, azaz a D halmaz r0 -t egy környezetével együtt
tartalmazza.

∗ r0 küls® pontja D-nek, ha bels® pontja Rn \D-nek.

∗ r0 határpontja D-nek, ha nem bels® és nem küls® pontja, azaz r0 -nak
bármely Kε(r0) környezete metszi D-t és D komplementerét is.

1.1.1. Példa. Nem nehéz példát mondani az el®z® fogalmakra:

∗ Az
{

(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1
}

ponthalmaz minden pontja bels® pont
(lásd 1. ábra els® kép).

∗ Az
{

(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1
}
ponthalmaz minden pontja határpont (lásd

1. ábra második kép).
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∗ Az
{

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1
}

ponthalmaz minden pontja ha-
tárpont (lásd 1. ábra negyedik kép).

∗ Az
{

(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1
}
ponthalmaz komplementerének minden

pontja bels® pont.

∗ Az
{

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 < 1
}
ponthalmaz minden pontja bels®

pont.

1. ábra. Bels® pont és nyílt halmaz, határpont, zárt halmaz

1.1.3. De�níció. Legyen adott egy D ⊂ Rn halmaz.

∗ D nyílt halmaz, ha mindent pontja bels® pont.

∗ D zárt halmaz, ha Rn \D nyílt.

1.1.2. Példa. ∗ Az
{

(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1
}
ponthalmaz nyílt (lásd 1.

ábra els® kép).

∗ Az
{

(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1
}
ponthalmaz zárt (lásd 1. ábra harmadik

kép).



DUPres
s

10 1 DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS

2. ábra. Pontok osztályozása

1.1.4. De�níció. Legyen adott egy D ⊂ Rn halmaz. Az r0 pontot a D
halmaz torlódási pontjának nevezzük, ha minden Kε(r0) környezet tartalmaz
r0-tól különböz® D-beli pontot.

1.1.2. Megjegyzés. Minden bels® pont torlódási pont. Egy torlódási pont
viszont nem feltétlenül eleme a halmaznak. Például

D :=
{

(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 < 1
}

esetén a (0, 0, 1) pont D torlódási pontja, de nem eleme D-nek. Ha egy
határpont nem torlódási pont, akkor izolált pontnak nevezzük. Könny¶ látni,
hogy minden izolált pont eleme a halmaznak.

1.1.5. De�níció. Egy r:N→ Rk függvényt Rk-beli sorozatnak nevezünk.
Jelölések: r(n) = rn = (rn,1, rn,2, . . . , rn,k) (n ∈ N), r = (rn).

1.1.6. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy Rk-beli (rn) sorozat konvergens
és határértéke r0 ∈ Rk, ha ∀ε > 0-hoz ∃N(ε) ∈ R úgy, hogy

||rn − r0|| < ε ha n > N(ε).

Jelölések:
rn → r0 (n→ +∞) vagy lim

n→+∞
rn = r0.
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1.1.1. Tétel. Legyen (rn) egy Rk-beli sorozat.

rn = (rn,1, rn,2, . . . , rn,k)→ r0 = (r1, r2, . . . , rk) (n→ +∞)

akkor és csak akkor, ha

rn,i → ri (n→ +∞) ∀i = 1, 2, . . . , k mellett;

azaz egy vektorsorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha a sorozat min-
den koordinátasorozata konvergens és határértéke a határvektor megfelel®
koordinátája.

A 1.1.1 tétel állítása következik a

|rn,i − ri| ≤ ||rn − r0|| =
√

(rn,1 − r1)2 + . . .+ (rn,k − rk)2

becslés alapján. Jelölje D′ a D halmaz torlódási pontjainak a halmazát.

3. ábra. Vektorsorozat és a koordinátasorozatok

Könny¶ látni, hogy egy D halmaz torlódási pontjai éppen azok a pontok,
melyek el®állnak D-beli sorozatok határértékeiként (lásd 1.1.6 De�níció).
Jelölje D azt a legsz¶kebb zárt halmazt, melyet úgy kapunk, hogy D-hez
hozzávesszük a torlódási pontjainak halmazát, azaz D = D∪D′. A 2. ábra
alapján ha r0 /∈ D, akkor r0 küls® pont, azaz D valóban zárt halmaz.
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1.1.3. Példa. Ha rn =
(

3n+2
4n , 5

n

)
, akkor az (rn) sorozat konvergens és ha-

tárértéke r0 =
(

3
4 , 0
)
, mivel

lim
n→+∞

3n+ 2

4n
=

3

4
és lim

n→+∞

5

n
= 0.

1.1.7. De�níció. Tekintsük az f :D ⊂ Rn → Rm függvényt és r0 legyen
torlódási pontja D-nek. Ha van olyan A ∈ Rm, melyre fennáll, hogy bármely
D-beli rn → r0 (rn 6= r0, n ∈ N) sorozat esetén f(rn) → A, akkor azt
mondjuk, hogy az f függvény határértéke a r0 helyen A.
Jelölése: limr→r0 f(r) = A.

1.1.8. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f :D ⊂ Rn → Rm függvény folyto-
nos az r0 ∈ D helyen, ha bármely D-beli rn → r0 sorozat esetén

f(rn)→ f(r0).

1.1.3. Megjegyzés. Legyen D ⊂ Rn nyílt halmaz. A de�níciókból látható,
hogy az f :D ⊂ Rn → Rm függvény pontosan akkor folytonos az r0 ∈ D
helyen, ha f-nek létezik határértéke r0-ban, és az éppen f(r0).

1.1.4. Példa. Az

f(x, y) =

{ x·y
x2+y2

, ha (x, y) 6= (0, 0)

0, ha (x, y) = (0, 0)

függvénynek a (0, 0) helyen nem létezik a határértéke és így ott nem is foly-
tonos, hiszen:(

1

n
,

1

n

)
→ (0, 0) sorozat esetén f

(
1

n
,

1

n

)
=

1
n ·

1
n

1
n2 + 1

n2

=
1
n2

2
n2

=
1

2
→ 1

2(
2

n
,

1

n

)
→ (0, 0) sorozat esetén f

(
2

n
,

1

n

)
=

2
n ·

1
n

4
n2 + 1

n2

=
2
n2

5
n2

=
2

5
→ 2

5
.
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1.2. Lineáris függvények

A lineáris függvények alapvet® szerepet játszanak a di�erenciálszámí-
tásban, hiszen a di�erenciálás valójában lineáris függvénnyel való közelítést
jelent.

1.2.1. De�níció. Az A:Rn → Rm függvényt lineárisnak nevezzük, ha

A(x+ y) = A(x) +A(y), ∀x, y ∈ Rn,

A(λ · x) = λ ·A(x), ∀x ∈ Rn, λ ∈ R
teljesül.

1.2.1. Tétel (Lineáris függvény mátrixa).

∗ Legyen A m × n típusú mátrix. Ekkor az A(x) = A · x (x ∈ Rn)
szerint értelmezett függvény A:Rn → Rm típusú lineáris függvény.

∗ Minden A:Rn → Rm lineáris függvény felírható

A(x) = A · x (x ∈ Rn)

alakban, ahol A egy (m× n)típusú mátrix.

1.2.1. Példa. Az f :R2 → R típusú lineáris függvények

f(x, y) = A ·
(
x
y

)
alakú függvények, ahol A egy (1 × 2) típusú mátrix. Az A mátrix az f

lineáris függvény mátrixa. Például f(x, y) = (5 2) ·
(
x
y

)
= 5x+ 2y.

Geometriai jelentését tekintve egy R → R típusú (di�erenciálható) függ-
vény lineáris közelítése az ún. érint®egyenessel való közelítést jelenti, ennek
meredeksége az adott pontbeli di�erenciálhányados.

Egy R2 → R típusú (di�erenciálható) függvény lineáris közelítése az
ún. érint® síkkal való közelítést jelenti, melynek normálvektorát az adott
pontbeli ún. parciális di�erenciálhányadosok határozzák meg.
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4. ábra. Az f(x,y)=5x+2y függvény gra�kus képe

1.2.1. Megjegyzés. [A legegyszer¶bb görbe: az egyenes]
Az r0 helyzetvektor által meghatározott ponton átmen®, v irányvektorú egye-
nest állítja el® a következ® függvény: r(t) = r0 + t · v, t ∈ R.

∗ A síkban: r(t) =

(
x0 + v1 · t
y0 + v2 · t

)
, t ∈ R.

∗ A térben: r(t) =

 x0 + v1 · t
y0 + v2 · t
z0 + v3 · t

 , t ∈ R.

1.2.2. Példa.

∗ Az r:R → R2, r(t) =

(
3t
−4t

)
lineáris függvény képe az origón át-

men® v = (3,−4) irányvektorú egyenes a síkban.

∗ Az r:R → R3, r(t) =

 t
4t
−t

 lineáris függvény képe origón átmen®

v = (1, 4,−1) irányvektorú egyenes a térben.

Ugyanannak az egyenesnek számos úgynevezett paraméteres el®állítása lé-
tezik R→ R2 (vagy R→ R3) típusú függvényként.
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5. ábra. Az egyenes el®állítása

Egy R → R2 (vagy R → R3) típusú (di�erenciálható) függvény lineáris
közelítése az érint® egyenessel való közelítést jelenti, melynek irányvektorát
az adott pontbeli di�erenciálhányados-vektor határozza meg. Err®l lesz szó
a következ® fejezetben.

1.2.2. Megjegyzés. Az R2 → R3 típusú lineáris függvények

r(u, v) = A ·
(
u
v

)
alakú függvények, ahol A egy (3 × 2) típusú mátrix. Az A mátrix az r
függvény mátrixa.

1.2.3. Példa.

r(u, v) =

 2.21u+ 3v
−3.46u+ 4v

−v

 (u, v) ∈ R2
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R2 → R3 típusú lineáris függvény. Itt A =

 2.21 3
−3.46 4

0 −1

 .

1.2.3. Megjegyzés. [A legegyszer¶bb felület: a sík]
Az r0-ra illeszked® a és b lineárisan független vektorok által kifeszített síkot
állítja el® az

r(u, v) = r0 + ua+ vb (u, v) ∈ R2

függvény. Részletesen kiírva

r(u, v) =

 x0 + ax · u+ bx · v
y0 + ay · u+ by · v
z0 + az · u+ bz · v

 (u, v) ∈ R2.

6. ábra. Sík el®állítása

1.2.4. Példa. Az

r(u, v) =

 2.21u+ 3v
−3.46u+ 4v

−v

 (u, v) ∈ R2

R2 → R3 típusú lineáris függvény képhalmaza az origóra illeszked®,

a = (2.21,−3.46, 0) és b = (3, 4,−1)

vektorokkal párhuzamos sík.
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1.3. Parametrizált görbék

Egy P anyagi pont mozgása a síkban és a térben is leírható - az origó
rögzítése után - úgy, hogy megadjuk P hely(zet)vektorát az id® függvényé-
ben. Ebb®l a helyvektor-id® függvényb®l a mozgás kinematikai jellemz®i
(sebesség, gyorsulás) meghatározhatók.

1.3.1. Megállapodás. [Komponens- vagy koordinátafüggvények]
Az r:R → R2, r(t) = x(t) · i + y(t) · j függvény koordinátafüggvényei az
x, y:R→ R egyváltozós, valós érték¶ függvények.
Az r:R→ R3, r(t) = x(t) · i+y(t) ·j+z(t) ·k függvény koordinátafüggvényei
az x, y, z:R→ R egyváltozós, valós érték¶ függvények.
A koordinátafüggvények értékei adják a függvényértékek koordinátáit.

7. ábra. r:R→ R2 és r:R→ R3 függvények

Emlékezzünk arra, hogy egy f : I ⊂ R → R függvényt di�erenciálható-
nak nevezünk az x0 ∈ I pontban, ha létezik a limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0 (véges)

határérték. Ezt - az f ′(x0)-al vagy df
dx (x0)-al jelölt - határértéket az f

függvény x0-beli di�erenciálhányadosának nevezzük. f ′(x0) geometriai je-
lentése az érint®egyenes meredeksége az x0 helyen (lásd 8. ábra). Ha f az
I minden pontjában di�erenciálható, akkor az x → f ′(x) (x ∈ I) függ-
vényt az f di�erenciálhányados-, vagy deriváltfüggvényének nevezzük. Ha
az f deriváltfüggvénye folytonos, akkor f -et folytonosan di�erenciálhatónak
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mondjuk. Ezeket a fogalmakat hasonlóan használjuk vektorérték¶ függvény
esetén is.

8. ábra. R→ R függvény di�erenciálhányadosa

1.3.1. De�níció. [Di�erenciálhányados]
Legyen n = 2 vagy 3.
Az r : I (⊂ R) → Rn függvény di�erenciálható az I értelmezési tartomány
t0 bels® pontjában, ha létezik a

lim
t→t0

r(t)− r(t0)

t− t0
= m határérték.

Ekkor az m vektort az r függvény t0 helyen vett di�erenciálhányadosának
nevezzük. Jele: r′(t0).

1.3.1. Megjegyzés. Figyelembe véve az 1.1.1 Tételt

r′(t0) = lim
t→t0

r(t)− r(t0)

t− t0
= lim

t→t0


x(t)−x(t0)

t−t0
y(t)−y(t0)
t−t0

z(t)−z(t0)
t−t0

 =

=


lim
t→t0

x(t)−x(t0)
t−t0

lim
t→t0

y(t)−y(t0)
t−t0

lim
t→t0

z(t)−z(t0)
t−t0

 =

 x′(t0)
y′(t0)
z′(t0)

 .
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1.3.1. Példa. Ha a t → r(t) függvény egy mozgó pont hely-id® függvé-
nye, akkor egyre rövidebb ∆t = t − t0 id®tartam esetén a ∆r0

∆t = r(t)−r(t0)
t−t0

di�erenciahányados-vektor iránya és nagysága egyre jobban közelíti a P0

pontbeli, azaz t0 id®pillanatbeli sebességvektor irányát és nagyságát. A t0
id®pontban a pillanatnyi sebesség: v(t0) = lim

∆t→0

∆r0
∆t = r′(t0).

9. ábra. Pillanatnyi sebesség

1.3.2. Megjegyzés.

∗ A di�erenciálhányados geometriai jelentése a t0 paraméterhez tartozó
pontban az r(t0) pontbeli érint® vektor: a szel®egyenesek irányvektor-
sorozatának határértéke.

∗ A t→ r′(t) di�erenciálhányados függvény egy r′:R→ R3 típusú függ-
vény.

∗ Ha t → r(t) egy mozgó pont hely-id® függvénye, akkor t → r′(t) a
sebesség-id® függvény.

∗ Ha t → r(t) egy mozgó pont hely-id® függvénye, akkor t → |r′(t)| a
pályasebesség-id® függvény.
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∗ Ha t → r(t) egy mozgó pont hely-id® függvénye, akkor t → r′′(t) a
gyorsulás-id® függvény.

1.3.2. Példa. [Az egyszer¶ ciklois és paraméterezése] Egy csúszás-
mentesen gördül® kerék egy pontjának - mint egy körvonal P pontjának -
pályáját adjuk meg.

10. ábra. Az egyszer¶ ciklois paraméterezése

x(t) = r·t−r·sin(t) = r·(t−sin(t)) és y(t) = r+(−r · cos(t)) = r·(1−cos(t))

Az egyszer¶ ciklois egy paraméterezése:

r(t) = r · (t− sin(t)) · i+ r · (1− cos(t)) · j ahol t ∈ [0, 2π].

11. ábra. Az egyszer¶ ciklois

A di�erenciálszámítás eszközeinek hatékony használatához görbén az aláb-
bit értjük:
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1.3.2. De�níció. Legyen I ⊂ R nem feltétlenül korlátos, nem egypontú
intervallum, n = 2 vagy 3. Egy r: I → Rn folytonosan di�erenciálható le-
képezést parametrizált görbének nevezünk, ha ∀t ∈ I-re teljesül az r′(t) 6= 0
regularitási feltétel. I-t paramétertartománynak nevezzük. A leképezés kép-
halmazát mondjuk ilyenkor röviden görbének. n = 2 esetén síkgörbér®l,
n = 3 esetén térgörbér®l beszélünk. Általános értelemben síkgörbér®l beszé-
lünk akkor is, ha r képét R3 egy síkja tartalmazza.

1.3.3. Megjegyzés. Ha t→ r(t) egy mozgó pont hely-id® függvénye, akkor
a ∀t ∈ I-re az r′(t) 6= 0 feltétel szerint a mozgó pont sebessége egy pillanatban
sem lehet nulla. Ez azt is jelenti, hogy a mozgó pont �nem fordul vissza� a
pályán. Geometiai értelemben pedig az érint® egyértelm¶en létezik az r(t)
pontban; lásd 1.3.3 De�níció.

A gyakorlatban gyakran beszélünk görbér®l akkor is, ha az 1.3.2 De�ní-
cióban szerepl® di�erenciálhatósági és regulatitási feltételek csak szakaszon-
ként teljesülnek: ún. szakaszonként sima parametrizált görbék.

1.3.3. De�níció. Legyen I ⊂ R egy nem feltétlenül korlátos, de nem egy-
pontú intervallum, t0 ∈ I. Egy r: I → R3, r(t) = (x(t), y(t), z(t)) görbének
a t0 paraméterhez tartozó r(t0) pontbeli érint®egyenese:

e(t) = r(t0) + r′(t0) · (t− t0), (t ∈ R).

Koordinátákkal:

e(t) =

 x(t0) + x′(t0) · (t− t0)
y(t0) + y′(t0) · (t− t0)
z(t0) + z′(t0) · (t− t0)

 , (t ∈ R).

1.3.4. Megjegyzés.

∗ A t = t0 paraméter¶ pont az érint®egyenes r(t0) pontja.

∗ lináris közelítés: r(t) ≈ e(t)
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1.3.3. Példa. Legyen A = (3,−2, 1), B = (2,−4, 3). Paraméterezzük az
AB szakaszt úgy, hogy a 0 paraméter¶ pont az A pont legyen, a derivált
vektor hossza pedig 4 legyen!

Megoldás: Az A és B pontokra illeszked® egyenes egy irányvektora ~AB =
(−1,−2, 2). Ezzel megegyez® irányú, egységnyi hosszúságú vektor:

v◦ =
1

| ~AB|
· ~AB =

1√
1 + 4 + 4

· (−1,−2, 2) =

(
−1

3
,−2

3
,
2

3

)
|r′(t)| = 4, amely egyben az A és B pontokra illeszked® egyenes irányvekto-
rának hossza: r′(t) = 4 · v◦ =

(
−4

3 ,−
8
3 ,

8
3

)
. Így

r(t) =

 3
−2
1

+ t ·

 −4
3
−8

3
8
3

 =

 3 +
(
−4

3

)
· t

−2 +
(
−8

3

)
· t

1 + 8
3 · t

 , t ∈
[
0,

3

4

]
.

1.3.4. Példa. Egy mozgó részecske a tér A = (3,−2, 1) pontjából a tér B =
(2,−4, 3) pontjába halad egyenes vonalú egyenletes mozgást végezve 4

[
m
s

]
állandó nagyságú sebességgel. Adjuk meg a részecske helyzetét a t = 0.5 [s]
id®pillanatban!

Megoldás: Ha r(t) a részecske helyzete a t id®pillanatban, akkor

r(t) = r(0) + v · t.

Mivel r′(t) = v, az el®z® példa eredményeit felhasználva

r(0.5) =

 3− 4
3 · 0.5

−2− 8
3 · 0.5

1 + 8
3 · 0.5

 =

 7
3
−10

3
7
3

 .

1.3.5. Példa.

∗ Legyen r: [0; 2π]→ R2; r(t) = (5 · cos t, 5 · sin t).
Ekkor r képe az origó középpontú 5 egység sugarú kör. A regularitási
feltétel nyilván teljesül:

r′(t) = (−5 · sin t, 5 · cos t), |r′(t)| = 5 6= 0.
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Ha r egy síkbeli mozgást leíró hely-id® függvény, akkor ez azt jelenti,
hogy a sebesség nagysága állandó, tehát itt egy egyenletes körmozgásról
van szó, 5 egység nagyságú sebességgel.

∗ Legyen r: [0; 2π] → R2; r(t) = (5 · cos(2t), 5 · sin(2t)). Ekkor r képe
ismét origó középpontú 5 egység sugarú kör. Viszont

r′(t) = (−10 · sin(2t), 10 · cos(2t)), |r′(t)| = 10 6= 0.

Adott görbének végtelen sok paraméterezése létezik. A különböz® el®ál-
lításokban általában különbözik egy adott görbeponthoz tartozó érint®vek-
tor hossza. Ez egy mozgó pont hely-id® függvénye esetén ugyanazon pálya
különböz® sebességgel való befutásának felel meg a �zikában.

Vannak olyan helyzetek, amikor csak a pálya alakjáról, geometriai tu-
lajdonságairól szeretnénk pontos képet kapni: mennyire görbe, mennyire
csavarodik a térben, mennyi a hossza. Ezeknek a kérdéseknek a megvála-
szolásához olyan mennyiségeket vezetünk be, melyek paramétertranszfor-
mációval szemben invariánsak.

1.3.4. De�níció. Azt mondjuk, hogy az r̃: Ĩ ⊂ R→ R3 parametrizált görbe
ekvivalens az r: I ⊂ R → R3 parametrizált görbével, ha megadható olyan
Θ: Ĩ → I di�eomor�zmus, azaz kölcsönösen egyértelm¶ és inverzével együtt
di�erenciálható függvény, hogy r̃ = r ◦Θ. Ekkor a Θ függvényt paraméter-
transzformációnak hívjuk és r̃-t az r átparaméterezésének mondjuk.
A Θ paramétertranszformációt

∗ irányítástartónak mondjuk, ha minden t̃ ∈ Ĩ esetén Θ′(t̃) > 0,

∗ irányításváltónak mondjuk, ha minden t̃ ∈ Ĩ esetén Θ′(t̃) < 0.

1.3.6. Példa. Az r(t) =

 3 + 2t
4− t
t

 , t ∈ [0, 2] függvény képe az A =

(3, 4, 0) és B = (7, 2, 2) végpontú szakasz, ahol A a t = 0 paraméter¶ pont
és B a t = 2 paraméter¶ pont:A a görbe �kezd®pontja� és B a �végpontja�.
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Az r̃(t) =

 3 + 2 · (1− t)
4− (1− t)

1− t

 , t ∈ [−1, 1] függvény képe szintén az A =

(3, 4, 0) és B = (7, 2, 2) végpontú szakasz, de A a t = 1 paraméter¶ pont és
B a t = −1 paraméter¶ pont: B a görbe �kezd®pontja� és A a �végpontja�.
r̃ az r átparaméterezése, ahol a paramétertranszformáció: Θ(t) = 1− t
Θ irányításváltó transzformáció, hiszen Θ′(t) = −1 < 0.

Di�erenciálható tér- és síkgörbe esetén azt az el®állítást, melynél az érint®-
vektor hossza bármely pontban egységnyi, ívhossz-paraméteres el®állí-
tásnak nevezzük. Ekkor a paramétert s-sel szokás jelölni. A görbeelmélet
olyan mennyiségeket keres, amelyek függetlenek a paraméterezést®l. Az
ívhossz ilyen tulajdonságú. Az ívhosszról a második fejezetben lesz szó.

1.3.5. Megjegyzés. Tekintsük az

r1(t) = (x1(t), y1(t), z1(t)) és az r2(t) = (x2(t), y2(t), z2(t))

görbéket. Ekkor

(r1(t) • r2(t))′ = (x1(t) · x2(t) + y1(t) · y2(t) + z1(t) · z2(t))′ =

= x′1(t) · x2(t)+x1(t) ·x′2(t)+y′1(t) · y2(t)+y1(t) ·y′2(t)+z′1(t) · z2(t)+z1(t) ·z′2(t) =

= r′1(t) • r2(t) + r1(t) • r′2(t)

1.3.1. Állítás. Legyen a G görbe ívhosszparaméteres el®állítása

r(s) = (x(s), y(s), z(s)), s ∈ I.

Ekkor ∀s ∈ I esetén r′(s) és r′′(s) mer®legesek.

Indoklás:
v(s) = |r′(s)| = 1 ∀s ∈ I ⇒

∀s ∈ I -re 1 = |r′(s)|2 = |r′(s)| · |r′(s)| · cos 0 = r′(s) • r′(s)
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deriválva mindkét oldalt

0 = r′′(s) • r′(s) + r′(s) • r′′(s)

0 = 2 · (r′′(s) • r′(s)) ⇒ 0 = r′′(s) • r′(s)

1.3.6. Megjegyzés. Az állítás olyan görbék esetén is igaz, ahol a derivált-
vektor hossza állandó:

∀s ∈ I -re |r′(s)| = c.

1.3.2. Állítás. Ha az r: I → R3 görbe olyan, hogy ∀t ∈ I -re r′(t) és r′′(t)
lineárisan függ®, azaz ∃f :R→ R úgy, hogy r′′(t) = f(t) · r′(t), akkor r képe
egyenes.

Világos, hogy r′′ = f · r′ ekvivalens az r′ × r′′ = 0 feltétellel. Utóbbi-
ról könnyen látható, hogy paraméterezésfüggetlen. Ívhosszparaméterezést
alapul véve ez azt jelenti, hogy r′ és r′′ párhuzamosak míg a 1.3.1 állítás sze-
rint mer®legesek is. Innen következik, hogy r′′(s) = 0, azaz r(s) = r0 + s · v
parametrizált egyenes.

1.3.7. Megjegyzés. [Gyorsulás] Ha t → r(t) egy mozgó pont hely-id®
függvénye, már láttuk, hogy a t→ r′(t) a sebesség-id® függvény. A sebesség
változási gyorsaságát a gyorsulás adja meg, azaz a t → r′′(t) függvény a
gyorsulás-id® függvény.

A mechanikában a t0 id®pillanatbeli gyorsulásvektort két komponensre
bontják: egy érint®- és egy rá mer®leges irányú komponensre. Jelöléseinkkel:

r′′(t0) = aT · T (t0) + aN ·N(t0).

Az érint® irányú komponens a pillanatnyi sebesség nagyságára hat, a másik
pedig a pillanatnyi mozgásirányra. A görbe alakja szempontjából nyílván az
utóbbinak van jelent®sége. Ha r′(t)×r′′(t) = 0 bármely t id®pillanatban, ak-
kor a gyorsulásvektornak csak érint® irányú komponense van, így a mozgás
egyenesvonalú.

1.3.5. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy r: I ⊂ R → R3 görbe bireguláris,
ha bármely t ∈ I -re r′(t) és r′′(t) lineárisan független, azaz r′(t)×r′′(t) 6= 0.
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1.3.1. Emlékeztet®. [Rolle-féle középértéktétel] Ha az f : [a, b] → R
függvény folytonos az [a, b] intervallumon, di�erenciálható az ]a, b[ inter-
vallumon és f(a) = f(b), akkor van olyan ξ ∈]a, b[, melyre teljesül, hogy
f ′(ξ) = 0.

Simulósík

Tegyük fel, hogy az r: I ⊂ R→ R3 görbe bireguláris. Tekintsük aQ = r(q1),
P0 = r(t0), R = r(q2) pontokra illeszked® síkot, és jelölje a sík normálvek-
torát nQR = (AQR, BQR, CQR)! Ha Q → P0, R → P0, akkor a síkok

12. ábra. Simulósík konstrukciója

határhelyzete egy sík, ezt a síkot fogjuk majd a P0 = r(t0)-ra illeszked®
simulósíknak nevezni. A sík egyértelm¶ megadásához egy pontja (itt P0

adott) és a normálvektora szükséges (kés®bb: n). Célunk megadni az imént
említett sík egy normálvektorát. Ehhez tekintsük az

f(t) = (r(t)− r(t0)) • nQR
függvényt! Ekkor f(q1) = f(t0) = f(q2) = 0, így a Rolle-tételt alkalmaz-
hatjuk:

∃α1 ∈]q1, t0[ úgy, hogy f ′(α1) = 0,
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∃α2 ∈]t0, q2[ úgy, hogy f ′(α2) = 0.

Az f ′ függvényre alkalmazhatjuk ismét a Rolle-tételt:

∃β ∈]α1, α2[ úgy, hogy f ′′(β) = 0.

Mivel

f ′(t) = (r(t)− r(t0))′ • nQR + (r(t)− r(t0)) • n′QR = r′(t) • nQR

f ′′(t) = (r′(t) • nQR)′ = r′′(t) • nQR + r′(t) • n′QR = r′′(t) • nQR
a fentiekb®l

f ′(α1) = r′(α1) • nQR = 0 f ′(α2) = r′(α2) • nQR = 0

F
f ′′(β) = r′′(β) • nQR = 0.

Ha Q → P0, R → P0 (azaz q1 → t0, q2 → t0), akkor α1 → t0, α2 → t0,
β → t0 és nQR → n.
Így a F egyenl®ségekb®l határátmenettel kapjuk, hogy

r′(t0) • n = 0 és r′′(t0) • n = 0.

Ez azt jelenti, hogy r′(t0) és r′′(t0) mer®leges n-re, azaz r′(t0) × r′′(t0)
párhuzamos n-nel.

1.3.6. De�níció. [Simulósík] A P0 = r(t0) pontra illeszked®

r′(t0)× r′′(t0)

normálvektorú sík a görbe r(t0)-beli simulósíkja.

1.3.8. Megjegyzés. Hasonlóan származtatható a simulókör is a simulósík-
ban. A simulókör sugarának reciproka a görbe fontos invariánsa, az úgyne-
vezett görbület, melyr®l a kés®bbiekben lesz szó. Intuitíve: nagyobb sugár,
kisebb görbület.
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1.3.7. De�níció. [Kísér® triéder] Tekintsünk egy t ∈ I, t→ r(t) biregu-
láris görbét. Ekkor

(1.) a T (t) := 1
|r′(t)| · r

′(t) vektor a t paraméterhez tartozó érint® egység-
vektor

(2.) a B(t) := 1
|r′(t)×r′′(t)| · r

′(t) × r′′(t) vektor a t paraméterhez tartozó
binormális egységvektor

(3.) N(t) := B(t) × T (t) vektor a t paraméterhez tartozó f®normális egy-
ségvektor

13. ábra. Kísér® triéder

T (t), N(t), B(t) egymásra páronként mer®leges egységvektorok. Ezeknek
tehát csak az iránya változik a görbe alakjával.

Az érint®, a f®normális és a binormális egységvektorok bármely t ∈ I
esetén ortonormált vektorrendszert alkotnak. Ezt a hármast a görbe kísér®
triéderének nevezzük.

A görbe r(t0) pontjában a simulósíkot az T (t0) és N(t0) vektorok fe-
szítik ki, a sík normálvektora B(t0).

A görbe r(t0) pontjában a rekti�káló síkot az T (t0) és B(t0) vektorok
feszítik ki, a sík normálvektora N(t0).
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A görbe r(t0) pontjában a normális síkot az N(t0) és B(t0) vektorok
feszítik ki, a sík normálvektora T (t0).
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A görbületfüggvény

Azt, hogy egy görbe egy adott helyen mennyire tér el az egyenest®l a görbü-
lettel mérjük. A görbület az érint® vektor irányának megváltozásával függ
össze.

1.3.8. De�níció. Egy bireguláris görbe görbületfüggvénye:

κ(t) :=
|r′(t)× r′′(t)|
|r′(t)|3

1.3.9. Megjegyzés. [Görbület ívhossz paraméteres görbéknél]
Legyen a G görbe ívhosszparaméteres el®állítása

r(s) = (x(s), y(s), z(s)), s ∈ I.

Korábbról tudjuk, hogy ∀s ∈ I esetén r′(s) és r′′(s) mer®legesek és |r′(s)| =
1, így ezeket felhasználva

|r′(s)× r′′(s)| = |r′(s)| · |r′′(s)| · sin π
2

= |r′′(s)|.

Tehát ívhossz paraméterezés¶ görbe esetén: κ(s) = |r′′(s)|

1.3.10. Megjegyzés. A képlet tekinthet® a görbület de�níciójának nem bi-
reguláris görbe esetén is. Ha ugyanis r′ és r′′ lineárisan függ®, akkor kép-
letünk nullát ad és visszaadja az egyenes görbületének intuitív értékét (lásd
1.3.2 Állítás.).

1.3.11. Megjegyzés. A görbület egy adott paraméter¶ pontban kizárólag a
görbe alakjától függ, nem a paraméterezést®l.

1.3.7. Példa. [Konstans görbület¶ görbék]

∗ Egyenes görbülete 0.
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∗ Kör görbülete a sugár reciproka, ugyanis az R sugarú kör ívhosszpa-
raméteres el®állítása

r(s) =

(
R · cos

(
1

R
· s
)

;R · sin
(

1

R
· s
))

(s ∈ [0, 2 ·R · π])

Ekkor

r′(s) =

(
− sin

(
1

R
· s
)

; cos

(
1

R
· s
))

(s ∈ [0, 2 ·R · π])

κ(s) = |r′′(s)| =

√(
− 1

R
· cos

(
1

R
· s
))2

+

(
− 1

R
· sin

(
1

R
· s
))2

=

=

√(
− 1

R

)2

=
1

R

1.3.9. De�níció. A t→ r(t) bireguláris görbe t0 paraméter¶ pontjában azt
a kört, melyre teljesülnek az alábbi feltételek a görbe r(t0)-beli simulókörének
nevezzük:

∗ a kör az r(t0)-beli simulósíkban van,

∗ a kör középpontja: r(t0) + 1
κ(t0) ·N(t0),

∗ a kör sugara 1
κ(t0) .

1.3.10. De�níció. A görbe összes pontjához tartozó simulókörök közép-
pontjainak összessége szintén parametrizált görbe, amelyet a görbe evolutá-
jának hívunk.

1.3.8. Példa. [Az ellipszis evolutája] Az

r(t) = (a · cos(t), b · sin(t)), t ∈ [0, 2π]

ellipszis evolutája az ún. asztroid:

r(t) =

(
a2 − b2

a
· cos3(t),

b2 − a2

b
· sin3(t)

)
, t ∈ [0, 2π]
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14. ábra. Az ellipszis evolutája

1.3.9. Példa. [Hipociklois] Felületek köször¶koronggal való megmunkálá-
sakor az ún. hipocikloisok, érint®seregek és normálisseregek fontos szerephez
jutnak. A hipociklois úgy származtatható, hogy egy körvonalon belül csúszás-
mentesen legördítünk egy másik kört. A gördül® kör egy kerületi pontjának
nyomvonala a hipociklois. Ha r1 jelöli a nagy, r2 pedig a kis kör sugarát,

akkor r(t) =

 r2 · (m− 1) ·
(

cos(t) + cos((m−1)·t)
m−1

)
r2 · (m− 1) ·

(
sin(t)− sin((m−1)·t)

m−1

)  , ahol r1 = m · r2 Ha

m egész szám, akkor r képe zárt és m darab "csúcsa" van (r nem di�eren-
ciálható a csúcspontokban).

15. ábra. Hipocikloisok
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A torziófüggvény

Azt, hogy egy görbe mennyire csavarodik a torzióval mérjük. A torzió a
binormális vektor irányának változásával függ össze: a görbe mennyire tér
el a simulósíkjától. Ha a görbe háromszor di�erenciálható és az els® és a
második deriváltak vektori szorzata nem t¶nik el, akkor a torzió:

τ(t) =
(r′(t)× r′′(t)) • r′′′(t)
|r′(t)× r′′(t)|2

1.3.12. Megjegyzés (Torzió ívhossz paraméteres görbéknél).

τ(s) =
(r′(s)× r′′(s)) • r′′′(s)

|r′′(s)|2

1.3.13. Megjegyzés. Az ún. Frenet-egyenletek egy lineáris di�erenciál-
egyenlet - rendszert adnak a kisér® triéder elemeire. A di�erenciálegyenlet
- rendszerben szerepl® függvényegyütthatók a görbület és a torzió, melyek
egybevágósági transzformáció erejéig meghatározzák a görbét:

T ′ = v · κ ·N

N ′ = −v · κ · T + v · τ ·B

B′ = −v · τ ·N

ahol v(t) = |r′(t)| a pályasebesség-függvény.

Síkgörbe a saját simulósíkjában van, így a torziója minden pontban nulla.
A torzió elt¶nése a síkgörbék jellemz®je:

1.3.1. Tétel. Egy háromszor di�erenciálható görbe pontosan akkor síkgörbe,
ha a torziója nulla.

Indoklás: ⇐ Legyen G torziója minden pontban 0. Feltehetjük, hogy a
G görbe ívhossz paraméterezés¶: r(s) = (x(s), y(s), z(s)), t ∈ I (ekkor
v(s) = 1). A torzió és a görbe alakja független a paraméterezést®l.
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A Frenet-egyenletekb®l ekkor B′(s) = 0 ∀s ∈ I következik,így

∀s ∈ I-re B(s) = n (n = (n1, n2, n3) R3-beli konstans).

Mivel (r(s) • n)′ = r′(s) • n+ r(s) • 0 = T (s) •B(s) = 0, így r(s) • n = D,
ahol D valós konstans, azaz

(?) n1 · x(s) + n2 · y(s) + n3 · z(s) = D.

Ez azt jelenti, hogy r(s) rajta van az n1 · x+ n2 · y + n3 · z = D egyenlet¶
síkon, tehát G síkgörbe. A megfordítás nyilvánvaló.

16. ábra. Síkgörbe és simulósík

Kúpszeletek, mint parametrizált görbék

∗ Ellipszis. Ha �a� jelöli a nagy féltengelyt, �b� a kis féltengelyt, a
fókuszok F1 = (−c, 0) és F2 = (c, 0), ahol c2 = a2− b2; akkor az ellip-
szis egyenlete x2

a2
+ y2

b2
= 1. Könny¶ ellen®rizni, hogy egy paraméteres

el®állítása
r(t) = (a · cos t, b · sin t), t ∈ [0, 2π[

∗ Parabola. Ha �p� jelöli a parabola paraméterét és fókusza F = (0, p)
vezéregyenesének egyenlete pedig y = −p, akkor a parabola egyenlete
y = a·x2, ahol a = 1

4p . Könny¶ látni, hogy egy paraméteres el®állítása

r(t) = (t, a · t2), t ∈ R
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∗ Hiperbola. A parametrizált felületek részben az egyköpeny¶ illetve
kétköpeny¶ hiperboloidoknál lényeges lesz, hogy a hiperboloid milyen
irányban nyitott. Jelölje �a� a valós, �b� pedig a képzetes tengelyt.

Kelet-nyugat irányban nyitott hiperbola esetén ha a fókuszok

F1 = (−c, 0) és F2 = (c, 0), ahol c2 = a2 + b2; akkor a hiperbola

egyenlete x2

a2
− y2

b2
= 1. Könny¶ ellen®rizni, hogy egy paraméteres

el®állítása a keleti ágnak r(t) = (a · cht, b · sht), a nyugati ágnak pedig
r(t) = (−a · cht,−b · sht), t ∈ R.
Észak-dél irányban nyitott hiperbola esetén ha a fókuszok

F1 = (0,−c) és F2 = (0, c), ahol c2 = a2 + b2; akkor a hiperbola

egyenlete x2

a2
− y2

b2
= −1. Az északi ág egy paraméteres el®állítása

r(t) = (a · sht, b · cht), a délié pedig r(t) = (−a · sht,−b · cht), t ∈ R.

17. ábra. Kúpszeletek
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1.4. Di�erenciálhányados Rn → Rm típusú függvény esetén

Most általánosságban Rn → Rm típusú függvény esetén megadjuk a
di�erenciálhányados de�nícióját.

1.4.1. De�níció. Az f : D (⊂ Rn) → Rm függvény di�erenciálható a D
értelmezési tartomány r0 bels® pontjában, ha van olyan A:Rn → Rm lineáris
függvény, melyre

lim
r→r0

f(r)− f(r0)−A(r − r0)

||r − r0||Rn
= 0Rm

Ekkor az A lineáris függvényt az f függvény r0 helyen vett di�erenciálhá-
nyadosának nevezzük. Jele: f ′(r0)

1.4.1. Megjegyzés. A de�níció értelmében a "bemenet" ∆r = r − r0 és
a "kimenet" ∆f = f(r) − f(r0) megváltozása közötti kapcsolat jól közelít-
het® ∆r egy lineáris függvényével: ∆f ≈ A(∆r), legalábbis az r0 pont egy
elegend®en kis környezetében.

∗ A továbbiakban f ′(r0) az r0 pontban vett deriváltnak, mint lineáris
függvénynek a mátrixát jelöli.

∗ Ha a di�erenciálhányados létezik, akkor egyértelm¶en meghatározott.

∗ Ha D ⊂ Rn nyílt halmaz, azaz minden pontja bels® pont és az

f : D (⊂ Rn)→ Rm függvény di�erenciálható a D minden pontjában,
akkor azt mondjuk, hogy f di�erenciálható a D halmazon.

1.4.2. De�níció. A fenti jelöléssel tehát az r0 pont egy elegend®en kis kör-
nyezetében

∆f ≈ f ′(r0) ·∆r,
melyre azt mondjuk, hogy a "kimenetbeli eltérést" az r0-hoz tartozó teljes
di�erenciállal közelítjük.
Ebb®l az is következik, hogy az r0 pont egy elegend®en kis környezetében

f(r) ≈ f ′(r0) ·∆r + f(r0),

melyet az f(r) függvényérték lineáris közelítésének mondunk.
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1.4.1. Tétel. Ha az f : D (⊂ Rn) → Rm függvény di�erenciálható az
r0 ∈ D bels® pontban, akkor ott folytonos is.

1.4.1. Példa. Az (x, y) ∈ R2, f(x, y) = |y| függvény az y = 0, z = 0
egyenletrendszer¶ egyenes minden pontjában folytonos, de egyik pontjában
sem di�erenciálható.

18. ábra. Az f(x,y)=|y| függvény képe

1.4.3. De�níció. Legyen adott egy f :D (⊂ Rn) → Rm függvény, egy r0

bels® pontja D-nek, valamint egy v ∈ Rn nemzérus vektor. Legyen továbbá
a v◦ vektor v-vel egyez® irányú és egységnyi nagyságú, azaz v◦ = 1

||v|| · v. Az
f függvény r0 pontbeli, v irányban vett iránymenti deriváltján a

∂vf(r0): = lim
λ→0

f(r0 + λ · v◦)− f(r0)

λ

határértéket értjük, amennyiben létezik.

1.4.2. Megjegyzés. Ahol az f függvény di�erenciálható, ott létezik az összes
iránymenti deriváltja is: az r = r0 + λ · v◦ választással a λ→ 0 határátme-
netet véve

0Rm = lim
λ→0

f(r0 + λ · v◦)− f(r0)−A(λ · v◦)
||λ · v◦||

=
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= lim
λ→0

f(r0 + λ · v◦)− f(r0)

|λ|
− λ

|λ|
·A(v◦),

melyb®l
(?) ∂vf(r0) = A(v◦).

Az iránymenti deriváltak létezéséb®l viszont nem következik a di�erenciál-
hatóság.

1.4.4. De�níció. Legyen adott egy f :D (⊂ Rn)→ Rm függvény az

f(r) = (f1(r), . . . , fm(r))

alakban, ahol f1, . . . , fm:D (⊂ Rn) → R adott függvények. Legyen továbbá

r0 ∈ D egy bels® pont és ei = (0, . . . , 0,
i
1, 0, . . . , 0). Ekkor a

∂fj
∂xi

(r0) := ∂eifj(r0)

(i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m) számokat, ha léteznek, az f függvény j-edik
komponensfüggvénye i-edik változója szerinti parciális deriváltjának nevez-
zük r0-ban.

1.4.2. Tétel. Ha az f = (f1, . . . , fm):D (⊂ Rn)→ Rm függvény az r0 ∈ D
bels® pontban di�erenciálható, akkor minden ∂fj

∂xi
parciális derivált létezik és

f ′(r0) =

(
∂fj
∂xi

(r0)

)
m×n

.

Az el®bbi egyenl®ség könnyen látható a 1.4.2 Megjegyzésben szerepl® (?)
egyenl®ségb®l.

1.4.3. Megjegyzés. Összetett függvény adott pontbeli deriváltjának mát-
rixa: (f ◦ g)′(r) = f ′(g(r)) · g′(r), azaz a küls® függvény g(r) helyen vett
deriváltmátrixának és a bels® függvény r helyen vett deriváltmátrixának szor-
zata.
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1.4.3. Tétel. Ha az f = (f1, . . . , fm):D (⊂ Rn) → Rm függvény bármely
parciális deriváltja létezik az r0 ∈ D bels® pont egy Kε(r0) környezetében és
folytonosak r0-ban, akkor f di�erenciálható r0-ban.

Visszatérve a parametrizált görbékr®l mondottakhoz

∗ egy r: I → R3 görbe adott pontbeli deriváltja az az R3-beli vektor,
amelynek a koordinátái éppen az r koordinátafüggvényeinek derivált-
jai (lásd 1.3.1 De�níció és 1.3.1 Megjegyzés).

Jelen fejezet 1.4.1 De�níciójának értelmében pedig

∗ egy r: I → R3 görbe adott pontbeli deriváltja egy R → R3 típusú
lineáris leképezés.

Ezek összehangolásához meg kell értenünk, hogy a di�erenciálhányados lé-
nyege az a lineáris leképezés, amellyel a függvényt közelítjük, az pedig, hogy
ezt a lineáris leképezést milyen adatával azonosítjuk másodlagos. (A fent
említett R → R3 típusú lineáris leképezés mátrixa ugyanis egy 3 × 1 tí-
pusú mátrix, azaz vektor.) Még két további fontos speciális esetr®l szól a
következ® de�níció.

1.4.5. De�níció. Az Rn → R típusú függvényeket skalármez®nek szokás
nevezni.Ekkor

f ′(r0) = (∂1f(r0), . . . , ∂nf(r0)) =: grad f(r0),

amit az f skalármez® gradiensének nevezünk az r0 pontban.
Az r → grad f(r) függvény ekkor Rn → Rn típusú.
Az Rn → Rn típusú függvényeket vektormez®nek szokás nevezni.

Tehát minden skalármez® gradiense vektormez®.
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1.5. Parametrizált felületek

A szerszámfelületek nagyrészt önmagukban elmozgatható felületek. Ál-
talában vagy forgásfelületek, vagy csavarfelületek.

Mindenekel®tt a parametrizált görbéknél látottakhoz hasonlóan meg kell
mondanunk, hogy mit értünk felületen. Ebben az alfejezetben hacsak mást
nem mondunk, D ⊂ R2 egy (ívszer¶en) összefügg® nyílt halmazt jelöl, azaz
bármely két (bels®) pont összeköthet® görbével.

1.5.1. Megállapodás. Az r : D (⊂ R2)→ R3 függvényeket a továbbiakban

r(u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k

alakban fogjuk megadni, ahol az x, y, z koordinátafüggvények R2 → R típusú
skalármez®k. Koordinátás alakban:

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) , (u, v) ∈ D

vagy

r(u, v) =

 x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)



1.5.1. De�níció. Egy r : D (⊂ R2) → R3 leképezést parametrizált felület-
nek nevezünk, ha folytonosan parciálisan di�erenciálható és ∂r

∂u ×
∂r
∂v 6= 0

bármely (u, v) ∈ D esetén.
A leképezés képhalmazát mondjuk ilyenkor röviden felületnek.

A hétköznapi értelemben vett �felületek� nem felületek általában a fenti
értelemben, de bármely pontjuk elegend®en kis környezete megadható a
de�nícióban szerepl® parametrizált felületként.

1.5.1. Megjegyzés.

∗ Egy felületnek általában sok paraméterezése van.
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19. ábra. Parametrizált felület

∗ Rögzített u0, v0 ∈ D ⊂ R esetén az

r(u0, v) =

 x(u0, v)
y(u0, v)
z(u0, v)

 és r(u, v0) =

 x(u, v0)
y(u, v0)
z(u, v0)


térgörbéket rendre az u0, v0-hoz tartozó paramétervonalaknak nevez-
zük.

Az u0 -hoz tartozó paramétervonal érint®vektora az (u0, v0) pontban a

∂r

∂v
(u0, v0) vektor,

a v0 -hoz tartozó paramétervonal érint®vektora az (u0, v0) pontban a

∂r

∂u
(u0, v0) vektor.

Ezek az érint®vektorok kifeszítik az r(u0, v0) pontbeli érint®síkot. Így az
r(u0, v0) pontra illeszked® érint®sík egy normálvektora :

n(u0,v0) =
∂r

∂u
(u0, v0)× ∂r

∂v
(u0, v0)
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20. ábra. Érint®sík normálvektora

1.5.2. Megjegyzés. Ha az r : D (⊂ R2)→ R3 függvény di�erenciálható a
D értelmezési tartomány (u0, v0) bels® pontjában, akkor

r′(u0, v0) =

 ∂x
∂u(u0, v0) ∂x

∂v (u0, v0)
∂y
∂u(u0, v0) ∂y

∂v (u0, v0)
∂z
∂u(u0, v0) ∂z

∂v (u0, v0)


3×2

1.5.3. Megjegyzés. Tekintsük azokat az r:D (⊂ R2) → R3 parametrizált
felületeket, melyek el®állnak

r(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ D

alakban, ahol f :D (⊂ R2)→ R skalármez®. Ekkor az r(u, v) felület pontjai-
nak Descartes-féle koordinátáira z = f(x, y) áll fenn. Egy felület z = f(x, y)
módon történ® el®állítását Euler-Monge-féle megadási módnak szokás ne-
vezni.
Ha egy felület pontjai eleget tesznek az F (x, y, z) = 0 egyenletnek, ahol
F :D (⊂ R3) → R skalármez®, akkor az F (x, y, z) = 0 egyenl®séget a fe-
lület implicit megadásának nevezzük.
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Forgásfelületek

1.5.4. Megjegyzés. A z -tengely körüli forgatás, mint lineáris leképezés
mátrixa:  cosu − sinu 0

sinu cosu 0
0 0 1

 u ∈ [0, 2π[

Ha a z -tengely körül megforgatjuk az c(v) = (x(v), 0, z(v)) görbét, akkor
úgynevezett "forgásfelületet" kapunk:

r(u, v) =

 cosu − sinu 0
sinu cosu 0

0 0 1

 ·
 x(v)

0
z(v)

 (x(v) ≥ 0),

azaz
r(u, v) = x(v) · cosu · i+ x(v) · sinu · j + z(v) · k.

A �z� tengellyel párhuzamos egyenes megforgatásával forgáshengert, forgás-
tengelyt metsz®egyenes megforgatásával forgáskúpot, míg a forgástengellyel
kítér® helyzet¶ egyenes megforgatásával egyköpeny¶ forgáshiperboloidot ka-
punk. Kör megforgatásával gömb vagy ún. tórusz adódik. Ellipszis, para-
bola és hiperbola tengelyei körüli megforgatásával forgásellipszoidot, forgás-
paraboloidot és egyköpeny¶, illetve kétköpeny¶ forgáshiperboloidot kapunk.

∗ A c(v) = (cos v, 0, sin v), v ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
görbe �z� tengely körüli meg-

forgatásával kapjuk az origó középpontú egység sugarú gömböt:

r(u, v) = (cos v · cosu, cos v · sinu, sin v), (u, v) ∈ [0, 2π[×
[
−π

2
,
π

2

]
Implicit el®állítás: x2 + y2 + z2 − 1 = 0

∗ A c(v) = (r · cos v + k1, 0, r · sin v + k2), v ∈ [0, 2π[ görbe (k1, k2)
középpontú és r sugarú kör. Tegyük fel, hogy k1 > r. Ekkor a görbe�z�
tengely körüli megforgatásával tóruszt kapunk:

(u, v) ∈ [0, 2π[×[0, 2π[,
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r(u, v) = ((r · cos v + k1) · cosu, (r · cos v + k1) · sinu, r · sin v + k2)

Az implicit el®állításhoz vezessük be az

x = (r ·cos v+k1) ·cosu, y = (r ·cos v+k1) ·sinu, z = r ·sin v+k2

jelöléseket. Ekkor felhasználva, hogy sin2 v+cos2 v = 1 bármely v ∈ R
esetén kapjuk, hogy

x2 + y2 = (r · cos v + k1)2,

melyb®l
(?) :

√
x2 + y2 − k1 = r · cos v,

ugyanis r · cos v + k1 > 0 (k1 > r miatt). Másrészt

(??) : z − k2 = r · sin v.

Így (?) és (??)-ból kapjuk a tórusz egyenletét:

(
√
x2 + y2 − k1)2 + (z − k2)2 = r2.

21. ábra. Gömbfelület és tórusz

∗ A c(v) = (a · cos v, 0, b · sin v), v ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
görbe �z� tengely körüli

megforgatásával forgásellipszoidot kapunk:

r(u, v) = (a·cos v·cosu, a·cos v·sinu, b·sin v), (u, v) ∈ [0, 2π[×
[
−π

2
,
π

2

]
Implicit el®állítás: x2

a2
+ y2

a2
+ z2

b2
− 1 = 0
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∗ A c(v) = (v, 0, a · v2), v ∈ R görbe �z� tengely körüli megforgatásával
forgásparaboloidot kapunk:

r(u, v) = (v · cosu, v · sinu, a · v2), (u, v) ∈ [0, 2π[×R

22. ábra. Ellipszoid és paraboloid

∗ A c(v) = (a · ch v, 0, b · sh v), v ∈ R keleti irányban nyíló hiperbolaág
�z� tengely körüli megforgatásával egyköpeny¶ hiperboloidot kapunk:

r(u, v) = (a · ch v · cosu, a · ch v · sinu, b · sh v), (u, v) ∈ [0, 2π[×R

Implicit el®állítás: x2

a2
+ y2

a2
− z2

b2
− 1 = 0

∗ A c(v) = (a · sh v, 0, b ·ch v), v ∈ R északi irányban nyíló hiperbolaág
�z� tengely körüli megforgatásával kétköpeny¶ hiperboloidot kapunk:

r(u, v) = (a · sh v · cosu, a · sh v · sinu, b · ch v), (u, v) ∈ [0, 2π[×R

Implicit el®állítás: z2

b2
− y2

a2
− x2

a2
− 1 = 0
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23. ábra. Egyköpeny¶ és kétköpeny¶ hiperboloid

Csavarfelületek

Csavarfelületekkel a m¶szaki gyakorlatban meglehet®sen gyakran találkoz-
hatunk: csigafúrók, ferdefogú fogaskerekek, csigakerekek, csavarok.

A �z� forgástengely¶ r sugarú hengerre írt csavarvonal:

c(v) = (r · cos v, r · sin v, λ · v), v ∈ R

Ha egy görbe minden pontja azonos paraméter¶ csavarmozgást végez, akkor
a görbe által meghatározott felületet csavarfelületnek nevezzük. Ha a γ
görbe el®állítása az �xz� koordinátasíkban γ(u) = (x(u), 0, z(u)) u ∈ I,
akkor a csavarfelület

r(u, v) = (x(u) · cos v, x(u) · sin v, z(u) + λ · v) (u, v) ∈ I × R

1.5.1. Példa. Ha γ(u) = (2 + 5u, 0, 3− 2u) u ∈ [−5, 5] (egyenes szakasz),
akkor a csavarfelület a 24 ábrán látható.
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24. ábra. Egyenesvonalú csavarfelület

Eltolási felületek

Legyen adott egy u → c(u) alapgörbe és annak egy P0 = c(u0) pontjának
mozgása során leírt v → γ(v) pályagörbe. Ha az alapgörbét végigtoljuk a
pályagörbén úgy, hogy a P0 pont mindig illeszkedjen a pályagörbére, akkor
ún. eltolási felületet kapunk:

r(u, v) = c(u) + γ(v)

1.5.2. Példa. Ha c(u) = (u+ 2, 0, 10 + 0.01 · u2) és γ(v) = (0, v+ 5,−0.2 ·
v2), azaz ha két mer®leges síkú, ellentétes tengelyirányú parabolát tekintünk
alapgörbéknek, akkor egy nyeregfelületet kapunk (lásd 25 ábra).

25. ábra. Nyeregfelület
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1.6. Skalármez®k

Kétváltozós valós érték¶ függvények
Tekintsük a D ⊂ R2 síkbeli halmazt. Hacsak mást nem mondunk D össze-
függ® nyílt halmazt jelöl. Az f :D → R függvényt kétváltozós valós érték¶
függvénynek nevezzük. Gra�kus képe a

Gr f = {(x, y, z) ∈ R3|(x, y) ∈ D, z = f(x, y)}

térbeli pontok halmaza. A gra�kus kép általában egy térbeli felületet hatá-
roz meg (lásd 1.5.3 Megjegyzés).

1.6.1. Példa. Tekintsük az f(x, y) = x2 +y2, (x, y) ∈ R2 függvényt. Ekkor
a függvény gra�kus képének egy pontja, azaz a felület egy pontja például
P0 = (1, 2, 5), mivel f(1, 2) = 12 + 22 = 5.

26. ábra. Az f(x, y) = x2 + y2 függvény gra�kus képe

Ha y = y0, azaz rögzítjük a második változót, akkor a

G1 = {(x, y0, z) ∈ R3|(x, y0) ∈ D, z = f(x, y0)}

halmaz általában egy görbét határoz meg a térben, melyet az �y� változó
rögzítésével kapott paramétervonalnak szokás nevezni.



DUPres
s

1.6 Skalármez®k 49

Ha x = x0, azaz rögzítjük az els® változót, akkor a

G2 = {(x0, y, z) ∈ R3|(x0, y) ∈ D, z = f(x0, y)}

halmaz általában egy görbét határoz meg a térben, melyet az �x� változó
rögzítésével kapott paramétervonalnak szokás nevezni.

1.6.2. Példa. Tekintsük az f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ R2 függvényt.
Ha y = 2, akkor az �y� változó rögzítésével kapott paramétervonal

f(x, 2) = x2 + 22 = x2 + 4,

melynek képe parabola az xz-koordinátasíkkal párhuzamos síkban.
Ha x = 1, akkor az �x� változó rögzítésével kapott paramétervonal

f(1, y) = 12 + y2 = 1 + y2,

melynek képe parabola az yz-koordinátasíkkal párhuzamos síkban.

1.6.1. De�níció. Ha c eleme az f :D ⊂ R2 → R függvény értékkészletének,
akkor a

Γ = {(x, y) ∈ R2|(x, y) ∈ D, f(x, y) = c}

halmazt a gra�kus kép c paraméterhez tartozó szintvonalának nevezzük.

27. ábra. Szintvonalak (az xy-koordinátasíkban)

A szintvonalas ábrázolást például a térképészetben használják.
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1.6.1. Megjegyzés. A v irányban vett iránymenti derivált (lásd 1.4.3 De-
�níció) skalármez® esetén szemléletesen azt fejezi ki, hogy az értelmezési
tartományban a r0 pontból a v irányban "haladva" mennyi a függvényérté-
kek változásának gyorsasága. Ha az adott irányban az iránymenti derivált
negatív, akkor az adott irányba �elindulva� a függvényértékek csökkennek.
Ha az iránymenti derivált pozitív, akkor az adott irányba �elindulva� a függ-
vényértékek n®nek. Az olyan pontok, melyekben vett iránymenti deriváltak
elt¶nnek, a széls®érték meghatározásánál jutnak szerephez.

28. ábra. Az iránymenti derivált jelentése

1.6.2. Megjegyzés. Amennyiben a függvény els® változóját �x� jelöli, az
e1 = (1, 0) iránymenti deriváltat szokás �x� változó szerinti parciális deri-
váltnak is nevezni; lásd 1.4.4 De�níció. De�níció szerint ha r0 = (x0, y0),
akkor

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

λ→0

f(x0 + λ, y0)− f(x0, y0)

λ

mely bevezetve az x = x0 + λ jelölést

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
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alakban írható.
Az els® változó szerinti parciális derivált geometriai jelentése kétváltozós

valós érték¶ függvény esetén: az y változó rögzítésével el®álló felületi görbe
érint®jének meredeksége az xz - koordinátasíkkal párhuzamos síkban.

Jelölések az els® változó szerinti parciális deriváltra:

∂1f(r0), f ′1(r0), ∂xf(r0), f ′x(r0)

D1f(r0),
∂f

∂x
(r0)

29. ábra. Az �x� változó szerinti parciális derivált jelentése

1.6.3. Megjegyzés. Amennyiben a függvény második változóját �y� jelöli,
az e2 = (0, 1) iránymenti deriváltat szokás �y� változó szerinti parciális de-
riváltnak is nevezni; lásd 1.4.4 De�níció. De�níció szerint ha r0 = (x0, y0),
akkor

∂f

∂y
(x0, y0) = lim

λ→0

f(x0, y0 + λ)− f(x0, y0)

λ

mely bevezetve az y = y0 + λ jelölést

∂f

∂y
(x0, y0) = lim

y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0
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alakban írható.
A második változó szerinti parciális derivált geometriai jelentése kétvál-

tozós valós érték¶ függvény esetén: az x változó rögzítésével el®álló felületi
görbe érint®jének meredeksége az yz - koordinátasíkkal párhuzamos síkban.

Jelölések a második változó szerinti parciális deriváltra:

∂2f(r0), f ′2(r0), ∂yf(r0), f ′y(r0)

D2f(r0),
∂f

∂y
(r0)

30. ábra. Az �y� változó szerinti parciális derivált jelentése

1.6.4. Megjegyzés. Legyen az f :D ⊂ R2 → R di�erenciálható függvény
adott, c eleme az f értékkészletének, és tekintsük a c-hez tartozó szintvo-
nalat, mint síkgörbét, az r(t) = (x(t), y(t)) alakban, ahol t ∈ [a, b]. Ekkor
∀t ∈ [a, b] esetén az érint®vektor és a gradiensvektor mer®legesek.

Indoklás: Azt kell megmutatni, hogy r′(t) • grad f(r(t)) = 0. Ez az össze-
tett függvény deriválási szabályából, melyet a 1.4.3 Megjegyzésben láttunk,
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következik is:

f(r(t)) = c ⇒ grad f(r(t)) • r′(t) = 0.

1.6.3. Példa. Az (x, y) ∈ R2, f(x, y) = x2 + y2 függvény képe forgási
paraboloid. A c = 1 értékhez tartozó szintvonal egy kör, így felírható

t ∈ [0, 2π[, r(t) = (cos t, sin t)

alakban. Ekkor r′(t) = (− sin t, cos t), és grad f(x, y) = (2x, 2y) miatt
grad f(r(t)) = (2 cos t, 2 sin t). Így

r′(t) • grad f(r(t)) = −2 sin t cos t+ 2 sin t cos t = 0.

31. ábra. Szintvonal érint®vektora és a gradiens

1.6.1. Tétel. Legyen az f :D ⊂ R2 → R függvény di�erenciálható a D
értelmezési tartomány r0 bels® pontjában, v ∈ R2 legyen rögzített vektor,
és vo jelölje a v irányú, egységnyi nagyságú vektort. A v irányban vett
iránymenti derivált kiszámítható a gradiens vektor és a vo vektor skaláris
szorzataként:

∂vf(r0) = grad f(r0) • vo.
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1.6.5. Megjegyzés. A skaláris szorzat de�nícióját �gyelembe véve

∂vf(r0) = ||grad f(r0)|| · ||vo||︸︷︷︸
1

· cosϕ,

így a függvényértékek változási gyorsasága a gradiensvektor irányában a �leg-
nagyobb�.

1.6.2. De�níció. Ha egy f :D ⊂ R2 → R függvény di�erenciálható a D
értelmezési tartomány r0 = (x0, y0) bels® pontjában, akkor a r0 egy elegen-
d®en kis környezetében lév® r = (x, y) pontra az f(r) függvényérték lineáris
közelítése

f(r) ≈ f(r0) + grad f(r0) • (r − r0),

és az r0-beli érint®síkot az S:R2 → R,

S(x, y) = f(r0) + f ′x(r0) · (x− x0) + f ′y(r0) · (y − y0)

függvény adja meg.

Az érint®sík egyenlete az r0 helyen:

z = f(r0) + f ′x(r0) · (x− x0) + f ′y(r0) · (y − y0)

azaz
f ′x(r0) · (x− x0) + f ′y(r0) · (y − y0)− (z − f(r0)) = 0

Mivel az n = (A,B,C) normálvektorú r0 = (x0, y0, z0) pontra illeszked® sík
egyenlete

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

az r0 = (x0, y0) helyen az (x0, y0, f(x0, y0)) pontra illeszked® érint®sík egy
normálvektora leolvasható a fenti egyenletb®l:f ′x(r0), f ′y(r0)︸ ︷︷ ︸

grad f(r0)

,−1


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1.6.4. Példa.

∗ Egy f :R → R függvény értékének lineáris közelítése az x0 bels® pont
egy elegend®en kis környezetében az érint®egyenest meghatározó függ-
vény segítségével történik.

32. ábra. Lineáris közelítés f :R→ R típusú függvénynél

Például az {
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 4, y ≥ 0

}
ponthalmaz, az origó középpontú 2 egység sugarú "fels®" félkör, az

x ∈ [−2, 2], f(x) =
√

4− x2

függvény képe. Adjunk becslést f(
√

2 + 0.01) értékére!

Mivel f ′(x) = − x√
4−x2 , az x0 =

√
2 helyen az érint®egyenest megadó

függvény:

e(x) = f(
√

2) + f ′(
√

2) · (x−
√

2) =
√

2− (x−
√

2)

és így f(
√

2 + 0.01) ≈ e(
√

2 + 0.01) =
√

2− 0.01.

∗ Ha például az f :R2 → R függvény értelmezési tartománya a

Df =
{

(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ 4
}
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halmaz és (x, y) ∈ Df esetén f(x, y) =
√

4− x2 − y2, akkor f gra-
�kus képe az origó középpontú, kett® sugarú "fels®" félgömb. Mint
ponthalmaz: {

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0
}
.

33. ábra. Lineáris közelítés f :R2 → R típusú függvénynél

Az r0 = (x0, y0) bels® pont egy elegend®en kis környezetében lév®
r = (x, y) pontra az f(r) függvényérték lineáris közelítése (az érin-
t®síkot megadó függvény segítségével): f(r) ≈ S(r). Adjunk becslést
az f(−0.95,

√
2 + 0.01) értékre!

f(x, y) ≈ f(−1,
√

2) + f ′x(−1,
√

2) · (x+ 1) + f ′y(−1,
√

2) · (y −
√

2)

az r0 = (−1,
√

2) pont egy kis környezetében. Mivel f(−1,
√

2) = 1,
f ′x(x, y) = − x√

4−x2−y2
és f ′y(x, y) = − y√

4−x2−y2
, így

f(x, y) ≈ 1 + (x+ 1)−
√

2 · (y −
√

2).

Tehát f(−0.95,
√

2 + 0.01) ≈ 1 + 0.05−
√

2 · 0.01 = 1.05 +
√

2 · 0.01.



DUPres
s

1.6 Skalármez®k 57

Háromváltozós valós érték¶ függvények

1.6.3. De�níció. Ha c eleme az f :D ⊂ R3 → R függvény értékkészletének,
akkor a

F = {(x, y, z) ∈ R3|(x, y, z) ∈ D, f(x, y, z) = c}

halmazt a c paraméterhez tartozó szintfelületnek nevezzük.

1.6.5. Példa. f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2

34. ábra. Szintfelületek

A gradiensvektorral kapcsolatos észrevételek a háromváltozós skalármez®k
esetén is érvényben maradnak, átgondolásuk hasznos gyakorlófeladat.

Magasabbrend¶ parciális deriváltak

Tegyük fel, hogy az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az r0 ∈ D bels® pont egy
környezetében létezik például az i-edik változó szerinti ∂if parciális deri-
váltja. Ha ez parciálisan di�erenciálható például a j -edik változó szerint,
úgy a deriválást elvégezve kapjuk a

∂j∂if(r0) := ∂j(∂if(r0))

második parciális deriváltját f -nek az r0 pontban az i-edik és j-edik válto-
zók szerint (ebben a sorrendben).
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Hasonlóan, ha a ∂j∂if derivált létezik r0 egy környezetében és ez par-
ciálisan di�erenciálható például a k-adik változó szerint úgy a deriválást
elvégezve kapjuk a

∂k∂j∂if(r0) := ∂k(∂j∂if(r0))

harmadik parciális deriváltat.
Hasonlóan értelmezhetjük a negyed- és magasabbrend¶ parciális deriválta-
kat is. Egyéb jelölések a magasabbrend¶ deriváltakra:

f ′′ji(r0), f ′′xjxi(r0), ∂xj∂xif(r0),
∂2f

∂xj∂xi
(r0)

1.6.2. Tétel. Young tétel: Ha az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az r0 ∈
D bels® pont egy környezetében az összes m ≥ 2-edik parciális deriváltjai
léteznek és folytonosak az r0 pontban, akkor a függvény m-edik parciális
deriváltjai az r0 pontban a di�erenciálás sorrendjét®l függetlenek.

1.6.6. Megjegyzés. A másodrend¶ parciális deriváltak jelölése, amennyi-
ben �x� az els® változó és �y� a második:

∗ Az els® változó szerinti parciális deriváltfüggvény els® változó szerinti
parciális deriváltja: f ′′xx, ∂xxf, ∂11f, D11f,

∂2f
∂x2

, ∂1∂1f

∗ A második változó szerinti parciális deriváltfüggvény els® változó sze-
rinti parciális deriváltja:

f ′′xy, ∂xyf, ∂12f, D12f,
∂2f

∂x∂y
, ∂1∂2f

∗ Az els® változó szerinti parciális deriváltfüggvény második változó sze-
rinti parciális deriváltja:

f ′′yx, ∂yxf, ∂21f, D21f,
∂2f

∂y∂x
, ∂2∂1f

∗ A második változó szerinti parciális deriváltfüggvény második változó
szerinti parciális deriváltja: f ′′yy, ∂yyf, ∂22f, D22f,

∂2f
∂y2

, ∂2∂2f
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1.7. Többváltozós függvények széls®értéke

1.7.1. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az
r0 ∈ D pontban lokális (helyi) maximuma (minimuma) van, ha van olyan
ε > 0, hogy

f(r0) ≥ f(r) (f(r0) ≤ f(r))

teljesül minden r ∈ Kε(r0) ∩D esetén.

35. ábra. Lokális széls®értékhelyek R2 → R típusú függvénynél

1.7.2. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az
r0 ∈ D pontban szigorú lokális (helyi) maximuma (minimuma) van, ha van
olyan ε > 0, hogy

f(r0) > f(r) (f(r0) < f(r))

teljesül minden r ∈ Kε(r0) ∩D, r 6= r0 esetén.

1.7.3. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az
r0 ∈ D pontban globális (abszolút) maximuma (minimuma) van, ha

f(r0) ≥ f(r) (f(r0) ≤ f(r))

teljesül minden r ∈ D esetén.
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1.7.4. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az
r0 ∈ D pontban szigorú globális (abszolút) maximuma (minimuma) van, ha

f(r0) > f(r) (f(r0) < f(r))

teljesül minden r ∈ D, r 6= r0 esetén.

1.7.1. Tétel. [Széls®érték létezésének elegend® feltétele]
Korlátos zárt halmazon folytonos függvény felveszi a függvényértékek in�mu-
mát és supremumát is függvényértékként, ami azt jelenti, hogy a függvénynek
az illet® korlátos zárt halmazon van minimuma és maximuma.

1.7.2. Tétel. [Széls®érték létezésének els®rend¶ szükséges feltétele]
Ha az f :D ⊂ Rn → R függvénynek az r0 ∈ D bels® pontban lokális széls®-
értéke van és léteznek f els® parciális deriváltjai r0-ban, akkor

(?) ∂1f(r0) = ∂2f(r0) = . . . = ∂nf(r0) = 0.

A (?) feltételt kielégít® r0 pontokat az f függvény stacionárius pontjainak
nevezzük.

1.7.3. Tétel. [Széls®érték létezésének elegend® feltétele]
Tegyük fel, hogy az f :D ⊂ Rn → R függvény összes második parciális
deriváltjai folytonosak az r0 ∈ D bels® pont egy környezetében, továbbá
∂1f(r0) = ∂2f(r0) = . . . = ∂nf(r0) = 0, azaz r0 stacionárius pontja f -
nek.

I. Ha a

Q(h) = Q(h1, . . . , hn) :=
n∑
j=1

n∑
i=1

∂j∂if(r0)hihj

kvadratikus függvény pozitív de�nit, azaz Q(h) > 0 minden h ∈
Rn, h 6= 0 esetén, akkor f -nek szigorú lokális minimuma van r0-
ban.

II. Ha a Q kvadratikus függvény negatív de�nit, azaz Q(h) < 0 minden
h ∈ Rn, h 6= 0 esetén, akkor f -nek szigorú lokális maximuma van
r0-ban.
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III. Ha a Q kvadratikus függvény inde�nit, azaz Q(h) felvesz pozitív és
negatív értékeket is, akkor f -nek nincs széls®értéke r0-ban.

Q de�nitsége megállapítható az ún. sarokdeterminánsok el®jeleib®l:

∆1(r0) := ∂1∂1f(r0)

∆2(r0) := det

(
∂1∂1f(r0) ∂1∂2f(r0)

∂2∂1f(r0) ∂2∂2f(r0)

)

∆3(r0) := det


∂1∂1f(r0) ∂1∂2f(r0) ∂1∂3f(r0)

∂2∂1f(r0) ∂2∂2f(r0) ∂2∂3f(r0)

∂3∂1f(r0) ∂3∂2f(r0) ∂3∂3f(r0)



∆n(r0) := det


∂1∂1f(r0) ... ∂1∂nf(r0)

... ... ...

∂n∂1f(r0) ... ∂n∂nf(r0)


1.7.4. Tétel. [A de�nitség megállapítása sarokdeterminánsokkal]

∗ Egy kvadratikus függvény pontosan akkor pozitív de�nit, ha mátrixá-
nak bal fels® sarokdeterminánsai pozitívak:

∆1(r0) > 0,∆2(r0) > 0, . . . ,∆n(r0) > 0

∗ Egy kvadratikus függvény pontosan akkor negatív de�nit, ha mátrixá-
nak bal fels® sarokdeterminánsai váltakozó el®jel¶ek úgy, hogy ∆1(r0)
negatív:

∆1(r0) < 0,∆2(r0) > 0,∆3(r0) < 0, . . .

∗ Ha egy kvadratikus függvény mátrixának bal fels® sarokdeterminánsai
nullától különböz®ek, és a fenti két eset nem áll fenn, akkor a kvadra-
tikus függvény inde�nit.
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Lokális széls®érték keresése (szabad széls®érték feladatok)

1.lépés: Az els®rend¶ parciális derivált függvények meghatározása
2.lépés: A ∂1f = ∂2f = . . . = ∂nf = 0 egyenletrendszer megoldása (Úgy-
nevezett stacionárius pontok - több ilyen pont is lehet)
3.lépés: A másodrend¶ parciális derivált függvények meghatározása
4.lépés: A másodrend¶ parciális derivált függvények értékének meghatá-
rozása a stacionárius pontokban.
5.lépés: A stacionárius pontokhoz tartozó Q kvadratikus függvény de�nit-
ségének eldöntése a sarokdeterminánsok segítségével.
6.lépés: Az 1.7.3 Tétel alkalmazása.

Feltételes széls®érték

1.7.5. De�níció. Legyen f :D ⊂ Rn+m → R, hi:D ⊂ Rn+m → R (i =
1, . . . ,m) adott függvények. Azt mondjuk, hogy az f függvénynek az r0 ∈ D
pontban a

h1(r) = 0, h2(r) = 0, . . . , hm(r) = 0

feltételek mellett lokális feltételes maximuma (minimuma) van, ha

h1(r0) = 0, h2(r0) = 0, . . . , hm(r0) = 0

és van olyan ε > 0, hogy

f(r0) ≥ f(r) (f(r0) ≤ f(r))

teljesül minden r ∈ D ∩Kε(r0) mellett, melyre

h1(r) = h2(r) = . . . = hm(r) = 0

1.7.5. Tétel. [A feltételes széls®érték szükséges feltétele]
Tegyük fel, hogy f, hi:D ⊂ Rn+m → R (i = 1, . . . ,m), az f függvénynek az
r0 ∈ D bels® pontban a h1(r) = 0, h2(r) = 0, . . . , hm(r) = 0 feltételek mel-
lett lokális feltételes széls®értéke van; továbbá az f és hi függvények parciális
deriváltjai folytonosak r0 egy környezetében és a

(∂jhi(r0)) (j = 1, . . . , n+m, i = 1, . . . ,m)
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mátrixnak van nemzérus m-edrend¶ aldeterminánsa. Ekkor vannak olyan
λ1, . . . , λm ∈ R valós számok, hogy az

F (r) := f(r) + λ1h1(r) + . . .+ λmhm(r) (r ∈ D)

függvényre
∂1F (r0) = . . . = ∂n+mF (r0) = 0.

A λ1, . . . , λm számokat Lagrange-féle multiplikátoroknak nevezzük, az F
függvényt feltételes széls®érték probléma Lagrange-féle függvényé-
nek nevezzük.
A feltételes széls®érték probléma megoldása úgy történik, hogy a

∂1F (r) = . . . = ∂n+mF (r) = 0, h1(r) = h2(r) = . . . = hm(r) = 0

n+ 2m darab egyenletb®l álló rendszert megoldjuk az

x1, . . . , xn+m, λ1, . . . , λm

ismeretlenekre, a kapott x1, . . . , xn+m megoldások adják a feltételes széls®-
érték lehetséges helyeit.

1.7.1. Példa. Egy szállító cég csak olyan téglatest alakú dobozokat fogad
el, amelyeknél a leghosszabb oldal hossza és a rá mer®leges oldallap kerülete
együttesen nem haladja meg a 270 centimétert. Milyen méretek mellett lesz
a küldemény térfogata maximális?

A megoldáshoz Jelölje x, y, z a hosszat, a magasságot és a szélességet. A
változók szimmetrikus szerepére való tekintettel tegyük fel, hogy x ≥ y ≥ 0,
x ≥ z ≥ 0.

A V (x, y, z) = xyz térfogat maximumát keressük az x + 2y + 2z = 270
feltétel mellett.
A Tétel jelöléseivel az f(x, y, z) = xyz függvény maximumát keressük a

h(x, y, z) := x+ 2y + 2z − 270 = 0
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feltétel mellett. Ekkor

F (x, y, z) = xyz + λ(x+ 2y + 2z − 270).

Az x ≥ y ≥ 0 és x ≥ z ≥ 0 feltételek teljesülését az F függvény stacionárius
pontjainak megkeresése után direkt módon ellen®rizzük.

1.7.2. Példa. Határozzuk meg az f(x, y) = y2 + 2x2y + x4 (x, y ∈ R)
függvény széls®értékeit!

Megoldás: Széls®érték ott lehet, ahol ∂1f = ∂2f = 0:

∂1f(x, y) = 4xy + 4x3 ∂2f(x, y) = 2y + 2x2

Az
I. 4xy + 4x3 = 0
II. 2y + 2x2 = 0

egyenletrendszer I. egyenlete 4x · (y + x2) = 0 alakban írható, melyb®l
kapjuk, hogy x = 0 vagy y = −x2.
Ezt visszahelyettesítve II.-be:

∗ x = 0⇒ y = 0

∗ y = −x2 helyettesítéssel azonosságot kapunk.

Ez azt jelenti, hogy f -nek a D = {(x, y) ∈ R2|y = −x2} halmaz elemei
lehetséges széls®értékhelyek.

∂1∂1f(x, y) = 4y + 12x2 ∂1∂2f(x, y) = 4x

∂2∂1f(x, y) = 4x ∂2∂2f(x, y) = 2

A másodrend¶ deriváltfüggvények értékének meghatározása a D halmaz
pontjaiban:

∂1∂1f(x,−x2) = −4x2 + 12x2 = 8x2 ∂1∂2f(x,−x2) = 4x

∂2∂1f(x,−x2) = 4x ∂2∂2f(x,−x2) = 2
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Mivel det (
8x2 4x
4x 2

)
= 16x2 − 16x2 = 0,

a sarokdeterminánsok segítségével nem tudjuk eldönteni, hogy az (x,−x2)
pontok széls®értékhelyek-e vagy sem.
Az f függvény f(x, y) = y2 + 2x2y + x4 = (y + x2)2 alakban írható, így
könnyen látható, hogy értékkészlete a nemnegatív valós számok halmaza.
A minimum értéke így 0, melyet f a D halmaz pontjaiban vesz fel.

36. ábra. Az f(x, y) = y2 + 2x2y + x4 függvény gra�kus képe

1.7.3. Példa. Határozzuk meg a 2x+y−z−5 = 0 sík origóhoz legközelebbi
P = (x, y, z) pontját!

Megoldás: | ~OP |-t kell minimalizálni a 2x+ y − z − 5 = 0 feltétel mellett.
Mivel

| ~OP | =
√

(x− 0)2 + (y − 0)2 + (z − 0)2 =
√
x2 + y2 + z2,
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így | ~OP |-nek ott van minimuma, ahol az f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 függvény-
nek. Feladatunk tehát az f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 minimumának meghatá-
rozása 2x+ y − z − 5 = 0 feltétel mellett.

2x+ y − z − 5 = 0 ⇒ z = 2x+ y − 5,

azaz a h(x, y) := f(x, y, 2x + y − 5) = x2 + y2 + (2x + y − 5)2 függvény
minimumát keressük.
Széls®érték ott lehet, ahol ∂1h = ∂2h = 0:

∂1h(x, y) = 2x+ 2 · (2x+ y − 5) · 2 = 10x+ 4y − 20

∂2h(x, y) = 2y + 2 · (2x+ y − 5) · 1 = 4x+ 4y − 10

Az
I. 10x+ 4y − 20 = 0
II. 4x+ 4y − 10 = 0

egyenletrendszer megoldása: x = 5
3 , y = 5

6 , ezért h -nak a r0 =
(

5
3 ,

5
6

)
helyen

lehet széls®értéke. A másodrend¶ deriváltfüggvények:

∂1∂1h(x, y) = 10 ∂1∂2h(x, y) = 4

∂2∂1h(x, y) = 4 ∂2∂2h(x, y) = 4

Mivel
∂1∂1h(r0) = 10 > 0 és

det

(
10 4
4 4

)
= 40− 16 > 0,

r0 minimumhelye h-nak. Mivel

h(r0) = h

(
5

3
,
5

6

)
:= f

(
5

3
,
5

6
, 2 · 5

3
+

5

6
− 5

)
= f

(
5

3
,
5

6
,−5

6

)
,

így P =
(

5
3 ,

5
6 ,−

5
6

)
minimumhelye f -nek. Ekkor

| ~OP | =

√(
5

3

)2

+

(
5

6

)2

+

(
−5

6

)2

=

√
150

36
≈ 2, 04
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1.7.4. Példa. Egy elhanyagolható vastagságú korong alakja az x2 + y2 ≤ 1
egyenl®tlenséggel jellemezhet®. A korongot úgy melegítjük, hogy a h®mér-
séklet az (x, y) pontban: T (x, y) = x2 + 2y2 − x. Találjuk meg a korong
legmelegebb és leghidegebb pontját!

Megoldás: A
T (x, y) = x2 + 2y2 − x

függvény abszolút széls®értékeit keressük az x2 + y2 ≤ 1 feltétel mellett,
azaz az origó középpontú egység sugarú zárt D körlapon.

(D = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1})

D korlátos zárt halmaz, ezért a T folytonos függvény felveszi e halmazon
a maximumát és minimumát is; vagy D belsejében (Do) lokális széls®érték
formájában, vagy D határán: x2 + y2 = 1.
I. Széls®érték keresése a Do halmazon:

∂1T (x, y) = 2x− 1 ∂2T (x, y) = 4y

I. 2x− 1 = 0

II. 4y = 0

Az egyenletrendszer megoldása x = 1
2 , y = 0, így széls®érték lehet az

r0 =
(

1
2 , 0
)
∈ Do helyen. A másodrend¶ deriváltfüggvények:

∂1∂1T (x, y) = 2 ∂1∂2T (x, y) = 0

∂2∂1T (x, y) = 0 ∂2∂2T (x, y) = 4

Mivel

∂1∂1T (r0) = 2 > 0 és det

(
2 0
0 4

)
= 8− 0 > 0,

r0 lokális minimumhelye T -nek és T (r0) = T
(

1
2 , 0
)

= −1
4 .

II. Széls®érték keresése D határán:
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A T (x, y) = x2 + 2y2 − x függvény abszolút széls®értékeit keressük az x2 +
y2 = 1 feltétel mellett, azaz az origó középpontú egység sugarú zárt K
körvonalon.

(K = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1})
K korlátos zárt halmaz, ezért a T folytonos függvény felveszi e halmazon a
maximumát és minimumát is. Mivel

x2 + y2 = 1 ⇒ y2 = 1− x2,

így a t(x) := x2 + 2(1 − x2) − x = −x2 − x + 2, x ∈ [−1, 1] függvény
széls®értékét keressük a [−1, 1] korlátos, zárt intervallumon.

? széls®érték keresése ]− 1, 1[-on:

t′(x) = −2x− 1, t′(x) = 0⇔ x = −1
2

t′′
(
−1

2

)
= −2 < 0 ⇒ x = −1

2 lokális maximumhelye t-nek

Mivel y = ±
√

1− x2, így x = −1
2 esetén y = ±

√
1− 1

4 = ±
√

3
2 .

Ekkor T

(
−1

2
,

√
3

2

)
= T

(
−1

2
,−
√

3

2

)
=

9

4
.

? értékek a [−1, 1] határán:

x = −1 ⇒ y = 0 és T (−1, 0) = 2

x = 1 ⇒ y = 0 és T (1, 0) = 0

Összegezve az eddigieket: A

T (−1, 0) = 2, T (1, 0) = 0, T

(
1

2
, 0

)
= −1

4

T

(
−1

2
,

√
3

2

)
= T

(
−1

2
,−
√

3

2

)
=

9

4

adatok között a fentiek miatt T abszolút minimuma és maximuma is szere-
pel. A korong leghidegebb pontjának koordinátái:

(
1
2 , 0
)
, a korong legme-

legebb pontjának koordinátái:
(
−1

2 ,
√

3
2

)
és

(
−1

2 ,−
√

3
2

)
.
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1.8. Vektormez®k

A 1.4.5 De�nícióban említettük, hogy az Rn → Rn típusú függvénye-
ket vektormez®knek szokás nevezni. Az ilyen típusú függvények igen fontos
szerepet töltenek be a �zikában, az úgynevezett mez®elméletekben. Vektor-
mez®t adunk meg, mikor egy áramló folyadék részecskéinek helyvektoraihoz
hozzárendeljük a sebességvektorokat, vagy például egy er®tér pontjainak
helyvektoraihoz hozzárendeljük az adott pontban fellép® er®vektort (hiszen
az adott pontban az er®nek nagysága és iránya van) a mágneses vagy a gra-
vitációs mez®ben. Itt f®ként R3 → R3 típusú vektormez®vel foglalkozunk.

1.8.1. Megállapodás. A v : D (⊂ R3) → R3 vektormez®ket a továbbiak-
ban

v(r) = v1(r)i+ v2(r)j + v3(r)k

alakban fogjuk megadni, ahol a v1, v2, v3 skalármez®k (háromváltozós valós
érték¶ függvények) a v vektormez® koordinátafüggvényei.

Koordinátás alakban:

v(x, y, z) = (v1(x, y, z), v2(x, y, z), v3(x, y, z)) (x, y, z) ∈ D

vagy

v(x, y, z) =

 v1(x, y, z)
v2(x, y, z)
v3(x, y, z)


A 1.4.2 Tétel értelmében ha egy v vektormez® di�erenciálható, akkor a v1,
v2, v3 koordinátafüggvényei, mint skalármez®k di�erenciálhatók, és

v′(r) =

 ∂1v1(r) ∂2v1(r) ∂3v1(r)
∂1v2(r) ∂2v2(r) ∂3v2(r)
∂1v3(r) ∂2v3(r) ∂3v3(r)


3×3

.

Az 1.4 alfejezetben leírtak értelmében ha a v : D (⊂ R3) → R3 függvény
di�erenciálható a D értelmezési tartomány r0 bels® pontjában és r �elég
közel� van r0-hoz, akkor v(r)−v(r0) ≈ v′(r0)·(r−r0), azaz ∆v ≈ v′(r0)·∆r.
Ezt alkalmazzák többek közt a szilárdságtanban is, mint ahogy azt az alábbi
példa mutatja.
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1.8.1. Példa. Terhelés hatására a szilárd test pontjai elmozdulnak. Az el-
mozdulásokat egy koordinátarendszer, azaz egy O vonatkoztatási pont és egy
{i, j, k} jobbsodrású ortonormált bázis rögzítése után

R3 → R3, r → v(r)

típusú függvénnyel, vektormez®vel adhatjuk meg. Ez a szilárd test egy P0

pontjának r0 helyvektorához az elmozdulásvektort rendeli. Ezt a vektormez®t
elmozdulásmez®nek szokás nevezni. Mivel v(r) ≈ v(r0) + v′(r0) ·∆r, így

v(r) ≈

merevtestszer¶ mozgás︷ ︸︸ ︷
eltolódás︷ ︸︸ ︷
v(r0) +

elemi szögelfordulás︷ ︸︸ ︷
ΨP0 ·∆r +

alakváltozás︷ ︸︸ ︷
AP0 ·∆r

ahol
ΨP0 =

1

2
·
(
v′(r0)− v′(r0)T

)
az ún. forgató tenzor ferdeszimmetrikus mátrixa;

AP0 =
1

2
·
(
v′(r0) + v′(r0)T

)
pedig az ún. alakváltozási tenzor szimmetrikus mátrixa.

Adott vektormez® (pl. sebességtér az áramló folyadékban, térer®ség az
elektromos er®térben) esetén a di�erenciálhányados mátrixának elemei füg-
genek a koordinátarendszer megválasztásától. Az alábbiakban két olyan
jellemz®t adunk meg, melyek a di�erenciálhányados mátrix elemeib®l szá-
míthatók, de invariánsak a koordinátarendszer megváltoztatásával szemben,
és közvetlen �zikai tartalommal bírnak.

1.8.1. De�níció. A divergencia egy adott pontban egyenl® a pontbeli di�eren-
ciálhányados-mátrix f®átlójában álló elemek összegével:

div v(r0) = ∂1v1(r0) + ∂2v2(r0) + ∂3v3(r0).

Ha div v = 0, akkor a vektormez®t forrásmentesnek mondjuk.
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1.8.1. Megjegyzés. Ha bevezetjük a szimbolikus ∇ := (∂1, ∂2, ∂3) nabla
vektort, akkor a divergencia a következ®képpen írható fel:

div v = (∂1, ∂2, ∂3) • (v1, v2, v3) = ∇ • v

Természetesen a ∇ vektornak önmagában nincs értelme, de mint m¶veleti
operátor, segítségünkre lehet az összefüggések könnyebb megjegyzésében.

1.8.2. De�níció. A rotáció egy adott pontban:

rot v(r0) = (∂2v3(r0)−∂3v2(r0))·i+(∂3v1(r0)−∂1v3(r0))·j+(∂1v2(r0)−∂2v1(r0))·k

.
Ha rot v = 0, akkor a vektormez®t örvénymentesnek mondjuk.

rot v =
i j k
∂1 ∂2 ∂3

v1 v2 v3

= ∇× v

1.8.2. Megjegyzés. A rotációvektor koordinátái töltik ki a deriváltmátrix
ferdeszimmetrikus részének sorait, oszlopait; lásd 1.8.1 Példa: ΨP0.

Fontos kérdés, hogy egy vektormez® mikor adódott deriválás útján. Az
ilyen vektomez®ket potenciálosnak mondjuk. Pontosabban két esetet kü-
lönböztetünk meg.

1.8.3. De�níció.

∗ Egy v vektormez®t skalár-potenciálosnak mondunk, ha létezik olyan f
skalármez®, melynek gradiensvektora éppen v, tehát v = grad f .

∗ Egy v vektormez®t vektor-potenciálosnak mondunk, ha létezik olyan w
vektormez®, melynek rotációvektora éppen v, tehát v = rot w .

Példa örvénymentes vektormez®re a

v(x, y, z) = (x, y, z)
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helyvektormez®. Mivel a di�erenciáloperátorok �keresztben� hatnak, ezért
nyivánvaló, hogy a rotációvektor el®állításában szerepl® valamennyi parciális
derivált zérus. Ez a vektormez® az

p(x, y, z) :=
1

2
(x2 + y2 + z2)

függvény gradiense, azaz v1 = ∂1p, v2 = ∂2p, v3 = ∂3p. Mivel a parciális
di�erenciálásnál (alkalmas feltételek mellett) a sorrend felcserélhet®, ezért
könny¶ látni, hogy minden gradiensvektormez® örvénymentes. Például az
els® koordinátafüggvény

∂2v3 − ∂3v2 = ∂2(∂3p)− ∂3(∂2p) = 0, stb.

Könnyen igazolható, hogy skalárpotenciálos vektormez®k rotációja zé-
rusvektor, a vektor-potenciálos vektormez®k divergenciája zérus:

rot grad f = 0 div rot w = 0

Mindkét összefüggés a vegyes parciális deriváltak egybeesésér®l szóló Young
tételb®l következik.

1.8.3. Megjegyzés. A divergencia legszemléletesebb jelentését az áramlás-
tanban nyeri el. Megmutatja az áramlási tér pontjainak kis környezetében
(térfogatelem) a be - és kiáramló folyadék mennyiségi viszonyait.
A rotáció megmutatja, hogyan örvénylik a folyadék az áramlási tér pontjai-
nak kis környezetében.

Az analízis fontos di�erenciáloperátora az ún. Laplace-operátor (jele: ∆),
mely megadja egy skalármez® tiszta másodrend¶ parciális deriváltjainak
összegét:

∆f : = div(gradf).



DUPres
s
73

2. Integrálszámítás

Az elméleti m¶szaki számításoknál számtalan esetben integrálni kell.
Ha egyM1 mennyiség függ egy másikM2 mennyiségt®l és azM1 mennyiség
M2-re vonatkoztatott változási gyorsasága mérhet® vagy számítható, akkor
az M1 mennyiség integrálással számítható. Erre láthatunk példákat R→ R
típusú függvények esetére az alábbi táblázatban abban az esetben, amikor
az M2 mennyiség az id®.

Változási gyorsaság az id®re Mennyiség
vonatkoztatva

pályasebesség (v,[m/s]) pályakoordináta (s, [m])
teljesítmény (P, (J/s=W)) rendszer által leadott/

felvett energia (E, [J])
áramer®sség (I, [C/s=A]) adott keresztmetszeten átáramlott

töltésmennyiség (Q, [C])

Ha egy tartomány pontjaiban ismert egy mennyiség s¶r¶sége, akkor a mennyi-
ség összértéke szintén integrálással számítható. (Ha a s¶r¶ség nem állandó,
akkor csak integrálással számítható). Ilyen s¶r¶ség jelleg¶ mennyiségek pél-
dául: a tömegs¶r¶ség, az elektromos töltéss¶r¶ség, az er®s¶r¶ség (nyomás),
az energias¶r¶ség, a �uxuss¶r¶ség.

Bizonyos geometriai jellemz®k (például terület, térfogat, ívhossz, felszín)
és nyomatékok (például: statikai nyomaték, tehetetlenségi nyomaték) szin-
tén integrálással számíthatók. Az el®z® fejezetben láttuk, hogy felületek,
és így felületekkel határolt testek is többváltozós függvények segítségével
adhatók meg. Így általában a fent felsorolt jellemz®k �többes� integrállal
számíthatók.

2.1. Kett®s- és hármas integrál

2.1.1. De�níció. R2-ben az

I = [a1, b1]× [a2, b2] = {(x, y) ∈ R2, x ∈ [a1, b1], y ∈ [a2, b2]}

halmazt kétdimenzós intervallumnak nevezzük.
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37. ábra. Kétdimenziós zárt intervallum

A kétdimenziós intervallum mértékén az ∆I = (b1 − a1) · (b2 − a2) számot
értjük. (Ez épp a téglalap területe.)

2.1.1. Megállapodás. Amíg mást nem mondunk, a továbbiakban I kétdi-
menziós zárt intervallumot jelöl.

2.1.2. De�níció. A d = {I1, I2, . . . , Ik} intervallumrendszert az I egy be-
osztásának nevezzük, ha

∗ I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ Ik = I

∗ Ioi ∩ Ioj = ∅, ha i 6= j (i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k).

( Io az I intervallum bels® pontjainak halmazát jelöli )

38. ábra. Kétdimenziós zárt intervallum egy beosztása

Jelöljük D(I)-vel az I összes beosztásának halmazát.
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Az egyváltozós esethez hasonlóan legyen f : I ⊂ R2 → R korlátos függ-
vény, d az I intervallum egy beosztása, és vezessük be a következ® jelöléseket:

mi := inf f(Ii) és Mi = sup f(Ii) (i = 1, . . . , k).

(Ha f folytonos, akkor mi a függvény legkisebb értéke (minimuma) az Ii
intervallumon, Mi a függvény legnagyobb értéke (maximuma) az Ii inter-
vallumon.)

A

s(f, d) :=
k∑
i=1

mi ·∆Ii és S(f, d) :=
k∑
i=1

Mi ·∆Ii

összegeket az f függvény d beosztáshoz tartozó alsó ill. fels® összegének
nevezzük, míg tetsz®leges ri ∈ Ii pontokra a

σ(f, d) =
k∑
i=1

f(ri) ·∆Ii

számot az f függvény d felosztáshoz tartozó integrálközelít® összegének ne-
vezzük.

2.1.1. Megjegyzés. Az integrálközelít® összeg tagjai olyan szorzatok, me-
lyek egyik tényez®je a függvény egy értéke, a másik tényez®je a felosztásban
szerepl® egy téglalap területe. Így az integrálközelít® összeg tagjai téglatestek
(el®jeles) térfogataiként is felfoghatók.

2.1.1. Tétel. Ha f : I → R korlátos függvény, akkor

∗ ∀d és ∀σ(f, d)-re: s(f, d) ≤ σ(f, d) ≤ S(f, d);

∗ s(f, d1) ≤ s(f, d2) és S(f, d1) ≥ S(f, d2), ahol d2 a d1 beosztás �no-
mítása, azaz d2 a d1 intervallumrendszer tagjainak beosztásaiból áll;

∗ ∀d1, d2-re: s(f, d1) ≤ S(f, d2)
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39. ábra. Alsó - és fels® összeg egy-egy tagjának jelentése

2.1.1. Következmény. Az alsó integrálközelít® összegek halmaza felülr®l
korlátos. A fels® integrálközelít® összeg halmaza alulról korlátos.

2.1.3. De�níció. Az f : I → R korlátos függvény alsó integrálközelít® össze-
gei halmazának ∫

I

f = sup
d∈D(I)

s(f, d)

pontos fels® korlátját az f függvény alsó integráljának nevezzük.
Az f : I → R korlátos függvény fels® integrálközelít® összegei halmazának

∫
I

f = inf
d∈D(I)

S(f, d)

pontos alsó korlátját az f függvény fels® integráljának nevezzük.

2.1.2. Megjegyzés. Ha f : I → R korlátos függvény, akkor az f alsó és

fels® integrálja valós számok; és
∫
I

f ≤
∫
I

f .

2.1.1. Példa. Ha f konstans függvény, azaz f(x, y) = c (x, y) ∈ I, akkor∫
I

f =
∫
I

f .
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2.1.2. Példa. Ha

f(x, y) =

{
1 : (x, y) ∈ I; x, y ∈ Q
0 : (x, y) ∈ I egyébként,

akkor
∫
I

f 6=
∫
I

f .

2.1.4. De�níció. Ha az alsó és a fels® integrál egyenl®, akkor azt mondjuk,
hogy az f függvény Riemann-integrálható az I intervallumon. Az alsó és a
fels® integrálok közös értékét az f függvény I intervallumon vett Riemann-
integráljának nevezzük.
Jele:

∫
I f vagy

∫
I f(x, y) dxdy, és szokásos még:

∫ ∫
I f

2.1.2. Tétel. Ha f : I → R egy megszámlálható halmaztól eltekintve folyto-
nos, akkor Riemann-integrálható.

2.1.3. Tétel. Egy korlátos f : I → R függvényre akkor és csak akkor telje-
sül, hogy Riemann-integrálható és integrálja I, ha ∀ε > 0-hoz van olyan d
felosztás, amelyhez tartozó bármely σ(f, d) közelít® összegre |σ(f, d)−I| < ε.

2.1.4. Tétel.

∗ Ha f integrálható az I intervallumon, akkor a c · f függvény is és∫
I
c · f(r) dr = c ·

∫
I
f(r) dr

∗ Ha f és g integrálhatók az I intervallumon, akkor az f + g függvény
is és ∫

I
(f + g) (r) dr =

∫
I
f(r) dr +

∫
I
g(r) dr

∗ Ha f és g integrálhatók az I intervallumon, akkor az |f | és f · g függ-
vények is, továbbá, ha |g(r)| ≥ δ > 0 minden r ∈ I-re, akkor f/g is
integrálható.
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∗ Legyen g integrálható az I intervallumon és legyen f valós érték¶ foly-
tonos függvény egy olyan [α, β] zárt intervallumon, amely tartalmazza
g értékkészletét (vagyis a g(I) halmazt). Ekkor f ◦ g is integrálható
I-n.

2.1.5. Tétel. [Az integrál additivitása] Ha az {I1, I2, . . . , Ik} interval-
lumrendszer az I intervallum egy beosztása, és az f : I → R függvény integ-
rálható az I1, I2, . . . , Ik intervallumokon, akkor f integrálható az I interval-
lumon is és

∫
I f =

∑k
i=1

∫
Ii
f .

2.1.6. Tétel. Ha az f : I → R függvény integrálható az I intervallumon,
akkor integrálható bármely J ⊂ I részintervallumon is.

2.1.7. Tétel. [Az integrál monotonitása] Ha az f : I → R és a g: I → R
függvények integrálhatók, és f(r) ≤ g(r) ha r ∈ I, akkor

∫
I f ≤

∫
I g

2.1.8. Tétel. [Az integrálszámítás középértéktétele]
Ha az f : I → R és a g: I → R függvények integrálhatók, g(r) ≥ 0, ha

r ∈ I és van olyan m,M ∈ R, hogy

m ≤ f(r) ≤M (r ∈ I),

akkor

m ·
∫
I
g ≤

∫
I
f · g ≤M ·

∫
I
g.

2.1.9. Tétel. [A szukcesszív integrálás tétele kett®s integrálra] Le-
gyen I = [a1, b1] × [a2, b2] ⊂ R2 kétdimenziós zárt intervallum. Ha az
f : I → R folytonos, akkor az f függvény I-n vett kett®s integrálja meg-
határozható két egyváltozós integrál egymás utáni kiszámításával az alábbiak
szerint: ∫ ∫

I
f(x, y) dxdy =

∫ b2

a2

(∫ b1

a1

f(x, y) dx

)
dy

vagy ∫ ∫
I
f(x, y) dxdy =

∫ b1

a1

(∫ b2

a2

f(x, y) dy

)
dx

amennyiben a megfelel® "szekciófüggvények" integrálhatók.
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szukcesszív = egymásra következ®

A kett®s integrál kiterjesztése

Tekintsük aH ⊂ R2 korlátos halmazt és legyen f :H → R korlátos függvény.
Legyen továbbá az fH :R2 → R olyan, hogy

fH(x, y) =

{
f(x, y) : (x, y) ∈ H
0 : (x, y) ∈ R2 \H

Legyen I kétdimenziós zárt intervallum úgy, hogy H ⊂ I. Az f függvényt
Riemann-integrálhatónak mondjuk H felett, ha létezik az

∫ ∫
I fH integrál,

és az ∫ ∫
H
f :=

∫ ∫
I
fH

számot az f függvény H feletti integráljának nevezzük.

2.1.3. Megjegyzés. A H(⊂ R2) síkidom területe :

t(H) :=

∫ ∫
H

1 dxdy

Hármas integrál

2.1.5. De�níció. R3-ban az I = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3] =

= {(x, y, z) ∈ R2, x ∈ [a1, b1], y ∈ [a2, b2], z ∈ [a3, b3]}

halmazt háromdimenzós intervallumnak nevezzük.

Mértéke: ∆I = (b1−a1) · (b2−a2) · (b3−a3). A hármas integrált hasonlóan
de�náljuk mint a kett®s integrált.

A kett®s integrálnál felsorolt tételek a hármas integrálra is érvényben
maradnak.
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40. ábra. Háromdimenziós zárt intervallum

2.1.10. Tétel. [A szukcesszív integrálás tétele hármas integrálra]
Legyen I = [a1, b1]×[a2, b2]×[a3, b3] ⊂ R3 háromdimenziós zárt intervallum.
Ha az f : I → R folytonos, akkor az f függvény I-n vett hármas integrálja
meghatározható három egyváltozós integrál egymás utáni kiszámításával az
alábbiak szerint:∫ ∫ ∫

I
f(x, y, z) dxdydz =

∫ b3

a3

(∫ b2

a2

(∫ b1

a1

f(x, y, z) dx

)
dy

)
dz

amennyiben a megfelel® "szekciófüggvények" integrálhatók.

Ez a lehetséges 6 eset közül az egyik sorrend.

A hármas integrál kiterjesztése

Tekintsük aH ⊂ R3 korlátos halmazt és legyen f :H → R korlátos függvény.
Legyen továbbá az fH :R3 → R olyan, hogy

fH(x, y, z) =

{
f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ H
0 : (x, y, z) ∈ R3 \H

Legyen I háromdimenziós zárt intervallum úgy, hogy H ⊂ I. Az f függ-
vényt Riemann-integrálhatónak mondjuk H felett, ha létezik az

∫ ∫ ∫
I fH

integrál, és az ∫ ∫ ∫
H
f :=

∫ ∫ ∫
I
fH

számot az f függvény H feletti integráljának nevezzük.
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2.1.4. Megjegyzés. A H(⊂ R3) test térfogata :

v(H) :=

∫ ∫ ∫
H

1 dxdydz.
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2.2. Integrálás normáltartományon

2.2.1. De�níció. [x tengelyre vonatkozó (síkbeli) normáltartomány]
Ha f1, f2: [a, b]→ R folytonos függvények és f1(x) ≤ f2(x), x ∈ [a, b], akkor
a

H = {(x, y) ∈ R2|a ≤ x ≤ b, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)}

halmazt az x tengelyre vonatkozó normáltartománynak nevezzük.

2.2.2. De�níció. [y tengelyre vonatkozó (síkbeli) normáltartomány]
Ha g1, g2: [a, b]→ R folytonos függvények és g1(y) ≤ g2(y), y ∈ [a, b], akkor
a

H = {(x, y) ∈ R2|a ≤ y ≤ b, g1(y) ≤ x ≤ g2(y)}

halmazt az y tengelyre vonatkozó normáltartománynak nevezzük.

2.2.1. Példa. Ugyanazt a tartományt felírhatjuk �x� tengelyre vonatkozó és
�y� tengelyre vonatkozó normáltartományként is.

41. ábra. Síkbeli normáltartományok

∗ �x� tengelyre vonatkozó normáltartományként:

a = 0, b = 1, f1(x) = x2, f2(x) = x

∗ �y� tengelyre vonatkozó normáltartományként:

a = 0, b = 1, g1(y) = y, g2(y) =
√
y
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2.2.1. Tétel. Integrálás x tengelyre vonatkozó (síkbeli) normáltartományon:∫ ∫
H
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ f2(x)

f1(x)
f(x, y) dy

)
dx

2.2.2. Tétel. Integrálás y tengelyre vonatkozó (síkbeli) normáltartományon:∫ ∫
H
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ g2(y)

g1(y)
f(x, y) dx

)
dy

2.2.2. Példa. f(x, y) = x2 + y2,

H = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ −x+ 2}

V =
∫ ∫

H f(x, y) dxdy =
∫ 2

0

(∫ −x+2
0 x2 + y2 dy

)
dx

42. ábra. Térfogat

2.2.1. Megjegyzés. [Normáltartomány területe:] Az x tengelyre vo-
natkozó normál tartomány esetén:

t(H) =

∫ ∫
H

1 dxdy =

∫ b

a

(∫ f2(x)

f1(x)
1 dy

)
dx

(
=

∫ b

a
f2(x)− f1(x) dx

)
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2.2.3. De�níció. [Térbeli normáltartomány] Legyen D ⊂ R2 korlátos
zárt halmaz és h1, h2:D → R folytonos függvények, úgy hogy h1(x, y) ≤
h2(x, y) ha (x, y) ∈ D. Ekkor a

H = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D; h1(x, y) ≤ z ≤ h2(x, y)}

ponthalmazt D feletti z tengelyre vonatkozó normáltartománynak nevezzük.

2.2.3. Tétel. Ha f :H → R folytonos függvény, akkor∫ ∫ ∫
H
f =

∫ ∫
D

(∫ h2(x,y)

h1(x,y)
f(x, y, z) dz

)
dx dy.

2.2.3. Példa. Határozzuk meg annak a testnek a térfogatát, melyet a z =
3 − x2 − y2 és a z = x2 + 2y2 implicit alakban adott felületek határolnak!
A 43. ábrán látható a megadott paraboloidfelületek által határolt test. A két

43. ábra. Térbeli normáltartomány

felület metszésvonala rajta van egy ún. elliptikus hengerfelületen. Valóban,
az h1(x, y) = x2 + 2y2 és a h2(x, y) = 3 − x2 − y2 függvények értékei
azokon a helyeken egyeznek meg, ahol h1(x, y) = h2(x, y), azaz teljesül a
x2 + 2y2 = 3− x2 − y2. Ebb®l rendezés után kapjuk, hogy

x2

1.5
+ y2 = 1,
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amely egy a =
√

1.5 fél nagytengely¶ és b = 1 fél kistengely¶ ellipszis egyen-
lete az xy-síkban, míg a �z� koordinátára nincs korlátozó feltétel. Figyelembe
véve a 2.1.4 Megjegyzést és a 2.2.3 Tételt a két felület által határolt test tér-
fogata:

V =

∫ ∫
D

(∫ 3−x2−y2

x2+2y2
1 dz

)
dx dy =

∫ ∫
D

[z]3−x
2−y2

x2+2y2
dx dy,

ahol D az x2

1.5 + y2 = 1 egyenlet¶ ellipszis által határolt síkbeli tartomány.
Mivel

D =

{
(x, y) ∈ R2| −

√
1.5 ≤ x ≤

√
1.5, −

√
1− x2

1.5
≤ y ≤

√
1− x2

1.5

}
�x� tengelyre vonatkozó normáltartomány, így a 2.2.1 Tételt alkalmazva

V =

∫ √1.5

−
√

1.5

∫ √
1− x2

1.5

−
√

1− x2

1.5

3− 2x2 − 3y2 dy

 dx =

=

∫ √1.5

−
√

1.5

[
(3− 2x2) · y − y3

]√1− x2

1.5

−
√

1− x2

1.5

dx =

=

∫ √1.5

−
√

1.5
(3− 2x

2
) ·

√
1−

x2

1.5
−

√
1−

x2

1.5

3

−

(3− 2x
2
) ·

−
√

1−
x2

1.5

−
−

√
1−

x2

1.5

3 dx =

= 2 ·
∫ √1.5

−
√

1.5
(3− 2x2) ·

√
1− x2

1.5
−
√

1− x2

1.5

3

dx.

Most x =
√

1.5 · sin t helyettesítéssel élve dx
dt =

√
1.5 · cos t és

V = 2·
∫ π

2

−π
2

(
(3− 2 · 1.5 · sin2 t) ·

√
1− sin2 t−

√
1− sin2 t

3
)
·
√

1.5·cos t dt =

= 2 ·
∫ π

2

−π
2

(
3 · (1− sin2 t) · cos t− cos3 t

)
·
√

1.5 · cos t dt =
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= 4 ·
√

1.5 ·
∫ π

2

−π
2

cos4 t dt = 4 ·
√

1.5 ·
∫ π

2

−π
2

(cos2 t)2 dt =

= 4 ·
√

1.5 ·
∫ π

2

−π
2

(
1

2
+

1

2
cos(2t)

)2

dt =

= 4 ·
√

1.5 ·
∫ π

2

−π
2

1

4
+

1

2
cos(2t) +

1

4
cos2(2t) dt =

= 4 ·
√

1.5 ·
∫ π

2

−π
2

1

4
+

1

2
cos(2t) +

1

4
·
(

1

2
+

1

2
cos(4t)

)
dt =

= 4 ·
√

1.5 ·
∫ π

2

−π
2

3

8
+

1

2
cos(2t) +

1

8
cos(4t) dt =

= 4 ·
√

1.5 ·
[

3

8
t+

1

4
sin(2t) +

1

32
sin(4t)

]π
2

−π
2

=

= 4 ·
√

1.5 ·
(

3

8
· π

2
−
(
−3

8
· π

2

))
=

3 ·
√

1.5

2
· π
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2.3. Gyakorlati alkalmazások

2.3.1. Példa. [Változó s¶r¶ség¶ vékony lemez tömegének megha-
tározása:] ha a H ⊂ R2 síklemez felületi tömegs¶r¶sége ρ:H → [0,+∞),
akkor a test tömege:

m =

∫ ∫
H
ρ(x, y) dxdy.

Ha ρ = ρ0 állandó, akkor a síklemez homogén. Ekkor

m = ρ0 ·
∫ ∫

H
1 dxdy = ρ0 · t(H)

2.3.2. Példa. Az 44. ábrán látható háromszög alakú vékony lemez felületi
tömegs¶r¶sége az (x, y) pontban: ρ(x, y) = 6x + 6y + 6 [g/cm2]. Mennyi a
lemez tömege?

44. ábra. Vékony lemez

m =
∫ ∫

H ρ(x, y) dxdy =
∫ 1

0

(∫ 2x
0 6x+ 6y + 6 dy

)
dx =

=

∫ 1

0

[
6xy + 6

y2

2
+ 6y

]2x

0

dx =

∫ 1

0
6x · 2x+ 6 · (2x)2

2
+ 6 · 2x dx =

=
∫ 1

0 12x2 + 12x2 + 12x dx =
[
24 · x33 + 12 · x22

]1

0
= 8 + 6− 0 = 14 [g].

2.3.3. Példa. Súlypont koordinátáinak meghatározása, ha ismert
a s¶r¶ségfüggvény: ha a H ⊂ R2 síklemez s¶r¶ségfüggvénye
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ρ:H → [0,+∞), akkor az S = (xS , yS) súlypont koordinátái

xS =

∫ ∫
H x · ρ(x, y) dxdy∫ ∫
H ρ(x, y) dxdy

yS =

∫ ∫
H y · ρ(x, y) dxdy∫ ∫
H ρ(x, y) dxdy

.

2.3.4. Példa. A másodrend¶ nyomatékokat többek között rudak hajlítással
szembeni ellenállásának és lehajlásának számítására használják, ahol a rúd
keresztmetszete,azaz egy síkidom, kitüntetett �gyelmet kap. Az �x�, valamint
az �y� tengelyre számított másodrend¶ nyomatékok:

Ix =

∫ ∫
H
y2 · ρ(x, y) dxdy Iy =

∫ ∫
H
x2 · ρ(x, y) dxdy

2.3.5. Példa. Változó s¶r¶ség¶ test tömegének meghatározása: ha
a H ⊂ R3 test s¶r¶ségfüggvénye ρ:H → [0,+∞), akkor a test tömege:
m =

∫ ∫ ∫
H ρ(x, y, z) dxdydz. Ha ρ = ρ0 állandó, akkor a test homogén.

Ekkor

m = ρ0 ·
∫ ∫ ∫

H
1 dxdydz = ρ0 · v(H).

2.3.6. Példa. Súlypont koordinátáinak meghatározása, ha ismert
a s¶r¶ségfüggvény: ha a H ⊂ R3 test s¶r¶ségfüggvénye ρ:H → [0,+∞),
akkor az S = (xS , yS , zS) súlypont koordinátái

xS =

∫ ∫ ∫
H x · ρ(x, y, z) dxdydz∫ ∫ ∫
H ρ(x, y, z) dxdydz

yS =

∫ ∫ ∫
H y · ρ(x, y, z) dxdydz∫ ∫ ∫
H ρ(x, y, z) dxdydz

zS =

∫ ∫ ∫
H z · ρ(x, y, z) dxdydz∫ ∫ ∫
H ρ(x, y, z) dxdydz
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2.4. Integráltranszformáció

Legyen D ⊂ R2 nyílt halmaz, és h:D → R2 folytonosan di�erenciál-
ható. Legyen továbbá H ⊂ D korlátos zárt halmaz és h injektív H bels®
pontjainak halmazán. Ha az f :h(H)→ R függvény korlátos, akkor∫

h(H)
f(x, y) dx dy =

∫
H
f(h(s, t)) · | deth′(s, t)| ds dt

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is és a
kett® egyenl®.

45. ábra. Integráltranszformáció

Síkbeli polárkoordináták

Rögzítve egyO pontot és egyO kezd®pontú félegyenest a síkon a sík bármely
P pontja egyértelm¶ módon azonosítható az O ponttól való távolság (jelölje
r), és az adott félegyenessel bezárt irányított szög segítségével (jelölje α).
Az O pontot pólusnak, az adott félegyenest polártengelynek nevezzük.
Az (r, α) rendezett párt a P pont polárkoordinátáinak mondjuk. (lásd
46 ábra.)

2.4.1. Megjegyzés. Összefüggések az (x, y) Descartes-féle derékszög¶ és
az (r, α) polárkoordináták között:

∗ áttérés polárkoordinátáról Descartes-féle koordinátákra:

x = r · cosα, y = r · sinα
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46. ábra. Polárkoordináták és Descartes-féle koordináták

∗ áttérés Descartes-féle koordinátákról polárkoordinátákra:

r =
√
x2 + y2, tgα =

y

x

47. ábra. Körszer¶ tartomány

A 47. ábrán látható T körszer¶ tartomány esetén

H =
{

(r, α) ∈ R2|1 ≤ r ≤ 2,
π

3
≤ α ≤ π

2

}
Körszer¶ tartományokon való integrálásokkor az ún. polárkoordinátás he-
lyettesítést használjuk.
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2.4.1. Tétel. [Polárkoordinátás helyettesítés]
Legyen h(r, α) = (r · cosα, r · sinα) minden r, α ∈ R esetén. Ha a H ⊂
[0,∞) × [0, 2π] halmaz kétdimenziós zárt intervallum és az f :h(H) → R
függvény korlátos, akkor∫

h(H)
f(x, y) dx dy =

∫
H
f(r · cosα, r · sinα) · r dr dα

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is és a
kett® egyenl®.

2.4.2. Megjegyzés. Ekkor

| deth′(r, α)| =
∣∣∣∣det( cosα −r · sinα

sinα r · cosα

)∣∣∣∣ = r

A hengerkoordináta-rendszer

A hengerkoordináta-rendszer tulajdonképpen az �xy� síkbeli polárkoordiná-
tarendszer kib®vítése a �z�-tengellyel; pontosabban a Descartes-féle harma-
dik koordinátával.

48. ábra. Henger- és Descartes-féle koordináták

2.4.3. Megjegyzés. Összefüggések az (x, y, z) Descartes-féle (derékszög¶)
és az (r, α, z) hengerkoordináták között ugyanaz, mint a síkbeli polárkoordi-
nátáknál.
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Az integráltranszformáció R3 → R típusú függvények esetén hasonlóan m¶-
ködik, mint az R2 → R típusúaknál. Ha Descartes-féle koordinátákról hen-
gerkoordinátákra térünk át, akkor

| deth′(r, α, z)| =

∣∣∣∣∣∣det
 cosα −r · sinα 0

sinα r · cosα 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r,

így dx dy dz helyett r dr dα dz-t írunk.

A gömbi koordináták

A gömbi koordináták a tér pontjait két szöggel és egy távolsággal jellemzik:
P = (ρ, ϕ, α) ∈ [0,+∞[×[0, π[×[0, 2π[ (lásd 49. ábra).

49. ábra. Gömbi- és Descartes-féle koordináták

2.4.4. Megjegyzés. Összefüggések az (x, y, z) Descartes-féle, az (r, α, z)
henger- és (ρ, ϕ, α) gömbi koordináták között:

r = ρ · sinϕ x = r · cosα = ρ · sinϕ · cosα
z = ρ · cosϕ y = r · sinα = ρ · sinϕ · sinα

ρ =
√
x2 + y2 + z2 =

√
r2 + z2
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2.4.5. Megjegyzés. Integráltranszformációkor ha Descartes-féle koordiná-
tákról gömbi koordinátákra térünk, akkor

h(ρ, ϕ, α) = (ρ · sinϕ · cosα, ρ · sinϕ · sinα, ρ · cosϕ).

Ekkor

| deth′(ρ, ϕ, α)| =

∣∣∣∣∣∣det
 sinϕ · cosα ρ · cosϕ cosα −ρ · sinϕ · sinα

sinϕ · sinα ρ · cosϕ · sinα ρ · sinϕ · cosα
cosϕ −ρ · sinϕ 0

∣∣∣∣∣∣ .
A harmadik sor szerint kifejtve a determinánst a cos2 t+sin2 t = 1 azonosság
töbszöri alkalmazásával:

| deth′(ρ, ϕ, α)| = cosϕ·
(
ρ2 · cos2 α · sinϕ · cosϕ+ ρ2 · sin2 α · sinϕ · cosϕ

)
+

+ρ · sinϕ ·
(
ρ · sin2 ϕ · cos2 α+ ρ · sin2 ϕ · sin2 α

)
=

= cosϕ · sinϕ · cosϕ · ρ2 + ρ · sinϕ · ρ · sin2 ϕ = ρ2 · sinϕ.

Tehát ha Descartes-féle koordinátákról gömbi koordinátákra térünk át, akkor
dx dy dz helyére ρ2 · sinϕ dρ dα dϕ kerül.

2.4.1. Példa. Határozzuk meg az R sugarú �G� gömb térfogatát!
Megoldás.

V =

∫ ∫ ∫
G

1dxdy dz =

∫ R

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0
ρ2 · sinϕ dα

)
dϕ

)
dρ =

=

∫ R

0

(∫ π

0
2π · ρ2 · sinϕ dϕ

)
dρ =

∫ R

0
2π · ρ2 · [− cosϕ]π0 dρ =

=

∫ R

0
2π·ρ2·(− cosπ − (− cos 0)) dρ =

∫ R

0
4π·ρ2 dρ = 4π·

[
ρ3

3

]R
0

= 4π·R
3

3
.
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2.5. Ívhossz, felszín

Görbe ívhossza

Tekintsük a t → r(t), t ∈ I paraméterezéssel adott G görbét. Legyen
t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn az I egy tetsz®leges beosztása. Ekkor a görbe
AB ívének hossza becsülhet® a beírt töröttvonalak hosszának összegével:
|r(t1)− r(t0)|+ |r(t2)− r(t1)|+ . . .+ |r(tn)− r(tn−1)|. A lineáris közelítés

50. ábra. Beírt töröttvonalak

formuláját felhasználva:

|r′(t0) · (t1 − t0)|+ |r′(t1) · (t2 − t1)|+ . . .+ |r′(tn−1) · (tn − tn−1)|,

azaz

(?)

n∑
i=1

|r′(ti−1)| · (ti − ti−1),

így az |r′| függvény egy integrálközelít® összegét kapjuk. Ha az I intervallum
beosztását �nomítjuk (azaz n→ +∞), akkor (?) éppen∫ tn

t0

|r′(t)|dt.
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2.5.1. De�níció. A G: t→ r(t), t ∈ [a, b] görbe ívhossza

L(r) :=

∫ b

a
|r′(t)|dt.

2.5.2. De�níció. A G: t→ r(t), t ∈ [a, b] görbe ívhosszfüggvénye:

σ(h) :=

∫ h

a
|r′(t)|dt.

σ(h) az r(a) és r(h) közé es® görbedarab ívhossza.

51. ábra. Az ívhosszfüggvény

2.5.1. Példa. Határozzuk meg az r(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π] görbe
ívhosszfüggvényét!

r′(t) = (− sin t, cos t, 1), |r′(t)| =
√

(− sin t)2 + (cos t)2 + 12 =
√

2

σ(h) =

∫ h

0

√
2 dt =

[√
2 · t
]h

0
=
√

2 · h

2.5.3. De�níció. A t→ |r′(t)| =: v(t) függvényt pályasebesség függvénynek
szokás nevezni.

2.5.1. Tétel. Az ívhossz függvény invertálható.
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Indoklás:

σ(h) :=

∫ h

a
|r′(t)|dt ⇒ σ′(h) = (F (h)− F (a))′,

ahol F az |r′| primitív függvénye. (F (a) konstans!)

σ′(h) = F ′(h)− 0 = |r′(h)| > 0,

melyb®l következik, hogy a σ függvény szigorúan monoton növekv®, így
létezik inverze.

Megjegyezzük, hogy ha a G görbe a t → r(t), t ∈ [a, b] függvény
által adott, akkor az ívhosszfüggvény értelmezési tartománya Dσ := [a, b],
értékkészlete pedig Rσ := [0,L(r)].

2.5.2. Tétel. Legyen a G görbe paraméterezése t → r1(t), t ∈ [a, b] és
tekintsük σ1 ívhosszfüggvényének inverzét:

σ−1
1 : [0,L(r)]→ [a, b].

Az r2 := r1 ◦ σ−1
1 a G görbe ívhossz paraméterezése, azaz

∀s ∈ [0,L(r)] esetén |r′2(s)| = v(s) = 1.

Indoklás: Felhasználjuk, hogy egy f :R → R függvény inverzének deri-
váltja:

(
f−1

)′
(x) = 1

f ′(f−1(x))
.

r′2(s) =
(
r1 ◦ σ−1

1

)′
(s) = r′1

(
σ−1

1 (s)
)
·
(
σ−1

1

)′
(s) =

=
1

σ′1
(
σ−1

1 (s)
) · r′1 (σ−1

1 (s)
)

=
1∣∣r′1 (σ−1
1 (s)

)∣∣ · r′1 (σ−1
1 (s)

)
,

amely egységnyi hosszúságú vektor.

2.5.2. Példa. Adjuk meg az r1(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π] görbe ív-
hosszparaméteres el®állítását!
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Egy korábbi példából tudjuk, hogy

σ1(h) =
√

2 · h, így σ−1
1 (s) =

1√
2
· s, s ∈ [0,

√
2 · 2π].

r2(s) = r1 ◦ σ−1
1 (s) = r1

(
σ−1

1 (s)
)

= r1

(
1√
2
· s
)

=

=

(
cos(

1√
2
· s), sin(

1√
2
· s), ( 1√

2
· s)
)

tehát

r2(s) =

(
cos(

1√
2
· s), sin(

1√
2
· s), ( 1√

2
· s)
)
, s ∈ [0,

√
2 · 2π]

A görbeelmélet olyan mennyiségeket keres, amelyek függetlenek a paramé-
terezést®l. Az ívhossz ilyen tulajdonságú.

Felület felszíne

2.5.4. De�níció. Legyen H ⊂ R2 korlátos zárt halmaz és legyen r:H →
R3 egy folytonosan di�erenciálható függvény, azaz egy parametrizált felület.
Ennek felszíne

F :=

∫
H

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ du dv.
2.5.3. Példa. Tekintsük a H = {(x, y) : x, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 4} ne-
gyedkörlapot, és számítsuk ki a z = xy nyeregfelület H felett elhelyezked®
felületdarabjának a felszínét!

Megoldás: r(u, v) = (u, v, u · v)

∂r

∂u
(u, v) = (1, 0, v)

∂r

∂v
(u, v) = (0, 1, u)

A felszín kiszámításához síkbeli polárkoordináta-transzformációt alkalma-
zunk:

F =

∫
H

√
1 + u2 + v2 du dv =

∫ π/2

0

∫ 2

0

√
1 + r2 · r dr dα =
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52. ábra. Nyeregfelület és a negyedkörlap

=
π

2
·
[

1

3
(1 + r2)3/2

]2

0

=
π

6
·
(

53/2 − 1
)
.

2.5.3. Tétel. Legyen H ⊂ R2 korlátos zárt halmaz és f :H → R folytono-
san di�erenciálható. Ekkor f gra�kus képének felszíne∫

H

√
(f ′x)2 + (f ′y)

2 + 1 dx dy.

Indoklás: Alkalmazzuk a gra�kus kép r(u, v) = (u, v, f(u, v)) ún. Euler-
Monge paraméterezését a felszín kiszámítására vonatkozó formulában.
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2.6. Vonalintegrál, felületi integrál

Vonalintegrál

Legyen G a tér A és B pontját összeköt® görbe, amely teljes egészében a v(r)
vektormez® értelmezési tartományában fut. Osszuk be a görbét A-tól B felé
haladva az A = P0, P1, . . . , Pn = B osztópontokkal n részre. Használjuk a
~Pi−1Pi = ri − ri−1 = ∆ri jelölést, és képezzük a

(1)
n∑
i=1

v(Qi) •∆ri

összeget, ahol Qi a P̂i−1Pi ív tetsz®leges pontja. Finomítsuk ezután a be-

53. ábra. Vonalintegrál konstrukciójának szemléltetése

osztást minden határon túl úgy, hogy a P̂i−1Pi ívek hosszának maximuma
nullához tartson.

2.6.1. De�níció. Ha az (1) szerinti összegeknek létezik határértéke a görbe
beosztásának minden határon túli �nomítására nézve, akkor azt mondjuk,
hogy v(r) integrálható a G görbe mentén; a határértéket a v(r) vektormez®
görbe menti vonalintegráljának nevezzük. Jelölése:

∫
G v(r) dr

2.6.1. Megjegyzés. A vonalmenti integrál szemléletes jelentése a munka,
amit egy test elmozdításával végzünk egy görbe mentén változó er®vel.
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2.6.1. Tétel. Ha G folytonosan di�erenciálható görbe az r(t); t1 ≤ t ≤ t2
paraméterezéssel, akkor a v(r) folytonos vektormez®nek a G görbe mentén
vett vonalintegrálja az∫

G
v(r) dr =

∫ t2

t1

v(r(t)) • r′(t) dt

képlettel számítható ki, ahol t1 és t2 az A, illetve B végponthoz tartozó pa-
ramétereket jelenti.

2.6.2. Megjegyzés. Ha a görbén a befutási irányt megfordítjuk, akkor a v
vektormez® görbementi integrálja is el®jelet vált:∫

−G
v(r) dr = −

∫
G
v(r) dr

Milyen feltételek esetén lesz igaz, hogy rögzített A és B pontok esetén az
A és B-t összeköt® bármely két görbére a v vektortér vonalmenti integ-
rálja megegyezik, vagyis a munka független az úttól, csak az er®tért®l és az
elmozdulás A és B végpontjaitól függ?

2.6.2. Tétel. Ha a v vektormez® potenciálos, azaz egy skalármez® gradi-
ense, akkor a v(r) bármely görbe mentén vett integrálja csak a kezd®- és
végponttól függ, vagyis független attól, hogy a két végpontot milyen görbével
kötöttük össze.

Indoklás: El®ször megjegyezzük, hogy ha egy f :R3 → R skalármez®t egy
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) görbe mentén tekintünk, másszóval az f(r(t)) össze-
tett függvényt képezzük, akkor ennek az egyváltozós függvénynek a deri-
váltja a következ® módon számítható a láncszabály általánosítása szerint:

df ◦ r
dt

(t) = grad f(r(t)) • r′(t) =

= ∂xf(r(t)) · x′(t) + ∂yf(r(t)) · y′(t) + ∂zf(r(t)) · z′(t)
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Legyen grad f = v. Ekkor∫
G
v(r) dr =

∫ t2

t1

gradf(r(t)) • r′(t) dt =

=

∫ t2

t1

df ◦ r
dt

(t) dt = f(r(t2))− f(r(t1)) = f(B)− f(A).

Igaz a tétel megfordítása is, bár a vektormez® értelmezési tartományára
vonatkozóan megszorításokkal kell élnünk: pl. csillagszer¶ tartományok,
lásd 3.4.1 De�níció.

2.6.3. Tétel. Ha a v(r) folytonos vektormez® olyan, hogy az
∫
G v(r) dr

vonalmenti integrál értéke csak a kezd®- és végponttól függ, akkor v egy
skalármez® gradiense, tehát potenciálos.

A vonalmenti integrál értékének az úttól való függetlensége azt jelenti, hogy
az integrál zárt görbe mentén nulla. Ha ugyanis felveszünk a zárt G görbén
két pontot, A-t és B-t, továbbá G1-gyel, illetve G2-vel jelöljük a G görbe
azon két ívét, amelyre az A és B pont felosztja, akkor∮

G
v(r) dr =

∫
G1

v(r) dr +

∫
−G2

v(r) dr =

=

∫
G1

v(r) dr −
∫
G2

v(r) dr = 0

2.6.4. Tétel. A v vektormez® vonalmenti integrálja akkor és csak akkor
nulla bármely zárt görbe mentén, ha v skalármez® gradiense.

Felületi integrál

Tekintsük az F felületet és a v(r) vektormez®t, és tegyük fel, hogy a v(r)
vektormez® értelmezve van az F felület pontjaiban. Osszuk fel a felületet az
F1, F2, . . . , Fn részekre, és legyen Pi az Fi felületdarab egy pontja. Jelölje
v⊥(Pi) a v(Pi) vektor felületi normálisra es® vetületének el®jeles hosszát.
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(Az el®jeles hossz a felületi egységnormális és a v(Pi) vektor skaláris szor-
zata) Ezt az Fi felületdarab ∆fi felszínével megszorozva az Fi felületen
id®egység alatt v(Pi) sebességgel átáramló folyadékmennyiséget kapjuk. Ez
motiválja a következ® de�níciót.

2.6.2. De�níció. Ha a
∑n

i=1 v
⊥(Pi) ·∆fi alakú összegek képzésekor a fel-

osztást minden határon túl �nomítva van határérték, akkor ezt a határér-
téket a v vektormez® F felületre vonatkozó felületi integráljának nevezzük.
Jelölése:

∫
F v(r) df

2.6.3. Megjegyzés.

∗ A konstrukció alapja az, hogy a felület minden pontjában adott az érin-
t®síkra mer®leges nemzérus vektor, azaz a felületi normális.

∗ A felület egy irányításán egy a felületen adott, seholsem zérus folytonos
normális vektormez® kijelölését értjük.

∗ Megállapodunk abban, hogy amennyiben mást nem mondunk, az r(u, v)
felület irányítását a ∂r

∂u ×
∂r
∂v normál vektormez® jelöli ki.

54. ábra. Felületi integrál
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2.6.5. Tétel. Ha a v(r) vektormez® folytonos és az F felület r = r(u, v)
paraméteres el®állítása folytonosan di�erenciálható, akkor a v vektormez®
F menti felületi integrálját az∫

F
v(r) df =

∫ ∫
D
v(r(u, v)) •

(
∂r(u, v)

∂u
× ∂r(u, v)

∂v

)
dudv

összefüggés alapján a paramétersík D tartománya feletti kett®s integrállal
számíthatjuk ki.

2.6.4. Megjegyzés.

∫ ∫
D

v(r(u, v)) •

(
∂r(u,v)
∂u × ∂r(u,v)

∂v

)
∣∣∣∂r(u,v)

∂u × ∂r(u,v)
∂v

∣∣∣
 · ∣∣∣∣∂r(u, v)

∂u
× ∂r(u, v)

∂v

∣∣∣∣ dudv

v⊥(r) el®jeles hossza felületelem felszíne

∗ Felületi integrál akkor is létezhet, ha a felület nem minden pontban
folytonosan di�erenciálható: el®fordulhatnak csúcsok és élek is, feltéve
hogy e kivételes pontok halmaza nullmérték¶, azaz tetsz®legesen kis
felszín¶ felületrésszel lefedhet®.

∗ A felületi integrál szemléletes jelentése pl. a felületen id®egység alatt
átáramló anyag mennyisége. Ha ún. zárt felületr®l van szó, akkor
szokás �uxusról beszélni. Egy klasszikus zárt felület például a gömb-
héj és deformációi, feltéve, hogy nem keletkeznek csúcsok vagy élek
nullmérték¶ halmaztól eltekintve.

Az integrálátalakító tételek a Newton-Leibniz szabály általánosításai. Ott
arról van szó, hogy a deriváltfüggvény adott tartomány fölötti integrálját ki
lehet számítani az eredeti függvénynek a tartomány határán vett értékeib®l.

2.6.6. Tétel. [Gauss-Osztrogradszkij tétel] Ha a v vektormez® az F
zárt felülettel határolt V test minden pontjában és a test határán is foly-
tonosan di�erenciálható, továbbá a felület irányítását a V térrészb®l kifelé



DUPres
s

104 2 INTEGRÁLSZÁMÍTÁS

mutató normálvektormez® jelöli ki, akkor igaz a következ® összefüggés:∫
F
v df =

∫
V

div v dV.

A képletben szerepl® jobb oldali integrál térfogati integrál, a térfogatelem
dV = dxdydz, vagyis a jobb oldali formula az

∫ ∫ ∫
V div v dxdydz integrál

másik jelölése.

2.6.1. Példa. Számítsuk ki az origó középpontú, egységsugarú F gömbfelü-
leten id®egység alatt kiáramló folyadékmennyiséget, ha a folyadék sebessége
v(r) = r.

1.mo: A feladat az
∫
F v df integrál kiszámítása. Ez történhet a felületi integ-

rál szemléletes jelentéséb®l, mivel az egységgömb felületén a v(r) = r
normális irányú egységvektort ad, így a keresett integrál értéke az egy-
séggömb felszíne, azaz 4π.

2.mo: A Gauss-Osztrogradszkij tétel segítségével végezzük el a kiszámítást. A
tétel feltételei nyilvánvalóan teljesülnek, vagyis elegend® a jobb oldali
integrált kiszámolni. Mivel div v(r) = 3, így∫

F
v df =

∫
V

div v dV =

∫
V

3 dV = 3 · 4π

3
= 4π

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehet®vé teszi a divergencia szemléletes jelen-
tésének leírását: lokális forráser®sség s¶r¶ség.

2.6.7. Tétel. Legyen v folytonosan di�erenciálható vektormez®, Fn zárt fe-
lületek olyan sorozata, amely az r0 pontra zsugorodik,
azaz r0 ∈ Vn és limn→∞m(Vn) = 0, ahol m(Vn) az Fn által határolt Vn
térrész térfogatát jelöli.
Ekkor

lim
n→∞

1

m(Vn)

∫
Fn

v df = div v(r0).
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Az integrálszámítás középértéktétele szerint∫
Vn

div v dVn = div v(rn) ·m(Vn)

írható valamely rn ∈ Vn esetén. A Gauss Osztrogradszkij tétel alapján

1

m(Vn)

∫
Fn

v dfn = div v(rn).

Mivel a Vn térrészek sorozata az r0 pontra zsugorodik, ezért limn→∞ rn = r0,
azaz limn→∞

1
m(Vn)

∫
Fn
v df = div v(r0).

Egy másik típusú integrálátalakító tétel a vektormez® peremmel rendel-
kez® felületen vett integráljának és a rotációnak a peremen (mint görbén)
vett integráljának egyenl®ségét állítja bizonyos feltételek mellett (neveze-
tesen a felület, illetve a peremgörbe alkalmas irányítása, illetve befutása
esetén). A technikai nehézségeket elkerülend®, a tétel síkbeli verzióját fo-
galmazzuk meg: síkbeli Stokes-tétel.

2.6.8. Tétel. Ha a v vektormez® a szakaszonként folytonosan di�erenci-
álható, zárt G görbével határolt D síklemez minden pontjában és a lemez
határán is folytonosan di�erenciálható, továbbá a görbe D - b®l nézve pozi-
tívan irányított, azaz befutása az óramutató járásával ellentétes, akkor igaz
a következ® összefüggés: ∫

D
rot v dxdy =

∫
G
v dG,

ahol rot v = ∂1v2 − ∂2v1.

Tételezzük fel egy pillanatra, hogy a vektormez® egy a D síklemezt (a
határával együtt) tartalmazó U nyílt halmazon is folytonosan di�erenciál-
ható. Ilyen segédfeltevés mellett a tétel bizonyításának egy szemléletes és
intuitív verziója a következ®. Az els® lépésben belátjuk az állítást a ko-
ordinátatengelyekkel párhuzamos oldalú téglalapokra. Ezek után ágyazzuk
be a D síklemezt egy ilyen téglalapba és osszuk fel a téglalap csatlakozó
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oldalait n egyenl® részre. A felosztáshoz tartozó párhuzamos egyenesekkel
a téglalpot n2 egybevágó, kisebb téglalapra bontjuk. A D halmaz minimális
lefedéséhez tekintsük azoknak a téglalapoknak az összefügg® unióját, me-
lyeknek metszete D - vel nemüres. Ha n elég nagy, akkor a minimális lefedés
benne van az U halmazban. A rotáció D fölötti integráljának közelítéséhez
számítsuk ki a lefedéshez tartozó kis téglalapok fölötti integrálok összegét és
alkalmazzuk minden egyes tagra a Stokes-tételt. Ha egy él két téglalaphoz
is hozzátartozik, akkor az integrál átalakításánál a vektormez® integrálját
az él mentén pozitív és negatív el®jellel is összegezzük a határgörbe irányí-
tására vonatkozó feltevés miatt. Ez azt jelenti, hogy az ilyen élek menti
integrálok kiesnek. Ami megmarad a minimális lefedés határolóélein vett
integrálok összege, ami n → ∞ határátmenetet véve a vektormez®nek a D
halmaz határgörbéjén vett integráljához tart. A rotáció a résztéglalapok
fölött vett integráljainak összege pedig a D fölötti integrálhoz.

2.6.5. Megjegyzés. A gondolatmenet térbeli verziója a Gauss-Osztogradszkij
tétel egy lehetséges bizonyítását adja.

2.6.6. Megjegyzés. Egy síkbeli vektormez® rotációja skalármez®: megegye-
zik a térbe ágyazva tekintett v(x, y, z) = (v1(x, y), v2(x, y), 0) vektomez® ro-
tációjának egyetlen nem azonosan zérus koordinátafüggvényével, ui. rot v =
(∂1v2 − ∂2v1)k.

2.6.7. Megjegyzés. A határgörbe szakszonkénti folytonos di�erenciálható-
sága felel meg a zárt felületek esetében megengedett csúcsoknak és éleknek,
feltéve, hogy e kivételes pontok, ún. szingularitások halmaza nullmérték¶.
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3. Di�erenciálegyenletek

3.1. Alapfogalmak

3.1.1. De�níció. Di�erenciálegyenleten egy olyan egyenletet értünk, amely-
ben a keresett ismeretlen egy függvény, és a függvény valamelyik deriváltja
is szerepel az egyenletben.

∗ Ha a keresett függvény egy változós, akkor közönséges di�erenciál-
egyenletr®l beszélünk (továbbiákban: DE), ha pedig többváltozós, és
a keresett függvény egy vagy több parciális deriváltja is szerepel az
egyenletben, akkor az egyenletet parciális di�erenciálegyenletnek hív-
juk (továbbiákban: PDE).

∗ Azt mondjuk, hogy egy DE n-edrend¶, ha a keresett függvénynek az
egyenletben szerepl® legmagasabb deriváltja az n-edik derivált.

3.1.1. Megállapodás. Amennyiben mást nem mondunk, úgy a további-
akban I egy rögzített nyílt intervallumot jelöl, D ⊂ Rn+1 összefügg® nyílt
halmaz és f :D → R, g: I ×D → R folytonos függvények.

3.1.2. De�níció. n-edrend¶ DE

∗ implicit alakban:

g(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x), y(n)(x)) = 0

∗ explicit alakban:

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)).

3.1.1. Megjegyzés. Az y′(x) = 5xy(x) egyenlet els®rend¶, explicit DE-t.

∗ Amennyiben egyértelm¶ a DE-ben szerepl® függvény változója, úgy azt
általában elhagyjuk: y′ = 5xy.
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∗ Amennyiben a DE-ben szerepl® függvény változója id®t jelöl, úgy a
változót t-vel, a deriváltat ponttal szokás jelölni. Ez esetben az el®bbi
DE az ẏ = 5ty alakot ölti. Szokásos még a dy

dx = y′(x) jelölés is.

3.1.3. De�níció. Legyenek ai, b: I → R adott folytonos függvények. A
n∑
i=0

ai(x) · y(i)(x) = b(x)

egyenletet b = 0 esetén homogén, még ellenkez® esetben inhomogén lineáris
DE-nek nevezzük.
Ha az ai függvények mindegyike konstans függvény, akkor konstansegyüttha-
tós lineáris, egyébként függvényegyütthatós DE-r®l beszélünk.

3.1.1. Példa.

(1) y′ = x3 + 2 közönséges, explicit, els®rend¶, konstansegyütthatós lineá-
ris, inhomogén DE (n = 1, a0(x) = 0, a1(x) = 1, b(x) = x3 + 2).

(2) y′′(x) + 4 · y′(x) − y(x) = 0 közönséges, implicit, másodrend¶, kons-
tansegyütthatós lineáris, homogén DE. Más formában írva:

d2y

dx2
+ 4 · dy

dx
− y = 0

(n = 2, a0(x) = −1, a1(x) = 4, a2(x) = 1, b(x) = 0).

(3) y′′ = y′ ·sinx−cosx közönséges, explicit, másodrend¶, függvényegyütt-
hatós lineáris, inhomogén DE.

(4)
(
y(4)
)3

+(y′′)2 +3y = 0 közönséges, implicit, negyedrend¶, nemlineáris
DE.

(5) y′y − sinx = 0 közönséges, implicit, els®rend¶, nemlineáris DE.

3.1.4. De�níció. Azt mondjuk, hogy ϕ: I → R megoldása az

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x))

n-edrend¶, explicit DE-nek, ha
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∗ ϕ n-szer di�erenciálható I-n;

∗ minden x ∈ I esetén (x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(n−1)(x)) ∈ Df ;

∗ minden x ∈ I esetén ϕ(n)(x) = f(x, ϕ(x), ϕ′(x), . . . , ϕ(n−1)(x)).

Tehát egy függvény megoldása a fenti DE-nek, ha n-szer di�erenciálható és
behelyettesítve az eredeti egyenletbe igaz egyenl®séget kapunk, feltéve, hogy
van értelme a behelyettesítésnek.

3.1.5. De�níció. Legyen D ⊂ Rn+1 nyílt halmaz és (x0, y0, . . . , yn−1) ∈ D.
Az

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x))

di�erenciálegyenletre vonatkozó kezdetiérték problémán, vagy Cauchy-feladaton
azt a feladatot értjük, amikor az egyenlet azon ϕ: I → R megoldását keres-
sük, melyre

∗ x0 ∈ I;

∗ ϕ(x0) = y0, ϕ′(x0) = y1,. . . , ϕ(n−1)(x0) = yn−1.

Azaz olyan megoldást keresünk, amely a DE-n kívül, további, úgynevezett
kezdetiérték feltétel(ek)nek is eleget tesz. A kezdetiérték feltételek száma
megegyezik az egyenlet rendjével.

3.1.6. De�níció. Egy DE összes megoldásfüggvényeinek halmazát általá-
nos megoldásnak nevezzük. Ha ezek közül csak egyet tekintünk, akkor parti-
kuláris megoldásról beszélünk.

3.1.2. Megjegyzés. [Iránymez®] Egy els®rend¶ DE y′ = f(x, y) alakja
összefüggést ad az xy sík egy (x0, y0) pontja és a ponton áthaladó megoldás-
függvény pontbeli di�erenciálhányadosa (meredeksége) között.
Tekintsük ugyanis a sík egy (x0, y0) pontjára illeszked® megoldásfüggvényt,
mint görbét a síkon és vegyük az érint®vektorát az (x0, y0) pontban. Ezek
összessége egy R2 → R2 típusú vektormez®t határoz meg, melyet a DE irány-
mez®jének nevezünk.
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3.1.2. Példa. Az ábrán az y′(x) = 3 · y(x) DE iránymez®je látható, illetve
az

y′ = 3 · y, y(0) = 1 és y′ = 3 · y, y(0) = −5

Cauchy -feladatok megoldásai.

55. ábra. Iránymez®
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3.2. Szeparábilis DE, Hiányos másodrend¶ DE

3.2.1. Példa. [A normális növekedés Cauchy-feladata]
Legyen k ∈ R\{0} és a ∈ R, melyre y′ = k ·y és y(0) = a. A továbbiakban
a y′ = k · y di�erenciálegyenletre a normális növekedés di�erenciálegyenle-
teként hivatkozunk.

3.2.1. De�níció. Legyenek I és J nyílt intervallumok, továbbá g: I → R és
h: J → R folytonos függvények. Az

y′(x) = g(x) · h(y), h 6= 0

egyenletet szétválasztható változójú vagy szeparábilis di�erenciálegyenletnek
nevezzük.

3.2.2. Példa. Az y′(x) = x · y2 DE els®rend¶, szeparábilis, nemlineáris.

3.2.1. Állítás. [Szeparábilis DE megoldása] Legyenek I és J nyílt in-
tervallumok, továbbá legyen g: I → R folytonos és h: J → R folytonos sehol-
sem nulla függvény. Az

y′(x) = g(x) · h(y)

DE-nek y: I → R pontosan akkor megoldása, ha∫
1

h(y)
dy =

∫
g(x) dx.

Formális levezetés: Mivel y′(x) = dy
dx , ezért h 6= 0 esetén

1

h(y)
dy = g(x)dx.

Mindkét oldalt integrálva
∫

1
h(y) dy =

∫
g(x) dx.

3.2.1. Megjegyzés. [A normális növekedés Cauchy-feladatának meg-
oldása] Ha

y′ = k︸︷︷︸
g(x)

· y︸︷︷︸
h(y)

és y(0) = a,
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akkor
∫

1
y dy =

∫
k dx ⇒ ln |y| = kx + c, c ∈ R, amelyb®l az y′ = k · y

ún. normális növekedés di�erenciálegyenletének általános megoldása y(x) =
±ec · ek·x, c ∈ R, azaz

y(x) = C · ek·x, C ∈ R.

Felhasználva, hogy a = y(0) = C, a Cauchy-feladat megoldása:

y(x) = a · ek·x.

3.2.2. Megjegyzés. A normális növekedés di�erenciálegyenlete els®rend¶
lineáris homogén DE, megoldását célszer¶ megjegyezni.

Ha egy els®rend¶ DE-t nem is tudunk megoldani, akkor is lehet esélyünk
annak a nagyon fontos kérdésnek az eldöntésére, hogy létezik-e és ha igen
akkor egyértelm¶-e a megoldás. Az alábbi tétel nem a lehet® leger®sebb
eredményt adja, de könnyebben érthet®.

3.2.1. Tétel. [Egzisztencia és unicitás tétel] Tegyük fel, hogy f és ∂f
∂y

folytonos függvények egy olyan

(a, b)× (c, d)

téglalapon, amely tartalmazza az (x0, y0) pontot.
Ekkor van olyan (x0 − h, x0 + h) ⊂ (a, b) intervallum, amelyben a

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

kezdetiérték probléma megoldása létezik és egyértelm¶.

Az f(x, y) függvény folytonossága elegend® feltétel a megoldás létezéséhez,
de lehetséges, hogy a megoldás nem egyértelm¶.

3.2.3. Példa. Legyen y:R→ R, y′ = 3
√
y, y(0) = 0.

Ekkor f(x, y) = 3
√
y. Mivel a ∂f

∂y (x, y) = 1
3 ·

1
3
√
y2

függvény nincs értelmezve

az y = 0-ban, ezért ott nem is folytonos, így nem alkalmazhatjuk az el®z®
tételt. Könny¶ ellen®rizni, hogy az

y(x) = −
(

2

3
x

)3/2

és az y(x) =

(
2

3
x

)3/2

is megoldása a Cauchy feladatnak; jegyezzük meg, hogy y(x) = 0, ha x ≤ 0.
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3.2.2. De�níció. Egy görbesereg ortogonális trajektóriája egy olyan görbe-
sereg, amelyik az eredeti görbéket minden pontban az adott pontbeli érint®re
mer®legesen metszi. Ilyen görbeseregek el®fordulnak például a hidrodinami-
kában és h®áramlásnál, illetve az elektromos potenciállal kapcsolatos problé-
máknál.

3.2.4. Példa. Mik lesznek az ortogonális trajektóriái az x · y = a görbese-
regnek, ahol a 6= 0 tetsz®leges konstans?

Megoldás. Els®ként meghatározzuk a görbék érint®jének meredekségét az
(x, y(x)) pontban. A görbesereg egyenletének mindkét oldalát deriválva:

x′ · y(x) + x · y′(x) = 0, azaz y + x · y′(x) = 0.

Innen a görbék érint®jének meredeksége: y′(x) = −y(x)
x , így az ortogonális

trajektóriáinak meredeksége: x
y(x) .

Ennélfogva az ortogonális trajektóriákra teljesül az y′(x) = x
y(x) di�eren-

ciálegyenlet. Ez az egyenlet szeparábilis:
∫
y dy =

∫
x dx, így

y2

2
=
x2

2
+ c1,

mely c = 2c1 mellett y2 − x2 = c alakban írható. Az ortogonális trajektóriák
tehát hiperbolák.

56. ábra. Ortogonális trajektória
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Hiányos másodrend¶ DE

3.2.3. De�níció. Az y′′(x) = f(x, y(x), y′(x)) di�erenciálegyenletet hiá-
nyos másodrend¶ di�erenciálegyenletnek nevezzük, ha f nem függ valame-
lyik változójától.

∗ Ha f nem függ y-tól, akkor az y′(x) = p(x) helyettesítéssel egy els®-
rend¶ egyenletet kapunk p-re, majd azt integrálva határozhatjuk meg
az y függvényt.

∗ Ha f nem függ x-t®l, akkor az y′ = p(y) helyettesítést alkalmazzuk.
Ekkor y′′ = p′(y) · y′ = p′(y) · p(y). Így p-re a p′(y)p(y) = f(y, p(y))
els®rend¶ egyenletet kapjuk, majd y-t az y′ = p(y) szeparábilis di�e-
renciálegyenlet megoldásaként kapjuk.

∗ Ha f nem függ y′-t®l, akkor nincs általános megoldási módszer.

A konstansegyütthatós lineáris hiányos másodrend¶ di�erenciálegyenletek
megoldhatók a 3.3 alfejezetben ismertetett módon is.
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3.3. Lineáris di�erenciálegyenletek

A könnyebb áttekinthet®ség kedvéért el®ször az els®rend¶ lineáris di�e-
renciálegyenleteket tárgyaljuk.

Els®rend¶ lineáris DE

Az

a0(x) · y(x) + a1(x) · y′(x) = b(x) (x ∈ I)

els®rend¶ lineáris DE bevezetve az a(x) := a0(x)
a1(x) és r(x) := b(x)

a1(x) jelöléseket

(?) y′(x) + a(x) · y(x) = r(x)

alakban írható, ahol feltételezzük, hogy a1(x) 6= 0 az I intervallumon.
A továbbiakban a (?) alakot használjuk.

3.3.1. Állítás. [Els®rend¶ homogén lineáris DE megoldása] Az

y′(x) + a(x) · y(x) = 0

egyenlet szeparábilis, így általános megoldása:

y(x) = C · e−
∫
a(x)dx (C ∈ R)

Formális indoklás: y′ + a(x) · y = 0⇒ y′ = −a(x)︸ ︷︷ ︸
g(x)

· y︸︷︷︸
h(y)

⇒

∫
1

y
dy =

∫
−a(x)dx⇒

⇒ ln|y| = c+

∫
−a(x)dx⇒ |y| = ec · e−

∫
a(x)dx ⇒ y = ±ec · e−

∫
a(x)dx ⇒

y(x) = C · e−
∫
a(x)dx (C ∈ R)
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3.3.1. Tétel. Az y′(x)+a(x)y(x) = r(x) els®rend¶ lineáris inhomogén DE
általános megoldása

y(x) = yh(x) + yp(x)

ahol yh a homogén rész y′(x) + a(x)y(x) = 0 általános megoldása, és yp
pedig az inhomogén lineáris DE egy partikuláris megoldása.

3.3.1. Megjegyzés. Ha y és yp megoldása a di�erenciálegyenletnek, akkor
y − yp megoldása a megfelel® homogén egyenletnek, ugyanis

(y − yp)′ + a(x)(y − yp) = y′ − y′p + a(x)y − a(x)yp =

= y′ + a(x)y − (y′p + a(x)yp) = r(x)− r(x) = 0.

Ezért y − yp = yh, tehát y(x) = yh(x) + yp(x).

3.3.2. Megjegyzés. Els®rend¶ inhomogén lineáris DE megoldása
Az y′(x)+a(x)y(x) = r(x) els®rend¶ lineáris inhomogén DE általános meg-
oldása:

1. a homogén rész y′(x) + a(x)y(x) = 0 általános yh megoldásának meg-
határozása

2. az inhomogén DE egy yp partikuláris megoldásának megkeresése (az
ún. konstansvariálás módszerével)

3. az inhomogén DE általános megoldásának meghatározása:

y(x) = yh(x) + yp(x)

A konstansvariálás lépései

Miután megtaláltuk a homogén rész általános megoldását yh(x) = C ·
e−

∫
a(x)dx alakban, az inhomogén lineáris DE egy partikuláris megoldását

yp(x) = C(x) · e−
∫
a(x)dx
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alakban keressük. Az yp függvényt visszahelyettesítjük az

y′(x) + a(x)y(x) = r(x)

inhomogén DE-be:(
C(x) · e−

∫
a(x)dx

)′
︸ ︷︷ ︸

C′(x)·e−
∫
a(x)dx+C(x)·e−

∫
a(x)dx·(−a(x))

+a(x) · C(x) · e−
∫
a(x)dx = r(x)

Vegyük észre, hogy a bal oldal C(x)-et tartalmazó tagjainak összege a(x)-
t®l függetlenül nulla. Ezért a feladatmegoldásokban célszer¶ e két tagot
eleve elhagyni. Így

C ′(x) · e−
∫
a(x)dx = r(x) ⇒ C ′(x) = r(x) · e

∫
a(x)dx ⇒

⇒ C(x) =
∫
r(x) ·e

∫
a(x)dxdx, melynek segítségével yp meghatározható a(x)

és r(x) ismeretében.

3.3.1. Példa. [Alkalmazás] Adott L0 induktivitású és R0 ohmos ellenál-
lású soros áramkörbe U0 egyenfeszültséget kapcsolva a körben folyó áram
er®ssége hogyan függ az id®t®l? A feszültség rákapcsolásakor az áramer®sség
0.

Megoldás: Az I(t) áramer®sség id®ben való változását leíró �zikai törvény
matematikai modellje az alábbi els®rend¶, lineáris, inhomogén DE:

L0
dI

dt
+R0I(t) = U0, azaz İ(t) +

R0

L0
I(t) =

U0

L0
.

A kezdetiérték feltétel most I(0) = 0. A megfelel® homogén egyenlet

İ(t) +
R0

L0
I(t) = 0 ⇒ Ih(t) = C · e−

∫ R0
L0

dt
,

azaz Ih(t) = C · e−
R0
L0
t. Az inhomogén egyenlet egy megoldását konstansva-

riálással keressük: Ip(t) = C(t) · e−
R0
L0
t
.



DUPres
s

118 3 DIFFERENCIÁLEGYENLETEK

Ezt visszahelyettesítve az eredeti inhomogén egyenletbe

Ċ(t)e
−R0
L0
t

=
U0

L0
⇒ Ċ(t) =

U0

L0
e
R0
L0
t
.

Így

C(t) =
U0

L0
· L0

R0
e
R0
L0
t

=
U0

R0
e
R0
L0
t
.

Ezt felhasználva

Ip(t) =
U0

R0
e
R0
L0
t · e−

R0
L0
t

=
U0

R0
.

A di�erenciálegyenlet általános megoldása:

I(t) = Ih(t) + Ip(t) = C · e−
R0
L0
t
+
U0

R0
.

A kezdetiérték feltétel miatt I(0) = 0, így 0 = C + U0
R0

⇒ C = −U0
R0
, így

a kezdetiérték feladat megoldása:

I(t) = Ih(t) + Ip(t) = −U0

R0
· e−

R0
L0
t
+
U0

R0
.

n-ed rend¶ homogén lineáris DE alaprendszere

3.3.1. Megállapodás. A továbbiakban a homogén lineáris di�erenciálegyen-
leteket

y(n) +

n−1∑
i=0

gi(x) · y(i)(x) = 0

alakban tekintjük, ahol gi: I → R adott folytonos függvények.

3.3.1. De�níció. Egy {y1, y2, . . . , yn} függvényrendszer lineárisan függ® I-
n, ha létezik c1, c2, . . . , cn ∈ R konstansrendszer, úgy hogy

∑n
i=1 c

2
i > 0 és

(?) c1 · y1(x) + c2 · y2(x) . . .+ cn · yn(x) = 0 (x ∈ I).

Az {y1, y2, . . . , yn} függvényrendszer lineárisan független, ha (?) csak

c1 = c2 = . . . = cn = 0

esetén teljesül.
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3.3.3. Megjegyzés. Az {y1, y2} függvényrendszer lineárisan függ®, ha c1 ·
y1(x) + c2 · y2(x) = 0 úgy, hogy c1 6= 0 vagy c2 6= 0. Ekkor

y1(x) = −c2

c1
y2(x) vagy y2(x) = −c1

c2
y1(x).

3.3.2. Példa.

∗ Egy függvényb®l álló függvényrendszer független, ha a függvény nem
konstans 0.

∗ Az {y1(x) = x, y2(x) = x2} függvényrendszer lineárisan független.

∗ Az {y1(x) = 2x2−3x, y2(x) = −6x2 +9x} függvényrendszer lineárisan
függ®, mert y2(x) = −3 · y1(x).

∗ Az

{y1(x) = 2x2 − 3x, y2(x) = x+ 1, y3(x) = 4x2 + 5x− 1}

függvényrendszer lineárisan függ®, mert y3(x) = 2 · y1(x)− y2(x).

3.3.2. Tétel. Legyenek gi: I → R adott folytonos függvények. Ekkor a

y(n) +
n−1∑
i=0

gi(x) · y(i)(x) = 0

homogén lineáris DE-nek a megoldásai között található pontosan n elem¶
lineárisan független függvényrendszer, és bármely más megoldás ezek lineá-
ris kombinációja; azaz ha {y1, y2, . . . , yn} linárisan független rendszer és az
y1, . . . , yn megoldásai a DE-nek, akkor az általános megoldás

yh(x) = c1 · y1(x) + . . .+ cn · yn(x).

3.3.2. De�níció. A folytonos együtthatós

y(n) +
n−1∑
i=0

gi(x) · y(i)(x) = 0
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homogén lineáris DE lineárisan független y1, y2, . . . , yn megoldásaiból álló
függvényrendszert a DE alaprendszerének nevezzük.

3.3.4. Megjegyzés. Az el®z® tétel átfogalmazása a lineáris algebra nyel-
vére úgy hangzik, hogy a folytonos együtthatós y(n) +

∑n−1
i=0 gi(x) ·y(i)(x) = 0

homogén lineáris DE megoldásai a folytonosan di�erenciálható függvények
vektorterének n-dimenziós alterét alkotják.

3.3.5. Megjegyzés. A normális növekedés k ∈ R\{0}, y′(x) = k ·y(x) dif-
ferenciálegyenletének megoldásai egydimenziós vektorteret alkotnak: a meg-
oldások megadhatók a sehol sem nulla ek·x függvény konstansszorosaként.

3.3.3. De�níció. [Wronski determináns] Az I intervallumon legalább
n− 1-szer di�erenciálható függvényekb®l álló {y1(x), y2(x), . . . , yn(x)} függ-
vényrendszer Wronski determinánsa:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.3.3. Tétel. [A lineáris függetlenség és a Wronski determináns] Ha
az I intervallumon legalább (n − 1)-szer di�erenciálható függvényekb®l álló
{y1, y2, . . . , yn} függvényrendszer Wronski determinánsa nem az azonosan 0
függvény, akkor a függvényrendszer lineárisan független I-n.

3.3.3. Példa. {y1(x) = x, y2(x) = x2, y3(x) = x3} függvényrendszer lineá-
risan független, hiszen

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
x x2 x3

1 2x 3x2

0 2 6x

∣∣∣∣∣∣ = 2x3

nem az azonosan 0 függvény.



DUPres
s

3.3 Lineáris di�erenciálegyenletek 121

3.3.6. Megjegyzés. Az el®z® tétel megfordítása általában nem igaz, lineá-
risan független függvények Wronski determinánsa azonosan 0 is lehet.
Erre példa: y1(x) = x3, y2(x) = |x|3, I = R

3.3.4. Tétel. Az

y(n) +
n−1∑
i=0

gi(x) · y(i)(x) = 0

homogén lineáris DE y1, . . . , yn megoldásrendszerének Wronski determinánsa
vagy azonosan 0, vagy sehol sem 0.

3.3.5. Tétel. Az y1, . . . , yn: I → R függvényekb®l álló rendszer akkor és
csak akkor alaprendszere az

y(n) +
n−1∑
i=0

gi(x) · y(i)(x) = 0

homogén lineáris DE-nek, ha y1, . . . , yn megoldása I-n és W (x) 6= 0 ha
x ∈ I.

Másodrend¶ konstansegyütthatós homogén lineáris DE

Legyen p, q ∈ R és tekintsük az

(MH) y′′(x) + p · y′(x) + q · y(x) = 0

egyenletet. Keressük a megoldást y(x) = eλ·x alakban. Ekkor(
eλ·x

)′′
+ p ·

(
eλ·x

)′
+ q · eλ·x = 0

egyenl®ségnek fenn kell állnia. Elvégezve a deriválást kiemelés után az

eλ·x · (λ2 + p · λ+ q) = 0

egyenl®séghez jutunk. Így y(x) = eλ·x pontosan akkor megoldása (MH)-
nak, ha

λ2 + p · λ+ q = 0.
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Ezt az egyenletet (MH) karakterisztikus egyenletének nevezzük.

Mivel a komplex számok halmazán egy másodfokú egyenlet mindig meg-
oldható, ezért az említett di�erenciálegyenletnek mindig van megoldása.
Három eset lehetséges:

I. a karakterisztikus egyenletnek két különböz® valós gyöke van:

λ1 és λ2. Ekkor a {eλ1·x, eλ2·x} függvényrendszer (MH) egy alaprend-
szere, így (MH) általános megoldása:

y(x) = c1 · eλ1·x + c2 · eλ2·x.

(ui. W (x) =

∣∣∣∣ eλ1x eλ2x

λ1eλ1x λ2eλ2x

∣∣∣∣ = (λ2 − λ1)e(λ1+λ2)x 6= 0.)

II. a karakterisztikus egyenletnek két egybees® valós gyöke van: λ. Ekkor
a {eλ·x, x ·eλ·x} függvényrendszer (MH) egy alaprendszere, így (MH)
általános megoldása:

y(x) = c1 · eλ·x + c2 · x · eλ·x.

(Hasonlóan ellen®rizhet®, hogy W (x) 6= 0.)

III. a karakterisztikus egyenletnek két komplex gyöke van, melyek egymás
konjugáltjai: λ1 = α+ β · i és λ2 = α− β · i. Ekkor a

{eα·x · cos (β · x) , eα·x · sin (β · x)}

függvényrendszer (MH) egy alaprendszere, így (MH) általános meg-
oldása:

y(x) = c1 · eα·x · cos (β · x) + c2 · eα·x · sin (β · x)

Indoklás: az y?1(x) = eλ1·x és y?2(x) = eλ1·x komplex függvények
megoldásai (MH)-nak, de mi komplex függvényekkel nem foglalkoz-
tunk,valós függvény-megoldásokat keresünk. Mivel

eλ1·x = e(α+β·i)·x = eα·x+β·x·i = eα·x · eβ·x·i
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és
eλ2·x = e(α−β·i)·x = eα·x−β·x·i = eα·x · e−β·x·i,

felhasználva a komplex számoknál tanult Euler-formulát

(eϕ·i = cosϕ+ sinϕ · i)

kapjuk, hogy

y?1(x) = eλ1·x = eα·x · (cos(β · x) + sin(β · x) · i)

és
y?2(x) = eλ2·x = eα·x · (cos(−β · x) + sin(−β · x) · i)

ahonnan az x → cosx függvény párosságát és az x → sinx függvény
páratlanságát felhasználva

y?2(x) = eλ2·x = eα·x · (cos(β · x)− sin(β · x) · i) .

Könnyen ellen®rizhet®, hogy a valós és képzetes részek

Re (y?1(x)) = Re (y?2(x)) = eα·x · cos(β · x)

és
Im (y?1(x)) = −Im (y?2(x)) = eα·x · sin(β · x),

megoldásai (MH)-nak és lineárisan függetlenek.

n-ed rend¶ konstansegyütthatós homogén lineáris DE

Legyenek adottak a gi (i = 0, . . . , n− 1) valós számok. A

(LH) y(n) + gn−1 · y(n−1)(x) + . . .+ g1 · y′(x) + g0 · y(x) = 0

homogén lineáris DE karakterisztikus egyenlete:

λn + gn−1 · λn−1 + . . .+ g1 · λ+ g0 = 0.
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Ha λ1, . . . , λk ∈ R a karakterisztikus egyenletnek rendre p1, . . . , pk-szoros
gyökei úgy, hogy p1 + . . .+ pk = n, akkor

eλ1x, xeλ1x, . . . , xp1−1eλ1x

. . . , . . . , . . . , . . .
eλkx, xeλkx, . . . , xpk−1eλkx


alaprendszere (LH)-nak. Ha például λ1 = α+β ·i és λ2 = α−β ·i konjugált
komplex gyökei (LH)-nak úgy, hogy p1 = p2 = p, akkor az el®bbi rendszer
els® két sora helyett

eα·x cos(βx), xeα·x cos(βx), . . . , xp−1eαx cos(β · x)

eα·x sin(βx), xeα·x sin(βx), . . . , xp−1eαx sin(β · x)

szerepel az alaprendszerben.

3.3.4. Példa. [Csillapítás nélküli rezgés mozgásegyenlete] Ha egy ru-
góra akasztott m tömeg¶ testet függ®leges irányban kitérítünk a nyugalmi
állapotából, akkor a test periodikusan ismétl®d® mozgást végez, ha a közeg-
ellenállást elhanyagoljuk. A tömegre ható rugóer® a Hooke-törvény szerint
arányos a nyugalmi helyzetb®l való kitérés mértékével, az er® iránya pedig a
kitérés irányával ellentétes. Newton második törvénye szerint a testre ható
F er®re F = m · a, ahol a a gyorsulás. Ebb®l kapjuk, hogy ha y(t) jelöli a
testnek a nyugalmi helyzett®l mért távolságát a t id®pontban, akkor

y′′(t) = −ω2 · y(t).

Ez egy másodrend¶ konstansegyütthatós homogén lineáris DE, melynek ka-
rakterisztikus egyenlete: λ2 = −ω2. Ennek gyökei: λ1,2 = ±ω · i. Így az
általános megoldás

y(t) = c1 · e0·t · cos(ω · t) + c2 · e0·t · sin(ω · t),

mely valóban periodikus:

y(t) = c1 · cos(ω · t) + c2 · sin(ω · t).
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Másrészt pedig az addíciós tételek alapján

y(t) =
√
c2

1 + c2
2 ·

(
c1√
c2

1 + c2
2

· cos(ω · t) +
c2√
c2

1 + c2
2

· sin(ω · t)

)
=

=
√
c2

1 + c2
2 · (sinβ · cos(ω · t) + cosβ · sin(ω · t)) =

= A · sin(ω · t+ β),

ahol A az amplitúdó, ω a körfrekvencia és β a kezd®fázis, melyre sinβ =
c1√
c21+c22

és cosβ = c2√
c21+c22

. Ez egy harmonikus rezgés.

n-ed rend¶ inhomogén lineáris DE megoldása

Egy függvényegyütthatós (azaz amikor az együtthatók nem konstansfügg-
vények) homogén lineáris DE alaprendszerének megkeresésére nincs olyan
általános eljárás, ami eredményhez vezetne. Ám ekkor is igaz az alábbi
tétel:

3.3.6. Tétel. Legyenek gi, r: I → R adott folytonos függvények. A

y(n) + gn−1(x) · y(n−1)(x) + . . .+ g1(x) · y′(x) + g0(x) · y(x) = r(x)

egyenlet általános megoldása el®állítható egy tetsz®leges partikuláris megol-
dásának és a hozzá tartozó homogén

y(n) + gn−1(x) · y(n−1)(x) + . . .+ g1(x) · y′(x) + g0(x) · y(x) = 0

egyenlet általános megoldásának összegeként.
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A konstansvariálás módszere n-ed rend¶ lineáris inhomogén DE
esetén

Ha ismerjük a homogén egyenlet alaprendszerét, az inhomogén egyenlet egy
partikuláris megoldását kereshetjük a konstansvariálás módszerével. Esze-
rint a homogén rész általános megoldásában szerepl® c1, . . . , cn paramétere-
ket az x változó függvényeinek tekintjük. Az I intervallumon az inhomogén
egyenlet egy partikuláris megoldását így

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + . . .+ cn(x)yn(x)

alakban keressük.

A di�erenciálási szabályok és algebrai átalakítások segítségével könnyen
igazolható a következ® tétel.

3.3.7. Tétel. Legyenek gi, r: I → R adott folytonos függvények.
Ha {y1, . . . , yn} alaprendszere az

y(n) + gn−1(x) · y(n−1)(x) + . . .+ g1(x) · y′(x) + g0(x) · y(x) = 0

egyenletnek és a ci: I → R (i = 1, . . . , n) függvények megoldásai az

c′1(x)y
(j)
1 (x) + c′2(x)y

(j)
2 (x) + . . .+ c′n(x)y(j)

n (x) = 0 (j = 0, 1, . . . , n− 2)

és c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + c′2(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ c′n(x)y(n−1)

n (x) = r(x)

egyenletekb®l álló egyenletrendszernek I-n, akkor

yp: I → R, yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + . . .+ cn(x)yn(x)

megoldása az alábbi inhomogén egyenletnek:

y(n) + gn−1(x) · y(n−1)(x) + . . .+ g1(x) · y′(x) + g0(x) · y(x) = r(x).
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A tételben szerepl® n darab egyenletb®l álló egyenletrendszer egy lineá-
ris egyenletrendszer a c′1(x), . . . , c′n(x) változókra. Mivel az egyenletrend-
szer alapmátrixának determinánsa éppen a homogén rész alaprendszerének
Wronski determinánsa, így W (x) 6= 0, x ∈ I miatt az egyenletrendszer
határozott. Így a Cramer szabállyal az egyenletrendszert megoldva kapjuk,
hogy

c′1(x) =
W1(x)

W (x)
, . . . , c′n(x) =

Wn(x)

W (x)
,

aholWi(x) az a determináns, amit úgy kapunk, hogy a Wronski determináns
i-edik oszlopát a (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1 db

r(x))T oszloppal helyettesítjük. Innen

c1(x) =

∫
W1(x)

W (x)
dx, . . . , cn(x) =

∫
Wn(x)

W (x)
dx.

Másodrend¶ konstansegyütthatós lineáris inhomogén DE
általános megoldása

3.3.7. Megjegyzés. Legyenek p, q adott valós számok, r: I → R adott foly-
tonos függvény. Az y′′(x) + p · y′(x) + q · y(x) = r(x) egyenlet általános
megoldása meghatározásának lépései:

1. a homogén rész y′′(x)+p·y′(x)+q ·y(x) = 0 általános yh megoldásának
meghatározása a karakterisztikus egyenlet gyökei alapján: yh(x) = c1 ·
y1(x) + c2 · y2(x)

2. az inhomogén DE egy yp partikuláris megoldásának megkeresése:

yp(x) = c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x),

ahol
c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0
c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) = r(x)

3. az inhomogén DE általános megoldásának meghatározása:

y(x) = yh(x) + yp(x)
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3.4. Potenciálfüggvény meghatározása

3.4.1. De�níció. A D ⊂ R3 nyílt halmazt X0 ∈ D-re nézve csillagtar-
tománynak nevezzük, ha bármely X ∈ D esetén D tartalmazza az X0X
szakasz minden pontját.

3.4.1. Tétel. Legyen D ⊂ R3 valamely X0 ∈ D-re nézve csillagtartomány
és v = (v1, v2, v3):D → R3 folytonosan di�erenciálható vektormez®. v-nek
akkor és csak akkor létezik potenciálfüggvénye, ha v örvénymentes (azaz
rot v = 0).

3.4.1. Megjegyzés (A potenciálfüggvény meghatározása). A 3.4.1 Té-
tel feltételei mellett legyen adott a v = (v1, v2, v3) örvénymentes vektormez®.
Ekkor potenciálját Φ-vel jelölve - mivel gradΦ = v - fenn kell állnia a

(?)
dΦ

dx
= v1,

dΦ

dy
= v2,

dΦ

dz
= v3

parciális di�erenciálegyenlet-rendszernek. Így a potenciálfüggvény meghatá-
rozásához

1. v1-et integráljuk �x� szerint,

hiszen ∂1Φ(x, y, z) = v1(x, y, z). Így a potenciálfüggvény

Φ(x, y, z) =

∫
v1(x, y, z) dx = f(x, y, z) + C(y, z)

alakban írható.

2. v2 − ∂2f -et integráljuk �y� szerint,

ugyanis ∂2Φ(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
v2(x,y,z)

= ∂2f(x, y, z) + ∂2C(y, z) miatt

C(y, z) =

∫
v2(x, y, z)− ∂2f(x, y, z) dy = g(y, z) + C(z).
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3. v3 − ∂3f − ∂3g-t integráljuk �z� szerint,

ugyanis az el®z®eket �gyelembe véve

∂3Φ(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
v3(x,y,z)

= ∂3f(x, y, z) + ∂3g(y, z) + ∂3C(z)

miatt

C(z) =

∫
v3(x, y, z)− ∂3f(x, y, z)− ∂3g(y, z) dz = h(z) + C.

4. A potenciálfüggvény: Φ(x, y, z) = f(x, y, z) + g(y, z) + h(z) + C.
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3.5. Di�erenciálegyenletek közelít® megoldása

A természetben el®forduló valós jelenségeket leíró di�erenciálegyenle-
tek (egyenletrendszerek) többségének megoldását nem tudjuk zárt alakban
megadni. Most egy, az els®rend¶ di�erenciálegyenletek megoldását köze-
lít® módszert (numerikus módszert) ismertetünk. A következ® ún. Euler
módszer a megoldásfüggvény gra�konját töröttvonalak segítségével igyek-
szik közelíteni.

A 3.2.1 Tétel feltételei mellett a

y′ = f(x, y(x)), y(x0) = y0

kezdetiérték problémának létezik megoldása és az egyértelm¶ x0-nak egy
Kε(x0) környezetén. Feladatunk az y megoldásfüggvény közelít® értékeinek
meghatározása az adott intervallumon.

Mivel y(x0) = y0 és adott az y′(x) = f(x, y(x)) összefüggés, így y′(x0) =
f(x0, y(x0)) egyszer¶ behelyettesítéssel számítható. Az (x0, y0) pontra il-
leszked® érint®egyenes egyenlete ezekkel a jelölésekkel:

y = y0 + f(x0, y0) · (x− x0).

Egy megfelel®en kicsi h > 0-t választva ekkor az x1 := x0 + h helyen a
megoldófüggvény értékét az

ỹ1 = y0 + f(x0, y0) · (x0 + h− x0) = y0 + h · f(x0, y0)

értékkel becsülhetjük (lásd lineáris közelítés). Ezek után az x2 := x1 +
h = x0 + 2h helyen a megoldófüggvény értékét az (x1, ỹ1) pontra illeszked®
f(x1, ỹ1) meredekség¶ egyenes segítségével becsülhetjük:

ỹ2 = ỹ1 + f(x1, ỹ1) · (x1 + h− x1) = ỹ1 + h · f(x1, ỹ1),

és így tovább. Általánosan ha n ∈ N, akkor az xn+1 := x0 + (n + 1) · h
helyen a megoldófüggvény értékét az

˜yn+1 = ỹn + h · f(xn, ỹn)

értékkel becsülhetjük. A módszer hasonlóan m¶ködik h < 0 esetén is.
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4. Kidolgozott feladatok

4.1. Di�erenciálszámítás

?? Parametrizált görbék ??

4.1.1. Feladat. Mekkora szöget zár be az

r(t) = R · cos t · i+R · sin t · j + λ · t · k t ∈ R

csavarvonal t paraméter¶ pontjához tartozó érint®je a csavarvonalat tartal-
mazó henger alkotójával?

Megoldás: Az alkotók irányvektora például a k = (0, 0, 1) vektor. A t
paraméter¶ ponthoz tartozó érint®egyenes egy irányvektora:

r′(t) = (−R · sin(t), R · cos(t), λ)

Ha ϕ jelöli az a és b vektorok szögét, akkor ϕ az a és b skaláris szorzatából

számolható: cosϕ = a•b
|a|·|b| . Így k és r′(t) szöge: ϕ = arccos

(
k•r′(t)
|k|·|r′(t)|

)
. Így

ϕ = 0·(−R)·sin(t)+0·R·cos(t)+1·λ√
(−R·sin(t))2+(R·cos(t))2+λ2

= arccos
(

λ√
R2+λ2

)
= konstans.

57. ábra. A meghatározandó szög
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4.1.2. Feladat. Milyen alakzat az

r(t) = 3 cos t · i+ 3 sin t · j + (2− 3 cos t− 3 sin t) · k

parametrizált görbe?

Megoldás: A görbe képe rajta van egy körhengeren, mely alapkörének
sugara 3. Jelöljük egy pillanatra a görbe koordinátáit (x, y, z)-vel. Ekkor

(?) z = 2− x− y, azaz x+ y + z − 2 = 0.

Emlékezzünk, hogy az n = (n1, n2, n3) normálvektorú P0 = (x0, y0, z0)
ponton átmen® sík egyenlete:

n1 · (x− x0) + n2 · (y − y0) + n3 · (z − z0) = 0

(?) egy (1, 1, 1) normálvektorú sík egyenlete. Tehát a görbe a henger met-
szete egy olyan síkkal, melynek normálvektora nem párhuzamos a z ten-
gellyel, azaz ellipszis.

4.1.3. Feladat. Paraméterezzük az y = x2 egyenlet¶ parabolát! Van-e szél-
s®értéke a görbületnek, és ha igen, akkor milyen típusú?

Megoldás: r(t) = t·i+t2·j (t ∈ R) ⇒ r′(t) = 1·i+2t·j ⇒ r′′(t) = 0·i+2·j
A görbületfüggvény:

κ(t) =
|r′(t)× r′′(t)|
|r′(t)|3

(t ∈ R)

r′(t)× r′′(t) =

∣∣∣∣∣∣
i j k

1 2t 0
0 2 0

∣∣∣∣∣∣ =

= +i · (2t · 0− 0 · 2)︸ ︷︷ ︸
0

−j · (1 · 0− 0 · 0)︸ ︷︷ ︸
0

+k · (1 · 2− 2t · 0)︸ ︷︷ ︸
2

κ(t) =

√
02 + 02 + 22(√

12 + (2t)2 + 02
)3 =

2(√
1 + 4t2

)3
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A görbület akkor a legnagyobb, ha 1 + 4t2 a legkisebb, azaz t=0 esetén.
Tehát a görbületfüggvénynek maximuma van a t = 0 paraméter¶ pontban
(a tengelypontban).

A görbületfüggvénynek nincs minimuma, mert 1 + 4t2-nek nincs maxi-
muma.

4.1.4. Feladat. Írja fel az x2

16 + y2

12 = 1 egyenlet¶ ellipszis érint®jének egyen-
letét a P = (2;−3) pontban!

Megoldás: A P = (x0, y0) pontra illeszked® v = (vx, vy) irányvektorú
egyenes egyenlete: y = y0 +

vy
vx
· (x− x0) Az érint®egyenes irányvektorának

meghatározásához az ellipszist paraméteres alakban adjuk meg. Ekkor az
érint®egyenes irányvektora a t paraméter¶ pontban r′(t).

Visszahelyettesítéssel könnyen látható, hogy r(t) =

(
a · cos(t)
b · sin(t)

)
az

x2

a2
+ y2

b2
= 1 ellipszis egy paraméterezése. Itt

r(t) =

(
4 · cos(t)

2
√

3 · sin(t)

)
(t ∈ R) ⇒ r′(t) =

(
−4 · sin(t)

2
√

3 · cos(t)

)
Meg kell határoznunk, hogy mely t0 paraméter esetén vagyunk az ellipszis
P pontjában, hiszen azon paraméter¶ pontban kell az érint®egyenes irány-
vektorát meghatároznunk. Tehát meg kell oldanunk az alábbi egyenletet:(

4 · cos(t0)

2
√

3 · sin(t0)

)
=

(
2
−3

)
.

Ebb®l (osztással)
√

3
2 ·tg(t0) = −3

2 következik, melyb®l rendezés után kapjuk,
hogy tg(t0) = −

√
3. Mivel P a negyedik síknegyedben van, így t0 = −π

3 .
A P pontban az érint®egyenes irányvektora így

v = r′
(
−π

3

)
=

(
−4 · sin

(
−π

3

)
2
√

3 · cos
(
−π

3

) ) =

(
−4 ·

(
−
√

3
2

)
2
√

3 · 0.5

)
=

(
2
√

3√
3

)

A keresett egyenes egyenlete: y = −3 +
√

3
2
√

3
(x− 2), azaz y = 1

2x− 4.
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Megjegyzés: A kés®bbiekben látni fogjuk, hogy az F (x, y) = x2

16 + y2

12−1 függ-
vény P -beli gradiensvektora a P -beli érint® normálvektora: gradF (P ) =(

1
4 ,−

1
2

)
. (lásd 4.1.14 Feladat.)

4.1.5. Feladat. Egy sárkányrepül® spirálozva emelkedik a kedvez® légáram-
latokat kihasználva. A helyvektora: r(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 4π].

a) Határozza meg a sebesség-id® függvényt!

b) Határozza meg a gyorsulás-id® függvényt!

c) Határozza meg a sebesség nagyságát a t0 = π id®pontban!

d) Határozza meg azokat az id®pillanatokat, amikor a gyorsulásvektor me-
r®leges a sebességvektorra!

e) Határozza meg a megtett utat a t1 = 0, t2 = π id®pillanatok között!

f) Határozza meg a görbületet a görbe t = π paraméter¶ pontjában!

g) Határozza meg a pálya érint®egyenesét a t0 = π paraméter¶ pontban
és ennek felhasználásával adjon becslést a sárkányrepül® koordinátáira a
t = 3 id®pillanatban!

h) Határozza meg a torziót a görbe t = π paraméter¶ pontjában!

i) Írja fel a simulósík egyenletét a t = π paraméter¶ pontban!

Megoldás:

a) A sebesség-id® függvény a hely-id® függvény deriváltja:

r(t) = (cos t, sin t, t) ⇒ v(t) = r′(t) = (− sin t, cos t, 1)

b) A gyorsulás-id® függvény a sebesség-id® függvény deriváltja:

a(t) = v′(t) = r′′(t) = (− cos t,− sin t, 0)
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c) A sebesség nagysága a t0 = π id®pontban a sebességvektor hossza a
t0 = π id®pontban (pályasebesség a t0 = π id®pillanatban):

v(π) = r′(π) = (− sinπ, cosπ, 1) = (0,−1, 1) - a sebességvektor

v(π) = |r′(π)| =
√

02 + (−1)2 + 12 =
√

2 - a pályasebesség

d) Azok az id®pillanatok, amikor a gyorsulásvektor mer®leges a sebesség-
vektorra:

Két vektor pontosan akkor mer®leges egymásra, ha skaláris szorzatuk
0. Így keressük azokat a t id®pillanatokat, melyre v(t) • a(t) = 0. Ez
pontosan akkor áll fenn, ha (− sin t, cos t, 1)•(− cos t,− sin t, 0) = 0, azaz

(− sin t) · (− cos t) + (cos t) · (− sin t) + 1 · 0 = 0 ⇔ 0 = 0.

Ez azt jelenti, hogy bármely t id®pillanatban a sebességvektor mer®le-
ges a gyorsulásvektorra. Így a gyorsulásvektornak nincs érint® irányú
komponense, ami azt is jelenti hogy a sebesség nagysága minden id®pil-
lanatban ugyanannyi. (A pályasebességfüggvény konstans függvény.)

e) A megtett út a t1 = 0, t2 = π id®pillanatok között megegyezik a pálya
(görbe) ívhosszával:

L =

∫ t2

t1

|r′(t)|dt
(

=

∫ t2

t1

v(t) dt

)
(Az el®z®ekb®l egyébként tudjuk, hogy most v(t) =

√
2)

L =

∫ π

0
|(− sin t, cos t, 1)|dt =

∫ π

0

√
(− sin t)2 + (cos t)2 + 12 dt =

=

∫ π

0

√
2 dt =

[√
2 · t
]π

0
=
√

2 · π −
√

2 · 0 =
√

2 · π.

Megjegyzés: Az ívhosszfüggvény itt σ(t) =
√

2 · t
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f) A görbület a t = π paraméter¶ pontban:

κ(t) =
|r′(t)× r′′(t)|
|r′(t)|3

így κ(π) =
|r′(π)× r′′(π)|
|r′(π)|3

Mivel

r(t) = (cos t, sin t, t), r′(t) = (− sin t, cos t, 1), r′′(t) = (− cos t,− sin t, 0),

így
r′(π) = (0,−1, 1), r′′(π) = (1, 0, 0) ⇒

r′(π)× r′′(π) =

∣∣∣∣∣∣
i j k

0 −1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 · i+ 1 · j + 1 · k

κ(π) =

√
02 + 12 + 12

(
√

02 + (−1)2 + 12)3
=

√
2

(
√

2)3
=

1

2

g) A pálya érint®egyenese a t0 = π paraméter¶ pontban; majd ennek fel-
használásával becslés a sárkányrepül® koordinátáira a t = 3 id®pillanat-
ban:

e(t) = r(t0) + r′(t0) · (t− t0);

majd r(t) ≈ e(t). Mivel r(t) = (cos t, sin t, t), így r(π) = (−1, 0, π). A
korábbiakból tudjuk, hogy r′(π) = (0,−1, 1). Ennélfogva

e(t) =

 −1
0
π

+

 0
−1
1

 · (t− π) =

 −1 + 0 · (t− π)
0 + (−1) · (t− π)
π + 1 · (t− π)

 , azaz

e(t) =

 −1
π − t
t

 r(3) ≈ e(3) =

 −1
0.14

3


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58. ábra. Érint®egyenes

h) A torzió a t = π paraméter¶ pontban:

τ(t) =
r′(t)r′′(t)r′′′(t)

|r′(t)× r′′(t)|2
,

így a t = π paraméter¶ pontban:

τ(π) =
r′(π)r′′(π)r′′′(π)

|r′(π)× r′′(π)|2

A korábbiakat �gyelembe véve, amit még nem határoztunk meg:

r′′′(t) = (sin t,− cos t, 0) és r′′′(π) = (0, 1, 0).

A vegyesszorzat-de�níció szerint

r′(π)r′′(π)r′′′(π) =
(
r′(π)× r′′(π)

)
• r′′′(π) = (0, 1, 1) • (0, 1, 0) = 1,

így τ(π) = 1
(
√

2)2
= 1

2 .

i) A simulósík egyenlete a t = π paraméter¶ pontban:

A t = π paraméter¶ pontra illeszkedik a sík, azaz

P0 = r(π) = (cosπ, sinπ, π) = (−1, 0, π)

A simulósík egy normálvektora B(π). Mivel B(π) || r′(π) × r′′(π) így
a simulósík egy normálvektora n = r′(π)× r′′(π), melyet már korábban
meghatároztunk (= (0, 1, 1).) A keresett simulósík egyenlete:

0 · (x+ 1) + 1 · (y − 0) + 1 · (z − π) = 0, azaz y + z − π = 0.
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4.1.6. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.5 Feladatot szoftver segítségével!

Megoldás a Maple programmal:
A feladat a− c részének megoldása:

A feladat d− f részének megoldása:

A feladat g részének megoldása:
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A feladat h− i részének megoldása:
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?? Parametrizált felületek ??

4.1.7. Feladat. Adja meg az

(u, v) 7→ r(u, v) = (u, v, u2 + v2) (u, v) ∈ R2

függvény di�erenciálhányadosát a (u0, v0) = (2, 3) helyen.

Megoldás: x(u, v) = u, y(u, v) = v, z(u, v) = u2 + v2, így

r′(u, v) =

 1 0
0 1

2u 2v


3×2

r′(u0, v0) = r′(2, 3) =

 1 0
0 1
4 6


3×2

4.1.8. Feladat. Adja meg az

(u, v) 7→ r(u, v) =

(
(u+ 3v)4(u− v)2,

u

v
,

1

u

)
(u, v) ∈ R2

függvény di�erenciálhányadosát a (u0, v0) = (2,−1) helyen.

Megoldás: Az

x(u, v) = (u+ 3v)4(u− v)2, y(u, v) =
u

v
, z(u, v) =

1

u

jelöléseket használva a koordinátafüggvényekre kapjuk, hogy

∂x

∂u
(u, v) = 4(u+ 3v)3 · 1 · (u− v)2 + (u+ 3v)4 · 2 · (u− v) · 1⇒

∂x

∂u
(u0, v0) =

∂x

∂u
(2,−1) = 4(−1)332 + (−1)4 · 2 · 3 = −36 + 6 = −30.

∂x

∂v
(u, v) = 4(u+ 3v)3 · 3 · (u− v)2 + (u+ 3v)4 · 2 · (u− v) · (−1)⇒

∂x

∂v
(u0, v0) =

∂x

∂v
(2,−1) = 4(−1)3 · 3 · 32 + (−1)4 · 2 · 3 · (−1) = −114.
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∂y

∂u
(u, v) =

1

v
⇒ ∂y

∂u
(u0, v0) =

∂y

∂u
(2,−1) = −1.

∂y

∂v
(u, v) = − u

v2
⇒ ∂y

∂v
(u0, v0) =

∂y

∂v
(2,−1) = −2.

∂z

∂u
(u, v) = − 1

u2
⇒ ∂z

∂u
(u0, v0) =

∂z

∂u
(2,−1) = −1

4
.

∂z

∂v
(u, v) = 0 ⇒ ∂z

∂v
(u0, v0) =

∂z

∂v
(2,−1) = 0.

r′(u0, v0) = r′(2,−1) =

 −30 −114
−1 −2
−1

4 0


4.1.9. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.8 Feladatot szoftver segítségével!

Megoldás a Maple programmal:

4.1.10. Feladat. Adja meg az

(u, v) 7→ r(u, v) =
(
u2 − 2v2, uv2, u2v − u

)
(u, v) ∈ R2

függvény által meghatározott felület érint®síkjának egyenletét az r(u0, v0)
pontban, ha (u0, v0) = (2,−1)!
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Megoldás: A keresett sík az

r(u0, v0) = r(2,−1) =
(
4− 2 · 1, 2 · (−1)2, 4 · (−1)− 2

)
= (2, 2,−6)

pontra illeszkedik. Az érint®sík normálvektora a (u0, v0) = (2,−1) paramé-
terpár esetén

n(2,−1) =
∂r

∂u
(2,−1)× ∂r

∂v
(2,−1).

Itt
∂r

∂u
(u, v) = (2u, v2, 2uv − 1) és

∂r

∂v
(u, v) = (−4v, 2uv, u2),

tehát n(2,−1) = (4, 1,−5)× (4,−4, 4), azaz

n(2,−1) =

i j k i j

4 1 −5 4 1
4 −4 4 4 −4

= (−16,−36,−20).

A keresett sík egyenlete −16(x− 2)− 36(y − 2)− 20(z + 6) = 0, azaz

4(x− 2) + 9(y − 2) + 5(z + 6) = 0.

4.1.11. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.10 Feladatot szoftver segítségével!

Megoldás a Maple programmal:
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?? Parciális deriváltak, gradiensvektor, iránymenti derivált ??

4.1.12. Feladat. Határozzuk meg az alábbi függvények els®rend¶ parciális
deriváltjait!

a) f(x, y) = x2 + 3xy + y3

b) f(x, y) = x2 · sin(x3 + y4)

c) f(x, y) = x5+xy
(x+2y)3

d) f(x, y) = x5 · e2xy

e) f(x, y) = xy + yx

f) f(x, y) =
√
x2 + 6xy + y3

g) f(x, y, z) = (2x− z) · (2− y)3

Megoldás: A 1.6.2 és 1.6.3 Megjegyzésekben leírt jelöléseket használjuk.

a) ∂1f(x, y) = 2x+ 3y, ∂2f(x, y) = 3x+ 3y2

b) ∂f
∂x (x, y) = 2x sin(x3 + y4) + x2( cos(x3 + y4)) · 3x2,

∂f
∂y (x, y) = 4x2y3 cos(x3 + y4)

c) ∂f
∂x (x, y) = (5x4+y)(x+2y)3−(x5+xy)·3·(x+2y)2·1

(x+2y)6
= 5x4+y

(x+2y)3
− 3·(x5+xy)

(x+2y)4
,

∂f
∂y (x, y) = x(x+2y)3−(x5+xy)·3·(x+2y)2·2

(x+2y)6
= x

(x+2y)3
− 6·(x5+xy)

(x+2y)4

d) ∂f
∂x (x, y) = 5x4 · e2xy + x5e2xy · 2y, ∂f

∂y (x, y) = x5e2xy · 2x = 2x6e2xy

e) ∂f
∂x (x, y) = yxy−1 + yx · ln y, ∂f

∂y (x, y) = xy · lnx+ xyx−1

f) A gyököt hatványalakban felírva: f(x, y) = (x2 + 6xy + y3)
1
2 .

Az els®rend¶ parciális deriváltak: ∂f
∂x (x, y) = 1

2(x2+6xy+y3)−
1
2 (2x+6y)

∂f
∂y (x, y) = 1

2(x2 + 6xy + y3)−
1
2 (6x+ 3y2)

g) ∂f
∂x (x, y, z) = 2 · (2− y)3 + (2x− z) · 0 = 2 · (2− y)3

∂f
∂y (x, y, z) = (2x− z) · 3 · (2− y)2 · (−1), ∂f

∂z (x, y, z) = (−1) · (2− y)3

4.1.13. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.12 Feladatot szoftver segítségével!
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A feladat c) részének megoldása a Maple programmal:

4.1.14. Feladat. Határozzuk meg az alábbi függvények r0 pontbeli gradi-
ensvektorát!

a) f(x, y) = x2 + 5xy + y, r0 = (2,−1)

b) f(x, y) = x2

16 + y2

12 − 1, r0 = (2,−3)

c) f(x, y, z) = x3 + 5xy2 + y + z2, r0 = (2,−1, 0)

Megoldás:

a) ∂f
∂x (x, y) = 2x+ 5y ⇒ ∂f

∂x (r0) = 4− 5 = −1,
∂f
∂y (x, y) = 5x+ 1 ⇒ ∂f

∂y (r0) = 10 + 1 = 11.

A gradiensvektor: grad f(r0) = (−1, 11).

b) ∂f
∂x (x, y) = 1

8x ⇒ ∂f
∂x (r0) = 1

4 ,
∂f
∂y (x, y) = 1

6y ⇒
∂f
∂y (r0) = −1

2 .

A gradiensvektor: grad f(r0) =
(

1
4 ,−

1
2

)
.

c) ∂f
∂x (x, y, z) = 3x2 + 5y2 ⇒ ∂f

∂x (r0) = 17,
∂f
∂y (x, y, z) = 10xy+1 ⇒ ∂f

∂y (r0) = −19, ∂f∂z (x, y, z) = 2z ⇒ ∂f
∂z (r0) = 0.

A gradiensvektor: grad f(r0) = (17,−19, 0).

4.1.15. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.14 Feladatot szoftver segítségével!
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A feladat c) részének megoldása a Maple programmal:

4.1.16. Feladat. Határozzuk meg az alábbi függvények iránymenti derivált-
ját az r0 pontban a v irányban!

a) f(x, y) = x2 + y2, r0 = (1, 3), v = (3, 4)

b) f(x, y, z) = 2xy − yz, r0 = (1,−1, 1), v = (1, 3,−2)

Megoldás:

a) Az iránymenti derivált kiszámításához a 1.4.3 De�níciót (1. mo), majd
a 1.6.1 Tételt használjuk (2.mo).

1.mo:

v◦ =
1

||v||
· v =

1√
32 + 42

· (3, 4) =
1

5
· (3, 4) =

(
3

5
,
4

5

)
∂vf(1, 3): = lim

λ→0

f
(
(1, 3) + λ ·

(
3
5 ,

4
5

))
− f(1, 3)

λ
=

= lim
λ→0

f
(
1 + 3

5λ, 3 + 4
5λ
)
− f(1, 3)

λ
=

= lim
λ→0

(
1 + 3

5λ
)2

+
(
3 + 4

5λ
)2 − (12 + 32)

λ
= lim

λ→0

(6 + λ) · λ
λ

= 6

2.mo

v◦ =
1

||v||
· v =

1√
32 + 42

· (3, 4) =
1

5
· (3, 4) =

(
3

5
,
4

5

)
∂f

∂x
(x, y) = 2x

∂f

∂y
(x, y) = 2y
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∂f

∂x
(r0) = 2 · 1 = 2

∂f

∂y
(r0) = 2 · 3 = 6

∂vf(1, 3) = (2, 6) •
(

3

5
,
4

5

)
= 2 · 3

5
+ 6 · 4

5
= 6

b) v◦ = 1
||v|| · v = 1√

12+32+(−2)2
· (1, 3,−2) =

(
1√
14
, 3√

14
,− 2√

14

)
∂f
∂x (x, y, z) = 2y ∂f

∂y (x, y, z) = 2x− z ∂f
∂z (x, y, z) = −y

gradf(x, y, z) = (2y, 2x− z,−y) ⇒ gradf(r0) = (−2, 1, 1)

∂vf(1,−1, 1) = (−2, 1, 1) •
(

1√
14
,

3√
14
,− 2√

14

)
=

= (−2) · 1√
14

+ 1 · 3√
14

+ 1 ·
(
− 2√

14

)
= − 1√

14

4.1.17. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.16 Feladatot szoftver segítségével!

A feladat b) részének megoldása a Maple programmal:

4.1.18. Feladat. Van-e olyan v irány, amely mentén a

T (x, y, z) = 2xy − yz

h®mérsékletfüggvény változási sebessége az r0 = (1,−1, 1) pontban −1 C◦/cm?
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Megoldás:

∂T

∂x
(x, y, z) = 2y

∂T

∂y
(x, y, z) = 2x− z ∂T

∂z
(x, y, z) = −y

gradT (x, y, z) = (2y, 2x− z,−y) ⇒ gradT (r0) = (−2, 1, 1)

Jelölje v◦ = (v1, v2, v3) a keresett (egységnyi hosszúságú) irányt. Ekkor
(−2, 1, 1) • (v1, v2, v3) = −1, azaz

(?) − 2v1 + v2 + v3 = −1

kell, hogy teljesüljön. Ez egy sík egyenlete.
Az összes (egység) irányok halmazát az origó középpontú, egység sugarú
gömb pontjainak helyvektorai alkotják. Ezek közül csak azok felelnek meg
a feltételnek, amelyek a (?) egyenlet¶ sík pontjainak helyvektorai, mivel
az −2x + y + z = −1, és x2 + y2 + z2 = 1 egyenleteknek egyszerre kell
teljesülnie.

59. ábra. A keresett irányok
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?? Érint®sík, Lineáris közelítés ??

4.1.19. Feladat. Adjuk meg az f(x, y) = sin x · tg y függvény érint®sík-
ját megadó függvényt az r0 =

(
π
6 ,

π
4

)
helyen, majd adjunk becslést ennek

segítségével a sin 29◦ · tg 46◦ értékére!

Megoldás: Az érint®síkot a 1.6.2 De�nícióban adtuk meg.

π

6
(rad) = 30◦,

π

4
(rad) = 45◦, f(r0) = sin

π

6
· tgπ

4
=

1

2

f ′x(x, y) = tg y · cos x ⇒ f ′x(r0) =

√
3

2

f ′y(x, y) = sin x · 1

cos2 y
⇒ f ′y(r0) =

1

2
· 1(√

2
2

)2 = 1

Az érint®síkot megadó függvény:

S(x, y) =
1

2
+

√
3

2

(
x− π

6

)
+ 1 ·

(
y − π

4

)
29◦ =

29π

180
(rad), 46◦ =

46π

180
(rad)

sin 29◦ · tg 46◦ = sin
29π

180
· tg46π

180
= f

(
29π

180
,
46π

180

)
=?

f

(
29π

180
,
46π

180

)
≈ S

(
29π

180
,
46π

180

)
=

1

2
+

√
3

2

(
29π

180
− π

6

)
+1 ·

(
46π

180
− π

4

)
=

=
1

2
+

√
3

2

(
−π
180

)
+1 ·

( π

180

)
≈ 0, 5+0, 8660 · (−0, 0175)+0.0175 = 0.5023

4.1.20. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.19 Feladatot szoftver segítségével!
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Megoldás a Maple programmal:

Megjegyezzük, hogy az érint®sík meghatározására az alábbi eljárást ír-
hatjuk:

4.1.21. Feladat. Egy cég egyenes körhenger alakú tárolókat gyárt, amiknek
1.5 m a sugara és 7.5 m a magassága. Mennyire érzékeny a tartály térfogata
a sugár, illetve a magasság kis változásaira?

Megoldás: A körhenger térfogata az alapkör sugarától és a magasságától
függ:

V (R,m) = R2 · π ·m



DUPres
s

150 4 KIDOLGOZOTT FELADATOK

A 1.4.2 De�nícióban leírt lineáris közelítést használjuk: a di�erenciálhánya-
dos de�níciójából a ∆r = r− r0 és ∆V = V (r)− V (r0) jelölések mellett az
r0 = (1.5, 7.5) pont egy elegend®en kis környezetében

∆V ≈ grad V (r0) •∆r.

Tehát
∆V ≈ V ′R(r0) ·∆R+ V ′m(r0) ·∆m.

V ′R(R,m) = 2 ·R · π ·m ⇒ V ′R(r0) = V ′R(1.5, 7.5) = 22.5π

V ′m(R,m) = R2 · π ⇒ V ′m(r0) = V ′m(1.5, 7.5) = 2.25π

∆V ≈ 22.5π ·∆R+ 2.25π ·∆m

Ez azt jelenti, hogy egységnyi változás a sugárban kb 22.5π-nyi változást
eredményez a térfogatban; míg egységnyi változás a magasságban kb 2.25π-
nyi változást eredményez. A térfogat változása tízszer olyan érzékeny a
sugár kis változására, mint a magasságéra. Ez azt jelenti, hogy a gyártás
során a sugár megfelel® nagyságára kell különösképpen ügyelni.

Ha fordítva lenne, és a sugár lenne 7.5 m, a magasság pedig 1.5 m, akkor
a térfogat a magasság változásaira lenne érzékenyebb.
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?? Lokális széls®érték keresése (szabad széls®érték feladatok) ??

Az 1.7 alfejezetben leírt tételeket használjuk.

4.1.22. Feladat. Határozza meg az

f(x, y) = (x− 1)2 + (y − 2)2 + 3 (x, y) ∈ R2

lokális széls®értékhelyeit!

Megoldás:
1.lépés: ∂1f(x, y) = 2x− 2, ∂2f(x, y) = 2y − 4

2.lépés: 2x− 2 = 0 és 2y − 4 = 0 ⇒ r1 = (1, 2)

3.lépés:
∂1∂1f(x, y) = 2 ∂1∂2f(x, y) = 0

∂2∂1f(x, y) = 0 ∂2∂2f(x, y) = 2

4.lépés:
∂1∂1f(r1) = 2 ∂1∂2f(r1) = 0

∂2∂1fr1) = 0 ∂2∂2f(r1) = 2

5.lépés: ∆1(r1) = ∂1∂1f(r1) = 2 > 0 és

∆2(r1) = det

(
2 0

0 2

)
= 4 > 0 ⇒ pozitív de�nit

6.lépés: r1 = (1, 2) lokális minimumhely, a minimum értéke:

f(r1) = 3

A függvény képe egyébként forgásparaboloid. A P0 = (1, 2) egyben abszolút
minimumhely, hiszen bármely x, y ∈ Resetén

f(x, y) = (x− 1)2 + (y − 2)2 + 3 ≥ 3.
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4.1.23. Feladat. Határozza meg az

f(x, y) = −3x3 − 3y3 + x+ 4y + 1

lokális széls®értékhelyeit!

Megoldás:
1.lépés: ∂1f(x, y) = −9x2 + 1 ∂2f(x, y) = −9y2 + 4

2.lépés: −9x2 + 1 = 0 és −9y2 + 4 = 0 ⇒ x1,2 = ±1
3 és y1,2 = ±2

3 ; így
lokális széls®érték lehet négy helyen:

r1 =

(
1

3
,
2

3

)
, r2 =

(
−1

3
,
2

3

)
, r3 =

(
1

3
,−2

3

)
, r4 =

(
−1

3
,−2

3

)
3.lépés:

∆2(x, y) =

(
−18x 0

0 −18y

)
4.lépés:

∆2(r1) =

(
−6 0
0 −12

)
∆2(r2) =

(
6 0
0 −12

)

∆2(r3) =

(
−6 0
0 12

)
∆2(r4) =

(
6 0
0 12

)
5.lépés:

∗ ∆1(r1) = −6 < 0, ∆2(r1) = 72 > 0 ⇒ negatív de�nit

∗ ∆1(r2) = 6 > 0, ∆2(r2) = −72 < 0 ⇒ inde�nit

∗ ∆1(r3) = −6 < 0, ∆2(r3) = −72 < 0 ⇒ inde�nit

∗ ∆1(r4) = 6 > 0, ∆2(r4) = 72 > 0 ⇒ pozitív de�nit

6.lépés: r1 lok.max.hely, r4 lok.min.hely, r2, r3 nem széls®értékhely
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60. ábra. f(x, y) = −3x3 − 3y3 + x+ 4y + 1

4.1.24. Feladat. Írjunk olyan eljárást, amely megkeresi egy kétváltozós függ-
vény lehetséges széls®értékhelyeit!

Megoldás a Maple programmal:
A with(RealDomain) programcsomagot azért kell betölteni, hogy az

egyenletrendszer megoldására szolgáló solve parancs csak valós értékeket
adjon vissza. A solve parancs egy listát ad azokról a helyekr®l, ahol mind
a két parciális deriváltfüggvény elt¶nik. A convert parancs kétszeri alkal-
mazásával a listát halmazzá, majd a halmazt listává konvertáljuk. Ezzel
elkerüljük, hogy egy lehetséges széls®értékhely többször is fel legyen sorolva.

4.1.25. Feladat. Határozza meg az

f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z

függvény lokális széls®értékhelyeit!
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Megoldás:
1.lépés:

∂1f(x, y, z) = 3x2 + 12y, ∂2f(x, y, z) = 2y + 12x, ∂3f(x, y, z) = 2z + 2

2.lépés: Oldjuk meg a következ® egyenletrendszert:

3x2 + 12y = 0
2y + 12x = 0
2z + 2 = 0 ⇒ z = −1

A második egyenletb®l y = −6x, melyet az els®be írva 3x2−72x = 0. Ebb®l
x1 = 0 vagy x2 = 24, így y = −6x miatt széls®érték lehet az r1 = (0, 0,−1)
és az r2 = (24,−144,−1) helyeken.
3.lépés:

∆3(x, y, z) =


6x 12 0

12 2 0

0 0 2


4.lépés:

∆3(r1) =

 0 12 0
12 2 0
0 0 2

 ∆3(r2) =

 144 12 0
12 2 0
0 0 2


5.lépés: Mivel az r1 = (0, 0,−1) hely esetén ∆1(r1) = 0, így ezzel az
eljárással nem dönthet® el, hogy a r1 = (0, 0,−1) széls®értékhely-e vagy
sem. Az r2 = (24,−144,−1) hely esetén

∆1(r2) = ∂1∂1f(r2) = 144 > 0

∆2(r2) = det

(
144 12
12 2

)
= 2 · 144− 12 · 12 = 144 > 0

∆3(r2) = det

 144 12 0
12 2 0
0 0 2

 = 2 · det
(

144 12
12 2

)
= 288 > 0.
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⇒ pozitív de�nit
6.lépés: f -nek a r2 = (24,−144,−1) helyen lokális minimuma van.

Az r1 = (0, 0,−1) hely vizsgálata:

f(r1) = f(0, 0,−1) = −1. Másrészt f(x, 0,−1) = x3 − 1, így x < 0 esetén
f(x, 0,−1) < −1 és x > 0 esetén f(x, 0,−1) > −1.
Ez azt jelenti, hogy a függvény az r1 = (0, 0,−1) bármely kis környezetében
felvesz -1-nél nagyobb és kisebb értékeket is, így r1 nem széls®értékhelye f -
nek.

4.1.26. Feladat. Határozzuk meg szoftver segítségével a lehetséges széls®-
értékhelyeket, majd a a másodrend¶ parciális deriváltak ún. Hesse-mátrixát,
illetve annak determinánsát!

Megoldás a Maple programmal:
A 4.1.24 feladat megoldásához hasonlóan határozzuk meg a lehetséges

széls®értékhelyeket.

4.1.27. Feladat. Határozza meg az f(x, y) = x2+y2−xy+3x−3y függvény
széls®értékeit a D = {(x, y) ∈ R2|x, y ≥ 0, x+ y ≤ 2} halmazon!

Megoldás: A 1.7.1 tétel szerint a D korlátos zárt halmazon az f folytonos
függvény felveszi a maximumát és minimumát is; vagy D belsejében (Do)
lokális széls®érték formájában, vagy D határán.
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61. ábra. A D halmaz

I. Széls®érték keresése a Do halmazon:

∂1f(x, y) = 2x− y + 3 ∂2f(x, y) = 2y − x− 3

A
2x− y + 3 = 0
2y − x− 3 = 0

egyenletrendszer megoldása x = −1, y = 1, de r0 = (−1, 1) /∈ Do, így D
belsejében nincs széls®érték.
II. Széls®érték keresése D határán:
(1.) x = 0, y ∈]0, 2[

(2.) y = 0, x ∈]0, 2[

(3.) y = −x+ 2, x ∈]0, 2[

(4.) a csúcsokban

(1.) x = 0, y ∈]0, 2[ ⇒ a g(y) := f(0, y) = y2 − 3y függvény széls®értékét
keressük a ]0, 2[ intervallumon.

g′(y) = 2y − 3, g′(y) = 0 ⇔ y =
3

2

g′′
(

3

2

)
= 2 > 0 ⇒ y =

3

2
∈]0, 2[ lokális minimumhelye g-nek

f

(
0,

3

2

)
= −9

4
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(2.) y = 0, x ∈]0, 2[ ⇒ a k(x) := f(x, 0) = x2 + 3x függvény széls®értékét
keressük a ]0, 2[ intervallumon.

k′(x) = 2x+ 3, k′(x) = 0 ⇔ x = −3

2
/∈]0, 2[

(3.) y = −x+ 2, x ∈]0, 2[ ⇒ az

f(x,−x+2) = x2 +(−x+2)2−x(−x+2)+3x−3(−x+2) = 3x2−2,

így az l(x) := 3x2− 2 függvény széls®értékét keressük a ]0, 2[ interval-
lumon.

l′(x) = 6x, l′(x) = 0 ⇔ x = 0 /∈]0, 2[

(4.) f(0, 0) = 0, f(0, 2) = −2, f(2, 0) = 10

Összegezve az eddigieket kapjuk, hogy az abszolút minimumhely
(
0, 3

2

)
, a

minimum értéke f
(
0, 3

2

)
= −9

4 ; az abszolút maximumhely (2, 0), a maxi-
mum értéke f(2, 0) = 10.

4.1.28. Feladat. Végezzük el a 4.1.27 feladat megoldásában szerepl® szá-
mításokat szoftver segítségével!

Megoldás a Maple programmal:
Megjegyezzük, hogy a szoftver az intervallum végpontjaiban is keresi a

széls®értéket, így a (4). lépést (csúcsokban) nem kell elvégezni.



DUPres
s

158 4 KIDOLGOZOTT FELADATOK

?? Vektormez®k ??

4.1.29. Feladat. Határozza meg az (x, y, z) ∈ R3

(x, y, z) 7→ v(x, y, z) =
(
x2 − y2, y2 − z2, z2 − x2

)
vektormez® deriváltmátrixát,divergenciáját, rotációját az r0 = (3, 2,−1) he-
lyen. Írja fel a vektormez® r0 = (3, 2,−1)-hoz tartozó teljes di�erenciálját,
ha az eltérés (∆x,∆y,∆z) = (0.1, 0.05,−0.2).

Megoldás: v′(r) = v′(x, y, z) =

 2x −2y 0
0 2y −2z
−2x 0 2z

 ⇒

v′(r0) = v′(3, 2,−1) =

 6 −4 0
0 4 2
−6 0 −2

 .

div v(x, y, z) = 2x+ 2y+ 2z ⇒ div v(r0) = div v(3, 2,−1) = 6 + 4−2 = 8.

rot v(r) = rot v(x, y, z) =

 0− (−2z)
0− (−2x)
0− (−2y)

 =

 2z
2x
2y

 ⇒
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⇒ rot v(r0) = rot v(3, 2,−1) =

 −2
6
4

 .

A r0-hoz tartozó teljes di�erenciál a megadott eltérésre: 6 −4 0
0 4 2
−6 0 −2

 ∆x
∆y
∆z

 =

 6 −4 0
0 4 2
−6 0 −2

 0.1
0.05
−0.2

 =

=

 6 · 0.1− 4 · 0.05 + 0 · (−0.2)
0 · 0.1 + 4 · 0.05 + 2 · (−0.2)

(−6) · 0.1 + 0 · 0.05− 2 · (−0.2)

 =

 0.4
−0.2
−0.2

 ≈ ∆v.

4.1.30. Feladat. Oldjuk meg a 4.1.29 feladatot szoftver segítségével!

Megoldás a Maple programmal:



DUPres
s

160 4 KIDOLGOZOTT FELADATOK

4.1.31. Feladat. Vizsgálja meg, hogy forrás-, illetve örvénymentes-e a

v(x, y, z) =

(
x

yz
,
y

xz
,
x+ y

xy
lnx

)
vektormez®!

Megoldás: v1(x, y, z) = x
yz , v2(x, y, z) = y

xz ,

v3(x, y, z) =
x+ y

xy
lnx

(
=

1

y
lnx+

1

x
lnx

)

∂1v1(x, y, z) =
1

yz
, ∂2v1(x, y, z) = −x

z

1

y2
, ∂3v1(x, y, z) = −x

y

1

z2
,

∂1v2(x, y, z) = −y
z

1

x2
, ∂2v2(x, y, z) =

1

xz
, ∂3v2(x, y, z) = −y

x

1

z2
,

∂1v3(x, y, z) =
1

y

1

x
+

(
− 1

x2
lnx+

1

x
· 1

x

)
=

1

yx
− lnx

x2
+

1

x2
,

∂2v3(x, y, z) = − 1

y2
lnx, ∂3v3(x, y, z) = 0.

Mivel div v(x, y, z) = 1
yz + 1

xz nyilvánvalóan nem t¶nik el minden
r = (x, y, z) pontban ezért a vektormez® nem forrásmentes. Másfel®l

rot v(r) =

 ∂2v3(r)− ∂3v2(r)
∂3v1(r)− ∂1v3(r)
∂1v2(r)− ∂2v1(r)

 =


− ln x

y2 −
(
− y

x
1
z2

)
−x

y
1
z2 −

(
1
yx −

ln x
x2 + 1

x2

)
−y

z
1
x2 −

(
− x

z
1
y2

)


nyilvánvalóan nem a zérusvektor minden r = (x, y, z) esetén, azaz a vektor-
mez® nem örvénymentes.
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4.2. Integrálszámítás

?? Integrálás intervallumon és normáltartományon ??

4.2.1. Feladat. Határozza meg az f függvény integrálját a D tartományon!

a) f(x, y) = x
y , D = {(x, y)|1 ≤ x ≤ 2; 3 ≤ y ≤ 4}, azaz D = [1, 2] × [3, 4]

kétdimenziós zárt intervallum

b) f(x, y) = sinx+ 2 sin y, D = {(x, y)| − π
2 ≤ x ≤

π
2 ; 0 ≤ y ≤ π

2 }

c) f(x, y, z) = x3z − 6yz2 + 4z − 2, D = [1, 2] × [0, 3] × [2, 6], azaz a
háromdimenziós zárt intervallum

Megoldás: A 2.1.9 és 2.1.10 Tételeket használjuk.

a) ∫ 2

x=1

(∫ 4

y=3
f(x, y) dy

)
dx =

∫ 2

x=1

(∫ 4

y=3

x

y
dy

)
dx =

=

∫ 2

x=1

(∫ 4

y=3
x

1

y
dy

)
dx =

∫ 2

x=1

(
x

∫ 4

y=3

1

y
dy

)
dx =

=

∫ 2

x=1

(
x

[
ln |y|

]4

y=3

)
dx =

∫ 2

x=1

(
x

(
ln 4−ln 3

))
dx = ln

4

3

∫ 2

x=1
x dx =

= ln
4

3

[
x2

2

]2

x=1

=

(
ln

4

3

)(
22

2
− 12

2

)
=

3

2
ln

4

3

b) ∫ π
2

x=−π
2

(∫ π
2

y=0
(sinx+ 2 sin y) dy

)
dx =

=

∫ π
2

x=−π
2

(∫ π
2

y=0
sinx dy +

∫ π
2

y=0
2 sin y dy

)
dx =

=

∫ π
2

x=−π
2

(
[y · sinx]

π
2
y=0 + 2 · [− cos y]

π
2
y=0

)
dx =
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=

∫ π
2

x=−π
2

(
π

2
sinx− 0 · sinx+ 2(− cos

π

2
− (− cos 0))

)
dx =

=

∫ π
2

x=−π
2

(
π

2
sinx+2

)
dx = [−π

2
cosx+2x]

π
2

x=−π
2

= (0+π)−(0−π) = 2π.

c) Az D intervallumon folytonos f függvény integrálját a∫ 2

x=1

(∫ 3

y=0

(∫ 6

z=2
f(x, y, z) dz

)
dy

)
dx

képlettel számoljuk ki. Így∫ 2

x=1

(∫ 3

y=0

(∫ 6

z=2
x3z − 6yz2 + 4z − 2 dz

)
dy

)
dx =

=

∫ 2

x=1

(∫ 3

y=0

[
x3 z

2

2
− 6y

z3

3
+ 4

z2

2
− 2z

]6

z=2

dy

)
dx =

=

∫ 2

x=1

(∫ 3

y=0
(18x3 − 432y + 72− 12)− (2x3 − 16y + 8− 4) dy

)
dx =

=

∫ 2

x=1

(∫ 3

y=0
16x3−416y+56 dy

)
dx =

∫ 2

x=1

[
16x3y−416

y2

2
+56y

]3

y=0

dx =

=

∫ 2

x=1
48x3−208·9+168 dx =

∫ 2

x=1
48x3−1704 dx =

[
48
x4

4
−1704x

]2

x=1

=

= 192− 3408− (12− 1704) = −1524.

4.2.2. Feladat. Határozza meg az f(x, y) = 2xy függvény integrálját a

D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 1}

tartományon.
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Megoldás: D �x� tengelyre vonatkozó normáltartomány, így az 2.2.1 Tételt
alkalmazzuk:∫ 1

x=0

(∫ 1

y=x2
2xy dy

)
dx =

∫ 1

x=0

[
2x
y2

2

]1

y=x2
dx =

∫ 1

x=0

[
xy2

]1

y=x2
dx =

=

∫ 1

x=0

(
x · 12 − x · (x2)2

)
dx =

∫ 1

x=0

(
x− x5

)
dx =

[
x2

2
− x6

6

]1

x=0

=
1

3
.

D felírható 'y' tengelyre vonatkozó normáltartományként is; ekkor
viszont az 2.2.2 Tételt használjuk:

D = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ √y},

így∫ 1

y=0

(∫ √y
x=0

2xy dx

)
dy =

∫ 1

y=0

[
2
x2

2
y

]√y
x=0

dy =

∫ 1

y=0

(
2

√
y2

2
y−2

02

2
y

)
dy =

=

∫
y=0

y2 dy =

[
y3

3

]1

y=0

=
1

3
.

?? Integráltranszformáció polárkoordinátákkal ??

4.2.3. Feladat. Határozza meg az f(x, y) = ln(x2+y2) függvény integrálját
a T = {(x, y) | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y} tartományon.

Megoldás: A 2.4.1 Tételt alkalmazzuk.
Most H = {(r, α) | 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ α ≤ π}.
Mivel x2 + y2 = r2 cos2 α+ r2 sin2 α = r2(cos2 α+ sin2 α) = r2 azt kapjuk,
hogy ∫ ∫

T
f(x, y) dx dy =

∫ π

α=0

(∫ 2

r=1
rln r2 dr

)
dα =

=

∫ π

α=0

(∫ 2

r=1
2rln r dr

)
dα = 2

∫ π

α=0

(∫ 2

r=1
rln r dr

)
dα.
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62. ábra. A h(H) és H tartományok

A bels® integrál meghatározása a parciális integrálás∫ b

a
f ′g = [fg]ba −

∫ b

a
fg′

módszerével végezhet® el az alábbiak szerint. Legyen g(r) = ln r és f ′(r) =

r. Ekkor g′(r) = 1
r , illetve f(r) = r2

2 . Így∫ 2

r=1
rln r dr =

[
r2

2
ln r

]2

1

−
∫ 2

r=1

r2

2

1

r
dr = 2ln 2− 1

2
ln 1−

∫ 2

r=1

r

2
dr =

= 2ln 2− 1

2

[
r2

2

]2

1

= 2ln 2− 1

2

(
2− 1

2

)
= 2ln 2− 3

4
.

Ne feledkezzünk el azonban a küls® integrálásról sem:

2

∫ π

α=0

(∫ 2

r=1
rln r dr

)
dα = 2

∫ π

α=0
2ln 2− 3

4
dα = 2

[
α

(
2ln 2− 3

4

)]π
α=0

=

= 2

(
2ln 2− 3

4

)
π.

4.2.4. Feladat. Határozza meg az

f(x, y) =
√

4− x2 − y2

függvény integrálját a T = {(x, y)| x2 + y2 ≤ 1} körlap fölött, azaz számítsa
ki az origó középpontú, 2 sugarú fels® félgömb és a T körlapon álló egyenes
körhenger közös részének térfogatát.
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63. ábra. Félgömb és körhenger közös része

Megoldás: Az x = r cosα, y = r sinα helyettesítésekkel az el®z® feladat
megoldásában látottak szerint

H = {(r, α) | 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ α ≤ 2π}

és így ∫ ∫
T
f(x, y) dx dy =

∫ 2π

α=0

(∫ 1

r=0
r
√

4− r2 dr

)
dα =

= −1

2

∫ 2π

α=0

(∫ 1

r=0
(−2)r

√
4− r2 dr

)
dα = −1

2

∫ 2π

α=0

[
(4− r2)3/2

(3/2)

]1

r=0

dα =

= −1

2

∫ 2π

α=0

(
33/2 − 43/2

)
2

3
dα = −1

2

(
33/2 − 43/2

)
2

3

∫ 2π

α=0
1 dα =

−1

2

(
33/2 − 43/2

)
2

3
[α]2π0 = −2π

3

(
33/2 − 43/2

)
=

= −2π

3

(√
27− 8

)
=

2π

3

(
8−
√

27

)
.

4.2.5. Feladat. Határozza meg a z = 8 − 2x2 − 2y2 paraboloid és a z = 0
sík közé zárt térrész térfogatát.
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64. ábra. Paraboloid és sík

Megoldás: Legyen f(x, y) := 8−2x2−2y2. A 0 = 8−2x2−2y2 egyenletb®l
x2 + y2 = 4 következik, ezért a tartomány, ami fölött integrálnunk kell nem
más, mint az origó középpontú 2 sugarú

T = {(x, y)| x2 + y2 ≤ 4} körlap (vö. az el®z® feladat).

Mivel
H = {(r, α) | 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ α ≤ 2π}

az x = r cosα, y = r sinα helyettesítésekkel∫ ∫
T
f(x, y) dx dy =

∫ 2π

α=0

(∫ 2

r=0
(8− 2r2)r dr

)
dα =

=

∫ 2π

α=0

(∫ 2

r=0
8r − 2r3 dr

)
dα =

∫ 2π

α=0

[
8
r2

2
− 2

r4

4

]2

r=0

dα =∫ 2π

α=0
−8 + 16 dα = [8α]2πα=0 = 16π.
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?? Gyakorlati alkalmazások ??

4.2.6. Feladat. Egy �H� testet az xy sík, a z = y2 hengerfelület, az x = 0,
x = 1, y = −1 és y = 1 síkok határolnak; a hosszúságot [dm]-ben mérjük.

a) Számítsuk ki a test tömegét, ha a s¶r¶ségfüggvény ρ(x, y, z) = 2x [kg/dm3].

b) Hány négyzetdeciméterre való festék szükséges a test befestéséhez?

Megoldás:

65. ábra. A tömeg kiszámításához

a) m =
∫ ∫ ∫

H ρ(x, y, z) dxdydz =
∫ 1

0

(∫ 1
−1

(∫ y2
0 2x dz

)
dy
)
dx =

=
∫ 1

0

(∫ 1
−1 [2xz]y

2

0 dy
)
dx =

∫ 1
0

(∫ 1
−1 2xy2dy

)
dx =

∫ 1
0

[
2xy

3

3

]1

−1
dx =

=
∫ 1

0 2x · 1
3 − 2x ·

(
−1

3

)
dx =

∫ 1
0

4
3x dx =

[
4
3 ·

x2

2

]1

0
= 4

3 ·
1
2 = 2

3 [kg].

b) A test felszínét kell kiszámítani (lásd 66 ábra).

F = F1 + 2 · F2 + 2 · F3 + F4

F1 kiszámítása: f(x, y) = y2, (x, y) ∈ [0, 1]× [−1, 1],

f ′x(x, y) = 0, f ′y(x, y) = 2 · y
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66. ábra. A felszín kiszámításához

F1 =

∫ ∫
[0,1]×[−1,1]

√
(f ′x)2 + (f ′y)

2 + 1 dx dy =

=

∫ 1

0

(∫ 1

−1

√
(2y)2 + 1 dy

)
dx = (?)

El®ször a helyettesítéses integrálás segítségével kiszámítjuk a bels® in-
tegrált.∫ √

(2y)2 + 1 dy =

[
2y = sh t⇒ y = 1

2sh t; t = arsh 2y
dy
dt = 1

2ch t⇒ dy = 1
2ch t dt

]
=

=

∫ √
(sh t)2 + 1 · 1

2
ch t dt =

[
ch2t− sh2t = 1

]
=

1

2
·
∫

ch2t dt =

=
[

ch2t = 1
2 + 1

2ch 2t
]

=
1

2
·
∫

1

2
+

1

2
ch 2t dt =

=
1

2
·
(

1

2
t+

1

2
· sh 2t

2

)
+ c =

t

4
+

sh 2t

8
+ c =

=
[

sh 2t = 2 · sh t · ch t = 2 · sh t ·
√

1 + sh2t
]

=

=
arsh 2y

4
+

2 · 2y ·
√

1 + (2y)2

8
+ c
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=
arsh 2y

4
+
y ·
√

1 + (2y)2

2
+ c

(?) =

∫ 1

0

[
arsh 2y

4
+
y ·
√

1 + (2y)2

2

]1

−1

dx =

=

∫ 1

0

(
arsh 2

4
+

√
5

2

)
−

(
arsh (−2)

4
+
−
√

5

2

)
dx =

=

∫ 1

0

arsh 2

2
+
√

5 dx =

[(
arsh 2

2
+
√

5

)
· x
]1

0

=
arsh 2

2
+
√

5

Így

F1 =
arsh 2

2
+
√

5 ≈ 2.9579 [dm2].

F2 kiszámítása:

67. ábra. F2 kiszámításához

F2 =

∫ 1

−1
y2 dy =

[
y3

3

]1

−1

=
1

3
−
(
−1

3

)
=

2

3
[dm2].

A test befestésére kb

F = F1 + 2 · F2 + 2 · F3 + F4 ≈ 2.9579 + 2 · 2

3
+ 2 · 1 + 2 ≈ 8.29

négyzetdeciméterre való festék szükséges.
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4.2.7. Feladat. Egy �H� éket az x2 + y2 = 1 hengerb®l a z = −y és
z = 0 síkok vágnak ki. Számítsuk ki az ék tömegét, ha a s¶r¶ségfüggvény
ρ(x, y, z) = z2.

68. ábra. A keletkez® ék

Megoldás:

m =

∫ ∫ ∫
H
ρ(x, y, z) dxdydz =

∫ ∫
D

(∫ −y
0

z2 dz

)
dxdy = (??)

D = {(r, α) : r ∈ [0, 1], α ∈ [π, 2π]}

(??) =

∫ ∫
D

[
z3

3

]−y
0

dxdy =

∫ ∫
D
−y

3

3
dxdy = −1

3

∫ ∫
D
y3 dxdy =

= −1

3

∫ 2π

π

(∫ 1

0
(r · sinα)3 · r dr

)
dα = −1

3

∫ 2π

π

(∫ 1

0
r4 · sin3 αdr

)
dα =

= −1

3

∫ 2π

π

[
r5

5
· sin3 α

]1

0

dα = −1

3

∫ 2π

π

1

5
· sin3 αdα =

= − 1

15

∫ 2π

π
sinα · (1− cos2 α) dα = − 1

15

∫ 2π

π
sinα− sinα · cos2 αdα =

= − 1

15
·
[
− cosα+

cos3 α

3

]2π

π

=

= − 1

15
·
[(
−1 +

1

3

)
−
(
−(−1) +

−1

3

)]
=

4

45
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4.2.8. Feladat. Határozzuk meg szoftver segítségével a 4.2.7 Feladatban
szerepl® ék súlypontját (lásd 2.3.6 Példa)!

Számítás a Maple programmal: Megjegyezzük, hogy

m =

∫ 1

x=−1

(∫ 0

y=−
√

1−x2

(∫ −y
0

z2 dz

)
dy

)
dx.

A program által szolgáltatott eredmény: S =
(
0,−15

64 π,
45
256 π

)
.

4.2.9. Feladat. Számítsuk ki a 4.2.7 Feladatban szerepl® ék felszínét!

69. ábra. Az ék felszínéhez

Megoldás: F = F1 + F2 + F3, F1 = 12·π
2 = π

2
F2 kiszámítása:

f(x, y) = −y, T = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, y ≤ 0}
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F2 =

∫ ∫
T

√
(f ′x)2 + (f ′y)

2 + 1 dxdy =

∫ ∫
T

√
02 + (−1)2 + 1 dxdy =

=

∫ ∫
T

√
2 dxdy =

√
2 ·
∫ ∫

T
1 dxdy =

√
2 · π

2

F3 kiszámítása: u ∈ [π, 2π], v ∈ [0, 1]

r(u, v) = v · (cosu, sinu, 0) + (1− v) · (cosu, sinu,− sinu)

r(u, v) = (cosu, sinu, (v − 1) · sinu)

∂r

∂u
(u, v) = (− sinu, cosu, (v − 1) · cosu),

∂r

∂v
(u, v) = (0, 0, sinu)

∂r

∂u
(u, v)× ∂r

∂v
(u, v) =

∣∣∣∣∣∣
i j k

− sinu cosu (v − 1) · cosu
0 0 sinu

∣∣∣∣∣∣ =

= (cosu · sinu, sin2 u, 0)

F3 =

∫ ∫
[π,2π]×[0,1]

∣∣∣∣∂r∂u(u, v)× ∂r

∂v
(u, v)

∣∣∣∣ dudv =

=

∫ ∫
[π,2π]×[0,1]

√
cos2 u · sin2 u+ (sin2 u)2 dudv =

=

∫ ∫
[π,2π]×[0,1]

√
sin2 u · (cos2 u+ sin2 u) dudv =

=

∫ ∫
[π,2π]×[0,1]

| sinu| dudv =

∫ 1

v=0

(∫ 2π

π
− sinu du

)
dv =

=

∫ 1

v=0
[cosu]2ππ dv =

∫ 1

v=0
1− (−1) dv = [2v]10 = 2

4.2.10. Feladat. Határozzuk meg szoftverrel a 4.2.7 Feladatban szerepl® ék
felszínét!

Számítás a Maple programmal: A feladat megoldásához el®ször is a
munkalapon behívjuk a �vektorkalkulus� csomagot a with(VectorCalculus);
paranccsal. A 4.2.9 feladat megoldásában szerepl® F3 felszín meghatározása:

A 4.2.9 feladat megoldásában szerepl® F2 felszín meghatározása:
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?? Görbementi és felületi integrál ??

4.2.11. Feladat. Határozzuk meg a v(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y) vek-
tormez® integrálját az A(1,-2,3), B(2,1,4) végpontú szakaszon!

Megoldás: Az integrál kiszámításához a 2.6.1 Tételt használjuk. Az AB
szakasz tartóegyenesének egy irányvektora ~AB = (1, 3, 1), így azAB szakasz
az alábbi alakban adható meg:
G: t→ r(t) = (1 + t,−2 + 3t, 3 + t) , t ∈ [0, 1]∫

G
v(r) dr =

∫ 1

0
v(1 + t,−2 + 3t, 3 + t) • (1, 3, 1) dt =

=

∫ 1

0

 −2 + 3t+ 3 + t
1 + t+ 3 + t

1 + t+ (−2) + 3t

•
 1

3
1

dt =

∫ 1

0

 1 + 4t
4 + 2t
−1 + 4t

•
 1

3
1

dt =

=

∫ 1

0
1 · (1 + 4t) + 3 · (4 + 2t) + 1 · (−1 + 4t) dt =
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=

∫ 1

0
14t+ 12 dt =

[
14
t2

2
+ 12t

]1

0

=
[
7t2 + 12t

]1
0

= 7 · 12 + 12 · 1− 0 = 19

4.2.12. Feladat. Határozzuk meg szoftverrel a 4.2.11 Feladatban szerepl®
görbementi integrál értékét!

Számítás a Maple programmal:

4.2.13. Feladat. Határozza meg a v(x, y, z) =
(
xy, z2, y

)
vektormez® in-

tegrálját az r(u, v) =
(
u, uv, v2

)
, (u, v) ∈ [−1, 2]× [0, 1] felületdarabon!

Megoldás: Az integrált a 2.6.5 Tétel alapján számítjuk. A felületet F -fel
jelölve, [−1, 2]× [0, 1]-t pedig D-vel∫

F
v(r) df =

∫ ∫
D
v(u, uv, v2) •

(
∂r(u, v)

∂u
× ∂r(u, v)

∂v

)
dudv = (?)

∂r(u, v)

∂u
= (1, v, 0) ,

∂r(u, v)

∂v
= (0, u, 2v)

∂r(u, v)

∂u
× ∂r(u, v)

∂v
=

i j k i j

1 v 0 1 v
0 u 2v 0 u

=

= 2 ·v2 · i+ 0 · j+u ·k− (0 ·k+ 0 · i+ 2 ·v · j) = 2v2i−2vj+uk =

 2v2

−2v
u


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v(u, uv, v2) =

 u · uv
(v2)2

uv

 =

 u2v
v4

uv



(?) =

∫ ∫
D

 u2v
v4

uv

•
 2v2

−2v
u

 dudv =

∫ ∫
D

2u2v3−2v5+u2v dudv =

=

∫ 2

u=−1

(∫ 1

v=0
2u2v3 − 2v5 + u2v dv

)
du =

=

∫ 2

u=−1

[
2u2 v

4

4
− 2

v6

6
+ u2 v

2

2

]1

v=0

du =

=

∫ 2

u=−1

[
1

2
u2v4 − 1

3
v6 +

1

2
u2v2

]1

v=0

du =

∫ 2

u=−1

1

2
u2 − 1

3
+

1

2
u2 − 0 du =

=

∫ 2

u=−1
u2 − 1

3
du =

[
u3

3
− 1

3
u

]2

u=−1

=
8

3
− 2

3
−
(
−1

3
+

1

3

)
= 2

4.2.14. Feladat. Határozzuk meg szoftverrel a 4.2.13 Feladatban szerepl®
felületi integrál értékét!

Számítás a Maple programmal:

4.2.15. Feladat. Számítsuk ki a v(x, y, z) = (xy2z, x2yz, 1
2x

2y2) vektor-
mez® x2 + y2 = 4, z = 0 kör mentén vett vonalintegrálját!
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Megoldás: G : r(t) = (2 · cos t, 2 · sin t, 0) t ∈ [0, 2π],

r′(t) = (−2 · sin t, 2 · cos t, 0)

v(r(t)) = v(2 · cos t, 2 · sin t, 0) = (0, 0,
1

2
· 4 · cos2 t · 4 · sin2 t) =

= (0, 0, 8 · cos2 t · sin2 t)∫
G
v(r) dr =

∫ t2

t1

v(r(t)) • r′(t) dt =

∫ 2π

0
0 dt = 0.

4.2.16. Feladat. Számítsuk ki a Gauss-Osztrogradszkij tételben szerepl® in-
tegrálokat, ha a vektormez® v(x, y, z) = (xy, zx, yz) és a térrészt az x = 0,
y = 0, z = 0 és x+ y + z = 1 síkok határolják.

Megoldás: A Gauss-Osztrogradszkij tétel a 2.6.6 Tétel.

70. ábra. A Gauss-Osztrogradszkij tételhez

∫
F
v df =

∫
F1

v df +

∫
Fxz

v df +

∫
Fyz

v df +

∫
Fxy

v df

∗ F1 : r1(u, v) = (u, v, 1−u−v)D1 = {(u, v) : u ∈ [0, 1], 0 ≤ v ≤ 1−u}

∂r1

∂u
(u, v) = (1, 0,−1)

∂r1

∂v
(u, v) = (0, 1,−1)
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∂r1(u, v)

∂u
× ∂r1(u, v)

∂v
=

i j k

1 0 −1
0 1 −1

= (1, 1, 1)

v(r1(u, v)) = (uv, (1− u− v)u, v(1− u− v))

∗ Fxz : rxz(u, v) = (u, 0, v) Dxz = {(u, v) : u ∈ [0, 1], 0 ≤ v ≤ 1− u}

v(rxz(u, v)) = (0, uv, 0)

∗ Fyz : ryz(u, v) = (0, u, v) Dyz = {(u, v) : u ∈ [0, 1], 0 ≤ v ≤ 1− u}

v(ryz(u, v)) = (0, 0, uv)

∗ Fxy : ryz(u, v) = (u, v, 0) Dxy = {(u, v) : u ∈ [0, 1], 0 ≤ v ≤ 1− u}

v(rxy(u, v)) = (uv, 0, 0)

Mivel
∫
F
v df =

=
∫ ∫

D1
v(r1(u, v)) • (1, 1, 1) dudv +

∫ ∫
Dxz

v(rxz(u, v)) • (0,−1, 0) dudv+

+
∫ ∫

Dyz
v(ryz(u, v)) • (−1, 0, 0) dudv +

∫ ∫
Dxy

v(rxy(u, v)) • (0, 0,−1) dudv,∫
F
v df =

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
(uv, u− u2 − uv, v − uv − v2) • (1, 1, 1) dudv+

+

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
(0, uv, 0) • (0,−1, 0) dudv+

+

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
(0, 0, uv) • (−1, 0, 0) dudv+

+

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
(uv, 0, 0) • (0, 0,−1) dudv

∫
F
v df =

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
uv + u− u2 − uv + v − uv − v2 dudv+
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+

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
−uv dudv + 0 + 0 =

=

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
(u+ v)− (u2 + 2uv + v2) dudv =

=

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
(u+ v)− (u+ v)2 dudv =∫ 1

u=0

[
(u+ v)2

2 · 1
− (u+ v)3

3 · 1

]1−u

v=0

du =

∫ 1

u=0

1

2
− 1

3
−
(
u2

2
− u3

3

)
du =

=

∫ 1

u=0

1

6
− 1

2
u2 +

1

3
u3 du =

[
1

6
u− 1

6
u3 +

1

12
u4

]1

u=0

=
1

12

Most a Gauss-Osztrogradszkij tételben szerepl® jobb oldali integrált szá-
moljuk:

div v(x, y, z) = ∂1v1(x, y, z) + ∂2v2(x, y, z) + ∂3v3(x, y, z) = y + 0 + y = 2y

D = {(x, y) : x ∈ [0, 1], 0 ≤ y ≤ 1− x}
Másrészt a térrész felfogható z tengelyre vonatkozó normáltartománynak
(lásd 70. ábra), így∫

V
div v dV =

∫ ∫
D

(∫ h2(x,y)

h1(x,y)
divv(x, y, z) dz

)
dx dy =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0
2y dz

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0
2y(1− x− y)dy

)
dx =

=

∫ 1

0

(∫ 1−x

0
(2y − 2xy − 2y2)dy

)
dx =

∫ 1

0

[
y2 − xy2 − 2

3
y3

]1−x

0

dx =

=

∫ 1

0
(1−x)2−x(1−x)2− 2

3
(1−x)3 dx =

∫ 1

0
(1−x)2(1−x)− 2

3
(1−x)3 dx =

=

∫ 1

0

1

3
(1− x)3 dx =

1

3
·
[

(1− x)4

4 · (−1)

]1

0

=

= − 1

12
·
[
(1− x)4

]1
0

= − 1

12
· (0− 1) =

1

12
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4.3. Di�erenciálegyenletek

?? Közvetlenül integrálható és szeparábilis DE-k ??

4.3.1. Feladat. Vizsgáljuk meg, hogy az xy′(x) = 2y(x) egyenletnek az
y(x) = cx2 függvények megoldását alkotják-e minden c valós szám esetén.

Megoldás: Behelyettesítve az egyenlet bal oldalába a megadott függvényt
azt kapjuk, hogy xy′(x) = x(cx2)′ = x · 2cx = 2cx2; behelyettesítve az
egyenlet jobb oldalába, azt kapjuk, hogy 2y(x) = 2cx2, így a bal oldalon és
a jobb oldalon álló kifejezés megegyezik tetsz®leges c ∈ R esetén, tehát az
y(x) = cx2 alakú függvények megoldásai a megadott di�erenciálegyenletnek.

4.3.2. Feladat. Oldjuk meg az y′(x) = cos 2x, y(0) = 1 kezdetiérték fel-
adatot!

Megoldás: A di�erenciálegyenlet közvetlenül integrálható:

y(x) =
sin 2x

2
+ c

adódik. Mivel y(0) = 1, ezért 1 = y(0) = sin 0
2 + c = c, így c = 1, tehát a

kezdetiérték probléma megoldása:

y(x) =
sin 2x

2
+ 1.

4.3.3. Feladat. Oldjuk meg az y′(x) = x
x2+1

, y(0) = 2 kezdetiérték felada-
tot!

Megoldás: A di�erenciálegyenlet közvetlenül integrálható:

y(x) =

∫
x

x2 + 1
dx =

1

2

∫
2x

x2 + 1
dx =

1

2
ln(x2 + 1) + c

adódik. Mivel y(0) = 2, ezért 2 = y(0) = 1
2 ln 1 + c = c, amib®l azt kapjuk,

hogy c = 2, tehát a kezdetiérték probléma megoldása:

y(x) =
1

2
ln(x2 + 1) + 2.
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4.3.4. Feladat. Oldjuk meg az y′(x) = x · ex, y(0) = 3 kezdetiérték felada-
tot! Megoldásunkat ellen®rizzük!

Megoldás: Az egyenlet közvetlenül integrálható, így

y(x) =

∫
x · ex dx = x · ex −

∫
ex dx = x · ex − ex + c.

Továbbá 3 = y(0) = −e0 + c = −1 + c, így c = 4, tehát a kezdetiérték
feladat megoldása:

y(x) = (x− 1)ex + 4.

A megoldás ellen®rzéséhez helyettesítsük be a kapott függvényt az eredeti
egyenletbe

((x− 1)ex + 4)′ = ex + (x− 1)ex = xex, y(0) = −1 · e0 + 4 = 3.

4.3.5. Feladat. Valaki egy egyenes utca A pontjából indul az autójával és
egyenletesen gyorsulva 10 másodperc alatt ér az utca B pontjába, ahol a
sebessége 72 [km/h]. Határozzuk meg az A és B pontok távolságát!

Megoldás: Egyenes vonalú mozgás esetén egy koordinátatengelyt felvéve
egy koordinátával (el®jeles mennyiség) természetes módon azonosítható a
hely. A hely változási gyorsasága a sebesség, a sebesség változási gyorsasága
a gyorsulás. Mivel az autó egyenletesen gyorsul, így konstans a gyorsulás és

v(t) =

∫
a dt = a · t+ c1,

s(t) =

∫
v(t) dt =

a

2
· t2 + c1 · t+ c2,

ahol t = 0 helyettesítéssel v(0) = c1 és így t = 0 helyettesítéssel s(0) = c2.
Az autó az A pontból indul, ekkor s(0) = 0 és v(0) = 0. Az A és B pontok
távolsága ekkor s(10), ezt kell meghatározni. A fentieket egyeztetve

v(t) = a · t, s(t) =
a

2
· t2.

Mivel 72
[
km
h

]
= 20

[
m
s

]
= v(10) = a · 10, így a = 2. Ezt felhasználva

s(t) = t2, melyb®l s(10) = 102 = 100[m].
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4.3.6. Feladat. Oldjuk meg az y′(x) = 2x · y(x), y(0) = 1 di�erenciál-
egyenletet!

Megoldás: Az egyenlet szeparábilis, g(x) = 2x, h(y) = y, ezért fennáll az∫
1
y dy =

∫
2x dx (lásd 3.2.1 Állítás) egyenlet. Elvégezve az integrálásokat

ln |y| = x2 + c adódik, amib®l

y = ±ex
2+c = ±ex

2 · ec = C · ex2 (C ∈ R).

Másrészt y(0) = 1, így 1 = y(0) = C · e0 = C, tehát a kezdetiérték feladat
megoldása y(x) = ex

2
.

4.3.7. Feladat. Oldjuk meg az y′ = sin 2x
y4

di�erenciálegyenletet!

Megoldás: Mivel y′ = sin 2x
y4

= sin 2x · 1
y4
, ezért g(x) = sin 2x, h(y) = 1/y4.

Felhasználva az
∫

1
h(y) dy =

∫
g(x) dx összefüggést kapjuk, hogy∫
y4 dy =

∫
sin 2x dx.

Ebb®l
y5

5
= −cos 2x

2
+ c, azaz y(x) = 5

√
5

(
c− cos 2x

2

)
.

4.3.8. Feladat. Oldjuk meg az y′ = −x · e3y di�erenciálegyenletet!

Megoldás: A g(x) = −x, h(y) = e3y jelöléseket bevezetve∫
1

h(y) dy =
∫
g(x) dx azaz

∫
1

e3y
dy =

∫
−x dx. Az egyenlet bal oldalán lév®

integrandus e−3y, így integrálva mindkét oldalt e−3y

−3 = −x2

2 + c. Szorozva

−3-mal és C = −3 · c jelöléssel e−3y = 3 · x22 + C. Innen

y(x) = −1

3
· ln
(

3

2
x2 + C

)
.

4.3.9. Feladat. Oldjuk meg az

y′ = tg x · tg y

di�erenciálegyenletet!
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Megoldás: Az egyenlet szeparábilis, g(x) = tg x, h(y) = tg y, ezért fennáll
az
∫

1
tg y dy =

∫
tg x dx egyenlet. A bal oldalt átalakítva f ′/f alakú integrált

kapunk: ∫
1

tg y
dy =

∫
cos y

sin y
dy = ln | sin y|+ c1.

A jobb oldalt hasonlóan integráljuk:∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
− sinx

cosx
dx = − ln | cosx|+ c2.

Bevezetve a c = c2 − c1 jelölést kapjuk, hogy

ln | sin y| = − ln | cosx|+ c.

Ebb®l az egyenletb®l kifejezzük az y-t:

ln | sin y| = − ln | cosx|+ c

sin y = ±e− ln | cosx|+c ⇒ sin y = ±e− ln | cosx| · ec

sin y = eln | cosx|−1 · C ⇒ sin y =
1

cosx
· C

y(x) = arcsin

(
C

cosx

)
.
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?? Els®rend¶ lineáris homogén, Hiányos másodrend¶ DE-k ??

A 3.2 alfejezetben leírtakat alkalmazzuk a megoldásokhoz.

4.3.10. Feladat. Oldjuk meg az

y′′(x)− 8x = sin 2x, y(0) = 2, y′(0) = 1

kezdetiérték feladatot!

Megoldás: p′(x)− 8x = sin 2x, azaz p′(x) = 8x+ sin 2x közvetlenül integ-
rálható,

p(x) =

∫
8x+ sin 2x dx = 4x2 − cos 2x

2
+ c.

p(x) = y′(x) miatt y′(x) = 4x2 − cos 2x
2 + c közvetlenül integrálható.

Így a DE általános megoldása: y(x) =
4

3
· x3 − sin 2x

4
+ cx+ d (c, d ∈ R).

y(0) = 2 így az általános alakból kapjuk, hogy d = 2; másrészt

y′(0) = 1 így 1 = p(0) = −1

2
+ c ⇒ c =

3

2

következik. A kezdetiérték feladat megoldása:

y(x) =
4

3
· x3 − sin 2x

4
+

3

2
· x+ 2.

4.3.11. Feladat. Oldjuk meg az

x · y′′(x) = y′(x), y(1) = 0, y′(1) = 2

kezdetiérték feladatot!

Megoldás: x · p′(x) = p(x) ⇒ p′(x) − 1
x · p(x) = 0 els®rend¶ lineáris

homogén (speciálisan szeparábilis: lásd 3.3.1 állítás.)

⇒ p(x) = C · e−
∫
− 1
x

dx = C · eln|x| = C · |x|
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Mivel y′(x) = p(x) = C · |x| és az egyenletben y második deriváltja is
szerepel, ezért vagy C = 0 (ami ellentmond a kezdeti feltételeknek), vagy
y′(x) = C · x. Utóbbi közvetlenül integrálható, így a DE általános megol-
dása: y(x) = C x2

2 +D (C,D ∈ R).

y′(x) = C · x ⇒ 2 = y′(1) = C · 1 ⇒ C = 2

0 = y(1) =
C

2
+D = 1 +D ⇒ D = −1

A kezdetiérték feladat megoldása:

y(x) = x2 − 1.

4.3.12. Feladat. Oldjuk meg az y′′(x) = 2·y′(x)·y(x) di�erenciálegyenletet!

Megoldás: A helyettesítéssel p′(y) ·p(y) = 2 ·p(y) ·y di�erenciálegyenlethez
jutunk. Látható, hogy p = 0 megoldás. Most tegyük fel, hogy p 6= 0. Ekkor
p′(y) = 2 · y, mely közvetlenül integrálható, így p(y) = y2 + c. Mivel
y′ = p(y), ezért y′ = y2 + c ⇒ y′ = 1 · (y2 + c), ami egy szeparábilis
di�erenciálegyenlet.
A h(y) = y2 + c, g(x) = 1 jelölésekkel

∫
1

h(y) dy =
∫
g(x) dx, azaz∫

1

y2 + c
dy =

∫
1 dx.

∫
1 dx = x+ d1, másrészt∫

1

y2 + c
dy =

1

c

∫
1

y2

c + 1
dy =

1

c

∫
1(

y√
c

)2
+ 1

dy =

=
1

c
·
√
c

∫
1(

y√
c

)2
+ 1
· 1√

c
dy =

=
1

c
·
√
c · arctg

(
y√
c

)
+ d2 =

1√
c

arctg

(
y√
c

)
+ d2.
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Bevezetve a d := d1 − d2 jelölést

1√
c

arctg

(
y√
c

)
= x+ d.

Kifejezve y-t

y(x) =
√
c tg(
√
cx+

√
cd) = C tg(Cx+D).

4.3.13. Feladat. Oldjuk meg az y(x) · y′′(x) = (y′(x))2 di�erenciálegyenle-
tet!

Megoldás: A helyettesítéssel y·p′(y)·p(y) = (p(y))2 di�erenciálegyenlethez
jutunk. Látható, hogy p = 0 megoldás. Most tegyük fel, hogy p 6= 0. Ekkor
y · p′(y) = p(y) adódik. Ez egy els®rend¶ lineáris homogén (speciálisan
szeparábilis) egyenlet: p′(y)− 1

y · p(y) = 0. Így

p(y) = C · e−
∫
− 1
y

dy
= C · eln|y| = C · |y|

Mivel y′ = p(y), ezért az y′ = C · y - els®rend¶ lineáris homogén egyenlet:
y′ − C · y = 0

y(x) = D · e−
∫
−Cdx = D · eC·x

?? Els®rend¶ lineáris inhomogén DE-k ??

A megoldáshoz a 3.3.2 Megjegyzésben leírtakat használjuk.

4.3.14. Feladat. Oldjuk meg az y′(x) = 2x · y(x) + ex
2
di�erenciálegyenle-

tet!

Megoldás: A DE els®rend¶, lineáris, inhomogén.

1. a y′(x)− 2xy(x) = 0 homogén rész általános (yh) megoldása:

yh(x) = C · e−
∫
−2xdx = C · ex2
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2. az inhomogén DE egy (yp) partikuláris megoldását yp(x) = C(x) · ex2

alakban keressük, így

(C(x) · ex2)′ = 2x · C(x) · ex2 + ex
2

egyenl®ségnek fenn kell állnia.

Elvégezve a bal oldalon a deriválást

C ′(x) · ex2 + C(x) · ex2 · 2x = 2x · C(x) · ex2 + ex
2
,

a variált konstanst tartalmazó tag (a C(x)-et tartalmazó) mindig kiesik,
azaz

C ′(x) · ex2 = ex
2
,

melyb®l C ′(x) = 1. Így C(x) = x. (Elegend® egy primitív függvényt
megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet egy megoldását kerestük.) Tehát
yp(x) = x · ex2 .

3. az inhomogén DE általános megoldásának meghatározása:

y(x) = yh(x) + yp(x) = C · ex2 + x · ex2 = (C + x) · ex2 .

4.3.15. Feladat. Oldjuk meg az y′(x) = y(x) + x, y(0) = 1 kezdetiérték
feladatot!

Megoldás: A DE els®rend¶, lineáris, inhomogén.

1. az y′(x)− y(x) = 0 homogén rész általános (yh) megoldása:

yh(x) = C · e−
∫
−1dx = C · ex

2. az inhomogén DE egy (yp) partikuláris megoldását yp(x) = C(x) · ex
alakban keressük, így

(C(x) · ex)′ = C(x) · ex + x

egyenl®ségnek fenn kell állnia. Elvégezve a bal oldalon a deriválást

C ′(x) · ex + C(x) · ex = C(x) · ex + x,



DUPres
s

4.3 Di�erenciálegyenletek 187

azaz

C ′(x) · ex = x⇒ C ′(x) =
x

ex
= x · e−x,

melyb®l a parciális integrálás módszerével

C(x) =

∫
x ·e−x dx = −x ·e−x+

∫
e−x dx = −x ·e−x−e−x = (−x−1) ·e−x

(Elegend® egy primitív függvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet
egy megoldását kerestük.) Tehát yp(x) = (−x− 1)e−x · ex = −x− 1.

3. az inhomogén DE általános megoldásának meghatározása:

y(x) = yh(x) + yp(x) = C · ex − x− 1

4. A kezdetiérték feladat megoldása: 1 = y(0) = C − 1 ⇒ C = 2, így
y(x) = 2ex − x− 1.

4.3.16. Feladat. Oldjuk meg az u′(t) = et − u(t) di�erenciálegyenletet!

Megoldás: A DE els®rend¶, lineáris, inhomogén.

1. az u′(t) + u(t) = 0 homogén rész általános (uh) megoldása:

uh(t) = C · e−
∫

1dt = C · e−t

2. az inhomogén DE egy (up) partikuláris megoldását up(t) = C(t) · e−t
alakban keressük, így

(C(t) · e−t)′ = et − C(t) · e−t

egyenl®ségnek fenn kell állnia. Elvégezve a bal oldalon a deriválást

C ′(t) · e−t − C(t) · e−t = et − C(t) · e−t
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azaz

C ′(t) · e−t = et ⇒ C ′(t) = e2t ⇒ C(t) =
e2t

2
.

(Elegend® egy primitív függvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet
egy megoldását kerestük.) Tehát

up(t) =
e2t

2
· e−t =

et

2
.

3. az inhomogén DE általános megoldásának meghatározása:

u(t) = uh(t) + up(t) = C · e−t +
et

2
.

4.3.17. Feladat. Oldjuk meg a

(t2 − 1) · x′(t) + 2t · x(t) = 1, x(2) = 4

Cauchy-feladatot!

Megoldás:

1. a (t2−1) ·x′(t) + 2t ·x(t) = 0 homogén rész általános (xh) megoldása:

xh(t) = C · e−
∫

2t
t2−1

dt
= C · e− ln |t2−1| = C · 1

t2 − 1
=

C

t2 − 1
.

2. az inhomogén DE egy (xp) partikuláris megoldását xp(t) = C(t)
t2−1

alak-
ban keressük, így

(t2 − 1) ·
(
C(t)

t2 − 1

)′
+ 2t · C(t)

t2 − 1
= 1

(t2 − 1) ·
(
C ′(t) · (t2 − 1)− C(t) · 2t

(t2 − 1)2

)
+ 2t · C(t)

t2 − 1
= 1
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azaz
C ′(t) = 1⇒ C(t) = t.

(Elegend® egy primitív függvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet
egy megoldását kerestük.) Tehát

xp(t) =
t

t2 − 1
.

3. az inhomogén DE általános megoldásának meghatározása:

x(t) = xh(t) + xp(t) =
C + t

t2 − 1
.

4. A kezdetiérték feladat megoldása: 4 = x(2) = C+2
22−1

, ⇒ C = 10, így

y(t) = 10+t
t2−1

.

?? Másodrend¶ lineáris homogén és inhomogén DE-k ??

4.3.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy az y1(x) = ex és y2(x) = x2ex függ-
vények lineárisan független megoldásai az

x · y′′(x)− (2x+ 1)y′(x) + (x+ 1)y(x) = 0 (x > 0)

másodrend¶, homogén di�erenciálegyenletnek, majd adjuk meg az egyenlet
általános megoldását!

Megoldás: A 3.3.2 és 3.3.3 Tételeket alkalmazzuk.

W (x) =

∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ex x2ex

ex 2xex + x2ex

∣∣∣∣ =

= 2xe2x + x2e2x − x2e2x = 2xe2x 6= 0 ha x > 0,

tehát az y1 és y2 függvények lineárisan függetlenek az I = (0,+∞) interval-
lumon. Mivel

x · ex − (2x+ 1)ex + (x+ 1)ex = ex(x− 2x− 1 + x+ 1) = 0,
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így y1(x) = ex megoldása a di�erenciálegyenletnek. Másrészt

x · (x2ex)′′ − (2x+ 1)(x2ex)′ + (x+ 1)x2ex =

= x · (2xex + x2ex)′ − (2x+ 1)(2xex + x2ex) + (x+ 1)x2ex =

= x · (2ex + 2xex + 2xex + x2ex)− (2x+ 1)(2xex + x2ex) + (x+ 1)x2ex =

= ex ·
(
x · (2 + 4x+ x2)− (2x+ 1) · (2x+ x2) + (x+ 1)x2

)
=

= ex(2x+ 4x2 + x3 − 4x2 − 2x3 − 2x− x2 + x3 + x2) = 0,

tehát y2(x) = x2ex is megoldása a di�erenciálegyenletnek.
Az általános megoldás:

y(x) = c1ex + c2x
2ex (c1, c2 ∈ R).

4.3.19. Feladat. Oldjuk meg az

y′′(x) + 7y′(x) + 10y(x) = 0, y(0) = 2, y′(0) = 5

kezdetiérték feladatot!

Megoldás: A 3.3 alfejezetben a Másodrend¶ konstansegyütthatós homogén
lineáris DE részben leírtakat alkalmazzuk.
A karakterisztikus egyenlet: λ2 + 7λ+ 10 = 0
A karakterisztikus egyenlet diszkriminánsa

D = 72 − 4 · 10 = 49− 40 = 9 > 0,

így két valós megoldás van: λ1,2 = −7±
√
D

2 = −7±3
2 ; azaz λ1 = −5 és

λ2 = −2.
A di�erenciálegyenlet általános megoldása:

y(x) = c1e−5x + c2e−2x (c1, c2 ∈ R).

Ezen megoldások közül azt a függvényt kell meghatároznunk, amelyikre
y(0) = 2, y′(0) = 5 fennáll. Az els® feltétel szerint

2 = y(0) = c1e−5·0 + c2e−2·0 = c1 + c2,
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másrészt a megoldások y(x) = c1e−5x + c2e−2x alakúak, így

y′(x) = −5c1e−5x − 2c2e−2x

alakban írható. A második feltételt �gyelembe véve

5 = y′(0) = −5c1e−5·0 − 2c2e−2·0 = −5c1 − 2c2.

Tehát a c1 és c2 értékeknek eleget kell tennie a

c1 + c2 = 2
−5c1 − 2c2 = 5

egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer megoldása: c1 = −3, c2 = 5. Így
a kezdetiérték feladat megoldása:

y(x) = −3e−5x + 5e−2x.

4.3.20. Feladat. Oldjuk meg az

y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = 0, y(0) = 2, y′(0) = −1

kezdetiérték feladatot!

Megoldás: A 3.3 alfejezetben a Másodrend¶ konstansegyütthatós homogén
lineáris DE részben leírtakat alkalmazzuk.

A karakterisztikus egyenlet: λ2 + 2λ+ 1 = 0

A karakterisztikus egyenlet diszkriminánsa D = 22 − 4 = 4− 4 = 0, így két
egybees® valós megoldás van, mégpedig

0 = λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2

miatt λ = −1.
A di�erenciálegyenlet általános megoldása:

y(x) = c1e−x + c2xe−x (c1, c2 ∈ R).
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Ezen megoldások közül azt a függvényt kell meghatároznunk, amelyikre
y(0) = 2, y′(0) = −1 fennáll. Az els® feltétel szerint

2 = y(0) = c1e−0 + c2 · 0 · e−0 = c1,

másrészt a megoldások y(x) = c1e−x + c2xe−x alakúak, így

y′(x) = −c1e−x + c2e−x − c2xe−x

alakban írható. A második feltételt �gyelembe véve

−1 = y′(0) = −c1e−0 + c2e−0 − c2 · 0 · e−0 = −c1 + c2.

Tehát a c1 és c2 értékeknek eleget kell tennie a

c1 = 2
−c1 + c2 = −1

egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer megoldása: c1 = 2, c2 = 1. Így a
kezdetiérték feladat megoldása:

y(x) = 2e−x + xe−x.

4.3.21. Feladat. Oldjuk meg az

y′′(x) + 4y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2

kezdetiérték feladatot!

Megoldás: A 3.3 alfejezetben a Másodrend¶ konstansegyütthatós homogén
lineáris DE részben leírtakat alkalmazzuk.

A karakterisztikus egyenlet: λ2 + 4λ+ 5 = 0
A másodfokú egyenlet diszkriminánsa D = 42 − 5 · 4 = 16 − 20 = −4, így
az egyenletnek két komplex megoldása van, melyek egymás konjugáltjai:
λ1 = α+ β · i és λ2 = α− β · i.
A megoldások λ1,2 = −4±

√
D

2 = −4±
√
−4

2 = −4±2i
2 = −2±i, melyb®l α = −2,

β = 1.
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A di�erenciálegyenlet általános megoldása:

y(x) = c1e−2x cosx+ c2e−2x sinx (c1, c2 ∈ R).

Ezen megoldások közül azt a függvényt kell meghatároznunk, amelyikre
y(0) = 1, y′(0) = 2 fennáll. Az els® feltétel szerint

1 = y(0) = c1e0 cos 0 + c2e0 sin 0 = c1, így c1 = 1

másrészt a megoldások y(x) = c1e−2x cosx+ c2e−2x sinx alakúak, így

y′(x) = −2c1e−2x cosx− c1e−2x sinx− 2c2e−2x sinx+ c2e−2x cosx

alakban írható. A második feltételt �gyelembe véve

2 = y′(0) = −2c1e0 cos 0− c1e0 sin 0− 2c2e0 sin 0 + c2e0 cos 0 = −2c1 + c2.

Mivel c1 = 1, ezért c2 = 4. Így a kezdetiérték feladat megoldása:

y(x) = e−2x cosx+ 4e−2x sinx.

4.3.22. Feladat. Oldjuk meg az y′′(x) + 5y′(x) + 6y(x) = 12ex di�erenci-
álegyenletet!

Megoldás: A Megjegyzésben leírtakat alkalmazzuk.

1. A karakterisztikus egyenlet: λ2+5λ+6 = 0, melynek gyökei: λ1 = −2,
λ2 = −3. Így a homogén rész általános megoldása:

yh(x) = c1e−2x + c2e−3x (c1, c2 ∈ R).

2. Az inhomogén egyenlet egy megoldását (partikuláris megoldás)

yp(x) = c1(x)e−2x + c2(x)e−3x

alakban keressük a

c′1(x) · e−2x + c′2(x) · e−3x = 0
c′1(x) · (−2) · e−2x + c′2(x) · (−3) · e−3x = 12ex
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egyenletrendszer megoldásával. Ez egy lineáris egyenletrendszer c′1(x)-
re és c′2(x)-re, melyet Cramer szabállyal oldunk meg. Az egyenletrend-
szer alapmátrixának determinánsa éppen a Wronski determináns:

W (x) =

∣∣∣∣ e−2x e−3x

−2e−2x −3e−3x

∣∣∣∣ = −e−5x.

Legyen Wi(x) (i = 1, 2) annak a mátrixnak a determinánsa, melyet

úgy kapunk, hogy az alapmátrix i-edik oszlopát a

[
0
r(x)

]
oszloppal

helyettesítjük:

W1(x) =

∣∣∣∣ 0 e−3x

12ex −3e−3x

∣∣∣∣ = −12e−2x.

W2(x) =

∣∣∣∣ e−2x 0
−2e−2x 12ex

∣∣∣∣ = 12e−x.

A Cramer szabály alapján

c′1(x) =
W1(x)

W (x)
=
−12e−2x

−e−5x
= 12e3x,

c′2(x) =
W2(x)

W (x)
=

12e−x

−e−5x
= −12e4x,

melyb®l

c1(x) = 12

∫
e3x dx = 12

e3x

3
= 4e3x

és

c2(x) = −12

∫
e4x dx = −12

e4x

4
= −3e4x.

Ezeket felhasználva az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása

yp(x) = 4e3xe−2x − 3e4xe−3x = ex.

3. y(x) = c1e−2x + c2e−3x + ex (c1, c2 ∈ R)
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?? Potenciálfüggvény meghatározása ??

4.3.23. Feladat. Határozzuk meg a v(x, y, z) =
(
2xy − z, x2 + z, y − x

)
vektormez® potenciálfüggvényét, ha létezik.

Megoldás: Mivel

rot v(x, y, z) = (∂2v3 − ∂3v2, ∂3v1 − ∂1v3, ∂1v2 − ∂2v1) =

= (1− 1,−1− (−1), 2x− 2x) = (0, 0, 0),

így a 3.4.1 Tétel értelmében létezik potenciálfüggvény. A potenciálfügg-
vényt a Megjegyzés szerint határozzuk meg.

1. A potenciálfüggvény Φ(x, y, z) =
∫

2xy − z dx = x2y − zx + C(y, z)
alakban írható.

2. C(y, z) =
∫
x2 + z − x2 dy = zy + C(z).

3. C(z) =
∫
y − x− (−x)− y dz = c.

4. A potenciálfüggvény: Φ(x, y, z) = x2y − zx+ zy + c.

4.3.24. Feladat. Határozzuk meg a 4.3.23 Feladatban szerepl® vektormez®
potenciálfüggvényét szoftverrel!

Számítás a Maple programmal:
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?? Di�erenciálegyenletek közelít® megoldása ??

4.3.25. Feladat. Az Euler módszerrel adjunk becslést az y(1) értékre ha
x ∈ [0, 1] esetén tudjuk, hogy y′(x) = y(x) + 1 és y(0) = 0. A lépésköz
legyen 0.25.

Megoldás: A 3.5 alfejezet jelöléseit használjuk.

f(x, y) = y + 1, h = 0.25 =
1

4

xi yi

i = 0 0 0
i = 1 0.25 = 1

4 0 + 1
4 · f(0, 0) = 0 + 1

4 · 1 = 1
4

i = 2 0.5 = 1
2

1
4 + 1

4 · f
(

1
4 ,

1
4

)
= 1

4 + 1
4 ·

5
4 = 9

16
i = 3 0.75 = 3

4
9
16 + 1

4 · f
(

1
2 ,

9
16

)
= 9

16 + 1
4 ·

25
16 = 61

64
i = 4 1 61

64 + 1
4 · f

(
3
4 ,

61
64

)
= 61

64 + 1
4 ·

125
64 = 369

256 ≈ 1.44

Tehát azt kaptuk, hogy y(1) ≈ 1.44.
Megjegyzés: A kezdetiérték probléma analítikus megoldása:

y(x) = ex − 1, így y(1) ≈ 1.72.

71. ábra. Az analítikus és a numerikus megoldás
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4.3.26. Feladat. Rajzoltassuk ki a 4.3.25 Feladatban szerepl® di�erenciál-
egyenlet iránymez®jét, valamint a kezdeti feltételt teljesít® megoldást szoft-
verrel!

Maple programmal:

4.3.27. Feladat. Rajzoltassuk ki szoftverrel a 4.3.25 Feladatban szerepl®
di�erenciálegyenlet analítikus és numerikus megoldását, valamint készítte-
sünk táblázatot az egyes lépésközökben becsült értékekr®l!

Maple programmal:
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