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1. Bevezetés

A P vs. NP probléma a bonyolultsagelmélet teriiletének meghatirozo problémaja. A
kérdés onmagaban véve nagyon egyszert, minddssze két halmaz egyenl&ségére vonatkozik.
A kimondasdhoz nem sziikséges sok matematikai elGismeret. JelentGségének és igazi
Osszetettségének megértése azonban minden, csak nem egyszert.

A szoban forgo két halmaz két bonyolultsagi osztéaly, (amelyek pontos definiciojat a
késébbiekben fogjuk megadni), azaz a halmazok elemei problémék. A bonyolultsagelmélet
a problémak bonyolultsdgat vizsgalja abbol a szempontbdl, hogy a megoldasukhoz mennyi
sziikséges egy adott eréforrasbol, példaul idébsl. Az, hogy egy problémat "konnytinek"
vagy "nehéznek" nyilvanitunk, szorosan Osszefligg ezen két osztallyal.

A probléma sok mas kérdéssel all kapcsolatban. Nem kevés problémardl sikeriilt mar
belatni, hogy valojaban ekvivalensek a P vs. NP-vel. A kérdés kozponti voltat mi sem
bizonyitja jobban, mint hogy szamtalan kiilonb6z6 megfogalmazasban latott méar napvila-
got. Nem csupéan az elméleti jelentGsége hatalmas, a megfejtésének nagyon nagy gyakor-
lati kovetkezményei lennének. A P=NP allitas konstruktiv bizonyitasa oridsi valtozasokat
hozhatna a szamitastudoméany minden teriiletén. Képesek lennénk olyan feladatok gyors
és hatékony megoldasara, amelyek ma reményteleniil nehéznek tinnek. Vegyiik példaul
az elektronikus pénziigyi akcioknal elterjedt RSA titkositasi rendszert. Jelenleg a rend-
szer biztonsagos, mivel a megfelel§ kulcs nélkiil a dek6dolasra nem ismert olyan hatékony
algoritmus, amely belathaté idén beliil mikodne. Egy ilyen bizonyitas egyben egy ilyen
algoritmus lefrasat is megadné. Sajnos mint azt latni fogjuk, egy ilyen bizonyitis egyre
valoszintitlenebbnek és elérhetetlenebbnek tiinik. Ha a bizonyitas nem lenne konstruktiv,
aminek jelenleg igen nagy esélyt tulajdonitanak, az is elég lenne ahhoz, hogy megbi-
zonyosodjunk a keresett hatékony megoldasok létezésér6l. A P # N P-re mutato jelek
komoly tulsalyban vannak, de a tény, hogy rengeteg rdutalé jel ellenére sem sikeriilt min-
dent eldontd bizonyitast talalni, azt mutatja, hogy a kérdés joval mélyebb, mint azt elsG

rdnézésre meg lehetne réla mondani.



A P vs. NP fontossagat jol példazza, hogy helyet kapott a 2000-ben 6sszeallitott Mil-
lennium Prize Problems kozott. Ezen hét probléma mindegyike a matematika nagy megol-
datlan kérdése, jelentGségiikben a Hilbert-problémakhoz mérhet&ek, amelyek meghataroztak
a huszadik szazad matematikajanak fejlédési iranyat. Ez a hét kérdés hasonlo szerepet jat-
szhat a huszonegyedik szédzad tudoményos térténelmében, és ennek elGsegitése érdekében
a Clay Mathematics Institute barmelyik megoldasaért egymillio dollaros jutalmat ajan-
lott fel. A probléméak megoldasanak gyakorlati jelentGsége ennél a "jelképes Gsszegnél" is
joval tobbet ér.

A P vs. NP nagyjabol negyven-6tven évnyi torténelme soran mar az egyes részmegoldé-
sok felé vezetd 1t is meglehet&sen rogos volt. A megoldésara tett kisérletekhez eszkdzok és
modszerek széles skalajat talaltak ki. Ezek koziil nem keveésrdl sikeriilt belatni, hogy vagy
csak specialis esetekbe nyerhetiink veliik betekintést, vagy teljesen alkalmatlanok a prob-
léma eldontésére. Hamar felmeriilt annak a lehet&sége is, hogy a kérdés eldonthetetlen.

A P vs. NP probléma komoly figyelemnek 6rvend. Ebben a szakdolgozatban Gssze
kivinom gytjteni a megismeréséhez sziikséges f6bb ismereteket, és a teriilet hozza kapc-
solodo fontosabb eredményeit. A bonyolultsagelmélet sziikséges alapfogalmainak attek-
intése utan szot ejtek a probléma torténelmérdl, majd a megoldési kisérletek fontosabb
irdnyvonalairél. A dolgozatban sz6 esik az NP-teljes problémak jelentéségérsl, a Chomsky-
hierarchia P illetve NP-hez képesti viszonyarol, az ordkulumos Turing-gépek tulajdonsa-
gair6l valamint néhany eredményrsl a Boolean-halozatok teriiletén. FEzek mellett mel-
lekelek egy Java nyelven irt programot, amellyel Turing-gép (mind determinisztikus, mind

nemdeterminisztikus) és veremautomata miikodését lehet szimulalni. A programhoz irt

<0,



2. Alapvetd ismeretek

A P vs. NP probléma megfogalmazasahoz mindenekelGtt sziikséges néhany szamitaselméleti
alapfogalom ismerete. Ebben a részben attekintem azokat az alapvets definiciokat, melyek
a probléma kimondasahoz elengedhetetlenek.

Az algoritmus fogalmanak nem létezik matematikai definici6ja. Algoritmus alatt al-
talanosan fogalmazva egy feladat megoldasara alkalmas, meghatarozott 1épések véges
sorozatat értjiik. Ez onmagéban nem elegendé arra, hogy az algoritmusok preciz matem-
atikai vizsgalatat lehetévé tegye, ehhez sziikségiink lesz az algoritmusok egy (lehetéleg

minél altalanosabb) modelljének megadasara.
Definicié: Turing-gép
A T Turing-gép alatt értsiik a

T =< k7Q727QO7q)>

otost, ahol k a gép szalagjainak szama ( k& > 1 egész), Q egy nem iires véges halmaz,
a belsd allapotok halmaza, ¥ szintén egy nem iires véges halmaz, a szalagabécé, gy € @) a

kezddallapot, ® pedig az d4tmenetfiiggvény, melynek alakja
k Qx Y Mk
Q) xX —2

M={balra, helyben, jobbra}

A gép szalagjai cellakra vannak osztva, melyek mindegyike egy szimboélumot tartalmaz
a szalagabécé készletébsl. A szalagokat mindkét iranyba végtelen hosszinak tekintjik.
Minden szalag egy "ir6-olvaso fejjel" van ellatva, amely a szalag "aktualis" cellajat jeloli

ki. Ezen kiviil a gép rendelkezik egy belsd allapottal, amelynek lehetséges értékeit a Q



halmaz tartalmazza. A Turing-gépet determinisztikusnak hivjuk, ha atmenetfiiggvénye
egyértelmi (azaz egy adott baloldalhoz csak legfeljebb egy jobboldal létezik). Ez valodi
részhalmaza a nemdeterminisztikus Turing-gépeknek, amikre ezt a feltételt nem szabjuk

ki. (azaz az atmenetfiiggvény egy baloldaldhoz akarhany jobboldal tartozhat)
Definici6é: Turing-gép konfiguraciéja
A Turing-gép egy konfiguracioja alatt egy szot értiink, melynek szerkezete:

y* kzk
w € QXH#)
A sz06 tartalmazza a gép jelenlegi belsd allapotat, a szalagok tartalmét valamilyen médon
(pl. "#" jellel) elvalasztva, és tartalmazza, hogy az egyes szalagokon az I/O (ir6/olvaso)

fejek hanyadik cellan allnak.

A Turing-gép a ¢ &altal meghatarozott médon megy at egyik konfiguraciobol a masikba.

A T Turing-gép egy lépésben atmegy a K konfiguraciobol a Ky-be (K7 — K3) , ha
K1 = qua11012...010, #0201 Q22...Qopy ... F A1 k2. .. Qo F O Qg Ol

Kz = q2b11b12...b1p, #b21b22.. .ban, #... #bk1 bk . Ok, #5152 B

D(q1, U101, W2,005 -5 Qkay) = (425 01,015 02,05 s Dk g M1, My ooy M)
Gi=a;+m; (i=1,....,k) m;=-1,0,1

bz’j = Qyj ha] 7& a5 j = 1,...,TLZ‘

Egy lépés soran a Turing-gép jelenlegi belsé allapotéanak és az 1/0 fejek alatti szim-

bolumok fliggvényében megvaltoztatja belsé allapotat valamint a beolvasott cellak tar-



talmat, majd az [/O fejeket (egyméastol fliggetleniil) vagy egy cellaval balra mozditja, vagy
helyben hagyja, vagy eggyel jobbra mozditja.

Definicid: Szamitas

A K, Ky, K, konfiguricié sorozatot a T Turing-gép egy szamitasanak nevezziik, ha mind

szabalyos konfiguraciok, és K; — K, teljesiil i =0, ...,n — 1-re.
Egy konfiguraciot kezddkonfiguracionak neveziink, ha

K = qouiH#ws...w;1*

ahol wy,...,w, a T gép bemenete.

A Turing-gép megall K-n, ha AK' : K — K'.

A T Turing-gép a w bemenetre a w’ valaszt adja, ha 3K, ..., K, szamitas, ahol K, kezdd

konfiguracio, K,-n megall a gép és K, = qu'# N\ FI#1F

Ha a Turing-gép determinisztikus, akkor a szamitas egyértelmt, egy bemeneti szora csak
egy dton halad. Ha a gép nemdeterminisztikus, akkor szamitasi fa épiil fel, ahol az
elagazasok a nemdeterminisztikus valasztési lehetGségeket reprezentaljak.

Definicié: Elfogadé Turing-gép

A

T =< k7Q727QO7CD7F>



Turing-gépet elfogado Turing-gépnek nevezziik, ahol F' C Q).

F az elfogado allapotok halmaza. Ha a gép F-beli allapotba keriil, akkor a szamitéas véget
ér. Determinisztikus esetben a Turing-gép elfogadja a w szot, ha a szamitas végén elfo-
gado allapotban all meg. Nemdeterminisztikus esetben akkor fogadja el, ha létezik olyan

levélelem a szamitasi faban, amely elfogadé allapotban allt meg.

Definicié: A Turing-gép altal felismert nyelv

A T Turing-gép felismeri az L nyelvet, ha pontosan L € ¥* szavain all meg elfogadd
allapotban. Tehat:

T elfogadja w—t —we L (L= L(T))

Ha a géptdl megkoveteljiik, hogy minden bemeneten megalljon, akkor rekurziv nyelvrél
beszéliink. Ha csupan annyit koveteliink meg téle, hogy az L nyelv szavait biztosan alljon
meg elfogadé allapotban, az L-en kiviil esé szavakat pedig vagy utasitsa el, vagy fusson

végtelen ideig, akkor rekurziv felsorolhato nyelvrél beszéliink.

Ha a T Turing-gép a w bemeneten megall és kozben a Ky, ..., K, szamitast végzi, akkor

azt mondjuk, hogy a T a w szon n lépésben megall.

Definici6: Id6bonyulultsag

Legyen a t : N — N fiiggvény a T Turing-gép idébonyolultsdga, ha V|w| < n-re T

legfeljebb t(n) lépésben megall. Ha a gép nemdeterminisztikus, akkor ennek a feltételnek

a legrovidebb elfogado6 szamitasra kell teljesiilnie.



Definicié: Tarbonyulultsag
Legyen a s : N — N fiiggvény a T Turing-gép tarbonyolultsaga, ha V|jw| < n-re T
miikodése kozben a szalagokon szerepld szavak osszhossza legfeljebb s(n). Nemdetermin-
isztikus esetben itt is a legrévidebb elfogadd szamitasnak kell ezt teljesitenie.
Az id6- és tarbonyolultsag fogalmanak segitségével képesek vagyunk bonyolultsagi os-
ztalyokat definialni. Ezekkel az osztalyokkal a nyelveket csoportositjuk aszerint, hogy az
6ket megold6 algoritmusok id6- illetve tarbonyolultsaga milyen.

Definici6: Time(f)

Legyen f : N — RT monoton novekvs fiiggvény. Definialjuk a Time(f) halmazt a

kévetkezSképpen:

Time(f) = {L|3T determinisztikus Turing—gép, L = L(T'), T id6bonyolultsiga O(f(n))}

azaz legyen Time(f) azon nyelvek halmaza, melyekhez létezik determinisztikus Turing-

gép amely pontosan az adott nyelvet ismeri fel és az idébonyolultsaga O(f).

Definici6: Space(f)

A Time(f) mintajara definidljuk a kovetkezsképpen:

Space(f) = {L|3T determinisztikus Turing—gép, L = L(T), T tarbonyolultsaga O(f(n))}

azaz legyen Space(f) azon nyelvek halmaza, melyekhez létezik determinisztikus Turing-



gép amely pontosan az adott nyelvet ismeri fel és a tarbonyolultsaga O(f).

Ezen halmazokhoz hasonld6 modon definidljuk még az NTime(f) és NSpace(f) halma-
zokat, melyek csak annyiban térnek el a fenti két definiciotol, hogy nem koétjiik ki, hogy
a felismeré Turing-gépnek determinisztikusnak kell lennie. Nyilvanvaloan Time(f) C
NTime(f) és Space(f) € NSpace(f), hiszen a determinisztikus Turing-gépek a nemde-
terminisztikus Turing-gépek részhalmaza, minden determinisztikus gép felfoghaté specialis
nemdeterminisztikus gépként is. Erdemes megjegyezni az Time(f) C Space(f) dsszefiig-
gést is, amely egyszeriien abbol kévetkezik, hogy f(n) id6 alatt az algoritmus biztosan
nem tud k*f(n)-nél tébb tarat felhasznalni, hiszen minden lépésben minden szalagon
legfeljebb egy cellat mozdulhat el. Ezzel a tarmennyiséggel definicié szerint beleesik
a Space(f) halmazba. Vegyiik még észre, hogy mivel a definiciokban O(f) szerepel,
Time(ag*nf + ...+ a, *nk ) = Time(n*) és Space(a0xn*1+ ...+ am=*n*m) = Space(n*),
azaz polinomok esetében nem szamitanak az egyiitthatok, és a legnagyobb kivételével a
kitevék sem. Ha az n kell6en nagy, a polinom névekedési iitemét a legnagyobb kitevs
fogja dominansan meghatarozni, az egyiitthatok és a kisebb kitevék pedig elhanyagol-
hatova valnak.

Végre pontosan definidlhatjuk a P illetve NP osztalyokat.
Definicié:
P =2, Time(n")
NP =2, NTime(n")
Azaz legyen P a determinisztikus Turing-gépeken a bemenet hosszahoz képest polinomiélis

id§ alatt felismerhetd nyelvek halmaza, NP pedig a nemdeterminisztikus Turing-gépeken

a bemenet hosszahoz képest polinomidlis id§ alatt felismerhets nyelvek halmaza. Mivel

10



minden determinisztikus gép tulajdonképpen egy specilis nemdeterminisztikus gép, azon-

nal kovetkezik, hogy P C NP.

Hasonl6 moédon definidlhatok az L és NL osztalyok, melyek a logaritmikus tarbonyolult-

sagu osztalyokat jelolik:

L=Space(log n)
NL=NSpace(log n)

Valamint az EXP és NEXP osztalyok, melyek az exponencidlis ideji problémakat tar-

talmazzak:
EXP =J*, Time(2")
NEXP = J*,NTime(2")

A probléma els6 megfogalmazésa tehat igy hangzik: a polinomidlis idd alatt felismert
nyelvek tekintetében kilonbozik-e eqymdastol a determinisztikus és nemdeterminisztikus
Turing-gépek esete?

Elgszor is nézziikk meg, miért pont az id6bonyolultsig az, ami ennyire fontos sza-
munkra, és nem a tarbonyolultsag? Az algoritmusok tekintetében az idével joval "békeziibben"
szoktunk banni, mint a tarral. A nagy tarigényt a gyakorlatban nehezebb teljesiteni,
mint a nagy idGigényt. Természetesen definidlhatunk a P és NP osztalyoknak analog,

polinomialis tarigényt osztalyokat:

PSPACE = ;2 Space(n*)
NPSPACE = ;2 NSpace(n*)

11



Az régton nyilvanvalo, hogy P C PSPACE, a Time(f) C Space(f) allitas egyenes
kovetkezménye. Hasonloképpen, NP C NPSPACE.
A kérdés tehat a determinizmus és a nemdeterminizmus kozotti kiilonbségrsl szol.

Lassuk be most azt, hogy ez a kiilénbség a tarigény esetében nem szamottevd.

Tétel: Savitch-tétel

Ha f(n) jol szamolhato fiiggvény, és f(n) > log n, akkor NSpace(f) C Space(f?).

(Egy fiiggvényt jol szamolhatéonak neveziink, ha létezik olyan Turing-gép, amely f(n)-
et O(f(n)) idg alatt kiszamitja.)

Bizonyitas:

Legyen T egy olyan egy szalagos nemdeterminisztikus Turing-gép, amelynek tarbony-
olultsaga f(n). Rogzitsiik a bemenetek n hosszat. A gép helyzetén értsiik a (g,p,h) har-
mast, ahol g a gép jelenlegi allapota, p az 1/O fej pozicidja (—f(n) < p < f(n)), h pedig
a szalag tartalma. Elegendd azt a 2f(n) nagysagu darabjat vizsgalni a szalagnak, amelyet
a p "megcimez", az f(n) tarbonyolultsagt szamitas soran a gép sosem fogja ezt a teriiletet
elhagyni. A helyzetek szama |Q| * 2f(n) * |22 f(n) € O(f(n)|Z|*f(n)), ahol Q az allapo-
tok halmaza, ¥ pedig a szalagabécé. Minden helyzet kodolhato egy O(f(n)) hossziusagi
szoval. Keészitsiik el azt a G irdnyitott grafot, amelynek cstcsai a helyzetek, és az u
csicsbol a v cstcsba akkor vezet él, ha az u helyzetbdl a v helyzetbe a gép egy legalis
lépése vezet. Vegyiink fel még egy vy csticsot, amelybe vezessen ¢l minden olyan csticsbol,
amely olyan helyzetet kddol, amiben a gép elfogad6 allapotban all meg. Legyen u, az x
bemenetnek megfelels induld helyzet. Az x sz6 akkor és csak akkor van L(T)-ben, ha a
G grafban az u, csticsbol irdnyitott Ut vezet a vy csticsba.

Mivel a G graf igen nagy, tekintsiik agy, hogy egy "ordkulummal" van megadva. Ett6l

az ordkulumtol egy Turing-gép egy lépésben meg tudja kérdezni, hogy két csiics kozott

12



létezik-e iranyitott ¢l az els6bdl a masodikba. Tegyiik f6l, hogy ordkulummal adott a
G iranyitott graf a p hosszu szavak halmazan. Ekkor létezik olyan Turing-gép, amely
adott u, v csucsokhoz és q természetes szamhoz legfeljebb qp+q*log q felhasznalasa-
val eldonti, hogy G-ben vezet-e u-bol v-be legfeljebb 29 hosszu irdnyitott ut. Bizonyit-
suk ezt be q szerinti teljes indukcioval. A g = 0 esetben a megoldas trivialis, csak az
orakulumot kell megkérdezni u és v csicsokra. Legyen g > 1. Készitsiink egy Turing-
gépet, amely a kovetkez6 moédon miikodik: mésolja &t v-t és -t egy mésik szalagjara,
v helyére irjon egy w szot, -t csokkentse eggyel, és rekurziv moédon dontse el, hogy
vezet-e 2971 hosszi Gt u-bol w-be. Ha nem, akkor probalkozzon 1j w-vel. Ha igen,
akkor déntse el, hogy vezet-e 2971 hosszti it w-b6l v-be. Ha nem, irjon fel egy 4j w-t
és kezdje tjra a folyamatot. Ha igen, akkor belattuk, hogy vezet legfeljebb 29 hossza 1t
u-bol v-be. Ha minden w cs6dot mondott, akkor nem létezik ilyen ut. A megfelel6 w
szavakat konnyen lehet példaul lexikografikus sorrendben generalni, ehhez nem kell kiilén
tar. Az algoritmus két rekurzivan miikodé része hasznalhatja ugyanazt a tart, igy ez csak
(q—1)p+(g—1)log (¢ —1) < (¢ —1)p+ (¢ — 1)log g tar. Ehhez jon még a p és g
"kimentéséhez" sziikséges p+log q tar. Tehat a gép képes eldonteni gp + g * log g tarral,
hogy létezik-e megfelel§ hossza 0t u és v kozott.

Vegyiik még észre hogy az, hogy a G graf két csticsa kozott vezet-e él, tar igénybevétele
nélkiil konnyen eldonthetd. Tehat a fenti eljaras alkalmazhato p,q € O(f(n)) értékekkel.
Ilyen nagyséagn értékekkel meghivva az algoritmus a teljes G grafot képes lesz atvizsgélni.
Tehét az algoritmus pg + q * log ¢ € O(f?(n)) téarral eldénti, hogy u,-b6l vy-be létezik-e
iranyitott ut, azaz hogy x eleme-e L(T)-nek. Ezzel az allitast belattuk.

Savitch tételének egyenes kiovetkezménye, hogy PSPACE=NPSPACE. Tarbony-
olultsag tekintetében tehat semmit sem nyeriink a nemdeterminizmussal, azaz nem lesziink
képesek tobb nyelvet felismerni, ha determinisztikus gépek helyett nemdeterminisztikusakat
hasznalunk. Sajnos mint azt 1latni fogjuk, az idébonyolultsag tekintetében a helyzet kozel

sem ilyen egyszert.
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Miért is fontos szamunkra pont a polinomidlis id6bonyolultsag? Erre a kérdésre adott
vélasz szorosan Osszefiigeg azzal, hogy mit is tekintiink "értelmesen kezelhets" problémé-
nak, mi az ami megkiilénbozteti a "konnyii" feladatokat a "kezelhetetleniil nehéz" felada-
toktol.

Erdemes megjegyezni, hogy a bonyolultsagelmélet fejlédésével a "jol kezelhets prob-
léma'" fogalma egyre csak szikiilt. Eleinte minden probléma amely nem eldénthetetlen
ilyennek mindsiilt. Kés6bb ez lesztikiilt a rekurziv nyelvek osztalyara, hiszen egy ilyen
nyelvet eldontd algoritmus biztos nem fut végtelen ideig, biztosan valaszt ad barmilyen
feltett kérdésre. Megint kés6bb a véges magassagi exponencialis tornyokkal kifejezhetd
idébonyolultsag lett az, amit elfogadhatonak véltek.

Végiil a figyelem kdzéppontjaba a P bonyolultsagi osztaly keriilt. A gondolat, miszerint
azt az algoritmust tekintjiik hasznalhatonak gyakorlati szemponthol, amelynek id6bony-
olultdga polinomidlis, Cobham-tézis néven ismert. Emellett tobb gyakorlati érv is szol.
Mindenekel6tt minden p(n) polinomialis fiiggvény nyilvanvaloan lassabban né minden
e(n) exponencialis figgvénynél, ha n elég nagy, ezéltal a fiiggvény hosszabb bemeneteken
is hasznalhaté marad. A legtobb gyakorlati jelentGsséggel bird polinomidlis algoritmusnak
elég kicsi a bonyolultsag fiiggvényben szerepl6 kitevGje ahhoz, hogy a szamunkra érdekes
bemenet hosszakon a futéasi id6 kezelheté maradjon. Ez az exponencialis esetben nem
mondhato6 el. A P osztaly ezen kiviil robosztus sok atalakitéssal szemben. Az egyszala-
gos Turing-gép f%(n) id6 alatt képes szimulalni egy tobbszalagos, f(n) idé6bonyolultsigi
gép mikodését, igy a szalagok szdma nem befolyasolja azt, hogy a felismert nyelv P-
ben van-e. Az osztaly akkor sem valtozik, ha a Turing-gép helyett egy masik gyakran
hasznalt szamitasi modellre, a RAM-gépre tériink 4t (amelynek szamitasi ereje bizonyi-
tottan ekvivalens a Turing-géppel, {6 kiilonbsége a Turing-géptsl a koézvetleniil elérhetd
memoria, amely altal a modell kozelebb &ll a valos szamitogépek miikodéséhez). Ezek a
tulajdonsagok hatékonyan vizsgalhatova teszik az osztélyt. Az osztaly sok természete-

sen felmeriil§, nagy gyakorlati jelent&ségii probléméat tartalmaz (ezekre késébb példakat
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is latni fogunk), igy viszonylag jol lefedi az "értelmesen kezelhets" probléma fogalmatol
elvartakat. Ezen kiviil a P vs. NP probléma t6bb més felmeriilt probléméval is ekvivalens,
azaz igaz vagy hamis volta eldontené a kapcsolodo problémat is és viszont (a probléma
kiillonboz6 egyenértéki megfogalmazésairol a késébbiekben még szo esik).

Mindezek ellenére a Cobham-tézis ellen is szélnak érvek. Egyfel6l vannak nagyon is
jelent6s problémak, melyekrdl bizonyitott (vagy erésen sejtett), hogy megoldasuk kiviil
esik a polinomiélis id6n. Ilyen példaul az utazd iigynok probléma, amely soran egy graf
minden éléhez egy koltséget rendeliink és keressiik a minimalis koltségii Hamilton-kort.
Masfelsl egyes exponencidlis id6t igyényls algoritmusok idGigényének novekedése nem je-
lent&sen nagyobb a polinomialis algoritmusokéndl, igy "hasznalhatatlannak" mindsitése
gyakorlati szempontbdl félrevezets. Hasonloképpen egyes polinomialis algoritmusok bony-
olultsdgaban a polinom kitev@je bizony olyan nagy, hogy az algoritmus hasznalhatatlan a
szamunkra érdekes bemenethosszakon. S6t, bizonyitott, hogy az idGhierarchia semmilyen
magassaghan nem omlik 0ssze, vagyis tetsz6leges k kitevére 1étezni fog olyan nyelv, amely

eleme P-nek, de nem eleme Time(n*)-nak. Ezt fogalmazza meg az Idéhierarchia tétel.

Tétel: Ha f(n) teljesen id6konstrualhato, és g(n)(log g(n))=o(f(n)), akkor van olyan nyelv

Time(f)-ben, amely nem eleme Time(g)-nek.

(Egy fliggvényt teljesen id6konstrualhatonak neveziink, ha létezik olyan Turing-gép, amely
minden n hossztt bemeneten pontosan f(n) lépést végez. Ez minden legalabb linearis poli-

nomialis fliggvényre teljesiil.)

Bizonyitas: Konstrualjunk olyan M determinisztikus Turing-gépet, amelyre L(M) €
Time(f) és L(M) ¢ Time(g). M a kovetkezSképpen miikodjon: a w input szot kezelje
ugy, mint az M’ Turing-gép kodolasat, majd szimuldlja az M’ miikodését w-n. Itt egy
nehézséghe iitkozlink: M szalagjainak szama rogzitett, de a szimuldlandoé M’ szalagjainak

szama tetszéleges lehet. Tudjuk viszont azt, hogy egy kétszalagos Turing-gép akarhany
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szalagos gép miikodését képes szimulalni c¢*g(n)(log g(n)) id6 alatt, ahol g(n) a szimula-
land6 gép id6bonyolultsiga és ¢ a szimuldland6 géptdl fiiggs konstans.

Hogy biztositsuk, hogy M’ szimulaci6ja nem 1épi til az f(n) idskorlatot, M ezzel
parhuzamosan szimulélja egy olyan gép mikodését, amely pontosan f(n) lépést tesz n
hosszti bemeneteken. (ilyen biztosan létezik, hiszen f(n) teljesen idékonstrualhaté). Pon-
tosan f(n) 1épés utan M megall. M csak akkor fogadja el w-t, ha M’ szimulacioja mér be-
fejez6dott és az elvetette w-t. M’ kodolasat megadhatjuk agy, hogy a hossza tetsz6legesen
nagy legyen, tehat biztosan létezik olyan hosszt w kodolasa, hogy c¢x* g(|wl|)(log g(|w|)) <
f(Jw]) teljesiiljon, hiszen g(|w|)(log g(|w])) = o(f(Jw]|)). Ekkor a szimulacio be fog fe-
jezddni idében. Ilyenkor w akkor és csak akkor lesz eleme L(M)-nek, ha nem eleme
L(M’)-nek. Tehat L(M) # L(M’) minden g(n) idébonyolultsagn M’-re. Kovetkezéskép-
pen L(M) eleme Time(f)\Time(g)-nek. Ezzel az allitast belattuk.

Az IdgGhierarchia tétel bizonyos szempontboél ellenérvként is felfoghat6é a Cobham-
tézissel szemben, hiszen kimondja, hogy bizony létezik olyan nyelv, amelynek felismeréséhez

1000 §d6 sziikséges. Nem tehetiink tehéat egyenlGséget a P osztaly és a "jol kezel-

példaul n
het6 probléma" fogalma kozé, viszont eléggé kozel all hozza, hasznos tulajdonsagokkal bir

és kell6en intuitiv ahhoz, hogy az algoritmusok hasznalhatosdganak mércéje legyen.

Miel6tt tovabbhaladnénk, lassunk még egy tételt, amely fontos a nemdeterminisztikus
szamitasok jelentésének megértésében, és amely segit a probléméat egy mas, bizonyos szem-

pontbol sokkal elegdnsabb modon megfogalmazni.

Tétel: Tanu tétel

Az L rekurziv nyelv akkor és csak akkor eleme NP-nek, ha létezik olyan L’ P-beli nyelv,
hogy Vw € L : Fv, hogy|v| < clw|* valamilyen L-t6l fiiggs ¢,k>0-ra, és w#v € L. Azaz,

ha egy nyelv NP-beli, akkor létezik hozza egy olyan rovid (a szohoz képest polinomialisan
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hosszti) "tanu", amellyel kiegészitve a nyelv P-beli. A "tant" gyakorlatilag azt akarja
bebizonyitani a bironak (az algoritmusnak), hogy a sz6 eleme a nyelvnek. Ha a sz6 nem

eleme a nyelvnek, akkor ez a bizonyiték nem létezik.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy L. eleme NP-nek. Ekkor definici6 szerint létezik olyan T’ nemdeter-
minisztikus Turing-gép, amely pontosan L-et ismeri fel és az id6bonyolultsaga legfeljebb
n* valamilyen k-ra. Ha a w sz6 eleme L-nek, akkor létezik olyan szamitasa T’-nek, ami
w-t legfeljebb n* lépésben elfogadja. A w-hez tartozd v tand io,...,3; ¢ < n*, ahol i;
azt mutatja meg, hogy a legrovidebb elfogad6 szamités j-edik 1épésében a nemdetermin-
isztikus szamitas a tovabbhaladasi lehetdségei koziil melyiket valasztotta. (a lehetségek
maximalis szama a T’ géptdl fiiggd valamilyen d konstans). Ennek hossza, nyilvanvaloan
polinomidlis, hiszen a polinomialis hossztisdgi szamitas minden 1épéséhez egy elemet ren-
del. Most egy olyan determinisztikus T gépet kell alkotnunk, amely szimulalja T’-t poli-
nomialis id6ben. Legyen ez a gép eggyel tobb szalagos, mint T’, a mtikodése soran erre a

szalagra frja at a sz6 tantjat. Az dtmenetfiiggvénye nézzen ki a kovetkezéképpen:

®(q,aq,...,a,b) = (¢, c1, ..., c, b, my, ..., my, jobbra)

Ahol b legyen a tanibol beolvasott bett, (¢, cq,...,cx,mq,...,mg) pedig legyen eleme
d'(q,ay, ..., a;)-nak (T’ Atmenetfiiggvényének) , mégpedig pontosan a b-edik valasztasi
lehetGség. Azaz

(I),<Q7a1;--~7ak> = {qlcllcm-~-Clkm11m12~--m1k7---7QScslcSQ---Cskmslm32-~-msk} q = qci =

Cpiy T = My, 1= 1,2, Lk

T mitkodése determinisztikus, id6bonyolultsaga a tant hosszaval ardnyos, és csak akkor

fogadja el w#wv-t ha T’ elfogadja w-t. Tehat ha a nyelv NP-beli, akkor biztosan létezik
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hozza polinomialisan hosszti tant. Most forditsuk meg az allitast: ha a nyelvhez létezik
polinomialisan hosszu tani, akkor NP-beli.

Allitsunk el egy nemdeterminisztikus gépet, amely a kovetkezé modon mitikodik:
elGszor is a szalagjan kezdje el elGallitani az Gsszes lehetséges tanit, amit irjon a be-
meneti szava utan: irjon nemdeterminisztikus modon bettiket egymés utan, és ennek
nemdeterminisztikus Gton vessen véget egy tetszGleges ponton, de legkés6bb amikor a sz6
hossza elérte a megfeleléen nagy |w|* hosszt valamilyen a nyelvtél fiiggs k-ra. Ez poli-
nomialis id6t vesz igénybe, hiszen v hossza polinomialis. A szamitasi fa egyes again tehat
el6all az Osszes lehetséges szoba johets w#v sz6. Ezutan a gép szimuldlja az el6bb leirt
determinisztikus gép miikodését a w#v szavakon. Mivel az Gsszes lehetséges szot felirtuk,
a fa egyik 4gan a helyes w#wv sz6 fog szerepelni, amit a determinisztikus gép elfogad, és
kovetkezésképpen a nemdeterminisztikus gép elfogadja a w szot. Ha w ¢ L, akkor helyes
tanti nem létezik, igy a szamitéasi fa egyik agan sem fog elfogad6 szamitas sziiletni, a szot
pedig a gép elveti. A miikodés elss (v szavakat felird) és masodik (T-t szimulalo) szakasza
is polinomidlis id6ben fut, tehat a kett6 osszege szintén polinomidlis lesz. Ezzel az allitast

belattuk.

Lathato, hogy az NP-beli probléméhoz igy elGallitott determinisztikus gép nem tesz
mést, mint lekdveti a taniiban megadott szamitast, tehat a bird egyszertien ellenérzi a tant
bizonyitékait. A gyakorlatban a tantinak nem feltétleniil sziikséges a szamitési folyamatot
kodolnia. Célszertien hasznalhatjuk taniként az adott probléma megoldasét, ilyenkor
az algoritmus feladata pedig a megoldas helyességének ellenérzése. Példaul legyen a
feladat az, hogy egy szdmrol belassuk, hogy nem primszam. Ilyenkor a tand lehet a
szam egy valodi osztoja. Ez a tani nyilvan kellGen révid, az algoritmus pedig egysz-
eriien elosztja az adott szamot a tanuval, és megnézi, hogy a maradék nulla-e, ami kon-
nytszerrel elvégezhets polinomiélis id6ben. Ha pedig a szam primszam, akkor ilyen tanu
egyértelmien nem létezik. Fzzel be is lattuk, hogy egy szam Osszetett szam voltanak

eldontése NP-beli probléma.
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Ha a P osztalyt a "konnyen megoldhaté" problémék osztalyanak tekintettiik, akkor
ezen tétel értelmében az NP-t tekinthetjiik a "kénnyen ellenérizhet6" problémak oszta-
lydnak. Ekkor a P=NP kérdés a kivetkezSképpen fogalmazhatdé meg: Bebizonyitani egy

dallitdst nehezebb-e, mint leellendrizni eqy dllitdst?

Attekintettiik a probléma kimondéasahoz sziikséges alapvets fogalmakat, és kimondtuk
a probléméat két alapvets alakjaban. A késGbbiekben még latni fogjuk a probléma més
szemszoghdl torténd megfogalmazasait, és a megoldasara tett probalkozasok eszkozeit, az
ezekhez sziikséges definiciokat pedig veliik parhuzamosan fogjuk megadni.

Most, hogy mar ismerjiik a problémat magat, tekintsiink ki a probléma térténelmére.

3. A P vs. NP probléma torténelme

A problémak megoldasanak trivialis moédja az Osszes elképzelhets lehetGség atvizs-
galasa. A legtobb természetes tton felmeriilé probléma megoldhato ilyen médon, de az is
nyilvanvalo, hogy ha a szamba veendd lehetGségek szama kell6en nagy, akkor ez a megoldas
nem praktikus. A "brute force" modszer ezen hidnyossagat hamar felismerték, és egyes
specialis esetekben sikeresen talaltak megfelelGen hatékony keresGalgoritmust. Az algo-
ritmusok teriiletének egy korai eredménye volt az a felismerés, hogy a brute force keresés
folyamata fiiggetlen a konkrét problématol.

Godel egy Neumannhoz irt 1956-0s levelében mar emlitést tesz errél: arr6l elmélkedett,
hogy mennyi idGbe telne egy Turing-gép szaméra leelenérizni, hogy egy logikai formula-
nak létezik-e n hosszu levezetése. Afeldl is érdeklédik, hogy altalanos esetben mennyire
lehetséges javitani a keresési folyamat teljesitményén a brute forcehoz képest. Neumann
valasza nem ismert, de munkassaga alapjan valoszintileg nem volt ismeretlen elGtte a
probléma, néhany évvel korabban megjelent cikkében a brute force elkeriilésének mod-

jarol ir specialis esetekben. Az 6tvenes években a kutatok ezen az uton haladtak tovabb:
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algoritmusokat alkottak az egyes problémék hatékony megoldasdhoz, de egyéltalan nem
vetették el a brute force hasznélhatosagat, s6t, bizonyos helyzetekben elkeriilhetetlennek
tartottak.

A hatvanas években nagyszamu cikk sziiletett (pl. [1], [2], [3]), amely az algoritmu-
sok bonyolultsagat a sziikséges lépések szamaként értelmezte a bemenet hosszanak fiig-
gvényében. Ekkoriban sziiletett meg és kezdett terjedni Cobham felfogésa, ami a P oszta-
lyt a konnyen megoldhat6 problémak osztalyaként azonositotta. Az NP osztaly jelentGsége
is ekkor kezdett novekedni, ahogy elkezdték felismerni, hogy milyen nagy szamban talal-
hatoak benne fontos gyakorlati problémak. Ugyanekkor sziiletett a nemdeterminisztikus
szamitasokhoz kapcsolodo tani-bird szemlélet (bar Edmonds eredeti 1965-6s megfogal-
mazasaban az NP metszet coNP osztalyt irja le). A hetvenes évek elején bizonyitottak
be az NP-teljes problémék létezését (ezek olyan NP-beli problémak, amelyekre minden
NP-beli probléma "visszavezethetG", [4], [5]), és Karp ekkor mutatta be huszonegy kiilon-
b6z6 problémarol, hogy NP-teljesek. [6] (Koztiik kozismert és igen fontos probléméakrol
is, mint a Boolean formulak kielégithet&sége és olyan els§ ranézésre meglepd feladatokrol
is, mint a Hatizsak probléma, ahol egy adott teherbirast hatizsdkba pakolunk adott sulyu
és értéki targyakat, a feladat pedig a bepakolt érték maximalizalasa.) Cook volt az els,
aki explicit modon fogalmazta meg a P vs. NP kérdést egy 1971-es cikkében.

Ekkortajt bizonyitottak be a diagonizalas modszerével a tetszGlegesen sok id6t igényls
problémék létezését. Fzt a mddszert lattuk az IdGhierarchia tétel bizonyitasaban, amely
egy olyan nyelvet épit fel, ami definici6 szerint kiilénb6zik minden nyelvtdl, aminek alac-
sonyabb a bonyolultsdga. Ez a nyelv eléggé mesterséges, gyakorlati jelent&sége nincs a tétel
bizonyitasan kiviil. A médszer azonban hasznalhaté példaul annak bizonyitasara is, hogy
egy konkrét probléma kiviil esik a P osztalyon. Példaul a diagonizalas segitségével talan
bizonyithato lenne, hogy egy NP-beli probléma determinisztikus megoldasahoz legalabb
exponencialis id§ sziikséges. Elképzelhetnénk egy polinomiélis nemdeterminisztikus gépet,
amely a szamitéasi gain szimulélja az Osszes polinomidlis determinisztikus gép miikodését,

majd gy épiti fel az elfogadott nyelvet, hogy az biztosan kiilonb6zzon ezektsl. A gon-

20



dolatmenet hibas, ugyanis a nemdeterminisztikus gép nyilvan nem szimulalhat olyan de-
terminisztikus gépet, aminek az id6bonyolultsaga nagyobb a sajatjanal, marpedig ilyen
akarmilyen magas polinomra biztosan létezik. Ehelyett a naiv megoldas helyett talan
létezik olyan ravasz nemdeterminisztikus algoritmus, amely ezt a diagonizalast képes
lenne véghezvinni. Ha létezik is ilyen, az nem konstrualhaté6 meg egyszertd modon, er-
r6l az ordkulumok viselkedése biztosit minket.

Hasznos eszkoz az osztalyok vizsgalatara az orakulum. Az ordkulum egy nyelv, gyakor-
latilag "ingyen tudas", amivel ellatjuk a Turing-gépet. A gép egy lépésben képes megkérdezni
az ordkulumétol, hogy egy bizonyos sz6 eleme-e az ordkulum nyelvének. Minden bony-
olultsagi osztalyhoz alkothato egy hozza tartoz6 ordkulumos osztaly, amely azon nyelveket
tartalmazza, amelyeket az adott ordkulummal ellatott, az eredeti osztalynak megfeleld
gépek képesek felismerni. A hetvenes években bebizonyitottak, hogy létezik olyan oraku-
lum, amellyel ellitva P=NP, és olyan is, amellyel ellatva P # NP [7]. Azok az ered-
mények, amelyek lépésrsl lépésre torténd szimulaciot hasznalnak, mint a diagonizélas
modszere, ordkulummal ellatva is valtozatlanok lesznek, hiszen az ilyen szimuldciéban
az ordkulumot pontosan arra fogjak hasznalni, mint a gép, amelyet éppen szimulalnak.
Tehat egy olyan algoritmus, amely 1épésrél 1épésre torténd szimulaciot hasznal arra, hogy
bebizonyitja P és NP egyenl6 vagy nem egyenlG voltat, akarmilyen orakulum mellett
miikod6képes kell, hogy legyen. Ez azonban ellentmond az el6bb leirt eredménynek. Ilyen
szimulaciot hasznalé modszer biztos nem lesz képes eldonteni a kérdést, azonban 1étezik
masféle, "indirekt" szimulacié is, amely nem minden orakulum esetében marad valtozatlan
([8].[9]). Elméletileg tehat egy ilyen szimulaciot hasznaléd algoritmus képes lehet eldonteni
P és NP helyzetét.

Godel munkéssdga nyoman ismert, hogy akidrmilyen axiémarendszert allitunk is fel,
mindig létezni fog olyan kérdés, amely megvalaszolhatatlan lesz az axiémék segitségével.
Felmeriilt a kutatokban, hogy taldn a P vs. NP kérdés is ilyen, a jelenlegi axiomaktol
fiiggetlen kérdés. Ez azt jelentené, hogy ha P nem egyenl§ NP-vel, akkor a P=NP bi-

zonyitdsdnak nemlétét sohasem tudnank belatni, és hogy ha P egyenld NP-vel, akkor a
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P=NP allitas igazat nem tudnank soha bebizonyitani. Az ordkulumok viselkedése 6n-
magaban is egyfajta fiiggetlenséget sugall. Sziilettek eredmények, amelyek bizonyitjdk a
kérdés fliggetlenségét néhany joval gyengébb, mesterséges axiomarendszertol ([10],[11]),
és olyanok is, amelyek orakulumokat adnak meg, amivel ellatva a kérdés fiiggetlen néhany
erGsebb axiomarendszertdl [12]. A hetvenes években a kérdés matematikai logikai szem-
lélete meglehetdsen elterjedt volt, ugyanis a bonyolultsagi osztalyok egy teljesen més szem-
szOgb6l torténs definidlasat tette lehet6vé. Tobb olyan eredmény is napvildgot latott,
amely bizonyos logikai formuldk halmazéival azonositja az ismerds bonyolultsagi oszta-
lyokat. ([13],]14])

Ha egy probléma bonyolultsaganak als6 hatarat akarjuk meghatarozni, abba a ne-
hézségbe iitkoziink, hogy az algoritmusok egyszertien til sok mindenre képesek. Egy
lehet6ség, amit ilyenkor tehetiink, az az algoritmusok képességeinek valamilyen modon
torténd korlatozasa. Ezt tehetjiik egyfeldl dgy, hogy meghagyjuk a szamitasi modell al-
talanossagat, de egyéb modon korlatozzuk le gy, szamunkra érdekes alsé bonyolultsagi
hatarokat kaphassunk, mésfel6l lekorlatozhatjuk az algoritmus mozgasterét gy, hogy csak
az adott problémahoz sziikséges 1épésekre legyen képes. Ez utobbira példa az a modszer,
amivel egy logikai formularél azt akarjuk belatni, hogy kielégithetetlen. Ha a formulanak
vannak olyan tagjai, amelyek (z A «) és (—x A () alakuak, akkor bevezethetiink egy 1j
(a A B) tagot. A rezolacié akkor ér véget, amikor az iires tagot adjuk a formuldhoz, és
minden kielégithetetlen formula levezethets ilyen modon. Ha minden ilyen levezetésnek
polinomiélis lenne a hossza, abbol az NP=coNP 4llitds kdvetkezne, ami maga utdn vonné,
hogy P=NP.

A probléméak bonyolultsdganak meghatarozasanak egy masik hasznos eszkoze a Boolean
halozatok. A halozatok nagysaga és a hozzajuk kapcsolodd Turing-gép idGbonyolultsaga
kozott szoros Osszefliggés van [15]. Egyszert felépitésiik és konnyen manipulalhato voltuk
miatt jol kutathatoak, tobb kutatd is a halézatokat a legrealisabb esélyesnek a P vs.
NP kérdés eldontését illetGen. A halozatok logikati kapukbol allnak, amiket valamilyen
bazishél valaszthatunk ki (példaul ES, VAGY és NEM), a kapuk pedig logikai értékeket
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allitanak el§ azokbol a logikai értékekbdl, amiket bemenetként kapnak. A folyamat az
inputként megadott értékekbdl indul, ezt olvassik be azok a kapuk, amelyek kozvetlen
osszekottetésben allnak veliik, az igy kapott értékekkel dolgoznak azok a kapuk, amelyek
ezekkel allnak kapcsolatban, és igy tovabb, amig egy olyan kapuhoz nem ériink, aminek
nincs rakdvetkezdje. Ezen kapu értékét tekintjiik a kimenetnek, azaz hogy elfogadta-e
az inputot vagy sem. gy problémahoz nem egy halozatot, hanem egy halézat-csaladot
rendeliink, minden inputsz6 hosszhoz egy kiilon halozatot, amely a probléméat az adott
hosszi bemenetekre megoldja. Tudjuk, hogy minden P-beli problémahoz létezik poli-
nomialis méretd héalozat-csalad. Tehat ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy probléma
nincs P-ben elég megmutatni, hogy szuperpolinomidlis méretd halézatokra van sziikség
a megoldasahoz. Egy egyszert szamoléds alapjan megmutathatjuk, hogy a legtébb Boole
fliggvény kiszamitasdhoz exponencialis méretd haldzatok sziikségesek. Ennek ellenére, je-
lenleg a legjobb alsé korlat, amit egy szamunkra érdekes problémaéara sikeriilt megadni is
csak linearis [16], tehat ez a kozvetlen hozzaallas nem tiinik célravezetének. Természete-
sen itt is lehetGség van olyan megszoritasokat bevezetni, amelyekkel ellatva a halozatok
eléggé lekorlatozddnak ahhoz, hogy szamunkra érdekes eredményekkel szolgéljanak. A
bazis megfelels megvalasztasaval vagy a halozatok mélységének korlatozasaval sikeriilt jo-
val nagyobb als6 hatarokat sikeriilt megkapni. Példaul egy olyan egyszerii feladat, mint
hogy egy binaris sz6 egyes bitjeinek szama paros-e vagy sem, szuperpolinomiélis nagysagu
héalozatokat igényel ha a halozatok mélysége fix [17]. A tobbség fiiggvény, ami egy binaris
szor6l megadja, hogy egyes vagy nullas bitbél tartalmaz-e tobbet, exponencialis méret
halézatokkal adhaté meg, ha a lehetséges bazis ES, VACY, NEM, és PAROS (az elsbb
emlitett parossag fiiggvény) kapukbol all [18].

Erdekesek még a monoton halézatok, olyan halozatok, amelyek nem tartalmaznak
NEM kaput. A monoton hal6zatok pontosan a monoton fiiggvényeket képesek kiszami-
tani (az olyan Boole fiiggvényeket, amelyekre © < y esetén f(x) < f(y) all fenn). Ilyen
héalozatok segitségével a klikk probléma (egy grafrol megmondani, hogy taldlhato-e benne

olyan részgraf, amely teljes graf és a csicsainak szdma egy megadott k, nem mellesleg
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egy NP-teljes probléma) exponencialis méreteket igényel [19]. Ez az eredmény, mint a
teriilet tobb més eredménye is, bizonyitas gyanant egyfajta kozelitési modszert hasznal.
A halozat miikodésének teljes elemzése helyett az egyes kapuk miikodését véltoztatjuk
meg Ugy, hogy a kimenetiik viltozasa a végeredményt csak kis mértékben valtoztassa
meg. Ezutan belatjuk, hogy a végeredmény nagyon is nagy mértékben kiilonbozik az
eredetitdl, tehat a halézatban nagyon sok kapu talalhaté. Felmeriilt a gondolat, hogy
ez a kozelitd eljaras hasznalhato lenne altalanos halozatok esetén is, nem csak monoton
vagy korlatos mélységi halozatok esetén. A modszer altalanositdsanak két lehetGségét
vazoltak fel. Az egyik esetében a kozelit fiiggvények, amelyeket hasznalunk konstans
modon valasztjuk ki és minden halozatnal ugyantgy alkalmazzuk. Ez a mddszer tul
gyenge ahhoz, hogy szamunkra érdekes als6 korlatokat kaphassunk a segitségével. Ha a
kozelitéshez hasznalt fliggvények halmazat fiiggévé tessziik az adott halozattol, akkor mar
kaphatunk érdekes eredményeket, de ennek a viltozatnak az alkalmazasa a gyakorlatban
joval nehezebb. Ha az altalanos halézatokat at lehetne alakitani monoton hal6zatokka tgy,
hogy a méretiik polinomidlisan novekszik, akkor a monoton halézatokon meghatarozott
als6 hatarokat hasznalhatoak lennének altalanos bonyolultsidgi osztalyok jellemzésekor
is. Sajnos ez nem teljesiil, a fent elmitett kozelitési modszerrel sikeriilt belatni azt,
hogy bizonyos P-beli problémak (amelyekhez tehat biztosan létezik polinomialis méreti
halézat) szuperpolinomialis méretii monoton halozatokat igényelnek [20]. Léteznek azon-
ban olyan fiiggvények, amelyekhez tartoz6 halozatok atalakithatok monoton halézatokka
polinomialis novekedés aran. Egy hélozat, amely valamilyen k-ra nulla értéket ad, ha a
bementi szoban az egyesek szama kevesebb, mint k és egyet kiilonben, dtalakithaté mono-
ton halozatta ilyen modon [21]. Ha erre a probléméara sikeriilne szuperpolinomiélis also
korlatot bizonyitani, az azt jelentené, hogy P # N P.

Erdekesek még szamunkra az olyan polinomialis méretii halézatok, amelyek a szokasos
bazist hasznaljak, de az egyes kapuk bemeneteinek szamét kettére korlatozzuk, a haldzat
mélységére tett korlat pedig O(log' n). Ezt az osztalyt NC'-nek nevezziik, az Osszes

nemnegativ i-re torténd egyesitését pedig NC-nek ("Nick’s class", Nick Pippenger utén).
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Az NC osztalyt a parhuzamos algoritmusokkal jol kezelheté problémaékkal szokéis azonosi-
tani. Az NC! osztalyt a kovetkezSképpen lehet még jellemezni: legyen L egy olyan nyelv,
amely eleme NC'-nek. Képzeljiink el egy kommunikacios jatékot két jatékossal, ahol az
egyik jatékosnal egy olyan sz6 van, amely eleme L-nek, a masiknal pedig egy olyan, amely
nem eleme. Ezutan a két jatékos egymassal kommunikal, és egy olyan poziciot keresnek,
ahol a két szo6 értéke kiilonbozik. Azon bitek minimadlis szdma, amelyre ehhez sziikségiik
van barmilyen n hosszi szavak esetén lesz az f(n) bonyolultsiaga a jatéknak. Ez pontosan
egyenld a nyelv felismeréséhez sziikséges hélozatok minimélis mélységével. Ez a jaték
kapcsolatban 4ll még a monoton halozatok bonyolultsagaval is. Ha kikotjiik azt, hogy
a talalt kiilonb6z6 pozicibban az L-beli sz6 értéke egy kell hogy legyen, akkor a jaték
bonyolultsaga pontosan a megfelel6 monoton halézatok minimélis mélysége.

Konnyen elképzelhetiink olyan bonyolultsagi osztalyokat, amelyek a szamunkra mar
ismerds osztalyok monoton analdgjai, példaul mP, vagy mNP osztalyok. Tudjuk, hogy
mP # mNP [20], mP # P Nmono [20], ahol mono az &sszes monoton nyelv osztalya,

valamint hogy mNC! # mNL [22], mNC' # mL (23|, és mNL # m — coNL.

Attekintettitk a P vs. NP probléma torténetének fébb pontjait, lattuk a probléma
jelentGségének kialakulasat, a probléma f6bb megkdozelitéseit, és a megoldasara tett kisér-
letek meghatarozé gondolatait, modszereit. Nézziik most meg ezeket részletesebben. El-
sGként ejtsiink szot azokrdl a problémakrol, amelyeknek talan a legnagyobb a jelentsége
a P vs. NP kérdés iigyében, azon probléméakrol, amelyek segitségével a legegyszertibben

lehetne eldonteni a két osztaly viszonyat.
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4. NP-teljes problémak

Mindenek el6tt definidljuk azt, mit jelent egy nyelvet visszavezetni egy masik nyelvre.
Alapvet&en egy L’ nyelv visszavezetése L-re annyit tesz, hogy létezik egy olyan g fiig-
gvény, amelyet egy olyan Turing-gép szamit ki, amely minden bemeneten megéll, hogy
minden x szora teljesiil, hogy x akkor és csak akkor eleme L’-nek, ha g(x) eleme L-nek.
Ilyen moédon, ha L rekurziv nyelv, akkor 1.’ felismerhet6 olyan médon, hogy kiszamitjuk
az x bemenethez tartoz6 g(x)-et, majd megnézziik, hogy g(x) € L teljesiil-e. Ha a g
fiiggvényt megfelelGen lekorlatozzuk gy, hogy kiszamitasa kellGen egyszert legyen, akkor
a visszavezetés segitségével képesek vagyunk bizonyitani a nyelvek valamilyen szamunkra
érdekes bonyolultsagi osztalyba valo tartozasat (példaul a P, NP vagy PSPACE osztalyba
tartozast).

Azt mondjuk, hogy L’ polinomiélis id6ben visszavezethetd L-re, ha l1étezik olyan poli-
nomialis id6bonyolultsagt Turing-gép, amely az x inputra ad egy y outputot, és y € L
akkor és csak akkor fog teljesiilni, ha x € L'. Ekkor teljesiil, hogy ha L eleme NP-nek,
akkor L is eleme NP-nek és ha L eleme P-nek, akkor 1.’ is eleme P-nek. Tegyiik fel,
hogy a fiiggvény, amely visszavezeti I’-t L-re p;(n) idébonyolultsiagi, az L-t felismerd
Turing-gép id6bonyolultsidga pedig pe(n), ahol p; és ps polinomidlis fiiggvények. Ekkor
L’-t a kovetkez6képpen ismerhetjiik fel: elgszor az x bemenetet vezessiik vissza az y szora.
Mivel a visszavezetés p;(n) ideig tart, |y| < pi(|z|), hiszen p;(|z|) 1épés alatt ennél hossz-
abb sz6t nem kaphatunk. Ezutan megvizsgaljuk, hogy y eleme-e L-nek pa(|y|) < p2(p1(n))
id6 alatt. Tehat x € L' eldonthetd Gsszesen py(n) +pa(ly]) < pa(p1(n)) id6 alatt, ami poli-
nomialis n-ben.

Egy maésik visszavezetés, amely érdekes szamunkra a log-space visszavezetés. Ez ab-
ban kiilonbozik a polinomidlis idejl visszavezetéstsl, hogy a visszavezetést végzd Turing-
gép csak logaritmikus tarat hasznalhat. Az ilyen Turing-gépre kikotjilk, hogy az in-
put szalagjan a bemeneti szot soha nem irhatja feliil (azaz csak olvashatja), az out-

put szalagon soha nem léphet balra (azaz amit egyszer leirt tobbet nem vonhatja visz-
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sza), a szamitasokhoz hasznalt tarteriilete pedig legyen O(log n) méret az n hossza
bemeneti szohoz képest. Ekkor ha L’ log-space visszavezetheté L-re akkor ha L el-
eme P-nek akkor 1.’ is eleme P-nek, ha T eleme N Space(log® n)-nek akkor L’ is eleme
N Space(log* n)-nek és ha L eleme Space(log® n)-nek akkor L’ is eleme Space(log® n)-
nek. Az els6 eset bizonyitasahoz elég belatni, hogy a logaritmikus taron végzett vis-
szavezetés legfeljebb polinomidlis ideig tarthat. Az outputszalag tartalma nem befolya-
solhatja a szamitést, igy a gép lehetséges konfiguricidinak szaméara fels6 hatart szab a
gép allapotainak szamanak (a géptél fiiggd konstans), a szamitasi szalag tartalmanak
lehetséges kombinacidinak szamanak (O(|X|9(99 ™) nagysigrendd mennyiség, ahol || a
szalagabécé elemeinek szdma. |X| a géptdl fiiggd konstanslegyen ¢;. Ekkor ez a men-
nyiség O(cy)000s 1) — O (2ltog e1xOllog ) — O(20Mog m) — (206" W) — O(n*) méretii.)
és az input és szamitasi szalagok I/O fejeinek lehetséges pozicionak szamanak (O(log n)
nagysagrendd mennyiségek) szorzata. Ez a szorzat polinomialis méretii n-ben, és ha ennél
tobb lépést tenne a gép, az azt jelentené, hogy legalabb egy konfiguracié kétszer is szere-
pelt a szamitas soran, vagyis a gép egy végtelen ciklusba lépett, ami ellentmond annak
a kikotésnek, hogy minden bemenetre outputot kell, hogy produkaljon. A maéasodik és
harmadik eset belatdsa valamivel bonyolultabb. Legyen M; az a gép, amely a log-space
visszavezetést végzi, és legyen My a log* n tarbonyolultsagt gép, amely felismeri L-et.
Mint lattuk, M; outputja polinomidlisan hosszi a bemenethez képest, amit nem tudunk
log* n taron tarolni. Tehat M, és M, nem szimuladlhato tigy, hogy M, outputjat eltaroljuk
egy szalagon. Ehelyett az outputot szimboélumonként egyesével fogjuk atadni Ms-nek. Ez
miikodik amig M, csak jobbra halad az input szalagjan, ha balra lép, akkor M; szimula-
ciojat djra kell inditani, mivel az output korabbi szimboélumai nem lettek "elmentve".
Az I-t elfogadd M3 gépet a kovetkez6 modon épitjiik fel. M; egyik szalagjan taroljuk,
hogy M, az input éppen hanyadik pozici6jan all. Ezen szdm hossza log n valamilyen
konstansszorosa, azaz O(log n) nagysagrendi. A tobbi szalagjain M3 szimulélja M; és
M, miikédését. Tegyiik fel, hogy M, épp az i pozicion all, és arrébb akar 1épni balra vagy

jobbra. Mj szimuldlja M; miikodését, amig az a megfelel§ szamua (i-1 vagy i+1) output
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szimbolumot el6 nem allitotta. Ha M, balra akart 1épni, akkor ehhez M; szimulaciojanak
elolrsl kezdése sziikséges. Ha elGéllt a sziikséges szimbolum, Mo szimulacidja folytatodhat.
Kiilonleges helyzetekben, amikor M, balra akar lépni amikor ¢ = 1, vagy M, jobbra akar
lépni és M; megéll miel6tt a megfelel§ szamu output jelet elGallitotta volna, a szimulalt
M, azt a jelzést kapja, hogy elérte az input bal vagy jobb szélét. Mz pontosan akkor
fogadja el az inputjat, amikor M, elfogadja a szimulalt inputjat. Ms tehat egy log* n
tarat hasznalé Turing-gép, amely felismeri L’-t.

Két log-space visszavezetés kompozicidja szintén log-space visszavezetés, és két poli-

nomidlis idejd visszavezetés kompozicidja szintén polinomidlis idejd visszavezetés.

A visszavezetések ezen tulajdonsagait hasznéaljuk bonyolultsagi osztalyok viszonyainak
eldontésére. A P vs. NP kérdés alapvetGen arrél szol, hogy NP t6bb nyelvet tartalmaz-
e, mint P, azaz hogy NP\P iires halmaz-e vagy sem. Intuitivan érezziik, hogy ha ez a
halmaz nem iires, akkor a tagjai az NP osztaly legnehezebb probléméi. Ez a "megérzés"
kivételesen helyes.

Tegyiik fel egy Lo nyelvrél, hogy az NP-ben taldlhato Osszes nyelv visszavezethets ra
valamilyen egyszeriien szamithato fiiggvénnyel. A visszavezetés tipusatol fiiggGen kimond-
hatunk bizonyos dolgokat Ly-r6l. Ha log-space vagy polinomidlis ideji visszavezetésrdl van
sz0, és Lo-rol belatnank, hogy P-beli, akkor P = NP. Ha a visszavezetés log-space, és
Lo Space(log® n)-beli, akkor az NP = Space(logh n) allitas is teljesiilne.

Ha egy nyelvre igaz, hogy valamilyen bonyolultsagi osztaly Gsszes nyelve visszaveze-
thet6 ra, akkor az mondjuk, hogy ez a nyelv "nehéz" erre az osztalyra nézve. Ha a nyelv
maga is eleme az osztalynak, amely visszavezethet6 ra, akkor a nyelv "teljes" az osztalyra
nézve. Ha fontos az, hogy milyen tipust visszavezetést hasznalunk, hozzatessziik, hogy
példaul a polinomialis idejii visszavezetést hasznalva teljes/nehéz a nyelv az adott osztaly-
ra nézve. Amikor elGszor probalunk egy osztalyban teljes nyelvet talalni, akkor meg kell
adnunk egy visszavezetést, amivel minden az osztalyba tartozo nyelv visszavezetheté ré.

Ezutan ha egy masik nyelvre akarjuk bizonyitani a teljességet, elég ha megadunk egy
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megfelel6 visszavezetést, amely az el6z6 teljes nyelvet vezeti vissza az i nyelvre.
Természetesen minket elsGsorban az NP-teljes problémék fognak érdekelni. Ezekre a
problémékra nem ismert polinomialis idejii determinisztikus algoritmus, és ha az egyikre
sikeriilne talalni, akkor mindegyikre sikeriilne talalni. Ezért fontos egy probléméarol belatni,
hogy NP-teljes vagy sem. Ha igen, akkor valoszintileg egy nagyon nehéz problémaval al-
lunk szemben, amihez altalanosan hasznalhat6 polinomidlis algoritmust keresni valészini-
leg idGpazarlés, és érdemes mas modszerekkel kozeliteni hozza. Az els§ probléma amirsl
belatjuk, hogy NP-teljes az lesz, amirdl torténelmileg is elGszor sikeriilt ezt belatni, a

Boolean kifejezések kielégithet&sége.

Satisfiability (SAT):

Egy Boolean kifejezésben talalhatok valtozok, zardjelek és haromféle logikai opera-
tor: az ES (A), a VAGY (V) és a NEM (=). A valtozok értéke 0 vagy 1 (igaz vagy hamis),
akarcsak a kifejezéseké. Az operatorok precedencidja legerdsebbtdl a leggyengébb felé:
NEM, ES, VAGY. A valtozok 6nmagukban is legélis kifejezések. Ha F; és E, kifejezések,
akkor Ey A By, Ey V Ey, —E) és (E) is azok. Egy kifejezés kielégithetd, ha a benne szere-
pl6 valtozoknak lehet ugy értéket adni, hogy végiil minden valtozonak legyen értéke és a
kifejezés értéke legyen 1. A SAT nyelv legyen a kielégithetd Boolean kifejezések halmaza.

A kifejezésben szerepld valtozokat jeldljiik z;-vel, i-t pedig irjuk binarisan. Ekkor a
SAT nyelv abécéje:

{N V=, (5),2,0,1}

Egy n szimboélumbol allo kifejezés hossza ilyen jelolések mellett legfeljebb [n x logs n],
mivel a valtozokon kiviil minden szimboélum egy karakter hosszi, egy n hosszu kifejezés-
ben pedig legfeljebb [n/2] véaltoz6 taldlhato, mivel minden valtozo kodolasa legalabb két
karakter hosszii. Igy a kifejezésben egy véltozd kodjanak hossza legfeljebb [1+ logy 1]
hosszt. FEzentil amikor n hosszi kifejezésekrdl beszéliink, nem fogjuk megkiilonboztetni a

kifejezés hosszat és a kifejezést kodold sz6 hosszat, mivel az eredmény nem fog fiiggni at-
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t6l, hogy a bemenet hosszat n-nek vagy nxlog n-nek tekintjiik. (log(n*logn) < 2xlog n,
vagyis a log-space visszavezetés, amit hasznalni fogunk ugyanigy helyesen fogja majd

kezelni)

Elgszor lassuk be, hogy a SAT probléma NP-beli. Ehhez elég elképzelni egy nemde-
terminisztikus gépet, amely a kifejezésben szereplé véltozokhoz nemdeterminisztikusan
hozzéarendeli az értékeket az Gsszes lehetséges kombinacioban (tehat a szamitasi fa egyes
again egy-egy valtozo kiértékelés fog elhelyezkedni), majd egyszertien kiszamitja a kife-
jezés értékét, ami konnyen megtehetd polinomialis idében. Ha volt olyan &ga, amelyen
helyes kiértékelés szerepelt, akkor a kifejezést el fogja fogadni, kiilonben pedig elutasitja.
Masképp megfogalmazva, a helyes valtozo kiértékelést hasznalhatjuk mint tanat, aminek
segitségével determinisztikusan leellendérizhetjiik a helyességét.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy minden NP-beli nyelv visszavezetheté SAT-ra, meg
fogunk adni egy log-space visszavezetést, ami az x bemeneti szt atalakitja az F, Boolean
kifejezéssé, ami akkor és csak akkor lesz kielégithetd, ha x eleme a nyelvnek, amit éppen
visszavezettiink a SAT-ra. Nézziik meg F, felépitését.

Legyen #080#01...#0yn) az M nemdeterminisztikus, p(n) polinomidlis id6bonyolult-
sdgi Turing-gép egy szamitasa. (3; alljon pontosan p(n) szimbolumbol, és legyen ajqas
alaki, ahol oy, ap € ¥* legyen a szalag tartalma (az altalanossag elvesztése nélkiil feltételezhetjiik,
hogy a gép egyszalagos), a; az /O fejtdl balra ess rész, ay az 1/0 fejtdl jobbra esé rész, q
pedig egy Osszetett szimbolum, amely tartalmazza a gép allapotat és az éppen beolvasott
szimbolumot, valamint tartalmazza, hogy az adott lépésben a tovabbhaladasi lehet&ségei
koziil a gép melyiket valasztja. Ha a szamitas elfogadéassal véget a p(n). lépés el6tt,
akkor a fennmarado (;-k az utolso elfogad6 konfiguraciot fogjak ismételni, hogy pontosan
p(n)+1 G; tag legyen.

Minden x szimbolumra, ami el6fordulhat a szamitasban és minden i értékre 0 < ¢ <
(p(n) + 1)%, létrehozunk egy logikai valtozot, ci-et, ami megmondja, hogy a szamités i.

szimbo6luma x-e. A nulladik szimbélum legyen a #. Az ezekbdl a valtozokbol allo E,
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kifejezést gy épitjiik fel, hogy akkor és csak akkor lesz igaz értékii, ha a valtozokhoz
rendelt értékek alapjan egy helyes szamitast tudunk elallitani. Az FE, a kovetkezGket

fogja allitani:

1. Az igaz értékd c;, valtozok egy szimbolumsorozatot kodolnak, azaz minden i-re

pontosan egy igaz c;, létezik.
2. A [y tag az M gép x inputtal ellatott kezdSkonfiguracidjat kodolja.
3. Az utolso6 tagban a gép végéallapotban van.

4. Minden tag olyan moédon kovetkezik az elGtte lev6bdl, ahogy az az el6tte levs tagban

meg van adva.

Az E, négy kifejezés ES-sel térténd osszekapcsolasa lesz, a négy kifejezés mindegyike a
fenti feltételek egyikét fogja allitani.
Az els6 kifejezés, amely szerint minden 0 < i < (p(n) + 1)? — 1 értékre pontosan egy

Ciz 1gAZ:

VilAs Cix ¥V 2(Ax o (Cix A Ciy))]

Minden i értékre a A\, C;x meghatéarozza, hogy legalabb egy c;, igaz, a ﬂ(/\X;éY(C’iX A
Ciy)) pedig azt, hogy legfeljebb egy ¢;, igaz.

A maésodik kifejezés, amely [p-r6l mond ki allitasokat, legyen megint csak négy kife-
jezés ES-sel torténd osszekapcesolasa, a négy részkifejezés pedig nézzen ki igy: (a bemenet

x legyen ajas...a, alaki)

L. cop N Cpmy+1,4- A nulladik és p(n)-+1-edik szimbolum #.

2. ay, V eay, V...V Gy, ahol Y1, Y5, . Y, azok az Osszetett szimbolumok, amelyekben
a ap szalagszimbolum, a ¢y kezdGallapot és az Gsszes ezek alapjan lehetséges legélis

lépési lehetség van kodolva. Ez azt mondja ki, hogy 3y els§ szimboluma helyes.
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3. Nacicn Cia;» 2-t6l n-ig By szimbolumai helyesek.

4. /\ngigp(n) ¢ig. (o minden tovabbi szimboluma az iires szimbolum.

A harmadik kifejezés szerint az utolsd [; tagban végallapot van kodolva. Ezt igy

adhatjuk meg:

V) iy +1)<i<oimy+12(V xer €ix)

ahol F azon 6sszetett szimbolumok halmaza, amelyekben végallapot van kédolva.

A negyedik kifejezés szerint minden (; tag (i > 1) megkaphato az elStte allo ;4
taghol, mégpedig azon lépés altal, amely 3;_; Osszetett szimbolumaban kédolva van. Ve-
gyiik észre, hogy minden (;-beli szimbolumot megkaphatunk a neki megfelelg és mellette
levé poziciokban talalhaté 3;_;-beli szimbolumok segitségével. A szimboélum valtozatlan,
kivéve ha az adott pozicibban allt az 1/0 fej, vagy az /O fej szomszédos pozicion volt és
a szimbolum felé mozdult el. Vegyiik még észre, hogy mivel egy dsszetett szimbolum csak
egy lehetséges tovabblépési lehetGséget kddol, ezért egy [3; tagban tobb legalis Osszetett
szimbolum is lehetséges, amelyek mind a nemdeterminisztikus szamitas kiilonbo6zé lehet-
séges ntvonalaihoz tartoznak. Arrol se feledkezziink meg, hogy ha a 3;_; tagban elfogadd
allapot volt, akkor 3;_; és (; teljesen megegyeznek. Alkossunk egy f(W,X,Y,Z) predikatu-
mot, amely akkor és csak akkor igaz, ha a Z szimbo6lum legélisan szerepelhez valamilyen
legyen # ha j = 1 és Y legyen # ha j = p(n). Legyen még f(W,#,X,#) igaz, hogy
a [3; tagokban eléforduld # szimbolumokat és a (3; tagokat elvalasztd # szimbolumokat

egységesen tudjuk kezelni. A negyedik részkifejezés legyen a kovetkezs:

/\p(n)<j<(p(n)+1)2(VW,X,Y,Z ahol f(W,X,Y,Z)<Cj—p(n)—2,W A Cjpn)—1,X N\ Cj—p(n),y N CjZ))

Ha adott M egy elfogadd szamitasa az x bemeneten, konnyt olyan véltozokiértékelést
késziteni, amely kielégiti F,-et. Legyen c;, igaz akkor és csak akkor, ha a szamités i.

szimboluma y. Ez a négy részkifejezés biztositja, hogyha valamilyen valtozokiértékelés
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kielégiti E,-et, akkor M-nek létezik x-en elfogad6 szamitasa. Bar M nemdeterminisztikus,
a (3; tagok ugy lettek definidlva, hogy az atmenetek (;-b6l [3;11-be mindig legalis 1épései
lesznek M-nek. Az E,-et alkoto kifejezések O(p?(n)) nagysagiak, vagyis egy logaritmikus
tarral ellatott Turing-gép képes Gket megkonstrudlni. A gépnek még el kell tudnia sza-
molni (p(n) + 1)%-ig. Mivel egy polinom logaritmusa valamilyen konstansszor log n, ez
megteheté O(log n) tarral. Ezzel belattuk, hogy minden NP-beli nyelv log-space vissza-
vezethet6 SAT-ra. Tehat SAT NP-teljes.

Ha a SAT-hoz létezne determinisztikus polinomiélis algoritmus, akkor a visszavezetéseknél
imertetett médon minden NP-beli nyelv felismerhetd lenne determinisztikusan polinomidlis
id6ben, azaz P=NP teljesiilne. Ezért a P vs. NP kérdés egy gyakran hasznélt megfo-
galmazasa még a kovetkezs: Létezik-e olyan algoritmus, amely determinisztikus modon
polinomidlis iddében felismeri a SAT nyelvet?

Az NP-teljességet az évek sordn rengeteg problémérél lattak mar be. Az, hogy ezek
kozott a problémék kodzott sok nagy fontossdgi, természetes probléma is helyet kap,
mutatja, hogy az NP-teljesség tulajdonsaga meghatarozé egy probléma szempontjabol.
Raadésul ezek a problémak sok kiilonb6z6 teriileten talalhatéak. ITlyen példaul a logika,
ahol nemcsak a SAT, de a SAT bizonyos sztikitett formai is NP-teljesek. Ilyen a 3-SAT:
egy problémak k-SAT-nak neveziink, ha a formula, aminek a kielégithet6ségét vizsgaljuk
konjunktiv norméalformaban van (azaz az egyes tagjai ES miiveletekkel vannak dsszekotve,
és minden tag valtozok vagy azok tagadésanak VAGY miivelettel valo 6sszekapcsolasabol
all), és minden tagjaban pontosan k darab véaltozé szerepel. Nagyon sok NP-teljes prob-
léma talalhato a grafelmélet teriiletén. Ilyen a Hamilton-ut problémaéja, ami azt kérdezi,
hogy létezik-e egy grafban olyan at, ami az Osszes csicsat bejarja. A 3-szinezés (ami
arra kivancsi, hogy egy graf cstucsait ki lehet-e szinezni harom szinnel tigy, hogy ne legyen
két szomszédos egyezd szint cstics) szintén NP-teljes, akarcsak az utazoiigynok-probléma
eldontési valtozata (ez azt kérdezi, hogy ha adott n varos és a kozottiik 16vs tavolsagok,

és adott egy K szam, vajon létezik-e olyan korut, amely az Osszes varost érinti és az
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ossztavolsaga kisebb, mint K). Ezeknél a problémaknal az NP-teljesség bizonyitasa soran
azt, hogy a probléma NP-beli, konnyt belatni. Csupan a tand-tétel alapjan belatjuk,
hogy a megoldas konnyen ellenérizhets. Példaul a Hamilton-Gt probléma soran egy
konkrét megadott utrol gyorsan be tudjuk latni, hogy valéoban minden csiicsot érint, a
3-szinezésnél egy megadott szinezés helyességérdl gyorsan meg tudunk gyézédni. A bi-
zonyitas nehezebbik része ezeknél a problémaknal egy olyan visszavezetés megadasa, amely
egy mar bizonyitottan NP-teljes problémat vezet vissza rajuk. Ez azonban nem mindig
van igy, ellenpélda erre az egészértéki linearis programozas probléméaja. Ez a probléma a
kovetkez6t kérdezi: adott egy csak egészelemii m X n-es A matrix és egy n elemtd b vektor
(szintén egész értékekkel), 1étezik-e olyan x vektor, hogy x egész értékii és Az > b7 Errdl
a feladatrol konnyt belatni, hogy NP-nehéz, de belatni azt, hogy maga is NP-beli (tehat
kovetkezésképpen NP-teljes) méar bonyolultabb.

Az NP-teljes probléméak idGigényére tett megallapitasok akkor is fontosak lehetnek, ha
nem polinomialisak. Példaul ha egy ilyen problémarol belatnank, hogy eleme Time(n'9 ™)-
nek, akkor tudnank, hogy NP C Time(n®°9 ™ valamilyen ¢ konstansra. Altaldnosan, ha

tudnank, hogy az L NP-teljes nyelv eleme Time(T(n))-nek, akkor NP C .., DTIME(T(n)).

Lathattuk, hogy az NP-teljes problémak vizsgalata egy egyszert, természetes tton
felmeriils utja a P vs. NP kérdés tisztazasdnak. Most nézziink meg egy maésik utat,

amely egy érdekes segédeszkozt vezet be a bonyolultsag vizsgalatahoz: az orakulumokat.

5. Orakulumos Turing-gépek

Az ordkulumok hasznos eszkdzok a nyelvek vizsgalatanal. Gyakorlatilag plusz tudast
szolgaltatnak a gépnek, amiért nem kell "megdolgoznia". Definidljuk most az orakulum
fogalmat.

Legyen A egy nyelv. Az A ordkulummal ellatott Turing-gép legyen egy olyan Turing-
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gép, amelynek létezik harom kiilonleges allapota és egy kijelolt szalagja. Legyenek ezek
47y Qigen €S Qnem- A szamitdsa soran, amikor a Turing-gép a ¢- allapotba keriil, kérdést
intéz az A ordkulumhoz. Megkérdezi tGle, hogy a kijelolt szalagjan talalhatd szo eleme-e
az A nyelvnek. Ha a valasz igen, akkor a gép a g4, allapotba keriil, kiilonben pedig a
Gnem allapotba. Mindezt egy lépésben tette, ezutédn pedig a szamitas ennek a valasznak a
fiiggvényében folytatodik. Ezzel a gép megsporolja a kérdés megvalaszolasahoz sziikséges
id6t, s6t, ha az A nem rekurziv nyelv, akkor akir eldonthetetlen problémakat is képes
lehet eldonteni.

Definidlhatunk ordkulummal ellatott bonyolultsagi osztalyokat. Legyen C4 egy ilyen
osztaly, ahol C egy bonyolultsagi osztaly, A pedig egy orakulum. C“-ba fognak tartozni az
olyan problémak, amelyek megoldhatoak tigy, hogy egy C-be tartozé Turing-gépet ellatjuk
az A orakulummal. Példaul legyen P4 azon nyelvek halmaza, amelyek felismerhetGek A
ordkulummal ellatott, polinomialis id6bonyolultsadgti determinisztikus Turing-géppel.

Lassuk most az ordkulumok P vs. NP kérdéshez kapcsolodo két talan legfontosabb

eredményét.

Tétel:

Létezik olyan A orakulum, amelyre P4 = NP4,

Bizonyitas:

Legyen A egy PSPACE-teljes nyelv. Legyen M“ egy nemdeterminisztikus, poli-
nomialis id6bonyolultsagti A ordkulummal ellatott Turing-gép és legyen L = L(M%). Az
idébonyolultsaga miatt M“ polinomialis sokszor fog kérdést intézni az A ordkulumhoz,
és a kérdések mindig polinomiélisan hosszu szavakra fognak vonatkozni. Emiatt a gép
teljes miikodése (az orakulum "szamitasat" is beleértve) szimuldlhatoé polinomidlis tar

segitségével. Ebbdl kovetkezik, hogy NP4 C PSPACE. Viszont minden PSPACE-
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beli L nyelv felismerhet$ olyan determinisztikus A orakulummal ellatott géppel, amely
L-et polinomiélis idében visszavezeti A-ra, majd kérdést intéz az orakulumhoz. Tehéat

PSPACE C PA. Mivel P4 C NP definicio6 szerint teljesiil, ezért P4 = NP4,

Miel6tt megoriilhetnénk ennek az eredménynek, lassuk a masik fontos tételt.

Tétel:

Létezik olyan B orakulum, amelyre P4 # NP4,

Bizonyitas:

A B ordkulumot olyan médon fogjuk felépiteni, hogy minden lehetséges n szoéhosszra
csak legfeljebb egy eleme lesz, amelynek a hossza n. B abécéje legyen {0,1}. A nyelv,
amely segitségével a tételt bizonyitani fogjuk a
L = {0"|B — ben van i hosszt s26}
lesz. Konnyen elképzelhetiink egy olyan nemdeterminisztikus, B ordkulummal ellatott
gépet, amely a szamitéasi fajanak agaira felirja az osszes {0, 1} feletti i hosszu szot, majd
elfogadja a bemenetet, ha van olyan ag, amelyen 1é6v6 szot az ordkulum felismeri. Tehéat
L € NPB. Viszont B-t meg tudjuk tgy konstrualni, hogy az elemeit egy B-vel ellatott
determinisztikus Turing-gép nem tudja megtaldlni polinomialis id& alatt.

B felépitése torténjen a kovetkezSképpen: mikozben B-t generaljuk, fenntartunk egy
listat azokrol a szavakrol, amelyeket kizartunk a B nyelvb&l. Vegyiink a felsorolasat az
Osszes ordkulummal ellatott determinisztikus Turing-gépnek, amelynek a szalagdbécéje és
az ordkulum abécéje {0,1}. Legyenek ezek a gépek M;, i = 1,2, ..., ezeket fogjuk sorra
vizsgalni. Tegyiik fel, hogy minden gép végtelen sokszor szerepel a listidn. Ezt kénnyen
megtehetjiik, hiszen barmilyen géphez hozzidadhato olyan 4j allapot, amely a szamitas

lefolyasat soha nem befolyasolja, viszont ennek az "4j" gépnek is szerepelnie kell valahol a
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listan. Amikor a vizsgalat M;-nél tart, mar lesz egy listank azokrél a szavakrol, amelyeket
mar kizartunk B-bdl, és egy B; nyelviink, amelyben minden sz6 i-nél rovidebb. Ez a nyelv
tartalmazza a B-hez eddig hozzdadott szavakat. Ezen a ponton i-nél révidebb szavak mar
nem keriilhetnek be B-be. Szimulaljuk a MiBi miikodését 0° inputon. Ha az M; gép kérdést
intéz az orakulumhoz egy olyan y szoérol, amelynek a hossza i vagy nagyobb, akkor a vilasz
nyilvanvaléan "nem" lesz, és hogy megbizonyosodjunk réla, hogy késébb sem keriil be B-
be, hozzdadjuk a tiltott szavak listdjahoz. Ezzel elérjiik azt, hogy ha egy akarmilyen
szora az M; gép a B; ordkulumtol a "nem" valaszt kapja, arra a szora a B ordkulum is a
"nem" valaszt fogja adni. Ha a sz6 rovidebb, mint i, akkor semmilyen plusz intézkedésre
nincs sziikség. M szimulaciojat az 0° inputon i’ ¥ lépésig folytatjuk. Ezutdn attol
fliggetleniil, hogy M, megallt-e vagy sem, déntést hozunk, hogy hozzaadjunk-e egy szot
B-hez vagy sem. Ha a gép megéallt és elutasitotta a bemenetét, akkor hozzdadunk B-hez
egy olyan i hosszt szot, amely nem szerepel a tiltott listan, feltéve, hogy létezik ilyen.
A megfelel§ hosszi nem tiltott szavak koziil barmelyiket szabadon kivélaszthatjuk. Ha
MiB ‘ nem utasitotta el a bemenetét ennyi lépés utan, akkor B-be nem keriil i hosszisagu
sz0. Természetesen akkor sem keriil sz6 B-be, ha M, szimulacidjanak végére nem marad
megfelel6 hosszii nem tiltott sz6. Mivel azonban Mf'j szimulaciojan j'°9 7 1épést hajtunk
végre, ezért a tiltott szavak maximalis szama az M, M, ..., M; szimulaciéinak végére
Z;lelog i< Z'(Z'log z) < jltlog i
Mivel az i hosszti szavak szama 2¢, tudjuk, hogy nem lehet minden i hosszii sz6 tiltott, ha
20 > 109 i azaz i > (1+log i)log i. Bz igaz, ha i > 32, vagyis csak véges sok, igen kicsi
i-re lehetséges, hogy minden sz6 tiltott legyen.
hosszt sz6t. Ezaltal megkapjuk az 1j, B;,; halmazt. Ezutan a folyamatot djrakezd-
jik a Mﬁifl géppel a 07! bemenettel.

Most pedig lassuk be, hogy a fent definialt L nyelv eleme NPP\PB-nek. Azt méar
tudjuk, hogy L eleme N PB-nek. Tegyiik fel, hogy L eleme PP-nek. Tegyiik fel, hogy M}

p(n) polinomialis id6bonyolultsagi B orakulummal ellatott determinisztikus Turing-gép
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felismeri L-t. Mivel ezzel ekvivalens gépek végtelen sokszor fordulnak el6 a felsorolasban,
ezért k-t biztosan tudjuk gy megvilasztani, hogy k > 32 és k'°9 * > p(k). Ha MP elfo-
gadja 0F-t, az azt jelenti, hogy B-nek létezik k hosszt szava. Vagyis ]\/[,f’“ elutasitja 0*-t,
hiszen csak ilyenkor keriilhet k hosszii sz0 B-be. Viszont MP és M* azonos modon kell,
hogy viselkedjen 0F-n. A két ordkulum egyetért minden szén, aminek a hossza kisebb,
mint k, és B-ben nem lehet olyan k vagy hosszabb sz6, amelyre M If * rakérdez az 0F-n foly-
tatott miikodése kozben, hiszen pontosan ezeket a szavakat zartuk ki B felépitése kozben.
Vagyis MP-nak el kellene utasitania a bemenetet, ami ellentmondas. Ha MP elutasitja
0*-t, vagyis 0* nem eleme L-nek, akkor M,f"‘ nem utasithatja el 0%-t k!°9 * lépésen beliil.
Ez abbol kévetkezik, hogy k£ > 32 és ha M,fk elutasitotta volna k'°9 ¥ lépés alatt, akkor
még kell, hogy legyen olyan k hosszi sz6, amely nincs a tiltott szavak listajan, tehat helyet
kaphat B-ben. Emiatt 0% € L kell hogy teljesiiljon. Tehat MP nem utasitja el 0F-t k'o9
lépés alatt. Mivel kl°9 ® > p(k), ezért MP szamitasa eddigre véget ér, vagyis egyaltaldn
nem utasitja el 0%-t. Vagyis tjabb ellentmondéshoz jutottunk.

Ezzel belattuk, hogy L € NPB\P5.

Mit is jelentenek szadmunkra ezek az eredmények? Sajnos igen nagy kdvetkezményiik
van a P vs. NP kérdés eldontésére iranyuld modszereink hatasossagara nézve.

Minden olyan moédszer, amely valtozatlan eredményt ad akkor, ha a benne hasznélt
Turing-gépekhez tetszéleges ordkulumot adunk, egyaltalan nem lesz képes eldonteni P és
NP viszonyat. Minden olyan szimulaci6, amely lépésrél 1épésre szimulal egy masik gépet,
akkor is ugyanugy fog mikodni, ha orakulumos gépeket hasznalunk, elvégre az orakulum
nem tesz mast, mint megsporolja a gép szamara a szamitis egyes szakaszait. Ha egy
ilyen szimulaci6 eredményeként kapnank véalaszt P és NP viszonyara, annak akadrmilyen
orakulum jelenlétében is teljesiilnie kell, ami a fenti eredmények tiikrében lehetetlen. Az
a diagonalizacios modszer, amit olyan tételek felallitdsdhoz hasznaltunk, mint az idGhier-
archia tétel, szintén miikodik barmilyen ordkulumot is kapcsolunk a gépekhez. Ha ezzel

a modszerrel latnank be, hogy egy nyelv N P\ P-ben van, az miikddne annak belatasahoz
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is, hogy egy nyelv N P4\ PA-ban van, ami tjfent csak nem lehetséges. Hasonlé helyzetbe
itkoziink abban az esetben, ha talalndnk egy mtveletet, amelyre nézve a P osztaly zart,
de az NP osztaly nem. Elképzelhets, hogy P valamilyen zartsagi tulajdonsaga oroklédik
tetszéleges ordkulum esetén is, de lehet, hogy NP esetében az eredmény nem lenne val-
tozatlan akarmilyen ordkulum mellett. Ellenben NP nem zartsaganak bizonyitasihoz egy
nyelvrél be kellene 1atni, hogy nem NP-beli, ami val6sziniileg valamilyen diagonalizicios
modszerrel torténne.

Lényeges ellenpélda, hogy a teljes problémak felhasznaldséval mikods modszerek nem
érzéketlenek az orakulumokkal szemben, és emiatt nem esnek aldozatul az esetleges egymas-
nak ellentmond6 ordkulumos eredményeknek. Tehat az NP-teljes problémak P-hez valo
viszonyanak vizsgalata nem "értelmetlen" a P vs. NP kérdés szempontjabol.

Az ordkulumok ezen enyhe pesszimizmusra okot ado6 tulajdonsagai ellenére hasznos
eszkozei lehetnek a bonyolultsidgi osztalyok viszonyainak tisztazasahoz. Ha két oszta-
lyhoz kapcsolodoan olyan ordkulumot taldlunk, amellyel ellatva nem egyenléek, az egy
komoly jelzés afelé, hogy az osztalyok valoban nem egyenlGek, vagy legalabb is afelé, hogy
az egyenlGségiiknek nem létezik egyszerd bizonyitasa. Annak megmutatasa, hogy valami-
lyen ordkulummal ellatva a két osztaly egyenld, szinte mindig nagyon egyszerii. Egy olyan
PSPACE-teljes ordkulum, mint amit az els§ tételben hasznaltunk, barmilyen osztalyok
esetén miikodik, amik PSPACE-en beliil vannak. Az ordkulumos eredmények remekiil al-
kalmasak arra, hogy a segitségiikkel belassuk, hogy két osztaly, példaul a P és NP osztély

viszonya mennyire tartalmas kérdés.

Az ordkulumok utan most nézziik meg a bonyolultsagok vizsgalatanak egy, a Turing-

gépektsl merSben eltérd segédeszkozét, a Boolean-halozatokat.
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6. HAl6zati bonyolultsag

A halozatok segitségével igen érdekes modon tudjuk vizsgalni az egyes feladatok bony-
olultsagat. Lassunk elGszor néhany sziikséges definiciot.

Egy n valtozdés Boole-fiiggvény alatt egy f : {igaz, hamis}" — {igaz, hamis} fiig-
gvényt értjitk. Nyilvanvaloan az olyan logikai miiveleteket mint az ES, VAGY, és NEM
szintén tekinthetjiik Boole-fiiggvényeknek. A Boole-formuldkat szintén tekinthetjiik fiig-
gvénynek, amely a benne szereplé valtozok logikai értékeibdl elGallit egy 1j, igaz vagy
hamis értéket. Tovabba minden n valtozos Boole-fiiggvény leirhato legfeljebb n valtozos
Boole-formulaval. Ez konnyen belathato: legyen F az {igaz, hamis}™ azon vektorainak
halmaza, amelyre f igaz. Minden ¢ = ({1, ts,...,t,) € F vektorra legyen D, olyan n-taga
konjunkcié (azaz az n véiltozé ES miivelettel valo Osszekapcsolasa), amelynek i. tagja
az i. valtozo, ha t; igaz, vagy az i. valtoz6 tagadasa ha t; hamis. A keresett formula
ekkor az Osszes ilyen D; VAGY miivelettel valo dsszekapcesolasa (diszjunkcioja). Ha az
F halmaz iires lenne, akkor a formula egyszeriien legyen z; A —x;. Lathato, hogy az
elkészitett formula O(n?2") hosszi. A szamunkra érdekes fiiggvények édltaldban joval
rovidebb formuléaval is lefrhatok, de a 1étez6 Boole-fiiggvények nagy tobbsége nem ilyen.
A Boolean-halozatok leirasa utan ennek az allitdsnak egy még erdsebb valtozatat fogjuk
latni.

A Boolean-halézatok a formuldkhoz képest egy joval takarékosabb reprezentacidja a
Boole-fiiggvényeknek. Legyen a halozat egy C' = (V, E) graf, ahol V. = {1,2,...,n} a
csucsok halmaza, ezeket kapuknak hivjuk. A grafban nem lehet iranyitott kor, igy fel-
tehetjiik, hogy minden (i,j) élre i < j teljesiil. Feltessziik, hogy a csticsokba vezets élek
szama (befoka) csak 0, 1 vagy 2 lehet. Ez a feltevés valojaban attol fiigg, hogy milyen ka-
pukat kivainunk majd hasznalni a halézatban. Azok a kapuk, amiket mi hasznélni fogunk,
csak 0, 1 vagy 2 befokuak lehetnek. Minden i kapuhoz hozzarendeljiik az s(i) tipust, ame-
lyre 5(i) € {igaz, hamis,ES,VAGY, NEM} U {x,,x,...}. Ha a kapu tipusa igaz, hamis,

vagy valamelyik valtozo, akkor a befoka 0, azaz nem vezet bele él, ezek lesznek a halozat
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bemeneti kapui. Ha a kapu tipusa NEM, akkor a befoka 1, ha ES vagy VAGY, akkor 2.
Természetesen sziikségiink lesz egy kimeneti kapura is, ez a legnagyobb sorszamu kapu
lesz, amelynek méar nincs rdkovetkezGje. Olyan halozat is elképzelhets, amely egyszerre
tobb fiiggvényt szamit ki, ilyenkor minden olyan kaput kimeneti kapunak vesziink, aminek
nincs kimeng éle.

Most nézziik meg, hogyan hatdrozza meg a halozat a kimenetét. Minden i kapura
definialjuk a T(i) igazsagértéket a kovetkezSképpen: vegyiik sorra az i kapukat névekvd
sorrendben. Ha s(i) = igaz akkor T'(i) = igaz, és ha s(i) = hamis akkor T'(i) = hamis.
Ha s(i) € X, azaz a kapu valamilyen valtozot jelol, akkor T'(i) = T'(s(7)), vagyis a kapu
értéke legyen a valtozo értéke. Ha s(i) = NEM, akkor létezik pontosan egy olyan j < i
kapu, amire (j,i) € E. T(j) értéke ekkor mar biztosan definialt. Legyen T'(i) = —=T'(j).Ha
i befoka 2, akkor a két i-be vezetd él legyen (j,4) és (j',7). Ha s(i) = VAGY, akkor legyen
T(i) =T(j)VT(5). Hasonloképpen, ha s(i) = S, akkor T'(i) = T(j) AT (j'). A C hélozat
T(C) értéke pedig legyen egyenlé T(n)-nel, ahol n a kimeneti kapu.

Egy formulédhoz tartozo halozat konnyen megkonstrualhaté induktiv moédon, ugy,
hogy minden részformuldhoz egy 1j kaput vezetiink be. Ekkor a halézat mérete pon-
tosan egyenl$ lesz a formuldéval, vagyis nem lett takarékosabb. Viszont ha a kapuk-
bol kimend élek szaméat (kifokat) nem korlatozzuk, akkor az egyes részformulékat "ajra-
hasznosithatjuk", azaz a tobbszor is el6forduld részkifejezésekhez nem sziikséges 1j ka-
pukat bevezetni. Ezaltal a halozatokkal lehetségessé valik a fiiggvények takarékosabb
reprezentaciéja. Minden hélézat kiszamit egy Boole-fiiggvényt. Azt mondjuk, hogy az
n valtozos C halozat kiszamitja az f n-valtozos Boole-fiiggvényt, ha az 6sszes lehetséges
t = (t1,ta,....,t,)-re f(t) = T(C), ugy, hogy a héalozat minden x; valtozojara T'(z;) = t;.
Minden n valtozés Boole-fliggvény kiszamithaté halozattal, hiszen a fiiggvény leirhato
formulaval. A halézati bonyolultsag f6 kérdése az, hogy n-t6l fiiggen mekkoranak kell
lennie ennek a héalozatnak.

Akérmilyen takarékosak is a halozatok, biztosan léteznek olyan fiiggvények, amelyek

kiszamitasdhoz nagyon sok kapura van sziikség. Ezt egyszert szamoléssal be tudjuk latni.
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Tétel:

Minden n > 2 egész szamhoz létezik olyan n valtozos Boole-fiigvény, amely nem szamithato

ki g—n vagy kevesebb kaput tartalmazo halozattal.
Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy létezik n > 2 szam, amelyre minden n valtoz6s Boole fiiggvény
kiszamithaté maximum m = 2. kaput tartalmazo halézattal. Osszesen 22" n véltozos
Boole-fiiggvény létezik. Adjunk egy felsé becslést arra, hogy hany halézat van, amelyben
legfeljebb m kapu talalhato. A halozatot egyértelmiien megadhatjuk tgy, ha tudjuk min-
den kapu tipusat, és hogy melyik mésik kapukbol vezet vozza él. A kapuk tipusanak szama
n+5, hiszen a tipus vagy valtozd, vagy konstans, vagy a harom mivelet egyike. Minden ka-
puba legfeljebb két masikbol tart él, és az m kapubol ezt a két élt m? modon valaszthatjuk
ki. Vegyiik észre, hogy ebbe a fels§ becslésbe sok olyan grafot is beleszamoltunk, amelyek
nem felelnek meg a hilozat fogalmanak. Az m darab kapu mindegyikére igy (n + 5)m?
lehetGséget kapunk, vagyis 0sszesen a halozatok szama semmiképpen sem lehet t6bb mint
((n+5)m?)™. Most lassuk be azt, hogy az n valtozos Boole-fiiggvények szdma még ennél
a felsd korlatnal is nagyobb. Vegyiik mindkét mennyiség kettes alapt logaritmusat. Ekkor
a fliggvények szamara 2"-t kapunk, a fels6 becslésiinkre pedig 2" (1 — 092—;%)—‘5 kapunk.
Mivel n > 2, ezért azt kapjuk, hogy a lehetséges n valtozos fiiggvények szama nagy-
obb, mint a legfeljebb % kaput tartalmazé haldzatok szama. Ezzel az allitast belattuk,
azaz biztosan léteznek olyan fliggvények, amelyek kiszadmitasiahoz a halézatoknak expo-
nencialisan sok kapura van sziiksége.

A héalozatokat tekinthetjiik tigy, hogy bizonyos © = x1,2a,...,z, € {0,1}" szavakat
elfogad, masokat pedig elutasit. Ahhoz, hogy tetsz6leges 0,1 abécé feletti nyelveket fel

tudjunk veliik ismerni, minden lehetséges bementhosszhoz alkotnunk kell egy halozatot.
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A C halézatesalad alatt értsiik a C' = (Cy, C4, ...) halozatok sorozatat, ahol C), n valtozos.
Az L C {0,1}* nyelv eldontheté polinomialis halozatcsaladdal, ha létezik valamilyen p
polinom, hogy C,, mérete (kapuinak szama) legfeljebb p(n), és egy x sz6 csak akkor eleme
az L nyelvnek, ha C,| igaz kimenetet ad az x bemeneten.

A valtozomentes halozatok kiértékelésének probléméja P-teljes. Létezik olyan vis-
szavezetés, amely barmilyen p(n) id6ben eldéntheté L nyelvre és x bemenetre megad
egy O(p(|z])?) mérett valtozomentes halozatot, amely az x-en torténd szamitési folyam-
atot kodolja. Ennek a halézatnak a kiértékelése polinom idében elvégezheté a haldzat

Minden P-beli nyelv felismerhetd polinomialis halozatokkal, de az &llitas megforditésa
nagyon is meglepd eredményt ad. Léteznek polinomidlis hal6zatokkal eldonthetd nem
rekurziv nyelvek! Ennek a varatlan allitasnak a belatasahoz lassuk a kovetkezGt: legyen
L egy tetszdleges eldonthetetlen nyelv a {0, 1} abécé felett, és legyen az U C {1}* unéris
nyelv a kovetkezG: U = {1 : n binaris alakja L — ben van}. U nyilvan eldonthetetlen,
hiszen L visszavezethets ra. Igaz, hogy a visszavezetés exponencidlis idejt, de ez az eldén-
thetetlenségen nem valtoztat. Az U felismerhetd egy elég trivialis polinomiélis hélozat-
csaladdal. Ha 1" € U, akkor a C, halozat alljon n-1 ES kapubol, amelyek a bemenet
konjunkciojat szamitjak ki. Ez akkor és csak akkor lesz igaz, ha a bemenet 1”. Ha
1™ ¢ U, akkor a halozatunkban egyaltalan ne legyenek élek, csak a bemeneti kapukbol,
és a hamis tipust kimenetbdl &lljon, ami minden bemenetet el fog utasitani. Ezzel fény
deriilt a héalézatcsalddok egy komoly gyengéjére. Az egyes halézatok megszerkesztéséhez
korlatlan sok szamitasi kapacitas all a rendelkezésiinkre. Az el6bbi példa soran gyakor-
latilag feltettiik, hogy a halézatok megkonstruélasa soran megoldunk egy megoldhatatlan
problémét. Valamilyen modon korlatoznunk kell a halozatok erejét. Egy halézatcsaladot
uniformnak neveziink, ha létezik olyan log n tarat hasznal6 Turing-gép, amely az 1" be-
menetre a -t adja kimenetként. Ez pontosan az a feltétel, amire sziikségiink van, hogy
a polinomidlis szamitasokat azonositani tudjuk a polinomialis halézatokkal: egy L nyelv

akkor és csak akkor donthets el uniform polinomialis halozatokkal, ha L € P. A P-beli
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nyelvek nyilvan felismerhetGek ilyen halézatokkal, pont ilyenek segitségével lathato be,
hogy a valtozémentes halozatok kiértékelése P-teljes. Masfeldl tegyiik fel, hogy L felis-
merhetd ilyen halozatokkal. Ekkor az x bemenetrdl el tudjuk donteni, hogy eleme-e L-nek
gy, hogy log |x| tarral (ami nem futhat tovabb polinomialis idénél) elsallitjuk C,-et,
majd polinom id6ben kiértékeljiik azt az x bemeneten.

A halozatok segitségével Gjabb modon tudjuk megfogalmazni a P vs. NP kérdést:
Kiszdmithatoak-e az NP-teljes problémdk uniform polinomidlis hdlozatokkal?

Ez ekvivalens az eddigi megfogalmazéasokkal, hiszen ha egy NP-teljes problémérol be-
bizonyosodna, hogy kiszamithato ilyen modon, akkor az azt jelentené, hogy P-beli, vagyis
P = NP, ha pedig belatnank, hogy nem, akkor tudnank, hogy 1étezik NP-beli probléma,
ami nem P-beli, vagyis P # NP. Valojaban egy még ennél is erGsebb sejtést is meg-
fogalmaztak mar: az NP-teljes problémak nem oldhatok meg polinomialis halézatokkal,
attol fiiggetleniil, hogy azok uniformak-e vagy sem. Ez a sejtés egyéltalan nem talzo,
hiszen nemrég lattuk, hogy valdjaban igen kevés fiiggvény valdsithaté meg kisméretii
halozatokkal. A P vs. NP-hez kapcsol6dd kutatasok jelentés hanyada foglalkozott en-
nek a sejtésnek a vizsgalataval. Ennek ellenére a haladas afelé, hogy szuperpolinomiélis
also korlatot bizonyitsunk egy problémara, nagyon lassd. Jelenleg a legjobb bizonyitott
korlatok is csak linearisak, pedig tudjuk, hogy a legtobb fiiggvénynek exponencialis mére-
tre van sziiksége! Emiatt célszertinek tiinik valamilyen egyszertibb, gyengébb modellel
foglalkozni. A legtermészetesebb ilyen gyengitett modell a monoton hal6zatok modellje.
Ezek a hélozatok nem tartalmazhatnak NEM kaput. Ez a modell nem annyira gyenge,
hogy érdektelen lenne a szaimunkra. A monoton valtozo nélkiili halozatok kiértékelése még
mindig P-teljes feladat. Monoton halézatokkal csak monoton fiiggvényeket lehet kiszami-
tani. Ezekre az a jellemzd, hogy értéke nem valtozhat igazr6l hamisra ha a bemenet egy
valtozoja hamisrol igazra valt. Vannak NP-teljes problémak, amelyek nem monotonok,
tehat ezeket ez a modell nem képes megoldani. Ilyen példaul a Hatizsak probléma. Vis-
zont léteznek monoton NP-teljes problémék is, mint a Hamilton-ut probléma és a Klikk

probléma. A Klikk probléméra méar sikeriilt is exponencidlis als6 korlatot bizonyitani.
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A bizonyitas soran a problémat egyfajta "durva halézattal" kozeliti a Klikket kiszamitod
monoton halézatot. A kozelités lépésrdl lépésre halad, a monoton halézat minden kapuja
egy lépést jelent. Minden lépés soran csak kevés hibat, azaz téves pozitiv vagy negativ
valaszokat hoz be, viszont az eredményiil kapott durva halozat mégis exponencialisan sok-
szor hibazik, amibdl kovetkezik, hogy az eredeti halozat exponencidlisan sok kapubol allt.
Ha sikeriilne belatni, hogy minden P-beli monoton nyelv eldéntheté monoton polinomialis
halézatokkal, akkor ez az eredményt azt jelentené, hogy P nem egyenlé NP-vel. Ez azon-
ban nem igaz, létezik olyan P-beli probléma, amelyre ez nem teljesiil, példaul a Parositas
probléma. Ennél a probléméanal egy grafot vesziink, amelynek péros szami cstcsa van,
amiket két egyenl6 halmazra osztunk ("fitkra" és "lanyokra"). Egy élhalmazt parosités-
nak neveziink, ha a halmazban minden él egy fit csticsbol egy lany csticsba vezet, és nincs
két kiilonbo6z6 él, amelyek ugyanarra a csucsra illeszkednének. A Parositas probléma azt
kérdezi, hogy létezik-e a grafban teljes parositas, azaz olyan parositas, amely minden cstc-
sot lefed. Mivel a Parositids megoldasahoz szuperpolinomiélis monoton halozat sziikséges,
nem tudjuk a monoton hal6zatok eredményeit kézvetleniil altaldnositani a halézatok vizs-
galatanal. A Péarossag ezen tulajdonsaga miatt lehetséges, hogy a NEM kapuk hasznélata

akar exponencidlisan gazdasagos is lehet.

A bonyolultsag vizsgalatdnak kiilonféle eszkozei utan most nézziink meg néhany olyan
nyelvosztalyt, amelyek definicioja nem a bonyolultsdgon alapszik, viszont gyakorlati je-
lentGségiik, valamint a P és NP osztalyokhoz valo viszonyuk miatt érdekesek lehetnek

szamunkra. Ezek az osztadlyok Noam Chomsky nevéhez fiiz6dnek.
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7. A Chomsky-hierarchia és P vs. NP

A Chomsky-hierarchia altal definiadlt nyelvosztélyok fontos 0sszekété hidat képeznek
a nyelvészet, az algoritmuselmélet és az informatika kozott. Nézziik meg most ezen
nyelvosztalyokat, és helyiiket a bonyolultsagelméletben.

Az osztalyok definiciojat egyrészt megadhatjuk egy olyan géppel, amely felismeri
ezeket a nyelveket (ahogy az eddig definialt osztalyokkal is tettiik), masrészt definial-
hatjuk 6ket egy nyelvtan segitségével, amire kiillonb6z6 megszoritidsokat tesziink, és ezal-
tal kiilonitjiik el az osztalyokat. A G nyelvtan alatt értsilk a G =< N, T, S, H > négyest.
N és T két diszjunkt végez halmaz, a nemterminalis és a terminalis szimbdlumok hal-
maza. A terminalis szimbolumok halmaza megegyezik a nyelvtan altal felismert nyelv
abécéjével, mig a nemterminalisok voltaképpen a nyelv "szerkezetét" reprezentéaljak. Az
S € N nemterminélis a kezdGszimbolum. A H a helyettesitési szabalyok véges halmaza,
ahol minden helyettesités @ — 3 alaki, ahol « és 3 terminalisok és nemterminalisok véges
sorozata, és a legalabb egy nemtermindlist tartalmaz. Definidljuk a nyelvtanhoz tartozo
mondatformakat a kovetkezGképpen: legyen S mondatforma, és ha oy mondatforma és
G — 0 eleme a helyettesitési szabalyok halmazanak, akkor adv is mondatforma. Ekkor
mondjuk azt, hogy afBv-bol egy 1épésben levezethets az adry, ezt jeloljiikk afy = advy-val.
Egy A mondatformabol n lépésben levezetheté egy B mondatforma, léteznek olyan M;
mondatformak, hogy M; = M;,, i =0,1,....,n, és My = A, valamint M,, = B. A nyelv-
tan altal felismert nyelv legyen azon mondatformak halmaza, amelyek nem tartalmaznak
nemtermindlis szimbo6lumot.

Ha a helyettesitési szabalyokra semmilyen mas kitételt nem tesziink, akkor meg is
kaptuk a 0. tipust nyelvek osztalyat. Az a gép, ami ezt a nyelvosztalyt képes felismerni
nem mas mint a Turing-gép, vagyis a nyelvtanok nyelvek felismerése szempontjabol pont
annyira képesek, mint a Turing-gépek. Ez azt mutatja szadmunkra, hogy a nyelvtanok
kifejezGereje nagyon is nagy, hiszen ekvivalens az ismert legerGsebb szamitasi modellel. A

0. tipust nyelvek osztalya tehat megegyezik a rekurziv felsorolhato nyelvek osztélyaval.
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Az 1. tipusa nyelvek osztalyat egy egyszerti megszoritassal kaphatjuk: a nyelvhez tar-
tozo nyelvtanok kozott léteznie kell olyannak, hogy minden o« — /3 helyettesitési szabélyra
teljesiil, hogy  nem révidebb a-néal. Ebbdl kovetkezik, hogy egy levezetés soran |M;| <
| M;]| teljesiil a mondatformakra, ha ¢ < j. Ezt az osztalyt a kornyezetfiiggs nyelvek oszté-
lydnak hivjuk. Vilagos, hogy a kdrnyezetfiigg6 nyelvek a 0. tipust nyelvek valodi részhal-
mazat képezik, hiszen kdnnyen elképzelhetiink olyan nyelvtant, amely megengedi, hogy a
levezetésben egy mondatforméat egy nala révidebb kévessen, példaul ha a helyettesitési sz-
abalyok k6zott szerepel A — X valamilyen nemtermindlis A-ra. E szerint a definici6 szerint
kornyezetfiiggd nyelv nem tartalmazhatna az iires szot, hiszen minden levezetés az egy
hossztisagi S szimbolumbél indul, amib6l nem lehetne levezetni a nulla hosszi A-t. Emi-
att tessziik azt a kitételt, hogy ha egy 1. tipust nyelvnek eleme a A, akkor ezt egyediil egy
S — X szabéllyal lehet levezetni, és ekkor S nem szerepelhet mas szabalyok jobboldalén,
hiszen ez rovidiilésekhez vezethetne. A "kornyzetfiiggs" elnevezés abbol a normalfor-
méabol ered, amibe minden ilyen nyelvhez tartoz6 nyelvtan hozhaté. Ilyenkor kikotjiik
azt, hogy minden helyettesitési szabaly a nyelvtanban legyen oy Aas — oy Sa alaki, ahol
A egy nemterminédlis, a1, as és 3 pedig termindlisok és nemtermindalisok véges sorozata
ugy, hogy [ nem lehet az iires sz6. Ekkor az A nemtermindlis egy mondatformaban akkor
helyettesithetd a ( sorozattal, ha A balrol az aq, jobbrél az as kornyezetben van. Ezeket a
nyelveket a linearisan korlatolt nemdeterminisztikus Turing-gépek ismerik fel. Pontosab-
ban, kikotjiik, hogy a felismerd Turing-gépek a szamitis soran soha nem léphetnek le az
input cellair6l. Ezt konnyen elérhetjiik, ha tgy vessziik, hogy az inputot két kiilonleges
szimbolum fogja kozre, amit a gép nem irhat feliil és az I/O fej nem léphet balra, ha
elérte a baloldali jelet és nem léphet jobbra ha elérte a jobboldali jelet. Tudjuk tovabba,
hogy gép pontosan annyit képes kiszamitani, mintha a tarkorldtja a bemenet hosszanak
valamilyen linearis fiiggvénye lenne. Minden algoritmus felgyorsithaté ugyanis linearis
mértékben. A gyorsitas ahhoz hasonlithaté, mintha egy szamitogép szoéhosszat névelnénk
meg, Ggy alakitjuk at a gépet, hogy minden betiije egyszerre tobb betiit kodoljon a régi gép

abécéjébdl, és ezaltal a 1épési soran a régi gép valamilyen konstansszor tobb lépését tudja
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szimulalni. Tehét ha a gép tarkorlatja f(n) = cn valamilyen ¢ > 1-re, akkor ¢ tetsz6legesen
kozel vihet6 1-hez. Ennek kovetkezményeképpen a kornyezetfiiggd nyelvek felismerésére
hasznalt gépekkel barmilyen nyelv felismerhets, amihez linearis tarbonyolultsag sziikséges,
vagyis a kornyezetfiiggs nyelvek osztéalya egyenls NSpace(n)-nel. Savitch tételének koszon-
hetSen tudjuk, hogy NSpace(n) C Space(n?), tehat az 1. tipust nyelvek benne vannak
PSPACE-ben. Szamunkra ez egyrészt azért érdekes, mert PSPACE viszonya a P és NP
osztalyokhoz szintén nem ismert, vagyis akar az is megeshet, hogy P=PSPACE (ami
nyilvin maga utan vonna a P=NP kijelentést, hiszen NP C PSPACFE). Masfelsl a
kornyezetfiiggs nyelvek igen kozeli kapcsolatban &llnak egy PSPACE-teljes problémaéaval:
ha adott egy G kornyezetfiiggs nyelvtan és egy w sz6, w eleme-e L(G)-nek? Ez els6 hallasra
meglepd lehet, hiszen a linearis tarat hasznalé kdrnyezetfiiggs nyelvek a PSPACE "aljan"
helyezkednek el. A PSPACE-teljesség belatasahoz elGszor vegyiik a nyelvtanok valami-
lyen kodolasat. Elegendd szamunkra az, ha a nyelvtanban szerepld minden szimbo6lumot
ugyanolyan hosszu szavakkal kodolunk. Alljon az L, ¢ nyelv x#w alakt szavakbol, ahol x a
G, kornyezetfiiggs nyelvtan kodolasa, w pedig egy G, termindlisaibol all6 sz6. El tudunk
képzelni egy olyan kétszalagos linearisan tarkorlatos Turing-gépet (amit azutan szimulal-
hatunk egyszalagos géppel), ami a x#w bemeneten nemdeterminisztikusan az x segit-
ségével kitalalja az Osszes lehetséges levezetést addig, amig a mondatforma el nem éri w
hosszéat, majd Gsszeveti w-vel, és ha talal egyezést, akkor elfogadja a bemenetét. Ez a gép
nem hasznal t6bb tarat, mint az input hossza, vagyis eleme NSpace(n)-nek, azaz PSPACE-
nek. Most lassuk, hogyan vezethetd vissza minden PSPACE-beli nyelv Ljs-re. Legyen L
egy tetszbleges PSPACE-beli nyelv, és legyen M egy olyan determinisztikus Turing-gép
ami felismeri L-t p(n) tar felhasznalasaval. Legyen L' = y$*(¥) |yelemel — nek, ahol $ egy
j szimbolum. L’ eleme Space(n)-nek, hiszen y-t felismerni p(|y|) ideig tart, utana pedig
csak az 1j $ szimbolumokat kell megszamolni, és mindkét tevékenység linearis id6t vesz
igénybe y$P(¥D_en. I’ tehat kornyzetfiiggs nyelv. Legyen G egy kornyezetfiiggs nyelvtan
L'-hoz, és legyen x G kodolasa. Ekkor a polinomidlis idejd visszavezetés, ami y-hoz z#w-t

rendeli, ahol w y$7(¥) kodolasa pontosan Ly s-re vezeti vissza L-t. Ezzel belattuk, hogy
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Ly PSPACE-teljes.

A Chomsky-hierarchia szamunkra legérdekesebb osztalya a 2. tipust, azaz kornyezetfiiggetlen
nyelvek osztalya. Fzek a nyelvek egyrészt jo kozelitését adjak a természetes nyelvek
felépitésének, méasrészt (ami szimunkra még fontosabb) még jobb kozelitését adjak a
programozasi nyelvek felépitésének. A legtobb programozasi nyelvrél belathato, hogy ha
nem is teljes egészében, de f6bb részeiben generdlhaté 2. tipust nyelvtannal, és ennek
koszonhetGen igen komoly szerepet kapnak a forditéprogramok teriiletén. A 2. tipust
nyelvekhez tartozé nyelvtanok helyettesitési szabélyai az 1. tipusi nyelvre vonatkozo
megszoritas tovabbi szigoritasat jelenti: minden szabaly legyen A — [ alakd, ahol A
egy nemtermindlis, § pedig egy terminalisokbol és nemterminalisokbol all6 sz6. Ez az 1.
tipusu szabalyok azon részesete, amikor ay = ap = A, vagyis a nemterminélisokat bar-
mikor helyettesithetjiik egy mondatformaban fiiggetleniil attol, hogy milyen szimboélumok
talalhatok a kornyezetében, vagyis a nyelv kdrnyezetfiiggetlen. A 2. tipust nyelveket
veremautomataval tudjuk felismerni. A P veremautomatat a kovetkezSképpen tudjuk
definidlni: legyen P =< @Q,%,1,6, qo, Zo, F' >, ahol Q az allapotok véges halmaza, ¥ az
input szimbolumok véges abécéje, I' a veremabécé, 6 : Q x X x [' - Q x I' x {-1,0,1}
az atmenetfiiggvény, qo a kezddallapot, Zy a kezdeti veremszimboélum, F pedig Q részhal-
maza, az elfogadé allapotok halmaza. A veremautomata all egy szalagho6l, amire az input
sz6 van felirva és amit csak olvasni tud, egy belsg allapotbol, valamint egy verembdl,
amiben véges sok elem szerepel. Minden 1épés soran beolvassa az aktuélis betiit az input-
bol és a verem legfelss elemét (ezt az elemet le is veszi a verem tetejérdl), majd ezek és a
belst allapot alapjan meghatarozza, hogy milyen allapotba keriiljon, merre mozduljon az
olvasofej az inputszalagon és hogy a verem tetejére milyen a vereméabécé bettibdl 4116 szot
irjon. Akarcsak a linearisan korlatos gépek esetén, most is feltessziik, hogy az input két
kiilonleges szimbolum kozott all, amik megakadalyozzak, hogy az automata tilhaladjon
rajtuk. A szamitas kezdetén a gép a kezddallapotban van, a veremben pedig egyediil a
kezdeti veremszimbolum szerepel. Az input elfogadasa kétféleképpen torténhet, végal-

lapot vagy iires verem szerint. Az elsG esetben akkor fogadjuk el a szo6t, ha a szamités
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végén a gép elfogadd van, a masik esetben akkor, ha a szamitas végén a verem iires. A
felismerés ezen két modja ekvivalens, mindkét esetet at tudjuk alakitani a masikba. Ha a
felismerés a végallapot alapjan tortént, akkor ahhoz, hogy iires verem szerinti elfogadéshoz
alakitsuk at, elég egyszertien kiiiriteniink a vermet akkor, ha a szot elfogadta. Ures verem
esetén pedig megtehetjiik azt, hogy azt az allapotot, amiben akkor van, amikor a verem
kifiriilt elfogado allapotnak nevezziik ki. A veremautémataknal is megkiilonb&ztethetiink
determinisztikus és nemdeterminisztikus gépeket attol fliggéen, hogy minden lehetséges
helyzetben egyértelmii-e a tovabblépés vagy sem. FEzen kiviil fontos megkiilonboztet-
niink az egyirdnyud és kétiranyt veremautomatakat: ha az olvasofej sosem léphet balra,
tehéat csak helyben maradhat, vagy egy bettit "feldolgozva" jobbra léphet, akkor az au-
tomata egyiranyi, ha a szalagon a balra lépés is megengedett, akkor pedig kétirany.
A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalyat pontosan az egyiranyd nemdeterminisztikus vere-
mautomatak ismerik fel.

Ez egy ujabb fontos dolgot jelent a szdémunkra: az egyiranyt determinisztikus veremau-
tomatak csak egy sziikebb nyelvosztalyt, a determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek
osztalyat képesek felismerni. Ebben az esetben tehat elvalik egymastol a determinizmus
és a nemdeterminizmus. Lassunk egy példat egy olyan nyelvre, amely kornyezetfiiggetlen,
de nem determinisztikus kornyezetfiiggetlen. Legyen L = {a"b"} U {a"b*"} n > 0. Ez a
nyelv kornyezetfiiggetlen, ugyanis generalhato a kovetkezé nyelvtannal:
S—A\NS—5,5—95,

S1 — aS1b, S1 — ab
Sy — aSybb, So — abb

Indirekt modon tegyiik fel, hogy a nyelv determinisztikus kdérnyezetfiiggetlen, tehat
létezik olyan M determinisztikus veremautomata, ami felismeri. Tegyiik fel, hogy a gép
bemenetén a"b" all. A gép elfogadja a szot, és megall valamilyen konfiguracidban. Mivel
a gép konfiguracidinak szama véges, ezért biztosan létezik egy olyan a"t*b"+* sz6 valam-
ilyen k > 0O-ra, hogy a gép ugyanolyan konfiguraciéban allt meg, mint a"b" esetén. Most

tegyiik fel, hogy a bemeneten ab*" all. Amikor a gép elér a"b™-hez, azaz még b" betd van
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hatra, a gép nyilvan pontosan abban a konfiguraciéban lesz, mintha a bemeneten a™b”

n+kbn+k

szerepelt volna. Ekkor a gép nem tudja, hogy eddig a"b"-t vagy a -t olvasott be.

ntkp2ntk_t kapott volna, hiszen a fennmaradé

Emiatt a gép azt is elfogadna, ha inputként a
b" betti beolvasisa utan nem tudja megkiilénbdztetni a a™b?"-t6l. Viszont a™t*b?"* nem
eleme L-nek, tehat a gép nem fogadhatna el, ezért ellentmondashoz jutottunk. L tehéat
olyan kornyezetfiiggetlen nyelv, amelyet nem lehet determinisztikus veremautomataval
felismerni. Ennél a nyelvosztalynal tehét elkiiloniil a determinizmus és a nemdeterminiz-
mus.

Egy masik tény, ami fontos szamunkra az, hogy a 2. tipust nyelvekrsl tudjuk, hogy
részhalmaza P-nek. Ennek belatashoz meg fogunk adni egy algoritmust, ami polinomiélis
id6ben felismer barmilyen nyelvet, amit egy kétiranyt nemdeterminisztikus veremau-
tomata felismer, tehat valojaban a kornyezetfiiggetlen nyelveknél egy bévebb halmazra
alkalmazhat6. ElGszor hozzuk a veremautomatakat egyfajta normélformaba. Tegyiik fel,
hogy a veremautomata a sz6 felismerését mind az elfogad6 allapotba lépéssel, mind a
verem Kkiiiritésével jelzi, valamint hogy egy 1épés soran a verem tetejére irt sz6 vagy az
iires sz0, vagy két betiibdl all, amelyek koziil az als6 megegyezik azzal a betiivel, amelyet
levett a verem tetejérdl a lépés soran (tehat egy 1épésben vagy letorol egy betiit a veremrdl,
vagy a tetejére ir egy jat). Minden veremautomata atalakithaté ilyen forméaba. Legyen a
bemeneti sz6 w = asa,,_1, és az input szalagon alljon [w], ahol a; = [ és a,, =| a bal- és job-
boldali hatarol6 szimbolumok. Legyen az elfogadé allapot ¢y, a kezdGéallapot g, a kezdeti
veremszimbolum pedig Zy. A veremautomata pillanatnyi helyzetét irjuk le (p, [w],,7)
modon, ahol p az automata &allapota, w az inputszalagon szerepl§ szo, i az olvasofej
helyzete és v pedig a verem tartalma. A felismerd algoritmus f6 eszkoze egy n x n-es R
matrix lesz, amit felismerd matrixnak hivunk. A matrix minden (i, j) 1 <i,j < n eleme
Q xT' x Q részhalmaza. Az r(i,j) akkor és csak akkor fog tartalmazni egy (p, Z, q) elemet,
ha a veremautomata (p, [w], i, Z) allasabol elérhets a (¢, [w], j, \) allas. Tehat az r(1,n)
akkor és csak akkor fogja tartalmazni a (qo, Zo,qs) elemet, ha a kezd§ konfiguraciobol

elérhetd egy olyan konfiguracio, amiben az automata elfogad6 allapotban van és a verme
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ires, tehat ha az automata felismerte a bemenetét. A matrix elkésziilte utan elég lesz az
r(1,n) elemet megvizsgalni ahhoz, hogy eldéntsiik a bemenet eleme-e az automata altal
felismert nyelvnek. A § dtmenetfiiggvényt bontsuk kétfelé, §;-re és do-re. A 0 fiiggvény
képezzen {1,2, ..., n}2-bol Q xI'xQ részhalmazaiba, ez tartalmazza azokat az Atmeneteket,
amik soran veremszimbo6lumot torliink. Pontosabban 01(i,7 + d) tartalmazza (p,Z,q)-t
akkor és csak akkor, ha d(p, a;, Z) tartalmazza (g, \, d)-t. A dy képezzen {1,2,...,n}?-bél
Q x I'T' x Q-ba, és tartalmazza azokat az atmeneteket, amik a verem tetejére 0j szim-
bolumot irnak. Pontosabban d5(i,7 + d) tartalmaza (p,2Y,q)-t akkor és csak akkor, ha
d(p, a;, Z) tartalmazza (q, ZY, d)-t. Definidljunk még egy © fiiggvény a kovetkezGképpen:
legyen harom Osszetett argumentuma, az elsé legyen @) x I'T" x () részhalmaza, a masodik
és harmadik argumentuma, valamint az értékkészlete pedig legyen @ x I' X @) részhal-
maza. Legyen ©(Aj, Ay, A3) azon (p,Z,q)-k halmaza, amelyekre teljesiil, hogy létezik
olyan qi,qs, Z', hogy (p, ZZ', q1) eleme Aj-nek, (q1, 7', q2) eleme As-nek és (¢o, Z,q) el-
eme As-nak. Példaul ha a (7,7 + d) tartalmaza (p, ZY, q1)-t, r(i + d,j) tartalmazza
(q1,Y, q2)-t és r(j,k) tartalmazza (q1, Z, q)-t, akkor O(d2(i,1+d),r(i+d, j),r(j, k)) tartal-
mazza (p,Z,q)-t. Ez azt jelenti, hogy a (p, [w], i, Z) konfiguraciobol elérhets a (q, [w], k, A)
konfiguracié. Egy ilyen atmenetet fogunk egy elemi lépésnek tekinteni, tehat ezt a fiig-
gvényt fogjuk hasznalni az algoritmus bonyolultsaganak mérésére. Vegyiik észre, hogy
O(A;, As, A3) kiértékelése akarmilyen argumentumokra nem fiigg a w bemeneti sz6tol,
csakis a P veremautomatatol fiigg. Az R matrix kiszamitasahoz egy A vermet is fel-
hasznalunk segitségiil. A-nek a legalsé kivételével minden eleme (i,j,(p,Z,q)) alaki, ahol
1 <i,57 <n,pés qelemei Q-nak és Z eleme I'-nak. Ha (i,j,(p,Z,q)) eleme A-nak, akkor
(p,Z,q) eleme r(i,j)-nek. R kiszdmitasa soran meg fogjuk hatarozni, hogy milyen 4j (p,Z,q)
harmasok keriilhetnek be R-be azon elemek alapjan amik méar R-ben vannak. Minden j
(p,Z,q) amit hozzaadunk valamilyen r(i,j)-hez hozzaadodik A-hoz is (i,j,(p,Z,q))-ként. Az
R-ben talalhato harmasok maximalis szama |Q|?|T'|n?. Kezdéskor R minden eleme iires
és A egyetlen eleme a (0,0,0). A(1), A(2) és A(3) jelolje A legfelss elemének els§, mé-

sodik és harmadik komponensét. Az M Turing-gép amit hasznalni fogunk négy szalaggal
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rendelkezik, az egyiken fogja tarolni az inputot és a masik harom szalagon fog dolgozni.
Ebb6l a harom szalagbol kett6t osszunk fel |Q|?|T'| savra (vehetjiik tgy, hogy a gép ennyi
kiilon szalagon dolgozik, amiket végiil egy szalagon szimulél), ugyanis ennyi a kiilonb6z6
(p,Z,q) harmasok maximaélis szama. Ezeken a szalagokon minden savban [i,(p,Z,q)| alaka
szimbolumok lesznek, az i prefix lehetséges értékei 0, 1 vagy 2 attol fiiggGen, hogy (p,Z,q)
benne van az A veremben, az A verem legfelsé eleme vagy nem szerepel az A veremben. A
harmadik szalagon végzi majd a sziikséges egyéb szamitasokat. Az algoritmus miikodjon

a kovetkezdGképpen:

1. M az els6 két szalagjan toltson ki n? cellat gy, hogy minden cella minden savjaban

alljon a [2, \] elem. Minden cella R egy r(i,j) elemét fogja reprezentalni.

2. Ezutan M kiszamitja r(i,7 + d) = 01(i,i + d)-t minden ¢ € {1,....,n}-re és d €
{=1,0,1}-re ahol 1 < i+ d < n. Ha 6;(i,7 + d) tartalmazza (p,Z,q)-t, akkor M az
elsG két szalag azon cellajaba, amely (7,7 + d)-t reprezentalja egy {ires sivba beirja

a [0, (p, Z, q)] szimbolumot.

3. M megkeresi az els6 szalagon a legbaloldalibb olyan cellat, amely valamely savjaban
tartalmaz 0 indexi elemet Ha ilyen nincs, akkor az A verem kiiiriilt. Ekkor M
megnézi az r(1,n)-et reprezentalo cellat, hogy tartalmazza-e a |2, (po, Zo, ¢f)] szim-
bolumot. Ha igen, akkor M elfogadja a bemenetet, ha nem, akkor elveti. Viszont ha
talalt egy [0, (p, Z, ¢)] alaku elemet valamilyen r(i,j) cellaban, akkor M véltoztassa

meg ennek az elemnek a prefixét 1-re.

4. Ekkor minden d € {—1,0,1}-re és i-re ahol 1 < ¢ —d < n, valamint minden k-
ra, k € {1,2,....n} M kiszamitja r(i — d, k) = O(d2(i — d,7),{(p, Z,q)},r(j, k))-t.
Ehhez M eltarolja (p,Z,q) értékét a belss allapotaban, és beéllitja az els6 és masodik
szalag 1/0 fejeit az r(i-d,1) és r(j,1) cellak felé. M ezutan szinkronban mozgatja a

két fejet jobbra n lépésnyit. Minden k = 1,2,...n-re M kiolvassa r(j,k) értékét a
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maéasodik szalagrol és az els6 szalag tires savjaiba beir minden 0j (p/, Z’, ¢') elemet az
r(i —d, k) cellaba [0, (p/, Z', ¢")] formaban. Amint M kiszamitotta r(i — d,n)-et, M
atmasolja az els§ szalag tartalmat a masodik szalagra és megismétli ezt d kovetkezd

értékére.

5. Amikor M végzett a 4. pont szamitasaval, M megkeresi az [1, (p, Z, q)] elemet r(i.j)-

ben az els§ szalagon, és megvaltoztatja a prefixét 1-r6l 2-re.

6. Ekkor minden d € {—1,0, 1}-re és h-ra ahol 1 < h + d < n, M kiszamitja r(h, j) =
©(0o(h, h+d),r(h+d,i),{(p, Z,q)})-t. M most is a masodik szalagrol olvassa r(h+
d,i) értékeit és beirja az elsd szalag r(h,j) celldiba azokat a harmasokat, amelyek
nem szerepelnek benne. Minden ilyen 1j elem prefixe 0. Amikor M kiszamitotta

r(n,j)-t, M atmasolja az elsé szalag tartalmat a masodikra.

7. M megismétli az algoritmust a 3. lépéstdl kezdve.

Az algoritmus minden lépése legfeljebb O(n?) lépésébe keriil a Turing-gépnek, és mivel a
3-6 lépéseket legfeljebb |Q|*|T'|n?-szer kell megismételni, ezért az algoritmus idébonyolult-
sdga O(n?). Az is lathato, hogy nem hasznal O(n?)-nél tébb tarat.

A hierarchia legalsé fokan a 3. tipustu nyelvek, mas néven a regularis nyelvek éallnak.
Az olyan nyelvtanokat nevezziik regularisnak, amelyek bal- vagy jobblinedrisak. Ez azt
jelenti, hogy minden helyettesitési szabély vagy A — Bw, vagy A — w alaka (ahol A
és nemterminalisok, w pedig egy terminalisokbol &ll6 sz6) ha ballineéris, és A — wB,
vagy A — w alakd ha jobblinearis. Lathato, hogy ezek a nyelvek a 2. tipust nyelvek
részesete, hiszen itt mar nem csak a szabdalyok baloldalara, hanem a jobboldalara is
megszoritasokat tettiink. Ezeket a nyelveket a véges automatak ismerik fel, amelyek
olyan grafok, ahol a csicsok allapotokat tartalmaznak, az élek pedig atmeneteket: az
inputbo6l minden beolvasott szimbolum atviszi az automatéat egyik allapotbdl a mésikba,
feltéve ha létezik a szimbolumnak megfelels él. Az automata elfogadja a bemenetet, ha
az input végigolvasasa utan elfogad6 allapotba keriil. Voltaképpen egy olyan Turing-

gépként is elképzelhet&ek, mint ami az inputon és az allapotain kiviil semmit sem hasznél
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a szamitasahoz. ErezhetGen szamitas szempontjabol ezek a nyelvek mér meglehet&sen

egyszertek.

Mint arrdl sz6 esett, a Chomsky-hierarchia osztilyai az informatika gyakorlataban
meglehetGsen nagy szerepet jatszanak. Szakdolgozatom mellékleteként egy olyan Java
nyelven irt programot adok be, amely a Turing-gép mellett az egyirdnyi nemdetermin-
isztikus veremautomata (vagyis pontosan a kornyezetfiiggetlen nyelveket felismerd vere-
mautomata) miikodését mutatja be, mivel mint azt lathattuk, mindkett§ szerepe igen
jelentGs a bonyolultsagelmélet és a szdmitastudomany szempontjabol. Lassuk most a pro-

gram felépitését és miikodését.

8. Implementacidok

Programom iradsakor azért dontéttem a Java nyelv hasznéalata mellett, mert ezaltal az
elkésziilt osztalyok kénnyen tjrafelhasznalhatoak és meglehetGsen rugalmasak, valamint a
Java nyelv j6 hordozhatosaga miatt széles korben felhasznalhatd. Réadasul az objektum
orientélt felépitésnek koszonhetSen a gép sziikség esetén kdnnyen kezelhets egyetlen jol
hatarolhato egységként, valamint ha kell, egyes alkotoelemei is képesek onallo viselkedésre.

Az osztalyok hasznéalatahoz sziikséges dokumentaciot mellékletként csatolom a szak-
dolgozathoz, itt pedig attekintem felépitését és miikodése néhany jellemzgjét.

Az algoritmusok vizsgalatdhoz hasznalt olyan modellek, mint a Turing-gép, tobb tek-
intetben is kiillonbdznek a szamitogépektsl. Mindenekel6tt a Turing-géprdél feltételezziik,
hogy végtelen mennyiségii tarteriilet all rendelkezésére. Ha a gépnek csak egy konstans,
véges nagysagli "memoridja" lenne, az az algoritmusok elemzését igencsak megnehezitené,
példaul teljesen elfelejthetnénk az olyan inputokat, amelyek hossza nagyobb a gép befo-
gadoképességénél. A végtelen memoria azonban nyilvanval6éan nem implementalhatd. A

Turing-gép implementécidja a szalagokat a kovetkezéképpen kezeli: minden szalag legelsG
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szimboluma egy kitiintetett "szalag eleje szimbolum", amelytsl a szalag I/O feje nem
léphet balra. Ez nem korldtozza a Turing-gép altaldnossagat, minden gép atalakithato
ugy, hogy amikor balra akar 1épni a szalag "elejérdl", akkor a szalag teljes tartalmat eggyel
jobbra tolja. Ez az atalakitas legfeljebb a négyzetére emeli az id6bonyolultsagot (hiszen ha
az idébonyolultsag f(n), akkor minden alkalommal legfeljebb f(n) szimbolumot kell meg-
mozgatnia, mivel ennél tébb nem lehet a szalagon, és erre legfeljebb f(n)-szer keriilhet sor),
tehat nem vezet ki P-bgl. Az I1/0O fej mozgasa soran a szalagot reprezentald objektum és-
zleli, ha a fej elérte a szalag jobb szélét, és ekkor egy 1j, iires szimbolumot tartalmazo cellat
ad a szalaghoz, ezaltal a fej szabadon mozoghat jobbfelé. A determinisztikus és nemde-
terminisztikus Turing-gépek implementacioi az dtmenetfiiggvény kezelésében térnek el.
Mindkét esetben a fiiggvény egy HashMap reprezentalja, amelyben a kulcsok a szabalyok
baloldalai. Determinisztikus esetben minden baloldalhoz csak egy jobboldal tartozhat,
nemdeterminisztikus esetben viszont jobboldalak halmaza. A Turing-gép példanyositasa
lehetséges minden definicié szerinti tag explicit megadasaval, de néhany koziiliik elhagy-
hato, amikhez rendelhet6 alapértelmezett érték. Ilyen nem sziikséges megadni az allapotot
(a kezdéallapotot allitja be jelenlegi allapotként), ellenérzi, hogy a kezd6- és végéallapotok
elemei-e az allapotok halmazanak és hozzdadja ha nem igy lenne, valamint a k darab sza-
lagot mind iiresnek inicializalja. A Szimbolum osztaly két kitiintetett tagja, a szalag elejét
jelz6 szimbolum és az {ires szimbolum minden szimbolumhalmaznak (az allapotok hal-
mazanak, a szalagidbécének, veremautomata esetén a veremabécének) alapértelmezetten
eleme. Példanyositas utdn az initInput(String s) metodussal adhaté meg az input String
forméban, ahol minden betiit kiilon szimb6lumnak tekint. A létrehozott Turing-gép min-
den eleme kiilon objektum, igy a program miikddése soran barmikor kénnyen lecserélhetGk
vagy modosithatok. A Turing-gép egy lépését a lepes() metodus hajtja végre, nemdeter-
minisztikus gép esetén a metdédus bemend paraméterként egy atmenet-jobboldalt kér, ami
tartalamazza a lépéshez sziikséges adatokat. Determinisztikus esetben erre a paraméterre
nincs sziikség, hiszen a végrehajtando6 lépés egyértelmd a gép mindenkori allasabol. A

szamitas() metodus nemdeterminisztikus gép esetén a teljes szamitési fat bejarja, viszont
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az elsé elfogadd szamitas megtalalasa utan megall és visszatér igaz értékkel. A deter-
minisztikus gép esetén ez a metddus egyszertien végiglépked a determinisztikus szamita-
son. A szamitasLogged() metddus a szamitas()-hoz hasonléan miikodik, viszont egy plusz
paramétert igényel, egy Turing-gép konfiguraciokbol all6 ArrayList-et. A szamitas soran
ebbe a tombbe elmenti az Osszes végrehajtott lépés utan a Turing-gép konfiguraciojat.
Ezeken kiviil még tobb kisebb metodus tartalmaznak a Turing-gép implementécids os-
ztalyai, amelyek f6ként kiilonféle lekérdezéseket hajtanak végre, és amelyek segitségével a
szamitéasi folyamat nagymértékben iranyithato.

A veremautomata implementacioja egyiranyt nemdeterminisztikus gépek létrehozésat
teszi lehetévé. Csak egy szalaggal rendelkezik, amelyre a 1épései soran nem képes irni,
valamint egy veremmel, amelynek legals6é eleme ugyanaz a szimbolum, amely a szalag
elejét is jelzi. Az elemek itt is megadhatok mind explicit modon, vagy az allapot, sza-
lag és verem elhagyasaval is létrehozhato a gép kezddallapotban, iires inputszalaggal és
veremmel. Az dtmenetfiiggvényben szerepl6 szabélyok baloldalan az inputrél beolvasott
szimbolum lehet iires, ekkor a szalag olvasoéfeje helyben marad, kiillonben pedig eggyel
jobbra lép. A lepes() metodus itt egy atmenet szabaly baloldalat és jobboldalat egyarant
kéri paraméterként, hiszen az olvasofej mozgasa itt a szabalyok baloldalaboél olvashato ki.
A szamitas() metodus a Turing-géppel hasonlé6 modon mikodik, és itt is lehetGség van
a szamitds menetének ArrayList objektumba mentésére. A szamitas akkor ér véget, ha
az olvasofej iires szimbolumon all, tehat végigolvasta a teljes inputot, ekkor donti el az
allapota alapjan, hogy a szo6t elfogadja-e vagy sem.

Az osztalyok hasznalatanak példajaként mellékelek két osztalyt, a TuringFrame.java
és PDAFrame.java osztalyokat, amelyek egy fajlbol képesek beolvasni, majd ezek alapjan
Osszedllitani egy Turing-gépet illetve veremautomatat. Az igy létrehozott gépekkel egysz-
eriien szemmel kovethetjiik a szamitas folyamatat. Két .txt formatumau fajlt is mellékelek,
amelyek példaalgoritmusként szolgalnak ehhez a két osztalyhoz: a pda.txt alapjan létreho-
zott veremautomata a {0"1"} n > 0 nyelvet ismeri fel, a turing.txt fajl alapjan létrehozott

Turing-gép pedig a {0, 1} abécé feletti palindromok nyelvét ismeri fel.
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A TuringFrame.java futtatisa sordn a betoltés mellett 1év6 szévegdobozba irhatjuk be
a beolvasni kivant .txt fajl elérési utvonalat. Az OK gombra kattintva a fajlbol beolvassa a
szitkséges adatokat (tgymint az allapotok halmaza, a veremébécé, az atmenetfiiggvényben
talalhato szabalyok, stb. ), amelyeket megjelenit a kiilonb6z6 panelekben. Ha elkésziilt,
vagy a betoltés valamilyen oknél fogva sikertelen, arrdl hibatizenetet kapunk a "Log"
felirati panelben. A "Szalagok" panelben lathato a gép szalagjainak tartalma, az "Al-
lapot" feliratiban a jelenlegi allapota, a "Lehetséges szabédlyok" feliratiban pedig az adott
helyzetben alkalmazhatd szabalyok vannak felsorolva. Az "el6re" gombra kattintassal a
gép megtesz egy lépést. Ha tobb lehetséges szabaly koziil valaszt, akkor a "Valasztas"
mezébe egy megfelel6 nagysagi szamot var, aminek megfelel§ sorszami szabaly alapjan
fog tovabb lépni. Ha a szdm nem megfelels, de a szamitast tekintve nem ez volt az utolsé
méar bejart konfiguracio (azaz a logban, amely az eddigi lépéseket tartalmazza, nem a
jelenlegi az utolso bejegyzés), akkor a gép a log segitségével 1ép eldre egyet A "vissza'
gombra kattintassal visszalép egy lépést. A "Futtatas" gomb akkor ajanlott, ha a szamités
végeredménye érdekel minket és nem a szamitas menete. Erre a gombra kattintva a gép
végrehajtja a teljes szamitast loggolva, majd a végeredményt és a logot kiirja a Log feli-
ratt panelbe. A futtatasra kattintassal a log eddigi tartalma elvész, azaz visszafelé csak
addig lesz bejarhato, amig el nem ériink arra a pontra, ahol kiadtuk a futtatas parancsot.

A beolvasott .txt modositasa egyszeri, formatuma legyen a kovetkezd: A fajl elsé
sora az input sz6, a masodik sor a szalagok szdma, a harmadik az allapotok halmaza
(sz0kozzel elvalasztva), a negyedik a szalagdbécé ugyanilyen modon megadva, az 6t6dik
a kezddallapot, a hatodik pedig a végallapotok halmaza, szintén szokozzel elvilasztva.
Ezt kovetSen minden sor az dtmenetfiiggvény egy-egy szabalyat tartalmazza. Ezen sorok
megadasa legyen a kdvetkez6 formatum:
(q,a1a9...a,)— > (q}, b11b12--.b1n, Mi1maz...m1y); oo (G D1 bma - -bmn, M1 M2 M)
A szabélyok megadésa soran a szokoz az tires szimbolumot, a ">" jel pedig a szalag eleje
szimbolumot jeloli. A fejek mozgasai a B,H,J betiikkel adhatok meg.

A PDAFrame.java osztaly teljesen analég moédon mikodik a TuringFrame.java
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osztallyal, kivéve, hogy veremautomatit alkot és annak megfelel6 adatokat jelenit
meg. Ebben az esetben a beolvasott .txt fajl legyen a kovetkezd alakd: az els6 harom
sor rendeltetése valtozatlan, a negyedik sor a veremabécé, az 6todik a kezddGallapot, a
hatodik az elfogadd allapotok halmaza, a hetedik pedig a verem kezdeti tartalma. Ha
azt akarjuk, hogy a verem csak a kezdeti veremszimbolumot tartalmazza, ez a sor legyen
iires. Az ezt kdvets sorok mind egy-egy dtmeneti szabalyt kdédolnak. Ezek formatuma:
(q,a,Z)— > (¢, ), ahol q és q’ allapotok, a egy input szimolum (lehet iires sztring, ekkor
a gép nem olvas be szimbolumot), Z a verem tetején 16vs szimbolum, a € T* pedig egy

veremszimbolumokbol 4116 sz0, amely a verem tetejére keriil (ez szintén lehet iires sztring).

Reményeim szerint ezek a példaprogramok megmutatjak, hogy a felhasznalt osztalyok
hasznos eszkozei lehetnek az algoritmusok gyakorlati implementalasinak és megértésének.
Habar az elméleti szempontbol fontosabb algoritmusok implementalasa Turing-gépen megle-
hetGsen halatlan feladat lehet, egyszertibb algoritmusok segitségével szemléltethetck a
gépek alapvets miikodései és tulajdonsagai. Bar a bonyolultsagelmélet teriilete helyenként

igencsak absztrakt, a gyakorlati szemlélet segitségiinkre lehet a megértésében.
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9. Osszefoglalas

A szakdolgozatomban a P vs. NP probléma megértéséhez sziikséges ismereteket kivan-
tam Osszegytjteni, valamint a megoldasara tett f6bb kisérletek eszkozeit szdndékoztam
ismertetni.

Az elsé fejezetben az alapvets fogalmak kimondasa mellett lathattunk néhany olyan
tételt, amelyekkel jobb ralatést nyerhetiink a problémara. Az ezt kovets torténeti at-
tekintés soran olvashattunk a probléma eredetérdl, korai eredményekrél és a megoldési
kisérletek fontosabb vonalairol. Az NP-teljes problémakkal foglalkozé fejezet soran ezen
problémék jelentGségérdl és felismerésiik modjarol esett szo. Ezt kovette az ordkulumok
els6 ranézésre ellentmond6 eredményeivel és ezek a probléma kutatasanak modszereire
gyakorolt hatasaval foglalkozé rész. A Boolean-hélézatok az aktiv kutatasbeli fontossaguk
miatt szintén helyet kaptak a dolgozatban. Végiil a Chomsky-hierarchia, ami mind a ter-
mészetes, mind a formaélis nyelvek kutatasanak fontos eleme, szintén ismertetésre keriil
tekintettel a P és NP osztalyokhoz val6 kapcsolatara.

A dolgozathoz mellékelt program és dokumentéciéja alapvetGen algoritmusok formalis
implementalasara alkalmas. Segitségével egyfelsl konnyebben képzelhetjiik magunk elé
az algoritmusok vizsgalatdhoz haszndlt absztrakt gépeket, ami segitséget jelenthet egy
ilyen meglehetGsen "elvont" teriilet megértésében, méasfelél a Java nyelvi osztalyok hor-
dozhatosiga és ujrafelhasznalhatosiga miatt alkalmas eszkozok formalis nyelvekkel vagy
algoritmusokkal foglalkozo célirdnyos rendszerek felépitésére.

Természetesen alaptalan lenne azt gondolni, hogy a szakdolgozatban Gsszefoglaltak
elolvasasaval komoly szaktudasra tehetnénk szert a P vs. NP probléma kapcsan. A
probléma az itt leirtaknal joval terebélyesebb, ahogy az illik egy olyan kérdéshez, amely
kozponti szerepet élvez a bonyolultsagelmélet, és ennek koszonhetGen az informatika
teriiletén. A dolgozat hossza igy is meghaladja valamivel az ajanlott terjedelmet, amiért

ezliton szeretnék elnézést kérni. Bar a szakdolgozat talan csak a "jéghegy csicsat" mu-
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tatja be a problémanak, reményeim szerint alkalmas lehet arra, hogy megsejtsiik az alatta
fekvé jéghegy nagysagat.

A probléméban val6 elmélyedéssel toltott id6 alatt arra lettem figyelmes, hogy az egyes
kutatok cikkeinek hangvétele optimizmus tekintetében nagyjabol monoton csokkend ten-
denciat mutatnak az id6 elérehaladtaval. Voltaképpen ez egyéltalan nem meglepd, hiszen
barmilyen komoly probléma esetén a probléma "fiatalkoraban" még nem lehet tudni, hogy
a megoldasdhoz mennyi eréforrasra, példaul id6re lesz sziikség, vagy hogy a megoldas men-
nyire lesz révid és elegans.

A P vs. NP meglehetGsen "makacsnak" bizonyult. Nemcsak az deriilt ki rola, hogy
sok szertedgazo teriileten jelenik meg valamilyen forméban, de gyakorlati jelentGsége is
tovabb novelte a neki szentelt figyelmet. Ennek ellenére a térténete soran nem egyszer
tlint gy, hogy akarmerrdl is kozelitenek felé, csupan tjabb akadéalyokat taldlnak. Példaul
a halézati bonyolultsig felsl kozelitve a célunk az lenne, hogy bizonyos NP-beli problémak
bonyolultsagara szuperpolinomialis alsé korlatokat bizonyitsunk, de t6bb évtized utan is
az altalanos esetben a legjobb korlat is csak linearis! Ezt csak tetézi az a tény, amit egy
egyszerd szamolas alapjan tudunk: hogy a problémék tilnyomo tobbségének exponencialis
bonyolultsaga van. A hierarchia-tételek segitségével szintén érdekes megvilagitasba keriil
a tudasunk a bonyolultsagi osztalyokrol: tudjuk, hogy L C NL C P C NP C PSPACE,
és tudjuk azt, hogy L valodi részhalmaza PSPACE-nek. Tehét a fenti részhalmaz relé-
ciok koziil legalabb az egyik valodi, (s6t, a sejtésiink szerint mindegyik valodi) de jelenleg
egyikrdl sem tudjuk ezt bizonyitani. Az ordkulumok segitségével pedig sikeresen belattuk,
hogy sok "egyszeri" modszer alkalmatlan a P és NP elvalasztasara, gyakorlatilag garan-
tdlva a megoldas nehézségét. A kérdésre egy rovid, egyszert, konstruktiv valasz otlete a
jelenlegi eszkozeink mellett szinte naivnak hat.

Az ordkulumok eredményei tulajdonképpen azt mutatjak, hogy a probléma bizonyos
szinten fiiggetlen azoktol a rendszerektsl, amikkel vizsgalni kivanjuk. Nem meglepd, hogy
a kérdés fiiggetlensége, azaz bizonyithatatlansaga is felmeriilt az évek soran. Tekintve,

hogy a kérdés gyakorlatilag a kiszamithatosag egy fontos tulajdonsagat kivanja kiszami-
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tani, ezt sem vethetjiik el, hiszen az eldonthetetlenség hataran tobb olyan matematikai
probléma is van, ami magarol a matematikarol tesz fel kérdést. A jelenlegi eredmények is
afelé mutatnak, hogy a megoldéshoz merében tjszert eszkézokre lehet sziikségiink.
Tegyiik fel, hogy a kérdés mégis eldonthets. Egy megtalalt bizonyitasrol be tudnank
latni annak helyességét, tehat alkalmas tandja lenne a P vs. NP kérdésnek. A jelenlegi
eredmények és a probléma tébb évtizedes torténelme nem azt sugalljak, hogy a bizonyitas
ellendrzésének nehézsége dsszemérhetd lenne a bizonyitds megtalaldsanak nehézségével. A
P # NP allitas érdekes ironidja ez: ha igaz, azzal szinte boritékolja sajat bizonyitasanak

nehézségét.
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11. Fiiggelék

11.1. Attekintés

A csomagokban nemdeterminisztikus veremautomata és nemdeterminisztikus Turing-gép,
valamint az ezek felépitéséhez sziikséges elemek Java nyelvii implementacioja talalhato.
Kiilon taldlhato még determinisztikus Turing-gép implementécié is, amely belsG reprezen-
tacioja kihasznalja az altalanos nemdeterminisztikus esethez viszonyitott egyszertisitési

lehet&ségeket.

11.1.1. A csomagok attekintése

package elemek

Az ebben a csomagban talalhatd osztalyok a modellek alapvetd épitGkovei, a modell-

specifikus osztalyok jorészt ezekbdl épiilnek fel.

-Szimbolum.java
-Cella.java
-Abece.java
-Szalag.java

-FejMozgas.java

package turingspec

A csomag osztalyai a determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gépek modelljei-

hez hasznalt specialis adatszerkezetek.

-AtmenetBaloldal.java
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-AtmenetJobboldal.java
-AtmenetFuggvenyDTG.java
-AtmenetFuggvenyNDTG.java
-TGKonfiguracio.java
-TuringGep.java

package pdaspec

Ezek az osztalyok a nemdeterminisztikus veremautomata modelljéhez hasznélt specialis

adatszerkezetek.

-AtmenetBaloldalPDA .java
-AtmenetJobboldalPDA .java
-AtmenetFuggvenyPDA java
-PDAKonfiguracio.java

package modellek

Ez a csomag tartalmazza a szamitasi modelleket reprezentald osztalyokat.

-DTuringGep.java

-NDTuringGep.java

-PushdownAutomaton.java
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default package

Ebben a csomagban a modellek tesztelésére hasznalt példék taldlhatoak.

-TuringFrame.java

-PDAFrame.java

11.1.2. Megjegyzések

A hasznalt adatszerkezetek torekednek a modellek minél altalanosabban térténs megadasara.
A Turing-gép szalagjai mind egy kitiintetett szimbélummal kezd&dnek, aminek szerepe
az ir6/olvaso fejek negativ irdnyba torténd lefutasanak megakadéalyozasa. Mivel minden

algoritmus atalakithato olyan formaba, amely ezt teljesiti, ez nem jelent elvi megszoritast.

11.2. package elemek
11.2.1. Szimbolum.java

Altalanos szimbolumot képvisel, értéke Object tipusi. Az egyszeriiség kedvéért a peldak-
ban a szimbolumok értékei mind String tipustiak. Két szimbolum egyenléségének vizs-
galata értékeik String formajanak Osszehasonlitasaval torténik, ezt a getValueString()
metodussal kérhetjiik le.

Két kitiintetett szimbolum a szalagElejeSzimbolum, amelynek értéke a " >" String, és

az uresSzimbolum, amelynek értéke null.

11.2.2. Abece.java

Szimbolumok halmazat reprezentalja, HashSet<Szimbolum> adatszerkezettel. A két

kitiintetett szimbo6lum minden abécének automatikusan az eleme. Létrehozaskor elemei
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megadhatok HashSet<Szimbolum™> és String|| adatszerkezetekkel. Az eleme(Szimbolum
sz) metodus eldonti paraméterérdl, hogy eleme-e az abécének. Az addSzimbolum(Szimbolum
sz), addSzimbolumok(HashSet<Szimbolum > sz) és removeSzimbolum(Szimbolum sz) met6-
dusok hozzidadnak az dbécéhez egy ill. tobb elemet, valamint eltavolitanak szimbolumot

belsle.

11.2.3. Cella.java

Egy szimbolumot csomagol be. Ertéke az egyszertiség kedvéért megadhatd kozvetleniil

String-gel is, és String formaban lekérdezhets az erteke() metodussal.

11.2.4. Szalag.java

Egy ArrayList<Cella> tipusi adatszerkezettel reprezentalja a szalagot és egy int tipusi
szammal az iro/olvaséd fej helyzetét. Létrehozas soran az elsé eleme automatikusan a
szalagElejeSzimbolum, és a (String vagy ArrayList<Cella>) formaban megadott sz-
imbolumsor utan mindig uresSzimbolum-mal zar. A fejBalraLep() metodus iigyel arra,
hogy ne menjen negativ értékbe, ekkor false értékkel tér vissza. A fejJobbraLep() metodus
ha észleli, hogy a szalag végére ért, automatikusan kiegésziti egy uresSzimbolum-mal a

szalag végén.

11.2.5. FejMozgas.java

Az ir6/olvasoé fejek mozgasat reprezentélé enum tipus. Harom eleme a BALRA, HELY-
BEN, JOBBRA. Metodusai szamokat és betiiket konvertalnak FejMozgas tipussa és
vissza: negativ szam vagy "b" betid esetén BALRA, nulla vagy "h" esetén HELYBEN,
pozitiv szam vagy "j" esetén JOBBRA. A kis- és nagybetiikre nem érzékeny.

71



11.3. package turingspec
11.3.1. TuringGep.java

Egy interfész, melyet a determinisztikus és nemdeterminisztikus Turing-gép modell is
implemental. Négy metodust definial, a lepes() metodust, amely a szamitas egy lépése,
az elfogadas() metodust, ami logikai értékkel tér vissza aszerint, hogy jelenleg elfogadd
allapotban van-e a gép vagy sem,a megallas() metodust, amely szintén egy logikai értékkel
megmondja, hogy a gép a jelenlegi helyzetében megéall-e vagy sem, valamint a

getKonfiguracio() metodust, ami a gép jelenlegi konfiguraciojat adja vissza.

11.3.2. TGKonfiguracio.java

o, e,

A Turing-gép egy konfiguracidjat reprezentalja, egy Cella segitségével az allapot megadéasara
és egy Szalag|| szerkezettel a gép szalagjainak megadéasara. Az ird/olvaso fejek helyzete

kozvetett modon adott, mivel a Szalagok belsé tulajdonséaga.

11.3.3. AtmenetBaloldal.java

A Turing-gép dtmenetfiiggvényének baloldalat reprezentélé osztély, egy Szimbolum példanyt
hasznél az allapot, és egy Szimbolum|| szerkezetet a beolvasott jelek megadasara. Létre-
hozaskor paraméterei megadhatok két String-gel is, ekkor az elsé String az allapot lesz,
a méasodik String-et pedig karakterekre bontja és minden karaktert egy-egy beolvasott
szimbolumnak vesz. Ekkor a beolvasott iires szimboélumot szokozzel lehet megadni. A
getJel(int i) és setJel(int i,Szimbolum sz) metodusokkal az egyes beolvasott jelek kiilon-

kiilon is lekérhetsk illetve feliilirhatok.

11.3.4. AtmenetJobboldal.java

A Turing-gép atmenetfiiggvényének jobboldalat reprezentald osztaly, az AtmenetBaloldal
osztalyhoz képest kiegésziil egy FejMozgas|| szerkezettel, amely az ir6/olvaso fejek moz-

gatasara vonatkozo informéaciokat tartalmazzak. Létrehozéskor paraméterei harom String-
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gel adhatok meg, allapot-mozgatasok-jelek sorrendben. A mozgatasokat ekkor a jelekhez
hasonloan értelmezi, a b,h és j betiiket feleltetve meg a BALRA, HELYBEN és JOB-
BRA morzgasoknak. Metodusai a getMozgas(int i) és asetMozgas(int i,FejMozgas f)
metodusokkal egésziilnek ki, melyekkel az i. szalag mozgatasara vonatkozé informacio

kérhetd le és irhato felil.

11.3.5. AtmenetFuggvenyNDTG.java

A nemdeterminisztikus Turing-gép atmenetfiiggvénye. A szabalyokat egy

HashMap< AtmenetBaloldal,HashSet< AtmenetJobboldal» adatszerkezet adja meg. A
fiiggvény baloldalai tehat egyediek (kulcsok), amikhez egy jobboldal-halmaz tartozik. A
vanSzabaly(AtmenetBaloldal b) metodus megadja, hogy az adott baloldalhoz tartozik-e sz-
abaly a tablazatban. Az addSzabaly(AtmenetBaloldal b, AtmenetJobboldal j) és removeSz-
abaly(AtmenetBaloldal b, AtmenetJobboldal j) metddusokkal egy szabaly adhato hozza il-
letve vehetd el a fiiggvénybdl. Az addSzabalyok(AtmenetBaloldal b, HashSet< AtmenetJobboldal >
j) és removeSzabalyok(AtmenetBaloldal b,HashSet<AtmenetJobboldal> j) metddusokkal
kozos baloldalu szabalyok halmazéval tehetd ugyanez. A getSzabalyok(AtmenetBaloldal a)
metodus visszaadja a megadott baloldalhoz tartozo osszes szabalyt. A valaszt(AtmenetBaloldal
b) metodus véletlenszertien valaszt egyet a megadott baloldalhoz tartozo szabalyok koziil,

és annak jobboldal4val tér vissza.

11.3.6. AtmenetFuggvenyDTG.java

Ez az osztaly kihasznalja a determinizmusbol szarmazo6 egyszertsitést, adatszerkezete
HashMap< AtmenetBaloldal,AtmenetJobboldal >, azaz minden baloldalhoz egyetlen job-
boldal tartozik. Nem rendelkezik az egyszerre tobb kozos baloldalt szabalyt kezel6 meto-
dusokkal, valamint a valaszt(AtmenetBaloldal b) metodussal (hiszem a kovetkezs hasznal-
hato szabaly mindig egyértelmi), ett6l eltekintve miikodése egyezik az AtmenetFug-

gvenyNDTG osztéllyal.
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11.4. package pdaspec
11.4.1. PDAKonfiguracio.java

A veremautomata egy konfiguracidjat reprezentdlé osztaly. Tartalmaz egy Cella elemet
az allapot tarolasara, egy Szalag elemet az automata inputszalagjanak tarolasara, és egy

Stack<Szimbolum> szerkezetet a verem tarolasara.

11.4.2. AtmenetBaloldalPDA.java

Az osztaly példanyai a veremautomata atmenetfiiggvényének baloldalat adjak meg. Harom
Szimbolum-ot tartalmaznak, amely az allapotot, az input aktuélis bettjét és a verem tete-
jén 16v6 szimbolumot jelentik. Ures inputbetii esetén az uresSzimbolum-ot hasznélja.
Létrehozaskor szintén ebben a sorrendben kell ket megadni. A konnyebb hasznilhatosag
miatt a megadas torténhet harom String-gel is, ezekbdl létrehozza a nekik megfelels
Szimbolum-okat. Az allapot VeremEgyezes(AtmenetBaloldalPDA a) metodus logikai értékkel
tér vissza, ami igaz, ha a paraméterként megadott AtmenetBaloldalPDA példany &l-
lapota és veremszimboluma egyezik a hivoéval, és az inputbet vagy szintén egyezik, vagy
uresSzimbolum. Ennek az automata adott helyzetbdl valo tovabblépési lehetGségeinek

megtaldlasaban van szerepe.

11.4.3. AtmenetJobboldalPDA.java

A veremautomata atmenetfiiggvényének jobboldalat reprezentalé osztaly. Egy Szimbolum-
ot tartalmaz az allapot megadéséra, és egy Szimboluml|| szerkezetet a verem tetejére keriils
szonak. A megadasa két String-gel is torténhet, ekkor a mésodik String-et karakterekre
bontja és mindet a verem tetejére keriil sz6 egy Szimbolum-aként veszi. A verembe
keriilés sorrendje balrol jobbra torténik. Ha a verem tetejére nem keriil semmi, azt az

uresSzimbolum Szimbolum-mal vagy null értékid String-gel lehet megadni.
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11.4.4. AtmenetFuggvenyPDA.java

A veremautomata atmenetfiiggvényét reprezentélja a Turing-géphez hasonlé modon, egy
HashMap< AtmenetBaloldalPDA ,HashSet<AtmenetJobboldalPDA» adatszerkezettel. A
nemdeterminisztikus Turing-gépnél hasznalt metodusok itt is megjelennek, de paraméterként
AtmenetBaloldalPDA illetve AtmenetJobboldalPDA példdnyokat hasznalnak. A getLe-
hetosegek(AtmenetBaloldalPDA b) metodus egy baloldal-halmazzal tér vissza, melynek
elemei az AtmenetBaloldalPDA java osztalyban leirt allapot VeremEqgyezes() metodus sz-
erint megegyeznek a paraméterrel. A vanFolytatas(AtmenetBaloldalPDA b) metodus azt
adja meg, hogy ez a halmaz iires-e vagy sem. A getAtmenetek(AtmenetBaloldalPDA b)
metddus egy jobboldal-halmazzal tér vissza, amelyek a getLehetosegek() metodus altal

talalt baloldalakhoz tartozo Osszes jobboldal unioja.

11.5. package modellek
11.5.1. NDTuringGep.java

Az osztaly példanyai nemdeterminisztikus Turing-gépek: adatai egy k szam (a szalagok
szama), egy Szalag||, egy Abece az allapotok halmazanak megadasara, egy Abece a sza-
lagabécé megadasara, egy Cella az allapot tarolasara, egy Szimbolum a kezddallapot
tarolasara, egy Abece a végéallapotok tarolasara, és egy AtmenetFuggvenyNDTG példany
az atmenetfiiggvény megadasara. Létrehozaskor lehet&ség van egyes adatok elhagyasara,
ekkor az allapotot automatikusan a kezd&allapotnak &llitja be, létrehoz k darab 1j sza-
lagot, és a kezdd- és végallapotokat hozzaadja az allapotok halmazahoz ha esetleg nem
szerepelnének benne. Az initInput(String s) metodussal adhatdo meg a gép szamara
az input. Az osszerakas() metodus Osszeallit egy AtmenetBaloldal példanyt a jelenlegi
helyzet alapjan. A lepes(AtmenetJobboldal j) metodus egyet 1ép a szamitasi folyamatban
a paraméterként megadott AtmenetJobboldal objektumban taldltaknak megfelelGen. Az
elfogadas() és megallas() metodusok a TuringGep interfészben specifikalt modon miikod-
nek. A lehetosegekSzama(AtmenetBaloldal b) metodus megadja, hogy az adott baloldal-
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hoz hany jobboldal tartozik az Atmenetfiiggvényben. A szamitas(TGKonfiguracio tk)
metodus a megadott konfiguraciotol kezdve bejarja a teljes szamitasi fat, és a igaz értékkel
tér vissza, ha talalt elfogadé szamitast, azaz a gép elfogadta az inputot. A gép jelenlegi
konfiguracioja a getKonfiguracio() metodussal kérhets le. A szamitasLogged (TG Konfiguracio
tk, ArrayList< TGKonfiguracio> log) metodus a szamitéas folyamataban felmeriil§ konfig-

uraciokat a log paraméterként megadott listdba menti.

11.5.2. DTuringGep.java

A determinisztikus Turing-gépet reprezetald osztaly adatai egyediil az Atmenetfiiggvény-
ben térnek el a nemdeterminisztikustol. (egy AtmenetFuggvenyDTG példanyt hasznal
az. AtmenetFuggvenyNDTG helyett). Megadasa egyezik a nemdeterminisztikus gépével.
A lepes() metodus ez esetben determinisztikusan mikodik, a szamitas() metdédus pedig
nem igényel paramétert, egyszertien a gép jelen allasatol kezdve végigmegy a determin-
isztikus szamitason, és az elfogadas/elutasitasnak megfelelGen tér vissza logikai értékkel.
A szamitasLogged(ArrayList<TGKonfiguracio > log) metdédus a determinisztikus szamitas
soran létrejové minden konfiguraciot elment a log paraméterként megadott listaba. Ezen

kiilonbségektdl eltekintve miikddése egyezik a nemdeterminisztikus gépével.

11.5.3. PushdownAutomaton.java

A nemdeterminisztikus veremautomatat reprezentalo osztaly. Adatai egy Cella az allapot
tarolasara, egy Abece a veremabécé megadasara, egy Abece az allapothalmaz megadésara,
egy Abece az inputabécé megadasara, egy AtmenetFuggvenyPDA az atmenetfiiggvénynek,
egy Szimbolum a kezd@allapotnak, egy Abece az végallapotok halmazanak, egy Sza-
lag az inputszalag szamara és egy Stack<Szimbolum> a veremnek. A létrehozas soran
lehet6ség van egyes elemek elhagyasara, ekkor a kezdallapotban jon létre a gép,iires in-
putszalaggal és veremmel, (egyetlen eleme a szalagElejeSzimbolum,a miikddés soran
a gép feltételezi, hogy a verem legalsé eleme mindig ez a szimbolum), valamint kezdd-

és végallapotokat automatikusan hozzaadja az allapotok halmazahoz ha az nem tartal-
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maznd azokat. Az initInput(String s) metodussal adhato input a gépnek. Az elfogadas(),
megallas() metodusok a nemdeterminisztikus Turing-gépnél megadott modon viselked-
nek. A lepes(AtmenetBaloldalPDA b, AtmenetJobboldalPDA j) metodus a paraméterek-
ben megadottak szerint lépteti tovabb a gépet. A kdvetkez6 metodusok a szamitasi folya-
mat implementaldsanak megkonnyitése miatt szerepelnek: A baloldalValasztas() metod-
dus véletlenszertien véalasztja ki egy alkalmazhato szabaly baloldalat. Az allas() meto-
dus szintén egy baloldalt ad vissza, a gép jelenlegi alldsanak megfelel6t. A lehetosegek-
Szama() metodus megadja, hogy a jelenlegi helyzetben alkalmaz6 szabalyok halmazaban
hanyféle kiilonb6z6 baloldal talalhato (0, 1, vagy 2). A szamitasi folyamatot a szami-
tas(PDAKonfiguracio pk) metodus hajtja végre, amely a megadott konfiguraciotol kezdve
bejarja a teljes szamitasi fat, és az elfogadasnak/elutasitasnak megfelel logikai értékkel

tér vissza. A getKonfiguracio() metodus itt is a gép jelenlegi konfiguraciojaval tér vissza.

7



