Debrecen Egyetem
Informatika Kar

Call centerek matematikai modellezése

Diplomamunka

Témavezets: Dr Sztrik Janos Készitette: Kovacs Jozsef
MTA doktora Programtervez6é matematikus
egyetemi tanéar szakos hallgato
Debrecen

2009



1 Tartalomjegyzék
R I Uy = (o] 4 0 [=T0 Y74 USSR 2
2 BEVEZEIES. ...ttt e re et e e 3
3 Alapveto tudnivalok a valoszinlis€gszamitas KOTbOl..........cccvvviiiiiiiiiie i, 5
3.1  Poisson eloszlas definicidja és tulajdonSagal ..........ccoerveerenieiieieice e 5
3.2 Az exponencidlis eloszlas definicidja és tulajdonsagai..........cccoevevververeerieieeieernenne 6
3.3 A normélis eloszlas definicioja és tulajdonsagai. A standard normalis eloszlés........ 7
4 Osszefliggések a sorbanallasi modellek és a Call Centerek KOZOtt ..........ccevevevevevevennee, 10
4.1  Sorbanallasi rendszerek jellemz6 fogalmai és a Kendall jelSI€s...........ccooveiiinennns 10
4.2 A Call Centerek, mint sorbanallasi rendszerek ..........c.ccooeveveiiieniinienienisieeeennn 11
5 A Call Centerek hatékonysagmutatoi, €s alapvetd 0sszefiggések........oovvrvriniininninnnen, 13
5.1 A Call Centerek hatékonySAgMUEALOI.........ccceevveiieiieiieiie e, 13
5.2 LItEIE FOrMUIA.......oiiee e enes 15
5.3  PASTA tUIQJUONSAG ......ecviiieiieeiecie ettt 16
6  Erlang C ( M/M/N reNUSZEIEK ) ..c.ooveeiiiiiiiieeiieieee e 17
6.1 Az Erlang C formula hasznalata...............ccccceeveiieiieic i 19
6.2 Az Erlang C formula tulajdonSagal ..........coveuerueieiieieiie e 21
6.3 A négyzetgyokos létszamfeltoltd SZabaly .........cccooviiiiiiiiiiiii e 24
6.4  Mennyire jo az Erlang formula?...........ccocooiiiiiniieiecee e 25
6.5 Az Erlang formula implementalasa..............cccocoveiiiiiiie i, 27
T MIGIN MOUEIL.......ooee et ste e sreenne e 29
7.1  Négyzetgyokos biztonsagi létszamfeltoltés (Square-root safety staffing) ............... 30
7.2 Miukodtetési rendszerek, egyesités (pooling) és méretgazdasdgossag ........covuveneuen. 33
8  Erlang B modell (IM/G/N/N SOFOK) .....ccveiuiiieiieieeie sttt 37
8.1 A Dblokkolas a gyakorlathan.............ccouieieiiiiiieie e 37
8.2  AZErang C KiterJESZIESE .....ccuveviieiicieee ettt 38
8.3  AZErang B fOrmula.........cccooviiiiiiiece e 39
8.4  Gyakorlatok az Erlang fOrmulara..........cccooeiiiiiiiieicee e 40
9 Erlang A Modell (M/M/N+HM SOF) ...c.ooiiiiiiiieiieie ettt raenre e 43
9.1  Turelmetlen UGYTEIEK .........oviiiieie e 45
9.2  FOrmalizalas €S JEIOIESEK..........coviuieiieicc e 48
9.3 Az M/M/N/B+M Modell pontos SZAMITASA.........ccveoerieieireieirereese e 50
9.4 Az eloszlasok kozelitése €s a miikodtetési rezsimek ........cccovvveeviiiiiiieiiiee e, 54
9.5 IMPIEMENTACIO ....cveeiee et 59
9.5.1 Parameéterek DECSIESE.........cviiiieieeee 60
9.5.2 A Kiszolgalasi SZINVONAL...........cccoiiiiiiiiee e, 61
9.5.3 KOZEITTESEK ...ttt 62
954 Gyakorlati SZaDAIYOK ..o 64
T O XSy 2= o] 1 R 68
11 IFOAIOMJEGYZEK ...t 70
12 0o L] 1= SRS 72
13 KOSZONEINYIIVANTTAS .....cveivieiiiiee e 75



2 Bevezetés

A telefonos lgyfélszolgalatok sok vallalat nélkildzhetetlen részét képezik, a gazdasagi
szereplk jelentds, és folyamatosan novekszik. Emellett nagyon érdekes szociotechnikai
rendszerek is ([9]), amelyekben az Ugyfelek, és a munkatarsak viselkedése szorosan
Osszefonddik a fizikai hatékonysdgmutatokkal. Ilyen rendszerekben a tradiciondlis
mukodtetési modellek nagyon hasznosak, ugyanakkor fundamentalis okok miatt korlatozottan

alkalmazhatdak egy rendszer teljesitményének jellemzésekor.

A telefonos Ugyfélszolgalatok vagy a kovet6ik, az Ugyfélkapcsolati kézpontok egyre
inkdbb a vallaltok tigyfelekkel torténé kommunikacidjanak preferalt és elterjedt eszkozeivé
valnak. A legtobb szervezet, amelynek egyéni Ugyfelei vannak, mar atalakitotta az
infrastruktdrajat, hogy egy vagy tébb lgyfélszolgalatot hozzon létre. Ez az atalakitds nem
csak a maganvallalatokra jellemzd, hanem a kormanyzati vagy a siirgdsségi szolgaltatasokra
is. Eldéfordul, hogy nem egy belsd szervezeti egységet hoznak Iétre az ligyfélszolgalat
szamara, hanem Kiszervezik azt. Sok esetben, példaul a légitarsasdgoknal, kereskedelmi

bankoknal és hitelkartya tarsasagoknal, ez az els6dleges kapcsolat az tigyfelek felé.

E telefonos szolgéltatdsok mindségével ¢és milkodtetési hatékonysagaval szemben
tdmasztott elvarasok rendkivil nagyok is lehetnek. Egy hatalmas, Ugynevezett best-practice
telefonos lgyfélszolgalaton, akar tobb szaz Ugyfélszolgalatos szolgalhat ki, 6ranként tébb ezer
hivast. A munkaer6 kihasznaltsag foka atlagosan 90-95% kdzott van, egyetlen tigyfél sem kap
foglalt jelet a hivasakor, viszont az 50 szazalékuk hivasat azonnal felveszik. A véarakoz6
ugyfelek varakozasi ideje néhany masodperc, és 1-2 szadzalék azoknak az aranya, akik a
varakozas kdzben leteszik a telefont.

Ezzel egyidejilleg a best-practice telefonos ugyfélszolgalat inkabb a kivételek kozé
tartozik, mintsem az uralkod6 iranyzathoz. A legtdbb (gyfélszolgalatndl, még a jol
milkodoket is ideszamitva, nem sikeriil folytonosan magas mindségii €s hatékonysagu
szolgaltatast elérni. Ez részben annak is kdszonhetd, hogy nem vagy kevéssé ismertek azok a

tudomanyos elméletek, amelyek a best-practice miikodtetéshez sziikségesek.

A teljesitmény probléma valdsziniisithetéen az tligyfélszolgélati kdzpontok ndvekvo
komplexitasaval is kapcsolatba hozhatd. A haldzati technoldgiak djdonsagai, a kepesség alapu
hivasiranyitas, a multimédia mind egyre nagyobb kihivasok elé allitjak az ugyfelszolgalatok
menedzsmentjét. Amig a szimpla analitikus modellek tradicionalisan fontos szerepet
jatszanak a telefonos tgyfélszolgélatok menedzsmentjében, sok kivannivalot hagynak maguk



utan. Kifinomultabb megkozelitések kellenek, amelyek pontosan leirjak miikodtetést a
valdsagban, és a valdsag e modelljei jelentdsen javithatjdk a telefonos tigyfélszolgalat

hatasfokat.

A diplomamunkamban ilyen modellekkel szeretnék foglalkozni a téméaval foglalkozo
szakirodalombol szemezgetve. Azonban mindenekel6tt a témakor valoszinlségszamitasi
alapjait veszem sorra, majd a Call Centerek struktarajat, fogalmi rendszerét és
hatékonysdgmutatdit ismertetem, amely elengedhetetlen az olvasbnak a modellek
mitkodésének ¢és céljainak megértéséhez. Az elméleti bevezeté utan elséként az Erlang C
modellt targyalom, amely Aaltaldban a Call Centerrel kapcsolatos vizsgalodasok
kiindulopontja. Sajnalatos hidnyossagai miatt keriil sor el6szor az M/G/N modell vizsgélatara,
amely az Erlang C modell altal feltételezett exponencialis kiszolgalasi id6ket altalanos
hosszUsagUakra kicserélve probéalja a valésag pontosabb becslését adni. Ezutan az Erlang B
modell keriil sorra, amely abbdl a valds feltételezésbdl indul, hogy a Call Centerben
végzOdtetett vonalak szama Korlatozott, illetve tovabbi korlatozasok is alkalmazhatéak az
aktudlis szituacioban. Az Erlang C modellnél ilyen feltételezés nincs. Végul az Erlang A-t
targyaljuk, amely az Erlang C azon megszoritasat probalja feloldani, hogy az lgyfelek nem
varnak végtelen hosszu ideig a sorban, hanem otthagyjak azt, amennyiben az elvarttdl

nagyban eltér a varakozasi idejik.



3 Alapveté tudnivalék a valésziniiségszamitas korébaol

A kovetkezO részben a Poisson és az exponencialis eloszlas Iényeges tulajdonsagait
ismertetem, amelyek alapvet6 jelent6séggel birnak a sorbanallasi elméletek kérében. Ezutan a
normalis és a standard normalis eloszlasokat ismertetem, amelyek az M/G/N és az Erlang A
modell eIméletében és gyakorlataban jatszik szerepet. | A standard normalis eloszlas
eloszlasflggvényének kozelitésére is felvazolok egy algoritmust. Tovabbi részletek
megtudhatdak az [1]-bol.

3.1 Poisson eloszlas definicidja és tulajdonsagai

k
Legyen 1>0. A P(£=k)=p, =%el, k=0.2,... altal definialt eloszlast, ahol 1 >0

. . . . " . . = Q
allando, Poisson-eloszlasnak nevezziik. Nyilvan p, >0, és a ZF:e
k=0 M-

A

képlet alapjan
Z p, =1. Igy a fenti szamok tényleg eloszlast alkotnak.
k=0

A P(& =k) valosziniiségek novekvéek, amig k eléri A -t (egészrész), utana csokkendek (
ha A egész, akkor k =4 —1 és k=4 esetén is maximum van).

k
A=2eseténa p, = %e“ értekei a kovetkezo abran lathatoak.

o 1 = = =+ = =] -

Abra 1 A Poisson eloszlas

A karakterisztikus fiiggvény: ¢(t) = exp[A(exp(it) —1)]
A generétorfiiggvény: G(z)=exp[A(exp(z) —1)]

ES=1,
A momentumok: ) )
E& =4+ 4,



D% = 4,
A centralt momentumok: E(& —E&) = 4,
E(£-E&) =1 +34,

1
A ferdeség: 5,(£)= 1 2.

A lapultsag: g,(&)= A",

Ha & és &, flggetlen Poisson-eloszlastak 4, illetve A, paraméterrel, akkor & +&, is
Poisson-eloszlasu A, + 4, paraméterrel. Rajkov belatta, hogy igaz ennek a megforditasa is: ha
& és &, flggetlen valoszintiségi valtozok, és & + &, Poisson-eloszlasu, akkor & és &, is

Poisson-eloszlasu.

3.2 Az exponencidlis eloszlas definicidja és tulajdonsagai

A & valoszinliségi valtozot A paraméterti exponencialis eloszlasunak nevezzik, ha

eloszlasfliggvenye: F(x)—{ 0, x<0
' - 1-— e—lx, x>0

Ahol 1 >0 rogzitett.

0

Abra 2 Az exponencialis eloszlas
Az exponencidlis eloszlas élettartamok ¢€s varakozasi 1dok eloszlasaként lép fel. Az
exponencialis eloszlas és a vele kapcsolatos mas eloszlasok a sorbanallas-elméletben és a

megbizhatosag-elméletben hasznalatosak.

0, x<0

Az exponencialis eloszlas stiriségfiiggvénye: f (X) = {/1 o 0
e, X>



0
0

Abra 3 Az exponencialis eloszlas stiriiségfiiggvénye

Az exponencialis eloszlas jellemzé mennyiségei

o N\-1
A Kkarakterisztikus fiiggvény: oft)= (1_%j

I
A momentumok: E&* :%, k=12,..

Specialisan, a varhato érték és a szorasnégyzet: E& = i D% = .

A ferdeség: 5,(&)=2. A lapultsag: 3, (£)=6.

Az exponencialis eloszlas ,,6rokifju": P(& <t+s|&>t)=P(E<s), t>0, s>0.

3.3 A normalis eloszlas definicidja és tulajdonséagai. A standard
normalis eloszlas.

A normalis eloszlason alapul a statisztika klasszikus elméletének talnyoma része.

Az & valosziniiségi valtozot normdlis eloszlasinak nevezziik, ha stirtiségfiiggvénye:

()=o)

ahol meR, o>0.

Jeldlése: §~N(m,az)
Az f grafikonja az ugynevezett haranggorbe (Gauss-gorbe). Az f fuggveny m -re

szimmetrikus, f szigorian monoton névekvé a (—oco,m] intervallumon. m+o -ban f -nek

inflexiés pontja van. m-ben f -nek maximumhelye van, a maximum értéke

o

1
J2rno



novelésével a harang alaka gorbe ,laposabba” valik, a o csokkentésével pedig

,csucsosabba”. Az abran normalis stiriségfliggvények lathatoak m=0 esetén.

[=N_)

Abra 4 A normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye

A normalis eloszlasfliggvényre nincs zart formula, de vannak jé kozelitések.

e = e

oozsL — — — N
—3

Abra 5 A normalis eloszlas

Ha & =N(01), akkor & -at standard normalis eloszlasinak nevezzik. A

stirliségfiiggvénye ¢(X) L exp| — X—z
- Jor 2 )

A standard normalis eloszlasfliggvény egy approximaciojat Abromowitz és Stegun irtak
le a [2]-ben. Ezt a késobbiekben fel fogom hasznalni az M/G/N és az Erlang A modell
kozelitéseiben. Jeldlje @ a standard normalis eloszlasfiiggvényt. Ekkor

Oha x<—-6
l1-nha-6<x<0
®(x)
nha0<x<6
lha6<x

ahol n=1—b((((b;t +b, Jt+b, )t +b, )t +b, )



ahol  b=c,-exp| (—x[ X]], t=—1_, b -031938153, b, —-0356563782,
2 1+|Xp

b, =1781477937 , b, =—1821255978 , b, =1,330274429 , p=0,2316419 és c, = 0,3989423 .



4 Osszefliggések a sorbanallasi modellek és a Call
Centerek kozott

Ebben a fejezetben ismertetjiik a sorbanallasi modellek fogalmi rendszerét, amelyrél
tovabbi informacidkhoz juthatunk a témahoz kapcsolodo egyeb tankdnyvekben, példaul itt:
[[3], [4]]. Ezutan a Call Centereket, mint sorbanallasi modelleket vizsgalom, amelyrdl tobb is
olvashato ebben a cikkben: [11].

4.1 Sorbanallasi rendszerek jellemzé fogalmai és a Kendall jelolés
a). Ugyfelek beérkezési folyamata: Legtdbbszor feltételezziik, hogy a beérkezési idokozok

fliggetlenek és azonos eloszlastak. Sok, gyakorlatban el6forduld esetben az tigyfelek Poisson
folyamat szerint érkeznek (azaz a beérkezési id6k exponencialis eloszlasuak). Az gyfelek
egyenként vagy csoportosan érkezhetnek. A telefonos Ugyfélszolgalatoknal a hivdok
egyenként érkeznek a sorba.
b). Ugyfelek viselkedése: Az (igyfelek lehetnek tiirelmesek és hajlanddak a varakozasra.
Vagy lehetnek turelmetlenek, és elmehetnek. A telefonos ugyfélszolgalatoknal a hivo
tigyfelek viselkedése specidlis, mert nem lathatjdk az eldttikk allo sor hosszat. Ezért 6k
kezdetben tiirelmesebbek, majd az id6 mulasaval valnak egyre tiirelmetlenebbekké. Szokas az
ilyen helyzetek feloldasara a telefonba bemondani a varhato varakozasi id6t.
c). Kiszolgalasi idék: Altalaban feltessziik, hogy a beérkezési és a kiszolgalasi idék
egymastdl flggetlenek, és a kiszolgalasi idék fliggetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi
Ebbdl az is kdvetkezhet, hogy a kiszolgalasi id6k fiiggnek a sor hosszatol.
d). Kiszolgélasi elv: Az igények kiszolgalasa torténhet egyenként, vagy csoportokban. A
kiszolgalas sorrendjét tekintve beszélhetlink:

a) Az els6 érkezo tavozik elséként (first come first served — FCSF )

b) Véletlenszeriien kivalasztott

c) Utolsoként érkez6 tavozik elsének

d) Prioritasos (gyors, vagy legrovidebb kiszolgalasi idejiick tavoznak els6ként)

e) Processzor megosztasos (a processzor egyszerre szolgal ki, teljesitménye

megoszlik)

e). A kiszolgalo befogadoképesseége: Egy vagy tobb egység vegezheti az igények
kiszolgalasat.
f). Vérakozasi terllet: Korlatozasokat vezethetiink be, figyelembe véve a rendszerben
tartozkodd igények szamat.
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Kendall gyorsirasos jelolésrendszert vezetett be a kiilonb6zdé sorbanallasi modellek
jellemzésére, a haromrészes a/b/c jeldlést. Az els6 betii a beérkezési id6kozok eloszlasat, a
masodik betii a kiszolgalasi idék eloszlasat jelenti. Példaul a G jelenti az altalanos, az M az
exponencidlis, a D pedig a determinisztikus idoket. Az harmadik, és egyben utolsod betii
jelenti a kiszolgéalok szamat. Hogy mas sorbandllasi modelleket is lefedjen ez a rendszer,
kiegészithetjiik egy 0j betiivel. Példaul egy exponencialis beérkezési és kiszolgalasi idejii, N
kiszolgaloval rendelkez6, és N darab igény befogadésara alkalmas varakozési terlettel
rendelkez6 rendszer roviditése M/M/N/N .

Megjegyzés: A két M, Markov miatt van, az exponencialis eloszlés tulajdonsigéra az
emlékezet nélkiliségre utal. Mind a beérkezés, mind a kiszolgalasi id6k exponencialis

eloszlasuak.

4.2 A Call Centerek, mint sorbanallasi rendszerek
Tekintstk az alabbi abrat.

elveszett hivasok
Gjra 4
probalkozasok

foglalt

beérkez6k —f——m sor

()
O
Q
Q

letett hivasok

i O

probalkozasok

v
elveszett hivasok visszatérdk
Call Center harciver Sorbanallasi modell paraméterek
O w = 5 munkaallomas O N = 3 kiszolgalé
k = 8 trunk vonalak (nem lathato) |:| 5 = (k = N) hely a sorban

Abra 6 Call Centerek struktiraja
Ez a Call Center a kdvetkezOképpen van felépitve. k darab trunk vonalon keresztil
érkeznek be a hivasok a Call Centerbe. Van w<k munkaallomas, amelyeket gyakran

neveznek Uléseknek is. N <w szadmu kiszolgal6 szolgal ki bejovo hivasokat. Ha egy bejovo
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hivas mind a k trunk vonalat foglaltnak talalja, foglalt (busy) jelzést kap, és a rendszer
tovabbi hasznalata nem folytatddhat. Egyéb esetekben a hivas kapcsolva lesz a Call
Centerhez, és lefoglal egyet a szabad vonalakbdl. Ha kevesebb, mint N kiszolgalé foglalt,
akkor a hivés kapcsolva lesz az egyikhez, a kiszolgalas megkezdddhet. Ha a hivéas tobb mint
N kiszolgalot talal foglaltnak, de kevesebb, mint k hivas van folyamatban a rendszerben,
akkor egy sorban (queue) kezd vérakozni arra egy kiszolgaléra, hogy az szabad legyen. Ha az
iigyfél tiirelmetlen lesz, akkor lehet, hogy feladja, miel6tt kiszolgalasra keriilne (abandon).

Azok szamara, akik vegiil is kiszolgalasra keruilnek, a kiszolgalasi sorrend FCSF.

Ha egy hivas elhagyja a rendszert, akkor a birtokolt er6forrasok, példaul a trunk vonal, a
munkaalloméas, az kiszolgélo, felszabaditasra keriilnek, és elérhetévé valnak 0j beérkezo
hivasok sz&méra. Egyes hivasok valamilyen okbol nem keriilnek kiszolgélasra, ezek egy
részét Gjra probaljak (retrials). A tobbi hivas, amelyet feladtak vagy foglalt jelzést kapott,
szamit elveszett hivasnak (lost). Végul mar kiszolgalt Ugyfelek is visszatérhetnek (return).
Vagy azért mert Ujabb szolgaltatdsokat is igénybe vennének, vagy azért mert az el6z6
hivaskor nyujtott szolgaltatassal kapcsolatos problémak adddtak. Az elsé eset pozitivnak

szamit, mig a masodikat altalaban rosszabbnak tartjak.

A trunk vonalak szdma, a k, a rendszerben talalhato Gsszes, egyidejiileg kiszolgalas alatt
1évo, vagy varakozd hivasok szamanak felsé korlatja. Hasonléan, a hivasok fogadasara
alkalmas kiszolgalok szdma, az N <w a fels6 korlatja a parhuzamosan kiszolgalhatd hivasok
szamanak. A beérkez6 hivasok altal okozott terhelés véltozasainak kovetésére, a nap
folyaméan, a Call Center menedzserek dinamikusan valtoztatjdk az aktualisan dolgozé

kiszolgalok szamat.

Barmilyen rogzitett N esetén konstrualhaté egy sorbanallasi modell, amelyben a hivdk
az ugyfelek és N kiszolgalé dolgozik, a sor hivokbol all, amelyek kiszolgalasra varnak, és
ehhez egy kiszolgaldt kell kapniuk. Ha az N valtozik, akkor a sorban 1év6 helyek is
valtoznak, k-N-re. A rendszer bemenetei beérkez6 hivasok, letett hivasok és a kiszolgalasi
folyamatok statisztikai lennének. A modell alapveté kimenetei a feladott hivasok szamanak
hossz( tavl alakuladsa, a sorban valé varakozas idejének egyensulyi (steady-state) eloszlasa

valamint a kiszolgalok foglaltsdganak a hosszu tavu alakulasa.
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5 A Call Centerek hatékonysagmutatdi, és alapvetoé
dsszefliggések

5.1 A Call Centerek hatékonysagmutatoi

Ebben a fejezetben megbeszéljik a Call Center menedzsment &ltalanos céljait. A rendszer
olyan hatékonysagmutatoirol lesz szo, amelyek j6 értékei esetén jelenthetjik ki, hogy a
céljaink teljestlnek. Egy rendszer hatékonysaganak vizsgalatakor, bizonyos dolgok rovid
tdvon adottnak tekinthetéek. Ilyenek példaul a budzsé, a munkaallomasok szdma, az ICT
(Information and Communication Technology) infrastruktdra szinvonala és a rendelkezésre
allo megfelelden képzett munkaerd 1étszdma. Hosszl tdvon ezek barmelyike ndvelhetd, de az
ezzel kapcsolatos vizsgalddasok nem képezik a dolgozatom targyat. Alapvetd feltételezésem,
hogy a vizsgalt idészak rovid, maximum 30 perc. Ezen adott feltételek mellett kell vizsgalni a
modellben a hatékonysagmutatok alakulasat. Osszefoglalva a menedzsment célja és feladata

az, hogy az adott feltételek mellett a hatekonysagmutatdk legjobb értékeit érjek el.

A kovetkezOekben iparagi fogalmakrodl lesz szd, ezért megemlitem a szokasos iparagi
roviditéseket is a matematikai jel6lés mellett. A tovabbiakban minkét jel6lés szerepelni fog.
Az aldbbiakrol tébb is megtudhatd itt: [10],[11] és [13].

Miel6tt azonban targyalnank a hatékonysagmutatot meg kell emliteni egy altalanosan
hasznalt kiiszobértéket, amelynek segitségével minden hivasrol eldonthetd, hogy az jo
szolgaltatést kapott-e vagy sem. Ez az érték az Elfogadhatdé Varakozési 1dé (Average
waiting time - AWT). Gyakran hasznalt értéke a 20 masodperc, ami azt jelenti, hogy
amennyiben 20 méasodpercnél hamarabb jutott a hivas a kiszolgaléhoz, akkor az ugyfél jo
szolgaltatast kapott, ellenkez6 esetben nem. Ezek utan tekintsik at a kiilonbozo
hatékonysagmutatokat.

a). P{\N >t}: Telefonos szolgaltatasi faktor (Telephony Service Factor - TSF) vagy
Szolgaltatasi Szinvonal (Service Level - SL). Ez azt mutatja meg, hogy mekkora a
valoszinlisége annak, hogy a varakozasi id6 tobb mint a t id6. Ez a t 1d6 gyakran az AWT.

Altalaban a jel6lése x/t, ami forditott logikat kévet. Az x azoknak az aranya szazalékban,
megkaphato.

b). E[W]: Atlagos valaszolasi sebesség (Average speed of answer - ASA). Az atlagos id6,

amit a hivé varakozasban tolt, miel6tt az kiszolgalo felveszi a hivast.
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C). E[\N —t]+ . Atlagos id6tallépés (Average excess time - AET). Ez a t id6 gyakran az AWT,
d). P{BI}: Annak a valdszinlisége, hogy az ligyfél foglalt jelzést kap. (Bl — Blocked)

e). P{W >0} : Annak a valésziniisége, hogy a varakozasi id6 nagyobb, mint 0. Ez azokat az
ugyfeleket jelenti, amelyeket egyaltalan a varakozasi sorba allitunk. A legjobb kiszolgalast
mindig azok kapjak, akik egybdl kiszolgalohoz jutnak.

f). P{Ab}: Annak a valosziniisége, hogy egy hivé feladja a hivast (Ab — Abandoned). Ennek
egy alacsony értéknek kell lennie. Koriilbelll 3% még elfogadott ipardgi szabvany.

g). P{W>t;Ab}: Annak a valosziniisége, hogy a hivas tobbet var t idénél, és feladja a
hivast. Itt kiillonbozo esetek lehetségesek. Az tigyfél feladja egy rovid t id6n beliil, példaul
téves hivas esetén. Az a gyakorlat, hogy nem szamoljak azokat a hivasokat, amelyek egy
minimalis id6t sem hajlandoak varakozni. A kovetkezé t idopont altaldban az AWT, ami

elétt a hivas feladdsa még nem rontja a szolgaltatasi szinvonalat, de fontos lehet, példaul

késobbi visszahivas miatt.

h). E[W; Ab]: Azoknak a vérakozasi idéknek az é&tlagos hossza, ami a hivés feladasaval
fejezodik be.

i). E[\N; W >t Ab]: Azoknak a varakozasi id6knek az atlagos hossza, amelyek hosszabbak
egy t idonél és a hivas feladasaval fejezddnek be. Itt is érvényesek a g). pontban kozolt
esetek.

J) P{\N > t; —Ab; —Bl }: Azoknak az lgyfelek az aranya, akik hosszabb varakozasi id6 utan
(példaul AWT) kaptak csak kiszolgalast.

1. megjegyzés: A dolgozatomban a hatékonysdgmutatok &ltal vizsgalt idészak mindig

rovid lesz. Ebben biztosithatd, hogy a hivasszam nem ingadozik jelentésen.

2. megjegyzés: A dolgozatom nagyobb részeben feltételezzik, hogy a beérkezé hivasok
azonos tipustiak. Ez nagyban befolyasolja a beérkez6 hivasok kiszolgalasanak idGtartamat,
amelynek kozel azonosnak kell lennie. Egyedili kivétel az M/G/N modell, amely az Erlang

C modell altalanos kiszolgalasi id6kre valo kiterjesztése.

Az elébbi hatékonysagmutatok alapvetden a sorban torténd varakozassal voltak
kapcsolatosak. Azonban meg kell emliteni mas mutatokat is, amelyek szintén nagy hatassal
lehetnek a szolgéltatds mindségére. Ezek kozvetett modon befolyasolhatjadk a tobbi

hatékonysagmutatd paramétereit is, amely az egész modell viselkedését megvaltoztathatja. A
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kovetkez0 mutatok kozvetleniil a kiszolgalas mindségével kapcsolatosak. Itt megemlitem
oket, azonban késébb mar nem foglalkozom veliik a dolgozatomban.

a). Elsdé Alkalommal Megoldott Ugyek Aranya (First time resolution - FTR). A legtobb Call
Centerben az ugyfelek valamilyen probléma megoldaséért telefonalnak, hogy az erre
specializalt kiszolgalok kezeljéek az Ugyeiket. Kuilondsen hatékony, ha az Ugyfelek
problémajat az els6 alkalommal megoldjuk, és egy adott hivds nem generél visszahivasokat a
késdbbiekben, vagy hosszabb kezelési idoket egy ideges iigyféllel kapcsolatban. Ez ugyanis
elronthatja azt a feltételezésiinket, hogy két vizsgalt idoszak kozott nincsen Osszefiiggés.

b). Atlagos tartashan toltott idé (Average holding time - AHT). Ez a mutat6 a Call Centerben
miikodo folyamatok, technikai eszkozok és a kiszolgalok kiképzésének hatékonysagarol

nyUjthat képet. Az elérendd cél ennek a mutatdoszamnak a minimalizalasa.

Vannak tovabbi hatékonysagmutatok, amelyeket meg kell emlitenem azért, hogy
lathassuk, mennyire komplex lehet a modell. Példaul, mennyire baratsdgos a kiszolgalo az
ugyféllel, vagy mennyire magabiztos az ugyfél probléméjanak kezelése kdzben. Ezek egy
tovabbi rendszerelem a QC (Quality Control) modul hataskorébe tartozik, és példaul a

hivasok visszahallgatasaval, majd értékelésével mérheté.

5.2 Little Formula
A Little formula megadja az dsszefiiggést E[L], a rendszerben tartézkodé hivésok atlagos
szama, E[S], az atlagos tartdzkodasi 1do, és A, az egységnyi id6 alatt a rendszerbe érkezd

igények atlagos szama kodzott. Az 6sszefuggés:
E[L]=AE[S]

Feltételezziik, hogy a rendszer megfeleld mennyiségli igény kiszolgélasara alkalmas (azaz

a rendszerben tartdzkodo igények szama nem valhat végtelenne).

A fenti egyenl6tlenséget szemléletesen a kovetkezOképpen értelmezhetjiik: tételezziik fel,
hogy minden {igyfél 1 dollart fizet a minden rendszerben eltdltott egységnyi iddért. Ez
kétféleképpen torténhet. Az egyik lehetdség, hogy az ligyfelek folyamatosan fizetnek. Ekkor a
rendszer atlagos bevétele E[L] dollar. A masik lehetség, hogy az ligyfelek az egész 0sszeget
a rendszer elhagyasakor fizetik ki, minden egységnyi id6ért 1 dollart. Egyensulyi helyzetben a
rendszert egységnyi ido alatt elhagyo ligyfelek atlagos szama megegyezik az egységnyi idd

alatt a rendszerbe belépd ligyfelek atlagos szamaval. Tehat a rendszer bevétele egységnyi 1d6
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alatt AE[S]. Nyilvanval6, hogy a bevétel minkét esetben ugyanaz. E pontos bizonyitast

megtalalhatd itt: [5], [6].

5.3 PASTA tulajdonsag

A kizarolag Poisson beérkezésti, tehat M /-/- rendszerekre vonatkozo PASTA (Poisson
Arrivals See Time Averages — Poisson Beérkezések Idébeni Atlagokat Latnak) tulajdonséag
szerint a beérkezd hivasok nagy atlagban ugyanazt a helyzetet talaljak a rendszerben, mint
amit tetszéleges idOpillanatban egy kiilsé megfigyeld észlel. Pontosabban, ha a beérkezd
igények egy hanyada a rendszert A éallapotban talalja, az ugyanazt jelenti, mint az, hogy a
rendszer az id6 egy hanyadaban A Aallapotban van. Ez a tulajdonsdg csak Poisson
beérkezésekre vonatkozik. A szemléletes magyarézat az, hogy a Poisson beérkezések teljesen
véletlenszertien torténnek. A PASTA tulajdonsag bizonyitasa megtalalhat6 az itt hivatkozott
mivekben: [7], [8].
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6 Erlang C ( M/M/N rendszerek )

Ebben a fejezetben bemutatjuk a hires Erlang C formulat azaz Erlang ,,késési” formulat,
amely a dan matematikusrol lett elnevezve, aki a formulat a 20. szazad elején levezette.
Tovabbi aspektusair6l a [10][11] és a [12]-ben olvashat. Ebben a modellben egy fajta hivas
van és nincsen feladott hivés, azaz minden hivé addig véar, amig egy kiszolgal6 fel nem veszi.
Az egy id6egység alatt atlagosan beérkezd hivasok szamat jeloljiik a gorog betiivel A, -val. Az
atlagos kiszolgalasi intenzitast jeloljuk g;-vel, és mérjiik ugyanazzal az idoegységgel. Az
ajanlott terhelést jeléljik R,-vel amit az R = A, /4, = AE[S,] képlettel szamolunk ahol az
E[S,] a kiszolgalas idStartamanak vérhato értéke. Az egységnyi terhelés mértékegysége az
Erlang. A Kkiszolgalok foglaltsdga p, =4 /(Ng,)=R. /N. Megjegyzendé, hogy a
mennyiségek tobbsége az i. id6tartamban van értelmezve, amelyek kelléen rovidek ahhoz,

hogy azokban ne kovetkezzen be jelentGs valtozas. A Kiszolgalok szamara az N hosszabb

tavon adott.
Az adott forgalmat kiszolgalok egy csoportja kezeli. Feltételezziik, hogy a kiszolgaldk
szdma magasabb, mint a terhelés (emiatt N > R.). Maskilonben, altaldban tobb hivas jon be,

mint amennyit letesznek, emiatt a varakoz6 hivasok szdma folyamatosan nd, ami 0 TSF-et

eredményez. Emiatt az N és az R, kozotti kilonbséget a rendszer tdbbletkapacitdsanak
nevezzik. Ez biztositja, hogy az ajanlott terhelés véaltozasait elnyelje a rendszer. Ezek a
valtozasok nem a 4, ésa w; valtozasai miatt vannak, hanem a hivas érkezések és szolgaltatasi
id6tartamok belsé véletlen viselkedésébdl eredeztethetok. Emlekezzink arra, hogy a A, és a
4, atlagok, egy rovid idotartamra szamolddnak. Sokszor azonban nagyobb hivésérkezesi

intenzitas van vagy a szolgéltatasi id6tartam olyan hosszl, hogy a rendszer alulteljesit. Az
Erlang formula ereje abban rejlik, hogy képes szamszeriisiteni a TSF-et (és mas varakozasi
idovel kapcsolatos hatékonysdgmutatokat) ebben a véletlenszerli kornyezetben, rovid

alulteljesitési periodusokkal, sorok hasznalataval.

Az Erlang formula megadja a TSF-et egy adott A, gz, N és AWT mellett. A
matematikai szempontbdl érdekl6dd olvasd szamara a pontos formula R, <N esetén a

kovetkez6:
1

TSF = P{Wait <T }=1— P{Wait > T} P{Wait > T\Wait >0{=1-C(N,R,)-e M@
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A C(N,R;) annak a valdsziniisége, hogy egy tetszéleges hivo, minden kiszolgal6t
foglaltnak talal, azaz késleltetés valdsziniisége. Ha R, >N akkor a TSF =0. A kovetkezd

abran az Erlang formula lathato rogzitett s, N és AWT esetén. A A, valtozd.

—_— = = Erlang C: Propsbility of Waiting less than s Threshold, Lambda = [0.8, 1.6]. N = 7.0, Time = 8,33, Mu = .2,
10 = = = = =

0.93 -~
9.33 ~
0.73

9.53

\
0.35

02, \

L¥H

&8 8.2 £.4 &5 2.8 10 1.2 1.4 1.6

Abra 7 A TSF véltozasa

100%-r6l indulva a TSF kozel marad ehhez a felsd szinthez még relative magas A

értékek esetén is. Ahogy a A eljut ahhoz, hogy R. = A4/ megkozeliti az N -t akkor a TSF

elkezd csokkeni meredekebben addig, amig eléri 0-a&t 2 =Nu=7/5=14. Ettdl a ponttol
kezdve a TSF marad 0%.

Az SL mellet, ki tudjuk szamitani az atlagos valaszolasi id6t, az ASA-t is. Az, hogy
hogyan fuggenek egyméstol, meg van adva az Erlang formula ASA sz&méra kesziilt

valtozataval.
2

ASA = E[Wait] = P{Wait > 0}- EWaitWait > 0]= C(N, R,) (ij(#iJ(L]

N i \1-p

A kovetkezd diagram az ASA valtozasait mutatja meg az el6bb hasznalt paraméterek
hasznélataval. Lathatd, hogy amikor a 4 megkozeliti az Nu=1,4 -et, akkor a varakozasi ido

meredeken néni kezd.
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—_— - - Erlang C Expected Wait, Lambda = [0.8, 1.2]. N =70, Mu=0.2,
307 g

27.
214 /
z.sé f
zs,

12, /
0.95

< 5* ’

234 -

&8 £.15 2.3 245 &6 275 0.9 1.05 1.2

Abra 8 Az ASA véltozasa a A hatasara.

A késleltetés valoszintiségének meghatarozasa nem egy koztes 1épés a TSF vagy az ASA
szdmolasakor. Az énmagaban is érdekes. EImondja, hogy mennyi hivo kerll be a sorba és
mekkora hanyaduk fog kiszolgalot talalni azonnal. Azaltal, hogy kiszamoljuk a TSF-et egy 0
AWT-hez, megkapjuk a késleltetési szazalékot 100%-bol kivonva. Ezt elosztva szazzal a

késleltetési valOsziniiséghez jutunk. Azaz: 100xa késleltetési valosziniiség = 100- TSF.

Eddig csak a szolgaltatasi szinvonallal kapcsolatos aspektusait targyaltuk az Erlang
formulanak. Szerencsére a kiszolgald oldala relative egyszeri. Vegyiik tekintetbe azt az

esetet, hogy az R, <N, emiatt N —R, a tobbletkapacitds. Mivel minden hivd elér egy
kiszolgaldt valamikor, az egész ajanlott terhelés az R, el van osztva N sz&mu kiszolgalo
kozott. Ez R,/ N x100% produktivitast eredményez mindnek, ha azt feltételezzik, hogy a
terhelés egyenléen van elosztva koztik. Ha az R, >N, akkor telitettség (saturation)

kovetkezik be, azaz a kiszolgalok egybdl hivast kapnak, amint felszabadulnak. Elméletben,

ilyen magas produktivitas csak révid ideig tarthato fenn.

6.1 Az Erlang C formula hasznélata
Az el6z0 részben lattuk, hogy az Erlang C formula az atlagos varakozasi id6
kiszamitasara hasznalhatd, adott szamu kiszolgald, kiszolgalasi és forgalom intenzitas esetén.

A formula alkalmazhat6 arra is, hogy mas tipusu kérdéseket valaszoljon meg, tgymint: adott

4 €s R;, valamint a maximalisan elfogadhaté ASA vagy SL mellett, mi a maximum hivas

mennyiség idéegységenként, azaz mi az a A, amit az tgyfélszolgalat még kezelni tud? A
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C(N,R) komplexitasa miatt, nem tudjuk a formulat visszaforditani, de proba-hiba

maodszerrel megvéalaszolhatjuk az ilyen tipusu kérdéseket.

A kérdés, amelyet természetesen a leggyakrabban feltesznek, az, hogy mi a legkevesebb
szdmu kiszolgald egy bizonyos terhelés szinthez és szolgéltatasi szinvonalhoz. Ez szintén
megvalaszolhatd proba-hiba modszerrel, de szoftverek gyakran automatikusan képesek

megvalaszolni.

A legtobb eszkdz egy egesz szamot a kiszolgalok szamat adja vissza, mint valaszt. Ennek
van is értelme, hiszen nem alkalmazhatunk példaul fél kiszolgalot. Azonban, alkalmazhatunk
kiszolgalo6t fél munkaidére. Emiatt, ha a szoftveres eszkéz azt kivanja, hogy alkalmazzon 17,4
kiszolgalot fél orara, akkor 17 kiszolgalét kell alkalmazni 18 percre és a 18-at a fennmaradd
12 percre. 17 kiszolgaldval alatta vagyunk a szolgaltatasi szinvonalnak, 18-cal felette. Emiatt
a rossz szolgéltatasi szinvonal 18 perce kompenzalddik azzal a 12 perccel, amikor az atlag

felett szolgaltatunk.

Ha szemét megy be, szemét is jon ki. Ez a jol ismert frazis jellemz6 az Erlang formulara
is. Emiatt az input paramétereket eldvigydzatosan kell meghatidrozni. Leginkabb a vart

szolgéltatési intenzitasra becsilt értékkel a g -vel lehet hibat elkdvetni. Ennek az az oka,

hogy az gyakran az 6sszes id6vel szamolni kell, amelyben a kiszolgalé nem vehet fel hivést.
Ez azonban téves, mert az Erlang C modell szdméra a kiszolgalas akkor kezdédik, amikor az
ACD hozzarendeli a hivést az kiszolgalohoz. Es akkor fejezédik be, amikor a kiszolgéld Gjra
elérhetové valik, példaul a hivasiranyitd rendszer ismét hozza tud rendelni hivast az

kiszolgalohoz. Ezért a E[S,] nem csak a hivés idétartamét tartalmazza, hanem a reakci6 idét

(akér 10 mésodperc is lehet), és a sziikséges utdbmunka idétartamat is (ami akar olyan hosszu
is lehet, mint maga a hivés). Jegyezziik meg, hogy a reakcié id6 a hivd szdmara, mint
varakozasi 1d6 jelenik meg. Ezt figyelembe kell venni a szolgaltatdsi szinvonal
kalkulacidjanal, azaz csokkenteni kell az elfogadhatdo varakozasi id6t az atlagos reakcio

1d6vel.

Egy lehetséges konkluzidja az eloébbieknek az lehet, hogy az kiszolgalokat stimulalni kell,
hogy gyorsabban reagaljanak azért, hogy elkertljuk egy extra kiszolgalo Utemezeset.
Azonban, ezek a mechanizmusok, melyek a mennyiségi aspektusait javitjdk az
ligyfélszolgalatoknak, a mindség romlasahoz vezethetnek, a munkahelyi nyomas novekedése
miatt. Nem kezeljiik a human aspektusait sem az tigyfélszolgalati munkanak. Jegyezziik meg,
hogy 100%-0s produktivitas egyaltalan nem lehetséges, és az a tdbbletkapacitas, amit az

20



Erlang formula szamit ki, annak az egyik lehetséges eszkdze, hogy a kiszolgalok megkapjak a

szlikséges, rovid szineteket a hivasok kozott.

6.2 Az Erlang C formula tulajdonségai
Az Erlang formula ismerete egy dolog, az értése egy masik. Az Erlang formulanak van
egy par tulajdonsaga fontos menedzseri kévetkezményekkel. Ebben a részben megvitatjuk

ezeket.

Robosztussag: Egy kiszolgaldval toébb vagy kevesebb, nagy eltérést okozhat az SL-ben,
még a nagy ugyfélszolgalatokban is. Ez j6 hir azoknak az tgyfélkdzpontoknak, amelyeknek
alacsonyabb elvardsokat tamasztd szolgéaltatasi szinvonala van. Az SL relative kevés
eréfeszitéssel novelhetd egy elfogadhatd szintre. Mas részrdl egy valamennyivel nagyobb
terhelés figyelemre méltéan leronthatja az SL-t. Altalaban kijelenthetjiik, hogy az Erlang
formula nagyon érzékeny az input paraméterek (A, u és az N) egészen kis valtozasaira.
Kulondsen abban az esetben, amikor az R, kdzel van az N -hez, amint az el6z6 abrakon is

lathatd volt. A gorbe egyre meredekebb lesz, amint a A4 megkdzeliti az Ny, -t, és ezek a kis
valtozasok a vizszintes tengelyen, nagy valtozast okoznak a fiiggbleges tengely mentén. Ez az
érzékenység nagyon nehézzé teszi a Call Center menedzser feladatat. A hivasok érkezésének
kis, elére nem megjésolhatd valtozasai vagy néhany kiszolgal6 nem vart hidnyzasa tonkre
teheti az SL-t. Az N 4ltal a TSF-re gyakorolt hatds megfigyelhetd itt [Abra 21] is.

Az id6 nyujthatosaga. A méasodik tulajdonsag a hivas sajatossagaival, példaul a 4, és a
; abszolut és a relativ értékeivel kapcsolatos. Emlékezziink, hogy a terhelés az R, = 4, /4
osszefliggéssel irhato le. Ha mind a 4 mind a x megkétszerezédik, akkor a terhelés ugyanaz
marad. Ez nem jelenti, hogy ugyanazon szamu Kkiszolgdlé kell a egy meghatarozott
szolgéltatasi szinvonal eléréséhez.

Ha a A, -t megszorozzuk ugyanazzal a szammal, amivel a g, -t, akkor a terhelés ugyanaz

marad, de ez olyan mintha a rendszer lelassulna. A varakozasi id6 bizonyithatéan n6. Ha az
AWT-t megszorozzuk ugyanezzel a szdmmal, akkor a TSF nem véltozik. Az ASA ¢és az i1d6

nyujtasa kozotti kapcsolat komplikaltabb.

Kis tdlzassal elmondhatjuk, hogy a terhelés nem érzékeny az id6 nyujtasara. Egyes

hatékonysagmutatok csak az R, ésaz N értekétol fliggenek, de nem fiiggenek A vagy a g,

értékeitdl kiilon-kiilon. A késleltetés valészintisége, a C(N,R;) j6 példa erre. Ugyanaz nem
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tarthatd a TSF-re, mert a u ésa A aktualis értéke fontos szerepet tolt be. VValojaban, adott R
és N értékre, az SL csak az Tu értékétol figg. Ezért, ha az id6t nyajtom, és az AWT is

hasonloan nyujtva van, akkor a TSF ugyanaz marad. Természetesen ez csak az elmélet, habar
az a gyakorlat, hogy az AWT magasabb olyan Call Centerekben, ahol hosszu beszélgetési
id6k vannak, dsszehasonlitva olyanokkal, ahol csak rovid ideig tartanak a beszélgetések. Az

ASA szamara az id6 nyGjtasa szimpla. Az ASA-t ugyanazzal a faktorral kell nyGjtani.

Meretgazdasagossag. Masik jol ismert tulajdonsag, hogy a nagy Call Centerek
hatékonyabban dolgoznak. Ez a méretgazdasagossag hatdsa: ha N -et megduplazzuk, akkor a

A, -t tobb mint ketszeresére ndvelhetjiik, mialatt megdrizziik ugyanazt az SL-t, feltételezve,

hogy a u; ésaz AWT konstans marad.

— — — Erlang C: Prapabilty of Waiting less than s Threshald, Lambds = [0.9, 2.24), N = 7.0, Time = 8,33, Mu = 8.2,

100 e

T T T T AT e i
2505 ~
2,805
0704 N
0504 \
\
0.504 .
2,405 \ A
2305 X
0.204
0.104 N

- e & o »

&8 £.20 8,40 280 2.8¢ 100

Abra 9 A TSF alakulasa a produktivitas fiiggvényében a két Kiilonbozé Call Centerben

Hogy mélyebb betekintést nyujtsunk a méretgazdasagossag témakorében, két szituaciot
rajzoltunk fel a fenti dbrara. A TSF értékeit rajzoltuk fel 7 és 14 kiszolgal6 esetén. A
produktivitast tettlik a vizszintes tengelyre, és a TSF-et a fliggélegesre. Lathato, hogy a gorbe
meredeksége nagyobb, olyan produktivitas értékek esetén, amelyek 1-hez kdzel vannak, ami
az Erlang formula érzékenysegét fejezik ki a paraméterek kicsiny valtoztatasa esetén. Fontos
azonban megjegyezni, hogy a relativ javulas méretilkben novekvo Call Centerekben csokken,

ahogy a méret egyre ndvekszik. Az abszoldt javulas azonban lassan de, ndévekszik.

" . oo 1
Variaciok a varakozasi idoknél. Vegyink két Call Centert. Az egyiknél 4 =1, u = 5

és N =8, mig a méasiknal 4 =20, & =3, é&s N =8 szintén. Mindkét Call Centernél a TSF
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86% korul alakul, AWT=20 masodperc esetén. Akkor ez azt jelenti, hogy a két Call Center
varakozasi id6i 0sszehasonlithatéak? Nem. Ennek tisztaz&sara, vessen egy pillantast a
kovetkezd abrara, ahol a varakozasi id6k hisztogramjait abrazoljuk, a két Call Centerben. A
jobb oldalon azok a hivok vannak, amelyeknél a varakozéasi id6 meghaladja a 100
masodpercet. Latjuk, hogy az elsé Call Centerben, amelyet folytonos vonallal jeldliink, az
ugyfeleknek vagy egyaltalan nem kell varakozniuk vagy nagyon hossz( ideig varakoznak.
Tulajdonképpen alig van hivd, amely ebbe a két kategdriaba nem esik bele. A masodik Call

Centerben kevesebb hivé kap kiszolgaldt egybdl, de nagyon kevesiiknek kell sokat varni.
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Varakozasi idok 10 masodperces intervallumokban
Abra 10 A virakozasi id6k hisztogramja két kiilonb6zé Call Centerben

Két konkluzié vonhat6 le ebbdl a példabol. Elészor: a TSF nem mond el mindent. De

sokkal fontosabb az, hogy a Call Center karakterisztikajatol fiiggéen, tobb vagy kevesebb

megvizsgalasa tudja felfedni egy bizonyos Call Center karakterisztikajat.

A fennmarado varakozasi idé. Amikor beallunk egy sorba (példaul a postanal, vagy a
sorban 1évé tigyfelek szamara alapozva. Altalaban a fennmarad6 varakozas hosszanak becsiilt
értéke csokken, mikozben varakozunk, amiatt, hogy latunk iigyfeleket tavozni eldttiink. De mi
van fennmaradd varakozasi idOvel lathatatlan sorokban, mint amilyen a Call Centerekben is
van? A matematika szerint az Erlang C modellben a fennmarado varakozasi id6 allandd. Ezért
nem szadmit, mennyi ideig varakozunk, az atlagos fennmarado6 varakozasi idé6 mindig ugyanaz.

Hogyan lehet magyarazni ezt az elsé latasra nem logikus jelenséget? Amikor bekerullink a
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sorba, arra szamitunk, hogy bizonyos szamu hivas varakozik a sorban el6ttiink. Amikor kicsit
varakoztunk, azt a kovetkeztetést vonjuk le, hogy a sor lathatdan hosszabb, mint amire
szdmitottunk. Az Erlang formulabdl az kdvetkezik, hogy ameddig véarakozunk, az gyfelek

remelt szama mindig ugyanaz marad.

Lehetséges kovetkezmény lehet az lgyfelek szdmara az, hogy senkinek sem szabad
letenni a kagyl6t mialatt varakozik. Miért tenné le valaki 1 perc utan, ha a fennmaradd
véarakozasi id6 ugyanaz marad, mint akkor, amikor kezdte a hivast. A gyakorlatban azonban
vannak jo okok is arra, hogy bizonyos 1d6 utan lerakjuk a telefont, mint ahogy vannak j6 okok
a vonalban maradasnak is. A hivas feladasa mellett sz6106 érv, hogy az tgyfelek nem tudjak a
Call Center paramétereit, és emiatt nem tudjak azt sem, hogy mi az atlagos varakozasi id6
abban a Call Centerben. Minél tovabb varakozik valaki, annéal nagyobb az esélye annak, hogy
egy olyan Call Centerbe telefonal, amelyneck nem kedvezéek a paraméterei, és ezért a
fennmarad6 varakozasi id6 még né is! Masrészr6l, az Erlang C formula nem szamit a hivasok
feladaséara. Ha valakinek a tiirelme nagyobb, mint azoké, akik el6tte vannak a sorban, akkor
ok valoszintileg elétte leteszik, és az illetd végiil ki lesz szolgalva. Egy olyan rendszerben,
ahol a hivasokat tesznek le a sorban, az atlagos fennmarad6 varakozasi id6 csokken a

varakozas soran.

6.3 A négyzetgyokos létszamfeltoltoé szabaly

Eddig lathattuk, hogy a méret novelése elonydkkel jarhat a produktivitds és/vagy a
szolgéltatasi szinvonal javitdsara. Ezek az el6nyok az Erlang C formula hasznélataval
szamszerUsithetéek. Hogy egy Altalanosabb értéshez jussunk, egy gyakorlati szabalyt
formalunk, amely rogzitett szolgaltatasi szinvonal mellet teremt kapcsolatot a hivasmennyiség

és a kiszolgalok szama kozott. Ez a kapcsolat a kovetkez6képpen néz Ki:
tobblekapacitas % - ban x JN = allandé.

Az allando a formulaban kapcsolodik a szolgéltatasi szinvonalhoz, a formula emiatt csak
a tobbletkapacitastol és a kiszolgalok szamatol fugg. A tobbletkapacitas aranya a formulaban
a 100x(1-R /N) 6sszefiiggéssel adhaté meg. A gyakorlati szabalybél igy kapjuk meg a

kovetkez6 eredményt. Ha a Call Center négyszer akkora lesz, akkor a tObbletkapacités

korilbeldl fele akkora marad.

Masfel6l, konnyen benyomast szerezhetiink arrol, hogy mekkora lehet a beérkezo

hivasmennyiség, ha valtoztatjuk a foglaltsag szintjét. Gyakrabban azonban a kiszolgalok
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szamat szeretik meghatarozni egy megndvekedett hivasmennyiség kezeléséhez. Ennek a
kiszdmitdsa azonban komplexebb. Ha c-vel jel6ljik a konstanst, amely a szolgaltatasi

szinvonalhoz kapcsolddik, akkor a formula N -re a kovetkezo:

2
N [c+1/cz+4Ri}

2

Ha a ¢ egy nagyon kicsi érték, akkor latjuk, hogy az N ardnyos az R, -vel. Ez azt jelenti,

hogy a meéretgazdasagossag ndvekedési potencidlja kisebb lesz nagyon nagyméretii Call
Centerekben, mivel ezeknél a méretgazdasagossag mar most is a lehet6 legnagyobb. Hogy mi

szamit nagynak ebben a kontextusban, az a szolgéltatasi szinvonaltdl fugg.

6.4 Mennyire j6 az Erlang formula?
Ebben a részben az Erlang formula gyenge pontjait vesszik sorra, és annak a mélyén
meghuzodo feltételezéseket. Ez fog motivalni mas kifinomultabb modelleket, amelyekrdl szo

esik majd a késdbbiekben.

Meglepé lehet, hogy az ASA nagyobb, mint O, holott tobbletkapacitas van. Az ok a
hivasok érkezésének és a kiszolgalds id6tartamanak valtozékonysagiban keresend6. Ha az
érkezési idépontok kozott egyforma idGablak lenne, és a hivasok hossza allandé lenne, akkor
soha nem lenne varakozas. Azonban egy Véltetlen kornyezetben, mint amilyen a Call Center
is, kapacitashiany mutatkozhat egy révid ideig. Emiatt van a sorbanallas is. A sor végul kitrtl
mindig, ha megfeleld ideig tobbletkapacitas van. Az Erlang formula szamszer{isiti a varakozas
mennyiségét (ASA-ként vagy TSF-ként) egy bizonyos tipusi random érkezéshez és
kiszolgalasi id6hoz. Emiatt a matematikai véletlenen alapuld folyamatok, amelyek modellezik
az erkezéseket és a tdvozasokat, nem masok, mint kozelitesek. A kozelités mindsége és a
formulanak, a modell kiilonbozé aspektusainak megvaltozasara vald érzékenysége eldonti,
hogy a képlet elfogadhaté eredményeket ad-e. Most foglalkozzunk a hattérben levo

feltételezésekkel, és beszéljik meg a kozelitések kovetkezményeit.

Hivas feladasa. Egy jol dimenzionalt Call Centerben néha lerakjak a telefont a sorban.
Nem modellezni ezeket azért nem durva egyszertsités. De vannak olyan Call Centerek,
amelyek azért mutatnak teljesen mas viselkedést, mint amit az Erlang formula josol, mert nem
szamolnak a modellben, a hivasok feladasaval. Altalaban kimondhatd, hogy a hivasok
feladasa csokkenti a varakozasi id6t masok szamara, ami j0 az SL szamara. Olyan Call

Centerekben, ahol az R, koOzel van, vagy esetleg meghaladja az N -t, kritikus, hogy
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modellezzék a hivasok feladasat. Ezek modellezésével foglalkozik a késébb targyalt Erlang A

modell.

Ujratarcsazas. Mig a hivasok feladasa relative jol értett dolog, az Erlang C formula
igazan nagy probléma nélkiil kiterjeszthetd, hogy szamoljon azzal. Ez nem igaz arra az esetre,
amikor az ugyfelek, akik egyszer letették, Ujratarcsaznak. Kevés tudott azon Ugyfelek
viselkedésér6l, akik Gjra probalkoznak csakdgy, mint ezt a viselkedést matematikailag jol

modellez6 rendszerekrol sem.

Csucsok a terhelésben. Formalisan, az Erlang formula nem enged ingadozasokat a
beérkez6 terhelésben. Azonban, minden Call Centerben vannak napon bellli valtozasok is.
Addig, amig ezek a valtozasok limitaltak, és ami a 6, hogy nincsenek kapacitashianyos
periddusok, az Erlang C formula jol teljesit azokban a periédusokban, ahol csak kis fluktuacio
jelentkezik a terhelésben vagy a kiszolgaldk szamaban. Az Erlang C formula kiilonb6z6 id6
intervallumokban torténé hasznalatakor, a teljes képet atlag szamitasaval kaphatjuk meg.
Azonban akkor, amikor a kapacitashiany torténik, a felgytlemlett hivasok attolodnak egyik
periodusbdl a masikba. Ezt a lemaradast explicit médon modellezni kell, de ez nem lehetséges
az Erlang C formula keretén belil. Ezért az Erlang C formula nem alkalmazhat6
kapacitashiany esetén. A forgalom rovid cslcsaindl egyértelmii kapacitas kalkulaciok

alkalmazhatdk, amelyek figyelmen kivil hagyjak a rendszer random viselkedését.

A dolgozatban kisebb idOperiodusokat feltételezek, amelyek nincsenek hatassal

egymasra, azaz fliggetlenek.

A hivas idétartamok tipusai. Az Erlang C formula azon alapul, hogy a szolgaltatasi id6k
az exponencidlis eloszlasbol jonnek. Anélkul, hogy a matematikai részleteibe mennénk,
megjegyezhetjiik, hogy a minden pozitiv érték elképzelhetd hivas idOtartamként, emiatt
nagyon hossz és nagyon rovid értékek is. Azonban a legtdbb az atlag alatt van. Bizonyos
mérések a standard telefonos forgalmon mutatjak, hogy a hivastartamok megkdzelitGen
exponencialisak, habar az irodalom eredményei nem teljesen értenek egyet ebben a targyban.
Tipikus eset, amikor tobb hivastipus van kiilonb6z6é hivashossz atlagokkal, vagy amikor a
hivas mindig eltart legalabb egy meghatarozott minimalis ideig. llyenkor a hivastartamok nem
exponencialisak. Ebben az esetben, érdekes lehet tudni, milyen hatassal vannak a kiilonb6z6
kiszolgalasi idok az Erlang C formulara. Bizonyos elévigyazatossaggal ki lehet kdvetkeztetni,

hogy csak az atlagos hivastartamnak van fontos hatasa a Call Center teljesitményére.
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modellel foglalkozé fejezet foglalkozik.

Emberi viselkedés. Eddig figyelmen kivil hagytuk a kiszolgalok viselkedesét, a hivas
felvételénél felhasznalt reakcioid6t leszamitva. Azonban a kiszolgéld viselkedése nem olyan
egyszerli. Az alkalmazottak kivehetnek rovid sziineteket, hogy kavézzanak, megbeszéljenek
dolgokat stb. Az emberi viselkedést modellezni, nagyon nehéz feladat, leirni és
szamszerUsiteni pedig még inkabb. A legtdbb szituacidban ezek a kis szlinetek akkor vannak,
amikor nincs hivas a sorban. Emiatt varhato, hogy kis hatasa van az SL-re. Mas szituaciokban

nagyobb hatasa van arra, és komolyan limitadlhatja a mennyiségi modellezés lehetdségeit.

6.5 Az Erlang formula implementéalasa
A korébbiakban adtunk egy formulat az ASA és a TSF kiszamitasara az Erlang
modellben. A Kkésési valdsziniiség fontos szerepet toltott be ebben a formulaban. Ez a

valdsziniiség a kovetkezd formulaban adott:

C(S,a):a—s 5—1a+j+a—s:|_
(s-Di(s—-a)|= J! (s-D!(s-a)
%(R{“/m!)
C(N,R)=1-43 L

(R™/mt)+(RM / ND)(L/(L- R,/ N))

3
|
o

Emlékezziink, hogy az N a kiszolgalok szama, és az R, a beérkez6 terhelés: a beérkezési
rata és az atlagos hivaskezelési id6 hosszanak szorzata, azaz R, =4, /x4 . A formula csak
akkor miikodik, ha N > R., egyébként minden hivasnak a sorban kell varakoznia, emiatt a
késes valoszintisége 1. Ez nem az, amit a formula ad, ezért az N > R, feltételt kell el6szor
vizsgélni. Ha az N >R, akkor a fenti formulat kell kiszdmolni. Azonban ez gyakran

numerikus talcsordulashoz vezet, ami miatt teljesen rosszak lesznek az eredmények. Példaul,

m

ha az —" -t szamitjuk, ami a fenti 0sszegzés része, és mar R, =m =50 esetén is extrém nagy
m!

szamok osztasahoz vezet. Ezt kritikus elkerilni a korrekt eredmény szempontjabol.

Emiatt, atirjuk a formulat a kdvetkezoképpen, egyértelmii atalakitasokkal:

_ N-1 _ -1
CR.N)= 1o N-R SN 1)N.;.(_r11+1)
R & RV
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N-1 .
Koncentraljunk a Z(N 1)'N',;(,[n+1) osszegre. Ezt mashogyan kifejezve a kovetkezot

m=0 i

kapjuk:

L. . [(Ri + 1] RE + 1} . ] NR_ 1 +1 amit mar kdnnyii implementélni.

Ezt a késleltetési valoszinliséget a legnehezebb megkapni az Erlang formulaban. Ezutan
az ASA és az SL mar konnyen meghatarozhatd. Megismételjuk a formulat az ASA-ra,

amelyet matematikai jeléléssel E[W ]-nek jeloliink:

B0 3

Az SL kissé komplexebb, mert az e matematikai allandét is magaban foglalja.
P{t <W}= C(N, Ri)e—(N—Ri)tui

Itt a P-t gy kell olvasni, hogy ,,annak a valdsziniisége, hogy ...”, és a t az AWT szerepeét
tolti be. A Call Centerekben sokszor az a keérdés, hogy egy adott szolgaltatasi szinvonalhoz mi
az elvart mennyiségii kiszolgalo, azaz az N ? Ez a tipusu kalkuléci6 gy torténik, hogy az SL-
t ismétlédéen kiszamoljak kiilonbozé N -hez, egy minimalis N -t vesznek kiinduldsként,

példaul, amikor N >R.. Ezutan N -t 1-gyel ndveljuk addig, amig elérjik a kivant szintet.
Ekkor megtalaltuk a megfeleld N -t.
Beszéltink egy alternativ hatékonysagmutatorol is: amit &tlagos idotallépésnek

neveztiink. A matematikai jelolése EW —t]", ahol a t megint egyenl az AWT-vel. Az AET-

et a kovetkezd formulaval adjuk meg.

—(N-Ri)ty
E[\N _t]+:C(Ri,N)e a
ﬂi(N _Ri)

A ehhez tartoz6 &bra a filggelékben talalhato: [Abra 22].
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7 M/G/N Modell

Erlang C alapu joslatokrol gyakran der(l ki, hogy nagyon pontatlanok az alapul szolgald
feltételezések megsértése miatt, és e sériilések modellezése nem egyértelmi. Példaul a nem
exponencialis szolgaltatasi idék az M/G/N sorhoz vezetnek, amely erdsen kiilonbozve az
M/M/N  soroktol analitikusan konok. Errél a témardl tobbet is megtudhat itt [11], vagy az

ebben a fejezetben talalhatd tovabbi hivatkozasoknal.

Emiatt hasznosak lesznek az approximéciok mind a megértés, mind a modell
robusztussdga miatt. Amikor Call Centereket modelleziink, a leginkabb hasznos
approximaciok tipikusan azok, amelyek nagy forgalmu rendszerek szamara keszultek, azok
ahol a kiszolgald kihasznaltsag magas. A magas forgalom feltételezése természetszeriien
tlkrozi a magas fokon kihasznalt, hatalmas Call Centerek miikodtetésének természetét, a
gyakorlatban a csucsidészakok feltételeit, amelyek meghatarozzdk az egész rendszer

nagysagat.

Tekintsiik az M/G/N sort. Kis és kdzepes szamu magas fokon kihasznalt kiszolgélonal
alkalmazhaté Kingman klasszikus ,,Torlddasi torvénye” (Law of Congestion) [14] amely azt
allitja, hogy a késés a sorban megkozelitdleg exponencialis, amelynek a kozépérteke a
kovetkezo:

3

+c2

S

. . . . . a1 1
E[varakozas az M/G/M soroknal | ~ E[vérakozas az M/N/M soroknal |

A c,=0(S)/E[S] ( A varakozasi id6k szorisa osztva a varakozasi idok varhato
értékével ) jeloli a kiszolgalasi id6 variacios egylitthatojat, egy mértékegység nélkiili
mennyiség, amely természetes moédon méri a sztochasztikus valtozékonysagot. Tovabba ez a
magas forgalmU rendszerhez tartozik, hogy alapvetéen minden iligyfél tapasztal némi

késleltetést mieldtt kiszolgalasra kertil.

Ekkor adott C(N, R) ~1 esetén az Erlang C ASA a kovetkez6képpen alakul.

2
E[vérakozas az M/G/M soroknél | ~ (E)E[S (Lj(“ & ]
N 1-p 2

Ebbol tisztan lathatd, hogy mind a p Kkihasznaltsagnak, és a c, sztochasztikus

valtozékonysagnak hatdsa van a torlodasra, a valdsdgban ez nem-lineéris, konvex maddon

novekvd. Valdban még a Kihasznaltsdgban ( p -ban ) bekovetkezd kicsiny valtozasoknak is
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lehet nyomasztoéan negativ hatdsa a magas fokon kihasznalt rendszerekben. A teljesitmény

rrrrrr

megnovelt parhuzamosséaggal azaz N -nel.

7.1 Négyzetgyokds biztonsagi létszamfeltoltés (Square-root safety
staffing)

A Kiszolgélok csapatdnak nagysaga nap kozben nagy, gyakran 100-300 f6. A terheltségi
cél nagy, de nem a maximalis forgalm( idészakokban. Mikdzben a kozelitések a maximalis
vagy konnyl forgalma idészakokhoz késziiltek addig az altalunk vizsgalt régio a ketté kozé
esik. Tipikus az, hogy a kiszolgalok 90-95%-a foglalt az zsufolt id6szakokban, de a

kiszolgalok nagy szdmanak kdszdnhetben csak az tigyfelek fele van késleltetve (Sze [15]).

A (3)-es kozelités a gyakorlatban azonositja az exponencialis kiszolgalasi id6ket, minden

rrrrrr

pontatlannd valik sok, magas fokon hasznalt kiszolgalé esetében.

Valoban, a legtébb Call Centernél az N nem 10 alatti, hanem tébb 10 vagy 100. Es a
nagyobb N teret ad aszimptotikus' rendszerek szdmara, amelyek kiildnboznek a Kingman
torvényében megfogalmazottol, mert az tigyfelek jelentds hanyada nem Szeret varni, €s a
szolgaltatas mindségének dvatos egyensulyban kell lennie a kiszolgalok hatékonysagaval. Az
ilyen elvarasokkal rendelkez6 rendszereket QED (Quality and Efficiency Driven) azaz
Minéség és Hatékonysag Vezérelt miikodtetési rendszereknek nevezziik. Késobb roviden egy

masik irodalomban hasznalt fogalommal, Racionalizalt rezsimnek nevezzik [13].

A QED rendszer a M/M/N rendszerek szamara el6szor Halfin és Whitt [16] altal lett
analizalva. Formalisan ebben a rendszerben a kiszolgélasi intenzitas, a 4 fix Ggy, mint a
a €(01) a P{Wait >0} szamara. Ez gy van definialva, hogy némelyik, de nem minden
ugyfel varakozik a kiszolgalasra. Haa A ésaz N is tart a végtelenhez, akkor Halfin és Whitt

demonstraljak, hogy:
4

Piwait >0} > a = N(1-p,)— B

! Ha egy gorbének (lehet az fiiggvénygorbe is) a végtelenbe veszé vége tetszélegesen megkdzelit egy egyenest,
de azt soha el nem éri, akkor e gorbének ez a vége aszimptotikus tulajdonsagu, és az az egyenes, amihez kozelit,
az a gorbe aszimptétaja
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Optimalis Bkis r értékekhez \ Optimalis Fnagy r értékekhez

r r
Abra 11 Optimalis 3 a linearis varakozasi és létszamfeltoltési koltségekre (Borst et al. [17])
bizonyos fix szolgaltatasi gradiensekre g e (O,oo) gy hogy a p, = A/Nu T 1. Ekkor 6k

a kovetkez6 aszimptotikus Kifejezést adtak az Erlang C formuléhoz:
5

PWait > 0}~ P(B)= [1+ ,[Z’(Z((g))r

ahol a a =P(f) a (4)-ben. Itt a ® és a ¢ egyenként a standard normalis eloszlés- és
stirliségfiiggvénye (kozépértéke 0 szordsa 1).
Egy fix f szolgaltatasi gradienshez a (4) sugallja a négyzetgyokds biztonsagi

létszamfeltoltést, amely azt ajanlja, hogy a kiszolgalok szama az N legyen:
6

N=R+A=R+8J/R 0<fB<w

ahol, ismét R=A/u az ajanlott terhelés. Jegyezzilk meg, hogy a (4) precizebben

ekvivalensa N ~ R+ ,B\/W ,dea B << N, ezért, a két kapcsolat alapvetden ugyanazt jelenti.

A A:,B\/ﬁ a biztonsagi létszam a sztochasztikus valtozékonysag kikiiszobolésere.
Jegyezziik meg, hogy a f<0-hoz 100%-o0s vagy annal nagyobb kihasznaltsag tartozik,
emiatt egy instabil rendszer. Ahogy a £ novekszik Gigy nd a biztonsagi 1étszam szintje.

Megforditva, P{f}~ P{Wait > 0} csdkken a csokkend S esetén.

Emlékezziink arra, hogy a {WaitWait >0} exponencialis eloszlasti (Nu—2)™
kozepértékkel. Ki lehet kdvetkeztetni (1), (2) és (6)-bdl, hogy a négyzetgyokds biztonsagi
létszamfeltoltés A = SR esetén az ASA:

7

Ewait] = P{wait > 0}- E|WaitWait > 0]~ P{wait > o}%
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Osszefliggest nyerjuk. Csakugy, mint a kdvetkezo egyszerii kifejezést a késés eloszlasara
(TSF).
8

P{Wait > T} ~ PWait > 0}.e (T/El)a

Végtelen szamu kiszolgaloval rendelkezd rendszerek esetén egy adott hivas altal foglaltan
talalt kiszolgalok szamat Poisson eloszlassal irhatjuk le, és a heurisztika feltételezi, hogy
hatalmas véges rendszerek esetén ez kozel Poisson, ha a keésleltetések nem uralkodoak.
Megforditva a Poisson valoészintliségi valtozd R kozépértékkel megkozelitben egy normal
eloszlast valoszintiségi Valtozd R kozépértékkel és ~/R szorassal. Ekkor legyen egy hatar

valoszinliségi érték a késéshez, amit jeldljunk « -val, és valasszunk egy £ -t gy, hogy:

o =1—®(f) = D(p)
Ez bizonyitott a kovetkezbvel:
P{Wait > 0}~ P{A foglalt kiszolgalok szama > N} = P{R +ZJR>R+ ﬁ\/ﬁ}: @(p)

Itt a Z a standard normalis eloszlas valosziniiségi valtozojat jeloli, és a PASTA

tulajdonség biztositja, hogy a P{Wait > 0}~ P{A foglalt kiszolgalok szama > N}. Egy kicsiny

P{Wait > 0} esetén, CT)_l(,B) ~P7(B) és a heurisztika ajanlata alapvetden illeszkedik arra,
amit Halfin es Whitt leir.

Borst et al. [17] bizonyitja, hogy a négyzetgyokos elméleten alapuld kiilonbozo
termeészetes késési koltségfliggvenyek és a létszamfeltoltés, valdjaban jol mitkodnek hatalmas,
erdsen terhelt rendszerekben. Hogy minimalizaljuk a koltségeket, optimalis, hogy a QED
rendszerben dolgozzunk. Ugyanezt a kovetkeztetést vonhatjuk le, amikor minimalizaljuk a
letszamfeltOltés szintjét, amely a teljesitmény mérés megszoritasainak targya, ami elterjedtebb
a gyakorlatban.

A négyzetgyokos létszamfeltdltés kivételesen pontos és robusztus. Tesztelve lett Borst et
al. altal minden rendszerben, nagyon gyenge forgalmutdl a nagyon erds forgalmuig, és
nagyon ritkan ter el tébbel, mint egyetlen kiszolgalo a pontosan optimalis létszamtol.

Meghataroz egy eszkozt az optimalis £ meghatarozasara, amelyet 6k dimenzi6zasnak
(dimensioning) neveznek. Az Abra 11 (feljebb) bemutatja az optimalis S-t, amikor a

véarakozas koltsége és a munkaerd koltsége egyarant linearis fliggvénye az idének. Ebben az
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esetben jeldlje az r az orankénti késlelteteési koltség és a kiszolgalo drankenti koltségének

aranyét. Ekkor, az optimalis g lathato, hogy kivételes médon lassan névekszik az r -rel:

Jril+rlVzr2-1)) 0<r<10
Alr)

sz(m/ﬁ)- In(2|n(r/\/m» 10<r<w

A Abra 11 baloldali részén lathatd, hogy r =10 esetén —ami azt jelzi, hogy a késleltetési

koltség 10-szer nagyobb, mint a munkaerd koltsége — az optimalis S korulbelul 1,68. Egy
olyan Call Centerben, ahol az ajanlott terhelés R=400, a szamitasok alapjan a biztonsagi
létszam 34 £6 (1,68-4/400 ~33,6) és a Call Center ekkor 92,2%-0s kihasznaltsaggal
(400/434) Gizemel.

7.2 Miikodtetesi rendszerek, egyesités (pooling) és
méretgazdasagossag

A négyzetgyokos biztonsdgi létszamfeltoltés elmélete Gjabb rélatast biztosit a
méretgazdasdgossag termeszete szempontjabol az M/N/N rendszerekben. A gyakorlatban,
Borst et al. analizise a harom aszimptotikus esetet vizsgalja, és mindegyik kiilonb6z6

méretgazdasagossagot mutat.

Az elsd esetben az ligyfelek varakozasi koltségei dominalnak a kapacitas koltségeivel
szemben, és az optimalis létszdmpolitika aszimptotikusan fix kihasznaltsagi ratat alkalmaz. A
l1étszamfeltoltés szintje linedrisan nd az ajanlott terheléssel, és nincs méretgazdasagossag. Egy
hatalmas rendszerben a hivok talnyomo része mindenféle késedelem nélkil kiszolgalasra

kertil. Ezt mindségvezérelt rendszernek nevezik.

Egy példa lehet a mindségvezérelt rendszerre az IVR mikodtetése. Itt a kapacitas relative
olcs6 a kiszolgald koltségehez képest. Hogy motivaljak az Ugyfeleket az dnkiszolgalas
iranyaba, a véllalatok biztositjak, hogy a kapacitas boséges legyen, hogy a hivok soha ne

észleljenek torl6dast.

A masik véglet az, amikor a létszammal kapcsolatos kéltségek dominalnak az tgyfelek
késleltetésével szemben. Ebben az esetben, az optimalison feluli tébblet létszam
aszimptotikusan fix az optimalis rendszerben. Ez az, amely sziikséges az ajanlott terhelés
cslcsainak a kezeléséhez. Emiatt, ha a terhelés névekszik, akkor nagyon hamar eléri a 100%-

ot a rendszer kihasznaltsaga.

33



Ezt hatékonysagvezérelt rendszernek nevezzik. Példéakat talalhatunk e-mail csatornan
keresztil kommunikalé kontakt centerekben, és olyan help-desk (izemeltetésekben, ahol
ingyenesen szolgaltatnak olyanoknak, akik nem régen vésaroltak hardvert vagy szoftvert.
Ezekben a rendszerekben, alapvetéen minden tigyfél késleltetve van a sorban, az ASA
majdnem annyi, mint a vart kiszolgalasi id6, és a kiszolgalok majdnem 100%-0s

kihasznaltsaggal dolgoznak.

Ezek kozott a végletek kozott vannak azok a Call Centerek, amelyek a minéség és
hatékonysagvezérelt (QED) rendszerek kozé esnek, ahol a mindség és a hatékonysag
megfeleléen egyenstlyozott. Ahogy novekednek, ezek a rendszerek mutatjdk mind a
méretgazdasagossag (hatékonysagvezérelt rendszerek), mind pedig a magas foku elérhet6ség

jeleit (mindségvezérelt rendszerek).

Emlékezziink arra, hogy a QED rendszer {6 jellemzdje, hogy van az ligyfeleknek egy
része, amelyet késleltetlink, de ez a rész sem nem 0-hoz kozeli, sem pedig az egyhez. A
méretgazdasdgossag az, ami miatt a QED rendszer megkeriilheti a tradicionalis egyezményt a
szolgaltatasi szinvonal és az er6forrasok hatékony felhasznélasa kozott. Hogy javitsuk ennek
a megértését, tekintsik a kovetkezd problémat, amely gyakran keriil a Call center
menedzserek elé. Ez pedig a foldrajzilag szétszdrt Call centerek egyesitése. Ezt az egyesitést
lehet, hogy fizikailag érik el, azéltal, hogy bezéarnak egyeseket, és kiterjesztenek masokat.
Vagy virtualisan, a haldzati technologiak hasznalataval, amit lehetové teszi a hivasok
iranyitasat kiilonbozo teriiletek kozott. Ehhez a problémahoz 6sszehasonlithatjuk az egyes

rendszereket, milyen a hatdsuk a méretgazdasagossagra az egyesités kdvetkeztében.

Els6 1épésként, hasznaljuk a (1) és (2)-6t hogy definialjuk a kovetkezé (7)-(8)-tel analdg

dsszefliggéseket.
ASA = E| Wat\vait > 0|~ 2,
E[S] A
és
TSF = pI VAt Th\vait > 0l xe™
E[S]

Jegyezzik meg, hogy ezek a definiciok megvaltoztatjdk az ASA és a TSF standard
verzioit, mégpedig ketféle modon: yj feltétel, hogy a késleltetés nem nulla, és a varakozasi idd

a vérhatd kiszolgélasi idétartamban, mint mennyiségi egységben van mérve. Ez teret ad
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egyszerli kifejezéseknek, hogy elvégezhessik az egyes rendszerek kozotti egyértelmii

0sszehasonlitast.

Eszrevesszilk, hogy a mindharom rendszerben az egyik hatékonysagmutaté fix, amely
ezutan meghatarozza a tobbit.
a). A hatékonysagvezérelt rendszerben a tobbletkapacitas a A fix és emiatt az ASA és a
TSF is.
b). A minéségvezérelt rendszerben, a rendszerkihasznaltsag p = R/(R+ A) konstans

c). A QED rendszerben a szolgaltatasi gradiens a g és P{s}~ P{Wait > 0} a fix.

Ezutdn nézzilk meg, mi a hatdsa m statisztikailag azonos Call center egyesitésenek

egyetlen k6z6s miikodtetés ald. Minden Call centerben ugyanaz a A és a u. A beérkezési

rata mA lesz, miga u nem véltozik.

A hatékonysagvezérelt letszamfeltoltésnél, a szolgaltatasi gradiens csokken g -rdl
B/Nm-re, és a késleltetési valoszintiség novekszik P{B}-rsl, P{B/m|re (ami jelentss

lehet mar akar kis m értékek esetén is). Jegyezzilk meg, hogy az ASA és a TSF is ugyanaz
marad. Ahogy m tart a végtelenhez, a rendszer gyorsan konvergal ahhoz az éallapothoz, ahol
minden kiszolgalo 100%-osan kihasznalt. gy a rendszer egy darab kiszolgaldhoz hasonlit,

amely m -szer gyorsabban dolgozik, és alapvetéen minden tigyfél késleltetve lesz.

Egy mindségvezérelt rendszerben jelentds altalanos szolgéltatdsi mindségjavulas van.
ASA csokken ASA/m-re, a TSF csokken (T§F)m-re és a késesi valoszinliség csokken

P{ﬂ}-rél, P{,b’ / Jm }-re. Ahogy m tart a végtelenhez, alapvetéen minden iigyfél azonnal

kiszolgalasra kerul.

Végul a QED rendszerben, a szolgaltatasi gradiens és a varakozas valosziniisége definicio
szerint konstans marad. Kontrasztképpen ASA csokken ASA/+/m -re, a TSF csokken
)m

(T§F -re. Jegyezzilk meg, hogy ez a rendszer hatékonysagvezérelt (a kihasznaltsag né

100% felé), és minGségvezérelt is egyszerre (egy jelentds része az tigyfeleknek, nevezetesen

1-P{p}, azonnal kiszolgélasra kerill).

Osszefoglalasképpen tekintsiik 4t a kovetkezd abrat.
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Abra 12 Az Erlang C, a hatékonysag-, minéségvezérelt és QED rendszerekben [18]

36




8 Erlang B modell (M/G/N/N sorok)

8.1 A blokkolas a gyakorlatban

A Call Centerekben néha adott a technika [10], hogy a menedzserek valtoztatni tudjak az
aktiv trunk vonalak szamat, a k-t. Példaul a kisebb k érték csucsidészakban csokkenti a
feladott és a varakozo hivasok szamat. Ez azzal jar, hogy példaul zéld szamok hasznéalata
esetén a kommunikéacios koltség csokkenthetd. Hatrany azonban, hogy a foglalt jelzést kapd
ugyfelek szama novekszik.

Elméletileg az Erlang C modell tetszéleges szamu ligyfelet enged sorba rendezni a
modellben. Ez nem csak azért nem valosulhat meg, mert a gyakorlatban az tigyfelek feladjak
a hivast, de a vonalak szama is limitalt, amelyekkel a Call Centerhez lehet csatlakozni. Ezt az
ugynevezett blokkolast soha nem lehet figyelmen kivil hagyni. Néha még akkor is érdemes
blokkolni Ugyfeleket, ha vannak szabad vonalak. Ez ndveli a blokkolasi ratat, de csokkenti a

sorba allitott Ggyfelek atlagos varakozasi idejét. Ezen Kiviil a produktivitast is csokkenti.

Hogy a vonalak megfelelé szamat kiszamitsuk (vagy ekvivalens modon a rendszerben
talalhaté Ugyfelek maximalis szamat) ki kell szdmitanunk a produktivitast, blokkolasi
szazalékot és a varakozasi id6t kiilonboz6é mennyiségli vonalhoz. Az eredményekbol
kivalaszthato a leginkabb kompromisszumos megoldas, amely mind a hA&romnak megfeleléen
kedvez. A produktivitas és a varakozasi idok kiszamitasahoz sziikséges egy feltételezés az
tgyfél viselkedését illetéen, hogy felépitsiik a matematikai modellt. Figyelmen kivil hagyjuk
azokat az eseteket, amikor a hivasok elvesztek, esetleg ugyanezek ujra prébaljak hivni a Call
Centert vagy visszahivjuk 6ket, amikor a terhelés engedi. Ezek az esetek mindegyike mas

modellt kovetel meg, és mas hatékonysagmutato6 ertékekhez vezet.

Egy jol kihasznalt rendszerben, atlagbhan minden Ny idGegység utan egy hivas

befejezddik. Ha egy hivas az n-edik a sorban, akkor ennek a varakozasi ideje az az 1do,
amely addig telik el, amig az n-edik kiszolgalas befejez6dik, amely atlagban nNu
iddegység. Egy nagy Call Centerben (vagy egy hosszt sorban) ez a szdm egész pontos.
Hasznalhato arra, hogy a vonalak szdmat meghatarozzuk. Példaul egy hivas befejezddik
minden 6. masodpercben. Ha azt szeretnénk, hogy blokkoljuk 6ket, ahelyett, hogy 1 percnél
tobb ideig varakoztatnank, akkor 9 hely kell a sorban, hogy elkeriljuk, hogy egy 10-ik hivas

is bejojjon, aminek mar 1 percig kell varnia.
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A fentiekben leirtak alapjan tiszta, hogy a blokkolads egy tokéletes mod annak
megeldzésére, hogy egy hivas tul sokdig varakozzon. (Meg kell jegyezniink, hogy a tovabb
varakoz6 hivok tendencidzusan tovabb is beszélnek) Alternativa lehet az, hogy az ugyfeleket

informaljuk a hosszu varakozasi idokrol, és megkérjiik oket, hivjanak késobb.

8.2 Az Erlang C kiterjesztése

Az Erlang C modell egy kiilonlegesen egyszeri eszkdz a kapacitas és a hozzaférhetdség
kozotti kozépuat meghatarozasanak. A nagy forgalom melletti hatarértékei [11] bepillantast
nyljtanak azokba a megegyezeésekbe, amelyek segitik a Call  centerek
méretgazdasdgossaganak megértését és menedzsmentjét. Azonban eléggé jelentls

megszoritasai is vannak az Erlang C modellnek.

A gyakorlatban, emlékezhetlink, hogy harom mdédon hagyhatja el a rendszert a beérkez6
hivéas. Az a hivas, amely mind a k trunk vonalat foglaltan talélja, foglalt jelzést kap. A hivo
tirelmetlenné is valhat, mikzben a sorban varakozik, és lerakhatja, miel6tt kiszolgalhatnak.
A harmadik esetben a hivd kiszolgaldhoz keril, kiszolgaljak, majd tavozik. Az Erlang C
modell figyelmen kiviil hagyja az elsd két esetet a hdrombdl. Az Erlang B modell foglakozik

az elso esettel, amely ennek a fejezetnek a targya.

Egy Call Center képes mindenféle késleltetés megsziintetésére, ha a vonalak szdmét a
kiszolgalok szamaval egyenléen allitja be. Ebben az esetben az tgynevezett Erlang B formula
(B ,,blocking”-ot azaz ,,blokkolast” jelent) jellemzi a blokkolas (foglalt jel) valdszinliségét a
hozzéatartoz6 M/M/N/N rendszerben. Nincsenek sorok, és a hozzaférés lehetdsége kizarolag
azon ugyfelek ardnyaval van mérve, akik foglalt jelzést kapnak. Ebben az lehet értékes, hogy
a blokkolasi valoszinliség nem érzékeny a szolgaltatasi id6 eloszlasara. Ez magaban foglalja
inkdbb az &ltalanos, mintsem csak az exponencidlis eloszlasokat (ezért inkdbb M/G/N/N ,
mint M/M/N/N ).

A QED rendszerben, az Erlang B ugyanolyan négyzetgytkos eredményeket ad, mint az

Erlang C rendszerben. Hatalmas M/G/N/N rendszerben az N =R+ VR~ < f<oo-€l a

blokkolasi valoszintiség a kovetkezd: 1/+/N :+/N - P{minden vonal foglalt} — ¢(8)/ ®(3) .

Ezért még sorba allitas képessége nélkul is a hozzaferés esélye magas marad a QED

rendszerben.

S >0 esetén, kicsi a hivok azon része, amely foglalt jelzést kap az Erlang B rendszerben.

Tovabba (5) megmutatja, hogy ugyanazon feltételek mellett (5 >0), a toredék elég kicsi
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ahhoz, hogy nem terhelné tul a rendszert, ha engedélyeznénk a sorokat. Természetesen az
Erlang C rendszerben vazolt végtelen sz&mu hely a sorban (a trunk vonalak szama) a

gyakorlatban nem elérhetd.

Az Erlang B és C rendszerek kozotti lehetséges kdzéputak egyike lehet a blokkolas
késleltetéssel. Az elsé csokken a sorban rendelkezésre allo helyek szamanak csokkenéesével
parhuzamosan, mig a méasik novekszik. Mekkora szdmud hely kell a sorban? Feinberg [19]
szimuldlja ezt az egyik tanulménydban a M/N/N/k rendszerekrél, ahol k>N
szisztematikusan véltakozik. Kimutatja, hogy csak 10%-kal kell t6bb vonal, mint kiszolgalo,
ahhoz, hogy a rendszer jo teljesitménnyel miikodjon. Tobb vonal tul sok varakozést okoz,

kevesebb tal sok foglalt jelzést.

8.3 Az Erlang B formula

Az Erlang B (vagy ,,loss” azaz ,,veszteség”) formula megadja a blokkolasi valoszintiségét
az Erlang B modellben, mashogyan az M/M/N/O modellben. Ez a modell N egyforma
kiszolgaldt tartalmaz, amelyek parhuzamosan dolgoznak, és nincs extra hely a varakozasra.
Azok az ugyfelek, amelyek akkor érkeznek, amikor mind az N kiszolgalé foglalt, foglalt
jelet kapnak, elvesznek, anélkiil, hogy befolyasolhatndk a jovObeni érkezéseket, példaul,
nincsenek Ujraprébalkozasok. Ez a modell Poisson érkezési folyamat, és 11D ( independent
and identically distributed — fliggetlen és azonos eloszlast ) exponencidlis eloszlassal véges
kozépértékkel. A kovetkezéekben leirt formulardl és a annak az Erlang C formulaval vald

kapcsolatérol itt olvashat: [12].

A konvenciok kovetésével, legyen a beérkezési rata jelolése A, és a kiszolgalasi id6
kozépértékének jele az 1/4 . Emiatt, az egyedi kiszolgalasi rata . Mivel N szdmu lehet a
legtobb Ugyfél, ami egyszerre a rendszerben tartdzkodik, a sztochasztikus folyamat, amely a
kiszolgalok szamat az id6 fliggvényében reprezentalja, rendelkezik egy megfeleld stacionarius
eloszlassal minden pozitiv 4 és u paraméterre. Az Erlang veszteseg modellnek van egy
érzéketlenségi tulajdonsaga (insensitivity), amely azt jelenti, hogy a blokkolasi valosziniiség
figgetlen a szolgaltatas-idé eloszlastol annak kozépértéke koril. Emiatt a blokkolasi
valosziniliség ugyanaz, az M/G/N/0 modellben, mint az M/M/N/ 0 modellben, ami biztositja,

hogy a szolgaltatés-id6 eloszlasnak véges kozépértéke van.

A foglalt kiszolgalok sz&ménak a stacionarius eloszlasu értéke nem fiigg az id6
mérésének mértékegységétél. Ezért a blokkolasi valosziniiség csak a beérkezési és a

kiszolgalasi ratatol fiigg, és csakis az aranyukon keresztiil, ami R= A/ u az ajanlott terhelés.

39



Kozeli viszonyban van ezzel a kiszolgalonkenti ajanlott terhelés, amelyet kiszolgalo

kihasznaltsagnak vagy forgalom intenzitasnak neveziink. p=A/Nu=R/N
Mind a ajanlott terhelés, mind a forgalom intenzitéas ( o) dimenzi6 nélkuli mennyiségek.

Jelolje az s az egyensulyi foglalt kiszolgaloszamot egy tetszés szerinti idében. Az S
eloszlasat az alapvetd sziiletés és haladl folyamatbol nyerjiik. Kideriil, hogy az s egy
csonkitott Poisson eloszlassal rendelkezik.

I

Plo=i}= e, 0<j<N;

>, RUTK

Ahogy fentebb jeleztiik, az Erlang B formula megadja egy tipikus beérkezés stacionarius
blokkolasi valoszintiséget. Az Erlang B formuldt a PASTA tulajdonsag alkalmazéaséval a

P{s=N} valosziniiségb6l kapjuk. Az Erlang B formula tehét a kovetkezé Osszefiiggés:

N/ NI
BEB(N,R):P{SzN}:iN—/N'-
D>, RYIK!
=0
Egy fontos kapcsoldédd6 mennyiség az Osszefliggés reciproka. Fontossagat egyszeriibb
analizalhat6saga adja: Re =Re(N,R) = : :
B(N,R)

8.4 Gyakorlatok az Erlang formulara
a). Rekurzi6 az R-re

N Re(N -1 R)

Re(N,R)= +1, N>1, ahol Re(0, R)=1.

RB(N -1,R)
N +RB(N -1,R)

b). Ebbdl kovetkezik a rekurzié a B-re, ami aB(N,R) = osszefuggeéssel

irhato le. Itt B(0,R) =1 és az ajanlott terhelés az R, amelyet az értelmezés szerint rogzitiink.

A  jobboldal  A&talakitasaval a  p=R/N felhasznalasaval —a  kovetkezd

B(N-1R)
BN.R)= lpr(N “1R)

0sszefliggéshez jutunk.
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—_— - - Erlang 8 Blacking Propsbility Lambds = [0.8, 1.8]. N =70, Mu = 2.2,
1,004

2. 903 y;
o.saé

e.mé 7/
o.seé y;
a.soi

040, .
0.393 #
o.zpé

o.mé -~

—t - o R rrred o ™ o ™

&8 £.20 £.40 2,60 £.80 100 1.20 1,40

lambds

Abra 13 Erlang B Blokkolasi valésziniiség alakulasa a beérkezési intenzitas fiiggvényében
). Szamolas. Miért vonzo a rekurzio a blokkolasi valoszintiség szdmolasakor nagyon nagy

N -nél az explicit formuladval szemben? Mert a nagyon nagy hatvanyok és faktoridlok

destabilizaljak az algoritmust.

d). A b).-ben leirt formula segitségével megmutathato, hogy a B(N,R) monoton névekszik
R -ben.

e). Als6 korlat. A Little térvénye (L =AW) segitségével megallapithatd, hogy B(N,R)
alulrol korlatos, azaz B(N,R)>max {01}, ahol p=R/N.

f). A b).-ben és e).-ben leirtak alapjan megmutathat6, hogy a B(N, R) monoton csokken N -
ban, ahogy N felveszi a pozitiv egész szamokat.

g). Hatarérték analizis. A terhelés, amelyet az utols6 kiszolgalo vesz fel az
F.(N,R)=R[B(N -1,R)-B(N,R)] osszefiiggéssel irhaté le. Lathaté az f). bizonyitasa
alapjan, hogy az F, csokken az N -ben. Feltételezziik, hogy van egy koltsege minden
kiszolgalonak, amely ¢ egység minden egyes perc utan, és egy bevételi rata, amely r egység
a felvett terhelés minden egysége utan. Hogyan hasznalhatjuk a legutolso kiszolgalé altal
felvett terhelést, az F;-t arra, hogy meghatarozzuk a kiszolgalok optiméalis szdmat, amely
maximalizalja a profitot (ami a bevétel - koltség)? Az optimalis N megtalalasahoz elég, ha
meghatarozzuk a legnagyobb N -t, amelyre az F,(N,R)>c/r. Legyen az N* ez az N
érték. Ekkor az utolso kiszolgalo altal hozzaadott bevétel nagyobb, mint a koltség, de ez a

tulajdonsag mar nem érvényesa N” +1-re.
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h). Hatalmas rendszerek. Tekintsiik a B -t, mint a p fliggvényét, gy hogy B(N, Np) (‘ahol
R=Np) fix. Mi lehet a B(N,3N) értéke megkozelitsleg, ha az N nagyon nagy?
Abréazoljuk, hogyan néz ki a B(N,Np), minta p fiiggvénye nagy N esetén (N — 0 )?

Ha a p<1, B(N,Np)>0 amikor N —>cw. Ha a p>1, a beérkezé hivasok

(Np— N)/ sp Osszefiiggéssel megadott hanyadat blokkolni kell. Ebbol kovetkezik, hogy a
B(N,3N ) korilbelul 2/3 nagy N esetén.
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9 Erlang A Modell (M/M/N+M sor)

Az M/MIN/k+G az a modell, amely magaban foglalja a foglalt jelzéseket és a
hivasfeladast is. Ebben a modellben a tirelem ugy van definidlva, hogy az a maximalis
mennyiségii id6, amelyet az tigyfél hajlando varni a kiszolgalasra. Ha nem Kerdl kiszolgalasra
ennyi id0 alatt, akkor leteszi a kagylot. A ,,+G” jelzés azt jelenti, hogy a tiirelem altaldnos
eloszlasu, az fuggetlen, azonos eloszlasu (1ID) tgyfelektdl fiigg, de semmi mastol. Ez a

fejezet elsésorban a kovetkez6 cikkekre épil: [13] és [11].

Az uralkodd gyakorlat az, hogy bdséges szamt vonalat installalnak annyit, hogy a foglalt
jelzés nagyon ritka esemény lesz. Ebben az esetben egy M/M/N + M ( Ekvivalens mddon
irva M/M/N/oo+M ) amire 0gy hivatkozunk, hogy Erlang A. Az ,,A” az angol
,2Abandonment” szo6t jeloli, annak a ténynek koszonhetden, hogy az Erlang A interpolal az

Erlang B és Erlang C kozott.

A nagy forgalmu rendszerekkel analég mdédon harom miikodtetési rendszer 1étezik az
Erlang A modellhez. A hatékonysagvezérelt, a mindségvezérelt, és a QED. Ahogyan ezel6tt, a
miikodtetési rendszerek a késleltetési valoszinliség szerint vannak jellemezve. Az elsé esetben

ez kozel van egyhez, a masodik a nullahoz, végil az utolsé valahol a (0,1) intervallumon

értelmezett. Es ugyantgy, ahogy eddig, a QED rendszer N ~ R+ B+R kiszolgaléval, elég

robusztus, hogy lefedje az egész mitkodtetési spektrumot. Itt, azonban a szolgaltatasi gradiens
felvehet negativ és pozitiv értékeket egyarant, mivel a hivasfeladas stabilizalja a rendszert
minden létszamfeltoltési szintnél. A QED rendszer miikddtetési jellemzdi eléggé megnyerdek,

¢s Osszefoglalhatoak a kovetkezOképpen. A kiszolgalo tétlensége, az ASA, és

legfontosabbként a hivast feladok aranya mind-mind 1/ VYN rendiiek.
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B E00 - Tua

Charlotte - Center
Time | Recwd | Answ | Abn% | ASA | AHT [Occ%| On On Sch Sch
Prod® | Prod | Qpen |Avail %
FTE FTE

Of 20577 19.880] 1.5% 30 W7 | 951% | B84% 2217|1348 95.0%
4:00 132 08| T.0% ir 32 B71% | TOS% 55.3 55.9) 88.5%
B:30 553 B15| 5.8% 58 23 E1% | E11% 1wl 1117 g%
8:00 i TOR| 8.1% 53 308 71% | 84T% 1af4| 1453 96.5%
530 1,152 1138 1.1% i 303 208% | A1E% 2111 I21.3| 96.4%
10:00 1,330 1,286) 3.3% 22 k. S84k | BaTh 223.1 Z28.0| 57.4%
1630 1364 1338 1.9% 1 W6 | SN | Bdi% 2328 75| eTa%
11200 1,380 1.280] T.2% 4 3068 38.2% | B4 2220 223.9] 99.2%
11:30 1372 1247| 20% a4 258 Sda% | A2Ey 21840| 233.2| G3.5%
12500 1.179 1177 02% 1 A 91.6% | 8B.E% 2183 2238 S8
18:30 1174 1180 1.2% L] Xz #5.5% | 915% 2008 2068.8| 97.1%
13:00 1.4 59| 1.0% ] Ha | 354% | % 1ezal 1870 gran
13:10 1,061 BE1| 9.4% &7 o] 100.0% | BR % 15-3&} 1825 B5.8%
14:00 1,173 1.082] T.B% T8 313 99.5% | 85T% ma.![ 2110 B&. %
1430 1,42 1178 2% 23 04 | MEan | ass 2n-s.1[ 203 §2.3%
15:00 1037 1123 1am 15 20 | sso% | 835w | oosal  2eaf serw
15:30 1,189 137 2™ 1T 211 B7.1% | d48% A2 2070) 57T.7%
18:00 1,007 1BEG| 4.3% 45 M5 | 99I% | 7w 1871 1929) aT.o%
1630 14 B3| 2.4% 22 T B5.2% | a1.8% 180.0 173 S2.8%
1720 1% 15| 0.0% 2 x28 Bl0% | S3.68% 135.0 1482 52.3%
1730 420 420 0% XA THAW | S54% was| e anaw
1300 8| 48] 00% 14 180 B4 2% | 1% 5.8| 1) 418.2% |

Abra 14 Féloréas lebontasu 6sszefoglald jelentés az ACD-bél (Példa, a Wharton Call Center forum
jovoltabal).

Tehéat az Erlang A modell matematikai médon demonstralja, hogy a magas szinten terhelt
Call centerek teljesitményét jelentésen befolyasolja az tigyfelek hivasfeladasa. A fenti abran
egy jelentés lathatd egy létezé Call Centerrdl. Egy-egy sorban a vizsgalt iddszak ajanlott
terhelése ( Recvd ), a megvalaszolt hivasok széma ( Answ ) és az AHT? 6ssze van rendelve az
ASA-val és a hivasfeladasi arannyal ( Abn% ). Példaul lathato az is, hogy 10 és 11:30 kozétt a

dolgoz6 kiszolgalok szama nem valtozik jelent6sen.

Ahhoz, hogy lassuk, hogyan hat a hivasfeladas a teljesitményre, az Erlang A modellt
onallé, egymastol fiiggetlen féléras szakaszokban vizsgaljuk. A tablazatbdl hasznéljuk a
beérkezé hivasok szamat és az AHT-t mint a 4 és a u becslését. Felkerekitjiik a ,,On
Production FTE® szamait, hogy hozzajussunk az N kozelitéséhez. Harom paraméter adott a

négybdl az M/M/N + M modellben. Azt a hivasfeladasi ratat keressuk, ami a vizsgalt fél
oradban észlelt ASA-hoz és hivasfeladasi szazalékhoz kozelit.

Peldaul a 10:30 eés a 11 oOra kozotti periodusban, az elébbi eljaras produkalja a

hivasfeladasig eltelt id6 becsllt kozépértékét. Adottnak tekintve ezt a becslést,

2 AHT — Average handling time — Atlagos hivaskezelési id6
® FTE — Full time equvivalent — Az iitemezett kiszolgalok szama osztva teljes munkaidé hosszaval
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megallapithato, hogy a 223-bdl 5 kiszolgalé hianya is eredményezheti az ASA, valamint

hivasfeladd hanyad kétszeresre ndvekedését.

Erdekes és lényeges megfigyelni, hogy egy olyan modell, ahol az atlagos tiirelem 30 perc
dramaian kiilonbozik attél a modellt6l, amely nem figyeli a hivasfeladast (,,végtelen a
tirelem”). A 10:30-t6l 11-ig tartd idészakban az utdbbi egy nem stabil rendszert josol,
amelyben a Kiszolgalok idejiuk tobb mint 100%-aban foglaltak. Megjegyzends, hogy a
stabilitds mar két tovabbi kiszolgalé hozzaadasaval elérhetd, de ebben az esetben az ASA
kozel lenne a 7 perchez. Ha a hivasfeladast figyelmen kivil hagynak, az tébb lenne, mint

kozelitési hiba a josolt teljesitményben.

Nagy forgalomnél, még a kisszamu hivasfeladasi (vagy blokkolasi) arany is jelentds
hatassal lehet a rendszer teljesitményére, emiatt szdmolni kell vele a minimalis 1étszamszint
meghatarozasakor. Ezeért, ajanlatos az Erlang A hasznélata standardként gyakran hasznalt

Erlang C helyett.

Gyakori panasz a Call Center menedzserek kozott, hogy a munkaeré menedzsment
szoftverek mindig tobbletlétszam (temezését erdltetik. Mig néhanyuk intuitiv érzékiiket
hasznaljak arra, hogy hogyan nyomjak le a létszamszintet, sokkal jobb megkdzelités az, ha a

hivasfeladasokat modellezik elsészor.

9.1 Turelmetlen Ggyfelek

A szolgaltatd kdzpontokban altaldban, ha a szolgaltatas telefonon keresztil torténik, az
ugyfelek hajlamosak a turelmetlenségre, és altaldban néhényan, akik a sorban allnak ugy
dontenek, hogy leteszik a telefont, miel6tt a szolgaltatas elkezd6édhetne. Az a modell, ami
ezzel szamol emiatt a Call Center pontosabb leirasat szolgaltatja. Ha hozzadjuk a
modelliinkhoz az ligyfelek tdvozasat a sorbdl, mint tényez6t, akkor csokkentjiik a torlodast,
hiszen nem minden beérkezd hivas igényelt szolgaltatast. Kovetkezésképpen, a sorok hossza
és a varakozasi id6 lecsokken. Ezért ha csak az M/M/N/B ( Erlang B késleltetéssel ) modellt

hasznaljuk, az tobbletlétszamot eredményez.

A hivasfeladas figyelembe vételével az atlagos varakozasi idében benne van a kiszolgalt
és a hivast felado tgyfelek ideje is. Azonban a ,hliséges” tigyfelek atlagos varakozasi ideje
kilon is fontos, ami ezaltal egy kilén hatékonysagmutaté ebben a modellben.

Az M/M/N modell exponencidlis hivasfeladasokkal val6 kiegészitésének az is egy fontos

elénye, hogy az eredmény robusztusabb, mindig van egy egyensulyi allapota, nem szamit
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hany kiszolgalonk (N ) van, és mik a beérkezési (A1) és kiszolgalasi () rataink. Ez
szembeallithatd azzal, hogy a normal M/M/N modell a 1< Ngu feltételt kivanja meg a

stabilitashoz. A robosztussag kritikus lehet akkor, ha a rendszercket erételjes forgalom alatt

vizsgaljuk, amely akar csak atmenetileg is talterhelt lesz (A1 > Ng).

Taldn kevésbé nyilvanvalo hatranya a M/M/N/B  modellnek az, hogy az bizonyos
lenyeges informaciokat egyéaltalan nem szolgaltat a Call Center menedzsereinek. Amikor egy
Call Centert erételjes forgalom alatt kell menedzselni, tekintetbe kell venni a hivasfeladd
ugyfelek hatasat is a szolgaltatasi szinvonalra. Nem elég a varakozasi idoket és azokat az
ugyfeleket tekinteni, akik foglalt jelzést kaptak, mivel a hivasfeladasi statisztika az egyetlen
olyan ACD* adat, amely leleplezi az iigyfelek észlelését a szolgaltatis mindségérol. A
szolgéltatasi szinvonal haromdimenzids, harom kilon aspektusa van, a véarakozas, a
blokkolas, és a hivasfeladds. Az M/M/N/B modell ezek kozil csak kett6t szolgaltat. A
gyakorlatban a Call Centerek nagy szazaléka kittizi célul a hivasfeladok ardnyanak egy

alacsony felso korlatjat, de a legtobb esetben feltilmuljak azt.

Az elosztasi hatarok (diffusion limits) fontos eszkdzt képeznek a sorbanallasi modellek
elemzésekor. A fontossaga haromszoros: az elosztasi folyamatokat hasznéljak az kozelitések
szarmaztatasahoz, a sziikséges ralatast biztositja, és gyakorlati szabalyok kidolgozasat teszi

lehetové.

Ennek a dokumentumnak a f6 eredménye az 5. tétel, amely a M/M/N +M sorok
sorozataival foglalkozik er6s forgalomnal. Az elméleti megfontolasokon tal, a gyakorlatban is
jelentdsek ezek az eredmények, mert Ggy paraméterezik a rendszereket, hogy azok a
leginkadbb hasonlitsanak a hatalmas Call Centerekre. Ezek az eredmények biztositjak az sorba

allitott Ugyfelek aranyat kozelit6 eljarasok térnyeréseét.

* ACD — Automatic call distributor. — Automatikus hivaseloszté. A hivasok sorba rendezését, a sorok kezelését
végzi. Szamunkra igen fontos az ez altal mért adat, és az abbol generalt jelentés, amely inputként szolgal
modelljeinknek, vagy épp ellenkez6leg modelljeink paramétereit allitjuk be Ggy, hogy ezekhez az adatokhoz
vagy jelentésekhez kozelitsenek.
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— == == CErlang C Delay Propability, N = [35.0, 70.0], Lambdz = 9.0, Mu = §.2,

— 300G Al Prapability OF Delay W = [35.0, 70.0], Bets = 0.0, Mu = 8.2, Thets = 0.2,

35.0 40,00 45,00 50.00 55.00 50,00 55.00

Abra 15 A késleltetés valésziniiségének alakulasa az Erlang C és az Erlang A modellekben

Az MIMIN és az M/IM/IN +M modellek Osszehasonlitdsa lathatdo az eléz6 abran is.
Vegyuk észre, hogy minden N <— esetén (ahol N, A4 és u egyenként a kiszolgalok

y7;

szamat, a beérkezési ratat, valamint a kiszolgalasi ratat jel6li ) a kozelités abban a modellben,
ahol nincs hasznalva a hivasfeladas, 1, azaz mindenki, aki a rendszerbe érkezik sorba lesz
allitva. Ez azért van, mert ez egy tulterhelt rendszer, ahol nincsen egyensulyi allapot. Az N
nagy értékeire, a rendszerekben tobbletkapacitds keletkezik. Ezekben az esetekben a
kozelitések egybeesnek az elhanyagolhatd szamu hivésfeladdsok miatt. A sorba Allitott
ugyfelek szaméanak kiszamitasara szolgalo kifejezés a C metodushol és a 9.3-as fejezet elsd

megjegyzésébol szarmaztathatd. A kovetkezo Osszefliggés adja ezt meg:

~ 1-P{BI}
1+ P{BI 50x1(0,5j5w0’5648/0,57/ 50x1 48 ,
05 \ 48 05 '05

ahol a P{BI} a blokkolt Uigyfelek szama az M/M/N/N modellben, ahol N darab trunk

vonal van.

Az er6s forgalomnal szamolt eredmények egy Ujabb gyakorlati szabalyhoz vezetnek. A
kovetkezd, egy olyan lehetséges forgatokdnyv, amelyben az felhasznalhatd. Egy Call Center

ahol N kiszolgalé van, a kiszolgalasi rata a u, a beérkezési radta A, és van egy szolgaltatasi

gradiense is, amit ¢ -val jelolink (A ¢ nagy értekei magas szolgaltatasi szinvonalhoz

kapcsolodnak). A kovetkezd tinnepekkor magasabb érkezési aranyt josolnak amit ﬂ:-pal
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jeloljunk. A Call Center menedzsere, a jelenlegi szolgaltatési szinvonalat akarja biztositani
akkor is, emiatt dontést kell hoznia a kiszolgal6k szamérdl, ami N =N(¢) az tnnepi
miiszakokban. Ahogy azt majd késébb latni fogjuk, harom miikddtetési rendszert
javasolhatunk a Call Centernek, amit a szolgéltatdsi mindség és/vagy a mikddtetési
hatékonysag fog meghatarozni. Ezek a rendszerek a kovetkezdek: mindségvezérelt, amelyet
ritka varakozds és hivasfeladas jellemez; hatékonysagvezérelt, amely a kiszolgalok
hatékonysdgara helyezi a hangsulyt, és az tigyfelek tobbsége varakozik, jelentOs résziik
feladja a hivast; és a racionalis, amelynél a mindség és a hatékonysig egyenstlyban van,
tovabbra is jol kihasznalja az eréforrasokat, de csak az ligyfelek egy kontrollalt toredékének

kell varakoznia és csak néhanynak kell feladni a hivasat.

Amikor a menedzser elddnti, melyik legyen az a miikodtetési rendszer a Call Centerben,

amely legjobban reprezentalja a kivant egyenstlyt a minéség és a hatékonysag kozott. A

szabalyaink eléallitiak a N(¢)= {i +¢ \/Zw osszefiiggést, ahol ¢ = %(N —ij (amely a
o \u 7

tobbletkapacitas és a terhelés aranyanak a négyzetgyoke ). Tovabba, a kesleltetett és hivast

felad6 tgyfelek aranyanak becsult értékei a kovetkezoek:

: N hieulo) ]
P{Wait > 0} ~ {1+ Jy\/ﬁ(—})}

P{Abandon } ~ ﬁ[\/m : h(g“\/m)— §]~{1+ %\/%T

Itt a h(x)=g(x)/[l—®(x)] amely a standard normélis eloszlas rizikd réataja, amelyek
N 1 e X
definicidja ¢(x)=——e*'?, és D(x)= dy.
ja )= ()_If(y)y

Jegyezzilk meg még a kovetkez6t is az el6bbiekkel kapcsolatban. Ha noveljik a
kiszolgalok szamat, az N -t és a késleltetett ligyfelek aranyat ugyanolyan szinten tartjuk, a
kiszolgalok kihasznéaltsaga fokozodik, de a hivast felado tgyfelek szama az atlagos varakozasi

iddvel egyiitt csokken.

9.2 Formalizalas és jeldlések
Kényelmi szempontokbdl nézzik at el6szér a M/M/N/B +M modell feltételezéseit és

folyamatait. A rendszernek egyetlen sora van, amely N fiiggetlen és statisztikai szempontbdl
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azonos kiszolgalot lat el. Az Ugyfelek egy A rataval Poisson folyamat szerint érkeznek, és az
érkezésiik sorrendjében (FCSF) lesznek kiszolgalva. A szolgaltatas idok () exponencialis
valoszintiségi valtozok. Minden tgyfél tirelme (az az idéperiodus, amelyet a sorban akar
tolteni, kilonben elhagyja azt) egy @ exponencialis valoszintiségi Valtozd, minden mastol
fuggetlen. A rendszer kapacitasa B szamu Ugyfél (ez alapjan legtobb K =B—N lehet a

sorban). Azok, akik a kapacitason felll érkeznek, el lesznek utasitva a rendszer hasznalatatol.

A rendszer &llapota egy t id6pillanatban a rendszerben levé tigyfelek szamaval definialt

(éppen kiszolglas alatt vannak, vagy varakoznak a sorban) és Q(t)-vel van jelélve. Mivel a
szolgaltatdsi 1dok, az ligyfelek tiirelme, a beékezési idok mind fliggetlen exponencidlis
eloszlast valtozok, Q ={Q(t), t >0} egy sziiletési-hallozési folyamat, a kovetkez6 szilletési
és halélozasi ratakkal:

A =

A, 0<k<B-1 ~ |(Nak)u+[k-NJ6,  1<k<B
0, egyébként = 7 |0 egyébként

A folyamat dtmenet diagramja a kdvetkezo abran lathato.

0 1 B FAE N NEHI - - = fi

T N N0 Ny (=N

Abra 16 {Q(1) >0} — Atmeneti diagram
Megjegyzés: A Q folyamatnak mindig van egyensulyi allapota, a legjelent6sebb az,

amikor B =00 ahol a folyamatnak végtelen allapottere van. Ez az ellentéte az M/M/N
modellnek, amelyekben az egyensalyi allapot hatékonysagmutatéi nem kalkulalhat6ak

tulterhelt rendszer esetén (ahol 4> Ny ).

Az Ugyfelek altalanos F eloszlasu tlrelme esetén, és egy olyan rendszerben, ahol

végtelen kapacitas van, az egyensulyi allapot létezésének a kritériuma:

A(L—F(0))< Nz, mivel a kiszolgaloknak le kell kiizdenitik azt a forgalmat, amelyet a

végtelen tiirelmii tigyfelek okoznak.

Megjegyzés: A modelliink feltételezi, hogy az tgyfél tirelme nem fiigg a sorban elfoglalt
helyét6l. Ez a feltételezés nem ok nélkiili a telefonon keresztiili szolgaltatasok esetén, mivel a

sor nem lathat6. Az tigyfeleknek altalaban nincs informaciojuk a sorrol.
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Tovabbi jelolések: A kovetkezdekben hasznalni fogjuk a gamma flggvényt, amit az

alabbi 6sszefugges definidl:
(x)= [t~ exp(~t)dt
0

Valamint a nem teljes gamma fiiggvényt, amita y(x, y) jel6l:

y

y(x,y)= jt“ exp(—t)dt.

0

A gyenge konvergencia a standard jel6lés, amely formalizélja a valoszintiségi eloszlasok
kozelitéseit. Ez a stacionarius eloszlasok és a sztochasztikus folyamatok konvergencidja

esetén jon el6. Minkét esetben, a kovetkezéképpen jeldljik az {XN} sorozat gyenge
konvergencigjat X-hez: X, —2— X, ahol a d azt jelenti, hogy eloszlasban konvergal

(convergence in distribution).

9.3 Az M/M/N/B+M Modell pontos szamitasa

Ebben a fejezetben bevezetésre kerll tobb hatékonysagmutatd szamitasi metodusa egy
M/M/N/B +M modell egyensulyi allapotdhoz. Az alatta meghizd6dd sziletési-halalozasi
folyamat miatt, ezek a kalkulaciok majdnem trivialisak (nem teljesen a numerikus problémak
kovetkeztében). Ezek az eredmények késébb fel lesznek hasznalva a kozelitések

szarmaztatasakor.

A hatékonysagmutatok kalkulacidjakor, alapul vesszik a feltételezést, hogy a rendszer
elérte az egyensulyi allapotat. Habar a beérkezési rata sok Call Centerben idében valtozo
(idépontrél-idépontra valtozhat egy napon belil, vagy naprol-napra valtozhat egy héten belil,
unnepek, szezonalis hatasok stb.), mas paraméterek, mint a kiszolgalok szama egy miiszakban
is valtoztathato. Feltételezziik, hogy egy rovid idéintervallumon beliil (példaul egy ora) ezek a
véltozasok elég kicsik ahhoz, hogy figyelmen kiviil hagyjuk 6ket, és ,,lasstiak” ahhoz képest,

amilyen gyorsan a rendszer a kovetkez6 egyensulyi allapotba kertil.

Minket a tipikus tgyfél érdekel, aki az egyensulyi allapotban 1év6 rendszerbe érkezik.
Legyen a V valdszintiségi valtozd a tipikus ligyfél potencialis varakozasi ideje (az az ido,
amelyet a sorban kellene varakoznia, hogy a kiszolgalas elkezd6djon, ha a tiirelme végtelen
volna). Legyen X ennek az ugyfélnek a turelme (jegyezzik meg, hogy X és V

fliggetlenek) és legyen a W az aktualis varakozasi ideje. Tisztan lathatd, hogy a W =V A X .
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Végiil legyen a {Bl} az az esemény, hogy az Ugyfél foglalt jelzést kapott, és {Ab} esemény
jelentse azt, hogy az ligyfél feladta a hivast ({Ab}=1{v > X }).

File. ) FLFV. N l

174 Ab)

eyl Aol . f’;li i AL
(e A abl . S S
[ &t A vl _.I':' AR | . |'|'|i'.'i| L T

al i e F o V7

Abra 17 Hatékonysagmutatok E[f (v, X )] alakban
Mit is jelent a tipikus tgyfél? Vegyiik tekintetbe a {Wn,n € N} ahol a w, az n-edik ugyfél
potencialis varakozasi ideje. Legyen az F, a stacionérius eloszl&sa ennek a sorozatnak. F, a

stacionarius eloszlasa a v(t) folyamatnak is, amely a virtualis varakozéasi id6 a t idépontban
(az az 1dd, amit varakozassal tolt el egy hipotetikusan végtelen tiirelmt tigyfél a sorban, aki a
t idépontban érkezett). Ezért egy tipikus ligyfél potencialis varakozasi ideje, a V , szintén
rendelkezik egy F, eloszlasfiggvénnyel. Hasonloan érdekes a V, , amely olyan val6sziniiségi
valtozo, amelynek az eloszlasa ugyanaz, mint a V -nek, amikor n darab tgyfél van a sorban

érkezeskor, és minden kiszolgalo foglalt, n=0/1,... V, eloszlasfiuggvénye F, .

A Call Center menedzsereket érdekl6 sok hatékonysdgmutatd kifejezhet6, mint V és az
X egyszerii fuggvényeinek varhatd ertékei. A fenti tabla egy reprezentativ listdt kozol
bel6liik.

Megjegyzés: 1. Ebben a fejezetben a 7-t hasznéljuk a Q(t) folyamat stacionarius

eloszlasénak jeldlésére, nevezetesen lim P{Q(t)=n}=x,,n=012,..,B.

Egy altalanos kifejezés ezekre a valoszintiségekre:

(Alu) 0<k<N
kt Y T
7[ =
k f[( A j(}“/”)Nn N<k<B
j=N+1 Nu+(j—N)o k! ’

ahol

o P e e }
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2. A V ecloszldsa eldzetesen nem ismert, hanem a modell analizdlasan keresztil

szarmaztathato. Masfel6l, V, kifejezhetd n+1 flggetlen valdsziniiségi valtozd dsszegeként,
Nz, Npe+ 6,...,Nu+n6@ paraméterekkel. Az i-edik ezek koziil azt az id6t jelenti, amelyet az

ugyfel a sor ii-edik helyén toltott el, mielétt az i—1-edik helyre léphetett volna ( eldtte a
kiszolgalas befejez6dott, vagy valaki feladta a hivast).

3. Egy foglalt jelzést kapd Ugyfél szamara (mert a sor tele volt érkeztekor) a V =0

konvencio keril bevezetésre.

4. Bizonyos fontos hatékonysagmutatok nem szamolhatok kozvetlenil a javasolt
metddussal, de a E[f (v, X )] tipust hatékonysagmutatok hanyadosaként eléallithaté. Példaul,
azoknak az ugyfeleknek a szdma egy nagyon fontos hatékonysagmutato, amelyek feladjak a
hivéast azok kozil, akik tovabbra is a sorban varakoznak. De néhany tapasztalt Call Center
menedzser mostansag kihagyja azokat az tgyfeleket a szamitasbél, amelyek nem akarnak egy

rovid idOperiddust sem varakozassal tolteni. Naluk a

PV AX:V > X} EfL (v AxL,., ]
Pl » )= PRa XS S

0sszefuigges hasznalatos.
Az E[f(V, X)] szamitasat kezdjiik a kovetkezé dekompozicioval:

E[f(V,X)]=E[f(V,X)-1y.q ]+ E[f(V,X) 1y o]

= E[f(V,X)-1y.q ]+ E[£ (0, X) -(7[8+Z7rk].
k=0

Minden f fliggvény széméra, amely érdekes esetiinkben, E[f (0, X )] értéke 0 vagy 1.

Emiatt, mi az els6 kifejezés kiszamitasaval megyunk tovabb. Harom kiilonb6z6 metodust
prezentalunk a kalkulaci6 elvégzéséhez, mindegyiknél megemlitjiik elényeiket és hatranyaikat

is. Ezek a metddusok azok, amelyeket kisebb Call Centerek analizalasahoz hasznalunk.

Az A metddus. Legyen a paraméteriink az ugyfelek szama, amelyek a sorban vannak

érkezéskor. F (t)=1—F, (t)-re legyen az alabbi dsszefiiggés

B—N-1 k(l/@)k 1(&/9)n k
R O

E[f(V,X)-1,.o]=c7y
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ahol = LT
0

— f(t,x)c+k)ee <°+k>“ae-“dtdx——E[f(xk,x)] ahol ¢=Nu/6,
+

c+k

O sy 8

ésaz X, egy X -l fiiggetlen valosziniiségi valtozd, exp(Nu + k@) eloszlassal.

Az 1(k) értékeinek a kalkulacidja altalaban egyszerii feladat. A legnagyobb hatréanya

ennek a metddusnak, hogy az elsé Osszeg az eldjeleit valtoztatgatja, amely numerikusan

instabil. Emiatt mutatjuk be a kovetkez6 metddust, amely elkeriili ezt a problémat.

A B metddus. Az A metodushoz hasonléan kezdve, és az egyik 6sszeg eliminalasaval

] nin Y . , ., S, , .
valamint a Z(kJ(—e ‘9‘) =(1—e 9‘)” relacio hasznalataval elérkeziink a
k=0

E[f(V,X)1y.q]= QZCENBZN‘ll ‘9)n

n=0

J(n) 6sszefiiggéshez, ahol

=[] f(t.x)e" (e (g0 Yixdt . Itt a J(n) kalkulaci6ja eléggé koltséges, mivel az
00

integralok megoldéasa altalaban numerikusan torténik.

Ezek a metddusok elvesztik vonzerejlket, amikor végtelen pufferral dolgozunk (B = ).
Ekkor mindkét metédusban az osszegek végtelenné valnak, és le kell csonkitani azokat
valamely ponton, az implementacié mukodésekor (az A metddusban valtakozo eldjelek is
probléméasak lehetnek a csonkitaskor). Mivel ez az eset arra kényszerit minket, hogy
figyelembe vegyiuk a pontossag kérdését, bemutatjuk a harmadik metodust, ami egy

egyértelmii numerikus integral.

A C metodus. Az Aaltalanosabb megoldéas érdekében nézzik az f, flggvenyt ahol

ﬁ egy surliségfiiggvény. f, adott a
>

y(B—N,Z(l—e“”)j

R A _o. e
f, (t):NmN 1- F(B—N) -exp{g(l—e“)—Nyt},bO kifejezés altal.

Most mar csak ki kell szamolnunk a dupla integralt.
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E[f(V,X)-l{V>O}]: I:J': f(t,x)ge ™ f,(t)dxdt. Az integral az x-re gyakran analitikusan
és konnyen szdmolhat6 (az f -t6l fiiggben), ezutan nekiink csak egy numerikus integrallal
kell foglalkoznunk (a t-re).

Néhany plusz megjegyzés sziikséges meg a végtelen puffer esethez.

1. Az egyensulyi allapot szikseges egyenletek megoldaséhoz még mindig sziikség van
egy végtelen 6sszegre. Palm [20] adott egy megoldast, amelyik kifejezi a stacionarius

eloszlast, mint az egyszeriien kiszamolt blokkolasi valoszintiség flggvényét egy M/M/N/N

/////

P{BI} NI | .
1+(A[l\it’l\gl _1}’{5'} nl(ian
T, = N .
P{BI} | (9) .
1+(A(1,Nj—1JP{BI} (Ne”u] {N6ﬂ+(n_N)j’

e
ahol A(x, y):y—-y(xy, y).

(xy)’
2. A B=w esetén, az f, striségfiiggvény egy specidlis esete lesz Baccelli és Hebuterne

[21] egy M/MIN +G modellre, az ligyfelek tlirelmének F eloszlasaval, nevezetesen:
£ ()= Nur, @[ (- FO)du-Nitf 0.

9.4 Az eloszlasok kozelitéese és a miikédtetési rezsimek
A jelen cikk 6 témaja, hogyan lehet a hatékonysagmutatokat kozeliteni, a paramétereiktol

valé fliggés felderitésével a folyamatok mélyebb megismeréséhez jutni. Az els6 1épés a Q
folyamat és annak a = stacionarius eloszlasanak a megbecslése, amelyet majd Q(oo)-nel

jeloliink. Az elméleti eredményeinkbdl, amelyek az uralkod6 gyakorlattal is tAmogatottak, az
kovetkezik, hogy a hatalmas Call Centerek szintén képesek magas szolgéltatasi szintet hozni,
mialatt magas kihasznaltsaggal miikodnek. A nagy forgalomhoz kapcsol6do kozelitésekre
igazolasara fokuszalunk, amikor az N T oo. Tovabba a legtdbb nagy telefonos Call Centernek
van elég trunk vonala, hogy lényegében ki tudja sziirni az tigyfelek blokkolasat (a foglalt

jelzéseket). Ezért feltételezhetd, hogy a tovabbiakban a puffer végtelen, azazaB = .
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Megjegyzés. Szeretnénk kiemelni, hogy a semmiképpen nem akarjuk védelmezni itt a
,Hhincs foglalt jelzés” feltétel nélkili hasznélatat. Igazabol a foglalt jelzés a legegyszerlibb
mod a torlodas tovabbadésara. A zdld szamos szolgaltatasoknal ez a legegyszeriibb mod a
milkodési koltségek csokkentésére. Ezért egy megegyezés sziksége a blokkolasi és a
hivasfeladasi aranyok kozott.

Vegyilk figyelembe a folyamatok sorozatat a {Q,,N =1,2,...}-t, ahol a Q = {Q, (t),t > 0}
a sorhossz folyamat, amely az M/M/N + M modellhez kapcsolodik (N kiszolgald). A N
indexet hozzaadtuk a jel6lésrendszeriinkhoz, hogy az N -edik rendszer paramétereit jeloljuk.

Jellemezziik most a modell paramétereinek fliggdségét az N -t6l. Specifikusan, minket az
a sorozat érdekel, amelyben a, A, T oo ahogy a N Too és u, = u. Ez a sorozat megfelel a
Call Center méretének novelésének (N T) amely birja az 0j terhelést (A4, T) mialatt

biztositjuk, hogy a kiszolgalasi rata () nem valtozik a mérettel (N ).

Hasznaljuk a kovetkez6 két hatékonysagmutatot: azon lgyfelek aranya, amelyek feladjak

a hivast (P {Ab}), és azok, akik késleltetve lettek a sorban (P, {W > 0}). Ezek legyenek az
iranyelvek a helyes miikodtetési rezsim kivalasztdsahoz. (Meg kell jegyezni, hogy a sorban
val6 4tlagos vérakozas linearisan kapcsolodik a P, {Ab}-hez a P, {Ab}=6, -E[W]-én
keresztul ).

A legtdbb telefonos Call Center el akarja kerilni, hogy a hivasfeladasi arany tal magas

legyen. Ez &ltalaban lefordithatd arra, hogy az ugyfelek nem elhanyagolhaté szazalékanak

sorba kell allnia, és csak egész kicsiny szazalék hagyhatja el a sort. A kovetkezéekben egy
analitikus eredményben bevezetjiik a forgalom intenzitas fogalmat, amita p, = ﬁ—“ kifejezés
definial.

Tétel 1. Feltételezzik, hogy a lim, ., o, =p, bizonyos 0< p <o esetén. Ekkor a
hivast felado tigyfelek aranyanak valOszintiségének hatarértéke adott a

0 p, <1

lim,_,. P,{Ab}

=11- L p,.>1
P

Osszefliggessel.
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Az 1. tételt alapul véve tisztan lathatd, hogy a hivasfeladasok szempontjabdl, nincs
okunk, hogy p, <1-el mikodjink, a p, =1 mar elenyész6 hivasfeladasi valosziniiséget
szolgaltat. Masfel6l, ha a p_ >>1, a hivasfeladasi valoszintiség hatarértéke nagyobb, mint
ami altalaban kivanatos. Kovetkeztethetd az 1-es tételbdl, hogy a p,=1+¢& lehet a
megfelel6, mivel ez egy &/(l+&) hatarértéket nyGjt. Azonban a kiszolgalok

kihasznéltsdganak szempontjabdl (masképpen annak az idémennyiségnek az aranya, amelyet
/1N (1_ PN {Ab })

telefonbeszélgetéssel toltenek, adott az N
y7;

kifejezéssel) a kihasznaltsag

maximalis hatarértékét mar elértik a p_, =1-el. Ezérta p,_ =1 egy specialis egyensulyi pont
a Call Centerek hatékonysaga és mindsége kozott. Kissé alulterhelt ( o =1— &) vagy tulterhelt
(p=1+¢) Call Centerek tekinthetéek ennek a rezsimnek, a zavarainak. A rezsim

kozelitéseinek magas pontossaga az Abra 15-6] is lathato.

A p_ =1-ra tett megszoritds, konzisztens Halfin és Whitt [16] munkajaval, akik az
M/M/N modellt analizaltak és megtalaltak azt az érdekes hatarértéket, amely akkor fordul el6
ha p, ~1-ﬁ/\/ﬁ,0<,8<oo (érdekes abban az értelemben, hogy csak ekkor nem
degeneralodik a varakozasra kényszerllt Ugyfelek aranyanak hatarértéke). Mivel a
M/M/N +M  modell nagyon tiirelmes Ugyfelekkel (6, ¥ 0) kézel van egy M/M/N
modellhez, (ez formélisan tamogatott a 2-es tétellel), mi szintén korlatozzuk magunkat a
lim,_, VN(@-p,) -o0<B<ow esethez. Ahogy lehet majd késébb latni, az 5-ik tétel

bizonyitja, hogy ez az érdeklédésiinkre érdemes rezsim.

Ami a tirelem paramétert illeti, feltételezni fogjuk, hogy a lim,_,_ 6, =6 ahol 1< <.

N —>o
Ez természetszeriileg vezet harom rezsimhez.

a). € =0:,Tirelmes” ligyfelek

b). 8=o0: , Tirelmetlen” ligyfelek

c). 0<@<oo:  Kiegyensulyozott” hivasfeladas.

A ,kiegyensulyozott” esetet Fleming, Stolyar és Simon [22] analizélta. Ez tinik a
megfeleld rezsimnek — indokolt, hogy feltételezzik, az ugyfelek tlrelme fiiggetlen a
kiszolgalok szamatdl, mivel ez a szam altalaban ismeretlen a hivo szdméara. Ez azonban
vitathato feltételezés, mert amikor hatalmas Call Centereket hivunk, az ugyfelként hajlamosak

vagyunk azonnali kiszolgalast elvarni. Annak ellenére, hogy nem tudjuk az egy miiszakban
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dolgozé kiszolgalok pontos szamat, van egy mennyiségi elkepzelésik arrdl. A kovetkezo tétel

a ,,kiegyenstlyozott” rezsimet tamogatja, és kés6bb magyarazat is lesz hozzafiizve.

Vegyilk tekintetbe a sztochasztikus folyamatok sorozatat, a {qN}-t ahol a

qy(t)= Q)-N , a stacionarius eloszlasuk, a g, (o).

JN

Ve

{ N }-b(’)’l nyertiink kézpontositas és aranyositas altal. Specifikusan, N korul kézpontositva,

Iétrehoz egy olyan folyamatot, amelynek az abszolut értéke vagy a sor hossza (g, >0) vagy a

tétlen kiszolgalok szama (g, <0). Az aranyosito faktor a VN kiemelkedik, mint a helyes
nagysagrend, amely létrehozza a nem-trivialis folytonos hatarfolyamatot, a g-t. Ez utdbbit

fogjuk hasznalni a sajat eredeti sziletési-halalozasi folyamatunk kozelitésére ({ N}), a

d
Qu~N+ VNq segitségével. A hatartétel tamogatja a harom hatarértéket, amelyek egyenként

megfelelnek a haromféle ligyfél-viselkedéstipusnak. A matematikai részletei ennek a tételnek
nem az eldfeltétele a kovetkezmények kovetésének, amelyeket a tétel utdn magyardzunk

azonnal.

d

2. tétel. Feltételezziik, hogy lim,  VN(l-p,)=8, —oo<pf<w. Ha g,(0)—q(0)
akkor

a). Gyenge konvergencia: g, —~->q, ahol q az egyetlen megoldasa a sztochasztikus

differencidlegyenletnek, a kovetkezd rezsimek szerint

= (()dt+\§ﬂdb()
<0< + X x<0
f(x) {(y,b’+@() x>0

(B +

)dt N \/ﬂdb ) . (Itt a b standard Brown mozgast
Y( )—O,Y 10,qdY =0
jelol)
b). Felcserélheté hatarértékek: lim,,_ P{qy ()< x}=1lim,__ P{q(t)< x}.
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Megjegyzés: Ez utobbinak itt lathatd egy ekvivalens reprezentacioja, amely specifikusan

mutatja, hogy a hatarértékek fel vannak cserélve: lim, _lim _, P{g, (t)<x}=lim __lim, , P{g, ()< x}.

A 2. tétel els6 részébdl lathatd, hogy harom kiilonb6z6 hatareloszlasi folyamat van, azok
szerint a rezsimek szerint, amelyeket a @ értékei definialnak. A ,tiirelmes” tigyfél esetében
(6 =0), a hatarérték ugyanaz, mint a [16]-ban, amelyik az M/M/N sorok sorozatanak nagy
forgalom melletti hatarértékei kdzil emelkedik Ki. Ez azt jelenti, hogy a hivasfeladasi jelenség
elveszett a hatarfolyamat soran. Hasonldan, a ,tiirelmetlen” tigyfelek esetében (6=o0) a
hatarfolyamat sordn, maga a sor veszett el — és ugyanahhoz a hatarértékhez érkeztiink, mint az
M/M/N/N  ( ,veszteséges” — Erlang B ) rendszerek sorozata esetén. Ez ahhoz a
kdvetkeztetéshez vezet, amelyet a szamitasok is igazolnak:

a). Kulondsen tirelmes ugyfelek esetén, indokolhaté az M/M/N modell hasznélata.

b). Nagyon tirelmetlen tgyfelek esetén, az M/M/N/N modellt kell hasznalni.

A ,kiegyensulyozott” esetet (0 < 8 <o) (egy kissé kiilonb6zd kozpontositassal) Fleming,
Stolyar és Simon [22] kovetkeztette ki, és 6k adtak bizonyitast a stacionarius eloszlas gyenge
hatarértékére (lasd g(wo)). Altalaban, ez az eset illeszkedik leginkabb az eredeti M/M/N +M

rendszerre, mint kozelités. Innent6l kezdve ezt hasznaljuk.

A 2. tétel masodik része fontos, mivel a hatarértékek ilyen cserélhetdsége nem
automatikus. A legtébb alkalmazésban, végil is mindenki a stacionarius eloszlas kozelitései
irant érdeklddik, ezért fontos tudni, hogy mindkét titvonal e felé az eloszlas felé tart, ahogy a

kovetkez6 abran lathato.

rJ'll I ——— rJ:I S|
f oo

Abra 18 A stacionarius eloszlas q(wo), mint hatareloszlas

A 4. tétel a folytatasban a ,.kiegyensulyozott” esethez tartozo kdzelitést hasznalja.

A 2. tétel hasznalhatdsaga a Call Center menedzserek szamara korlatozott, mivel az ez

altal nydjtott legtébb informéacid a rendszerrél szo6l, nem pedig a kiszolgalasrol. Ahhoz, hogy
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tobb informécidt kapjunk a kiszolgalasrol, sziikséges a potencialis varakozasi id6, vagy
ekvivalens modon, a virtualis varakozasi id6 folyamatanak vizsgélata (az eléz6 fejezetben
lathattuk, hogy ezeknek a folyamatoknak a hatarértékei egybeesnek, ahogy az id6 korlatlanul
novekszik). A Puhalskii [23] altal eredményiil kapott ,,Egybeesési Elv”, lehetévé teszi
szamunkra, hogy létrehozzunk egy egyszerii kapcsolatot a eloszlas hatarértékei és a virtualis

varakozasi id6 folyamat kozott (a 0 < @ < oo esethez). E celbdl, jelolje v, az N -edik rendszer

varakozasi id6 folyamatat.

3. tétel. Feltételezzik, hogy lim, . vN({1—p, )=/, bizonyos —w<f<wx-ra, és a

6, =6.Ha q,(0)—~-q(0) akkor

Ny, _{ﬂ} |

U

Ez a kdzponti eredmény heurisztikusan is aldtdmaszthat6. Ha vannak tétlen kiszolgalok, a
virtualis vérakozasi id6 0, egyébként a sor hossza kortlbeliil gv/N (a 2. tétel szerint). Milyen
sokaig tart egy tgyfélnek keresztuljutni a soron? Az tgyfelek Nz rataval fogjak elhagyni a

sort (a kiszolgélas utén) plusz o(N)° (a hivasfeladasok; val6jaban a hivasfeladési rata a mi

megjelolt tigyfeliink el6tt nem nagyobb, mint aﬂﬁ ). Elosztva a sor hosszat azzal a rataval,

amellyel az ligyfelek elhagyjak a rendszert, a virtualis varakozasi id6ho6z jutunk, amely emiatt

ot g q :
korilbeldl | ——| .
L/Wﬂ}

9.5 Implementaci6

Az elbéz6 két fejezetben az M/IM/N/B +M modellel kapcsolatos eredményeket mutattunk
be. Mivel hisszik, hogy ennek a modellnek kell a M/M/N és az M/M/N/B modellek helyébe
Iépni, fényt kell deriteniink arra, hogyan hasznaljuk és értelmezzik ezeket az eredményeket.
Az Aattekintés kontextusa egy Oridsi méretli, nagy forgalmu Call Center menedzsment
folyamata lesz (a nagy forgalom azt jelenti majd, hogy a hivasfeladas nem elhanyagolhatd).
Els6ként megvitatjuk az modell paraméterek értékeinek becslésének problémajat. Késobb

javaslatot tesziink arra, hogy melyik hatékonysagmutatét kellene a Call Center

® 0 — kis ordo - A Landautél szarmazé ordé6-jelslés (O jelolés) az analizisben és alkalmazéasaiban (valosziniiség-
szamitas, analitikus szamelmélet) fliggvények becslését megkonnyitd jelolésmod. Ha nemcsak | (x) < Cg(x)- de

f(x)/g(x)— 0 is teljestil a megadott hataratmenetben, azt f(x)=o(g(x))-szel jeldljiik és azt mondjuk, hogy ,, 1(x)
egyenld kis ordo g(x)”.
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menedzsereknek hasznalniuk a szolgaltatasi szinvonal definialasahoz. Vegul megvitatjuk a

kozelitések hasznélatat a gyakorlati szabalyok szarmaztatasahoz.

9.5.1 Paraméterek becslése

Ahhoz, hogy hasznélni tudjuk a modellt és a bemutatott eredményeket, sziikséges, hogy
beallitsuk a kiilonboz6 paraméterek értékeit. Bizonyos paraméterek teljesen a Call Center
menedzserei ellendrzése alatt vannak. Példaul a miiszakban dolgozo6 kiszolgalok szdma, az
ACD-be befutd trunk vonalak szama. A beérkezeési és kiszolgalasi rata altalaban a historikus
ACD adatokbo6l van szarmaztatva. Ahogy az elézéekben megbeszéltiik, az idében valtozé
beérkezési ratdk esetén, kicsiny iddintervallumokat valasztunk, amelyekben a beérkezési rata

megkozelitéen konstans.

A legnagyobb problémat a hivésfeladasi arany (@) vagy ekvivalens mddon az atlagos
tirelem (1/0) becslése okozza. A probléma abbdl a ténybdl szarmazik, hogy a kozvetlen adat,
amelyet gytjthetiink, ki van vélogatva. Csak azoknak az tigyfeleknek a tiirelmét mérhetjk,
akik elhagyjak a rendszert, miel6tt a kiszolgalasukat megkezdhetnénk. Azoknal az
ugyfeleknél, akik kiszolgalashoz jutnak, csak az alsd Kkorlatot ismerjik, azt az
iddmennyiséget, amelyet a sorban toltott varakozassal. Vannak olyan statisztikai metodusok,
amelyek ilyen kivalogatott adatokkal foglalkoznak, de ezek ismertetésével most nem
foglalkozunk. Masik, sokkal alapvetobb probléma a & becslésénél, hogy a legtdbb esetben az
ACD adat csak atlagokat tartalmaz, a hivasonkénti mérésekkel ellentétben. E célbol ajanlunk
itt két metodust az atlagos turelem becslésére. Az elsé a kovetkezé egyensuly egyenleten

alapul:

6 - E[az ligyfelek szama a sorban]|= AP{Ab }

Ez az egyenlet leirja az egyensulyi allapotot azok kozott az lgyfelek rataja kozott, akik
feladjak a hivast (az egyenlet baloldala), és a rendszerbe belép6 hivasfelado tgyfelek ardnya

kozétt. A Little tétel alapjan (E[az ligyfelek szama asorban]=AE[W]) egy alternativ

egyenlethez jutunk
6-E[W]=P{Ab}

Az atlagos varakozas a sorban, és a hivast feladd tUgyfelek aranya meglehetdsen standard
ACD adat kimenetek, ezért, eszkdzt nyljtanak a @ becslésére. Megjegyezziik, hogy az el6bbi

két egyenlet csak exponencidlis tlirelem esetén érvényes.
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A masodik, egy altalanosabb megkdzelités. Szamoljunk ki egyet a hatékonysagmutatok
kozil, és hasonlitsuk az eredményt az ACD adatbdl szarmaztatott értékhez. A cél, hogy addig
kalibraljuk a tlrelem paramétert, amig a hatékonysagmutatd becsult értéke illeszkedni nem
kezd a mért értékekre. Az egyik elénye ennek a metodusnak, a rugalmassiga abban a
kérdésben, hogy melyik hatékonysagmutatot valasszuk. Mindegyik megfelelé, amely fligg az
adott ACD adattol. Tovabba, ez a kalibralas a modell feltételezéseinek ellendrzésének egyik
formajat is reprezentalja, és kompenzalhat a kiilonbozdségekért. Megjegyezziik azonban,
hogy két hatékonysdgmutato kivalasztasa valosziniileg két becslést idéz eld. Tovabbi kutatas

sziikséges, hogy hogyan kombinalhat6 a kettd, hogy egy harmadik, jobb becsléshez jussunk.

9.5.2 A kiszolgélasi szinvonal

Ahogy korabban mar allitottuk, a hivasfeladasi jelenség kulénosen fontos egy Call Center
menedzsernek. Ez nem foglalja magaba, hogy csak a hivast feladd igyfelek aranya az érdekes
hatékonysagmutatd. Sok fontos hatékonysagmutaté van, és fontos hogy Kkivalasszunk
néhanyat, amely a legjobban tukrozi a kiszolgalasi szinvonalat az adott Call Centernél, és
kiszolgélasi celokként vagy kiszolgalasi gradiensként szolgalhatnak.

Harom alapvetd hatékonysagmutatdt javaslunk, amelyek a kiszolgalas harom £6
aspektusat reprezentaljak egy Call Centernél:

a). P{BI} - a blokkolt iigyfelek aranya

b). PW >t;—Ab;—BI} - Azok az iigyfelek, amelyek kiszolgalast kaptak ,,hosszi” varakozési
id6 utan (tobb mint t, ). Ezek a hiiséges tigyfelek — nem hagyjak el a sort.

c). P{Ab;W >t,}- Azok az iigyfelek, akik feladték a hivast, nem szamolva azokkal, akik még

egy rovid periodust sem voltak hajlandéak varni (a t, rovid).

Ezek a mérdszamok reprezentdljak azokat az iigyfeleket, akik hajlandoak voltak egy
minimalis erdfeszitést tenni, hogy elérjék a Call Centeres kiszolgaldt, de rossz szolgaltatast
kaptak, vagy semmit sem. Egy Call Center menedzsernek ki kell tiznie célul, hogy ezeket a
szamokat alacsonyan tartsa, mert ezek olyan iigyfelek, amiket ¢ meg akar tartani, de

elképzelhetd, hogy elvesziti dket.

Kivanatos, hogy legyen egy hatékonysdgmutatd, amely segitségével a kiszolgalas
kiértékelhetd6 a Call Centerben. Egy ilyen hatékonysagmutatdé hasznalhaté arra, hogy
beallitsuk a kiszolgalasi szinvonal célkitiizéseként. Altalaban arra hasznaljak, hogy beallitsdk

a kiszolgalok szamat, amelyek az adott miiszakban sziikségesek lehetnek az vart forgalom
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kezelésére. Egyetlen egy mérészam konstrualhatd tobb mérészam (az elébb prezentaltakhoz
hasonléak) sulyozott dsszegeként (az eredményil kapott gradiens 0 és egy kozott van, az

alacsonyabb gradiens jelent jobb kiszolgalast).
—SL =a,P{Bl}+a,PW >t;—Ab}+a,PW >t,; Ab}
Ittaz a, +a, +a, =1.

Még abban az esetben is, amikor a egy relative szimpla modell van prezentélva, egy ilyen
mérdszam pontos kiértékelése koriilményes abban az értelemben, hogy egy értékekkel
feltoltott tablazat produkalasa, kildndsen, ha inverz kalkulacid is szikséges (mas szavakkal
megtalalni néhany paraméter értékét egy adott hatékonysagmutatd értékéhez), nem mindig
hajthato végre valos idében. Ezekben az esetekben a kozelitések hasznosak lehetnek, ahogy
majd lathaté kés6bb. Specifikusan a mi eredményeink alul a kovetkezd, nagy forgalom

melletti kozelitéshez vezetnek (feltételezziik, hogy P{BI}=~0).

_ hlpJu/0)
S =aai-p.u/o) W(pu/0+ 9ﬁNﬂ), N7

ol | h(p/u/0) a0+ JO N NG o,
o) W(8.fu/6 +J6/(Nu), N6, ) W(8u/0,Nuot,)

Itt a, +a,=1. Az ¥, w ésa h definiciéjahoz nézze a tovabbiakat.

9.5.3 Kozelitések

A Kkozelitések akkor hasznosak, ha le akarunk kiizdeni szamitasi nehézségeket, de
feltarhatjak azt is, hogy a hatékonysdgmutatok miként fliggenek a modell paramétereit6l.
Ilyen értés sziikséges lehet egyszerti gyakorlati szabalyok szarmaztatasakor is. A virtualis
varakozasi id6 folyamat eloszlasanak kozelitését (3. tétel) a hatékonysdgmutatok altalanos
reprezentaciojaval kombindlva, lehetévé tesszik sok hatékonysagmutatd kozelitésének
szarmaztatasét. Ezeknek a kozeliteseknek olyan, hatalmas Call Centerek esetén kell a
legpontosabbaknak lenniiik, amelyeket nagy forgalom mellett mitkddtetnek elhanyagolhato

blokkolési rata mellett.

Azoknal a hatékonysagmutatdknal, amelyeket kalkulalunk, feltételezzlk, hogy a rendszer
egyensulyi allapotban van, emiatt mi a virtualis varakozasi id6 stacionarius eloszlasara

vagyunk kivancsiak. Ilyen kozelités szarmaztathat6 a kovetkez6 tétel segitségével.

62



4. tétel. Legyen a u:{ﬂ} , ahol a q megoldja azt a sztochasztikus differencial
U

egyenletet, amely a 0 < 8 < o esethez tartozik a 2. tételben (a ,,kiegyenstlyozott” tiirelem), és

feltételezziik, hogy a 6, =6.

Ekkor:

a). v(wo)=lim,_, o(t)-nek az eloszlasfiiggvénye az F,, adott a kovetkezd osszefiiggés altal:

s
RO ) )

b). \/WVN (c0)—2— (o).

Jegyezziikk meg, hogy ebben a tételben megint igazoljuk az megcserélhet6 hatarértékeket,

most a virtualis varakozasi idék sorozatdval kapcsolatban {v, }. Mivel JIN vy (0)—2—>0(e0),
a hasznalando kozelités V vN( ) v(e0)/~/N , amely értelmezhetd, mint F, (x)~ F,(V/Nx).

Példa: Feltételezzik egy hatékonysagmutatot, amely kifejezhetd, mint E[g(W )]

valamilyen g fliggvényre. Jusson esziinkbe, hogy a W = X AV és az X és V flggetlenek,

emiatt:

J. _[ X A V) *dF, (v)dx zE[g(O)]'(l—W(—ﬁ,\/y_/H))Jr
JI xnvje ex\/N—ﬂH'W(_ﬂ'J”_/Q)'\P(\/N—/‘@VﬁLﬁ\/ﬂ_/@,—\/N—ﬂHv)dvdx.

A kovetkezdekben tobb hatékonysagmutatohoz eredményiil kapott kdzelitések keriilnek

felsorolésra.

PW >0}~ w{-4,/u/0)
P{ADW >0}~1- nlpuo)

(5 22/0 + 6 (Nz)
(,3\/_) -wi-
PiAbj~ { h(p/0 + 0/ Nﬂ))} Jalil
[ blfwo) ] wpuo)
E[\N]{l hwﬂ/ewe/(Nu))} ¢
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. ui0)
P> =i Jufo) ‘P(ﬂ\/u/ﬁflJNuﬁt)'e

N W(B11/6,\Nubt)
PR ) e s J3 ) )

: __ )
ésa ‘P(x,y)_m.

-1

Itta w(x, y)=[l+ h( xy)} ,a h(x)= #x)
yh(x)

Megjegyzés: Ugyanazokban a sorokban, felépitettink mas hasznos kozelitéseket is,

érdemes megjegyezni koziliik a EM[\N >t]-t.

Végiil alljon itt az Erlang A és C modellek Osszehasonlitdsa, az elébb ismertetett
kozelitésekkel szamolva. Lathatd, hogy az Erlang A olyan esetekben is stabil marad, ahol az
Erlang C mar nem.

—_— = == Erlang C: Propsbility of Waiting less than s Threshold, Lambda = [0.8, 3.6]. N = 7.0, Time = 8,33, Mu = .2,

tang Al Propability oF Waiting les hreshald, Lamibda = [0 &, Tim 0,33, Mu = 0.2 tets = §
—Erlantg Al Prapsbility of Waiting less than 3 Threshold, Lambds = [0.8, 3.6]. N = 7.0, Time = 8,33, Mu = £.2, Thetz = 0.2,
.00

.90,
2.804
.70,
2.50,
0,50,
0.40,
2,30

o.za:r

.10,

&8

Abra 19 Az Erlang C és az Erlang A TSF-ének alakulasa ( kisebb és nagyobb tiirelmii iigyfelekkel )

9.5.4 Gyakorlati szabalyok
Fontos, hogy a Call Center menedzser képes legyen érzékelni, mekkora a valtoztatasok
hatdsa a szolgaltatasi szinvonalra. Ilyen valtozas lehet a hivasérkezési rata novekedése egy

marketing kampany kovetkeztében, vagy valtozads az ltemezett kiszolgalok szamaban egy
adott miiszakban.

A legtobb hatékonysagmutatora adott kifejezés, amit az M/M/N +M  modellbdl
szarmaztattunk, eleggé komplex. Még az elézdekben megadott kozelitések is hajlamosak

tulsdgosan komplexek lenni ahhoz, hogy segitsék annak megértését, ahogyan a parameterek
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értékei befolyasoljak a hatékonysagmutatdkat. Ez kivanatos, azonban, az egyszer(i gyakorlati

szabalyok szarmaztatasahoz.

A kiegyensulyozott hivésfeladasi eset megvitatasat folytatva, a kovetkezo, a Halfin és

Whitt [16] M/M/N sorokhoz kapcsolodd 6sszefliggéséhez hasonlitd eredményhez jutunk.

5. tétel. Feltételezziik, hogy 6, = &. Ekkor
lim IN(@-p, )=, —oo< B <, akkor és csak akkor, ha

limPW >0}=a, 0<a <1, akkor és csak akkor, ha

N—

lim/NP, {Ab}=A, 0<A <o, amely esethen az

N—>ow

a:w(—ﬁ,\/y_/e) és A:[\/H/y-h(ﬂ\/y/é?)—ﬂj-a. Itta w ésa h ugyanazok, mint az

elézbekben.
Megjegyzés. Ez az eredmény tarthato a szélsdértékekre is, nevezetesen

S =—ooakkorés csak akkor,ha a =1akkorés csak akkor,ha A =0 €s
S =ooakkorés csak akkor,ha o = 0 akkoreés csak akkor,haA=0.

A fenti eredmények alapjan az M/M/N + M sorokra is kiszamithatd a hatarérték, amikor

a py ~1-B/JN , deitta B nem csak pozitiv lehet.

Az 5. és az 1. tétel fényeében most bemutatjuk a 3 lizemeltetési rezsimet, harom illeszkedd
gyakorlati szaballyal, amely dsszekoti a létszamfeltoltési szintet az ajanlott terheléssel, amit
az R=A/u kifejezés definial. (Az R Erlangokkal van mérve a telekommunikacid teriiletén,
amely egy meértekegység nélkili mennyiség, Egyenlé azzal a munkamennyiséggel ami a
rendszerbe érkezik és idéegységben mérjik)

a). ,,Mindségvezérelt”: Ilyen Call Centerekben a létszamfeltoltés szintje nagyobb, mint az
ajanlott terhelés — hatalmas Call Centerekben ez elhanyagolhatd hivasfeladasi ratahoz vezet,
elhanyagolhatd varakozasi id6 mellett. llyen Call Centerek analizisénél indokolhato az
M/M/N modell hasznélata. (Ilyenek példaul a siirgésségi Call Centerek is)

b). ,,Hatékonysagvezérelt”: Ilyenkor a létszamfeltoltés szintje kevesebb, mint az ajanlott
terhelés, jelentds sz&mban vannak hivasfeladasok, és magas szamban varakoznak.

). ,,Racionalizalt”: Azt hissziikk, hogy olyan Call Centerckben, ahol telemarketinggel,

ugyfeltamogatassal foglalkoznak, vagy informaciot szolgaltatnak, az a céljuk, hogy ebben a
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rezsimben zemeltessenek. Itt keves hivast feladd tgyfél van, és azoknak az tgyfeleknek a

szama sem nagy, akinek varakozni kell.

A letszamfeltoltési szint és az ajanlott terhelés kdzotti mennyiségi kapcsolat az 5. tételbol
kovetkezik. A tétel természetes mdédon definial harom rezsimet. A nem degeneralt, szamunkra
érdekes hatarérték képzése az egyik, valamint két szEélséérték, amire a megjegyzésben

hivatkoztunk. Ezek egymds utdn a racionalizalt, hatékonysagvezérelt (S =—c eset) és a

mindségvezérelt ( = eset) rezsimekhez tartoznak.

A racionalizalt rezsim letszamfeltoltési szintjét kozvetlenil a p, ~1— ﬂ/\/ﬁ -bdl

szarmaztathatd oo < f#<—o0. Az 5. tétel szélséértékei csak létszamfeltdltési szint hatarainak

szabnak hatéart. Minden létszamfeltoltési szint, ugy, minta N =|R+¢-R* | ¢>0,1>a>05

megfeleld, (+¢ a mindségvezéreltnek, és —¢ a hatékonysagvezéreltnek). Azonban mi azt
ajanljuk, hogy az a legyen 1, mert ekkor tisztan lathato kiilonbség van a Kissé kevésse terhelt
(mindségvezérelt) és a Kissé tulterhelt (hatékonysagvezérelt) valamint a kritikusan terhelt Call

Centerek (racionalizalt) kozott.

A kovetkez6 tablazatban taldlhat6é irdnyvonalak kozvetleniil az 5. tételbdl kovetkeznek,

kivéve a hivast feladok aranya (P{Ab}) a hatékonysagvezérelt rezsimben, amely az 1. tételen

alapul.
Miikidtetési rezsim Létezam =zintje Kovetkezmények
Mindséguezérelt A B-{l+ei]l.e=0 PAW = 0F =0, PLABY = ol 1 /4 N
Hatékonysaguezérelt N I A L | PIW =0} = 1. P{Ab) ‘
Racionalizalt A R+(VE]. }o>(> —ac PIW = 0} = aicl . PlAB) ~ iT'

Abra 20 Gyakorlati szabalyok 8sszefoglald tablazata
Jegyezzik meg, hogy a(&)=w{-¢.u/0) és AC)=|Vo/u -hl¢u/o)-¢ | alc).

Az 5. tételbol kovetkezik, és Whitt szellemében folytatva, a £ -t (vagy ¢ -t) javasoljuk,
mint szolgaltatasi gradiens. Ennek a gradiensnek a kiemelked6 fontossdgat, két rendszer
0sszehasonlithatdsaga adja. A gyakorlatban ez egy rendszert jelent, egy remélt valtoztatas
elétt és utan. Ha egy menedzser egyszer eldonti, hogy melyik rezsim lesz az alkalmas a harom
kozul az (zemeltetéshez, meghatarozhatja a szolgaltatasi gradienst és hasznalhatja a

megfelel6 gyakorlati szabalyt.
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Levonjuk a kovetkeztetéseket, az els6 fejezetben megismert forgatokdnyv segitségével.

Tételezzik fel, hogy a Call Center a racionalis rezsimben mikodik N Kiszolgéaloval, u

/////

gradienssel az ¢ -val. Eldrejelzés van egy magasabb beérkezési ratara (/i) az Unnepek

kdzeledtével. A Call Center menedzser szeretné ezt a helyzetet kezelni, és elddnteni, hany

kiszolgalo dolgozzon a miiszakokban (N). A megfeleld gyakorlati szabaly alapjan az

¢~ \/Z N (1— i) és azt kapjuk, hogy a N = 4 +¢ \/Z . Tovabba, a hatékonysagmutatok
A Ny H 7

unnepkor észlelt értékei:

a). A varakozok aranya: P{W >0}~ a(¢) (ami ugyanaz, mint az eredeti rendszerben)

b). A hivést feladok aranya: P{Ab}~ A(¢)/N
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10 Osszefoglalas

A dolgozatom sordn a bevezetd részen tal, négy kiilonb6z6, de egymassal szoros
kapcsolatban all6 rendszert elemzd forrasokat rendeztem egyfajta logikai sorrendbe. El6szor
az Erlang C keriilt vizsgalddasom kozéppontjaba, amely egyszeriiségével igen vonzo a Call
Center menedzserek szdméra. Gyors és pontos algoritmus létezik a kiszamitasara, ahogy azt a

6.5. fejezetben idézett forras is részletesen leirja.

Azonban ennek a rendszernek komoly hidnyossdgai is vannak. Az elsé abbodl adodik,
hogy lényegében azonos hivaskezelési idékkel szamol, amely nem mindig tarthato
feltételezés. Ennek feloldasat targyalja a 7. fejezet, amely aszimptotikus kozelitést ad a
késleltetési valoszintiségekre, és ebbdl szarmaztatja a TSF-et es az ASA-t. Ebben a fejezetben
lesz emlitve el6szor az ipardgban 1étez6 harom 1étszamfeltoltési rezsim, irdnyvonal,
amelyeket egyenként Hatékonysag-, Mindségvezéreltnek ¢és Racionalizaltnak neveziink.
Fontos megemliteni a szolgaltatasi gradienst, amelynek szinten tartidsa a Racionalizalt rezsim
feladata, a tobbletlétszam (Hatékonysagvezérelt) vagy a rendszerkihasznéltsag
(Mindségvezérelt) szinten tartdsaval szemben. A Racionalizélt rezsimnek ugyanez a célja az

Erlang A rendszerben is.

Az Erlang C végtelen turelmet feltételez a hivok részér6l, ami torlodas esetén 0 TSF-hez
vezet, amelynek elkeriilése a Call Center menedzserek elsddleges célja. A trunk vonalak
szamanak beallithatdsaga olyan eszk6z a keziikben, amellyel elkerulhetik az ilyen talterhelési
szituaciokat, cserébe lesznek olyan ugyfelek, amelyek foglalt jelzést kapnak. Ezeknek az
aranyarol ad pontos képet a 8. fejezet, amely az Erlang B modellel kapcsolatos forrasokbdl
épitkezik. Szintén létezik pontos és valos id6ben szamolo algoritmus, amelyet a 8.3. fejezet

ismertet olyan rendszerekben, ahol a késleltetés valoszintisége nulla ( 0 sorhossz ).

Végiil az Erlang A modellel foglalkozé cikkekbdl merit a diplomamunkam. A 9.2
fejezetben lathatd egy olyan modell, amelyben a kiilonbozo, eddig targyalt rendszerek
ismérvei vannak 0sszegyurva. Ebben a modellben, ha valaki szabad az N szdmu kiszolgalo
kozul, akkor a hivas azonnal oda lesz iranyitva. Ha nem de N <B ahol B a trunk vonalak
szama, és van szabad hely a maximalisan B — N hosszUsagu sorban, akkor ott kell varakoznia
a hivasnak. A tobbi foglalt jelzést kap. Ebben a fejezetben a kdzépponti kérdés a sorban
varakozé ugyfelek sorsa, amelyek az Erlang C modellel ellentétben nem varnak orokkeé,
hanem feladjak a hivast. Ennek az aranynak a szdmitasa fontos hatékonysagmutatd ebben a

modellben az ASA, TSF és a Blokkolasi valoszintiség mellett, amelyeket mar az el6z6
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modellekben is emlitettiink. Létezik pontos szamitas, amelyeket a forrasok segitségevel a 9.3.
fejezetben emlitek. De ennél is fontosabbak a kdzelitések, amelyek kelléen pontosak, €s valos
idében szamolhatoak (9.5.3. fejezet ). A 9. fejezetet a tObbletlétszdm kiszdmitésara adott

gyakorlati szabalyok ismertetésével fejezem be a 3 kiilonb6zo rezsimben.

A dolgozatom eredménye a kiilonb6z6 forrasok szakmai szinvonalu forditasa, logikai
sorrendbe rendezése, a jeldlések normalizalasa olyan modon, hogy az eredmények
dsszehasonlithatdak legyenek. Tovabba Kkifejlesztésre Kkerllt egy szoftver az egyes
eredmények szemléltetésére. Ilyen abrak lathatéak a dolgozat egyes részeiben, valamint a

fiiggelékben. Ugyanitt a képerny6felvételek is megtalalhatoak a szoftverrdl.

A hatékonysagmutatok kritikus fontossagat hivatottak hangsulyozni a szoftver altal
végrehajtott szamitasok. Ezek:
a) az ASA az Erlang A és Erlang C modellekben
b) a TSF az Erlang A és az Erlang C modellekben
c) A blokkolési valésziniiség az Erlang B modellben
d) A hivasfeladok aranya az Erlang A modellben

e) A varakozasi arany a hivasfeladok kérében

A szamitasok az hivasbeérkezési, hivaskezelési intenzitas, a kiszolgal6szam, az AWT és a

tiirelem paraméterek segitségével paraméterezhetok.

A térgyalt forrdsokban emlitenek olyan forgatokényveket, amelyekre nem ad véalaszt az itt
targyalt egyik modell sem. A legfontosabb ezek kozul az Gjratarcsazasi szituacié, amely az
eddigi exponencialis hivasbeérkezési intenzitasra gyakorolhat hatast. A dolgozat szamitasai
arra adhatnak valaszt, hogy egy rovid idOperiodusban mekkora az a kiszolgal6szam, amely
hatékonyan kezelni tudja az akkor jelentkezd terhelést, az elvart mindségi kritériumok
teljesitése mellett. Azonban a forrasok tovabb olvasasaval arra is valaszt kaphat a kedves

olvas6, hogy milyen megfontolasok vannak hosszabb tavon, a kiszolgalok itemezésekor.
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12 Fuggelék
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Abra 22 Egy alternativ hatékonysagmutato: AET. Az AWT-n feliil varakozassal eltoltott id6 varhaté
értéke.
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Applet Viewer: erlang/CCCalculatorZ.class

Applet
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Applet stared.

Abra 24 A program megjelenité része
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13 Koszonetnyilvanitas
Mindencekel6tt koszonet illeti Dr. Sztrik Janos Professzor Urat a diplomamunka
témavezetéséért, elsésorban azért, hogy segitett a célok kitlizésében és az eredmények

elbiralasaban.

Ezen kivul szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik kodzvetett mddon
hozzgjarultak a dolgozat megirasahoz akkor, amikor palydm soran, ugyféelszolgalatosként

vagy szoftverfejlesztoként kozel keriiltem a Call Centerek vilagadhoz.

Végil rokonaimnak és neked is, Beus kdszondm azt a sok tirelmet és biztatast, ami
nagyban megkonnyitette a helytallast az egyetemi palyafutasom sorén, csakugy mint az élet

mas terliletein is.
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