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MOTIVACIO 1

Motivacio.

Mandelbrot, a "Fraktdlok atyja" hangstlyozta, hogy a min-
ket koriilvevd vildgot szabélytalan alakzatok uraljak. A felhdk,
hegyek, tengerpartok, fakérgek és villimok mind olyan tulaj-
donsdgokat mutatnak, amelyek természetes mddon fraktdlként
értelmezhetok. Fraktidlok nemcsak fizikai, kémiai €s bioldgiai
jelenségekben jelennek meg, hanem a miivészetben és a zenében
is. Mindazonaltal sz€les kor( elterjedtségiik és népszertiségiik
ellenére a matematikai irodalomban nem létezik a fraktal fo-
galménak altaldnosan elfogadott definicidja.

A fraktilok két alapvetd jellemzdje az onhasonlosdg és a
toredezett szerkezet. A Mandelbrot éltal képviselt korai defini-
cidk az utébbi tulajdonsagra helyezték a hangsulyt, és a frak-
tdlokat olyan halmazokként jellemezték, amelyek Hausdorff—
Besicovitch-dimenzidja szigortian nagyobb topoldgiai dimenz-
i6juknal [20, 21]. Mandelbrot késébb ezt a definiciét til ko-
rlatozénak tekintette. Ezzel szemben a fixpontelmélet az 6n-
hasonldsdgot allitja kozéppontba. Ezt a szemléletet Hutchin-
son dolgozta ki [14], aki a fraktdlokat énhasonld leképezések
dltal generalt fixpont-egyenletek megoldasaiként vizsgalta. Ut-
tord munkdja megteremtette a modern fraktdlelmélet alap-
jait. Az értekezésben szintén Hutchinson [14] és Barnsley
[7] munkdssagét kovetve fixpontelméleti megkozelitésbdl tanul-
manyozzuk a fraktdlokat.

Klasszikus eredmények.

Ertekezésiink kozponti fogalma az invarianciaoperitor.
Tegyiik fel, hogy .# a & (X) hatvanyhalmazon értelmezett
onmagukba haté leképezések csalddja. Azt mondjuk, hogy a
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modon értelmezett @: X = X leképezés az .# csalad invari-
ancia operdtora. Tovabba, a H C X halmaz .7 -invaridns, ha

H=&(H)

teljesiil, azaz H fixpontja az invariancia operatornak.

Az (X, d) metrikus térben legyen .% = {f1,..., fn}, ahol
fi,--oy fa: X — X. Bgy F-fraktdl alatt az X metrikus tér egy
nemiires, kompakt, .7 -invarians részhalmazat értjiik.

Hutchinson klasszikus fraktdlelméleti tétele [14] azt 4llitja,
hogy ha % kontrakcidk véges csalddja egy teljes metrikus tér-
ben, akkor pontosan egy ¥ -fraktdl létezik.

Legyen (X, d) metrikus tér, és jelolje # (X ) az X nemiires
és kompakt részhalmazainak csalddjat. Ekkor tetszéleges
A,B € J#(X) halmazokra definidlhatjuk az A és B hal-
mazok Hausdorff—-Pompeiu-tdvolsdgdt, amelyet jeloljon dgrp.
A (X (X),dnp) metrikus teret gyakran fraktdltérnek nevezik,
lasd [13] és [23].

Blaschke [8] belatta, hogy a fraktdltér 6rokli az alap-
tér teljességét. Azaz, ha (X,d) teljes metrikus tér, akkor
(A (X),dmp) is teljes.

Hutchinson fraktalokhoz vezetd utjat tehat a kovetkezkép-
pen foglalhatjuk 0ssze: Az invarianciaegyenletet felfoghatjuk
gy, mint egy fixpontproblémat, ahol a keresett fixpont a .7 (X))
csalad elemei koziil keriil ki. Kideriil, hogy ha .% kontrakciok
véges csaladja, akkor a ® invarianciaoperator maga is kontrak-
ci6 a fraktdltéren. Tovabbda, ha az eredeti tér teljes, akkor a
Blaschke-tétel alapjan a fraktaltér is teljes. Ezért alkalmazhatjuk
a Banach-féle fixponttételt [1]: Teljes metrikus tér barmely kon-
trakcidja pontosan egy fixponttal rendelkezik.

Osszességében a kapott fixpont egy nemiires, kompakt, .% -
invaridns halmaz. M4és széval: egy fraktal.

Megjegyezziik azonban, hogy Hutchinson tételének 1étezik
olyan alternativ bizonyitdsa is, amely nem tdmaszkodik sem a
Banach-féle kontrakcids elvre, sem a Blaschke-féle teljességi
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tételre. Ez a megkozelités ehelyett a Cantor-féle metszettéte-
len, valamint a Hausdorff-Pompeiu-metrika bizonyos tulajdon-
sdgain alapul; 1asd [11]. Azt is megjegyezziik, hogy Hutchinson
eredeti elképzeléseinek [14] és kiillonbozé fixponttételeknek az
otvozésével szamos altalanositas nyerheté metrikus terekben. E
kutatasi irdny attekintését, valamint tobb jelentds tovabbi fej-
lemény ismertetését Lesniak, Snigireva és Strobin [19] tanul-
ménydban taldlhatjuk meg.

Munkank a fraktalok fixpontelméleti megkozelitését koveti,
azonban az itt kidolgozott médszerek fiiggetlenek a klasszikus
Hutchinson-féle keretrendszert6l, és lényegesen kiilonboznek
attél. Konkrétabban, az alapul szolgdlé matematikai kornye-
zetet altalanositjuk oly mddon, hogy a Hutchinson klasszikus
eredményeiben szerepl6knél dltalanosabb leképezésosztalyokat
és/vagy éltalanosabb tereket vizsgdlunk. Mas szoéval, egy al-
ternativ modszer segitségével dltalanositott fraktdlokat tanulma-
nyozunk &ltaldnositott kornyezetekben.
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1. Monoton leképezések invarians halmazai.

Ez a fejezet egy elemi utat mutat a fraktdlokhoz és csupan
a naiv halmazelméletre tdmaszkodik. A monoton és folytonos
leképezések allnak vizsgélataink kdzéppontjaban.

Az elsé fejezet f6 eredményeiben megfogalmazunk egy
fraktaltételt tisztdn naiv halmazelméleti kontextusban. A
Kantorovics-iteracié [17] és a Knaster—Tarski fixponttétel
[18] segitségével megadjuk az invariancia egyenlet minimalis
megoldésat.

TETEL. Ha % monoton leképezéscsaldd, akkor létezik egy
legszitkebb F -invaridns halmaz. Tovdbbd, ha & folytonos
csaldd, akkor a Kantorovics-iterdcio az adott szubinvaridns hal-

mazt a legsziikebb invaridns halmazzd béviti, ami ezt a szubin-
varidns halmazt tartalmazza.

Megmutatjuk néhdny klasszikus példan keresztiil, hogyan
taldlhatjuk meg az invariancia egyenlet minimdlis megoldasat.
Az is kideriil, hogy a Kantorovics-iterdcié nem csupdn elméleti
szempontbdl fontos: Ugyanis a mdédszer implementalasaval
konnyen approximdlhatunk fraktdlokat. Ennek illusztraldsaként
bemutatjuk a klasszikus Sierpenski-szényeg és egy sajat “Wave”
fraktdl approximécidjat. Azt is lathatjuk tovabbd, hogy barme-
lyik minimdlis megoldés lezartja épp a kapcsol6dé klasszikus
fraktdl. Ez a megfigyelés kiemelked6 szerepet jétszik a kés6bbi
fejezetekben is. A fejezet f6 eredményei Bessenyei és Pénzes

[3] cikkén alapulnak.

2. Kondenzalé csaladok fraktaljai.

Ebben a fejezetben metrikus terekben vizsgaljuk a fenti in-
variancia operatort. Tehat az .% csaldd a metrikus tér véges sok
onmagdaba hat6 leképezését tartalmazza. Azaz, % -fraktdl alatt a
metrikus tér egy nemiires, kompakt, .% -invaridns részhalmazat
értjiik.
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Hutchinson [14] klasszikus eredményeit altalanositjuk ab-
ban az értelemben, hogy kontrakcidk helyett kondenzild
leképezéseket valamint Matkowski kontrakcidkat haszndlunk.

A stratégiank a fraktaltételek bizonyitdsdhoz a kovetkezd.
A Darbo-Szadovszkij fixponttétel [10, 24] szerint az .# minden
elemének létezik legaldbb egy fixpontja. Vegyiik barmelyiknek
egy tetszbleges fixpontjat. A Kantorovics-iteraciét [17] alkal-
mazva egy nemiires .% -invarians halmazhoz jutunk. Tovébba,
ez a halmaz korlatos, mivel a Kantorovics-iteraci6 Cauchy-
sorozatot szairmaztat. A Hausdorff nemkompaktsagi mérték tu-
lajdonségait alkalmazva kideriil, hogy az invaridns halmaz re-
lativ kompakt. Végezetiil megmutatjuk, hogy az invaridns hal-
maz lezdrtja (ami tehat nemiires és kompakt) is .% -invarians. Ez
pedig épp egy % -fraktél 1étezését jelenti.

TETEL. Ha % egy Banach-tér nemiires, korldtos, zdrt,
konvex részhalmazdn értelmezett kondenzdlo leképezések véges
csalddja, akkor létezik legaldbb egy .F -fraktdl.

Ha az invariancia operdtor Matkowski kontrakcidkat tartal-
maz, akkor nem csupdn a fraktél 1étezését, hanem egyértelm-
ségét is tudjuk bizonyitani. Ez azonnali kovetkezménye annak
a ténynek, hogy maga az invariancia operator Matkowski kont-
rakci6 a fraktéltérben és a Matkowski kontrakcidnak legfeljebb
egy fixpontja van a Matkowski fixponttétel [22] szerint.

TETEL. Ha % egy teljes metrikus téren értelmezett
Matkowski kontrakciok véges csalddja, akkor létezik pontosan
egy . -fraktdl.

A fejezet lezarasaként olyan fraktdl példdkat mutatunk be,
amikor a klasszikus Hutchinson Tételt nem lehet alkalmazni.
Ezt a tényt csupan numerikus moédszerekkel tdmasztjuk ald szi-
gori matematikai bizonyitds helyett. Ahogyan kordbban is
tettiik, implementaljuk a Kantorovics-iteracidt, hogy fraktdlok
approximdcidjara alkalmazzuk. A f6 eredmények Bessenyei és
Pénzes [4] cikkén alapulnak.
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3. Altalanositott fraktilok szemimetrikus térben.

Ebben a fejezetben szemimetrikus terekben értelmezett
fraktdlokat vezetiink be. Szemimetrikus tér alatt egy olyan
(X,d) part értiink, ahol X nemiires halmaz, mig d: X? —
R, pozitiv definit és szimmetrikus fiiggvény, azaz teljesiti a
Fréchet-féle metrikus terek elsd két axidomajat. Az ilyen tereket
részletesen vizsgdltak Jachymski, Matkowski és Swiatkowski
[15], valamint Chrzaszcz, Jachymski és Turobos [9]. Ebben a fe-
jezetben az invarianciaoperator leképezései egy szemimetrikus
tér véges sok kondenzalé leképezésébdl, illetve Matkowski
kontrakcidjabol dllnak.

TETEL. Ha % egy normdlis, teljes és reguldris szemimet-
rikus téren értelmezett kondenzdlo leképezések véges csalddja
gy, hogy az invariancia operdtor korldtos Kantorovics-
iterdciot szdrmaztat egy nemiires % -szubinvaridns H hal-
mazbdl, akkor létezik legkisebb % -fraktdl, ami tartalmazza H-t.

TETEL. Ha % egy normdlis, teljes és reguldris szemimet-
rikus téren értelmezett Matkowski kontrakciok véges csalddja,
akkor létezik egyértelmii & -fraktdl.

P

A bizonyitdsok alapgondolatai megegyeznek az el6z0 fe-
jezetben alkalmazottakkal, azonban sziikség van a szemimet-
rikus terek tulajdonsdgainak mélyebb vizsgélatira. Ehhez fel-
hasznaljuk a reguléris szemimetrikus és metrikus terek kozt
fonallé uniform ekvivalenciat [9], tovabba Bessenyei és Pales
szemimetrikus terek Matkowski kontrakcidira vonatkozé fix-
ponttételét [2]. Emellett megvizsgdljuk a Hausdorff-féle
nemkompaktsdgi mérték tulajdonsdgait szemimetrikus térben.
Lényeges szerepet jatszik a Hausdorff-féle kompaktsagi tétel
szemimetrikus térbeli megfelel6je. Eszerint teljes és regularis
szemimetrikus terekben egy részhalmaz pontosan akkor relativ
kompakt, ha Hausdorff-féle nemkompaktsdgi mértéke nulla.

A f6 eredmények Bessenyei és Pénzes [5] cikkén alapulnak.
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4. Altalanositott fraktalok dimenzija.

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Hausdorff-mértéket sze-
mimetrikus terekben, és az éltaldnositott fraktdlok dimenziéjat
vizsgéljuk. Mértékelméleti alapforrasunk Jarai konyve [16].

Hutchinson nemcsak a fraktdlok 1étezését és egyértelmiisé-
gét tanulmanyozta, hanem azok dimenzidjét is. Egy dimenzié-
képletet adott meg [14] olyan kontraktiv hasonlésdgokra, ame-
lyek teljesitik a nyilt halmaz feltételt.

Ha F kontraktiv hasonlésdgok véges csalddja egy teljes
metrikus térben, teljesiti a nyilt halmaz feltételt, és a leképezések
ardnyai rendre q, . . ., qn, akkor a generdlt fraktdl Hausdorff-
dimenzidja az

G =1

exponencidlis egyenlet egyértelmii megolddsaként adodik.

F6 eredményeinkben a fraktdldimenzi6-képlet egy valtoza-
tat mutatjuk be olyan fraktdlokra, amelyeket szemimetrikus
terek Matkowski kontrakciéi generdlnak. A képlet exponen-
cidlis alakd, azonban a kontrakciés tényezdket a Matkowski
kontrakcidkhoz tartozé Osszehasonlité fiiggvények jobb felsd
Dini-derivéltjai helyettesitik.

TETEL. Legyenek f1,..., fn egy teljes, normdlis és regu-
ldris szemimetrikus tér Matkowski kontrakcioi a hozzdjuk tar-
1070 1, . . ., py, Osszehasonlito fiiggvényekkel. Ha a generdlt H
fraktdlra valamely r > 0 esetén 0 < x"(H) < oo teljesiil,
akkor az dsszehasonlito fiiggvények Dini-derivdltjai nem lehet-
nek egyszerre nulldk, dim - (H) = r, valamint

1< (Dg1(0))" + -+ (Den(0))"
Tovdbbd, ha X" (fr(H) N fi(H)) = 0 minden k # 1 esetén és
minden Matkowski kontrakcié hasonlosdg erds dsszehasonlito
fiiggvénnyel, akkor az osszes nullabeli derivdlt szigoriian kisebb
egynél és a fenti egyenldtlenség egyenldségként teljesiil.
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A fejezet f6 eredményei Bessenyei és Pénzes [5] cikkén ala-
pulnak.

5. Egy axiomatikus megkozelités.

Ebben a fejezetben ismét visszatériink az értekezés f6 ered-
ményeihez, és megmutatjuk, hogy a Hausdorff-mérték szerepe
nem olyan Kitiintetett, mint amilyennek elsé latdsra tlinhet a
topoldgiai fixponttételek vagy a fraktdlelmélet szempontjabdl.
Halmazfiiggvények és burokoperatorok fogalmét hasznaljuk fel
ahhoz, hogy még éltaldnosabb fraktiltételekhez jussunk.

Az X nemires halmazon értelmezett ®: X —= X
leképezést burokoperdtornak nevezziik, ha monoton, idom-
potens €s extenziv.

A halmazfiiggvények és a burokoperatorok kozotti megfele-
16 kapcsolat megteremtéséhez, illetve a kondenzal6 leképezések
fogalma 4ltal motivdlva, pontositanunk kell a vizsgélt leképezés-
osztalyt:

A x: Z(X) — [0, +o0] halmazfiiggvényt ®-kompatibilis-
nek nevezziik, ha minden A, B C X esetén

X(®(AU B)) < max{x(4),x(B)}.

Tovéabbd az F': X == X leképezést x-redukdlonak nevezzik,
ha x(F(A)) < x(A) teljesiil minden olyan A C X halmazra,
amelyre 0 < x(A4) < +oo.

A fejezet £f6 eredményeiben megmutatjuk, hogy egy invari-
anciaoperdtor értelmezési tartomanyét lecserélhetjiik egy "kicsi"
tartoményra oly médon, hogy az 6rokdlje az eredeti tartomany
tulajdonségait, és az invarianciaoperator tovabbra is 6nmagaba
haté leképezés maradjon rajta. Ebben ismét kulcsszerepet
jatszik a Knaster-Tarski-féle fixponttétel és a Kantorovics-
iteracios eljaras.

TETEL. Tegyiik fel, hogy ®: X = X burok operdtor,
a D C X nemiires, ®-invaridns halmaz, valamint x ®-
kompatibilis, véges, nematomos D-n. Ha % a D-n értelmezett
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onmagukba haté, x-redukdlé leképezések véges halmaza és
F: D = D az indukdlt invariancia operdtor, akkor létezik egy
nemiires ©-invaridns halmaz H C D gy, hogy F': H =% H és
X(H) = 0.

A f6 eredmény alkalmazasdval olyan fraktaltételt igazol-
hatunk, amely a Hausdorff-féle nemkompaktsidgi mértéktSl
kiilonb6z6, a Garcia é€s Mora [12] altal bevezetett, igynevezett
nemsirtiségi mérték fogalmara épit. A fejezet f6 eredményei
Bessenyei és Pénzes [6] cikkén alapulnak.
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Motivation

Mandelbrot, the “Father of Fractals,” emphasized that the
world around us is dominated by irregular shapes. Clouds,
mountains, coastlines, tree bark, and lightning all exhibit fea-
tures that can naturally be viewed as fractals. Fractals appear not
only in physical, chemical, and biological phenomena but also
in art and music. Despite their ubiquity and popularity, how-
ever, there is no universally accepted definition of a fractal in
the mathematical literature.

Two fundamental characteristics of fractals are their self-
similarity and fragmented structure. Early definitions, advo-
cated by Mandelbrot, focused on the latter aspect and charac-
terized fractals as sets whose Hausdorff—Besicovitch dimension
strictly exceeds their topological dimension [20, 21]. Later,
Mandelbrot considered this definition as too restrictive. In cont-
rast, fixed point theory emphasizes self-similarity. This perspec-
tive was developed by Hutchinson [14], who studied fractals as
solutions of fixed point equations generated by self-similar map-
pings. His pioneering work laid the foundations of modern frac-
tal theory. In this Thesis we are also following the fixed point
approach to fractals initiated by Hutchinson [14] and Barnsley
[7].

The classical results.

Our main concept throughout the Thesis is the invariance
operator.

Let .# be a family of self-maps of the power set Z7(X). We
say that the map ®: X = X,
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is the invariance operator of .%. Moreover, the set H C X is
Z -invariant, if

H=&(H)

is satisfied, that is H is a fixed point of the invariance operator.

In a metric space (X,d) let # = {fi,..., fn}, Where
fi,---, fn: X = X. Under an .% -fractal we mean a nonempty,
compact, .% -invariant subset of the metric space X.

Hutchinson’s classical fractal result [14] states that: If 7 is
a finite family of contractions in a complete metric space, then
there exists precisely one .F -fractal.

Let (X, d) be a metric space and denote by .# (X) the fa-
mily of nonempty and compact subsets of X. Then for arbitrary
sets A, B € # (X), we can define the Hausdorff-Pompeiu dis-
tance of the sets A and B, which we denote by dgp. The metric
space (£ (X),dpp) is often called fractal space, see [13] and
[23].

Blaschke [8] proved that the fractal space inherits the comp-
leteness of the original space. That is if (X, d) is a complete
metric space, then (¢ (X)), dgp) is also complete.

Therefore, Hutchinson’s approach to fractals can be sum-
marized as follows: We can consider the invariance equation as
a fixed point problem such that the desired fixed point belongs
to the family . (X). It turns out that if .% is a finite family of
contractions, than the ® invariance operator is also a contraction
in the fractal space. Moreover, if the original space is complete,
then so is the fractal space by the Blaschke theorem. So we can
apply the Banach Contraction Principle [1]: Any contraction of
a complete metric space has exactly one fixed point.

Altogether, the found fixed point is a nonempty, compact,
Z -invariant set. In other words, a fractal.
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However, we note that there exists an alternative proof to
Hutchinson’s Theorem that does not rely on the Banach Cont-
raction Principle or the Blaschke Completeness Theorem. In-
stead, it is based on Cantor’s Intersection Theorem and certain
properties of the Hausdorff-Pompeiu metric; see [11]. We also
note that numerous extensions in metric spaces can be derived
by combining various fixed point theorems with Hutchinson’s
original ideas [14]. An excellent overview of this line of re-
search, together with several important further developments, is
provided in the survey by Lesniak, Snigireva, and Strobin [19].

Our work follows the fixed point approach to fractals; how-
ever, the methods developed here are independent of and sub-
stantially different from the classical Hutchinson framework.
In particular, we extend the underlying setting by considering
more general classes of mappings and/or more general spaces
than those employed in Hutchinson’s classical results. That is,
we are investigating generalized fractals in generalized contexts
through an alternative method.
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1. Invariant sets of monotone maps

This Chapter presents an elementary way to fractals and
uses only naive set theory. Our focus is isotone and continuous
mappings.

In the main results of Chapter 1, we formulate a fractal the-
orem purely in naive set theoretical context. The Kantorovich-
iteration [17] and Knaster—Tarski Fixed Point Theorem [18] lead
to the minimum solution of the invariance equation.

THEOREM. If % is a family of isotone maps, then there
exists a smallest ¥ -invariant set. Moreover, if ¥ is a con-
tinuous family, then the Kantorovich-iteration expands a given
subinvariant set to the smallest invariant set which contains this
subinvariant set.

We show through some classical examples how one can find
the minimal solution of the invariance operator. It turns out that
the Kantorovich-iteration is important not only in theoretical as-
pects: Implementing this method we can easily approximate
fractals. To illustrate this phenomena we present the approxi-
mations of the classical Sierpenki-carpet and our own “Wave”
fractal. Moreover, we conclude that the closure of any minimal
solution yields the same result. This idea plays a main role in the
following sections. The main results of this Chapter are based
on the paper of Bessenyei and Pénzes [3].

2. Fractals obtained by condensing families

In this Chapter we consider the above invariance operator in
metric space. So the family .# contains finitely many self maps
of the metric space. Under an .% -fractal we mean a nonempty,
compact, .% -invariant subset of the metric space.

We generalize the classical results of Hutchinson [14] in the
sense that instead of contractions we use condensing maps and
Matkowski contractions.
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Our strategy for constructing fractals is the following. Ac-
cording to the Darbo—Sadovskii Fixed Point Theorem [10, 24],
there exists a fixed point for each member of .7 . Take the fixed
point of any of them. Then, using the Kantorovich-process [17],
we can produce a nonempty .7 -invariant set. Moreover, this set
is bounded, since the Kantorovich-iteration creates a Cauchy-
sequence. Applying the properties of the Hausdorff noncom-
pactness measure, the invariant set turns out to be a relatively
compact one. Finally, we show that the closure of the invari-
ant set (which is hence a nonempty and compact one), is .7 -
invariant, as well. This results in the existence of an .% -fractal.

THEOREM. If .% is a finite family of condensing self-maps
of a nonempty, bounded, closed, convex subset in a Banach
space, then there exists at least one F -fractal.

If the invariance operator consists of Matkowski contrac-
tions, then we can prove not only the existence of a fractal but
also its uniqueness. It is an immediate consequence of the facts
that the invariance operator is a Matkowski contraction in the
fractal space and that a Matkowski contraction can have at most
one fixed point by the Matkowski Fixed Point Theorem [22].

THEOREM. If .F is a finite family of Matkowski contrac-
tions of a complete metric space, then there exists precisely one

F -fractal.

We conclude the Chapter by showing some fractal exam-
ples where the classical Hutchinson Theorem cannot be ap-
plied. Instead of rigorous mathematical proof we accept this
fact using numerical methods. As previously, we implement the
Kantorovich-iteration in order to approximate our fractals. The
main results are based on the paper of Bessenyei and Pénzes [4].

3. Generalized fractals in semimetric spaces

In this Chapter we introduce fractals in semimetric spaces.
Under a semimetric space we mean a pair (X, d) where X is a
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nonempty set, and d: X? — R, is a positive definite, symmet-
ric function, that is, fulfils the first two axioms of metric spaces
by Fréchet. Such spaces are intensively studied by Jachym-
ski, Matkowski, Swigtkowski in [15] and Chrzaszcz, Jachymski,
Turobos in [9]. In this Chapter, the mappings of the invariance o-
perator consist of finitely many condensing maps or Matkowski
contractions of a semimetric space.

THEOREM. If % is a finite family of condensing self-
maps of a normal, complete and regular semimetric space such
that the invariance operator generates a bounded Kantorovich-
iteration on a nonempty .7 -subinvariant set H, then there exists
a smallest % -fractal containing H.

THEOREM. [If % is a finite family of Matkowski contrac-
tions of a complete, normal and regular semimetric space, then
there exists a unique % -fractal.

The ideas behind the proofs are the same as in the previous
chapter, but we need some extra considerations of the properties
of semimetric spaces. We use the connection between semimet-
ric and metric spaces through uniform equivalency. We intro-
duce an appropriate fixed point theorem of Matkowski contrac-
tions of semimetric spaces by Bessenyei and Péles [2]. More-
over, we need to investigate the properties of the Hausdorff non-
compactness measure in semimetric space. A correspondence
of the Hausdorff Compactness Theorem is essential. Namely, in
a complete and regular semimetric space, a subset is relatively
compact if and only if its Hausdorff measure of noncompactness
is zero.

The main results are based on the paper of Bessenyei and
Pénzes [5].
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4. Dimension of generalized fractals

In this Chapter we introduce the Hausdorff measure in semi-
metric spaces and study the dimension of generalized fractals.
Our main reference of measure theory is the book of Jarai [16].

Hutchinson studied not only the existence and uniqueness
of fractals, but also their dimension. He proved a dimension
formula [14] for contractive similarities that satisfy the open set
condition.

If a finite family of contractive similarities .% of a com-
plete metric space fulfils the open set condition and the ratios
of the members are q1, . . ., qn, then the Hausdorff dimension of
the induced fractal is obtained as the unique solution of the ex-
ponential equation

¢+t =1

In the main results, we present a variant of the fractal dimen-
sion formula for fractals obtained by Matkowski contractions of
semimetric spaces in terms of an exponential expression. The
factors of contractions are replaced with the right-upper Dini-
derivatives of the comparison functions related to the Matkowski
contractions.

THEOREM. If f1,..., fn are Matkowski contractions of a
complete, normal and regular semimetric space with compar-
ison functions ¢1,...,0n and 0 < X"(H) < 4oo holds
for the induced fractal H with some r > 0, then the Dini-
derivatives of the comparison functions cannot be zero simul-
taneously, dim 4 (H) = r, and

1 < (Dg1(0))" + -+ + (D (0))"
Moreover, if X" (fr(H) N fi(H)) = 0 whenever k # | and each
Matkowski contraction is a similarity with strong comparison
Junction, then all derivatives at zero are strictly smaller then
one and the inequality above is valid with equality.
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The main results of this Chapter are based on the paper of
Bessenyei and Pénzes [5].

5. An axiomatic treatment

We revisit the main results of this Thesis again, and show
that the role of Hausdorff measure is not as distinguished, when
we talk about topological fixed point results or fractal theory.
We use the concepts of set functions and hull operators to arrive
at even more general fractal theorems.

A map ®: X = X is a hull operator on the nonempty set
X, if it is monotone, idempotent and extensive.

We have to link set-functions and hull operators properly
and (motivated by the notion of condensing maps) clarify the
mapping class we shall deal with:

A set-function x: Z(X) — [0, +o0] is ®-compatible if,
forall A, B C X,

x(P(AU B)) < max{x(A), x(B)}.

Amap F: X = X is x-decreasing if x(F'(A)) < x(A) when-
ever AC X and 0 < x(A) < +oc.

In the main results of this Chapter, we illustrate that we can
change the domain of an invariance operator to a “small” one
such that it inherits the properties of the original domain and on
which the invariance operator is still a self-map. The Knaster—
Tarski Fixed Point Theorem and the Kantorovich-iteration pro-
cess play a key role again.

THEOREM. Assume that ®: X = X is a hull operator,
D C X is nonempty, ®-invariant, and x is ®-compatible, fi-
nite, non-atomic on D. If % is a finite set of x-decreasing self-
maps of D and F: D = D is the induced invariance operator,
then there exists a nonempty ®-invariant set H C D such that
F: H=Handx(H)=0.
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Applying the main results, we get another branch of frac-
tal theorems, using different measures than the Hausdorff one.
Based on the concepts introduced by Garcia and Mora [12], we
present applications for the so-called degree of nondensifiabili-
ty. The main results of this Chapter are based on the paper of
Bessenyei and Pénzes [6].
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