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1. Introduction

A quantum-mechanical many-particle system - if the range of
the energy-scale is meV-10eV and therefore belongs to the field
of solid-state physics - can be described by the Schrodinger
equation. However, in the great majority of the cases, the
precise solution is possible only in principle, because the many-
particle Schrodinger equation can be solved analytically for only
a few system, so approximations must often be applied. For
this the interactions and correlation-effects generally have to be
weak. At the same time there are physically interesting systems,
where the interactions are not weak at all and the correlation-
effects are significant. In these cases the approximations often
unreliable and they may provide contradictory results. But in
modern condensed-matter physics the strongly interacting and
strongly correlated systems are studied most intensively, as in
these systems extremely interesting phenomena were observed
like high-temperature superconductivity, heavy-fermions, metal-
insulator transitions, etc.

Although due to the rapid development of computers the
approximation and simulation methods give more and more
precise results in some areas of the phase-diagram, exact
solutions are still very important, because these serves as
guidelines for the evaluation of the models, to test simulation
programs, to examine the thermodinamical limit (which can
hardly be treated numerically) to detest qualitative changes
of the behaviour. Furthermore there is an increasing variety
of experimental situations when describing small number of
particles is very important to evaluate experimtental results
(quantum dots, nanophysics and optical lattices, etc...).
However, the majority of known exact methods to solve strongly
correlated systems can be applied only in one dimension (e.g.
Bethe Ansatz).



Starting from these facts, my thesis introduce nontraditional,
model-independent methods with which new results are deduced
without any approximation for strongly correlated systems.

2. Summary of results and conclusions

My results can be summarized in the following points:

e | found a new method that is based on an explicitly given
unitary transformation which allows the rigorous deduction of
new phase diagram domains starting from known ground state
solutions of a given model. The method is not model-dependent
and can be applied for arbitrary dimensions.

e | applied this method to find new stable spin-density
wave, charge-density wave, ferromagnetic and a paramagnetic
insulator domains of different extended Hubbard type of models.
e [ found an other new method which allows the exact deduction
of ground state wave functions for few particles in lattice models.
The method is in principle model-independent and based on the
symmetry features of the ground state, the procedure drives the
description into a small subspace of the full Hilbert-space, where
the ground state is located.

e By this method I obtained exact results for the ground state
of the t-J model in one dimension for small number of particles.
In case of N, = 2 particles I gave the ground state energy
and wave function for arbitrary values of the coupling constant
J/t = j > 0 and arbitrary lattice size, which means that I
gave an algorithm to write the algebraic equation system which
gives the solution. In the general Hilbert space if the number of
sites is IV, the number of equations would be N2, but using my
method there are only N/2 equations. I got some interesting
informations about the two-particle case: The 5 = 2 point is a
very special point in the phase diagram since in this point the
one dimensional model can be solved by Bethe Ansatz. In this



point the contribution of the local particle configurations in the
ground state wave function are all the same, i.e. independent
from the distances of the particles. Outside the 7 = 2 point an
effective interaction appears, which is attractive if ; > 2 and
repulsive if 7 < 2.

e | gave the description of a system of four electrons up to eight
sites. In the 5 > 2 case an effective attraction appears between
the particles, but it creates not electron-pairs but groups of four
particles, so it suggest phase-separation. If j is large, the ground
state of the t-J model is totally different from the Hubbard
model’s ground state, because in case of the Hubbard model
any kind of phase separation was not observed

e [ applied my method to solve the problem of an arbitrary
large two-leg Hubbard ladder taken with periodic boundary
conditions and containing N, = 4 electrons. The method
leads for the singlet state to nine analytic linear and coupled
closed system of equations which provides the ground state wave
function and ground state energy. I presented how the ground
state energy depends on the interaction and calculated several
correlation functions for a ladder consist of N = 28 lattice sites.
In this case the dimension of the full Hilbert space is 142884,
but with our method we had to treat only an 1446 dimensional
subspace.

e | presented exact analytical results describing the ground state
of the two dimensional Hubbard model taken on an L x L =
N = 16 square lattice (and periodic boundary conditions in both
directions), containing N, = 4 particles. The full Hilbert space
of this problem has 14400 dimension but I managed to write a
closed system of 85 linear equations, whose solution provides
the ground state energy and wave-function as well as some
excited states. The deduced explicit eigenstates characterize
also other properties of the spectrum: i) The large number of
eigenstates which remain eigenstates also of the non-interacting



Hamiltonian shows why weak coupling expansions often provide
a good approximation for the Hubbard model at intermediate
coupling. ii) Zero energy eigenstates of the kinetic energy term
which are eigenstates of the Hamiltonian as well show how
energy increasing double occupancies can be avoided providing a
possible support for the kinetic energy driven superconductivity.
iii) Low energy eigenstates of the kinetic energy term which
completely avoid double occupancy emphasize potentially new
pairing possibilities in the low energy part of the spectrum in
the context of the kinetic energy driven superconductivity.



1. Bevezetés

Egy kvantummechanikai sokrészecskés rendszer, ha jellemzo
energiaskaladja meV és 10eV energiatartomanyba esik és ezaltal
a szilardtestfizika targykorébe tartozik, altalaban a Schrodinger-
egyenlettel leirhat6. A pontos megoldas azonban az esetek nagy
tobbségében csak elvi lehetdség, mivel a Schrodinger egyen-
let sok részecske jelenlétében kevés rendszerre oldhaté meg
analitikusan, ezért igen gyakran kozelitéseket kell alkalmazni.
Ehhez &altalaban az sziikséges, hogy a kolcsonhatasok gyengék
legyenek és a korrelaciés hatasok ne legyenek hangsilyozottak.
Vannak viszont olyan fizikailag érdekes rendszerek, ahol a
kolcsonhatasok egyaltalan nem gyengék, a korrelaciés hatasok
nagyon erosek. Ezekben az esetekben a kozelitések sok-
szor megbizhatatlanok, el6fordul, hogy egymaéssal ellenkezo
eredményeket is adnak. Napjaink szilardtestfizikajaban éppen
az erosen kolcsonhatd és erdsen korrelalt rendszerek a leg-
élénkebben tanulméanyozottak, mivel ezekben igen érdekes je-
lenségek tapasztalhatdak, példaul magas homérsékleti szupra-
vezetés, nehézfermionos viselkedés, fém-szigetelo atmenet, stb.

Bar az utébbi idoben a szamitégépek rohamos fejlodése miatt a
kozelito és szimulacids modszerek egyre pontosabb eredményeket
adnak a fazisdiagram bizonyos teriiletein, a pontos megoldasok-
nak még igy is nagy jelentoségiik van. Ennek oka az, hogy a
pontos eredmények tampontot adnak modellek kiértékelésésése,
szimulacids programok tesztelésére, termodinamikai hatareset
targyaldsara (amely numerikus uton nehezen megkozelithetd),
tovabba kvalitasbeli viselkedésvaltozas észlelésére, vagy akar
olyan lényeges jellemzok kiemelésére, amelyek a numerikus
feldolgozas hatékonysagat nagymértékben megnovelik. FEzen-
felil mind gyakrabban talalkozunk olyan kisérleti szitudcidékkal,
amikor kis szamu részecske viselkedésének pontos leirdsa és
jellemzése a kisérletek kiértékelése szempontjabol nagyon fontos



(kvantum-dotok, nanofizika, optikai racsok, stb.). Azonban az
erosen kolcsonhaté rendszerekre eddig ismert egzakt megoldasi
modszerek nagyrésze csak egy dimenziéban alkalmazhaté (pl.
Bethe Ansatz).

Ezen megfontolasokbdl kiindulva az értekezés olyan nemtradi-
ciondlis modszereket targyal, amelyek segitségével kozelités-
mentes eredmények vezethetok le erdsen kolcsonhatéd és erdsen
korrelalt sokrészecskés rendszerekre dimenzi6tél fiiggetlenil.

2. Eredmények

Az eredményeim a kovetkezo pontokban foglalhaték ossze:

e Egy konkrét, explicit megadott unitér transzforméacién
alapulé moédszert taldltunk, amely segitségével ismert
alapallapoti hullamfiggvényekbol 14j alapallapoti fazis-
diagramm-tartomanyokat szarmaztathatunk. A mddszer
elvileg figgetlen a modelltol és tetszOleges dimenzidban
alkalmazhaté.

e Ezzel a modszerrel 4j spinstiriség-hullam, toltésstriiség-
hullam, ferromagneses és paramagneses szigetel6 tartoma-
nyokat mutattam ki kiterjesztett Hubbard tipusi modellek
esetében.

e Egy 1j, a fentitdl kiilonboz6, modellfiiggetlen mddszert dol-
goztam ki sokrészecskés rendszerek alacsonykoncentracids
esetének egzakt targyalasidra. A moddszer periodikus
hatarfeltételek esetén az alapallapot szimmetria-tulajdonsa-
gainak segitségével a probléma teljes Hilbert-terének di-
menzidjdhoz képest nagysigrendekkel kisebb dimenziéju
altérbe szoritja be a szamolast, abba az altérbe, amelyikben
az alapallapot talalhato.



e A bemutatott moédszerrel el6szor az egydimenzids t-J
modell alapallapotara kaptam egzakt eredményeket. Két
részecske esetében megadtam az alapallapotot, azaz egy
algoritmust, amellyel tetszéleges racsméretre fel lehet irni
az alapallapotot szolgaltaté linearis egyenletrendszert, és
az a teljes J/t = j > 0 paramétertérben érvényes
lesz. Altaldnosan N racspontra ez az egyenletrendszer
N? darab egyenletbél 4llna, azonban a médszeremmel a,
feladat megolddsdhoz elég N/2 egyenletet kezelni. Mar a
kétrészecskés esetben is érdekes eredményeket kaptam: a
J = 2 pontban, ahol az egydimenziés t-J model a Bethe-
Ansatz-al is megoldhaté, a kilonbozé lokalis részecske-
konfiguracidk jaruléka az alapallapoti hullamfiigvényben
egyforma, azaz nem fiigg a részecskék tavolsagatol. A j = 2
ponton kivil egy effektiv kolcsonhatas tapasztalhato, amely
a j > 2 esetben vonzd, a 7 < 2 esetben pedig taszité jellegti.

e Négy elektronra nyolc racspontig adtam meg a t-J modell
megoldasat. A 5 > 2 esetben vonzé effektiv kolcsonhatéas
figyelhet6 meg az elektronok kozott, de ez nem elektron-
parokat hoz létre, hanem egy helyre csoportositja az osszes
elektront, ami fazisszeparaciéra utal. Ebbdl is lathaté, hogy
nagy j-re a t-J modell alapallapota teljesen kiilonbozik
a Hubbard modellétol, mert utébbi esetében semmiféle
fazisszeparaciét nem figyeltek meg.

e A médszert a kétszari Hubbard-létrara alkalmaztam ab-
ban az esetben, amikor az elektronok szdma négy. Erre
a rendszerre sikeriilt felirni egy kilenc linedris egyen-
letbol allé csatolt zart egyenletrendszert, amely legkisebb
energidju megoldasa szolgaltatja az alapallapoti energiat
és hullamfiggvényt. Egy N = 28 racspontbdl allé
létrara kiszdmitottam, hogy fiigg az alapallapoti ener-
gia a csatolasi alland6tol, majd korrelacids fuggvényeket



szamoltam. Ebben az esetben a teljes Hilbert tér 142884
dimenziés, de a modszerem segitségével az alapallapotot
egy 1446 dimenzids altérbe sikeriilt beszoritani.

Uj eredményeket kaptam a négy részecskét tartalmazo
két dimenziés Hubbard modellre egy L X L = N =
16 racspontot tartalmazdé négyzet alaku racsra. A tel-
jes Hilbert tér 14400 dimenziés lenne, ezzel szemben a
fentebb emlitett moddszerrel felirtunk egy 85 egyenletbol
allé egyenletrendszert, amely tartalmazza az alapallapotot,
tovabba gerjesztett allapotokat is szolgaltat. Az ex-
plicite megadott sajatallapotok segitségével jellemeztem
a spektrumot: i) Az a tény, hogy nagyszamu olyan
sajatallapot van, amely egyben a nemkodlcsonhaté Hamilton
operatornak is sajatallapota, megmagyarazza, hogy miért
olyan jok a csatolasi allandok Kkis értékeire felirt sorfejtések
azok kozepesen nagy értékeire a Hubbard modell esetében.
ii) A kinetikus energia azon nulla sajatértéki sajatallapotai,
amelyek a teljes Hamilton operatornak is sajatallapotai
egyben, azt mutatjdk meg, hogyan keriilhetok el az en-
ergiaigényes duplan betoltott csomépontok, ez pedig a
kinetikus energia altal vezérelt szupravezetést (kinetic en-
ergy driven superconductivity) tdmaszthatja ald. iii) A
kinetikus energia olyan alacsony energiaju sajatallapotai,
amelyekben egyaltaldn nincsenek duplan betoltott csomépontok,
egy Uj parképzodési mechanizmust jelenthetnek a spektrum
alacsony energiaja részén a kinetikus energia altal vezérelt
szupravezetés teruletén.
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