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Bevezetés

A disszertacio tulnyomo részében sulyozott aritmetikai kozepeket
tartalmazo fiiggvényegyenletekrdl lesz sz, melyek linearis fliggvény-
egyenletek abban az értelemben, hogy a megoldashalmaz zart a szoka-
sos pontonkénti elv alapjan értelmezett Gsszeadasra és skalarral valo
szorzasra nézve. Ezeknek a fliggvényegyenleteknek a vizsgalatat a [6]
dolgozatban Daro6czy Zoltan, Maksa Gyula és Péles Zsolt altal felve-
tett ekvivalenciaprobléma motivalja. Megjegyezziik, hogy ez a pro-
bléma specidlis esetben és implicit médon mar kordbban megjelent
(19]). Nevezetesen, milyen feltételek mellett igaz, hogy az

L f(Mi(z,y) + f(Ma(z,y)) = f(z) + fly) (z,y€)ésa
IL 2f (My @ Ma(z,y)) = f(z) + f(y) (z,y €1)

fiiggvényegyenletek megoldashalmaza egybeesik? Egyenleteinkben I C
R nemiires, nyilt valos intervallum, M; és My kétvaltozos, szigoru
kozepek, M; ® M, pedig a Gauss kompoziciot jeloli; M; : I? — R
(i = 1,2) folytonos és

min{z,y} < M;(z,y) < max{z,y}; (x,y € l,x#y)

c stz

elnevezés) elGszor Darocezy és Pales [10| cikkében szerepel. A téméhoz
kapcsolodo vizsgalatokat folytatott Borwein-Borwein [4], Gauss [12],
Almkvist-Berndt [2], Carlson [5]. Alapvet§ eredmény az

Ml ® M2<M1($7y)7M2($’y)) = M1 & Mg(l’,y)

ugynevezett invarianciaegyenlet, mely mutatja, hogy a masodik egyen-
let minden megoldésa megoldasa az elsé egyenletnek is. Az is igaz



tovabba, hogy a két egyenlet folytonos megoldasai ugyanazok a fligg-
vények (1d. [6]). A nem trivialis probléma tehat az (I.) egyenlet me-
goldésainak a meghatarozasa.

A disszertacio elsé fejezetében az (1.) fliggvényegyenletet vizsgaljuk
abban a specidlis esetben, amikor M; és M, rendre a szokasos aritme-
tikai és geometriai kozép. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben az (I.)
fiiggvényegyenletnek csak a konstans fiiggvények a megoldéasai. (Ebbgl
azonnal kovetkezik, hogy az (I) és (II.) fiiggvényegyenletek ekvivalen-
sek.) Az aritmetikai és geometriai kozepek Gauss kompozicija a jol
ismert aritmetikai-geometriai k6zép, ami Gausstol szarmazik [12]. A
kordbbi eredményekhez képest 1ényeges kiilonbség az I intervallum sze-
repeltetése. Az I = R, esetben (R a pozitiv valos szamok halmaza)
ugyanis Daroczy—Maksa—Péles [6] mar igazoltak az ekvivalenciat. A
bizonyitas azonban, mely Maksa Gyula egy [20]-ban elért eredményére
tamaszkodik, nem miikddik, ha I nem a teljes pozitiv félegyenes, ha-
nem csak egy valodi részintervallum. Egy fontos kévetkezménye az
ekvivalencidnak az, hogy az aritmetikai és a geometriai kézép Gauss
kompozici6ja nem kvéziaritmetikai kozép R egyetlen nyilt részinter-
vallumén sem annak ellenére, hogy mind az aritmetikai, mind pedig a
geometriai kozép kvaziaritmetikai.

Kérdés tehat, hogy mely kvéaziaritmetikai kdzepek Gauss kompo-
zicidja kvaziaritmatikai. Annal is inkabb, mert a probléma kiindulo-
pontjat jelentd [6] dolgozatban a fiiggvényegyenletek ekvivalenciajanak
elegend§ feltételeként szerepel, hogy az My, M, és az M3 := M; ® M,
kozepek mindegyike kvaziaritmetikai kozép. A kovetkezG levezetés-
bdl kideriil, hogy lényegében a Matkowski-Suto probléma [10] atfo-
galmazasarol van sz6. A probléma teljes megoldasa Pales Zsolt és
Daroczy Zoltan érdeme [10]. Tegyiik fel tehat, hogy az M, M, és az
M;s := M; ® My kozepek mindegyike kvaziaritmetikai, azaz elGallnak



M1($U,y> — 901*1 <¢1($)JQFS&1(9)>, Mg(&?, y) — @51 (902(96);%02(3/)) és
p(x) + w(y)>

Ms(x,y) = 90‘1( 5

alakban, ahol ¢;, ¢ folytonos szigorian monoton fiiggvények az I in-
tervallumon (i=1,2). Az invariancia-egyenletet felhasznélva

o1 (w(Ml(:c, v) JQr w(Mz(x,y))> _ <<P(55) ;r sO(y))’

ahonnan
e(Mi(z,y)) + o(Ma(z,y)) = () + ¢(y),

kovetkezik. Az x — ¢ '(x) és y — o (y) helyettesitésekkel élve
pedig

(Mo (2), 07 ) + 9 (Male ™ (@), 07 (0))) =2+,

ahol a bal oldalon szerepls tagok rendre

¢(M1(g0_1(l’), go‘l(y))) ~popr! (901 op l(z)+ 10 tpl(y)> —

2

= (prop ) (‘Pl 0y () ;r 10 w‘l(y))

és hasonldan

90<M2(g0_1($), 90_1(y))> —po 902—1 (902 o 90—1($) ;‘ P2 0 90—1(y)) =

= (20 ) (@2 oy !(2) ; P2 © 90_1(9)) _



Az invariancia-egyenleten keresztiil tehat két kvaziaritmetikai kozép
Gauss-kompozicidja pontosan akkor kvaziaritmetikai, ha létezik olyan
folytonos, szigoriian monoton névekvs ¢ fiiggvény, hogy

o (% () + ¢ (y)> byt <w2(rc) + ¥2(y)

2 2 )Zxﬂ/’

ahol 1; = ;001 i =1,2. Ennek a fiiggvényegyenletnek a vizsgalata
az un. Matkowski-Suto probléma [10].

Ha M, és M, stlyozott aritmetikai kozepek, akkor [7] - ben példat
talalhatunk arra, hogy az ekvivalencia altalaban nem teljesiil. Ha
a € (0,1) rogzitett valos szam,

M(z,y) =ax+ (1 —a)y, M(z,y):=1—-a)z+ay (zv,y€l)
akkor (I.)
flax + (1 —a)y) + f(1 - a)z +ay) = f(x) + fly) (z,y ),

(IL.) pedig

r+y
2f(Y) = @) + 1) (wyeD)

alakban frhaté. Utobbi a nevezetes Jensen egyenlet, melyrdl kozis-
mert, hogy megoldasai

fiI—=R, f(z) =Ai(z) + A
alakiak, melyben A;: R — R additiv fiiggvény, azaz
Ai(z +y) = Ai(z) + Ai(y)

teljesiil minden =,y € R-re, Ay pedig konstans.
Daroczy, Lajko, Lovas, Maksa és Pales |7]-ben megmutattak, hogy ha
a algebrai szam, gy, hogy leo‘ és —% nem algebrailag konjugaltak,
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azaz nincs olyan nem azonosan zérus racionalis egyiitthatos polinom,
melynek egyarant gyokei, akkor minden megoldésa (I.)- nek megoldésa
a Jensen egyenletnek is. Ebben az esetben tehat (I.) és (II.) ekviva-
lensek. Ha azonban ITTC“ transzcendens szam, vagy algebrai ugyan,
de 1%‘ és —ITT"‘ algebrailag konjugéltak, akkor van olyan f: 1 — R
megoldasa (I.)- nek, mely f(z) = As(z,x) + Ai(z) + Ao alakua és az
Ay:R? — R nem azonosan zérus szimmetrikus biadditiv fiiggvény. Igy
ebben az esetben (I.) és (II.) nem ekvivalensek. Ezért a stlyozott
aritmetikai kozepeket tartalmazo fiiggvényegyenletek 6nmagukban is
érdekesek, illetve tovabbi altalanositasok kiindul6pontjai. Ezek egyike
a disszertacié tovabbi fejezeteiben vizsgalt
d aifbir+(1—b)y) =0 (z.yel),
=0

alaku fiiggvényegyenlet, ahol f egy pozitiv hosszisagia [ nyilt in-
tervallumon értelmezett ismeretlen fiiggvény, a; € R; 0 < b; < 1
(i =0,1,...,n) pedig adott valés szamok. Az n = 3, ay = a; = 1,
as = a3 = —1 és by = 1, bg = 0 kordbban mar vizsgalt specidlis esetek-
kel szemben, 1d. [6], [7] és [21], a probléma nehézségét az adja, hogy a
stlyokra vonatkozo feltétel miatt f(x) altalaban nem fejezhetd ki ex-
plicit moédon a fiiggvényegyenletbdl, tovabba a fliggvényegyenlet csak
egy pozitiv hossztisagu nyilt intervallumon all fenn. Latni fogjuk, hogy
ezeknek a nehézségeknek koszonhetGen nincs elemi megoldési modszer,
hanem egy altalanos algoritmus segitségével oldjuk meg az egyenletet.
Ennek f6bb lépései:

1. alkalmas helyettesitésekkel részintervallumokon teljesiils specia-
lis tipusu fiiggvényegyenlet felallitasa,

2. kiterjesztési tétel alkalmazésa,

3. globalis eredmények felhasznalasaval az els§ lépésben szerepld
fiiggvényegyenlet megoldésa a részintervallumokon.
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Mivel a harmadik lépésben konstrualt megoldasok altalaban fiiggnek
az [ intervallum részintervallumaitol, ezért az utolso 1épés

4. az egyes részintervallumokon kapott megoldasok Gsszeftizése és a
megoldés szerkezetének egységes leirasa a teljes I intervallumon.

Az imént ismertetett algoritmust alkalmazzuk a
D aif(bix+ (1=b)y) =0 (z,yel),
=0

fiiggvényegyenlet megoldasara. Ennek {6 eredménye szerint az f me-
goldés mindig

fl@)=Aa(x,...;x )+ ...+ As(z,2) + A1 (z) + Ao

(n—1) -Szer
alakban reprezentalhato, ahol barmely k pozitiv egész szam mellett
Ap:RF S R
valtozoiban szimmetrikus, k-additiv fiiggvény, azaz
Ay, .. ) = A(Toq), -+ Tog)
az 1,...,k elemek barmely o permutacioja esetén és
Ap(zy, .2 + Yy k) =

=Ap(xq, .. g, xp) + A(2n, oYy D)

barmely j = 1,...,k index esetén, tovabba Ay valés konstans. A
megoldast tehat ebben az alakban keressiik, aminek a visszahelyet-
tesitése az eredeti fiiggvényegyenletbe most mar magukra az Ay (k =



1,...,n— 1) fiiggvényekre ad sziikséges és elegendd feltételeket. Eze-
ket foglaljuk Ossze a 2.2.1. Tételben, ami a tovabbi vizsgalatok ki-
induléopontja, hiszen bonyolult, altalaban a k értékével egyezs tags-
zamu linearis fliggvényegyenlet-rendszerekrdl van sz6. A k = 1, azaz
az f megoldasban szerepls additiv tagra vonatkozo elsdrendi feltétel
példaul

n—1

anAl(t) + Z CLZ'Al (tﬂz) =0 (t S R),
i=1
mig a biadditiv A, tagra vonatkozd mdsodrendi feltétel pedig az

i CLZ‘AQ(S, tﬂz) =0
=1

b (t € R),
> aiAs(tBi,tBi) = 0
i=1

egyenletrendszer, ahol a (3; paraméterek a kiindul6 fiiggvényegyenlet

b; bels6 paramétereivel vannak kifejezve (és igy tovabb). A probléma

most mar gy vethets fel, hogy a paraméterek milyen valasztasa esetén

van

e legalabb els6foki, azaz nem azonosan zérus A; additiv taggal
rendelkezd,

e maximalis fokt, azaz nem azonosan zérus A,_; ,f6monommal”
rendelkezd

megoldasa a fiiggvényegyenletnek. A két probléma persze n = 2 esetén
egybeesik, dltalaban azonban kiilonb6z6, hiszen a legalacsonyabb nem
trivialis fokszam (azaz k = 1) esetében az elsérendi feltétel csupan
egy egyenletet jelent az ismeretlen, additiv A; fliggvényre, mig a ma-
ximalis fokszamu tagra vonatkozo feltétel méar egy n — 1 egyenletbdl
allo fliggvényegyenlet-rendszer a k-additiv, valtozoiban szimmetrikus



A, fiiggvényre. Varhato tehat, hogy az utobbi esetben szigorubb fel-
tételekre van sziikség a kiinduld egyenlet paramétereire vonatkozoan,
cserébe viszont tobb Osszefiiggésbdl indulhatunk ki. Annal is inkabb,
mert ha a masodrendi feltételben szereplG egyenletrendszer elsG tag-
jat alaposabban megnézziik, barmely rogzitett s valtoz6 esetén egy —
az elsérendi feltételt teljesité — additiv fiiggvényt kapunk, azaz ha van
nem azonosan zérus biadditiv rész a megoldasban, akkor additiv részt
is lehet konstrualni; ugyanez a helyzet a magasabbrendii feltételekkel —
nem azonosan zérus Ay szimmetrikus k-additiv megoldas létezése (al-
kalmasan rogzitett valtozok mellett) maga utan vonja az alacsonyabb
rendii feltételeket kielégits

AﬁR—)R, AQ:RQHR, ceey AkfliRkilﬁR

valtozoikban szimmetrikus, j-additiv (j = 1,...,k — 1) fiiggvények
létezését. Megforditva azonban mindez nem all. A diszkussziot csak
egy specidlis, az n = 3, ap = a3 = 1, illetve a3 = ay = —1 eset-
ben végeztiik el. Felhasznalva a [7| dolgozat eredményeit sziikséges
és elegendd feltételt lehet adni nem azonosan zérus, biadditiv (tehat
maximalis fokszami) megoldas létezésére. Ezt egy konkrét példaval is
szemléltetjiik az 2.3. alfejezetben.

A disszertacio {6 vonala azonban az elsérendi feltétel, az an. Dard-
czy-féle fiigguényegyenlet vizsgalata mentén halad. Az n = 2 esetben
ugyanis Daroczy Zoltan (8| sziikséges és elegendd feltételt tudott adni
az elsérendii feltételt kielégitG nem azonosan zérus additiv fiiggvény
létezésére. Dardczy tétele az

A(t) + aA(Bt) = 0

alaku egyenletben szerepl6 paraméterek algebrai tulajdonsagai segitsé-
gével jellemzi a megoldhatosigot: pontosan akkor van nem azonosan
zérus additiv megoldés, ha a —(1/a) és a (§ paraméterek algebrailag
konjugéltak, azaz vagy mindkett§ transzcendens, vagy mindkettd al-
gebrai, ugyanazzal a definial6é f6polinommal. A disszertacié harmadik



fejezetében a Daroczy-féle tételt kiterjesztjiik tetszéleges n esetére, Id.
[32] és [33]. Ekkor méar nem paraméterek, hanem paramétercsaladok és
linearis sokasagok algebrai tulajdonsagairol lesz szo6. Sikeriilt igazolni,
Id. 3.5.4. Tétel, hogy ha az

Ax) + i a;A(Bix) =0 (x € R)

alaka Daroczy-féle fliggvényegyenletben a belsé (01, . . ., 5,—1) paramé-
terek algebrailag fiiggetlenek, akkor a nem azonosan zérus additiv me-
goldés 1étezéséhez sziikséges és elegend$ ha a kiils6 o, ..., a,_1 pa-
raméterek koziil legalabb az egyik transzcendens szam. A 3.5.5. Tétel
mutatja, hogy a paramétercsaladok szerepe felcserélhets. A bizonyitas
soran kulcsfontossagui szerepet kap annak az esetnek a vizsgalata,
melyben vagy a kiils6, vagy a bels§ paramétercsalad tagjainak min-
degyike algebrai szam. Az ilyen tipust egyenletek megoldaséra algo-
ritmust adtunk a 3.4 alfejezetben, mely a Gauss-eliminaci6 lineéris
fiiggvényegyenlet-rendszerekre vonatkozo megfelelGje és alkalmas ad-
ditiv megoldas létezésének az eldontésére, illetve keresésére, 1d. [31].
Kiilonosen érdekesek ezeknek az eredményeknek a negativ kovetkez-
ményei, melyek a Daroczy-féle fiiggvényegyenlet csak trividlis (az azo-
nosan zérus additiv fiiggvénnyel val6) megoldhatosiagarol szolnak, hi-
szen azonnal kizarjak a kiindulo, stlyozott kdzepeket tartalmazo fligg-
vényegyenlet nem trivialis megoldhatosagat. A magasabb rendd Ay
monomokra (k = 2,..., n— 1) vonatkozo egyenletrendszerek elsg tagjai
ugyanis (k — 1 valtozo rogzitése mellett) formailag az elsérendi fel-
tételt kielégits additiv fiiggvényekrsl szolnak. Laczkovich Miklos és
Székelyhidi Gabor [17] egy fontos eredménye szerint megszamlalhato,
diszkrét Abel csoporton spektralanalizis érvényes, azaz a csoporton
értelmezett komplex értékd fiiggvények vektorterének minden nem-
trivialis, zart és eltolasinvarians altere tartamaz nem azonosan zérus
exponencidlis fiiggvényt. Ennek az eredménynek a felhasznélasaval



a 49. International Symposium on Functional Equations (Graz, Jui-
nius 19-26, 2011) konferencian elhangzott eldadasaban Laczkovich Mi-
klos sziikséges és elegend§ feltételt adott nem azonosan zérus additiv
megoldas 1étezésére a komplex szamtest egy alkalmas tulajdonsagu
d izomorfizmusanak segitségével. Ez a raciondlis szamtest belsé (5;,
i =1,...,n — 1) egyiitthatokkal valo bévitését agyazza be izometri-
kusan a komplex szamtestbe tgy, hogy

n—1
i=1

Természetesen a paramétercsaladok algebrai tulajdonsagai dontik el az
ilyen testizomorfizmus létezésének problémajat. A mar idézett sajat
eredmények éppen ezt a kérdést érintik.

Megoldéasi modszereket mutatunk be a negyedik fejezetben. A pa-
ramétercsalddok algebrai tulajdonsagainak nyelvén kifejezve a kovet-
kez6 eseteket sikeriilt tisztazni:

(i) akiilsg, vagy a belsé paramétercsalad algebrailag fiiggetlen (sziik-
séges és elegendd feltétel a nem azonosan zér6 megoldas léte-
zésére: 3.5.4. és 3.5.5. tételek),

(ii) a kiils, vagy a bels6 paramétercsalad minden tagja algebrai
szam (additiv megoldas keresése algoritmussal: 4. fejezet).

Az egyetlen lényeges (és tisztézatlan) tovabbi eset tehat, ha mind-
két paramétercsalad algebrailag fiiggé és mindkettGben van legalabb
egy transzcendens elem. A bemutatott példakra alapozva (sejtés szint-
jén) az latszik korvonalazodni, hogy az algebrai fiiggéség segitségével
egy tagszamcsokkentd, redukcios eljarast hajthatunk végre, mely vé-
ges sok lépésben visszavezet az algebrailag fiiggetlen kiilss, vagy belsé
paramétercsaladok sikeresen megoldott esetére.
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1. Egy — szamtani- és mértani kozepet tar-
talmazo6 — fiiggvényegyenlet

1.1. Bevezetés

Ebben a részben az

W ()W = 1@+ ) e

fiiggvényegyenletet vizsgaljuk, ahol I a pozitiv félegyenes egy nemiires
nyilt intervallumat jeloli. Az I = R, esetben képezhetjiik az

x
a@) = £ (3). b@)=F(a), c@)i=f@) (@eRy)
fiiggvényeket, melyek segitségével a fiiggvényegyenlet az
a(x +y) +b(z - y) = c(z) + c(y)

alakot 6lti. Maksa [20] dolgozataban ennek a fiiggvényegyenletnek a
teljes megoldasa megtalalhato és ennek segitségével [6]-ban a szerzék
bebizonyitottik, hogy az (1) fiiggvényegyenletnek csak a konstans
fiiggvények a megoldasai. A segédfiiggvények (a, b, ¢) szerkezete mu-
tatja, hogy a bizonyitas modszere nem alkalmazhato, ha I nem az R,
hanem csak egy valodi részintervalluma R -nak.

Az (1) fiiggvényegyenletet a disszertacio bevezetésében ismertetett
megoldasi algoritmus els6 harom lépésének alkalmazédsa segitségével
oldjuk meg. Megmutatjuk, hogy az (1) fiiggvényegyenletnek I C R,
I # R, esetben is csak a konstans fiiggvények a megoldéasai. Ennek
soran felhasznaljuk az altalanositott polinomok elméletét is. El6ljaro-
ban kiemeliink két fontos kévetkezményt.

Az (1) fiiggvényegyenlet vizsgalatat a |6] dolgozatban Dardczy Zol-
tan, Maksa Gyula és Pales Zsolt altal felvetett ekvivalenciaprobléma
motivalja. Nevezetesen, milyen feltételek mellett igaz, hogy a
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L f(Mi(z,y)) + f(Ma(z,y) = f(z) + fly) (r,yel)ésa
IL 2f (My ® M(z,y)) = f(x) + f(y) (z,y€l)

fiiggvényegyenletek megoldashalmaza egybeesik? Egyenleteinkben I C
R nemiires, nyilt valos intervallum, M; és My kétvaltozos, szigoru
kozepek, M; ® M, pedig a Gauss kompoziciot jeloli; M; : I? — R
(¢ = 1,2) folytonos és

min{z,y} < M;(z,y) < max{z,y}; (x,ye€l,xz#y)

(i=1,2). Ha Mi(z,y) := ¥ és My(z,y) = /zy, akkor (L) az (1)

fiiggvényegyenlet, (I1.) pedig
(2) 2f (G(z,y) = flz) + fly) (2,9 €]

alakban irhat6. (2)- ben G a nevezetes aritmetikai-geometriai kézép,
mely az alabbi jol ismert Gauss iteracio segitségével definialt: legyen
x,y € I és definidljunk (x,) és (y,) sorozatokat a kovetkezs modon:

1=, Y1 =Y

Tn + Yn

5 y Ynt+1 7= V/TnYn (n S N)'

Ismeretes, hogy az (z,) és (y,) sorozatok konvergensek; és a kozos
hatarérték

Tn+1 =

, , 2 [2 dt -1
G(z,y) := lim x, = lim y, = (— ) :
n—o0 n—00 ™ Jo \/ 22 cos?t + y2sin’t

Az iménti G : I? — R leképezés szigort kozép az I intervallumon, azaz
folytonos és

min{z,y} < G(z,y) < max{r,y}; (v,y€l,v#y)

12



rdadasul
+
g (%m/xy) =G(r,y) (v,yel)

azaz az ugynevezett invariancia-egyenlet fennall. Kézepek Gauss kom-
Pales |10] cikkében szerepel. Ehhez kapcsolodo vizsgalatokat folyta-
tott Borwein-Borwein [4|, Gauss [12], Almkvist-Berndt [2|, Carlson
[5]. Az invariancia-egyenlet kozvetlen kévetkezménye, hogy (2) min-
den f : I — R megoldasa megoldasa (1)-nek. Masrészt (1) folyto-
nos megoldasai mindig megoldéasai (2)-nek. Ez rogton lathato, ha az
(1) fiiggvényegyenletben = helyett M;(z,y) - t (azaz az aritmetikai
kozepet), mig y helyett az Ms(z,y) - t (azaz a geometriai kozepet)
helyettesitjiik. Ezt ismételve éppen a Gauss-féle iteracios sorozatok
jelennek meg az egyenlet bal oldalan, mig jobb oldala valtozatlan ma-
rad. Hatarértékben pedig (tekintettel az f megoldas folytonossagara)
a (2) egyenletet kapjuk. A f6 probléma tehat az (1) fiiggvényegyenlet
olyan nem folytonos megoldasainak a megkeresése, melyek nem me-
goldésai (2) - nek, ha léteznek egyéltalan ilyen megoldasok. Az [ =R,
esetben (R, a pozitiv valos szamok halmaza) Daroczy—Maksa—Péles
[6] mar igazoltak (1) és (2) ekvivalencidjat, hiszen ha az (1) egyenlet-
nek csak konstans megoldasai vannak, akkor az ekvivalencia trivialisan
kovetkezik. Eredményeink alapjan ugyanez az ekvivalencia fennéll, ha
I C Ry, I #R,. Ennek egy fontos kovetkezménye, hogy G|I x I nem
kvaziaritmetikai kozép R egy nyilt részintervalluman sem, azaz nem
létezik olyan folytonos, szigortian monoton noévekvs ¢ : [ — R fiigg-
vény (s6t ¢ : I — R bijekcio sem), mely az aritmetikai és a geometriai

A

—1felr) + ey
Glay) =7 (AEAW) oy,
alakban; lasd Hardy-Littlewood-Polya [13]. S6t ilyen ¢ bijekcio sem
létezik. Ellenkez$ esetben ugyanis maga a ¢ fiiggvény lenne egy nem

13



konstans megoldasa az (1) fiiggvényegyenletnek.

1.2. Altalanositott polinomok

A csoportokon értelmezett polinomok fontos szerepet jatszanak a
fiiggvényegyenletek elméletében, mivel a legtobb esetben egy lineéris
fiiggvényegyenlet altalanos megoldéasa polinomok segitségével kifejez-
het6. Ezzel kapcsolatos eredmények talalhatok példaul D. Z. Djokovic
[11]|, S. Haruki [14], M. A. Mckiernan [19] és L. Székelyhidi |27], [28|
dolgozataiban. A tovabbiakban Osszefoglaljuk a témakor f6bb ered-
meényeit.

A polinomok csoporton vald értelmezése a differencia-operator se-
gitségével torténik. Legyen G egy nem feltétleniil kommutativ csoport
és jelolje + a csoportmiiveletet. A differencidja egy f:G — R fiigg-
vénynek

Ay f(x) = [z +y1) = f(z)

barmely z,y; € G esetén. A magasabb rendd differenciakat rekurziv
mo6don

AZl,ny(x) = Ayz(Aylf)(x) = Ay1f(x + yz) — Aylf(x) =

=flx+y+uy) — flo+y) — flx+wy) + fz),

777777777

-----

0<i1<...<ix<n
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képlettel adhatjuk meg [26]. Az ekvidisztans esetben, azaz amikor
Y1 =...=yn =y a Ay f(z) jelolést hasznaljuk. Ekkor

ALfr) =3 (Z) (~1)"* f(z + ky).

k=0

Azt mondjuk, hogy f legfeljebb n-ed fokd polinomialis fliggvény
(Altalanositott polinom), ha AZ“ f(x) = 0. Az altalanositott poli-
nomok egy explicit elgallitasat is fel fogjuk hasznalni. Ez a repre-
zentacio k - additiv fiiggvények diagonalisainak (agynevezett mono-
moknak) Osszegeként allitja el6 az f fiiggvényt sorrendtdl eltekintve
egyértelmien [18|. Ha példaul az els6 differencia eltiinik, akkor

0=A4,f(z)=flz+y)— flz),
ahonnan x = 0 helyettesitéssel nyilvianvalo, hogy f konstans. Masod-
jara a
0=A%f(z) = f(z+2y) — 2f(z +y) + f(2)
fiiggvényegyenletet a t = x + y, s = y helyettesitéssel az
flt+s)+ f(t—s)=2f(t)

alakba irhatjuk, ahonnan z =t + s, y =t — s valasztassal a jol ismert

; (x;y) WL

ugynevezett Jensen-egyenletet nyerjiik feltéve, hogy a G csoport kom-
mutativ és a 2-vel valo osztasnak értelme van. A Jensen egyenletnek
az altalanos megoldasa

f(z) = Ai(x) + Ao

15



alaku, ahol Ay konstans, A;: G — R additiv fiiggvény, azaz
Ai(z) + A(y) = Az +y) (2,9 €G).

Ez J. Aczél, J. K. Chung és C. T. Ng [1] eredménye. Pl. Kannappan
[15] igazolta, hogy ha az f: G — R fiiggvény harmadrendii differencidja
azonosan nulla, azaz kielégiti a

fle+3y) =3f(e+2y) +3f(x+y) - flz) =0 (z,y€G)
fiiggvényegyenletet, akkor
f(z) = Ag(z,z) + Ay (x) + Ao

ahol A, additiv, Ay konstans, Ay: G2 — R pedig szimmetrikus és mind-
két valtozojaban additiv. Altalaban a legfeljebb n-ed fokt polinomialis
fiiggvények

flx)=Au(x,...,x) + ...+ As(x,z) + A1 (z) + Ao

n -SZer

alakban reprezentalhatok [29], ahol barmely k pozitiv egész szam mel-
lett
A R* > R

valtozoiban szimmetrikus k-additiv fliggvény.
Szamolasainkban stiriin felhasznaljuk, hogy a k-additiv fiiggvények
minden valtoz6jukban racionalisan homogének.

1.3. A fiiggvényegyenlet megoldasa

1.3.1. Tétel. (Maksa, Varga [22|) Tegyiik fel, hogy f : I — R me-
golddsa az (1) fiigguényegyenletnek. Ekkor f konstans fiigguény.
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Bizonyitds. Meg fogjuk mutatni, hogy f legfeljebb masodfoku lo-
kélisan polinomialis fliggvény az I intervallumon, azaz barmely zo € [
esetén van olyan V' C R kornyezete a nullanak, hogy xo +V C I és

Ay1Ay2Ay3f(x) = 07 ha z — Zo,Y1,Y2,Y3 € V7
a terminologiat illetGen 1d. [26]. Tegyiik fel tehat, hogy z¢ € I és f

megoldasa az (1) fiiggvényegyenletnek.

(A) Elscként megmutatjuk, hogy létezik olyan a €]1, 3| racionalis
szam és xp-at tartalmazé U C [ nyilt intervallum, melyekre éU cl
és minden z,y € éU esetén az

® 1 (*5) -1 (T5) = s - 50 - (flaw) - 5)

egyenlGség teljesiil. Ennek igazolasdhoz valasszunk olyan 6 > 0 szamot
mely eleget tesz az alabbi kovetelményeknek:

)
0 < xp, ]x0—5,$0+(5[CIésa::1+2—€Q.
Zo

Legyen tovabba = 1 és U =]a(zg — 6), zo + 0[. Konny( latni, hogy

3
a€]l, 5[, rg €U

és
1
EU = pU :]x() - (5,ﬁ($0 + 5>[C]ZEO — 0,29 + 5[C I.

Legyen z,y € U. Mivel Bz, By € I, (1)-b6l az = helyére Bz - et,
majd az y helyére By - t helyettesitve kapjuk, hogy

f (m +5y> + 1 (VaBy) = fl@) + f(By)

2
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és

P55 1 (V) = 0 + 1.

Kivonva a méasodik egyenletet az elsGbdl

W £ (Z52) -1 (B = )+ 100 - 160 - 10

(x,y € U). Ha (4) - ben z- et és y- t rendre az- szel és ay- nal
helyettesitjiik, azonnal a (3) Gsszefiiggést kapjuk barmely z, y € LU
esetén.

(B) Legyen € = g (14 5 ). Ebben a részben igazoljuk, hogy min-
den t €] — ¢, e[ esetén a

D, = KlU) N (—t+éU)1 x [UnN (—a’t+U)]

«

halmaz nemiires és vannak olyan
Ag:Rx] —e,e[= R, by:] —e,e[—> R
fiiggvények, hogy Ay az els6 valtozojaban additiv; azaz
Ao(u +v,t) = Ap(u, t) + Ao(v, t),

ha u,v € R, t €] —¢,¢[; és

5) () -1 (55 = s 0+ o

ahol s € Hy ={x+vy: (z,y) € Di},t €| —¢,e[. Valoban, hat €] —¢, €]
akkor | — ¢| kisebb, mint 21U hossza és | — a*t| kisebb mint U hossza,

vagyis
1 1
|—t|<5<1+%> éS|—Oé2t‘<5<Oé+§).
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Ezek az egyenl6tlenségek € és U definicioja, az a > 1 feltétel és az

J

=51

“, e,

szamolassal igazolhatok. A fentiekbdl kdvetkezik, hogy D; nemiires.
Legyen most

1 1 1 1
x € (—U)ﬂ(—t+—U) és y e (—U)ﬁ(—at+—U).
Q Q@ Q@ Q@

Ekkor z + ¢,y € 1U igy (3) miatt

©) f(a:v+204t+y)_f(x+t2—|—ay):

= flaz +at) — f(z +1t) — flay) + f(y).
Masfeldl z,y+at € éU is teljesiil, igy ugyancsak (3) miatt kapjuk,
hogy

") f<aa:+2y+at)_f(x+ag;+a2t):

= flax) — f(x) — flay + o®t) + f(y + o).

Kivonva (7)-et (6)-bol, majd az y helyére y - t helyettesitve
kapjuk, hogy

f (HyT‘i‘at) —f (%W) = flax+at) — f(z+1t) — flax)+

1)+ fly+0?0) = Syt at) — () + (o)
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teljesiil minden z,y € D; esetén. Ha t €] — ¢, ¢[ rogzitett, akkor
ez egy Pexider egyenlet a nemiires, nyilt és 6sszefiiggé D; halmazon.
[gy a Rado-Baker [24] - beli 1. tétel vagy a Riméan [25] - beli 3.
tétel alkalmazhatd, mely segitségével kapjuk, hogy létezik a kivant
tulajdonsagu Ay és by gy, hogy (5) teljesiil.

2

(C) Legyen 7 = (a® — 1)5 és minden t €] — 7, 7[ esetén definialjuk

a
K= Oth— 1 + %Ha;t—l
halmazt. A 7 valasztésa miatt
2t
R} €] —e,¢],

igy a K, definicioja korrekt. Legyen tovabba

a2 -1

t 2t 2t
b.]—T,T[HR, b(t) = —2A0 (042—1’@2—1) —|—b() (a2_1) .

Vilagos, hogy A additiv az els§ valtozojaban. A bizonyitas soron ko-
vetkezG részében belatjuk, hogy

(8) Arf(s) = Als, 1) + b(t),

A:Rx] —71,7[— R az A(s,t) := 24, (s 2t ) ;

ahol t €] —7,7],s € K;. Valoban, irjunk el6szor 2s - et és 2t - t rendre
s és t helyett (5)- ben. Ekkor

f(s+a%) — f(s+1t) =2A0(s,2t) + by(21),

ahol s € %Hgt, tel— %5, %5[ Most s - et s —t - vel helyettesive kapjuk,
hogy

f(s+ (a® = 1)t) — f(s) = 240(s, 2t) — 24¢(t, 2t) + bo(2t)
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ahol s € t + %Hgt, t €] — %5, %E[ Végiil a t — —'= helyettesitéssel

élve — tekintettel 7, a K; halmaz, az A és b fiiggvények értelmezésére
—a (8) oOsszefiiggést igazoltuk.

(D) Legyen

a?—1
16

r= és V=] —nrrf

Most megmutatjuk, hogy az xo +V C I és az {x — xo,y1,¥2,y3} CV
tartalmazas maga utan vonja, hogy y3 €] — 7, 7] és

{r+m+y,v4+y, 2+ 12} C Ky
Mivel « =1 + % sl <ac< %, némi szamolas mutatja, hogy
zo+V CU, igy xo+V CI

kovetkezik. Masfelgl V' C| — 7, 7[ nyilvanvald, ezért csak azt kell bi-
zonyitani, hogy
|zo — 3r, 0 + 3r[C Ky,

vagy ekvivalens modon
| = 3r,3r[C —zo + Ky,
hiszen a feltételek miatt
T+ Y1+ Y2 €|zo — 3,70 + 37},

T+ y; €lrg — 3r,x9 + 31|

(i=1,2). Tekintettel az U, Hy, és —x¢ + K; hamazok definiciojara és
ismét figyelembe véve, hogy xg = ﬁ, némi szdmolas utan kapjuk,
hogy
)
U=——]a3 —2a),2a —1].
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Valoban,

U —Ja(zo — 6,20 + 5|=]a (% - 5) _ e

a—1) 2(a—1)

) 5 .
“a_1) 1)]04(1—2(04—1)), 1+2(a-1)[= m]a(B—m),?a—l[c R*.
Masfelsl

(a2 - la+1)B-2a) . (a+D(2a—1)
Ht—:|(04 + 1)t +6 D) (@®+1)tT 40 2ala 1|’
és

tt + ot 200+1  t7 4+ o?tt 200+ 1

— K — _ 5 - (5

o + t :| OéQ —1 4 ) O[Q 1 + Aoy
ahol tT = MTH ést™ = M%t Ezeket az egyenlGségeket, esetbontéassal

igazolhatjuk; emlékeztetiink ra, hogy

Hy={z+y: (z,y) € D;} ahol t€]—e¢¢|

«

D, = KEU) N (—t+ éU)} x [Un(=a’t+U)].

A H; intervallum infimuma tehat

inf KEU> N <—t+ éU)} +inf [UN (—a’t+U)].

«

Itt az egyes intervallumok infimumat a ¢ > 0 esetben hatarozzuk meg:

inf [(EU) N (—t+lU)} :inflU:
o o «
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o
= — 03— 2«
2(a—1) ( )
mig
4]

2(a—1)
hiszen t pozitivitasara tekintettel az éppen aktualis intervallumot ne-
gativ irdnyban vett eltoltjaval kell metszeni, s ennélfogva a metszet-
intervallum infimuma az eredeti intervallum infimuméaval esik egybe.
A H; intervallum infimuma tehat

(a+1)(3 —2a)
2(a—1)

inf [UN (=a’t+U)] =infU = a(3 — 2a),

(a+1)(3 —2a)

g 20a—1) 7

=@+t +6

mivel pozitiv ¢ mellett t~ = 0. A suprémum pedig

sup KéU) N (—t+ %U)} +sup [UN (—a’t+U)] .

Tovabbra is a t > 0 esetnél maradva,

o[ (30 (o 20) - (+20)-

=t 204(045— 1) (20 = 1),

mig
sup [Uﬂ (—a2t+ U)] = sup (—a2t+ U) =
)
— _ 2 .z _
= at+2(a_1)(2a 1),

s ennélfogva (a t > 0 esetben) a H; intervallum suprémuma

2 (a+1)(@2a—-1) 2 +
—(a*+1)t+6 2a{a —1) =—(a"+1)t"+9

(a+1)(2a— 1)
20(a—1) 7’
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mivel pozitiv ¢ mellett 7 = ¢. A t < 0 esetben a szamolés telje-
sen hasonlo (az eltolas tehat a valos tengely mentén pozitiv iranyban

torténik):
1 1 1
inf {(—U) N (—t—{— —U)] = inf (—t+ —U) =
a a a

)
= —t—i‘m(?)—QOé),
mig
inf [Uﬂ (—a2t—|— U)] = inf (—a2t+ U) =
)

2
= ot —
TP

a(3 —2a),
s ennélfogva az infimum

(a+1)(3—-2a)
2(a—1)

(a+1)(3—2a)
2(a—1)

—(@®+ 1)t +§ =@+ 1)t +4

és igy tovabb. A ¢ +— —2L_ helyettesitéssel élve direkt szamolassal
a®—1

kapjuk a K intervallum infimumat és suprémumat is — emlékeztetiink
ra, hogy

t 1
—I——Hgit.

K, =
R I =

Most mar konnyen talalhatunk elégséges feltételt a
| = 3r,3r[C —zo + Ky,

tartalmazashoz feltéve, hogy |ys| < r. Annyit kell csupan biztosita-
nunk, hogy
ysT 4 a’ys” 5204 +1

a?—1 4

—3r >
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és egyidejtileg

ys~ + yst 200+ 1
3r < — )
"= a?z —1 + 4o

legyen, ha tudjuk, hogy |ys| < r. Mivel

ezért N ) | ’
Y3 +atys Y3 _ r
— < s
a? -1 a2—1+y3 a2—1+r
illetve )
ys~ +atysT |y

+ +<L—i—r
y3 0[2_1 :

a?—1 a2 —1

Az els6 egyenlGtlenséget tehat az erésebb

2 1
r +r_5a+

—3r >
T_ozz—l 4 7

a mésodikat pedig a szintén erGsebb

T 20+ 1
3r < — )
r < (a2_1+7’)+ P

egyenlGtlenséggel helyettesithetjiik. Figyelembe véve, hogy

a?—1
16’

r =

ezek a
0<4a’+4a+3 és 0< —4a’+8a+7

egyenlGtlenségekhez vezetnek. Az 1 < a < % értékekre azonban mind-
ketts fennall, s igy teljesiil a kivant

| —3r,3r[C —zo + K,
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tartalmazas is.

(E) Végiil belatjuk, hogy f konstans fiiggvény. Valoban, V' egy
kornyezete a nullanak, o +V C I és a bizonyitas (D) része miatt a
(8) egyenlet ismételten alkalmazhato, ha x — zg,y1,y2,y3 € V. Ekkor

Ay Ay Ay f(x) = ety +ye+ys) — fla+uy+y) — fle+y +ys)+

+f(r+y) = fl@+ye+ys)+ f@+ye) + fletys) — flo)=
= Az +y1 + y2,43) — Az +y1,y3) — Al + y2,93) + Az, 93) = 0.

Igy Székelyhidi [26] - beli 3.3 és 3.4 tételét hasznalva kapjuk, hogy az
f fiiggvény

(9) f(z) =a(x,z)+b(z)+c (x el

alaki ahol a : R? — R valtozéiban szimmetrikus, biadditiv fiiggvény,
b: R — R additiv fiiggvény és ¢ € R. (3) - ba helyettesitve f- nek
ezt az alakjat, az additivitds és a racionalis voltanak felhasznalasaval
nyerjiik, hogy

(10) 3(a+ Da(x,x) + 2b(x) = 3(a + 1)a(y,y) + 2b(y),

ahol z,y € éU. Legyen z,y € éU rogzitett. Ekkor 1étezik olyan € > 0
hogy barmely r € (1 —e,1+¢) N Q esetén rz,ry € éU. Alkalmazva
az x — rx, y — ry helyettesitést (10) - ben, majd figyelembe véve a
racionalis homogenitast azt kapjuk, hogy

30+ Da(r, 2)r? +2b(x)r = 3o+ Daly,y)r + ) (r,y € ).

Minden valos z € (1 —¢,1+¢) szam megkozelithet azonban racionalis
szamokbol allo sorozattal, igy » € Q helyére 2-t irhatunk. EbbSl mar
konnyen lathat6, hogy a(x,z) = b(z) = 0 minden = € 1U esetén. Ko-
vetkezésképpen a és b az azonosan zérus bi-, illetve additiv fiiggvények
a teljes értelmezési tartomanyon és (9) implikéalja, hogy f(z) = ¢ min-
den x € [ esetén. m
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1.3.1. Megjegyzés. Konnyt ldtni, hogy ugyancsak a konstans figg-
vények (1) megolddsai ha I C R, tetszdleges, nem szikségképpen nyilt
intervallum. Valoban, tegyiik fel példdul, hogy 0 < a :=inf I és tekint-
stk a fiigguényegyenletiinket az

I, :=la,a+¢|

intervallum folott, ahol € elég kicsi pozitiv szam ahhoz, hogy I, C 1
teljesiiljon. Tételink szerint f konstans az I, intervallum belsején,
mig az (1) figguényegyenlet az © = a és tetszdleges y € 1, belsd pont
esetén azt adja, hogy

a+y
P52 + 7 (v = @) + 10
Miwvel 0 < a, ezért \Jay is szigoruan I, belsejébe esik, s ennélfogua
2c= f(a)+c

azaz f(a) = ¢, ahol c az f figgvény (konstans) értéke az 1, intervallum
belsején. Ervelésiink azonban nem alkalmazhaté a = 0 esetén, hiszen
ekkor a geometriai kozép is eqybeesik az intervallum bal végpontjdval
és a fligguényegyenlet csupdan az

f(0) = f(0)

azonossdgot adja — az origoban tehdt a fiigguény értéke tetszdlegesen
vdlaszthato: ha I C [0,4+o00] és 0 € I, akkor minden f : I — R
megoldds dltalanos alakja

c ha >0, z€l
f(“T)_{d ha & =0,

valamely ¢ és d € R valds szamok mellett.
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2. Silyozott kozepeket tartalmazo fiiggvény-
egyenletek

2.1. Bevezetés

Bizonyos alkalmazasok szempontjaboél fontosak az olyan fliggvény-
egyenletek, melyek nem teljesiilnek a teljes valos szamtest folott, ha-
nem csupan egy bizonyos I C R nemiires, nyilt intervallumon allnak
fenn. Ekkor a megoldas egy elvileg lehetséges modja:

1. alkalmas helyettesitésekkel részintervallumokon teljesiils specia-
lis tipusu fiiggvényegyenlet felallitasa,

2. kiterjesztési tétel alkalmazésa,

3. globalis eredmények felhasznalasaval az els§ lépésben szerepld
fiiggvényegyenlet megoldésa a részintervallumokon.

Mivel a harmadik 1épésben konstrualt megoldasok altalaban fiiggnek
az I intervallum részintervallumaitol, ezért az utols6 1épés

4. az egyes részintervallumokon kapott megoldasok sszefiizése és a
megoldés szerkezetének egységes leirasa a teljes I intervallumon.

A sulyozott kozepeket tartalmazo

n

> aif(bir+(1=b)y)=0 (z,yel

1=0

fiiggvényegyenletek esetében a megoldas megkeresésének ez a modja
lehetséges. A rovidség kedvéért hasznélni fogjuk a kovetkezd jelolése-
ket.
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2.1.1. Definicié. Legyen A,:RF — R wdltozdiban szimmetrikus k-
additiv fiigguény, 1 <k és 0 <[ < k.

D(Ag)(z) = Ak(z,...,z) (z€R), D(A):= A,

k -S8zor

Ak,l<l’,y) = Ak((lf,...,l’, y’7y) (Jf,yER), AO,O = AO.
—— —\——
| -szer k-l -Szer

2.1.1. Lemma. (Székelyhidi [28]) Ha k > 0 pozitiv egész szam és
A RF — R wvdltozdiban szimmetrikus k-additiv fiigguény, akkor

DAY +1) =3 (})auten,

1=0
Altaldnosabban
k!
= Z ,'—.'Ak(xl,...,xl,...,xl,...,xl),
. / R 7 N——— N——
i1t i =k i1 -Szer iy ~SZEr
tovabbd

AZI,,ka<Ak)<O) - k'Ak(xh o 71:]4)7

ami azt jelenti, hogy a diagondlison felvett értékek egyértelmiien meg-
hatdrozzak az Ay fligguényt.

Bizonyitds. Specialisan az
Ap(xy, .o xp) =20 T

valasztéssal a lemméaban szerepld elsé két Osszefiiggés a binomidlis,
illetve a polinomialis tétel, melyeknek akar a kombinatorikus, akar
az indukciéval torténd bizonyitasa érdemi véltoztatas nélkiil miikodik
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tetszoleges k - additiv, valtozoiban szimmetrikus fiiggvény esetében.

Legyen x1, o, ..., x tetszbleges. Nyilvanvaloan csak egyetlen olyan
i1, ..., indexsorozat van, melynek egyik tagja sem zérus és

Ekkor ¢; = i3 = ... = i = 1. Ellenkezé esetben legalabb az egyik
index zérus. Jelolje I; az olyan indexsorozatok halmazat, ahol 7; = 0,
I5 az olyan indexsorozatok halmazat, ahol i = 0 stb. Legyen I, az
olyan indexsorozatok halmaza, ahol 7; = 75 = 0 stb., I;23 az olyan
indexsorozatok halmaza, ahol i1 = i = i3 = 0 sth. A logikai szita
modszerének segitségével kapjuk, hogy

KAy, wk) + > Plin,. k) + .o+ Y Plin,. i)
I Iy,

=Y P(iy,..ig) == > Plivoig) + Y Plin, i)+

Iz Ik—1 & I23
ahol
. . k!
P(Zl,...,lk) = ﬁAkCCl,...,.Il,...,xk,...,llﬁk).
T10 oo Ut N e’
i1 -SZer i, —SZer

A polinomialis formula alapjan

ZP(il,...,ik) = D(Ak)(i"l —|—:B2+...+[Ek),
I

> Pliy,... k) = D(Ap) (1 + &2+ ... + 1),
Ip)

ceey
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ZP(Zl,,Zk) :D(Ak)(£1+£2++xk),

Iz

> P(ir, ... ik) = D(AR)(&1 + &2 + &3+ 24+ ...+ 1),

I123

ahol a” operator jelentése: torold az alatta allot. Képleteink alapjan a
diagonélison felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak az A fiigg-
vényt, atrendezéssel pedig a bizonyitando

A;Ll’,ka(Ak)(O) == k"Ak(ﬂfl, RN ,ZL‘k)

Osszefiiggéshez jutunk. m

A tovabbiakban Osszefoglaljuk az algoritmus megfelel6 pontjaihoz
tartozo lényeges eredményeket. A legkritikusabbnak ting 2. kiter-
jesztési probléma megoldasa soran Péles egy kiterjesztési tételét 23]
hasznaljuk fel. Ennek az altalanos eredménynek azonban csak az

F=X=R, K=J, Y=(R,+),

0o=0, piR—>R, ¢t)=—"t (i=1,...,n)

specialis esetben ad6do verziojara van sziikség, amit a kovetkezd lem-
méban fogalmazunk meg részletesen.

2.1.1. Tétel. (Pales [23]) Legyen J C R egy nemiires nyilt interval-
lum, n pozitiv egész szam, a; és b; € R, (1 =0,...,n) 1igy, hogy

n

a; 70 (i =0,...,n); Zai:O €s bp<by<by<...<b, és

=0
bp —bi .
ci::bn_bo (it=1,...,n).
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Ha f:J — R megolddsa az

aof(u) + > aif(cu+(1—c)=0 (u,v€e )

=1

egyenletnek, akkor egyetlen olyan f:R — R Fkiterjesztése létezik az f
fiigguénynek, mely eleget tesz a

aof(u) +Zaif(cz~u—l— (1—=¢)v)=0 (u,veR)

i=1
fiigguényegyenletnek.
A 3. lépésben szerepld globdlis eredmény L. Székelyhidi [28] egyik

tétele, amit szintén csupan a G = R esetben adodo specialis alakban
fogalmazunk meg.

2.1.2. Tétel. (Székelyhidi |28]) Legyenek ¢;, ;i R — R additiv leké-
pezései az R valds szdmtestnek 6nmagdra gy, hogy

(11)Rg (j0; —pjop; ) =R ha i#j (i,j=12...,n),

ahol Rg a leképezés képterét jeloli. Ha az f:R — R (i =0,1,...,n)
figguények eleget tesznek az

fo(z) + Zfz’(%’(x) +¢i(y) =0  (z,y €R)

egyenletnek, akkor léteznek szimmetrikus Al:R* — R k-additiv fiigg-
vények (k=0,1,...,n—1; i=0,1,...,n) gy, hogy

-1

fix)=> D(A)(x) (i=0,1,...,n) (z€R).

k=0

3
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A részintervallumokon kapott megoldasok Gsszeftizésének 4. prob-
léméjahoz pedig a kovetkezd eredményt fogjuk felhasznalni, mely szerint
egy nemiires nyilt / C R intervallumon értelmezett lokélisan polino-
mialis fiiggvény, a teljes I intervallumon polinomialis. Az eredmény
[26] 3.3. Tételének az (R,+) csoportra vonatkozd speciélis esete,
onallo bizonyitéassal.

2.1.3. Tétel. (Székelyhidi [26]; Varga, Vincze [33]) Legyen f:1 — R,

és tegyik fel, hogy f lokdlisan polinomidlis az I intervallumon, azaz
barmely & € I esetén létezik olyan € > 0, hogy

flz) =) DA)(z), weJe:=l¢—eé+elC ],
k=0

ahol Ai: R¥ — R wdltozdiban szimmetrikus k-additiv figguény, k = 0,
., n. Ekkor f globdlisan polinomidlis az I intervallumon, azaz

flx) =) D(A)(z), =z€l,

ahol Ay: R — R egyértelmien meghatdrozott vdltozdiban szimmetri-
kus k-additiv fiiggvény barmely k =0, ... n-re.

Bizonyitds. Tekintsiink egy f:1 — R fiiggvényt. Legyen & és
& € I. Tegyiik fel, hogy €1, €2 > 0 gy, hogy

&G —en & +alCl, & —e,6+ealC

tovabba

f(x) = ZD(Ak)(x) r €l —e1,& + e
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és
n

f@) =) D(Bi)(x) = €J§— 2,8+ &
k=0

ahol Ay és By:R¥ — R (k = 0,...,n) valtozoikban szimmetrikus
k-additiv fliggvények. A bizonyitas a kovetkez6 két esetre bonthato:

L J&—en&+ealNé—eéb+el#0

IL & —e1,& +eanN]ée — 62,8 +e2[= 0.

I. Az egyszeriibb irasmod kedvéért jelolje a

161 —e1,&+e1] ésa & —e,& + 69

intervallumok metszetét M. Ekkor M nyilt intervallum és
(12) > D(Ap)(x) =) D(B)(z) (v €M)
k=0 k=0

Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy (12)- bél

(13)  D(Ap)(z) = D(Bi)(z) (xeM), (k=0,...,n)
kovetkezik. Ezt kovetGen igazoljuk, hogy (13) fennallasa esetén
(14) D(Ag)(z) = D(Bg)(z) (x€R), (k=0,...,n)

teljesiil, mely implikalja, hogy

n n

f(x) = D(A)(@) =) D(By)(z) (x€l).

k=0 k=0

Elsd lépés. Tegyiik fel, hogy (12) fennall és legyen x € M rogzitett.
Ekkor létezik olyan € > 0 szam, hogy barmely r €|1 — ¢, 1 + ¢[NQ
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esetén rx € M. Alkalmazva az x — rz helyettesitést (12)-ben, majd
figyelembe véve a racionalis homogenitast azt kapjuk, hogy

(15) > r*D(Ap)(x) =) r*D(By)(x).

Minden valos z €]1—¢, 14-¢[ szam megkozelithets racionalis szamokhol
allo sorozattal, igy r € Q helyére z-t irhatunk. Ebb6l méar kénnyen
lathato, hogy teljesiil (13).

Madsodik lépés. Legyen y € R, y # 0 tetszéleges. Ekkor van olyan
r € Q, hogy ry € M. Figyelembe véve (13)-mat

*D(A)(y) =" D(By)(y)  (k=0,...,n).

Igy
D(A)(y) = D(Bx)(y) (k=0,...,n),

mely konnyen lathato, hogy y = 0 esetén is teljesiil.
IT. Tegyiik fel, hogy & < &. Ekkor léteznek

$1,...,$m€[€1,£2], 1< ...< Ty

pontok tgy, hogy
[51752] - U:iljx”

ahol f altalanositott polinom minden egyes J,, :=|z; — 0;,x; + &
intervallumon valamilyen §; > 0 (¢ = 1,...,m) esetén és teljesiilnek a

16 —e1,& +eaNag — 6,21 + 01 [#0

J2i = 6 i + 6i[N]Tip1 — 01, T + 0 [0 (i=1,...,m—1)
]'rm - 6m7 L + 5m[m]£2 - 62752 + 62[# @

feltételek. Ekkor I. felhasznalasaval a bizonyitas teljes. m
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2.2. A fuggvényegyenlet megoldasanak menete

Ebben a fejezetben az ismertetett algoritmus segitségével meg-
hatérozzuk azoknak az f:I — R fiiggvényeknek az altalanos alakjat,
melyek kielégitik a

n

(16) Zaif(bix + (1 =b)y)=0 (z,yel)

=0

silyozott kozepeket tartalmazé fiiggvényegyenletet, ahol a; € R és
b; €]0, 1] tetszdleges paraméterek, (i = 0,...,n), I pedig a valos sza-
megyenes egy nemiires, nyilt intervalluma. Ha a fiiggvényegyenletben
valamely 7 indexre b; = 0, vagy b; = 1 is megengedett (a; # 0 mellett),
akkor az ismeretlen fliggvény explicit modon kifejezhetd az egyenletbdl
és a 2.1.1. kiterjesztési tétel, illetve a 2.1.2. Tétel kozvetleniil alkal-
mazhatd. Most azonban nem ez a helyzet. Tovabbi nehézség forrasa,
hogy az egyenlet csak egy pozitiv hossziisagi nyilt intervallumon all
fenn.

Az egyenlet nemtrividlis megoldasait a > ja; = 0 feltétel mellett
kereshetjiik, hiszen y helyére = - et irva

n

(Zai>f(x) —0 (zel)

i=0
adodik.

Masfeldl, ha b; = b; valamely 4, j indexekre, akkor az egyenlet redukal-
hato.

Az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik tehat, hogy

(17)@1#0(7,:0,,71)7 ZCLZ:O és by < by <by<...<by,

=0
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ahol 2 < n. Legyen tovabba - a (17) feltételek mellett -

b, — b; B
ci = - (t=1,...,n)
és b b
B :zl—ci:b;:b(; (i=1,...,n).

A tovabbiakban, hacsak mast nem mondunk a (16) fiiggvényegyenlet
paramétereirdl mindig feltessziik a (17) - ben 6sszefoglalt tulajdonsa-
gokat.

2.2.1. Lemma. (Varga, Vincze [33|) Ha f:I — R kielégiti a (16)
fiigguényegyenletet, akkor barmely & € I-hez létezik € > 0 gy, hogy az

(18) aof () + 3 af(eu+ (1 - c)v) =0

i=1

egyenldség fenndll barmely u,v € Je :=] —e,& + e[C I esetén.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a (16) egyenletben az

(19) u— box + (1 — b))y, v —byx+ (1 —05,)y (z,y) € I

helyettesitést. Tulajdonképpen ezzel a helyettesitéssel egy linearis
transzforméaciot hajtunk végre. Ennek a transzforméacionak a matrixat

jelolje
by 1=
P 1ln)

A széban forgd linearis transzforméacio regularis, mivel

det P = by — b,
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és feltettiik, hogy az b; €0, 1] paraméterek paronként kiilonb6zé valos
szamok. Ekkor

. u 1—b0 -
det deet(v 1_bn)u—ubn—v+bov
és ;
U
dal@:&ﬁ(i U):%v—m%
igy
det P, u— ub, — v+ byv
xr = =
det P by — by,
és

_det P, bov —byu
det P bg—b,

Y

A fentiek miatt

u — ub, — v+ byv bov — b,u

T+ ( )y — +( )bo—bn
bbby byt biby bt bibotbo—biby b=y bo—bi
n by — by, by — by, bo—b, by—by,

igy a (16) egyenlet

(20)  aof(u) + > aif(cu+(1—c))=0 (u,v) € P(I*)

=1

alakban frhat6, ahol a P(I?) halmaz az I képe a (19) helyettesités
utan. Mivel minden reguléris linearis transzforméacié nyilt leképezés

S ()-(2) e

diag I* := {(£,€) | § € I}

igy a
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halmaz minden pontja belss pontja P(I?)-nek. A belsé pont fogalma
miatt ez azt jelenti, hogy barmely £ € I esetén van olyan ¢ > 0, hogy

1€ —¢,&+elPc P(I?).

Masfelsl P(I?) C I?, ugyanis u és v is = és y konvex kombinacioja.
Ezzel belattuk, hogy a (18) egyenléség fennall minden

u,v € Je = —e, & +e[C ]
intervallumon. m

2.2.1. Tétel. (Varga, Vincze |33]) Az f:I — R fiigguényre ponto-
san akkor dll fenn (16) (minden x,y € I esetén), ha léteznek olyan
eqyértelmien meghatdrozott szimmetrikus k-additiv

AR R (k=0,1,...,n—1)

fiigguények, melyekre

(21) f@) =S DA)E) (cel)
(22) zn: CLiAk’k_l(S, tﬁz) =0 (S, t e R)

i=1
bairmely k=1,...,.n—1,1=1,....k, n > 2 esetén. Ha n =1 akkor,
(21) miatt f konstans fiigguény.

Bizonyitds. Legyen az f: I — R fiiggvény egy megoldasa a (16)
fiiggvényegyenletnek és & € I rogzitett. Tekintettel a 2.2.1. Lemmaéra
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a Pales-féle kiterjesztési tétel (Id. 2.1.1. Tétel) segitségével kapjuk,
hogy létezik f:R — R kiterjesztése f-nek tgy, hogy az

(23) aof(u) + > aif(cu+ (1 —c)v) =0

i=1

egyenldség fennall minden u,v € R esetén, ahol

raadasul f(u) = f(u) ahol u € Je :=|¢ — &,€ + £[C I valamely € > 0
pozitiv szamra. (23)- ban az

uw—s, valamint v—s—t (u,v€R)

helyettesitéseket végrehajtva

(24) aof(s)+ Y aif(s—t(1—¢;)) =0 (s,t €R).

i=1

adodik. A (17) - ben leirt feltételek miatt ez az egyenlet ekvivalens az
(25) F&)+ > S f(s—t(1—c)) =0 (s,teR).

egyenlettel, amire alkalmazhatjuk Székelyhidi tételét (1d. 2.1.2. Tétel)
a kovetkezd jelolések mellett:



Ko6nnyti ellendrizni, hogy a tétel feltételei (17) miatt teljesiilnek, tehat
vannak olyan Ai: RF =R (k=0,1,...,n—1) szimmetrikus k-additiv
fiiggvények,melyekre

3
—

(26) fla) =) D(A})(z) (v €R).

e
Il

Emlékeztetiink arra, hogy & tetszéleges volt, s igy f = f | lokalisan
polinomiélis. Az 2.1.3. Tétel értelmében viszont egy lokalisan polino-
miélis fiiggvény globdlisan is az. Kapjuk tehat, hogy

fl@) =) D(A)(z) (x€I),

k=0

valamely A;:RF — R (k= 0,1,...,n — 1) szimmetrikus k-additiv
fiiggvényekre. f-nek ezt az alakjat visszahelyettesithetjiik (25)-be:

> D406 + 3 L (X DA 11 -a)) =0 (.1 €R)

mely ¢p := 1 mellett

(27) Zai<iD(Ak)(s—t(1—ci))>—O (s, €R)

1=0

alakban irhato. Az 2.1.1. Lemma és a (17) feltételek felhasznalasaval
kapjuk, hogy

Zm( 3 D(A)(s — (1 — cz))> _
= ag nz_‘i D(A)(s) + i“(nz_:l D(Ap)(s — t(1 - cl))> _



1

n—1

ao( Ao+ D(A)(5)) + Ao D atdar Y DA (s—t(1-c)) =

k

n
1

i
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k=1
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igy figyelembe véve az egyenldségsor elejét és végét (27) miatt

n n

(28) > ai 3 (zk: (’;)(—1)1Ak,k_l(s,t@))> —0 (s,t€R),

=1 k=1 I[=1

ahol B, :=1—¢; (i=1,...,n). Legyenek z,y € Q racionalis szamok.
Az s helyére xs - t, t helyére yt - t helyettesitve és a k-additiv fiigg-
vények racionélis homogén tulajdonsagat felhasznalva kapjuk, hogy

Zal( ~ (> (’;) (—l)lxk_lylAM_l(s,tﬁ,))) —0 (s, t€R).

n n k
i=1 k=1 I=1

Minden z, w € R szam approximalhat6é azonban racionalis szamok
sorozataval, igy a fenti egyenlGség bal oldalan allo kifejezés a z és w
valtozok egy polinomjanak tekinthets. Mivel barmely z, w € R mellett
nullat kapunk, ez az azonosan zér6 polinom, tehat

(29) > aidpra(s t8;) =0 (s, t €R)
=1

teljesiil minden £k =1,... ., n—1ésl=1,...,k esetén, tekintettel arra,
hogy n > 2. Az &llitas megforditasa trividlis. m

2.2.1. Megjegyzés. k =1 esetén (22), figyelembe véve, hogy [, = 1
az

n—1
(30) anAi(t) + ) aiA(tB) =0 (tER)
i=1
egyenletre redukdlodik, mely bevezetve az oy := = (i = 1,...,n —1)

jelolést, ekvivalens a

n—1

(31) Ai(@)+ ) aiAi(Bz) =0 (z €R)

i=1
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fugguényegyenlettel. Ha ennek az egyenletnek létezik nem azonosan
zérus additiv megolddsa, akkor a (16) egyenletnek is van nem azonosan
zérus f megolddsa. A k =2 esetén (22) a

Z aiAQ(S, tﬂl) =0
i=1

n (S,t € R)
> a;i A (tBitBi) = 0
i=1

eqyenletrendszert adja az f megoldds elddllitdisdban szerepld biadditiv

tagra.

A megoldhatoséag elsérendi (31) feltételét Dardezy - féle fiigguény-
egyenletnek nevezziik és a harmadik fejezetben vizsgaljuk meg rész-
letesen. Fontossagat — tobbek kozott — annak készonheti, hogy ha a
masodrendii feltételben szerepls egyenletrendszer elsé tagjat alaposab-
ban megnézziik, barmely rogzitett s valtozd esetén egy az elsérendi
feltételt teljesité additiv fliggvényt kapunk, azaz ha az els6rendii fel-
tétel csak és kizarolag az azonosan zérus additiv fiiggvénnyel elégithetd
ki, akkor a magasabb rendii feltételek is és a kiindulo stlyozott kozepe-
ket tartalmazo fiiggvényegyenletnek csak konstans megoldasai vannak.
Maésfel6l azonban, ha van példaul nem azonosan zérd biadditiv rész
a megoldasban, akkor additiv részt is lehet konstrualni és ugyanez a
helyzet a magasabb rendii feltételekkel — nem azonosan zérus Ay szim-
metrikus £k - additiv (k > 2) megoldas létezése (alkalmasan rogzitett
valtozok mellett) maga utan vonja az alacsonyabb rendi feltételeket
kielégit6 Ay, ..., Ap_1 fiiggvények létezését. Ezt a kovetkezGképpen
lathatjuk be. Legyen k rogzitett; az A, fiiggvényre vonatkozo egyen-
letrendszer

ZaiAk( S,...,8 ,t03;) =0,
i=1 v

(k—1) -Szer
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n n

ZazAk( S,y S 7tﬁutﬁl) = 07 "'7ZaiAk(Su 7tﬁi7 SR atﬁ’b> = 07

(k—2) -Szer i=1 (k—1) -Szer

=1 Y

= k -szor

Az utolsé egyenletet kivéve, minden egyes egyenletnek a bal oldala
felfoghato, mint az elsé k — [ valtozo (I = 1,...k — 1) szimmetrikus,
(k—1)-additiv fiiggvénye, melynek diagonalisa azonosan zérus. A 2.1.1.
Lemma szerint azonban a diagondlison felvett értékek egyértelmiien
meghatéarozzak a (szimmetrikus, valtozoikban additiv) fiiggvényeket,
tehat

Z a;Ag(s1, ..., Sp—1,t0;) =0,
i=1

n

ZA ge e ey _,t i?ti :O,..., zA ,t i7-~'7ti =0
> a;Ai(s1,. . Sk, 165, 15) > ai (s, 1B, 1)

i=1 =1 (k—1) -Szer

irhato, ahol sy, ..., sp_1 és t € R tetszbleges valos szamok. Ha az els6
valtozot rogzitve tartjuk, akkor ezek az egyenletek éppen azt jelentik,
hogy az

Ap_1(82,. .., 8k) = Ag(s1, 82, .-, Sk)

szimmetrikus (k — 1)-additiv fiiggvény eleget tesz a (k — 1)-edrendii
feltételeknek. Mivel s; tetszélegesen rogzithets, ezért nem azonosan
zérus A, monom létezése implikalja nem azonosan zérus A;_; monom
létezését is a megoldofiiggvényt elGallitd Osszeg tagjai kdzott. A ma-
gasabb rendi feltételek diszkusszidjat azonban csak az n és a kiilsg
a; paraméterek specialis valasztasa mellett végezziik el a kdvetkezd
fejezetben.
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2.3. Nem azonosan zérus biadditiv megoldas léte-
zése

2.3.1. Tétel. (Varga [30]) Legyenek by, by, be, bs €]0, 1] pdronként kilon-
bozd valos szdmok gy, hogy by < by < by < b3 és tekintsik az

[ (box + (1 =bo)y) + f (bsz + (1 = b3)y) =
= f(bir + (1= b1)y) + f (bar + (1 — b2)y)

fiigguényegyenletet eqy nemiires, nyilt I intervallumon értelmezett f: [ —
R ismeretlen fiigguvénnyel. Ha by+bs # by +bs, akkor a fiigguényegyen-
letnek csak konstans megolddsai vannak, mig a

bo + b3 = by + by
esetben a megoldas dltaldnos alakja
f(x) = Ag(z,2) + Ay(z) + Ay (z € 1),

ahol Ay, illetve A1: I — R rendre tetszdleges konstans, illetve additiv
fiigguény (Jensen-affin rész) és az Ay: R* — R szimmetrikus, biadditiv
fiigguény kielégiti az

Ag(bo[lf, bgﬂf) = Ag(blﬂf, bgﬂf) (23 € R)
feltételt.

Bizonyitds. A tételben szerepld fiiggvényegyenlet (16) tipust egyen-
let n =3, a9 = a3z = 1, a1 = as = —1 mellett. igy az 2.2.1. Tétel miatt
f pontosan akkor megoldasa az egyenletnek, ha léteznek szimmetrikus
A RE = R (k= 0,1,2) k-additiv fiiggvények a

—Ai(tB1) — Au(tB2) + Ai(tB3) =0 (2 € R)
(32)  —As(s,t8:) — As(s,t8s) + As(s, 1s) =0 (z € R)
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(33)  —Ax(tB,t51) — Aa(tfBa, 132) + Ax(tfs, tf3) =0 (z € R)
tulajdonsagokkal, hogy

f(z) = As(z,2) + A1(x) + Ay (z € 1).
Emlékeztetiink ra, hogy
b —bo
b3 —by’
azaz (53 = 1. Mivel az Ay-re vonatkoz6 masodrendii feltétel (32) egyen-
lete formailag az A;-re vonatkozo elsérendii feltétel, az utébbival kiilon

nem foglalkozunk. A, mindkét valtozojaban additiv, igy (32) ekviva-
lens az

Bi

1=1,2,3,

AQ(S,t(ﬁl + ﬂg — 63)) =0 (S,t S R)
egyenlettel. Kénnyt latni, hogy ez pontosan akkor 4ll fenn nem azono-
san zérus As esetén, ha () + (B — B3 = 0; mely feltétel a 3; paraméterek
definicidja miatt ekvivalens azzal, hogy

(34) bo + bg - bl + bQ.

Ez tehat egyuttal azt is jelenti, hogy ha by + b3 # by + by, akkor
sem az elsG, sem pedig a masodrendii feltétel nem elégithetd ki, csak
az azonosan zér6 additiv, illetve biadditiv fliggvényekkel, az f tehat
konstans. MasfelSl, ha by + by = by + by, akkor az elsérendii feltétel
és (32) is automatikusan teljesiil tetszéleges additiv, illetve biadditiv
fiiggvénnyel. Meg fogjuk mutatni, hogy a by + b3 = by + by feltétel
mellett (33) ekvivalens az

Ag(bol', bgl‘) = Ag(bll', bgl‘)
egyenlgséggel. Valoban, (33) - ban a f3; paraméterek definiciojat hasz-
nalva, majd a ¢ helyett (bs — by)t - t irva kapjuk, hogy

2

(35) > As((bs — bo)t, (bs — bo)t) — Az((bs — bo)t, (bs — bo)t) =0

=1
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barmely t € R esetén. Mivel Ay valtozoiban szimmetrikus, biadditiv
fiiggvény

As((bi=bo)t, (b;—bo)t) = Aa(bit, bit)—2As(b;t, bot)+Aa(bot, bot) (t € R)
fennall i = 1,2, 3 esetén. Ezt (35)- ben felhasznélva
Ay(bot, bot) + Aa(bit, bit) + Ag(bat, bat) — As(bst, bst) —
—2As(b1t, bot) — 2A5(bat, bot) 4+ 2As(bst, bt) = 0
kovetkezik. Innen a (34) szerint ad6do
As(bot, bot) = Aa((b1+ba—b3)t, bot), As(bit,bit) = Aa((bo+bs—b2)t, bat),
Ay (bat, bat) = As((bo + b3 — by)t, bat)

egyenlGségeket és Ay biadditivitasat hasznalva 6sszevonas utéan kapjuk,

hogy
Ag(bol‘, bg[L‘) = Ag(bll', bQIL‘) (i’ € R),

ami bizonyitandé volt. m

Kénnyt’i létni, hOgy haO < by < by <by <by<1és b0+b3 = b1—|—b2,
akkor az

(a) A (pe,0) =0 (z€R)

(b) Ag(bol’, bgl’) = Ag(bll’, bgCL’) (.T € ]R)

tulajdonsagok ekvivalensek. Valoban, (a) = (b) a kovetkezd modon
lathato: minden = € R esetén (a) nem méas, mint az

by — bs B
Aoy <b1_b0x,x) =0

egyenlet. Ha x helyett (by — bo)x - t helyettesitiink, akkor
AQ((bl — bg)l', (bl — bo)ZL‘) = 0.
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Innen A, biadditivitasat felhasznalva (34) szerint
As(bi, (bs — by)x) = Az(bsz, (b1 — bo)x)

kovetkezik. Ismételten A, biadditivitasara hivatkozva pedig (b)- t kap-
juk. A (b) = (a) implikacioé hasonléan igazolhato. Az alabbi lemma
segitségével most mar példat tudunk adni olyan megoldasra, melynek
biadditiv része nem tiinik el. A lemma kozvetlen kovetkezménye az
1. és 2. lemméanak |7]- ben, mely Dardczy ismert tételén alapszik [8];
lasd még Kuczma [16].

2.3.1. Lemma. (Daroczy, Lajko, Lovas, Maksa, Pales |7]) Pontosan
akkor létezik nem azonosan zérus szimmetrikus As: R? — R biadditiv
fiigguény, mely rendelkezik az

Ay(Ax,z) =0 (z € R)

tulagdonsdggal, ha X\ transzcendens szdam wvagy ha N olyan algebrai
szam, amelynek algebrai konjugdltja —\.

2.3.1. Példa. Legyen ¢ > 1. Ekkor a
1 1 1 b 2e — 1

boz— 3 = — blz— o =
2ce’ c’ ce’ 2ce

vdlasztas mellett (e az Euler-féle szim) by + by = by + by és a 2.3.1.
Lemmdban szerepld

. 1-— (bg/bl) .
=T oy

szdm transzcendens. Iqy létezik az

f (bow + (1 = bo)y) + f (bsz + (1 = b3)y) =
= f(biz+ (1 =b)y) + f(baz + (1 = ba)y)

A
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fuigguényegyenletnek
f(x) = Asy(z,z) + Ay(x) + Ay (x € 1)

alaki megolddsa, melynél Ay nem az azonosan zérus szimmetrikus bi-
additiv fiigguény.

A példak sorat konstrualhatjuk meg annak az egyszerti észrevétel-

nek a segitségével, hogy ha b3 /by és by/by koziil pontosan egy transz-
cendens, akkor
N Y

"~ 11— (bo/by)

is transzcendens.
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3. A Daro6czy-féle probléma

3.1. Daro6czy tétele

A masodik fejezet 2.2.1. Megjegyzésében leirtak miatt célunk a
(31) fiiggvényegyenlet nem azonosan zérus additiv megoldésainak léte-
zésére sziikséges és elegendd feltételeket adni. Dardczy ezt az n = 2
esetben megoldotta.

3.1.1. Tétel. (Daroczy [8]) Régzitett o # 0, 3 valds paraméterek mel-
lett az

(36) A(z) + aA(fz) =0 (z € R)
fiigguényegyenletnek pontosan akkor van nem azonosan zérus A:R —
R additiv megolddsa, ha

1
vyi=—— és (3
!

transzcendens szamok vagy algebratak ugyanazzal o definidlo fopoli-
nommoal.

3.1.1. Megjegyzés. A (36) egyenlet ekvivalens az
A(Bx) = yA(z) (z € R)

egyenlettel. Ezt a tovdbbiakban gy fejezzik ki, hogy a nemtrividlis me-
golddsok sziikségképpen szemihomogének. Ldtni fogjuk, hogy j6 moti-
vdcid a (31) egyenlet nem azonosan zéré szemihomogén megolddsdnak
létezésére feltételeket keresni tetszdleges n € N esetén.

A kovetkez6 lemma megvilagitja a Daroczy-féle tételben szerepld
algebrai feltétel hatterét. A tovabbiakban Q(z) a Q racionélis szam-
test € R elemmel vald testbovitéseét jeloli, Q[x] pedig a racionalis
egyiitthatos egyvaltozos polinomok gytirtjét.
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3.1.1. Lemma. Rdgzitett o, 3 valds paraméterek mellett a (36) fiigg-
vényegyenletnek pontosan akkor van nem azonosan zérus A:R — R
additiv megolddsa, ha létezik

0:Q(B) — Q(«) testizomorfizmus gy, hogy 0(3) = —é.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy ha az A:R — R nem
azonosan zérus additiv fiiggvény megoldasa (36)- nak, akkor létezik

1
3:Q(B) — Q(«) testizomorfizmus ugy, hogy 6(3) = -

1
Korabban megjegyeztiik, hogy a v := —— jelolés mellett (36) ekviva-
a

lens az

A(fz) =~vA(x)  (z €R)
fiiggvényegyenlettel. Most x helyére Sz-et helyettesitve

A(F%r) = *A(x)
adodik és n szerinti teljes indukcioval konnyen belathato, hogy
A(f"r) =~"A(x) (z € R).

Mivel A additiv (és ennélfogva racionalis homogén) azt kapjuk, hogy
ha p € Q[z], akkor

(37) A(p(B)z) = p(7)A(z) (z €R).

Masfelsl, ha ¢ € Q[z] gy, hogy ¢(3) # 0, akkor

(38) A (ﬁ) _ ﬁfl(:c).
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Valoban, (37) miatt

A(q(P)z) = ¢()A(x) (2 € R).

Az x- et kicserélve ﬁ— val ez az egyenlet

A6 = a4 ()

alakban irhato. Mivel A nem azonosan nulla, van olyan xo € R, melyre
A(zo) # 0. Ez azt jelenti, hogy

0 # q(v)A(%),

melybdl kovetkezik, hogy q(v) # 0 és igy (38) fennall. Tekintettel

(37)- re és (38)- ra
bB) N o),
. (Q(ﬁ) ) Q(a)A( )

teljesiil minden z € R esetén.
Tekintsiik most a

s com) - Bl eam (= o)

leképezést. Emlékeztetiink ra, hogy v := —(1/a). Konnyti latni, hogy
0 joldefinialt, mivel ha A nem azonosan zérus és

p(B) _ 0B _ 5
qB) a3

akkor



egyenlGségekbdl )
p(y) _ p(v)

q(v)  dly

~—

0

kovetkezik. Legyen most
p(3) P'(P)

§i=—= és t:=

q(9) q¢(8)

Ekkor

_ (p(B) PP (rd' +P'9)(B) _
““”*”(am*qwﬁ 5( @ﬁ@))

_ wd +vd(y) _r(n) , P'0) _
=Tt ) T =00

)= (22 ) 6(t),

azaz ¢ izomorfizmus a Q(3) és Q(«) testek kozott. A

p(t) =t q(t) =1

valasztassal pedig kapjuk, hogy

valamint

Megforditva, legyen

0:Q(8) — Q(«) izomorfizmus gy, hogy §(5) = ——.
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Tekintsiik R- et, mint Q(/3) feletti vektorteret és jelolje e vektortér egy
bazisat H. Legyen A:R — R olyan, hogy ¢; € Q(f) és h; € H esetén
tetszoleges x = ). c;h; valos szamra

Az) = Z 6(cj)A(hy),

ahol A értékei a bazis elemein énkényesen valaszthatok. ¢ additivitasa
maga utdn vonja A additivitasat és

A(Br) = A eghy) = 3 8(6e,) Alhy) =

1
= Z 5(8)8(c;) Alhy) = == 8(¢;)Alhy) = ——A(x)
teljesiil minden = € R esetén. =m

3.1.1. Kovetkezmény. Tetszdleges (3, v valds szamok esetén, ponto-
san akkor létezik

3:Q(B) — Q(~) testizomorfizmus, melyre 6(3) = 7,

ha B és 7 is transzcendens szdm vagy mindkettd algebrai szdm ugya-
nazzal a definidlo fépolinommal.

Daroczy a (31) fiiggvényegyenlet nem azonosan zérus additiv me-
goldésanak létezésére adott sziikséges és elegendd feltételt az n = 2
esetben gy, hogy a feltételeket a paraméterek algebrai tulajdonsagaval
fogalmazta meg. Mi is ezt kiséreljiik meg tetszGleges n > 3 egész szdm
esetén az (aq,..., Q1) és (B1,...,Bn—1) paraméter (n — 1)-esek alge-
brai tulajdonsagainak segitségével.
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3.2. A testizomorfizmus-probléma

ElGszor egy észrevételt tesziink a definidlé polinomokrol. Jol is-
mert, hogy ha A € R, akkor a Q[z]| polinomgytirt

Z(A) :=={peQlz][p(A) =0}

idealja egy elemmel generalhato, azaz létezik py € Z(\) ugy, hogy bér-
mely p € Z(\) esetén van olyan ¢ € Q[z] polinom, hogy p = py-q (azaz
minden ideal f6ideéal). Ez azonban a tobbvaltozos polinomgyiirtikben
mér nem all fenn.

3.2.1. Példa. Tekintsiik a kétvdltozos Q[z1, xe] polinomgyirit és legyen
példaul
pla,y) = (2" = 2)(y* = 3) és q(z,y) :==2"y" - 6.
Eldszor megmutatjuk, hogy q irreducibilis. Tegyiik fel, hogy
q(z,y) = g(z, y)h(z,y)

bizonyos raciondlis egyiitthatos g és h polinomokkal. Régzitve példaul
az elsd wvdltozot, mint eqy tetszdleges m egész szamot,

q(m,y) = g(m,y)h(m,y)

irhato, ahol az egyenlet jobb oldaldn szerepld mindkét polinom raciond-
lis egytitthatos polinomja az y vdltozonak, mig a bal oldalon egy olyan
masodfoki polinom dll, melynek gyike a

1 /6
= —4 —
my m

szdam, azaz g(m,ty,) =0, vagy h(m,t,,) = 0. Megszdmldlhatéan végte-
len sok m esetén (példdul végigfuthatunk a 6 pdros hatvdnyain) felte-
hetd, hogy h(m,t,,) = 0. Mivel t,, irraciondlis és ennélfogua mdsod-
foki algebrai szam, azt kapjuk, hogy h(m,y) az y vdltozénak legaldbb
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masodfoki polinomgja. Ez azt jelenti, hogy g(m,y) = konstans (y €
R), azaz a mdsodik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja Dog(m,y) = 0
megszdamldalhatoan végtelen sok m esetén. Dog(x,y) viszont x - nek
polinomja (véges sok gyokkel), azaz Dag(x,y) = 0. Kapjuk tehdt, hogy

q(z,y) = g(x)h(z,y).

Tetszdlegesen rogzitett x mellett mindkét oldalt y polinomjdnak tekintve
a konstans tagok dsszevetése mutatja, hogy g(x) maga is konstans po-
linom.

Ekkor (¥/2,V/3) € R? egyardnt zérushelye p-nek és q-nak, q irredu-
cibilis de nem osztoja p-nek.

3.2.1. Definicid. Legyen m pozitiv egész szam és tekintsik az R™
rendezett valos szdm m-esek halmazanak

Xi= (AL Am) 65 1= (1. .., i) elemeit.
(1) A Q[zy,...,xm] polinomgyird

IN) :={peQzr,....zm] | pA1,..., Am) =0}

idedljdt a X = (A, ..o, A\m) definidlo idedljanak nevezziik. Spe-
cidlisan, ha

X:(Al,...,)\m)

definidlo idedlja csak az azonosan zérd polinomot tartalmazza,
akkor az mondjuk, hogy

(A, eey Am)

szam m-es algebrailag fliggetlen. Eqgyébként algebrailag fliggonek
mondjuk.
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(i) Ha X és ji definidld idedlja ugyanaz, akkor azt mondjuk, hogy X
és [i algebrailag konjugdltak.

3.2.1. Megjegyzés. Az m = 1 specidlis esetben az Z(\) idedl egy
elemmel generdlhato (N definidlo fopolinomja), valamint X és 11 alge-
brailag konjugdltak ha mindkettd transzcendens, vagy mindkettd algeb-
rai €s definidlo fopolinomjuk ugyanaz.
A koordindtasik (v/m,2m + 1) pontjinak koordindtdi példdul alge-
brailag fliggdk Q folott, mivel a nem azonosan zéro
P(z1,79) = 227 — 29 + 1

polinom eltinik, ha ©1 = /7 and xo = 2w + 1. Algebrailag fiiggetlen
elemrendszerekre a Lindemann- Weierstrass tétel 3| segitségével kon-
strudalhatunk példdat: ha oo, ..., o, algebrai szamok és linearisan fiig-
getlenek a Q szdmtest felett, akkor

e e

algebrailag fiiggetlen szdm n - es.

A kovetkezs lemma altalanositasa a 3.1.1. Kdévetkezményben sze-
repld észrevételnek.

3.2.1. Tétel. (Varga, Vincze [33|) Legyen 2 <n € N,

—

A= (A1, Am1) €s = (pa, .oy fhn—1)

tetszoleges R 1-beli elemek. Pontosan akkor létezik

5:(@(#17 s 7/“[/”*1) - Q()\la s 7)\1171)

testizomorfizmus gy, hogy

ha X és i algebrailag konjugdltak.
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Bizonyitds. A bizonyitas soran a 3.2.1. Definici6 jel6léseit hasz-
naljuk, azaz (1, .., tn-1) € (A1,..., Ap_1) definidlo idealjat rendre
Z(ji)- vel és Z(X)- val jeloljiik. Mivel testizomorfizmusrol van szo,
minden ¢ € Q esetén d(q) = g.

Igy azt kell belatnunk, hogy w, k € Q[z1, ..., 7, 1] és k ¢ I(ji) esetén
a

(39)

_ w(,ul,. .. 7,U/n—1) - 5(2) ': U)()\l,. . -7>\n—1)7
k'(,ul,...,ll,n,1> k<)\17--~7)\n71>

leképezés pontosan akkor joldefinidlt, ha Z(i) = Z(\). ElGszor azt
igazoljuk, hogy ha Z(i) = I(X), akkor (39) joldefinialt. Egyrészt
ugyanis a definialo idealok egyenlésége maga utéan vonja, hogy ha k ¢
Z(f), akkor k ¢ I(X) Masrészt legyen z € Q(u1, ..., fn—1), mely
elsall
(40) L bl pnr) wlpn - )
q(pay - pnm1)  k(pa, .oy )

alakban is valamely p, ¢, w, k € Q[za,...,z, 1] esetén, ahol ¢, k ¢
Z(ji). Tgazolnunk kell, hogy ha Z(ji) = Z(X), akkor

pPAL A1) w(An, e Al)

41 = .
41 ¢ A1) RO, )

A (40) elsallitasbol kovetkezik, hogy

(pk - MQ)(/'LL v 7[’671—1) - 07

ami azt jelenti, hogy pk —wq € Z(ji). Figyelembe véve az Z(ji) = Z(X)
egyenlGséget kapjuk, hogy

(pk — wq)(A1,. .., A1) = 0.

Mivel ¢, k & Z(ji) és Z(ji) = Z(X), ezért q, k ¢ Z(X) és keresztbe-
osztéassal (41) egyszertien kovetkezik. Konnyd igazolni (v.6. 3.1.1.
Lemma bizonyitasa), hogy ¢ testizomorfizmus a kivant tulajdonsaggal.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy 0 testizomorfizmus és
Ekkor 0 a (39) képlet szerint hat. Mivel 6(0) = 0 a p € Z(ji) feltétel

implikalja, hogy p € Z(X). Ezzel igazoltuk, hogy Z(7) C Z(X). A &

inverzére alkalmazva az el6z6 érvelést Z(\) C Z(ji) adodik, ami teljessé
teszi a bizonyitast. m

3.3. Algebrai linearis k-sokasagok

3.3.1. Definici6é. Az R™ linedris tér eqy k-dimenzids alterének el-
toltjat linedris k-sokasdgnak mondjuk. A k = 1 esetben egyenesrdl,
mig a k = m — 1 esetben hipersikrol beszéliink. Azt mondjuk, hogy
az Fy linedris k-sokasdg algebrai, ha van olyan nem azonosan zérus
Q[z1, ..., xm]-beli P polinom, mely eltinik Fy, minden pontjiban, azaz

Pe ﬂXeFkI(/\)'

3.3.1. Megjegyzés. A k = 0 esetben a sokasdg eqy pontra redukdlo-
dik és visszakapjuk a 3.2.1. definiciot.

3.3.1. Lemma. (Varga, Vincze [32]) R™ egy Fy linedris k-sokasdga
pontosan akkor algebrai, ha elddll Q[zy, ..., xy]-beli nem azonosan
zérus polinomok gyokeinek uniojaként.

Bizonyitis. Ha Fj algebrai, az allitas trivialis. Megforditasanak
bizonyitasa k-szerinti indukcidval torténik az alabbi moédon. Mivel Fj
egy elemit, az el6z6 megjegyzés alapjan k = 0- ra az allitas nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy 0 < k < m—1 esetén az allitas igaz minden R™-beli
linearis k-sokasagra. Tekintsiik az Fy.; linearis (k + 1)-sokasagot az
alabbi forméaban:

Fro = {’Uo+t’l}+t1?)1 + ...+ | (t,tl,...,tk) € Rk+1},
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ahol v € R™ ésv; € R™ (j =0,1,...,k) rogzitettek. Legyen tovabba
Fr(t) = {vo +tv+tywy + ... +tgvy | (ty,..., t) € RF}

Ekkor F(t) = Fj(0) + tv egy linearis k-sokasag melyre Fy(t) C Fii1.
Szemléletesen szolva Fjiq-et beszéttiik parhuzamos Fy(t) linearis k-
sokasagokkal, ahol a t paraméter befutja a valos szdmok halmazat.
Most tételezziik fel, hogy Fjyyq el6all Q[z1, ..., z,,]-beli nem azonosan
zérus polinomok gyokeinek unidjaként. Mivel minden valos ¢ esetén
Fi(t) C Fyy1, az indukcios feltételt felhasznalva kapjuk, hogy létezik
nem azonosan zérus P, € Q[zy,. .., x,,] polinom, melyre P;(u+tv) =0
minden u € Fj(0) esetén. Jol ismert, hogy a Q[z1,...,z,) poli-
nomgyiiri megszamlalhato, igy a fentiek miatt van olyan nem meg-
szamlalhato (és igy végtelen) I C R halmaz és nem azonosan zérus
P € Q[xy,...,2,) polinom, hogy barmely t € I mellett P, = P. Azt
kaptuk, hogy
Plu+tv) =0

fennall minden u € Fj(0) és t € I esetén. Ebbél kovetkezik, hogy
minden egyes u € Fi(0)- ra a Qu(t) = P(u + tv) mdédon definialt
polinomnak végtelen sok gyoke van, azaz (), azonosan zérus. Mivel
igy a P(u + tv) = 0 egyenlség fennall minden v € Fj(0) és t € R
esetén, P elttinik Fj,; minden elemén. m

3.3.2. Megjegyzés. A fenti lemma szerint R™ eqy Fy linedris k-
sokasdga pontosan akkor algebrai, ha F), minden pontja (mint szdm
m-es) algebrailag fiiggd.

3.3.2. Lemma. (Varga, Vincze [32]) Legyen m € N és (A1,..., A\p) €
R™. A

(42) )\11’1 + ... )\mflxmfl + )\m = Tm

egyenldséq daltal meghatdrozott R™-beli hipersik pontosan akkor algeb-
rai, ha a Ay, ..., N\, eqyitthatok mindeqgyike algebrai szam.
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Bizonyitds. Legyen a (42) egyenldséggel definialt hipersik algebrai.
Ekkor definicio szerint van olyan nem azonosan zérus P € Q[xy, ..., Zpy)
polinom, mely elttinik a hipersik minden pontjaban. Ezért

(43) P(.I’l, T2y ...y Tim—1, )\1.’£1 + ...+ )\m_1$m_1 -+ )\m) =0.

Az 1 = ... = z,_1 = 0 helyettesitéssel élve konnyen lathato, hogy
Am egy gyoke a p(t) := P(0,...,0,t) polinomnak.

Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy A,, nem algebrai szam,
azaz p(t) azonosan zérus polinom. Béarki kénnyen utana gondolhat,
hogy ha

P(0,...,0,t) =0

akkor D,,P- vel jelolve szokdsos moédon a P polinom x,, viltozdja
szerinti parcidlis derivaltjat

(44) D, P(0,....0,t) = 0.
Differencialva (43)-mat x; - szerint, minden ¢ = 1,...,m — 1 index
esetén

DiP(0,...,0,\n) + A D P(0, ..., 0, \) = 0

és a fentiek miatt igy D;P(0,...,0,\,) =0 (i =1,...,m —1). Mivel
Am nem algebrai szam D; P(0,...,0,t) = 0 teljesiil, (i = 1,...,m—1).
Hasonloan (44)-hez, ebbdl kovetkezik, hogy D,,D;P(0,...,0,t) = 0
fennall minden ¢ = 1,...,m — 1 indexre és t € R-re. Természetesen
ugyanez teljesiil az ¢ = m esetben. Differencialva (43)-mat az x; és x;
valtozok szerint kapjuk, hogy

D;D;P(0,...,0,A\n) + A; D DiP(0, ..., 0, \)+

A:D; Dy P(0,...,0, An) + XA DD PO, ..., 0, Ay) = 0,

melybdl a fentieket figyelembe véve kénnyen jon, hogy
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Mivel )\, transzcendens, D;D,;P(0,...,0,t) = 0 tetszéleges i,j in-
dexek esetén, beleértve az i = m vagy j = m eseteket is. A Taylor

formulara valo tekintettel a (0,0,...,0)- ban, P az azonosan zérus
polinom, ami ellentmond a feltételnek.
Legyen most z1 := 1 és 29 = ... = x,,—; = 0. Ekkor (43)- bol

P(1,0,...,0,\ + \,,) =0, azaz \; + A, egy gyoke a
p(t) .= P(1,0,...,0,1)

polinomnak. Hasonl6 érvelés - mint A, esetében - adja, hogy A1 + A\,
algebrai szam. Az algebrai szamok testet alkotnak, ezért

M =M+ A=A

is algebrai szam. A bizonyitds modszere hasonld a tobbi egyiitthato
esetében is.

Megforditva; tegyiik fel, hogy a A1, ..., A\, egyilitthatok mindegyike
algebrai szam és tekintsiik definial6é polinomjaikat a kdvetkezG alakban:

Qu(t) =t = At = Ai2) - (E = Augy),
Qo(t) = (t = Ag1)(t — Ag2) -+ (E = Aapy),

Qm_l(t) = (t — )\m_171)(t — )\m—1,2) e (t - )\m_17km_1),
Q) == (t = A1) (= Am2) =+ (6= Angn),

ahol \;1 := A\; és barmely tovabbi j index esetén J\;; algebrai kon-
jugdltja A;-nek. Tekintsiik a

P(xy,...,xy) =
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k1 ke km

H H .. H (:L‘m — /\1,i1$1 — ... )\m—l,im,lxm—l - )‘m,im)

in=lig=1  im=1
polinomot, mely nyilvanvaldan eltiinik a hipersik pontjaiban. Mésfeldl,
barmely rogzitett xi,...,x,, esetén P-t tekinthetjiik a Aj1,..., A1z,
valtozok szimmetrikus polinomjaként. A szimmetrikus polinomok alap-
tétele értelmében igy P egyértelmten felirhato az

Eo(M i1, ) =1,
Ei( M, M) =M1+ oo+ Ak,
Es(Mas- s M) = Mg+ A+
FA2A 3+ A2 A e AL 1Ak

Ekl()\l,la . >>\1,k1) = AiAL2 - ALy

elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Itt hasznalhatjuk a po-
linom egyiitthatoi és gyokei kozotti Osszefiiggéseket (Viéte-formulak),
melybdl kapjuk, hogy P az

T1,T2, ... 7xm7)\2,17 . '7)\2,14727 .. '7>\m,km

valtozok racionélis egyiitthatos polinomja. Ismételve kellGen sokszor a
fenti algoritmust (a masodik 1épésben a Aoy, ..., Aok, valtozokra) azt
kapjuk, hogy P € Q[z1,...,2,,]. =

3.3.1. Példa. Tekintsiik az x5 = /311 + /2 egyenleti egyenest, mint
R? eqy hipersikjdat. Konnyd szimolds mutatja, hogy ha

P(x1,29) = x5y — 62303 — 425 + 927 — 1207 + 4,

akkor P(zy,v/3x1 ++/2) = 0.
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3.4. Eliminacios eljaras specialis fiiggvényegyenlet-
rendszerek additiv megoldasainak meghataro-
zasara

Ahhoz, hogy a (31) fiiggvényegyenlet nemzérus additiv megoldasa-

nak létezésére sziikséges és elégséges feltételt adjunk, kulcsfontossagu
az alabbi észrevétel.

3.4.1. Lemma. (Varga [31]|) Legyen k > 2 pozitiv egész szam; tovabba
u, a;; tetszéleges valds szamok (i, =1,...,k). Ha az My := (aij)kxk
mdtriz requldris, akkor az egyetlen additiv A:R — R fiigguény, mely
eleget tesz az

(45) uk*IA(aﬂx) + UkiQA(CLiQI) + ...+ UA(aik,1$) + A(azkx) =0
(x € Ryi=1,...,k) fiigguvényegyenlet-rendszernek, az azonosan nulla
fiigguény.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért M- et a tovabbiakban a (45)
fiiggvényegyenlet-rendszer matrixanak fogjuk hivni és Ef(;;)— val jelol-
jik az

uF T A(panx) + uFTEA(pan) + ..+ uA(pagx) + A(pagx) =0

egyenletet minden ¢ = 1,...,k index és u € R esetén. A bizonyitas
soran a Gauss eliminacios eljaras lépéseit imitaljuk. Az altaldnossag
sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy a;; # 0, mivel M; rangja maximéa-
lis. Képezve az Ef(;llx) — Ef(;ilm) kiilonbségeket minden ¢ = 2,... k

indexre, majd felhasznalva A additivitasat kapjuk, hogy
(46) uk72A((a11ai2 — CL126L¢1)I> + ...+ UA((CLHCLZ'k_l — alk_laﬂ)a:)—i—

+A((a11ai — argan)x) =0
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minden x € R és minden i = 2,. ..,k index esetén. Ef(;; és a (46)-beli
egyenletek egyiitt egy fliggvényegyenlet-rendszert alkotnak, melynek
matrixa

a1 Q12 - alk
0 apjax — apan

0 anage —a2ap . . A11Gkg — Q1EGK1

Mivel M, regularis, foltehetjiik, hogy aqy1as0 — a12a2; # 0. Foly-
tatva ezt az eljarast a (k — 1)- edik lépésben az M; regularis matrix
valamilyen M) = (\;j)kxk triangularis matrixba megy at (A\;; € R
és \;j = 0 hai > j). My utolso sora - a fiiggvényegyenlet-rendszer
matrixanak definicioja miatt - azt jelenti, hogy A(Agxz) = 0 teljesiil
minden x € R esetén. Mivel 0 # det My, ezért 0 # det M), = Hle N
Ebbél azonnal adédik, hogy A az azonosan nulla fiiggvény. m

Az el6z6 lemmaéara épiil az alabbi tétel bizonyitasa, mely mar a
(31) fiiggvényegyenlet megoldhatosigarol szol a szerepl paraméter-
csaladok algebrai tulajdonsiagainak fényében.

3.4.1. Tétel. (Varga [31]) Legyen n > 3. Ha a (B1,...,[Bn-1) pa-
raméterek algebrailag fliggetlenek és az aq, . .., a,_1 paraméterek min-
degyike algebrai szdm, az egyetlen additiv megolddsa az

n—1

Alx) + > aA(Bir) =0 (z €R)

i=1

fiigguényegyenletnek az azonosan nulla fiigguény.
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Bizonyitds. Mivel az o; (i = 1,...,n — 1) paraméterek mindegyike al-
gebrai Q 6lott, igy Q(ay, ..., a,_1) véges bévitése a Q testnek. Raa-
dasul Q zér6 karakterisztikaju test, igy

van olyan v € R, hogy Q(u) = Q(aq,..., @, 1).

Jelolje k a bovités fokat. Mivel 1,u,...,u*t a Q(u) vektortér egy

bézisa, ezért
k—1

a; = E Tijuj

J=0

alakban irhato, ahol r;; €e Q (i =1,...,n—1; j=0,...,k—1). Ha
ezt az alakjat hasznéaljuk o;- nek az allitasban szerepl? fiiggvényegyen-
letben, kihasznéalva az additiv fiiggvények racionalis homogén tulaj-
donséagat kapjuk, hogy

A(l‘) + A(’I"l()ﬁll') + e + A(Tn—loﬁn—lw) + UA(TnﬁlI) + .. +
+uA(rn—110,-1) +uk_1A(T1k—1ﬂ1$) +.. .+uk_114(7‘n—1k—15n—1$) =0.
Mivel A additiv, 6sszevonas utan
(47) uk_lA(pk_lx) + uk_ZA(pk_Qx) + ...+ uA(p1z) + A(pox) =0
irhato, ahol

n—1 n—1
i=1 =1

Ko6nnyti latni, hogy py # 0. (Méaskiilonben (5, ..., 3,—1) nem lehetne
algebrailag fiiggetlen.) Legyen

f(t) ::tk—l—qk_ltkil—i-...—i-qlt—i-qO (qie@, i:O,...,k—l)
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az u definidlo polinomja. Ebbd]
(48) ub = — (g1 qu ).

A (47) egyenletet megszorozva u- val, majd (48) és a racionalis homo-
genitasi tulajdonsag felhasznalasaval

(49) " A((pr—2 — Geo1pk_1)T) + ... + WP A((p1 — Gapr_1)T)+

+uA((po — qipr—1)z) + A(—qopr—12) = 0.

egyenlet adodik. A (49) fiiggvényegyenletet ismét megszorozva u- val
és a fent ismertetett algoritmust k — 1-szer végrehajtva egy (35)-tipusi
fiiggvényegyenlet-rendszert nyeriink. Igy a 3.4.1. Lemma miatt elég
megmutatni, hogy a fiiggvényegyenlet-rendszer M := (b;;)rxxr matrixa
regularis. Indirekt tegyiik fel, hogy det M = 0. Koénnyt ellenérizni,
hogy b;; = 2By, ..., Bp1) valamely 2 € Q[zy, ..., 7, 1] esetén
(t,7=1,...,k), ezért

det M = 2(B1, ..., Bu1),

ahol z € Q[x1, ..., 7, 1] a kovetkez6 modon van definidlva:
2(x1, . Tpg) =
z(ll)(a:l ..... Tp—1) . . . z(1k>(zl ..... Typ_1)
= det 2O Rt D (g, Tp—1) :
Z(kl)(-rly:uymnfﬂ . . z(kk)(-rlﬁ:-wmn—l)

Most megmutatjuk, hogy z nem az azonosan zér6 polinom, mely el-
lentmond annak, hogy (31, .., ,-1) algebrailag fiiggetlen. Latni fog-
juk, hogy 2z nem tiinik el az origoban, konkrétan ebben az esetben
20)0,...,0) =1, haj=k—i+1(i=1,...,k); egyébként 0. Az
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allitasunkat ¢ szerinti teljes indukcioval igazoljuk. ¢ = 1- re az allitas
teljesiil, hiszen

n—1
Z(lj)<l’1, c. ,xn_l) = ZTZ‘J'CL’Z'
i=1
igy ,
Z2190,...,00=0 (j=1,...,k—1),
n—1
2 (1F) (X1, ., xp1) =1+ Zﬁ'oxi
i=1
igy

210(0,...,0) = 1.
Tegyiik fel, hogy 2 < i < k — 1 esetén
Z9000,...,00=0, haj#k—i+1 (j=1,...,k)
és
A=, 0) =1

teljesiil. Ahhoz, hogy az indukcios feltételt hasznalhassuk, kapcsolatot
kell talalnunk a b;q1 j és a by (j,0 = 1,..., k) egyiitthatok kozott. A
fent emlitett fiiggvényegyenlet-rendszer i-edik egyenlete

uk71A<bZ’1$) + ..+ uiilA(bi k7i+1x) + ...+ A(blkx) =0

az (i + 1)- edik pedig

Felhasznalva (48)- at, A additivitasat (és racionalis homogenitasat) ez
az egyenlet ekvivalens az

uk_1A<(bi2—qk_1bi1)l‘)+. . +UZA((bZ k—i+1_Qibi1)J:)+~ . +A(C]0511$) =0
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egyenlettel. A fentiekbdl konnyen lathato, hogy
biv1j="bi j+1 — Qe—jbn (J=1,...,k—=1) és biy1 r = qobir.
Tehat
SH15) — G+ _ qk_jz(il) (G=1,... k—1)és 2010 = g (D,
Ha j = k — 1, akkor
i1 k—(i+)+1) (1 k=) _ (i k—i+1) _ (1)

2 q;z

s ennélfogva ' '
L E=EHDED (g 0) =1

a 2(0,...,0) = 0 és a 20 *=+1(0,...,0) = 1 indunkcios feltevés
miatt, mig ha j # k — i, akkor 20 7¥D(0,...,0) = 0 (indukcios felte-
vés), ezért 201 )(0,...,0) = 0. A fenti érvelésre valo tekintettel
kapjuk, hogy

2(0,...,0) =det | ' Tl =(-1) 2
0 1 .
10 . . .0
mely implikalja, hogy 2z nem azonosan nulla polinom. =
A kovetkezé tétel értelmében a kiilsé és belsé paraméterek szerepe

felcserélhetd.

3.4.2. Tétel. (Varga |31]) Legyen n > 3. Ha az (oq,...,an_1) pa-
raméterek algebrailag figgetlenek és a By, ..., Bn_1 paraméterek mind-
eqyike algebrai szam, az egyetlen additiv megolddsa az

Ax) + Z @ A(Biz) =0 (x €R)
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fiigguényegyenletnek az azonosan nulla figguény.

Bizonyitds. Hasonléan az el6z§ tétel bizonyitasahoz, mivel a 3y, ...,
Bn—1 szamok mindegyike algebrai, Ju € R, hogy Q(u) = Q(54, ..., Bu_1)-
Ha k a bévités foka, akkor 1,u,...,u*"! egy bazisa Q(u)-nak, igy

k—1
Bi = Zﬁ‘juj
=0
valamely r;; racionalis szamokkal (¢ =1,...,n—1; j=0,...,k—1).

Ezt behelyettesitve, a fiiggvényegyenlet a
(50) pro1 A 2) + pr o AW ) + . prA(uz) + poA(z) = 0

egyenletbe megy at, ahol
n—1
pj:ZOéiT’ij (jzl,,k—l)
i=1
és po = 14317 airy. Konnyt latni, hogy py # 0. Az u elem definialo
polinomjéra ismét az

f(t) ::tk—i-qk,ltkil‘i‘...—l—qlt—i-qO (qie(@, Z:O,,k—l)

jelolést hasznélva itt is érvényes a (48) egyenlGség. x helyére ux-et
helyettesitve (50)-ben, majd hasznéalva (48)-at

pk_lA(_(Qk_lukfl + ...+ qu+ QO)I> +pk_2A(uk71x)—|—

+...+ p1A<u2$) + poA(ux) = 0,

melybd6l A additivitasat és racionalis homogenitasat figyelembe véve
kapjuk, hogy

(51)  (pe—2 — Grrpr—1) AW 2) 4+ ...+ (1 — @epr—1) A(ux)+
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+(po — upr—1) A(uz) + (—qope—1) A(z) = 0.

Most (50)- ben x helyére rendre u’az-et,. .., u*~1z-et helyettesitve ka-
punk k darab egyenletet k darab ismeretlennel, melyek altal alkotott
egyenletrendszer méatrixos alakja

A(uk~1z)
L A(ux) =0
Az)
ahol L := (c;j)kxk az egyenletrendszer egyiitthatoibol all6 matrixot

jeloli. Meg fogjuk mutatni, hogy det L # 0, tehat az L- lel jelolt
linearis transzformacié regularis. Igy L magja csak a zérusvektort
tartalmazza, tehat A(z) = 0 minden = € R esetén. Tegyiik fel indirekt,
hogy det L = 0. Egyszertien lathato, hogy

cij =2 (ay,...,a,_1) ahol 2 € Qzy,...,xn 1] (i,5=1,...,k)

és a 3.4.1. Tétel bizonyitasaban definialt z € Q[xq,...,2,_1] poli-
nomra
det L = z(aq, ..., an1).

Az idézett tétel bizonyitasiaban szerepls indukciéval megmutathato,
hogy

3 0, haj#k—i+1
(52) 219(0,...,0) =
1, haj=k—i+1
ahol 7,7 =1,..., k, melybdl kovetkezik, hogy

2(0,...,0) = (—1)

k(k+3)
2



Ez azt jelenti, hogy z nem az azonosan nulla polinom, mely ellentmond
aq, ..., 0,1 algebrai fiiggetlenségének. A (50) Osszefliggés (mint méar
utaltunk ra) bizonyithaté példéaul i- szerinti teljes indukcioval, felhasz-
nalva c;y1 ; és c; egylitthatok kozti kapcesolatot. Ezt a kapcsolatot
kénnyen megtalalhatjuk, ha tekintjiik az egyenletrendszer i- edik

cn AW )+ i AT )+ eA(n) =0
és az (i + 1)- edik, azaz a
(cio — qro1ci) AW ) 4+ .+ (¢ jeigr — qien)A(u'z) + ...+

+qocinA(z) =0

egyenleteit — a levezetés az el6z6 tétel bizonyitasaban latottak mintajara
torténik. m

3.5. A Daréczy-féle tétel kiterjesztése

3.5.1. Lemma. (Varga, Vincze [32]) Legyen 3 < n € N, 3,6, € R
nulldtol kilonbozd valos szamok, i =1,...,n— 1. Ha van olyan

6: @(61, e ,ﬁn_l) — Q(51, .. 'yén—l)

testizomorfizmus, mely eleget tesz a
(53) 5(51) = (51 és 06151 + ...+ Oénfl(snfl =—1

feltételeknek (i = 1,...,n — 1), akkor létezik nem azonosan nulla
A:R — R additiv megolddsa az

n—1

A@)+) o A(Bix) =0 (z €R)

=1

fiigguényegyenletnek.
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Bizonyitds. Tekintsiik R-et, mint Q(f5y, ..., B,_1) feletti vektorte-
ret, s jelolje a vektortér egy bazisit H. Ekkor minden x € R felirhato
x = Zj c;jh; alakban, ahol ¢; € Q(f4,...,B,-1) és h; € H. Legyen
A:H — R tetsz6leges, nem azonosan nulla fiiggvény. Ekkor az

AR —-R, Ax):= Z d(c;)A(hy)

modon definialt fiiggvény additiv és minden ¢ =1,...,n — 1 esetén

Valoban, hai=1,...,n—1

A(Biz) = AQY_ Bieshs) = D 0(Gies) Alhy) =

=D 0id(e;)Alhy) = 6: ) 0(c;)Alhy) = GiA(w)

teljesiil minden = € R-re. Igy
A(z) + i A(rx) + ... + an 1 A(Br-1z) =

= (1 -+ &151, ey +an_1(5n_1)A(x) =0

teljesiil barmely x € R esetén. m

3.5.1. Tétel. (Varga, Vincze [32|) Legyenn > 3. Ha a (B4, ..., Bn-1)
paraméterek algebrailag fiiggetlenek és az o, . . . , a1 paraméterek kozil
legaldbb az eqyik transzcendens, akkor az

A(z) + i a;A(Bix) =0 (r € R)

=1
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egyenletnek van nem azonosan zérus szemihomogén A:R — R additiv
megolddsa, azaz vannak olyan 0; (i =1,...n — 1) valds szamok, hogy

teljestiil.

Bizonyitds. Legyent (0i,...,B,-1) tetszGleges algebrailag fligget-
len egyiitthatorendszer. Tekintettel a 3.2.1. Tételre és a 3.5.1. Lem-
mara, (31)-nek van nem azonosan zérus additiv megoldasa, ha létezik

olyan
(51, e 75n—1 € Rn_l

paraméterrendszer, mely eleget tesz az
(54) arry + ...+ Ap_1TLp—1 = —1

egyenl6ségnek 6s a definialo idedlja a 0 = (01,...,0,_1) vektornak
csak a zérus polinomot tartalmazza. Tegyiik fel — a hatarozottsag
kedvéért — hogy pl. «,_; transzcendens szam. A (54) altal definialt
hipersikot atirva a

a Q2 1
(-t (22 () =
Qp—1 (07| Qp—1

alakba, a 3.3.2. Lemma mutatja, hogy nem algebrai hipersikrél van
sz0 (m =n —1). A 3.3.1. lemma szerint ez azt jelenti, hogy nem all
el6 Q[x1, ..., x,_1]-beli nem azonosan zérus polinomok gyokeinek un-
ivjaként. Létezik tehat olyan (d1,...,0,-1) € R""! pont a hipersikon,
melynek 9; koordinatai algebrailag fiiggetlen rendszert alkotnak. m

3.5.2. Tétel. (Varga, Vincze [32|) Legyenn > 3. Ha az (a1, ..., 04-1)
paraméterek algebrailag fiiggetlenek és a By, . . ., Bn_1 paraméterek kéziil
legaldbb az eqyik transzcendens, akkor az

Ax) + Z @ A(Biz) =0 (x €R)
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egyenletnek van nem azonosan zérus szemihomogén A:R — R additiv
megolddsa, azaz vannak olyan 0; (i =1,...n — 1) valds szamok, hogy

teljestil.

Bizonyitds. Az allitas a 3.5.1. tétel bizonyitdsanak mintajara iga-
zolhato olyan 8: Q(d1,...,0,-1) — Q(aq,...,a, 1) testizomorfizmus
segitségével, melyre

(55) 0(0;)) =i és 6181+ ...+ 0p_18n1 = —1,
1=1,...,n—1 esetén. m

3.5.1. Megjegyzés. Ha eqy nem azonosan zérus A additiv fiigguény
szemihomogén, azaz bizonyos (B;,0;) szdmpdrokra
fenndll, (i = 1,...n — 1), akkor minden 5 € Q(B1,...,[n-1) esetén

A(Bz) = 0A(x) teljesil valamely 6 € Q(dy,...,0,-1) szamra. Fzpli-
cite, ha

w(ﬁlv"'aﬂn—l) w(617"'75n—1)
= . akkor &= ,
k(ﬁl7"'7ﬁn—l) ankor k?(51,...,5n_1)

bizonyos w,k € Qlxy,...,x,_1] polinomokkal. Tekintettel a 3.2.1.
Tétel bizonyitdsdra a

Q(ﬁl) s 7ﬁn—1) €s @(517 s 75n—1>

testek izomorfak. Hasonldan a homogenitési test fogalmdhoz [16]-ben
definidlhatjuk a bels§ szemihomogenitasi test:

g

IS(A) = {B € R | A(Bz) = 6A(z) (« € R)}
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és a kiils6 szemihomogenitasi test:
OS(A) :={6 eR | A(Bx) = dA(z) (z €R)}

fogalmakat. A szemihomogenitdsi test eqyértelmi abban az értelemben,
hogy 1S(A) és OS(A) testek izomorfak. Megjegyezziik, hogy az additiv
fiiggvények raciondlis homogén tulajdonsdaga miatt

Q C IS(A) N OS(A).

Az eddigiek egyszert kovetkezménye az alabbi tétel, mely hangsui-
lyozza a belss és kiils§ egyiitthatok szimmetrikus szerepét.

3.5.3. Tétel. (Varga, Vincze [32]) I. Legyenn > 3. Haa (B4, ..., Bn-1)
belsé eqyiitthatck algebrailag fiiggetlenek és a (31) fiigguényegyenletnek
van nemzérus szemihomogén additiv megolddsa gy, hogy B, ..., Bn_1
benne van a belsd szemihomogenitdsi testben, azaz

teljesiil bizonyos o; valds szdmokra, akkor az o, ..., a,_ 1 kilsd eqyiit-
thatok kézil legaldbb egy transzcendens.

II. Legyen n > 3. Ha az (aq,...,an_1) kiilsé egyiitthatok algebrailag
figgetlenek és a (31) fiigguvényegyenletnek van nemzérus szemihomogén
additiv megolddsa gy, hogy o, ...,a,_1 benne van a kilsd szemiho-
mogenitdsi testben, azaz

A(diz) = jA(z) (zeRyi=1,...,n—1)

teljesiil bizonyos 0; valds szamokra, akkor a Bi,...,Bu_1 belsd eqyiitt-
hatok kozil legaldbb egy transzcendens.

Osszevetve rendre a 3.4.1. és 3.4.2 Tételeket, illetve a 3.5.1. és
3.5.2 Tételeket kapjuk a f6 eredményeinket:
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3.5.4. Tétel. (Varga [31]|) Tegyiik fel, hogy n >3 és a (B1,- .., Bn-1)
paraméterek algebrailag fiiggetlenek. Pontosan akkor van nem azono-
san zérus additiv megolddsa az

n—1
Alx) + > aA(Bir) =0 (z €R)
i=1
egyenletnek, ha az aq,...,a,_1 paraméterek kozil legaldbb az eqyik

transzcendens szdm.

3.5.5. Tétel. (Varga [31]|) Tegyiik fel, hogyn > 3 és az (aq, ..., 1)
paraméterek algebrailag fiiggetlenek. Pontosan akkor van nem azono-
san zérus additiv megolddsa az

A(x) + i a;A(Bix) =0 (z € R)

eqyenletnek, ha a By, . . ., Bn_1 paraméterek kézil legalabb az eqyik transz-
cendens szdam.

3.5.2. Megjegyzés. Allitdsaink az n = 2 esetben is érvényesek: ld.
Dardczy-féle tétel.

Az egyetlen lényeges (és tisztézatlan) tovabbi eset tehat, ha mind-
két paramétercsalad algebrailag fiiggd és mindkett6ben van legalabb
egy transzcendens elem. A negyedik fejezetben bemutatott példakra
alapozva (sejtés szintjén) az latszik korvonalazodni, hogy az algebrai
fiiggség segitségével egy tagszamesokkentd, redukcios eljarast hajtha-
tunk végre, mely véges sok lépésben visszavezet a linearisan fiiggetlen
kiils6, vagy bels¢ paramétercsalddok sikeresen megoldott esetére.
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4. Példak és algoritmusok additiv megolda-
sok keresésére

A kovetkez$ harom példaban szerepld egyenletek (31) tipusu fiigg-
vényegyenletek. Amennyiben létezik, nem azonosan zérus additiv me-
goldésaik keresésére olyan megoldési algoritmust mutatunk, mely lényegé-
ben a méar ismertetett Gauss-féle eliminacios technikédn alapszik. To-
vabbi érdekessége a kidolgozott példaknak, hogy az elvben tisztazott
eseteken (Id. algebrailag fliggetlen kiilss, vagy belsé paramétercsalad)
tul is sikeriil a nem azonosan zérus additiv megoldas létezésére szii-
kséges és elegendd feltételét megfogalmazni, vagy pedig nem azonosan
zérus additiv megoldast algoritmikusan megkonstrualni. Az algebrai-
lag fiiggé paramétercsaladok esetében egyfajta redukcios eljarast ko-
vetGen a Dardczy-féle tételt fogjuk alkalmazni.

4.1. Elsé6 példa

Legyen (31)- ben n = 3, 3, = \/dy, B2 = \/dy ahol d; és dy olyan
pozitiv racionalis szamok, melyekre \/d; és /d, is irracionalis szam
és legyenek a; € R (i = 1,2) olyanok, hogy ajas # 0. A kiévetkezd
tételben az

(56) AV diz) + asA(\/dax) + A(z) =0

fiiggvényegyenlet nem azonosan zérus additiv megoldésainak 1étezésé-
vel ekvivalens allitast fogalmazunk meg. A bizonyitas soran arra is
modszert adunk, hogy hogyan konstrualhatunk ilyen megoldasokat.

4.1.1. Tétel. Az (56) figguényegyenletnek pontosan akkor van nem
azonosan zérus additiv megolddsa, ha az aldabbi feltételek eqyike teljesiil:

(i) 1+ a1V +axv/ds =0,
(11) ]_+Oé1\/d_1—042 d2:0,
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(iii) 1 —agvdi + azy/dy = 0,
(IV) 1-— CYl\/d_l— OéQ\/d_g = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A nem azonosan zérus additiv fiigg-
vény. Az x helyére rendre v/d z- et, v/doz- t, majd /didsz- et irva
(56)-ban, egy négy egyenletbdl allo homogén, linearis fiiggvényegyen-
letrendszert kapunk, melynek matrixos alakja:

A(x) 0
ol oavaw | [ o
A(Vdy) I O
A(\/dldgfb) 0
ahol
1 (03] (65) 0
L d1a1 1 0 6%)
M= d2a2 0 1 aq
0 dgag d1a1 1
Mivel
a1 Q9 0
det 1 0 9 = —20410[2 7& O,
0 1 (03]

kovetkezik, hogy az M matrix rangja legalabb 3. Csakhogy A nem
azonosan nulla fiiggvény, M rangja tehat nem lehet maximalis. Az
elobbiek miatt feltehetjiik, hogy M rangja 3, s igy az M métrix-
hoz tartoz6 lineéris transzformécié magja egydimenzios, azaz egy v =
(vo, v1, Ve, v3) vektorral generdlhato. Ez azt jelenti, hogy

R
A(\/d_;ff) =A@ U2
A(\/M:c) U3
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valamely \:R — R additiv fiiggvénnyel és vy # 0- val. Igy kapjuk,
hogy

v
(57) A(Wdiz) = n\(z) = —A(xz)

Vo

és hasonl6é modon

(58) A(Vdaz) = vo\(@) = Z—EA(:I:).

Mivel a (57) és az (58) fiiggvényegyenlet is (36) alaku, igy a Daroczy

tétele miatt v v
—1::|: d1 és —2::]:\/ dg.
Vo Vo

Kovetkezésképpen

A(Vdiz) = £/ A(z) és A(V/diz) = +/di A(z),

melyet (56)- ba helyettesitve az (i), (ii), (iii) és (iv) egyenlGségek ko-
vetkeznek.

Megforditva; ha példaul (i) teljesiil, akkor az A(z) := x vagy
A(z) := —x nem azonosan zérus additiv fiiggvények megoldasai (56)-
nak. Az (ii), (iii), (iv) esetek mindegyike ugyanazzal a modszerrel
bizonyithato. Illusztracioként tekintsiik a (ii) esetet. Belatjuk, hogy

i=(di,y/dy) & 7= (di,—\/dy)
definialo ideéljai egybeesnek, azaz a
I(fi) = { P € Qlas,z] | P(v/d1, /&) = 0}
és
I(7) == { P € Qlz1, 2] | P(v/di,—\/dz) = 0 }

halmazok egyenlsk. Legyen P € Z(ji), ami azt jelenti, hogy

P(\/d_h \/@) =0.
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Ekkor P(v/dy,x3) = f(x3)(23 — dy) irhaté, mivel v/dy masodfoku al-
gebrai szim. Ebbél pedig P(v/dy, —v/dy) = 0 kovetkezik, azaz Z(ji) C
Z(V). A masik iranyu tartalmazas hasonloan lathato. A 3.2.1. Tétel
értelmében tehat van olyan

53@(\/6717 \/d_Q) - Q(\/d_h _\/£>

testizomorfizmus melyre

S(Vdy) =\dy s 3(y/dy) = —/do.

A 3.5.1. Lemma bizonyitasaban latott szemilineéris kiterjesztés mods-
zerének segitségével konstrualhaté nem azonosan zérus additiv A fiigg-
vényt melyre

AWd) = Vil Aw) & A(Vdyr) = —/dy A(x)

teljesiil barmely valos x esetén. Tekintettel a (ii) feltételre az A fiigg-
vény kielégiti a (56) egyenletet. m

4.1.1. Megjegyzés. Legyenek r;, s;, d; € Q ésd; > 0 (i = 1,2).
Lényegében hasonlo dllitdst fogalmazhatunk meg az

a1 A(B1x) + agA(fex) + A(x) =0
fiigguényegyenlet nem azonosan zérus additiv megolddsainak létezésére,

ahol a belsé paraméterek B3; = r; + si\/d; (i = 1,2) alakban irhatdk;
ugyanis a 4.1.1. Tétel bizonyitisdnak maodszere ekkor is mikdodik.

4.2. Masodik példa
Tekintsiik a (31) tipusi
VA ABiz) + Vdo A(Box) + Alz) =0 (2 €R)
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fiiggvényegyenletet, ahol A:R — R additiv fliggvény, valamint d; és
dy pozitiv racionalis szamok tgy, hogy v/di, v/ds irracionalis.

A 3.4.1 Tétel értelmében ha a fenti feltételek mellett a (51, 32) belss
paraméterpar algebrailag fliggetlen, a fiiggvényegyenletnek egyetlen
additiv megoldasa van, az azonosan zérus fiiggvény. A kovetkezd (i)
érvelésben egy algoritmust adunk ennek megmutatasara.

(i) Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva /d;- gyel, majd A ra-
cionalis homogenitasat felhasznélva

A(di B12) + Vdrdo A(Boz) + \/di Ax) =

ezutan az x helyére (1x- et irva

(59) A(dlﬂlgl') + vV dldzA(ﬂlﬁsz') + \/d_1A(51£L') =0

egyenletet kapjuk. Hasonlé modon jonnek a

Vdido A(B1z) + A(dofor) + \/dy A(z) = 0
és a
(60) \ dﬂigA(ﬁlﬂgiC) + A(dgﬂgz.’ﬁ) + \/d_ZA(ﬁQx) =0
egyenletek. (60)- bol kivonva az (59) egyenletet

VdoA(Bax) — \/di A(Brz) = ( d1ﬁ1 - d252 )x >,
masfelsl az eredeti egyenletbdl

VA AB12) + Vda A(Br) = —Alx)

adodik. Az utobbi két egyenlGséget 0sszegezve kapjuk, hogy
2\/d A 521’ <d151 —d252 - 1) >

85



Utobbibol az x- et ﬁa:— szel kicserélve
1
Vo A(z) = ((d151 — dof3y® — 1)_$>
200;
adodik; melybdl ha A nem azonosan zérus, Darbczy tétele szerint

\/d_2 és (dih” — dof3y” —1)2;2

algebrailag konjugaltak. Mivel v/d, masodfoku algebrai szam, ez azt
jelenti, hogy

+/dy = (d1 5% — dy 3o —1)2;2

Hasonlé modon — kiilénbséget képezve az egyenletek dsszegzése helyett
— kapjuk, hogy

—2y/d A(pz) = <d151 — doffs” + 1)z )

kovetkezésképpen

j3\/d_1 d151 —dof3” + 1)2;1

Ko6nnyen lathato, hogy mindkét végss eredmény ellentmond (3;, 52)
algebrai fiiggetlenségének. Az ellentmondés feloldasaként kapjuk, hogy
az egyenlet egyetlen additiv megoldasa az azonosan nulla polinom.

(i) Most tekintsiink el a belsé paraméterpar algebrai fiiggetlenségének
kovetelményétsl. A fenti szamoléas alapjan azt kapjuk, hogy a

VA ABix) + /do A(Boz) + A(z) =0 (z € R)

fiiggvényegyenletnek pontosan akkor van nem azonosan zérus additiv
megoldasa, ha

1
+/dy = (d15)* — dof3° +1 — 65 E/dy = (di 3% — do3s° _1)2ﬁ
2
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Egyszeri szamolas mutatja, hogy a két feltétel valojaban ekvivalens
egymassal.

(iii) Végiil példat adunk olyan paraméterparokra, melyek kielégitik a
megoldhatosag sziikséges és elegendé feltételét.

4.2.1. Példa. Legyen 31 = e és (3, = %64— \/Ldj' Ekkor a paraméter-

par algebrailag fiiggd Q folott, hiszen a nemzérus
P(Il, (L’Q) = (dlfL’% — dgxg — ].)2 — 4d21’§

polinom eltinik, ha x1 = (1 és xo = (. A P(B1,02) = 0 egyenle-
tet dtrendezve pedig a megoldhatdsdg sziikséges és elegendd feltételét
kapjuk, azaz a fligguényegyenletnek van nem azonosan zérus additiv
megolddsa. Egy negativ példa a §y = e és By = Vi, paraméterpdr.

Vda
Ezek algebrailag fiiggok Q folitt, hiszen a nemzérus ’

P(x1,15) = —a? — 22

polinom eltinik, ha v1 = [ és xo9 = (5, a megoldhatdsdg feltétele
viszont nem teljesil. Igy a fligguényegyenlet egyetlen megolddsa az
azonosan nulla fligguény.

4.3. Harmadik példa
Tekintsiik a (31) tipusi
(61) a1 A(V27) + agA(V51) + a3 A(VTz) + A(z) =0 (z € R)

fiiggvényegyenletet, ahol A:R — R additiv fiiggvény, 31 = V2, fy =
V5, B3 = /T és a; € R (i = 1,2,3) olyanok, hogy Hi’:l a; # 0.

A 3.4.2. Tétel értelmében ha a fenti feltételek mellett a (aq, ao,
ag) kiilsé paraméterpar algebrailag fiiggetlen, a fiiggvényegyenletnek
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egyetlen additiv megoldasa van, az azonosan zérus fiiggvény. A kovet-
kez6 (i) érvelés tulajdonképpen egy algoritmus ennek megmutatasara.

A (61) egyenletben z helyett rendre V2x, Vb5x, VTr, V252,
\/5\/795, VoVTx és az /25 Tx helyettesitésekkel élve az

a1 A(V2z) + s A(V5x) + asA(VTx) + A(z) = 0,

200 A(x) + a A(V2V5z) + as A(V2VTx) + A(V2zx) = 0,
o A(V2V5x) 4+ 5o A(z) + as A(VTV5z) + A(V5z) = 0,
a A(V2VTx) + as A(V5VTx) + TasA(z) + A(VTz) = 0,
201 A(V5z) + b A(V2z) + asA(VTV2V5x) + A(V2V5x) = 0,
200 A(VTx) + s A(VBV2VTx) + TasA(V2zx) + A(V2VTx) = 0,
a1 A(V2V5VTx) 4 5aa A(VTx) + TasA(V5z) + A(V5VTx) =0,
200 A(V5V7) + 500 A(V2VTx) + Tas A(V2V5) + A(V2V5V/ ) =
egyenletrendszert kapjuk. Tekintsiik az
1 o Q3 0 0 0 0
200 1 0 0 oy a3 0 O
Dy 0 1 0 g 0 a3 0
70[3 0 0 1 0 aq (6] 0

0 bay 20¢ O 1 0 0 a3

Tas 0 200 O 1 0 oo
0 Tas day 0 0 1 o
0 0 0 70(3 5@2 20[1 1

o O O
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matrixot. Ekkor az egyenletrendszer

A(x)
A(V2z)
A(V5z)
A(VT)

A(V2v/5z)

A(V2V/7x)

A(VbV/Tz)
A(V2V5V/Tx)

SO OO DO OO oo

alakban irhato.

(i) Ha az (a1, ag, a3) egyiitthatoharmas algebrailag fiiggetlen, ak-
kor az azonosan zérus fiiggvény az egyetlen megoldasa az egyenletnek.
Valoban, ha det M # 0, akkor az M altal reprezentalt lineéris transz-
formécio magja csak a zérus vektort tartalmazza; igy A(z) = 0 minden
x € R. Indirekt tegyiik fel, hogy det M = 0. Ekkor a

1 2y =z 0 0 0 0
2¢ 1 0 0 y =z 0 O
oy 0 1 0 =« 0 =z O
72 0 0 1 0 2« y O
Play,z)=det | " 0 0 0 1 0 0 =
0 72z 0 2« 0 1 0 y
0O 0 72z 5y 0 0O 1 =
0 0 0 0 7z by 2x 1

racionalis egyiitthatos polinomnak azonosan zérusnak kell lennie, hi-
szen a kiils6 paramétercsalad algebrailag fliggetlen és - feltevésiink
szerint - det M = P(ay,aq,3) = 0. Ez pedig ellentmondas, mivel
P(0,0,0) = 1.
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1. dbra. A P(xz,y, z) = 0 irregularitési feliilet.

4.3.1. Megjegyzés. Az dbrin a P(x,y,z) = 0 irreqularitdsi felii-
letet szemléltetjiik — emlékeztetink rd, hogy P(c1,qs,a3) = det M,
ahol M a példdban szerepld fiigguényegyenlet-rendszer mdtriza. A re-
gularitdsi tartomdnyt illetéen jegyezzik meg, hogy P(0,0,0) = 1, s
ezért az origonak van olyan gombkiornyezete, hogy barmely innen vett
(i1, g, avg) paramétercsaldd esetén 0 # P(oq, e, a3) = det M, azaz
a fligguényegyenletnek csak egyetlen, az azonosan nulla additiv me-
golddsa van fiiggetleniil az & := (a1, sz, a3) elem definidld idedljdtdl.
Ennek irdnydaba mutat a kévetkezd gondolatmenet is.

(ii) Most tekintsiink el az (aq, aq, ag) paraméterek algebrai fiigget-
lenségétol.

4.3.1. Lemma. Ha z, y €s z nemzérus valos szamok és az

1 2 y =z 0 0 0 O

2 ' 1 0 0 y =2 0 O

5y 0 1 0 =« 0 =z O

72 0 0 1 0 =z gy O

Myz):=| 4 50 9. 0 1 0 0 =
0 7z 0 2 0 1 0 y

0 0 72 5y 0 0 1 =z

0 0 0 0 7z 5y 2z 1
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2 2

=1¢és 2=

3ot

mdtriz rangja kisebb, mint 6, akkor 2% = %, Y

Bizonyitds. Az alabbi aldeterminansa M-nek mutatja, hogy M
rangja legaldbb 5.

det = 2%y

O~ O oW
— o\ O
o8 Oonw O
o nu O O
N OO oo

Tegyiik fel, hogy a rang kisebb, mint 6. Ekkor a

y 2z 0 0 00
0 0 yw 2 0O
det (1) (1) g 2 ; 8 = 42%%(1 — 22%)
2.0 1 0 0 =z
0 2z 01 0 y
aldeterminans eltinésébsl kapjuk, hogy 2? = %; ennek segitségével
pedig a
xr y =z 0000
1 0 0 yv 2 00
0 1 0 = 0 2 0
det] 0 0 1 2 0 y 0 | =—-8zz+56z%yx® — 8zyx®+
5y 2z 0 1 0 0 =z
7z 0 2x 01 0 y
0 7z 5y 0 0 1 x

+40z1° 2% — 98y 2® + 14022%y° — 2822%y + 62yx — 50x2y° — 20x2y° =
= ayz(—8x* + 562%0* — 8% + 40y*z® — 982"+
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1+1402%y* — 282 + 6 — 50y* — 20%?)

aldeterminéns elt{inésébdl
0 = —982% 4 1402%y? — 50y* = —2(72% — 5y°)?
kovetkezik, melyb6l y? = Zz%. Mivel
det M (z,y,2) = 1+ 162° + 5602%y>x* + 240125+

+3922% 2% — 500y° — 2822 + 112222 + 242 — 68602°%y°+
+73502%y" — 35002%9° — 28002%y%x* + 625¢y° + 19602 %z +
140022y 2% — 1602°%y> — 2242°22 + 6002y + 80z y >+
+11762*2* — 10002%y° + 20022y* — 27442%2°% 4 9802%y* — 137225+
+7002%9* — 3225+ 150y +402%9* +2942* — 20> — 82 +56 2% 2% + 14022y,

ennek elttinésébdl 2% = 1 és y? = 122 felhasznédlasaval

144
0= —2942* + —06z8

melybol 22 =2 ésy> =1. m
A lemmara tekintettel M rangja nagyobb vagy egyenlé mint 6 vagy

1 )
ap=*t—, ap==%1, és az= :I:£
V2 VT

(rang M =5 esetén).

(a) Ha az utobbi all fenn, azaz M rangja minimdlis, akkor a harmadik
példa egy specidlis esete a masodiknak, ugyanis ekkor az

V5
V7
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alaku egyenletekbdl a masodik és negyedik tag A additivitasat hasz-

nalva Gsszevonhato, tovabba az x helyére - J:C 75~ b irva a méasodik

példaként targyalt alakt

— x x
v2 \1+56 1+ /5

egyenletet kapjuk.

VT

)iA(m):O (x € R)

(b) Ha M rangja mazimdlis, akkor az M méatrixhoz tartozo linearis
transzformacié magja trividlis és az egyetlen megoldas az azonosan
nulla additiv fiiggvény.

(c) Ha pedig a rang 7, akkor az M maétrixhoz tartozo linearis tran-
szforméacié magja egydimenzios és az elsG példaban latott érveléssel
redukalhatjuk a probléméat a Daroczy-féle tétel (t6bbszori) alkalma-
zasara.

(d) Az egyetlen érdekes eset tehat amikor rang M = 6. Ekkor az
M altal reprezentalt linearis transzformécié magja kétdimenzios és
ennélfogva

Az) Vo Wy
A(\/Ex) U1 wy
A(ﬁx) () Wy
A(VTx) U3

A(\/E\/gx) = \x) v + p(x) w,
A(V2VTx) Us Ws
A(\/gx/?x) Vg We
A(VIVEYTE) vr wr

valamely A és p additiv fiiggvényekre. Ha vy = wy = 0 akkor A az
azonosan nulla fiiggvény. Ha példaul vy # 0, akkor




és kovetkezésképpen

A (\/§x> - U—;A(x) + (m - @) ().

(Y Vo

Ha w; — *2 = 0 rogton az

A (var) = “—2,4(9;)

(Y

szemihomogenitasi tulajdonsagot kapjuk; egyébként pedig

(z) = — A(\/%)—LA@:)

no (i)
és igy
1
A( 5;5) — 2 g () 202 A \/§x> - ke
W\ w (w — 2

Y (1) [ —
wl_v Uo(’wl—%>

Vo

ami egy az elsé példaban mar targyalt (56) egyenlet-tipus.
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Osszefoglalo

A négy fejezetbdl allo disszertacioban targyalt problémakat a |6]
dolgozatban kozolt, Daroczy Zoltan, Maksa Gyula és Pales Zsolt altal
felvetett ekvivalenciaprobléma motivalja. Nevezetesen, milyen feltét-
elek mellett igaz, hogy a

L f(Mi(z,y)) + f (Mx(2,y)) = f(z) + f(y) (x,y€)ésa
IL 2f (My @ Ma(z,y)) = f(z) + f(y) (z,y €)

fiiggvényegyenletek megoldashalmaza egybeesik? Egyenleteinkben I C
R nemiires, nyilt valos intervallum, M; és M, kétvaltozos, szigoru
kozepek, My @ My pedig a Gauss kompoziciot jeloli. |6]-ban a szerzok
az

My @ My(Mi(z,y), Ma(x,y)) = My @ Ma(z,y)

invarianciaegyenlet segitségével megmutattak, hogy a masodik egyen-
let minden megoldasa megoldasa az elsG egyenletnek is. A nem trividlis
probléma tehat az (I.) egyenlet megoldasainak a meghatarozasa.

A disszertacio elsé fejezetében az (I.) fiiggvényegyenletet vizsgal-
juk abban a speciélis esetben, amikor M; és M, rendre az aritmetikai
és a geometriai kozép. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben az (I.)
fiiggvényegyenletnek csak a konstans fiiggvények a megoldéasai. (Ebbgl
azonnal kovetkezik, hogy az (I) és (II.) fiiggvényegyenletek ekvivalen-
sek.) A korabbi eredményekhez képest lényeges kiilonbség az I inter-
vallum szerepeltetése. Az I = R, esetben (R, a pozitiv valos szamok
halmaza) ugyanis Daroczy—Maksa—Péles [6] mar igazoltak az ekviva-
lenciat. A bizonyitas azonban, mely Maksa Gyula egy [20]-ban elért
eredményére tamaszkodik, nem mikodik, ha I nem a teljes pozitiv
félegyenes, hanem csak egy valodi részintervallum. Egy fontos kovet-
kezménye az ekvivalencidnak az, hogy az aritmetikai és a geometriai
kozép Gauss kompozicidja nem kvaziaritmetikai kézép R, egyetlen
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nyilt részintervalluman sem annak ellenére, hogy mind az aritmetikai,
mind pedig a geometriai kdzép kvaziaritmetikai.

Daroczy, Lajko, Lovas, Maksa és Pales |7]-ben az ekvivalenciat
abban a specialis esetben vizsgaltak, amikor (I.)-ben és (IL.)-ben M,
és M, sulyozott aritmetikai kézepek, azaz

Mi(z,y) = ax+ (1 —a)y, Msy(z,y):=(1—-a)z+ay (x,y€I).
Ekkor (I.)
flax + (1= a)y) + f(1 - a)z +ay) = f(x) + fly) (z,y ),

(IL.) pedig
20(FY) = f@)+ f) (@yeT)
alakban irhat6. Utobbi a nevezetes Jensen egyenlet.
Megmutattak, hogy ha « algebrai szam, ugy, hogy lea és
nem algebrailag konjugaltak, akkor minden megoldasa (I.)- nek me-
goldasa a nevezetes Jensen egyenletnek is. Ebben az esetben tehat
(I.) és (IL.) ekvivalensek. Ha azonban =% transzcendens szdm, vagy
algebrai ugyan, de leo‘ és —1=2 algebrailag konjugaltak, akkor van
olyan f:I — R megoldasa (I.)-nek, mely f(z) = As(x,z)+ Ai(x)+ Ay
alakt és az Ay R?> — R nem azonosan zérus szimmetrikus biadditiv
fiiggvény. Igy ebben az esetben (1.) és (II.) nem ekvivalensek. Ezért a
silyozott aritmetikai kézepeket tartalmazo fiiggvényegyenletek énma-

gukban is érdekesek, illetve tovabbi altalanositasok kiindulopontjai.

_l-a

A disszertacio masodik fejezetében a
S aif(bir+ (1= b)y) =0 (w,y € D),
=0

alaku fliggvényegyenletet vizsgaljuk, ahol f egy pozitiv hosszisaga [
nyilt intervallumon értelmezett ismeretlen fiiggvény, a; € R; 0 < b; < 1
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(¢ =0,1,...,n) pedig adott valos szamok. Az n = 3, ay = a; = 1,
as = a3 = —1 és by = 1, b3 = 0 kordbban mar vizsgalt speciélis
esetekkel szemben, 1d. [6], [7] és [21], a probléma nehézségét az adja,
hogy a stlyokra vonatkozo feltétel miatt f(x) dltalaban nem fejezhetd
ki explicit modon a fiiggvényegyenletbdl, tovabba a fiiggvényegyenlet
csak egy pozitiv hossztusagu nyilt intervallumon all fenn. Ezeknek a
nehézségeknek koszonhetfen nincs elemi megoldasi modszer, hanem
egy altalanos algoritmus segitségével oldjuk meg az egyenletet. Ennek
f6bb 1épései:

1. alkalmas helyettesitésekkel részintervallumokon teljesiils specié-
lis tipusu fiiggvényegyenlet felallitasa,

2. kiterjesztési tétel alkalmazésa,

3. globalis eredmények felhasznalasaval az els§ lépésben szerepld
fiiggvényegyenlet megoldésa a részintervallumokon.

Mivel a harmadik lépésben konstrualt megoldasok altalaban fliggnek
az I intervallum részintervallumaitol, ezért az utolso 1épés

4. az egyes részintervallumokon kapott megoldasok Gsszeftizése és a
megoldés szerkezetének egységes leirasa a teljes I intervallumon.

Az imént ismertetett algoritmust alkalmazzuk a fiiggvényegyenlet
megoldasara. A fejezet {6 eredménye szerint az f megoldas mindig

fl@)=An1(x,...;z )+ ...+ As(z,x) + Ai(x) + A

(n—1) -Szer
alakban reprezentalhato, ahol barmely k pozitiv egész szam mellett

Akle — R
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valtozoiban szimmetrikus, k-additiv fiiggvény, tovabba Ay valos konst-
ans. A megoldast tehat ebben az alakban keressiik, aminek a vissza-
helyettesitése az eredeti fiiggvényegyenletbe most méar a megfelels k
szamhoz tartozo Ay fliggvényekre ad sziikséges és elegendd feltétele-
ket. Ezeket foglaltuk 6ssze a 2.2.1. Tételben, ami a tovabbi vizsgalatok
kiindulépontja, hiszen bonyolult, adltalaban a k értékével egyezs tags-
zamu linearis fiiggvényegyenlet-rendszerekrél van sz6. A k = 1, azaz
az f megoldasban szerepl6 additiv tagra vonatkozo elsdrendi feltétel
példaul

anAl (t) + nz a; Aq (tﬁl) =0 (t S R),

=1

mig a biadditiv A, tagra vonatkozd mdsodrendid feltétel pedig az

Xn: CLZ‘AQ(S, tﬂz) =0
i=1

b (t € R),
ZlaiAQ(tﬁhtﬁi) =0
i=

egyenletrendszer, ahol a (3; paraméterek a kiindul6 fiiggvényegyenlet

b; bels6 paramétereivel vannak kifejezve (és igy tovabb). A probléma

most mar gy vethets fel, hogy a paraméterek milyen valasztasa esetén

van legalabb els6fokt, azaz nem azonosan zérus A; additiv taggal

rendelkezd; illetve maximaéalis fokt, azaz nem azonosan zérus A,_;

Jf6monommal” rendelkez6 megoldasa a fiiggvényegyenletnek. A két

probléma persze n = 2 esetén egybeesik, altalaban azonban kiilon-

b6z6. Ha a masodrendii feltételben szerepld egyenletrendszer elsé tag-
jat alaposabban megnézziik, barmely régzitett s paraméter esetén egy
az els6rendd feltételt teljesité additiv fliggvényt kapunk, azaz ha van
nem azonosan zérus biadditiv rész a megoldésban, akkor additiv részt
is lehet konstrudlni; ugyanez a helyzet a magasabbrendii feltételek-
kel — nem azonosan zérus Aj k-additiv megoldas létezése (alkalma-
san rogzitett valtozok mellett) maga utéan vonja az alacsonyabb rendii
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feltételeket kielégits A;, ..., A,_; fliggvények létezését. Megforditva
azonban mindez nem all. A diszkussziot csak egy specialis, az n = 3,
ag = az = 1, illetve a; = ay = —1 esetben végeztiik el. Felhasznélva
a |7] dolgozat eredményeit sziikséges és elegendd feltételt tudunk adni
nem azonosan zérus, biadditiv (tehat maximalis fokszamii) megoldas
létezésére. Ezt egy konkrét példaval is szemléltetjiik az 2.3. alfejezet-
ben.

A harmadik fejezet a masodik fejezetben szerepld elsérendii fel-
tétel vizsgalatanak van szentelve. Az els6rendi feltételre a tovabbiak-
ban Dardczy-féle fiigguényegyenletként hivatkozunk, ugyanis n = 2
esetben Daroczy Zoltan [8]- ben sziikséges és elegendd feltételt tudott
adni az elsérendd feltételt kielégité nem azonosan zérus additiv fligg-
vény létezésére. A Dardczy tétele az

A(t) + aA(Bt) = 0

alak egyenletben szerepl6é paraméterek algebrai tulajdonsagai segitsé-
gével jellemzi a megoldhatosigot: pontosan akkor van nem azonosan
zérus additiv megoldéas, ha a —(1/a) és a @ paraméterek algebrai-
lag konjugéltak, azaz vagy mindketts transzcendens, vagy mindkettd
algebrai, ugyanazzal a definidl6 f6polinommal. Ebben a fejezetben
Daroczy tételét kiterjesztjiik tetszdleges n esetére, 1d. [32] és [33].
Ekkor mar nem paraméterek, hanem paramétercsaladok és lineéris so-
kasagok algebrai tulajdonsagairol van sz6. Sikeriilt igazolni, 1d. 3.5.4.
Tétel, hogy ha az

Ax) + ”2—: a;A(Bix) =0 (x € R)

alakt Daroczy-féle fiiggvényegyenletben a belsé (34, . . ., 5,-1) paramé-
terek algebrailag fiiggetlenek, akkor a nem azonosan zérus additiv me-
goldés 1étezéséhez sziikséges és elegend6 ha a kiils6 o, ..., q,_1 pa-
raméterek koziil legaldbb az egyik transzcendens szam. A 3.5.5. Tétel
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mutatja, hogy a paramétercsaladok szerepe felcserélhets. A bizonyitas
soran kulcsfontossidgi szerepet kap annak az esetnek a vizsgalata,
melyben vagy a kiilsG, vagy a bels§ paramétercsalad tagjainak min-
degyike algebrai szam. Az ilyen tipust egyenletek megoldaséra algo-
ritmust adtunk a 3.4 alfejezetben, mely a Gauss-eliminécié linearis
fiiggvényegyenlet-rendszerekre vonatkozd megfelelGje és alkalmas az
additiv megoldas létezésének az eldontésére, illetve keresésére, 1d. [31].
Kiilonosen érdekesek ezeknek az eredményeknek a negativ kovetkez-
meényei, melyek a Daroczy-féle fiiggvényegyenlet csak trivialis (az azo-
nosan zérus additiv fiiggvénnyel val6) megoldhatosiagarol szolnak, hi-
szen azonnal kizarjak a kiindulo, stlyozott kézepeket tartalmazo flige-
vényegyenlet nem trivialis megoldhatosagat. A magasabb rendd Ay
monomokra (k = 2,..., n— 1) vonatkozo egyenletrendszerek elss tagjai
ugyanis (k — 1 valtozo rogzitése mellett) formailag az elsérendd fel-
tételt kielégits additiv fiiggvényekrsl szolnak. Laczkovich Miklos és
Székelyhidi Gabor [17]| egy fontos eredménye szerint megszamlalhato,
diszkrét Abel csoporton spektralanalizis érvényes, azaz a csoporton
értelmezett komplex értéki fiiggvények vektorterének minden nem-
trivialis, zart és eltolasinvaridns altere tartamaz nem azonosan zérus
exponencialis fliggvényt. Ennek az eredménynek a felhasznélasaval
a 49. International Symposium on Functional Equations (Graz, Jua-
nius 19-26, 2011) konferencian elhangzott eldadasaban Laczkovich Mi-
klos sziikséges és elegendd feltételt adott nem azonosan zérus additiv
megoldas 1étezésére a komplex szamtest egy alkalmas tulajdonsagu
0 izomorfizmusanak segitségével. Ez a raciondlis szamtest belsé (5;,
i =1,...,n— 1) egylitthatokkal valo bévitését agyazza be izometri-
kusan a komplex szamtestbe tgy, hogy

n—1
i=1
Természetesen a paramétercsaladok algebrai tulajdonsagai dontik el az
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ilyen testizomorfizmus létezésének problémajat. A mar idézett sajat
eredmények éppen ezt a kérdést érintik.

A negyedik fejezetben a Daroczy-féle fliggvényegyenletet spe-
cialis esetekben vizsgaljuk. A paramétercsaladok algebrai tulajdonsa-
gainak nyelvén kifejezve a kovetkez6 eseteket sikeriilt tisztazni:

(i) akiilsd, vagy a belsé paramétercsalad algebrailag fiiggetlen (sziik-
séges és elegendd feltétel a nem azonosan zér6 megoldas léte-
zésére),

(ii) a kiils6, vagy a bels6 paramétercsalad minden tagja algebrai
szam.

A (ii) esetben a fliggvényegyenletek nem azonosan zérus additiv
megoldasainak keresésére olyan megoldasi algoritmust mutatunk, mely
lényegében a 3.4 alfejezetben ismertetett Gauss-féle eliminécios tech-
nikan alapszik. Az egyetlen lényeges (és tisztazatlan) eset, ha mindkét
paramétercsalad algebrailag fliggé és mindkettében van legalabb egy
transzcendens elem. A bemutatott példékra alapozva (sejtés szint-
jén) az latszik korvonalazodni, hogy az algebrai fiiggéség segitségével
egy tagszamcsokkents, redukcios eljarast hajthatunk végre, mely vé-
ges sok lépésben visszavezet az algebrailag fliggetlen kiils6, vagy belsd
paramétercsaladok sikeresen megoldott esetére.
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Summary

In this PhD dissertation we discuss problems coming from the equi-
valence problem of the functional equations

L f(My(z,y)) + | (Ma(2,y)) = f(x) + f(y) (v,y € 1) and

IL. 2f (My ® My(z,y)) = f(z) + fy) (2,y €)

due to Z. Dardczy, Gy. Maksa and Zs. Péles |6]. Here I C R is a
nonempty, open real interval, M; and M, are two variable strict means
on I and M; ® M, denotes their Gauss composition. In [6] the author
proved by the invariance equation

Ml ® M2<M1<x7y)>M2($ay)> = Ml ® MQ(Z’,?/)

that any solution of the second functional equation is a solution of the
first one. Therefore it is enough to determine the solutions of the first
functional equation to decide their equivalence.

In the first chapter of the dissertation we study the functional
equation (L.) in case of the arithmetic and geometric means. We show
that all solutions of (I.) are constant. (As a direct consequence we
have immediately that (I.) and (II.) are equivalent.) In the special case
I = R, (where R, is the set of positive real numbers) the equivalence
has been proved in Daroczy—Maksa—Pales [6]. The argumentation is
based on a more general result due to Gy. Maksa [20] about the
functions a, b, c: R, — R satisfying the functional equation

a(z +y) +b(x - y) = c(z) + c(y)

but it doesn’t work in case of an arbitrary (nonempty) open interval
I C R,. The proof presented in the dissertation is essentially different.
One of the most important consequence of the equivalence of (I.) and
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(IL.) in case of the arithmetic and geometric means is that their Gauss
composition is not a quasi-arithmetic mean on any nonempty intervals
in R although both the arithmetic and the geometric means are quasi-
arithmetic.

Z. Daroczy, K. Lajko, R. Lovas, Gy. Maksa and Zs. Péles [7]
investigated the equivalence of the functional equations in the special
case of weighted arithmetic means

Mi(z,y) =ax+ (1 —a)y, M(z,y)=1—-a)z+ay (v,y€I)
too. Then (I.) can be written into the form
flax + (1 = a)y) + f(1 = a)z + ay) = f(z) + fy) (z.y€]),

and (II.) reduces to the Jensen equation

r+vy
2

2f( )= f(@)+ fly) (z,y €).

The authors presented that both positive and negative answers can
also be given to the equivalence problem. Namely, if « is an algebraic
number such that lea and —1770‘ are not algebrically conjugated then
all solutions of (I.) are solutions of the Jensen equation too. Therefore
they are equivalent to each other. As a negative answer they also
proved that if % is transcendent or it is algebraic such that 1?7“
and —I?Ta are algebraically conjugated then there exist solutions of
the form f(z) = As(x,z) + Ai(x) + Ay of the functional equation
(I.) with not identically zero symmetric biadditive part A;. Therefore
(I.) and (II.) are not equivalent because any solution of the Jensen
equation must be the sum of an additive function A; and a constant
Ap. According to these results the functional equations containing
weighted arithmetic means are proposed to study independently of

the equivalence problem in a more general form.
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In the second chapter of the dissertation we study the functional

equation
n

d aifbr+(1—b)y) =0 (z.yel),

=0
where f is an unknown function defined on a nonempty open interval
I,a,e Rand 0 < b; <1 (i =0,1,...,n) are real parameters. The

case n = 3, a9 = a; = 1, as = a3 = —1 and by, = 1, b = 0 was
investigated in [6], [7] and [21]. Here we avoid the values b; = 0 or 1
for any index ¢ = 0, ..., n which means that f(z) cannot be explicitely

expressed from the functional equation. Therefore we can not use the
technic of extension of the solution onto the entire real line or the
technic of differences in a direct way. These difficulties are handled by
the following algorithm of the solution. The main steps are

1. using substitutions derive functional equations on subintervals
involving f(u) in an explicite way,

2. using the technic of extension of the solution onto the entire real
line,

3. the characterization of the solution by global results.

According to the starting step this characterization gives only local
properties of the solution of the original functional equation. Therefore
the last step is

4. the uniform description of the structure of the solution on the
entire interval I.

This algorithm will be used for the solution of our functional equa-
tion. The main result says that any solution f: I — R has the form

fl@)=Ana( z,...;x )+ ...+ As(z,2) + Ay (z) + Ao,

(n—1) -times
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where for all positive integer k,
A RF S R

is a symmetric, k-additive function and A is a constant. After substi-
tuting this form of the solution into the functional equation necessary
and sufficient conditions can be given for each of the terms Aq, ...,
A,_1. They are formulated in Theorem 2.2.1. as the starting point
of further investigations because we have a system of linear functional
equations involving k equations for any integer £k = 1, 2, ..., n — 1.
The first order condition, i.e. the necessary and sufficient condition
for the additive term A; is

n—1

a Ar(t) + Y aiAy(t3) =0 (t €R).

=1

The second order conditions, i.e. the necessary and sufficient conditi-
ons for the biadditive term A, are

Z CLZ‘AQ(S, tﬁ» =0
i=1

5 (t € R),
Z:l aiA2(tﬁi7 tﬁz) =0
iz

where the parameters (; are explicitly related to the inner parameters

b; of the original functional equation for any indeces i = 1, 2, ..., n;

and so on (third order conditions, ...,nth order conditions). The next

problem can be formulated in such a way that under what conditions

for the parameters there is a solution of at least first degree (i.e. a

solution with not identically zero additive term) or a solution of ma-

ximal degree (i.e. a solution with not identically zero (n — 1)-additive
term). They are equivalent in case of n = 2 but different in general. It
is remarkable that the existence of Ay satisfying the kth order condi-
tions imply terms of lower degrees in the solution. For example, after
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fixing the variable s, the first equation for the biadditive term A is
formally the same as that for the additive term A; and the situation
is similar in case of terms of higher degree satisfying higher order con-
ditions. The converse is not true. We discuss only the special case
of n =3, ap = a3 =1 and a; = a; = —1. Using the results in |7] a
necessary and sufficient condition will be formulated for the existence
of not identically zero biadditive solution (i.e. a solution of maximal
degree) of the functional equation. Explicite examples will be also
given in the subsection 2.3.

The third chapter is devoted to the investigation of the first
order condition. It is referred as Daroczy’s functional equation because
in case of n = 2 Dardczy [8] gives a necessary and sufficient condition
for the existence of a not identically zero additive function satisfying
the first order condition. Dardczy’s criteria is formulated by the help
of the algebraic properties of the parameters «, 3 in the functional
equation

A(t) + aA(St) = 0.

The equation has nontrivial solutions if and only if —(1/a) and 3 are
algebraically conjugated, i.e. both of them are transcendent or they
are algebraic with the same defining polynomial. In this chapter we
extend Daroczy’s result for the case of n > 2, see [32] and [33|. The
algebraic properties of family of parameters and linear varieties are
essential. We prove in Theorem 3.5.4. that if the inner parameters
(B1, ..., 0n-1) are algebraically independent then the Dardczy’s func-
tional equation

Ax) + i a;A(Bix) =0 (x € R)

has nontrivial additive solutions if and only if at least one of the outer
parameters aq,...,a,_1 is transcendent. Theorem 3.5.5. shows that

107



the inner and the outer parameters play symmetric roles in the formu-
lation of the result. To present the proof of these theorems we had to
investigate the cases when all of the inner (or, symmetrically, all of the
outer) parameters are algebraic. In these cases we have algorithms for
finding the additive solutions of Dar6czy’s functional equations. The
first step is to generate a system of linear functional equations by
substitutions. Then we use a kind of elminating proccess to find the
unknown additive function, see subsection 3.4. and [31]. The negative
consequences are very interesting because if the Daroczy’s functional
equation has only trivial (i.e. identically zero) additive solution then
so has the higher order conditions. Indeed, the kth order conditions
(k > 2) involve a Daroczy’s functional equation for the additive func-
tion coming from Aj after fixing the first (k — 1) variables. Using
the spectral analysis result by M. Laczkovich and G. Székelyhidi |17]
on the existence of exponential functions on countable discrete Abe-
lian groups, non-zero additive solutions imply the existence of a field
isomorphism 9: C — C such that

n—1
i=1

and vica-verse. The result is due to M. Laczkovich and G. Kiss pre-
sented at the 49. International Symposium on Functional Equations
(Graz, 19-26 June, 2011). The existence of this isomorphism depends
obviously on the algebraic properties of the parameters. Our results
are just based on such kind of properties.

In the fourth chapter we investigate Daroczy’s functional equa-
tions in special cases. In terms of the algebraic properties of the family
of parameters the following cases are clarified:

(i) the outer (or the inner) parameters are algebraically indepen-
dent (necessary and sufficient condition for the existence of not
identically zero additive solutions),
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(ii) all of the outer (or the inner) parameters are algebraic.

In case (ii) we use an algorithm based on the eliminating technic
in subsection 3.4. for finding not identically zero additive solutions
of the functional equation. The only unclarified case is that of alge-
braically dependent family of parameters, i.e. both the outer and the
inner parameters are algebraically dependent and each of them con-
tains at least one transcendent number. The conjecture based on the
presented examples in this chapter is that the algebraically dependent
parameters admit the reduction of the number of parameters (with
some eliminating proccess) in the functional equation as far as we get
back to the case of n = 2 or the case of algebraically independent
parameters in finite many steps.
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