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1 BEVEZETES

A diofantikus egyenletek elméletében kozponti helyet foglalnak el a kétis-
meretlenes polinomidlis egyenletek, azok egész és raciondlis megoldasainak a
vizsgdlata. A megolddsszam végességével kapcsolatban szamos fontos eredmény
sziiletett, Runge, Thue, Mordell, Siegel és masok végességi eredményeket
nyertek egyenletek egy-egy széles osztdlydra. Végiill 1929-ben Siegel [48]
altaldnossdgban megmutatta, hogy ha F(xz,y) egy raciondlis egylitthatds, ab-
szolut irreducibilis polinom, tgy az

F(w7y) =0

egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van, feltéve hogy az egyenlet
altal definidlt algebreai gorbe g génuszéara g > 0 teljesiil. 1983-ban Faltings [17]
azt is bebizonyitotta, hogy g > 1 esetén még a raciondlis megoldédsok szama is
véges.

Siegel és Faltings nevezetes tételei ineffektivek, azaz a bizonyitdsaik nem
szolgaltatnak semmilyen eljardst a megoldasok megkeresésére. Megjegyezziik
tovabba, hogy ezen altalanos tételeknek egy-egy egyenletosztilyra vald alkal-
magzasa gyakran sikertelen marad, mivel a reducibilitas eldontése és a génusz
megallapitasa esetenként komoly nehézségekbe iitkozik. Ez a helyzet az

(1.1) f(x) =g(y)

alaku egyenleteknél, ahol f és g raciondlis egylitthatés polinomok. Az ilyen
tipusu egyenletek kiillonosen fontosak és érdekesek azokban a specialis esetekben,
amikor f és g koziil legaldbb az egyik mint z polinomja z(z—1) - -+ (z— (m—1)),
(2), 2% vagy 1' + 2! + - .- + 2! alaku, ahol m, n, k, | adott pozitiv egész szdmok.
Ezen egyenletosztalyok megoldasszamaval igen sokan foglalkoztak. Ujabban
Bilu és Tichy [7] teljes dltaldnossidgban jellemezték azon f, g polinompdarokat,
melyekre (1.1)-nek véges sok egész megoldasa van. Tételiik azonban ineffektiv.
Tovabba olyan komplikalt feltételeket tartalmaz, hogy az emlitett egyenletosz-
télyokra valé alkalmazasa jorészt mindmaig eredménytelennek bizonyult.

Disszertdcionk 2. és 3. fejezetében (1.1) tipusu egyenletek egy-egy fontos,
sokat vizsgdalt osztdlyara nyeriink altalanos ineffektiv végességi eredményeket.
Tételeink a korabbi, idevagd eredmények messzemend altaldnositdasai és egy-
ben lényeges pontositdsai, finomitdsai. A 4. fejezetben a 2. fejezet bizonyos
eredményeinek effektiv valtozatat adjuk, s6t a tekintett egyenleteket egy sor
konkrét esetben teljesen megoldjuk.



Az alabbiakban roviden vazoljuk az egyes fejezetek legfontosabb eredménye-
it.
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A 2. fejezetben az

(12)  z@-1-(@-(m-1)=My—-1)(y—-(n-1)+I

tipusu egyenletek megoldasszaméval foglalkozunk, ahol m, n > 1 adott pozitiv
egészek, \(# 0) és [ pedig rogzitett raciondlis szamok. Az [ = 0 specidlis esetben
szémos szerzd, koztiik Saradha, Shorey és Tijdeman [38]-[44] nyertek végességi
eredményeket az (1.2) alaki egyenletekre vonatkozéan. [5]-ben Beukers, Shorey
és Tijdeman leirtak mindazon m, n és A szamharmasokat, amelyek mellett [ = 0
esetén (1.2)-nek végtelen sok raciondlis, illetve egész megoldésa lehet.

Disszertacionk maéasodik fejezetének egyik f6 eredménye az 2.2. Tétel,
mely az emlitett [5]-beli eredmények &ltaldnositdsa tetszdleges [ esetére.
Kovetkezményként (2.1. Tétel) jellemezziik mindazon a, b, k, m és n egészeket,
melyekre a sokat vizsgalt

(1.3) a(;) +kb<z)

egyenletnek végtelen sok x > m, y > n egész megoldasa lehet.
A fejezet mésodik felében az (1.3) egyenletre vonatkozé eredményiinket kiter-
jesztjuk az altalanosabb

()

egyenletekre, ahol F' nem sziikségképpen linedris (mint (1.3)-ban), hanem prim-
fokszam egész egylitthatés polinom (2.7. és 2.8. Tétel).

Az (1.3) és (1.4) alaki egyenletekre vonatkozé tételeink jelentés mértékii
ineffektiv altalanositasai szamos korabbi, ilyen iranyd eredménynek.

Az 2.2. Tétel bizonyitdsa sordn eldszor jellemezziik azon

Flr,y)=z@@-1)-(@—-(m-1)-Ayly—1)---(y—(n—1)) =1

alaku raciondlis egyiitthatés polinomokat, melyek abszolut irreducibilisek, és
melyeknek a génusza pozitiv, illetve nagyobb mint 1. Ezt kovetéen Siegel és



Faltings emlitett tételeit alkalmazzuk. Kiilon is foglalkozunk azzal az esettel,
amikor F'(x,y) reducibilis, és sziikséges és elégséges feltételt fogalmazunk meg
arra vonatkozéan, hogy ekkor (1.2)-nek véges sok megolddsa legyen.

IIT

Igen gazdag irodalma van az

(1.5) Sm(z) = g(y), * > 1,y egész ismeretlenek,

alaki egyenleteknek, ahol m > 1 adott egész, Sp,(x) = 1™ 4+ 2™ + -+ + 2™
és g(y) raciondlis egylitthatés polinom. Mint ismeretes, Sy, (x) felithaté az x
(m + 1)-ed foku raciondlis egyiitthatés polinomjaként.

A g(y) = y™ specidlis esetben adott n mellett Schéffer [45] 1956-
ban meghatdrozta mindazon m, n péarokat, melyekre (1.5)-nek végtelen sok
megoldasa van. Kés6ébb Schiffer eredményének Gyory, Tijdeman, Voorhove,
Brindza és masok tobb irdanyu kiterjesztését és dltalanositasat adtak, egyebek
kozott arra az esetre, amikor n is ismeretlen.

Egy mésik irdnyban Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [6] y(y —
1)---(y— (n—1)) alakd g(y) polinomok esetén ujabban meghatédrozta azon m,
n parokat, melyekre (1.5)-nek végtelen sok megolddsa van.

A 3. fejezet {6 eredménye a 3.1. Tételiink, mely adott m mellett az Gsszes
olyan raciondlis egyiitthatés g polinom leirdsit adja, melyekre az (1.5) egyen-
letnek végtelen sok megoldasa lehet. Tételiink 1ényegében kozos altaldnositasa
Schéffer [45], valamint Bilu és térsai [6] fent emlitett nevezetes tételeinek. A
3.1. Tétel alkalmazasival még pontosabb allitdst nyeriink (3.2. Tétel) abban az
esetben, amikor g(y) F ((Z)) alaki, ahol n > 1 adott egész szam, F pedig egy
lineéris vagy péaratlan primfokszamu racionalis egyiitthatés polinom.

A 3.1. és 3.2. Tételeink bizonyitdsa végsd soron Bilu és Tichy [7] mér emlitett
altalanos tételén alapszik. Ezen altalanos tétel alkalmazasdhoz azonban kilenc,
tobbségiikben az Sy, (z) polinom kiilonféle specidlis tulajdonsdgaival foglalkozd
lemmara, valamint hosszi, bonyolult okoskodasokra lesz sziikséglink.

v

Az (1.2), (1.3) és (1.4) egyenletekre vonatkozd végességi tételeink nem ef-
fektivek, mivel bizonyitasainkban felhasznaljuk Siegel, Faltings, valamint Bilu
és Tichy ineffektiv eredményeit.



A 4. fejezetben az a és b-re tett bizonyos feltételek mellett effektiv felsd
korldtot nyeriink (4.1. Kovetkezmény) az (1.3) egyenlet megoldédsaira abban az
esetben , amikor m > 5 és n € {2,4}. Eredményiinket kiterjesztjiik (4.1. Tétel)
az altaldnosabb

(1.6) a(;;) + f(2) + g(z) = b(Z)

egyenletre is, ahol g(x) € Z[x] és f(x) € Q[x] egész értékii, legfeljebb m — 1-ed
fokd polinom. Ezen eredmény egy alkalmazasaként effektiv fels6 korldtot adunk
(4.2. Kovetkezmény) mindazon x > m, y > n egészekre, amelyekre az

-+ (1) (2)

szdmok valamilyen sorrendben szamtani sorozatot alkotnak. A bizonyitds sordn
a vizsgalt egyenleteket hiperelliptikus egyenletekre vezetjiik vissza, majd pedig
Baker [3] hiperelliptikus egyenletekre vonatkozd nevezetes effektiv tételét alkal-
mazzuk.

Végil a

(o) = ()

egyenlet Osszes megolddsat meghatarozzuk (4.2. Tétel) abban az esetben, amikor
(m,n) vagy (n,m) € {(2,3),(2,6),(3,4),(4,6)} és 0 < k < 10. Ezen esetek-
ben egyenleteinket elliptikus egyenletekre redukaljuk, s azutan a Gebel, Petho
és Zimmer [20] moédszerén alapulé SIMATH programcsomagot hasznédljuk a
megoldasok megkeresésére.

A 4.1. és 4.2. Tételeink egy sor kordbbi eredmény jelentés mértéki
altalanositasai, kiterjesztései, illetve pontositdsai.

Ertekezésiink eredményeit a [33], [34], [35] és [36] dolgozatainkban pub-
likaltuk.



2 AZ F((?)) = b(") ALAKU DIOFANTIKUS EGYEN-

LETEKROL

A fejezet elsd részében az

(2.1) a(i)—&—k:b(iri), T>m,y>n

egyenlet x, y megoldasainak a szamaval foglalkozunk, ahol a, b, k, m, n adott
egészek az a # 0, b # 0 és 1 < m < n tulajdonsdggal. A k = 0 esetben az a,
b, m, n paraméterek kiilonféle specidlis megvélasztdsa mellett szamos végességi
és numerikus eredmény taldlhaté a szakirodalomban; példaul az [1], [8], [14],
[23], 28], [29], [31], [52], [53], [59], [60] cikkekben a szerzOk az Osszes egész
megoldést leirtdk. A k = 0 esetben az els6 dltaldanos végességi eredmény Kisstol
[26] szdrmazik, aki 1988-ban megmutatta, hogy ha m egy adott paratlan prim,

)-0)

diofantikus egyenletnek csak véges sok x > m, y > 2 egész megolddsa van,
amely megolddsok effektive meghatdrozhatéak. Brindza [11] hdrom évvel kés6bb
altaldnositotta Kiss eredményét arra az esetre, amikor m > 3 tetszoleges, adott
egész szam.

A (2.1) egyenletre vonatkoz6 2.1. Tételiink az emlitett végességi tételek
messzemend, ineffektiv dltaldnositasa.

2.1. Tétel Legyenek a, b, k, m, n egész szamok és tegyiik fel, hogy a # 0,b #£ 0
és 1 <m <n. Ekkor eltekintve az alabbi esetektdl

1) m=mn,a=bk=0;

2) (m,n)=(2,2);

3) (m,n) = (2,4) és =2ht3e = 1 yagy — 5
4) (m,n) = (4,4) és =24+e —1;

a (2.1) egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van. Tovdbbd a fent
felsorolt kivételes esetek mindegyikében meg tudjuk vdlasztani az a, b és k
paramétereket tgy, hogy a (2.1) egyenletnek végtelen sok x, y egész megolddsa
legyen.



Megjegyezziik, hogy a fenti tételiinket tartalmazé [34] dolgozatunk megje-
lenése utén egy évvel t6liink fliggetleniil Stoll és Tichy [50] a 2.1. Tételiink egy
kevésbé pontos valtozatat publikaltdk.

A 2.1. Tétel specidlis esete az alabbi végességi eredményiinknek:

2.2. Tétel Legyen
f@)=z@=1)-(x=(m=1)) ésgly) =Ay(y—1)---(y—(n—1)) +1
ahol m,n € N, m <n és A\l € Q. Tegyiik fel, hogy \ # 0. Ekkor az
(2.2) f(@) =9g(y)
egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van, kivéve az aldbbi eseteket:

1) m=mnésA=1,1=0 vagy m =n pdratlan,\ = —1,1 = 0;

2) (m,n)=(2,2);
3) (m,n) =(2,4), 4A — 4l =1 vagy I\ + 161 =
4) (m,n)=(4,4), A\=1=1.
Tovabbad a ) egyenletnek csak véges sok x, y raciondlis megolddsa van, elte-

2.2
)

(
kintve az 1)-4) illetve az aldbbi esetektdl:

9) (m,n) = (2,3);

6) (m,n) = (2,4), 9\ + 161 £ —4;

7) (m,n) = (2,6), —2Z2x+1=-1

8) (m,n) = (3,3);

9) m —n—4,—)\—|—l—1—6 ésl# — 16,vagy16/\—|—l——lesl7é 16.

A fent felsorolt esetek wvaldban kivételesek abban az értelemben, hogy minden
esetben meg tudjuk vdlasztani a X\, | paramétereket oly mddon, hogy a (2.2)
egyenletnek végtelen sok x, y megolddsa legyen.

Tételiink ineffektiv. Megjegyezziik, hogy ha specidlisan A = 1, | € Z,
Inko(m,n) > 1 és az f(x) — g(y) polinom Q felett irreducibilis, gy Runge
[37] ismert tétele felhasznélasdval a (2.2) egyenlet z, y egész megolddsaira egy
effektiv fels6 korldt adhaté. Ebben az esetben a legjobb korldt Tengelytdl [53],



[54] szarmazik, aki egy hatékony algoritmust dolgozott ki ilyen tipust konkrét
egyenletek megoldaséra.

I =0 esetén a 2.2. Tételink visszaadja Beukers, Shorey és Tijdeman-nak [5]
a bevezetoben mar emlitett eredményét.

A kovetkez6 tételiinkben egy még altalanosabb alaku egyenletet vizsgalunk.
Bar az egyenlet altaldnosabb, a 2.3. Tételt vissza lehet vezetni a 2.2. Tételre.

2.3. Tétel Legyenek dy és dy pozitiv raciondlis szamok, és A € Q\ {0}, [ € Q.
Ekkor az

(23) z(@+d)---(z+m—-1)d) = y(y+da)---(y+(n—1)dy) +1

egyenletnek, ahol m,n € N és m < n, csak véges sok egész, illetve raciondlis x,
y megolddsa van, eltekintve a 2.2 Tételben felsorolt kivételes esetektdl a

n
dy .

[
a és l=(-1)"—

A= (=1)mFmA T
1

valasztdssal.

Ez az allitds az | = 0 specidlis esetben magaba foglalja Beukers, Shorey és
Tijdeman [5]-beli végességi eredményét az

(2.4) z(@+d)--- (w4 (m=-1)d) =y(y+da) - (y+(n—1)dy)

egyenletre vonatkozéan.

Az aldbbi, 6nmagukban is érdekes 2.4., 2.5. és 2.6. Tételek 1ényeges szerepet
jatszanak a 2.1-2.3 Tételek bizonyitasaban.
Tekintsiik az

(2.5) Flz,y)=xz(x-1)---(a—m+1) - Ayy—-1)--(y—n+1)—1

polinomot, ahol m, n pozitiv egészek az m < n tulajdonsdggal, A € C\ {0},
Il € C. Azl = 0 specidlis esetben Beukers, Shorey és Tijdeman [5] 1999-ben
meghatédrozték az Osszes olyan m, n, A szdmokat, melyekre F(z,y) Clz, y]-ban
reducibilis. Kovetkez6 tételiink ezen eredmény &ltaldnositisa arra az esetre,
amikor [ € C tetszOleges szam.

2.4. Tétel Ha az F(x,y) polinom reducibilis a komplex szdmok teste felett,
akkor az aldbbi feltételek valamelyike fenndll:



1) m=n,A=1,1=0 ésx—y egy faktora F(x,y)-nak;

2) m = n pdratlan egészek, A = —1, 1 = 0 ésx+y —m+ 1 egy faktora
F(x,y)-nak;
3) (m,n)=(2,2), \—4l =1 és
F(z,y) =102z —-24y+A—1)(2z + 24y — A—1), ahol A= 4l +1;
4) (myn) =(2,4),4x—4l =1 és
F(z,y) = (204 2Ay* —6Ay + 24 —1) (22 — 2Ay? + 64y — 24 — 1),
ahol A = \/l+ §;

5) (m,n)=(4,4), \—=1=1 és
F(z,y) = (v* =32+ Ay® —3Ay + A+ 1) x
X (x2—3x—Ay2+3Ay—A—|—1),

ahol A=+1+1;

6) (mn)=(4,4), \=—-1,1=—1L és
Flay) = (2 = Vary — (3= 3v2) o +4° — (3 3v2) y+ 4 - §v2)
x (22 +V2zy— 3+ 3vV2)z+y> - 3+ 3v2)y+ L + 3V2);

7) (m,n) = (6,6), A\=—1,1=-32 é280
F(z,y) = <y2 — by + 2 — bz + 3> (y* — 10y® — 2%y? + 5ay?+

85 50
—i—?yz + 5a?y — 252y — Ey + 2t — 1023 + 33&2 - Em + 9

85 50 16)

Az 1)-es és a 2)-es esetekben F'(z,y) = 0-nak nyilvéan van végtelen sok egész,
és ezéltal raciondlis megolddsa is. A 3)-7) esetekkel értekezésiinkben kiilon is
foglalkozunk. Minden egyes esetben sziikséges és elégséges feltételt adunk meg
arra vonatkozéan, hogy az F(z,y) = 0 egyenletnek végtelen sok z, y egész,
illetve racionalis megoldasa legyen.

Tekintsiik a

Cizx(z—1)-(z—-(m-1)= y(y—1)-(y—(n—1)) +1

alakd gorbéket, ahol n > m > 1, A € C\ {0} és 1 € C. A kovetkezd két tételben
felsoroljuk mindazon m, n, A, [ értékeket, melyekre a megfelel6 C' gérbe génusza
0, illetve 1.
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2.5. Tétel Tegyiik fel, hogy a C gorbe irreducibilis a komplexr szamok teste
felett. Ha C génusza 0, akkor az aldbbi esetek valamelyike fenndll:

1) (myn) =(2,2), A\—4l #1;

2) (m,n) = (2,3), tA+1=—-1=2;

3) (m,n) = (2,4), TA+1=-1;

4) (myn) = (2,6), tA+1 = —3,27t* + 320t — 2304 = 0;
5) (myn) = (3,3), | £0 ést(A+£1) = —I, 2 = 4;

6) (myn) = (3,4), A= S4t, 1=ty 2 =3;

7) (m,n) = (3,6), A= 535t és 1= 204, 42 =21,

2.6. Tétel Tegyik fel, hogy a C gorbe irreducibilis a komplex szamok teste
felett. Ha C génusza 1, akkor az aldbbi esetek valamelyike teljesil:

1) (m’n) = (2’3)? %t)"i'l 7é _i7 t2 = 3;'

2) (m,n) = (2,4), TA+1#-1;

3) (m,n) = (2,5), tA+1 = —% 31254 — 4750012 + 82944 = 0;

4) (m’n) = (2a6)7 _262745>\ +1= _%;

5) (m,n) = (2,8), tA+1 = —1,* + 576> — 54432t — 4665600 = 0;

6) (m,n)=(3,3),1=0vagyl #0 ést(A£1)# —1, 1> = 5-;

7) (myn) = (3,4), —A+1=tés (\1) # (32, —Lt), 12 = &

¥ :(ngdtn) ;362’2)6>\ - 7%’ I=%- 2215[18694“ ahol s* = 3 és 27t +

9 m=n=4, -A+1l=2 ésl#—%, vagy SA+1=—1¢ésl#—.

Az | = 0 esetben a 2.5. és a 2.6. Tételek specidlis esetként visszaadjik
Beukers, Shorey és Tijdeman [5]

z(x+1)- - (@+m-1D)= yy+1) - (y+n-1)

alakt gorbék génuszara nyert eredményét. Megjegyezziik tovabba, hogy 2001-
ben Avanzi és Zannier [2] meghatdrozték az Osszes 1 génuszi, f(z) = g(y)
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alaku gorbét, ahol az f és a g polinomok fokszdma relativ prim. A 2.6. Té-
telben szerepld 1)-es, 3)-as és 7)-es esetek ezen eredmény felhasznéldséval is
levezethetoek.

A fejezet kovetkezd két tételében meghatdrozzuk mindazon (m,n) szampa-
rokat és F'(x) primfokszdmi, egész egyiitthatds polinomokat, amelyekre az

& #(() ()

egyenletnek csak véges sok x > m, y > n egész megoldasa van. A paros, illetve
a paratlan primfokszamu eseteket kilon targyaljuk, mivel a tételek bizonyitdsa
soran eltéré modszereket hasznélunk.

2.7. Tétel Legyen F(x) = axx? + ayx + ag egy mdsodfoki egész egyiitthatos
polinom, b € Z\ {0}, m, n > 2 pozitiv egészek. Ekkor a (2.6) egyenletnek csak
véges sok x > m, y > n egész megolddsa van, kivéve az n = 2, 2a3 — Sagas —
azb = 0 és az (n,m) € {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(4,1),(4,2),(4,4)} eseteket.
A kivételes esetek mindegyikében meg lehet vdlasztani a F(x) polinomot és a b
egész szamot gy, hogy a (2.6) egyenletnek végtelen sok egész megolddsa legyen.

2.8. Tétel Legyen F(x) = apa? +ap_ 12771+ -+ a1z +ag € Z[z], ahol a, # 0,
p > 3 prim. Legyenek tovdbbd m, n > 2 pozitiv egészek, és b € Z \ {0}. Ekkor
a (2.6) egyenletnek csak véges sok x > m, y > n egész megolddsa van, kivéve az
aldbbi eseteket:

i) n=2,m=1,2 vagy 4;

ii) 711 =P és F(x) = 55 (x)(0(x)+1)---(d(x)+p—1), ahol é(z) € Q|x]
i) n=2p, m=1, 2 vagy 4, és
F(2) = oy (6(2) = 1) (5(2) = §) -+ (0 (@) = 252, ahol 5(x) € Qla]

linedris.

A tételek bizonyitdsa soran minden kivételes esetben megadunk olyan konkrét
egyenleteket, amelyek rendelkeznek végtelen sok x, y egész megoldassal.

A 2.7. és a 2.8. Tételek kiterjesztései a 2.1. Tételiinknek, amelyben az F(z)
egy linedris polinom volt.
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3 HATVANYOSSZEGEK POLINOMERTEKEI

A fejezet eredményeinek ismertetéséhez vezessiink be néhany jeldlést, elne-
vezést. A tovédbbiakban 6(z) € Q[z] linedris, racionélis egyiitthatds polinomot,
q(xz) € Q[z] pedig nem azonosan nulla raciondlis egylitthatés polinomot fog
jelolni. Mint ismeretes,

Sp(z)=1"+2" + - 4 2™

x-ben egy m + l-ed foku raciondlis egyiitthatés polinom, amelyre igaz, hogy
paratlan m esetén felirhaté

Sn() = b (2 +1/2)°)

alakban, ahol 9,,,(z) € Q[z]. Definidljunk most dgynevezett specidlis tipusi
(m, g(x)) parokat az alabbi médon:

o I-es specidlis tipus: (m, Sy, (¢(z))), ahol ¢(x) nem konstans polinom.

e Il-es specidlis tipus: m paratlan és g(z) = 1y, (0 (2) q(z)?).

o III-as specidlis tipus: m pératlan és g(x) = ¥, ((15 (x)t), ahol ¢ € Q\ {0},
t > 3 paratlan egész.

o IV-es specidlis tipus: m pératlan és g(z) = ¥, ((a5 (93)2 + b) q(x)Z), ahol
a,beQ\ {0}

e V-0s specidlis tipus: m paratlan és g(x) = ¥y, (q(:c)Q)

e VI-os specidlis tipus: m = 3 és g(z) = d(x)q(z)>.

e Vll-es specidlis tipus: m = 3 és g(z) = q(x)>.

3.1. Tétel Legyen m egy tetszbleges pozitiv egész és g(x) € Qlx] egy legaldbb
harmadfoki polinom. Ekkor az

(3.1) Sm(z) = g(y)

egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van, kivéve, ha az (m,g(x)) par
specidlis tipusu. Tovabbd minden ilyen kivételes esetben meg lehet vdlasztani a
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d(z), q(x) polinomokat és az a, b, ¢, t paramétereket gy, hogy a megfeleld g(x)
polinom és m egész mellett a (3.1) egyenletnek legyen végtelen sok x, y egész
megolddsa.

Mint ldthatjuk, a 3.1. Tételben jellemezziik az sszes olyan (m, g(y)) pért,
amelyek mellett (3.1)-nek lehet végtelen sok megoldésa. fgy specialis esetekben,
rogzitett m és g(y) mellett, csak azt kell megvizsgdlni, hogy a g(y) polinom
lehet-e a tételben felsorolt alaku.

Amennyiben specidlisan g(y) = F ((Z)) alaku, ahol F raciondlis egytitthatds
polinom és n > 1 adott egész szam, ugy a 3.1. Tételiinkbdl a kovetkezd pon-
tosabb allitast vezetjik le.

3.2. Tétel Legyen F(x) € Q[z] raciondlis egytitthatds p-ed foki polinom, ahol
p =1 vagy p > 3 primszam. Ekkor az

(3.2) Sp(z) = F ((i))

egyenletnek, aholn > 2 ha p = 1, csak véges sok egész megolddsa van, eltekintve
az aldbbi kivételektol:

o p=1¢és(m,n)e{(1,4),(2,3),(34)}

o F(x) =85,(0(x)), aholp >3, m=p—1 és 6(x) € Q[x] linedris,

o F(x) =1,(0(z)) ésn=1, 2 vagy 4, ahol §(x) € Q[z] linedris,

o m =3, F(z) =d(x)q(x)? ésn =1, 2 vagy 4, ahol §(z) € Q[z] linedris.

Az F(x) = nlx specidlis vélasztds mellett a 3.2. Tételbdl azt kapjuk, hogy
ham>1,n>2és (m,n) # (1,4), (2,3), (3,4), akkor az

(3.3) Sp(x)=yly—1)-(y—(n—-1))

egyenletnek csak véges sok =, y egész megolddsa van. Ez lényegében Bilu,
Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy (3.3) egyenletre vonatkozé [6]-beli
eredménye. Abban az esetben pedig, ha F(z) = af és n = 1, a 3.2. Tétel

lényegében visszaadja Schiffer [45] 1956-0s végességi allitdsat az Sy, (x) = y™
egyenletre vonatkozodan.
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4 a(®) +k = b(Y) ALAKU EGYENLETEKRE VO-

NATKOZO EFFEKTIV ES NUMERIKUS EREDME-
NYEK

A fejezet els6 tétele az (1.3), illetve a (2.1) egyenlet egy altaldnositdsara
vonatkozo effektiv végességi eredmény.

4.1. Tétel Legyenek a £ 0, b £ 0, m > 5 egész szamok, n € {2,4}, f(z) € Qz]
eqy egész értékd, legfeljebb m — 1-ed foki polinom, és legyen g(x) € Zlx]. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy létezik olyan p prim, melyre

3
(4.1) m>p> "

> — és (a,p) =

teljesil. Ekkor az

(4.2) a(;) + f(x) + gla) = b(i)

egyenlet © > m, y > n megolddsaira
max {|z[, [y} < C1

teljestil, ahol Cy egy effektive kiszdmithato konstans, mely csupdn a, b, m, f és
g-tél fiigg.

Megjegyezziik, hogy ha m elegendben nagy az |a|-hez képest, tigy mindig van
olyan p prim, melyre (4.1) teljesiil. A kovetkezd allitdsok egyszertien adédnak
a 4.1. Tételiinkbdl.

4.1. Kovetkezmény Legyenek a, b, m, n egész szamok a 4.1. Tételben
meghatdrozott tulajdonsdgokkal, és legyen k egész. Ekkor az

(4.3) a<:1>+kb<7yl>, T>m,y>n

egyenletnek csak véges sok megolddsa van, €és az 0Osszes megoldds effektive
meghatdrozhato.
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A felsorolt tulajdonsagu specidlis a, b, m, n, k értékek mellett a 4.1. Ko6-
vetkezmény a 2.1. Tételiink effektiv valtozatdnak tekintheté. Az m > 5, k =
0 specidlis esetben magéba foglalja Kiss [26] és Brindza [11] emlitett effektiv
végességi tételeit.

4.2. Kovetkezmény Legyen m > 5 egész szdm és n € {2,4}. Tovdbbd legyen
f(z) € Q[x] egy egész értékd, legfeljebb m — 1-ed fokd polinom, és legyen g(z) €
Z[x]. Ekkor létezik egy effektive kiszdmithaté Co konstans, ami csak m-tdl,
illetve az f(x) és a g(x) polinomoktdl figg, tdgy hogy ha az x > m,y > n

cgészekre az
)+t (). (1)

szamok valamilyen sorrendben szdamtani sorozatot alkotnak, akkor
(4.4) max{z,y} < Cs.

A 4.2, Kovetkezményt arra a speciélis esetre alkalmazva, amikor f(z) = (i)7
ahol 1 < k < m —1 és g(x) = 0, azt kapjuk, hogy amennyiben m > 5 n €
{2,4} ésaz (3),(2), (Y) binomialis egyiitthatok valamilyen sorrendben szémtani
sorozatot alkotnak, akkor (4.4) teljesiil egy olyan effektive meghatdrozhaté Cy
konstanssal, ami csak m értékétdl fiigg.

Megjegyezziik, hogy m = n = 2 esetén a 4.2. Kovetkezmény nem lesz igaz.

Ebben az esetben ugyanis a 0, (”2”), (32/) szamtani sorozat a

(4.5) 220 —1)° — (2y—1)° = 1.

Pell-egyenletre vezet, aminek van végtelen sok x,y > 2 egész megolddsa. Nem
tudjuk viszont, hogy vajon a 4.1. Tétel igaz-e m = 3, illetve m = 4 esetén.

A kovetkezd tételben azon specidlis szamtani sorozatokkal foglalkozunk,
amelyeknek hiarom egymaést kovetd tagja: egy k konstans és két (;fl), (g) bi-
nomialis egyiitthaté ebben a sorrendben. Mint mar emlitettiik, ez a probléma
a

2)-()

egyenlet vizsgdlatara vezet. Az aldbbi 4.2. Tételiinkben a (4.6) egyenlet Gsszes
megoldasat megadjuk abban az esetben, amikor
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(4.7) (m,n) vagy (n,m) € {(27 3),(2,6),(3,4), (4, 6)}
(4.8) 0<k<10.

A (4.7) feltétel mellett a (4.6) egyenletet elliptikus egyenletté lehet transz-
formalni. A kovetkez6 tdblazatban a tekintett m, n értékek mellett lathatjuk a
(4.6) egyenletiinket, a transzformadlt elliptikus egyenleteket és a megfelelé tran-
szformécidkat.



17

equation transformed elliptic equation | transformations
(4.9) | 2(5) =) +k | u*=0>—36v+324(4k+1) | u =36z — 18,
v =06y —6
(410) | 2(3) =) +k | v’ =0"—360—-81(8k—1) | u=18y—09,
v=06x—6
(411) | 2(5) =) +k | v’ =0"—640—64(24k+1) | u=2(2y—3)> - 10,
v=28x—8
(412) [ 2(5) =) +k | v’ =0 —640+256(12k + 1) | u=4(2z —3)* — 20,
v=8y—8
(413) | 2(5) =(Y) +k u® = v® — 3024000+ u = 64800z — 32400 ,
4320000(972k + 235) v =45(2y — 5)* — 525
414) [ 2(0) =) +k u? = v* — 3024000— u = 32400y — 16200,
1080000(1944k — 211) v = 45(2x — 5)? — 525
(415) [ 2(5) =) +k u? = v® — 336000+ u = 900(2z — 3)%—
160000(972k + 73) ~ 4500,
v=15(2y —5) — 175
(416) | 2(0) =) +k u? = v* — 33600v— u = 450(2y — 3)*—
40000(1944k — 49) - 2250,
v =15(2x — 5)* — 175

4.1 Tablazat

Az alabbi tételiink a (4.9)-(4.16) egyenletek Gsszes megolddsét szolgéltatja
0 < k < 10 mellett. Megjegyezziik, hogy mddszeriinkkel ezen egyenletek 10-
nél nagyobb k-kra is megoldhatdk. S6t, eredményiink ”kis” a és b egytitthatok
esetén a (4.3) egyenletiinkre is kiterjeszthetd, amennyiben m, n-re (4.7) tel-
jesiil. Valéjaban pusztéan szamitogépes kapacitastol fligg, hogy mekkora a, b és k
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értékek mellett lehet még kiszamolni a fellépo elliptikus egyenletek megoldasara
szolgdld algoritmusban felhaszndlt paramétereket, s ezdltal megoldani a (4.3)
egyenletet.

4.2. Tétel Legyenek m, n és k egész szamok a (4.7) és a (4.8) tulajdonsdggal.
Ekkor a 4.1 Tdbldzatban szerepld nyolc egyenlet minden (z,y) € N2, 2 > m,y >
n, megolddsdat megadjuk a 4.2 — 4.9 Tdbldazatokban.

Az alabbi tablazatokban csak azokat a k értékeket tiintetjiik fel, melyekre a
megfelel6 egyenletnek van megoldasa.

[ (49) | 2(3) = (5) +F
k (z,y)
0 (85,36), (5,6), (8,8), (1190,205)
1 (2,3), (970,179)
2| (158,54), (167,56), (25482929,157357), (4,5), (37,21), (3,4), (1234,210)
5 (3.3)
6 (743,150), (758,152), (2530912508,3374701), (61,29), (10,9)
7 (7,7), (5209,547), (22,15)
8 (4,4)
10 (195,62), (71,32), (5,5), (6,6), (360311,9202), (5866,592)

4.2 Tablazat

[ (4.10) | 2(3) =) +k
k (z,y)
1 (3,2)
2 (20,68), (4,4)
4 (6,9), (7,12), (590,11672)
5 (4,3), (90,686), (5,6), (12,30), (11,26), (166,1731)
7 (4,2), (15,43), (8,15)
9 (10,22)
10 (5,5)

4.3 Téablazat
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1 INTRODUCTION

The investigation of integer and rational solutions of polynomial equations in
two unknowns plays an important role in the theory of diophantine equations.
Many important results have been obtained on the finiteness of the number of
solutions. Runge, Thue, Mordell, Siegel and others established finiteness results
for some wide classes of equations. Finally, in 1929 Siegel [48] showed in full
generality that if F(x,y) is an absolute irreducible polynomial with rational
coefficients then the equation

F(x,y) =0

has only finitely many integer solutions z, y, provided that the genus g of the
algebraic curve defined by the equation is positive. In 1983 Faltings [17] proved
that if g > 1 then even the number of rational solutions is finite.

The famous theorems of Siegel and Faltings are ineffective, that is they do
not furnish any algorithms for finding the solutions. Further, we remark that it
is not easy at all to apply these results to special equations because general it
is difficult to decide the reducibility or compute the genus.

There is a similar situation in case of equations

(1.1) f(z) =g(y),

where f and g are polynomials with rational coefficients. The equations of this
kind are especially important and interesting in those cases when f(z) or g(x)
is of the form z(z — 1)+ (z — (m — 1)), (¥), 2% or 1' + 2 + .- + 2!, where
m, n, k, | are given positive integers. There are several results concerning the
number of solutions of these classes of equations. Extending some earlier works
of Davenport, Lewis and Schinzel [15], Schinzel [46] and Fried [18], [19], Bilu and
Tichy [7] have recently published a general finiteness criterion for (1.1). More
precisely, they characterized those polynomials f and g for which equation (1.1)
has only finitely many integer solutions x, y. Their theorem is ineffective and
contains very complicated conditions. Hence, it is general a hard problem to
apply this criterion to the above mentioned classes of equations.

Our dissertation consists of four chapters. In Chapters 2 and 3 we give
general ineffective finiteness results for some important classes of equation of
the form (1.1). Our theorems are considerable generalizations and refinements
of the earlier relevant results. In Chapter 4 we prove some effective versions
of certain results of Chapter 2 and we resolve some concrete equations under
consideration.
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We remark that the results of the present thesis have been published in our
papers [33], [34], [35] and [36].

Now we summarize chapter by chapter the most important results of our
dissertation.

11

In Chapter 2 we investigate the number of integer and rational solutions z,
y of equations of the form

(12)  z@-D-(@-(m-1)=Ayy-1)--(y—-(n-1)+1,

where m,n € N with m <n and \,l € Q with A # 0.

In case | = 0 equation (1.2) was studied by several authors, including
Saradha, Shorey [38]-[40] and Saradha, Shorey, Tijdeman [41]-[44]. For a sur-
vey of recent results on (1.2) we refer to [47]. Using an algebraic-geometrical
approach, Beukers, Shorey and Tijdeman [5] gave all the values of parameters
A, m, n for which (1.2) has only finitely many integer or rational solutions z, y,
respectively.

One of the main results of Chapter 2 is Theorem 2.2 which is a generalization
of this result of Beukers, Shorey and Tijdeman for arbitrary rational number [.
In the proof first we characterize (cf. Theorems 2.4 to 2.6) those polynomials

Flr,y)=z@-1)-(z-=(m-1)-Ayy—-1)-(y—(n—-1)) =1

which are irreducible over C and for which the curves F(z,y) = 0 have genus
0 or 1. Then the theorems of Siegel [48] and Faltings [17] imply the finiteness
of the number of integer and rational solutions, respectively. Further, when
F(z,y) is reducible, we describe those cases when F'(z,y) = 0 has infinitely
many solutions.

An important special case of (1.2) is the combinatorial diophantine equation

(1.3) a<x>+k:b<y> in integer x > m,y > n,
m n
where a, b are non-zero integers, and k, m, n are integers with 1 <m < n.

In the trivial case m = n, a = b and k = 0, equation (1.3) has obviously
infinitely many solutions. In 1988, Kiss [26] showed that if m is a given odd
prime, then the equation
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has only finitely many integer solutions x > m, y > 2 which can be effectively
determined. In 1991, this was generalized by Brindza [11] to the case when
m > 3 is an arbitrary but fixed integer.

As an application of our Theorem 2.2 we establish a general finiteness result
(cf. Theorem 2.1) for equation (1.3) which includes, in an ineffective form, the
above-quoted results of [26] and [11].

In the second part of Chapter 2 we extend our result concerning equation
(1.3) to the more general equation

((:)6)

where the polynomial F(z) € Z[z] is not linear like in (1.3), the degree of F is a
prime number. In Theorem 2.7 and Theorem 2.8 we describe all the pairs (m,n)
and polynomials F' for which (1.4) may have infinitely many integer solutions
x > m, y > n. Further, we give for each of these pairs (m, n) an equation of the
form (1.4) which has infinitely many solutions.

Using the above-mentioned general ineffective result of Bilu and Tichy [7],
Kulkarni and Sury [27] have recently obtained a finiteness result concerning
equations of the form z(x + 1) - (x + (m — 1)) = g(y), where g(y) € Q[y] is of
degree > 2. In the proof of Theorem 2.7 and 2.8 we combine among other things
this theorem of [27] with some finiteness theorems of Ping-Zhi [30], Brindza [10]
and Siegel [48].

111
In Chapter 3 we study the diophantine equation

(1.5) Sm(z) =¢(y) in positive integers x,y,
where g(y) is a polynomial with rational coefficients, m is a positive integer and
Sm(x) =1"+2" + - 4 ™.

In 1956, Schéffer [45] established an ineffective finiteness theorem for the num-
ber of solutions of (1.5) in the special case when g(y) = y™. An effective version
of this result was proved by Gydry, Tijdeman and Voorhoeve [22] who investi-
gated Schéffer’s equation in the more general case when the exponent n is also
unknown. Later, several generalizations, extensions and related results have
been obtained, see e.g. [9],[12], [13], [16], [25], [32], [65]-[58] and the references
given there. Recently, Jacobson, Pintér and Walsh [24] and Bennett, Gyéry and



23

Pintér [4] resolved Schéffer’s equation for n = 2, m even with m < 58, and for
arbitrary n and m < 11, respectively. For a survey of these results we refer to
[21].

A related result concerning equation (1.5) was obtained in 2000 by Bilu,
Brindza, Kirschenhoffer, Pintér and Tichy [6] who proved that if g(y) = y(y —
1)---(y = (n — 1)) then (1.5) has only finitely many integer solutions z, y,
provided that m > 1, n > 2 and (m,n) # (1, 2).

In our Theorem 3.1 we characterize those integers m and polynomials g(y) €
QJy] for which (1.5) may have infinitely many integer solutions x, y. Further, we
give for each type of these pairs (m, g(y)) an equation of the form (1.5) which
has infinitely many solutions. We remark that Theorem 3.1 is in fact a common
generalization of the above-mentioned results of Schéffer [45] and Bilu, Brindza,
Kirschenhoffer, Pintér and Tichy [6].

In our Theorem 3.2 we give an application of Theorem 3.1, characterizing
those positive integers m and polynomials F'(z) with integer coefficients and
with degree one or odd prime for which equation

Sm(z)=F ((y)) in integers x > 1,y > n,

n
has only finitely many integer solutions.

Our Theorems 3.1 and 3.2 are ineffective because their proofs depend ulti-
mately on the ineffective finiteness criterion of Bilu and Tichy [7] on diophantine
equations of the form f(z) = g(y).

v
In Chapter 4 we study the equation

(1.6) a(i) + f(z) + g(z) = b(i)

where a, b are non-zero integers, m,n are given positive integers, f(z) € Q]
is an integer-valued polynomial with deg f(z) < m — 1, and g(x) € Z[z]. Our
Theorem 4.1 is an effective finiteness result concerning equation (1.6) in the case
when n € {2,4} and there exists a prime number p satisfying

(1.7) m>p> 3

and (a,p) = 1.

We note that if m is sufficiently large compared with |a| then the condition
(1.7) is always satisfied. The proof of this theorem is based upon some technical
lemmas and the Baker’s method.
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As an application we prove (cf. Corollary 4.1) that if n € {2,4} and (1.7)
hold then, for given integer k, the equation (1.3) has only finitely many so-
lutions, and all these can be effectively determined. In the special situation
under consideration, this makes effective on Theorem 2.1. Our result includes
as special cases the effective results of Kiss [26] and Brindza [11], mentioned
above.

As an other application of our Theorem 4.1, we give (Corollary 4.2) an
effective upper bound for those integers © > m, y > n for which the numbers

s +ata (2) (1) we ),

form in some order an arithmetic progression.

There are several numerical results concerning the equation (1.3) when a =
b=1and k = 0. For (m,n) = (3,2) Avanesov [1], for (m,n) = (2,4) de
Weger [59] and independently Pintér [31], for (m,n) = (3,4) de Weger [60], for
(m,n) = (6,2) and (m,n) = (6,4) Stroeker and de Weger [52] and independently
Hajdu and Pintér [23], for (m,n) = (3,6),(m,n) = (2,8) and (m,n) = (4,8)
Stroeker and de Weger [52] determined all the integer solutions of the equation
(1.3) under the above conditions. In our last Theorem 4.2 we give all integer
solutions z, y of equation (1.3) in those special cases when a = 2, b = 1,
—10 <k <0 and

(m,n) €{(2,3),(3,2),3,4),(4,3),(2,6),(6,2),(4,6),(6,4)} .

For each pair (m,n) in question we transform the corresponding equation to an
elliptic equation of the form

(1.8) u? = v +rv+ s in integers u,v,

where r, s are given integers depending on n,m and k. In 1994 Gebel, Petho
and Zimmer [20], and independently Stroeker and Tzanakis [51] worked out an
efficient algorithm for finding all solutions of elliptic equations. This algorithm
was implemented in the program package SIMATH [49]. We used this pro-
gram package to solve our transformed elliptic equations (1.8), and hence our
equations of the form (1.3), too.
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2 ON DIOPHANTINE EQUATIONS OF THE FORM

F((5) =)

Our Theorem 2.1 provides a characterization of those pairs (m,n) and param-
eters a,b, k for which equation (2.1) may have infinitely many solutions.

Theorem 2.1. Let a, b, k, m, n be integers with a # 0,b# 0 and 1 <m < n.
Apart from the cases

1) m=n,a=bk=0;
2) (m,n) =(2,2);

3) (m?n) - (274) Cmd % =1 or _TQG"
— —24k+a _ 1.
4) (m,n) = (4,4) and =28+ = 1;
equation
(2.1) a(x>+k:b<y), r>m,y>n
m n

has only finitely many integer solutions. Further, for each pair (m,n) listed in
2) to 4), the parameters a,b and k can be chosen so that (2.1) has infinitely
many integer solutions.

Our Theorem 2.1 includes as special cases the finiteness results mentioned
in the Introduction on equation (2.1).
Theorem 2.1 is a simple consequence of

Theorem 2.2. Let
fl@)=z(@-1)(z—(m—-1)) andg(y) =Ay(y—1)---(y— (n — 1)) +1
where m,n € N with m < n and \,l € Q with A # 0. Then the equation
(2.2) f(@) =g(y)
has only finitely many integer solutions apart from the following cases:
1) m=nand A=1,1=0orm=nis odd, A = —1,1 = 0;
2) (m,n) =(2,2);
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3) (m,n) =(2,4), 4A—4l =1 or 9\ + 161 = —4;
4) (myn)=(4,4), \=1=1.

Moreover, equation (2.2) has only finitely many rational solutions except the
cases 1) to 4) and the following ones:

5) (m,n) =(2,3);

6) (m,n) = (2,4), 9\ + 161 # —4;

7) (m,n) = (2,6), =22\ +1=—1;

8) (m,n) = (3,3);

9 m=n=4, -A+l=2 andl# —, or TA+1=—1andl # —%.

Further, for each pair (m,n) listed above, the parameters \,1 can be given in
infinitely many ways such that equation (2.2) has infinitely many solutions x,y.

It is easy to check that for [ = 0, Theorem 2.2 gives back the result of
Beukers, Shorey and Tijdeman [5] mentioned in the Introduction.
In the following theorem we investigate a more general equation.

Theorem 2.3. Let dy and dy be positive rational numbers, A € Q\ {0}, [ € Q.
Then the equation

(23) z(@+d)---(@+m—-1)d) = y(y+do)---(y+(n—1)dy) +1

where m,n € N with m < n, has only finitely many integer and rational solu-
tions, respectively, apart from the exceptional cases listed in Theorem 2.2 with

- dn l
A= (1)L and 1= (-1)"—.
dl dl

In the special case [ = 0 Theorem 2.3 contains the result of Beukers, Shorey
and Tijdeman [5] concerning the equation

(2.4) rx(@+d) - (x+m-1d)=yy+d) - (y+ (n—1)ds).

The next results will be very important in our proofs. The first one describes
those cases in which the polynomial

(25) Flry)=z(@-1)--(z-(m-1))-dyy-1 - (y—(n-1) -1

is reducible in C[z, y].
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Theorem 2.4. Let m and n be positive integers with m < n and let A € C\ {0},
l € C. If F(z,y) is reducible in Clx,y], then one of the following conditions
holds:

1) m=n, A=1,1=0, in which case x — y 1is a factor of F(x,y);

2) m=mnis odd, \=—1,1=0, in which case x +y —m + 1 is a factor of
F(z,y);

3) (m,n)=1(2,2), \— 4l =1, in which case
F(z,y) =12z —24y+A—1) (22 + 24y — A — 1) where A = VAl +1;

4) (m,n) = (2,4), 4\ — 4l = 1, in which case
F(z,y) = 1 (2:5 +2Ay* — 6Ay + 24 — 1) (2z — 2Ay* + 6Ay — 24 — 1)
where A = /1 +

5) (m,n) = (4,4), A\—1 =1, in which case
F(z,y) = (x2—3x—|—Ay2—3Ay—|—A+1) X
X (x2—3x—Ay2+3Ay—A—|-1),

where A =/l + 1;

6) (m,n)=(4,4), \=-1,1=— Emwhzchcase
F(a,y) = (o2 = V2ay = (3= §v2) o +47 — (3-3v2) y + ¥ — §v2) x
><(m2+\/§xy—(3+%\/§)x+y2—(3+%f)y+13+%\/§);

7) (m,n) = (6,6), \=—1, 1 = =322 in which case

20
F(z,y) = <y2 — 5y + x® — b + 3) (y* — 10y — 229> + by +

85 50
+—1? + 522y — 252y — —y + a2t — 1023 + ==z

85 o 50 16
3 3 3 3 9 )"

In [5, Theorem 2.1], Beukers, Shorey and Tijdeman characterized the poly-
nomials

r(x+1)-(xz+m-1)-Ayy+1)---(y+n—1)

with A € C\ {0} which are reducible in C[z,y]. For A € C\ {0}, our Theorem
2.4 is an extension of Theorem 2.1 of [5] to the inhomogeneous case.
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Consider the curves

Ciz(@—1)-(z-—(m-1)=yy—-1) - (y—(n-1)+1

where n > m > 1, and A, [ are not necessarily rational, but A € C\ {0} and
l € C. In the following two theorems we list those curves C, which have genus

zero and one, respectively.

Theorem 2.5. Suppose C is irreducible. Then its genus is zero in the following

cases:
1) (myn) =(2,2), A—4l #1;
2) (m,n) =(2,3), tA+1 = —i,ﬁ = ok,
3) (m,n)=(2,4), TA+1=—1
4) (m,n) = (2,6), tA+1=—1% 27t> + 320t — 2304 = 0;
5) (myn)=(3,3), 1 #0 and t( AN+ 1) = -1, t? = =
6) (m,n) = (3,4), A= gtct, | = 55ct, 12 =3;
7) (m,n) = (3,6), A= 535t and | = 2>t t* =21,
Theorem 2.6. Assume that C is irreducible. Its genus is one in the following
cases:
1) (m,n) =(2,3), 2tA+1# -1, 2 =3;
2) (m,n) =(2,4), 1—96)\+l7é —
3) (m,n) = (2,5), tA+ 1 = —1,3125¢* — 47500¢> + 82944 = 0;
4) (m,n) =(2,6), —2BX+1=—1;
5) (m,n) = (2,8), tA+1 = —1,t> + 576t> — 54432t — 4665600 = 0;
6) (m,n)=(3,3),l=0o0rl#0 and t(A+1) # —1, t? = =
7) (m,n) = (3,4), =X+ 1=t and (\1) # (=22t —%t), t? = 5;
8) (m,n) = (3,6), A\ = _%’ | =2 — 2215%)54“ where s?

27t% + 320t — 2304 = 0;

= 3 and
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9 m=n=4, -A+l=2 andl# —, or TA+1=—1andl # —%.

For [ = 0, Theorem 2.5 and 2.6 give as a special case Theorem 2.2 of [5]
concerning the curves z (x +1)---(z+ (m—1)) = Ay (y+1)--- (y + (n — 1)).

We remark that recently Avanzi and Zannier [2] classified the genus 1 curves
of the form f(x) = g(y) where the polynomials f and ¢g have coprime degrees.
From this result of [2] one can deduce the cases (m,n) = (2,3),(2,5) and (3,4)
of our Theorem 2.6.

In the following two theorems of Chapter 2 we characterize those pairs (m,n)
and those polynomials F(z) of prime degree for which equation

()

has only finitely many integer solutions.

Theorem 2.7. Let F(z) = asx®+a1x+ag be a quadratic polynomial with integer
coefficients, let b € Z\ {0}, and n > 2 and m be positive integers. Then equation
(2.6) has only finitely many integer solutions x > m, y > n, unless n = 2 and
2a3 — 8agaz —azb =0 or (n,m) € {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (4,1), (4,2), (4,4)}.
Further, for each of these cases the polynomial F(z) and the integer b can be
chosen so that (2.6) has infinitely many integer solutions.

In Theorem 2.8 we deal with the case when the degree of F(x) is an odd
prime.

Theorem 2.8. Let F(z) = apa? + ap_12P~ 1 + -+ + a1 + ag € Z[z], where
ap # 0 and p > 3 is a prime. Further, let b € Z \ {0} and let n > 2, m be
positive integers. Then equation (2.6) has only finitely many integer solutions
x >m,y>n, unless

i)n=2 m=12 ord;

i1) n 71) and F(x) = 1%5 () (6 (x)+1)--- (0 (x) +p—1), where §(z) € Q[z]

iii) n=2p, m=1, 2 or4, and .
Flx) = oy (6(@) = 1) (@) = §) -+ (9(@) - C5L), where 5(a) €

Q[z] is linear.

In the proofs of Theorems 2.7 and 2.8 we will give in each exceptional case a
concrete equation which has infinitely many integer solutions z, y.
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3 POLYNOMIAL VALUES OF POWER SUMS

To present our results we define special pairs (m,g(x)). In what follows, let
d(z) € Q[z] be a linear polynomial, and ¢(x) € Q[z] a non-zero polynomial. As
is known

Sm(z) =1 42™ 4 ... 2™

is a polynomial from Q[z]| with degree m + 1. Further, for m odd, S,,(x)
can be written in the form ), ((:c +1/ 2)2) with an appropriate polynomial
Ym(x) € Q[z]. Now define special pairs (m, g(x)) as follows:

e Special pair of type I: (m, Sp(¢(x)), where ¢(x) is not constant.

e Special pair of type II: m is odd and g(z) = ¥, (6 (z) g(z)?).

e Special pair of type III: m is odd and g(z) = ¥, <06 (x)t), where ¢ €
Q\ {0}, t > 3 is an odd integer.

e Special pair of type IV: m is odd and g(z) = ¥, ((a(5 (2)® + b) (](95)2)7
where a,b € Q\ {0}.

e Special pair of type V: m is odd and g(z) = ¢, (q(x)2)

e Special pair of type VI: m = 3 and g(x) = §(x)q(x)?.

e Special pair of type VIL: m = 3 and g(z) = q(z)?.

Theorem 3.1. Let m be a positive integer and g(z) € Q[x] be a polynomial of
degree greater than 2. Then equation

(3.1) Sm(x) = g(y)

has only finitely many integer solutions x, y, unless (m, g(x)) is a special pair.
Further, for each type of special pairs, the polynomials §(x), q(x) and the num-
bers a, b, ¢, t can be chosen so that for the corresponding g(x) and integers m,
equation (3.1) has infinitely many integer solutions x, y.
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In 2002, Bilu, Brindza, Kirschenhoffer, Pintér és Tichy [6] proved that, for
m > 1, n > 2 with (m,n) # (1,2), the equation S,,(x) =y(y—1)--- (y—(n—1)
has at most finitely many solutions in rational integers x, y. Our following
theorem in the special case F'(z) = nlz gives in fact back this result of [6].

Theorem 3.2. Let F(z) € Q[z] be a polynomial of degree p withp =1 orp > 3
prime. Then the equation

(3.2) Sm(z)=F ((y)) in integers x > 1,y > n,
n

where n > 2 if p =1, has only finitely many solutions, apart from the following
cases when

o deg F'(x) =1 and (m,n) € {(1,4),(2,3),(3,4)},
o F(z)= (6(

Sm(0(x)), where m =p — 1 and 6(x) € Q[z] is linear,
o F(z) = Ym(d(x)) and n =1, 2 or 4, where 6(x) € Q[x] is linear,

e m =3, F(zr) =6(z)q(x)? and n =1, 2 or 4, where §(z) € Q[x] is linear.

For F(z) = aP and n = 1 we get back the ineffective finiteness result of
Schéffer [45] concerning the equation Sy, (z) = y™.

In the proof of Theorem 3.2 we shall give in each exceptional case, apart from
the last one, a concrete equation which has infinitely many integer solutions x, y.
It is possible that in the last exceptional case there are equations with infinitely
many integer solutions, but we are not able to find such an equation.

4 EFFECTIVE AND NUMERICAL RESULTS CON-
CERNING THE EQUATION a(%) + k = b(%)

The first theorem of this chapter is an effective finiteness result concerning
a generalization of equation (2.1).

Theorem 4.1. Let a # 0, b# 0, m > 5 be integers, n € {2,4}, f(z) € Q[z] an
integer-valued polynomial with deg f(x) < m—1, and g(x) € Z[z]. Assume that
there exists a prime number p satisfying

3
(4.1) mszm;

and (a,p) =1.
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Then all the integer solutions x > m, y > n of the equation

(4.2) a (;) + f(x) + g(z) = b (z)

satisfy
max {|z], [y[} < C1

where C1 is an effective computable constant depending only on a, b, m, f and
g.

We note that if m is sufficiently large compared with |a| then there always
exits a prime number p for which (4.1) holds.
The next results are simple consequences of our Theorem 4.1.

4.1. Corollary Let a, b, m, n be integers as in Theorem 4.1, and let k be an
integer. Then the equation

(4.3) a<x>+k=b<y>, xT>m,y>n
m n

has only finitely many integer solutions which can be effectively determined.

In the special case m > 5, k = 0 our result contains the effective results of
Kiss [26] and Brindza [11] mentioned in the Introduction.

4.2. Corollary Let m > 5 be an integer and n € {2,4}. Further, let f(x) be
an integer-valued polynomial with deg f(x) < m — 1, and let g(z) € Z[z]. Then
there exists an effectively computable constant Co depending only on m and the
polynomials f(x) and g(x) such that if for the integers x,y with x > m,y > n

the numbers
)+t (). (1)

form in some order an arithmetic progression, then
(4.4) max{z,y} < Cs.

In particular, our Corollary 4.2 applies to the case when f(z) = (i) with 1 <
k <m—1and g(z) = 0. Then we get that if m > 5,n € {2,4} and (5), (%), (¥)
form an arithmetic progression, then (4.4) follows with an effective constant Cy

depending only on m.
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We note that for n = m = 2 our Corollary 4.2 does not remain valid. In this
case the an arithmetic progression 0, (3), (¥) leads to the Pell equation

(4.5) 2020 -1 —(2y—17°=1
which has infinity many solutions in integers z,y > 2. We do not know whether

Corollary 4.2 is true or not for m = 3 and 4.

In the next theorem we consider arithmetical progressions of the form k,

(:@)7 (Z), where k is constant. This problem can be reduced to the equation

()=

We give the complete list of solutions of equation (4.6) for

(4.7 (m,n) or (n,m) € {(2,3),(2,6),(3,4),(4,6)}
and
(4.8) 0<k < 10.

The following table contains the corresponding equations. All these equations
can be reduced to elliptic equations after suitable transformations.
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equation transformed elliptic equation | transformations
(4.9) | 2(5) =Y +k | u*=0"—36v+324(4k+1) | u=36x— 18,
v =06y —6
(410) | 2(3) =) +k | v’ =0"—360—-81(8k—1) | u=18y—09,
v=06x—6
(411) | 2(5) =) +k | v’ =0"—640—64(24k+1) | u=2(2y—3)> - 10,
v=8xr—8
(412) [ 2(5) =) +k | v’ =0 —640+256(12k + 1) | u=4(2z —3)* — 20,
v=8y—8
(413) | 2(5) =(Y) +k u® = v® — 3024000+ u = 64800z — 32400 ,
4320000(972k + 235) v =45(2y — 5)* — 525
414) [ 2(0) =) +k u? = v* — 3024000— u = 32400y — 16200,
1080000(1944k — 211) v = 45(2x — 5)? — 525
(415) [ 2(5) =) +k u? = v® — 336000+ u = 900(2z — 3)%—
160000(972k + 73) ~ 4500,
v=15(2y —5) — 175
(416) | 2(0) =) +k u? = v* — 33600v— u = 450(2y — 3)*—
40000(1944k — 49) - 2250,
v =15(2x — 5)* — 175

Table 4.1
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Theorem 4.2. Let k be an integer with 0 < k < 10. Then all the solutions
(x,y) € N2, > m,y > n of the eight equations (4.9) — (4.16) occurring in Table
4.1 are listed in the following Tables 4.2 — 4.9. (We indicate only those values
of k for which there is at least one solution.)

[(49) ] 2(5) = () +&
k (z,y)
0 (85,36), (5,6), (8,8), (1190,205)
1 (2,3), (970,179)
2| (158,54), (167,56), (25482929,157357), (4,5), (37,21), (3,4), (1234,210)
5 (3,3)
6 (743,150), (758,152), (2530912508,3374701), (61,29), (10,9)
7 (7.7), (5209,547), (22,15)
8 (4,4)
10 (195,62), (71,32), (5,5), (6,6), (360311,9202), (5866,592)

Table 4.2

[ (4.10) | 2(3) = () +#
k (z,9)
1 (3,2)
2 (20,68), (4,4)
1 (6,9), (7,12), (590,11672)
5[ (4.3), (90,686), (5,6), (12,30), (11,26), (166,1731)
7 (4,2), (15,43), (8,15)
9 (10,22)
10 (5,5)

Table 4.3
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