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Eloszo

A matematika alapjainak vizsgalata, a matematika filozéfiaja mint szakfilozofia,
amibe ez a mi besorolhato, filozéfiai megfontolasokon alapuld feltevéseket és
elméleteket fogalmaz meg a matematikai szemléletrél és objektumokrdl, a ma-
tematikai igazsagrol és bizonyitasrol, végul is a matematika kifejez6erejérdl és
korlatairdl, hogy azutan ezeket tesztelje matematikai eszkdzokkel. Az emberi-
ség intellektualis torténetében a matematika sajatos szerepet t6lt be. Sajat
szabalyrendszert alakitott ki a gondolkodasra, amely révén bizonyitott allitaso-
kat fogalmaz meg. Ennek els6 mestermuive volt Euklidész Elemek cim( mun-
kaja.

Mar e m( definiciot és tételeit tanulmanyozva is, felvetheté a kérdés: mi
a kapcsolat a pre-analitikus fogalmakkal rendelkezd informalis matematika és
a definicidkkal, valamint szakmai axiomakkal dolgoz6 matematikai elméletek
kozo6tt? Ez a dolgozat arra tesz kisérletet, hogy a matematika informalis hatte-
rének megvilagitasaval, ezt a kérdést megvalaszolja.

Az informalis hattérben dontések szuletnek, amelyek el6feltevéseikkel
beépiilnek a matematika elméleteibe. Ugy tiinik, hogy a létezés és a kontinui-
tas filozofiai problémai a matematikai gondolkodast is megterhelik. Mar a go6-
rogok szembekertltek ezzel a problémaval. Geometriai szemléletlik szerint,
létezés az, amikor a dolgok format Oltenek, hataruk lesz, és igy mérhetdk
lesznek. Marmost, Euklidész a vonalat ugy definialja, mint ami kiterjedés nél-
kili pontokbdl all. A vonalnak van mérete — a hossza. Tehat, hogy pontokbdl
vonal legyen, végtelen sok pont kell. De hogyan lehet egy nem-létezdbdl va-
lami létez6t kapni? A kiterjedés nélkdli, vagyis nem-létez6 pont semmi vagy
valami? S ha semmi, akkor hogyan kaphatunk valamit, a vonalat? Altalano-
sabb formaban, felvethet6 az el6bbi probléma az ellenkezd iranybdl is, ami a
kontinuitas problémajahoz vezet: vajon a teret (és az id6t) korlatlanul osztha-
tonak, vagy pedig tovabb nem oszthato kisebb ,atomokbdl” allonak képzeljuk-
e el? Zéndn aporiakkal prébalta kimutatni, hogy mind az egyik, mind a masik

feltételezés ellentmondashoz vezet.



A létezés és folytonossag problémajahoz kapcsolédva, a matematikai
gondolkodasnak van harom permanens ,archaikus” problémaja: az irracionalis
mennyiségek, a végtelen és az onreferencia problémaja. Az antik matematika
szamara az irracionalis mennyiségek kezelése komoly gondot, az antik filozo-
fia szamara a végtelen problémaja kihivast jelentett. Az elébbit a
Puthagoreusok egyenesen kimondhatatlannak nevezték el, az utdbbinak a
kovetkezménye az lett, hogy a XIX. szazad végéig a matematikat az arisztote-
lészi infinitum actu non datur’ elve vezérelte. Az aktudlis végtelen tabujat
azonban fel kellet adni a matematikaban, mivel a fizika és matematika terule-
tén egyszerre jelentkezd igény, hogy a végtelen kis valtozasokat és az ezzel
Osszefuggd hataratmenetet kezelhessék, ezt kovetelte meg. A Newton és
Leibniz altal kidolgozott fuggvény-kalkulus a természettudomany rendkivul
hatékony eszkdzének bizonyult, azonban alkalmazott alapfogalmat, az infinite-
zimalist nem lehetett kifogastalanul hasznalni. Kivalé matematikusok (Cauchy,
Heine, Weierstrass) hosszu erbfeszitésére volt szukség, hogy a hatarérték
fogalmat tisztazzak, am csak a végtelen halmazok Cantor-féle elméletében
nyert egzakt megalapozast.

Azonban nehézségeink a halmazelméletben fennmaradtak. Az irraciona-
lis mennyiségek problémaja a kontinuum-hipotézisben, a végtelen problémaja
a Skolem-paradoxonban kdszon vissza. Ha eldonthetetlen kérdés, hogy a va-
l6s szamok ,hézagmentesen” helyezkednek-e el a szamegyenesen, akkor
végul is nem mondhato6 szilardnak az alap, amelyen bizonyithaté a szabalyos
sorozatok hatarértékének egzisztenciaja és a kontinuum folytonossagara vo-
natkozo allitasok. A végtelenség fogalma szétfesziti a létezés intuitiv felfoga-
sat. A létezés egyik kritériuma lehet a koherencia elve: mindaz, ami belséleg
nem ellentmondasos, létezik. Egy masik — a ,naiv realizmus” szellemében fo-
gant — kritérium: a konstruktivitas. A Skolem-paradoxon kérdése, hogyan fér-
het el nemmegszamlalhaté halmazok rendszere egy modell megszamlalhato
tartomanyan, mindkét kritériumot megfojtja.

Alig par évvel Cantor megoldasa utan, ami az aktualis végtelent vissza-
hozta a matematikaba, olyan paradoxonokat mutattak ki, amiket a halmazel-

méletbdl szamlzni nem, csak kizarni lehet. A megarai iskola paradoxona hivta



életre az Onreferencia problémajat, amelynek hatterében olyan kifejezéseket
talalunk, amelyek nmagukra utalnak vissza. Ez a probléma a halmazelmélet-
ben is feltlnik: vajon 6nmaganak az eleme-e az 6sszes olyan halmazoknak a
halmaza, amelyek nem elemei 6nmaguknak? A kézenfekv$ valasz, hogy ak-
kor és csak akkor eleme dnmaganak, ha nem eleme dnmaganak. Az dnrefe-
rencia jelenségének alkalmazasa rejlik Godel tételének hatterében is, amely-
ben kimutatta, hogy a matematikai elIméletek nem lehetnek zart rendszerek,
mivel ilyen rendszer alapjai igazolhatatlanok a rendszerben.

Révén, hogy az igazsag fogalma nem hozzaférhetd, ezért a matematika
informalis hatterét nem statikusan, hanem — Lakatos Imre ,bizonyitasok és
cafolatok” mdédszerét hasznalva — dinamikusan kezeljuk. Kiindulasi pontunk az
informalis hattér, amelybsl fogalmak és levezetések generalédnak. Uj tételek,
elméletek jonnek létre, amelyek azonban nem kdbe vésettek, mivel fogalmaik
és bizonyitasaik sem azok. Az elmélet fogalmainak jelentése a nyelven Kkivdl,
kognitiv uton korvonalazédik, az elmélet alkalmazasaban olt testet, majd visz-
szahat a nyelven kivuli, informalis hattérre. S ez az oda-visszafelé torténé
mozgas folyik szlintelen: ez az ,€él6 matematika”. A ,bizonyitasok és cafolatok”
modszere egy olyan episztemioldgiai pozicidt képvisel, amelynek centralis je-
lentésége, hogy a matematikat fejlédésében vizsgalja. A fogalmak formaldd-
nak és a bizonyitasaik hozza igazodnak. Tehat nincsenek statikus fogalmak a
matematikai elméletekben, és igy a matematika nem lehet univerzalis kom-
munikacids és logikai eszk6z arra, hogy ,a természet nagy konyvét” megirjak
vele.

A 4. fejezetben targyalt ,tér” vizsgalata jol illusztralja ezt. A matematika-
ban a ,tér” a strukturak egyik tipusa, amelyet kdrnyezetrendszerrel vagy vele
ekvivalens nyilt halmazok rendszerével jellemezhetiink. Az igy nyert formalis
térstrukturat topologianak nevezzuk, amelynek elemi alkotérészét, a pontot,
definidlatlan alapfogalomként kezeli a topoldgia. Végul is barmilyen halmaz
felruhazhatd topoldgikus strukturaval. A mi valésagos terink szintén
topoldgikus struktura, azonban e térnek nemcsak az alapszerkezete, de e
szerkezetet hordoz6 halmaz is empirikus jelentéssel bir, amik a fizikai tér fo-

galmanak egzisztencia-el6feltevéseiként tekintheték. Ez a térfogalom soha



nem lehet befejezett, mivel a térben |évé fizikai test jellemzbi (anyag, hely, id6,
mozgas) a vilag minden lényeges vonasaban megnyilvanulnak és kapcsolat-
ban vannak. Megmutathato, hogy a geometria axiomaiba bevitt egzisztencia-
eléfeltevések és a fizikai elméletek explicite, posztulatumokban kifejezett eg-
zisztencia-el6feltevései ugy hathatnak egymasra, hogy a vilag eseményeinek
izomorf episztemikus reprezentacioihoz jutunk. Ugyanakkor a fizikai elméletek
egzisztencia-el6feltevései altal karakterizalt vilagképek nyilvanvaléan inkom-
patibilisek. A fizikusok ezért kénytelenek megrostalni a kilonb6zd interpretaci-
Okat, de ezek szukségszerlien olyan kritériumok alapjan toérténnek, amik az
elméletek szempontjabdl exogén elemet is tartalmaznak. Ezek nem evidenci-
ak, hanem az elmélet informalis hatterébél szarmazo, koherensnek mutatkozo,
magyarazo tények.

A folytonos és diszkrét matematikai strukturak egymashoz valé viszo-
nyanak kényes problémaja, ami az antikvitas 6ta fennall a matematikaban,
mara, mint a matematika két egymas mellett él6 programja gyOkeresedett
meg: a matematika tradicionalis (platonista) és konstruktiv programja. A ma-
tematika objektumait, az alkalmazott matematikai és logikai moédszereket két
kilonb6z6 maodon is kezelhetjuk, ami példaul megnyilvanul abban, hogy sza-
mos matematikai tételnek Iétezik egzisztencialis és konstruktiv bizonyitasa. Az
5. fejezetben bemutatunk egy — Godel, Tarski és Lakatos gondolatait 6tvozd —
tételt, amely alapjan ugy tlinik, hogy a matematika szamos szempontja, igy a
matematikai objektumok, matematikai és logikai mddszerek, az algoritmusel-
mélet alaptézise (Church tézis), de még az elsérendi logika adekvatsaga is —
Quine szavaival élve — ontologia-fuggé. Ez azt jelenti, hogy a ,koherens ma-
tematikai tudas” feltétele mellett, bizonyos szempontok nem tarthatok fent
anélkul, hogy egy matematikus ne tisztazza magarol, legalabb a matematikai
és logikai modszereket illetéen, hogy platonista vagy konstruktivista. Ugyan-
akkor, példakat mutatunk, hogy ezzel paradoxonok zsakutcajaba jut intuicionk,
és megkérddbjelezhetd, hogy a kiindulasként vett definicidkat és szakmai axié-
makat tényleg igaznak vehetjuk-e.

Az ellentmondasok feloldasara, a ,bizonyitasok és cafolatok” modszere

mellett, egy formaldédé metafizikai szemléletre teszink javaslatot. Egy mate-



matikai elmélet megragadhaté mentalis-nyelvi konstrukcidként, és ez a konst-
rukcio korlatozott és ontoldgiailag elkotelezett. Ezért a vilag azon része, amit
megszolitunk elméleteinkkel emberarcu lesz, amit pedig nem, rejtetten — pél-
daul paradoxonok alruhajaban — misztikumként jelenik meg ,megszolitott” vi-
lagunkban.

Ez a misztikum egyrészt értelmezhetd a kanti maganvaldként (Ding an
sich) [dualista metafizikai interpretacio]. Ertelmezhetd ugyanakkor Ggy is, mint
egy komplexus, amelynek minden egyes alkotérésze (Gestalt) meghatarozott
modon viszonyul egymashoz, és amelyek fogalmaik (Wittgeinstein) vagy for-
maik (Spencer Brown) révén kiszakitottak az egészbdl [monista metafizikai
interpretacio]. Ebben a felfogasban az ,él6 matematika” egy potencialisan vég-
telen, autopoetikus rendszer, amelyben tukrozédik az is, ami kivll esik rajta
(pl. ,nem szandékolt” interpretaciok, paradoxonok).

A dualista szemlélet a matematikai ihletet a matematikus szellemi tevé-
kenységének tartja, ezért a kivételek és az antinomiak kezelésére ,kivétel-
kizar6” modszert és lesziikitéseket alkalmaz a problémamegoldas és formali-
zalas soran. A monista szemlélet a ,bizonyitasok és cafolatok” mdodszerét
hasznalva, allandéan ,benne van” a problémaban a problémamegoldas soran.
Szamara egy axiomatikus rendszer kontingens: nem fejez ki logikai szukség-
szerliséget, mégis ugy mikodik, mintha valami szukségszeriiséggel birna. A
matematika formalis rendszereinek nincs sziksége egzisztencia-feltevésre,
mert megfeleléen elbékészitett formalis rendszer automatikusan termeli komp-
lex formait. A rendszert nem lehet evidenciaval vagy bizonyitassal alatamasz-
tani, de megcafolni sem, mert ezek nem csak az igazolas, hanem az érvelés
feltételeit is jelentik. Azonban éppen itt érhetdk tetten informalis egzisztencia-
el6feltevések, amelyeken a formalis konstrukcid alapul, és ami levalaszthatat-
lan az informalis hattérrél, amibe — Putnam szavaival — a matematika
,houmenalis joszagai” is beletartoznak.

A matematikus a platonizmus-konstruktivizmus dilemmajaba kerul, mert
az elméleten belll konstruktivista, az elméleten kivll platonista moédon kényte-
len szemlélni a targyat, és a paradoxonok jelzik, ha atlépi a hatart. A matema-

tika olyan 6nfejl6dd rendszer, amelyet tartalom, forma és viszony jellemez, és
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ami tulnévi barmely alkotojanak képzeletét.
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1. A matematikai modelldlds
elOfeltevései
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A matematikat formalis tudomanynak és a deduktiv modszer mintaképének
tekintik. Euklidész mive nagy hatast gyakorolt a késébbi korokra és tobben
tettek kisérletet, hogy a sajat teruletuket (analitikus mechanika, spinozai etika,
walrasi piaci modell) ilyen elegans moédon mutassak be. A metamatematikai
vizsgalatok hattere is mindig valamely formalis elmélet, amely biztositja a tar-
gyalas altalanossagat és koherenciajat. Ezek az elméletek bizonyos A szak-
mai axiomakbdl indulnak ki, amelyek rogzitik azokat az alapszabalyokat, ame-
lyeket bizonyos tipusu problémak megoldasara felhasznalhatunk. A szdban
forgd problémak a kovetkez6 alakuak. Adva van egy T allitas, amely az A axi-
omarendszer alapfogalmai, tovabba a formalis elméletben explikalt fogalmak
segitségével megfogalmazhato; és azt kérdezzik, igaz-e a T allitds vagy sem.
Az A axibmarendszer helyességében olyan értelemben megbizunk, hogy a
szOban forgé problémat megoldottnak tekintjik, akar a T allitast, akar
kontradiktorikus tagadasat, a T allitast sikerll bizonyitani, az A axiomaibol
kiindulva, az ott megengedett kovetkeztetésmodok véges szamu felhasznala-
saval. Az els6 esetben azt mondjuk, a probléma megoldasa az, hogy T igaz,
mig a masodik esetben, hogy a T allitas hamis.

A matematika formalis elméleteiben a logikai rendszer és a szakmai axi-
omak egyutt adjak azt az épuletet, amibe a gyakorld6 matematikus belép, hogy
ott valamilyen konkrét problémat végiggondoljon. A gyakorl6 matematikus
hasznalja a formalis elmélet szabalyait, nem léphet ki a haz falai kozul, azon-
ban magara a szakmai axiomakra nem szikséges reflektalnia. A gyerekek
mar elemi iskolaban foglalkozhatnak aritmetikai vagy geometriai problémakkal
anélkul, hogy tisztaban lennének a Peano-axiomakkal vagy az elemi geomet-
ria valamely axibmarendszerével.

A szimbolikus logika az a terulet, amely a kdvetkeztetésmodok formalis
szabalyaival foglalkozik; a ,formalis" sz itt arra utal, hogy nem az allitasok
jelentése, hanem szerkezetuk érdekel bennunket, és az, hogy igazak-e. A lo-
gika ezert a matematikai vizsgalatok egy igen kifinomult eszkoze, habarcsa és
allvanyzata lehet a matematikai elméletek épuletének, de (ahogy erre késdbb
ramutatunk) nem lehet — a russeli értelemben vett — pillére, mivel a szakmai

axiomak egzisztencia-eléfeltevéseitdél nem tekinthetink el.
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A logikaban a kovetkeztetések elsésorban allitasok kdzotti viszony, az
allitasok informaciétartalmahoz hozzaférni azonban csak a természetes nyelv
kijelentd mondatain keresztul tudunk. A kijelenté mondatok szerkezetében
jelen 1évd bizonyos, az informaciotartalomra relevans sajatossagok, az allitas
logikai jellemzdi is. A természetes nyelvi strukturaknak szemantikai szerepuik
van, és amennyiben ezek nem specifikusak, hanem (a kompozicionalitasi elv
szellemében) univerzalisak, akkor logikai elemzés targyava tehet6k. Mivel a
logikai torvényszeriségek a logikai szerkezetre és a szerkezet allvanyzataként
megjelend, logikai szavak jelentésére alapozodnak, igy a logikai vizsgalatok-
hoz elengedhetetlen egy olyan eszk6z megkonstrualasa, amely megjeleniti a
szerkezeti sajatossagokat. Ez az eszkdz egy olyan formalis nyelv, amely a
nem logikai alkatrészek sajatossagaibdl, pusztan kategoriajukat veszi figye-
lembe.

Az igy nyert formalis nyelv és a formalis (matematikai) elméletek kdzotti
viszony a kovetkezd. Formalis elméleteken egy olyan <L, A> part értlnk, ahol
L egy logikai rendszer: ez az elmélet formalis nyelvét, tovabba egy ehhez
adekvatan definialt kovetkezmény-relaciot jelent, mig A az elmélet szakmai
axiomai (és egyuttal a logikai rendszer zart formulai). A szakmai axiomak és a
logikai rendszer kozott finom kapcsolat van. Az axidmak megfogalmazasa
fugg az elmélet logikai rendszerétél, amely strukturalisan megjeleniti 6ket. Ez
azt jelenti, hogy a matematikai elméletekben két oldalrdl is korlatozzuk ma-
gunkat: egyrészt az axiomak egzisztencia-el6feltevései révén, masrészt az
alkalmazott logikai rendszeren keresztul.

A természetes nyelv egyik alapfunkcidja az informaciokdzlés. A nyelv e
feladatanak nyilvan csak akkor tud eleget tenni, ha legalabb bizonyos kifejezé-
sei kapcsolatban vannak a nyelven kivdli vilaggal. A logika atyjanak tekinthet6
Arisztotelész is felismerte mar mindezt. igy példaul az Organon cimii miivében
(els6sorban a Kategodriakban), egy természetes nyelvbél, az 6gérogbdél kiin-
dulva vizsgalja a kulsé, nyelven kivuli vilag szerkezetét. Amikor azt a kérdést
feszegetjik, vajon a logikailag helyes kovetkeztetéseinknek mi az alapja,
Arisztotelész ajanlata, hogy ezeket strukturalis attributumokra vezessuk visz-

sza: a vilag ontikus strukturajat a kategoriak szolgaltatjak. A kategériak feszitik
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ki a nyelvet és a vilag azon részét, amirél beszélink. Ebben az értelemben a
vilag, amirél beszéluink, ugyanolyan strukturaju, mint a logika. Kétségtelen,
hogy a logika és igy a matematika is (ez utdbbihoz hozzgjarulnak még a
szakmai axiomak egzisztencia-kapcsolatai a vilaggal) nagyrészt ebbdl meritik
realitdsukat. Ez az oka annak, hogy a matematikai modellek olyan sikeresen
hasznalhatdék a tudomany szamtalan tertletén. De valahol ebben gyokerezik e
modellek korlatozottsaga is. Mert hat mi a kapcsolata a korulottink lévé vilag-
nak azzal a vilaggal, amirél a logikaval, matematikaval beszélink?

A logikai kovetkeztetés szabalyait alapvetéen az igazsagmeg6brz6 tulaj-
donsaga teszi ,helyessé”, hogy igaz premisszakbadl igaz konkluziora vezetnek
— ez az arisztotelészi elv. A korai Wittgenstein ezt az arisztotelészi tradiciot (a
vilag ontikus strukturajat a kategoériak szolgaltatjak + arisztotelészi elv) folytat-
va allitja azt, hogy strukturalis izomorfia van a vilag tényei és a nyelvi (logikai)
kijelentések kozott, és a Tractatusaban egy ilyen nyelvi-logikai kategoriak altal
kicovekelt vilag vizidjat vazolja fel olvasojanak. Mivel a premisszak és a konk-
luziok végul is a vilag tényei, igy

ha a premisszak igazak — a konkluzio igaz

7 7

a vilag tenyei a vilag téenye.

Késébb maga is belatta allaspontjanak ,széls6ségét’. A természetes nyelv
misztikumaval mar az 6si egyiptomiak is szembeslultek. A képek és szdjegyek
onmagukért beszélnek. A skarabeusz, a fecske vagy az eke nem kivan ma-
gyarazatot, egy-egy cselekvés abrazolasa sem okoz nehézséget. Azonban az
egyiptomi nyelvben is, mint minden nyelvben, vannak szétagjegyek, amelyek-
nek csak hangértéke van és nem akarnak semmit sem abrazolni (pl. névmas,
prepoziciok, stb.). Ezekre az egyiptomiak egy masik azonos hangzasu homo-
nim szo jelét alkalmaztak. A mutaté névmas példaul az egyiptomiban ugy
hangzott, mint a ,repllés” sz0, igy e szavak helyébe: ,ez(ek)”, ,az(ok)”, a repu-
I6 madar képét irtak be.

Egy masik problémat jelent a fogalmi altalanositas és szemléletesség

kérdése. Ha a mindennapi embert megkérdezzik, melyik abran metszi az
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egyenes a kort, akkor az 1. b) abrat fogja megnevezni. A metszésnek ez a
mindennapi jelentése, mondjuk, lemetszek egy darabot egy egész sajtbdl, ezt

érti a metszés tényén, ezt tanulta elemi matematikabol az iskolaban is.

1. a) abra 1. b) abra

Egy atlagember bizonyara meglepddik, ha azt mondjuk neki: bizonyithato,
hogy egy egyenes az imaginarius pontokban mindig metszi a kort; még akkor
is, ha az 1. a) abran, a valds sikon ez nem latszik. Ez egyaltalan nem nyilvan-
valo allitas. Az atlagember félreértésre gyanakszik (,ez az ember nem érti a
jelentését, vagy illegitim modon hasznalja a metszés szé6t”) vagy csalasra, és
joggal var magyarazatot'. A matematika nyelvén az ,imaginarius (képzetes)’
kifejezést, azért hasznaljuk, hogy a szamfogalmat kiterjessziik. A szamfoga-
lom algebrai targyalasat a természetes szamokkal kezdjuk, a valds és a komp-
lex szamokon keresztul, Iényegében a Frobenius tétellel zarhatjuk. Minden
egyes lépést ugy lehet jellemezni, hogy az ismert strukturabdl kiindulva egy
Ujabb, altalanosabb szamstrukturat képzunk, amelybe beagyazzuk a kiindulasi
struktarat. Az ujabb szamstrukturat csak egy izomorfizmustol eltekintve hata-
rozzuk meg egyértelmiien, de ez algebrai szempontbdl elegendé.

Marmost hogyan irjuk le algebrailag a metszés tényét? A kor és egyenes

egyenletének rendszerét kell megoldani (a szokasos jeldléssel):

y=mx+Db 12 )2 4 (2mb)x + (b2 —R2)=0.
X2+y2:R2

A valés sik pontjaiban az egyenes nem fogja metszeni a kort, ha az alabbi
diszkriminans feltétel teljesiil: D = R*(m? +1)-b? < 0. Az altalanosabb komp-

lex sikon azonban a D < 0 feltétel mellett is van megoldas: metszés az imagi-

narius pontokban. Az 1. a) abra egyenese a kort nem metszi valds, csak ima-

"A példat, a magyarazatot mell6zve, Wittgeinstein emlitette meg a matematika alapjairdl tartott 1939-es
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ginarius pontokban. Most a ,metszi" sz6t ugy hasznaljuk, ahogy a valds sikon
nem. Mindkett6t metszésnek nevezzuk, kiegészitve egy bizonyos klauzulaval:
,az imaginarius pontokban”, valamint ,a valés pontokban”. Ezek a klauzulak
fejezik ki a két kifejezés és a metszés tényének mint a szamstruktura geomet-
riai kdvetkezményének egymastdl valé megkuldnboztetését.

Ugy tinik, hogy a logika altal reprezentalt vilag és a valds vilag kapcso-
lata fontos, a matematika fentebb emlitett filozéfiai kérdései vegul is visszave-
zethetdk erre a problémara. Amikor a matematika modellalasanak eléfeltevé-
seit kivanjuk szamba venni, hasznos foglalkoznunk azzal a kérdéssel, hogy
milyen modon épitlink fel matematikai elméleteket. A kérdés megvalaszolasa-

hoz tekintsik a kovetkez6 folyamatabrat.

MATEMATIKAI (FORMALIS) < EGYERTEIMUSITET <« TERMESZETES

ELMELET szakmai axiémidk NYELV NYELV
i U II kategdéridk II
LOGIKAI RENDSZER = = METANYELV VILAG
FORMALIS + KOVETKEZMENY (nyelvbazis)
NYELV RELACIO
2. abra

Munkahipotézisként a 2. abra alapjan prébaljuk felvazolni a matematikai elmeé-
letek megkonstrualasanak folyamatat.? Kiindulasi alapunk a vilag és a termé-
szetes nyelv kapcsolata, valamint a vilag és a nyelv strukturajanak magjat adé
kategoriak. Itt alkalom adodik egy ritkan szova tett probléma vizsgalatara: mi-
lyen alapon beszélhetink azonos tipusu nem logikai alkatrészekrél, a nem
logikai kifejezések kategéridirdl? Elsé megkozelitésben azt mondhatjuk, hogy
a természetes nyelv azon kifejezéseit soroljuk egy logikai kategéridaba, ame-
lyek az informaciokdzlésben ugyanolyan tipusu objektumokkal vannak kapcso-
latban®. A természetes nyelv esetében ez nem mindig lehetséges, nem lehet

sz0 valddi osztalyozasrdl, hiszen ugyanaz a természetes nyelvi kifejezés ku-

cambridge-i els6 el6éadasaban (Diamond (1989a)).
2 A modell alapeszméje Montegue-tél (1970) szarmazik.

A kategoria és tipus fogalmat itt szinonimként kezeljiik, de megjegyezziik, hogy a kategéria szintaktikai
fogalom, a tipusba sorolas pedig szemantikai jelleg(, és logikai szempontbdl az egy fontos kérdés, hogy
milyen tipust generalnak a kategoériak.

17



I6nb6z6 eléfordulasaiban, kalonb6zd tipusu objektumokkal lehet kapcsolatban.
A formalis nyelv esetében azonban ilyen atfedések nem megengedettek, a
jelentésrogzités miatt. Ezért van szukségink az egyértelmisitett nyelvre,
amely lehetbévé teszi a természetes nyelvrél formalis nyelvre torténd
egyértelmdsitést, normalizalasi transzformaciét: ha egy természetes nyelvi
kifejezés két kulonb6zé kategodriaba is beletartozik, akkor a logikai elemzés
szempontjabdl két kulonbozd kifejezéskeént kell felfognunk. Ez azonban azt is
jelenti, hogy a formalis nyelv kilonb6z6 kategdriaival egyutt szamot kell ad-
nunk a formalis nyelv szemantikajarol.

A modern szimbolikus logika megalkotdja, Frege tett el6szor kisérleteket,
hogy a lehetséges szintaktikai kategoriak logikai rendszerét megadja. Frege
szerint, mindenekel6tt meg kell kilonbdztetni a nyelv befejezett és hianyos
kifejezéseit. A befejezett kifejezések lehetséges kategériai kdzul alapvetébnek
tekinti a kijelent6 mondatok és az individuumnevek kategérigjat. A kijelent6
informaciohordozdk szerepelnek a nyelviinkben, mig a nem mondatnyi alkoté-
részei izolaltan nem informacidohordozé egységek. Az individuumneveket pe-
dig azért tekinti Frege befejezettnek, mert ezen kifejezések alapvet6 funkcidja
valamely individualis objektum megnevezése. Ugy tiinik, hogy az informacio-
kozlésben e két kategoria kifejezései alapvetd szerepet jatszanak. A monda-
toknak, illetve neveknek azokat az alkotorészeit, amelyek énmagukban nem
mondatok, illetve nem nevek, de alkatrészként részt vallalnak a hatékony in-
formaciokozlés alapjaul szolgald strukturak létrehozasaban, funktoroknak ne-
vezzuk. A funktor olyan kifejezés, amely kitdltetlen helye(ke)t tartalmaz, és
amennyiben ezt a helyet megfeleléen kitdltjuk, végsé eredményll nevet vagy
mondatot kapunk. Predikatumnak nevezzik azt a funktort, amely névbdl (ne-
vekbdl) mondatot képez. A matematikai elméletekben kulondsen fontos szere-
pe van az olyan funktoroknak, amelyek tulajdonsagokat, relaciokat és relacidk
tulajdonsagait fejezik ki.

Minden jelentéssel biré Osszetett kifejezésben a funktorok argumentuma-
ikhoz val6 viszonya felfoghaté ugy, hogy a kifejezés (mondat vagy név) ket

részre oszthatd: egyik rész a funktor (esetleg ugyancsak Osszetett kifejezés),
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a masik rész az argumentumok. A jelentésrogzités tehat a formalis nyelven
funktor-argumentum felbontast implikal. Az egyértelmisitett nyelv a mondat
kulonboz6 felbontasaihoz — normalizalasi transzformacié révén — kuldnb6zo
normalizalt mondatot rendel hozza. Példaként vegylk a Viki sir természetes
nyelvi mondatot. Ennek kétfajta felbontasa is lehet, vagyis az egyértelmusitett
nyelven két formaja van a mondatnak:

¢ Ha a mondat argumentumakeént a Vikit tekintem, akkor ebben az esetben a
(Viki) sir a mondat azon formaja, amikor a (valaki) sir funktorba a Viki nevet
helyettesitettuk be.

e A masik felbontas, a Viki (sir) esetén, a Viki (egy adott tevékenységet ve-
gez) funktorrdl beszélhetlink, amely argumentumaba a sir igét helyettesitet-
tik.

E felbonthatésagra nézve egy igen altalanos kritériumot fogalmaz meg a logi-
ka (ez a funkcionalitasi elv egyik alkalmazasa): az argumentumnak tekintett
alkatrész legyen helyettesithet6 mas, de ugyanazon kategériaba tartozoé kife-
jezéssel, mégpedig ugy, hogy a kimenet kategoriaja valtozatlan maradjon. (Er-
re utaltunk fent a funktor Ures helyeinek megfelel6 kitoltésével.) E kritérium
alapjan lehetséges a funktorok egyfajta osztalyozasa, de az alaposabb vizsga-
latok azt mutatjak, hogy az informaciokozlésben azonos tipusu bemenettel és
kimenettel rendelkezd funktorok is Iényegesen eltérd szerepet jatszanak.

A funktorok egy arnyaltabb osztalyozasara van modunk, ha szemantikai
megfontolasokat is tekintetbe veszunk. Szintén Frege volt az, aki felismerte,
hogy a szintaktikai értelemben jolképzett egységekhez altalaban kétfajta sze-
mantikai érték rendelhetd. Egy kifejezés szemantikai értékével vehet részt az
informaciokozlésben. A konvencioval bevezetett tulajdonnevek kivételével,
minden jél formalt kifejezésnek van intenzidja (jelentése). Egy név intenzidja
nem mas, mint denotatumat meghatarozo feltételek 6sszessége. Egy mondat
intenzidja pedig a mondat igazsagértékét meghatarozé feltételek 6sszessége.
A funktor intenzidjat szemantikai alapfogalomnak kell tekinteni. Egy funktort
akkor értunk, ha bemenetének intenzidja alapjan meg tudjuk hatarozni kime-
netének intenzidjat. E megfogalmazas hallgatélagosan magaba foglalja a

funkcionalitasi elv elfogadasat, amely szerint a funktor intenzidja és az argu-
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mentumainak intenzidi egyértelmiien meghatarozzak kimenetének intenzidjat.
A funkcionalitasi elv a funktor logikai kezelésén tul, ravilagit a logikai szintaxis
és szemantika kozotti kapcsolat legfontosabb sajatossagara: valamely termé-
szetes nyelv szintaktikai kategoriainak rendszere nem 6rizhetd meg valtozta-
tas nélkll a logika formalizalt nyelveiben. El6fordulhat, hogy valamely termé-
szetes nyelv valamely kategorigjanak kifejezései a logikai szintaxis szerint
tobb kategoriaba sorolanddk és az is megtorténhet, hogy a logikai felosztas
szerint egy kategoriaba sorolt kifejezések a természetes nyelv két vagy tobb

A logikai rendszerek kiépitése soran donté szerepe van a formalis nyelv-
hez definialt kovetkezmény-relacionak, amely alapjan értelmezni tudjuk a ko-
vetkezmény (levezethet6ség) fogalmat a logikai rendszerekben, matematikai
elméletekben. A logikdban a kdvetkezmény fogalmat kétféle modon lehet fel-
épiteni: szemantikai és szintaktikai uton. A szemantikai felépités menete vaz-

latosan a kovetkez6. Tekintsik az alabbi abrat.

FORMALIS kovetkezmény-relacié SZEMANTIKAI
NYELV €« ERTEKRENDSZER
(N 7
INFORMALIS
HATTER
3.abra

A felépités kdzponti eleme a szemantikai értékrendszer. Ezzel tudjuk definialni

a centralis szemantikai fogalmakat, koztik a szemantikai kovetkezmény-

relaciot (jelben: k) is. Ezért érdemes kicsit elidéznlink a szemantikai érték-

rendszer felépitésének kérdéseivel. A felépitésnek harom fazisa van: az els6
fazis az interpretacio megadasa, a masodik a valtozok értékelése, mig a har-

madik fazisban a szemantikai szabalyokat rogzitik. Ebben az utolsé fazisban
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folyik a logikai konstansok szemantikai értékelése. Egyben azt az informalis
kovetelményt is megfogalmazza a logikai rendszerrel szemben, hogy a nyelv
logikai konstansai legyenek megmagyarazhatdék a természetes nyelv szavai-
val.

A matematikardl szold természetes nyelvi kommunikacié igen fontos
mozzanatanak tlnik az igaz €s hamis kijelentések egymastol valo megkulon-
boztetése, és az igaz kijelentésekbdl torténd kovetkeztetések levezetése a
szintaktikai kovetkezmény-relacio alapjan. A szemantika feladatat matematikai
szempontbdl két térekvés jellemezi:

1. Tarski : az ,igaz kijelentés” fogalmanak definialasa, és e definicio alapjan, a
szemantikai kovetkezmény fogalmanak bevezetése;
2. Montague: nem indokolt a formalis és a természetes nyelv kozotti I€nyegi
kuldnbségtétel.
Tarski az altala alkotott halmazelméleti szemantika alapfeladatat abban jeldli
ki, hogy meg kell kilonboztetni a targynyelvet a metanyelvtdl. Ez a megkulon-
boztetés egy nyelv szintaxisanak elemzése szempontjabdl evidens, Tarski
ennek jelentéségét hangsulyozza a szemantikai vizsgalatok esetében is, azaz
a targynyelv kijelentéseit le lehet forditani a metanyelvre (Tarski (1935/1990)).
Azonban 6 még csak extenzionalis logikai rendszerben gondolkodott, ami nem
bizonyult elégségesnek a természetes nyelv esetén. Tanitvanya, Montague
ismerte fel azt, hogy a természetes nyelvet univerzalis algebraként felfogva, az
lefordithatd egy olyan intenzionalis nyelvre, amelyhez formalisan jol felépitett
szemantika konstrualhato, és ezzel — Chomsky nyomdokain haladva — a ter-
mészetes nyelv mondatai formalizalhatokka és grammatikailag elemzhetékkeé
valnak (Montague (1970)). Ekkor, tekintettel a matematikai modellalas 2. ab-
ran bemutatott folyamatara, a szemantikai interpretalas formalis végrehajtasa-
nal a kovetkezd ,transzformacios” lépéseket kell tekintetbe vennink: M -
NM) > o(N(M)) > [o(N(M))];p, ahol M: a természetes nyelv egy mondata;
N(M): M egy normalizalt formaja az egyértelmisitett nyelven; ¢(N(M)): egy lo-

Ve

jelenti a logikai rendszerben.
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Az interpretacié soran, egy nem ures halmazzal, az un. targyalasi univer-
zummal adjuk meg az interpretacioban el6fordulhatd objektumok korét. Ez a
torekvés azonban tobb filozofiailag relevans problémat is magaban rejt. Az
els6 az, hogy vajon a vilag halmazelméletileg reprezentalhato-e, vagyis a vilag
entitdsai halmazba sorolhatok-e. Vajon tényleg azok az objektumok, amiket
annak tekintiink? Nem lehet esetleg mas utat talalni, ami a vilag egy masfajta
ertelmezését nyujtjia? Ezek nem konnyl kérdések, amelyek azt a problémat
feszegetik, hogy az a mod, ahogy a logika szerint a vilag van, milyen dssze-
fuggésben van azzal, ahogy a vilag valojaban van.

A nehézségekkel kapcsolatban nyugtalanitdé valaszok adhatok. El6szor
is, logikai szempontbdl egy objektumrdl csupan annyit tudunk ontoldgiailag
mondani, hogy i) ellentmondas nélkul allithaté rola, hogy halmaz eleme-e; ii)
az objektum megnevezheté. Logikailag az nem relevans kérdés, hogy milyen
objektumokat fogadunk el, de az mar igen, hogy ha ezeket az objektumokat
elfogadjuk, akkor milyen mas dolgokat kell még entitasnak (szarmaztatott léte-
zb6knek) tekintenlnk. Az interpretacio és altaldban a szemantika mogott a hal-
mazelmélet all, amir6l Gdédel megmutatta, hogy nem elddntheté a halmazel-
méleti rendszeren belll, hogy ellentmonastalan-e. Masrészt magat a halmaz-
elméletet is, mint formalis elméletet, logikai eszkozokkel definialjuk. Tehat a
circulus vitiosus veszélye all fent: a halmazelméletre alapozzuk a logikai (sze-
mantikai) rendszerlnket, ugyanakkor logikai eszkdzokkel adjuk meg a hal-
mazelméletet. Ezeket a nehézségeket prébaljak a szintaktikai kovetkezmény-
fogalom segitségével feloldani, igy nyerjuk a kalkulus fogalmat. Err6l azonban
egy kicsit késébb. Foglalkozzunk el6bb a targyalasi univerzummal kapcsolat-
ban felmerulé tovabbi filozofiai el6feltevésekkel:

e A logikai rendszereken belll lévd létezbket (objektumokat) a targyalasi uni-
verzum fogja tartalmazni. Tehat a logika és a raépulé matematikai rendsze-
rek is, direkt értelemben nem elkotelezettek ontoldgiailag, mivel interpreta-
ciofuggd, mit tekintink létezének, azonban ami a szarmaztatott létezéket
(objektumokat) illeti, ezek irant mar elkételezetté valunk (Quine (1986)). Az
elsérendi logikaban ugyan nincsenek szarmaztatott Iétez6k, de ennek meg

is van a kovetkezménye: példaul, csak masodrendben tudjuk a ,véges”, és
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igy a ,nem véges” tulajdonsagokat is definialni, tehat a ,véges” vagy a ,vég-
telen” fogalma definialhatatlan az elsérend( logikaban.

e A targyalasi univerzum nem lehet a vilag 6sszes objektumat tartalmazo hal-
maz. Ekkor ugyanis paradoxonok veszélyével kell szembe nézunk, ahogy
ezt vildgosan a Russell-paradoxon illusztralja®. A modern axiomatikus hal-
mazelméletben éppen ezért a vilag dsszes objektumat tartalmazé targyalasi
univerzumot nem is tekintik halmaznak. Tehat egy adott interpretacioban a
vilagnak csak bizonyos részét tudjuk vizsgalni.

Ez a két tény arra utal, hogy a logika és igy a matematikai elméletek is, onto-

|6giailag a vilag csak egy bizonyos, az interpretacio szerinti részét tudjak meg-

ragadni. Vagyis a logika és a matematika altal reprezentalt vilag homomorf
azzal a méddal, ahogy felfogjuk a valos vilagot. (A korai wittgeinsteini izomorf-
felfogassal szemben.) A valdés vilag létezdinek Osszessége csakis ilyen
homomorf strukturak sorozataként ragadhaté meg a logikaban és a matemati-
kaban.

Térjunk ra a logikai rendszerek masik, szintaktikai felépitésére. A szintak-

tikai felépités menete vazlatosan a kovetkezd. Tekintslk az alabbi abrat:

FORMALIS
NYELV
A R kovetkezmény-relacio
INFORMALIS
HATTER

4.abra

Mivel a logikai rendszerben 1év6 nyelvi kijelentések jelentése nehezen defini-

* Tekintstink olyan osztalyokat, amelyeket a vildag objektumainak kilénbdz8 6sszegyljtésével nyerink.
Ekkor minden osztalyt két csoportba lehet sorolni. Az egyik csoportba azok az osztalyok tartoznak, ame-
lyek elemként nem tartalmazzak énmagukat (He H), ezek az osztalyok a halmazok. A masik csoportba
ezzel ellentétben olyan osztalyok tartoznak, amelyek elemként tartalmazzak énmagukat (OcO), ezek a
valodi osztalyok. A Russell-paradoxon kérdése: ha tekintjlik az 6sszes halmazok N osztalyat, akkor vajon
ez az osztaly halmaz, vagy valédi osztaly-e. Bizonyithatd, hogy N halmaz (Ng N), mivel minden eleme
halmaz. Bizonyithaté ugyanakkor, hogy az N valddi osztaly (NeN), mivel N minden halmazt magaban
foglal, igy 6nmagat is elemként tartalmazza. Két egymasnak ellentmondo allitast (N¢ N és Ne N) kaptunk,
amelyek feloldasanak maddja az lehet, hogy az osztalyokat leszikitjik halmazokra, kizarva ezekbdl a
valodi osztalyt mint halmaz-konstrukciét.
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alhatd, igy ezt nem egy szemantikai értékrendszerhez kotjuk, amellyel mint
lattuk, tobb nehézséglink is adddik, hanem még az informalis hattérben proé-
baljuk korvonalazni. Az informalis hattérben szemantikai jellegi strukturalis
jegyeket lehet elklloniteni, amelyek kozos jellemzdje, hogy a premisszaban
lévd strukturalis attributumok 6roklédnek a konkluziéban. llyen strukturalis je-
gyek lehetnek példaul a szabalyok betartasa vagy a konstrualhatésagon ala-
puld helyesség fogalom. Lényegében a strukturalis jegyekkel ragadjuk meg a
helyes kovetkeztetéseket. A szintaxis az informalis hattér egyik metaszintl

reprezentacioja, amelyben az alkalmazott strukturalis attributumok alapjan

definialjuk a szintaktikai kovetkezmény-relaciot (jelben: ) a kalkulusban, és a

kovetkeztetéseket ezek szerint mindsitjuk helyesnek.

Az informalis hattér masik reprezentacioja a szemantika, ami mogott az
igazsag fogalma all. A logikai vizsgalatokban fontos kérdés, hogy az informalis
hattér e kétféle reprezentacioja 0sszeér-e. A teljesség fejezi ki azt a tényt,
hogy az informalis metaszint és targyszint a kdvetkezmény-relacié szempont-
jabdl ekvivalensek. Ennek érdekében szikséges a szintaktikai és a szemanti-
kai kovetkezmény-relacié ekvivalenciajat biztositani; vagyis azt megmutatni,

hogy ha I" egy tetszbleges premisszahalmaz, A pedig egy tetszéleges allitas,

akkorI' - A o T = A teljesuljon (adekvatsagi kritérium). Ez ugy torténik, hogy

i) definidljuk a szintaktikai kdvetkezmény-relaciét, azutan ii) bevezetjik a sze-
mantikai értékrendszert és a centralis szemantikai fogalmakat (kdztlk elsésor-
ban a modellt és a szemantikai kovetkezmény-relaciot), végul iii) bizonyitjuk a
kalkulus helyességét és teljességét a szemantikara nézve. Az elsérendi logi-
ka esetén Gdodel 1929-es doktori dolgozatdban bizonyitotta be a predikatum-

kalkulus teljességét az els6rend(l szemantikara nézve, igy kimutatta, hogy a
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szemantikai kovetkezmény-relacioé definialhaté pusztan szintaktikai eszk6zok-
kel is. Ugyanakkor kiderult, hogy ez magasabbrendl logikakban nem biztosit-
hato.

A fenti példaban az y = mx + b és x* + y? = R? egyenletrendszer megha-
tarozza x és y értékét, mivel ismerjik a ,+”, ,=", ,(.)*" jelek jelentését vagy leg-
alabbis faktudlis értékét® (ismertebb terminoldgidban: extenzidjat). Ha e jelek
jelentését vagy faktualis értékét az egyenletrendszerbdl kellene meghatarozni,
ezt nem tudnank megtenni. Csak azért hatarozhaté meg x és y értéke, mert
tudjuk, mindkét egyenlet igaz. A terminusok referencidja csak igaz allitasok
(elmélet) alapjan hatarozhaté meg, ami a hamis allitasokat (elméletet) illeti,
azok terminusainak referenciai meghatarozatlanok. Tehat egy elmélet nem-
csak terminusainak referenciait hatarozza meg, hanem egy lehetséges vilagot
(ti. amiben az allitdsok rendszere, vagyis az elmélet igaz) is konstitual. Ezért
végul is az igazi kérdés az, hogy mi tesz egy matematikai allitast igazza.

A matematikai allitasok igazak vagy hamisak, és realista allaspontot el-
foglalva (amit a 2. abra munkahipotézise el&feltételez), leirjak valamilyen mo-
don a télunk flggetlen létez6 valdsagot. Nyilvan, a matematika nem lehet em-
pirikus tudomany abban az értelemben, mint a fizika (s valéjaban mennyire az
a modern fizika is?!), hiszen a matematika fogalmai sokszor nincsenek kozvet-
len megfelelésben a valosag elemeivel. Példaul, mi felelne meg a végtelen(ek)
fogalmanak a kulsé (a matematikan kivuli) vilhagban? A matematikai realizmust
a PLATONIZMUS képviseli, amely a matematika klasszikus fogalmainak onallé
letezést tulajdonit, fuggetlendl attdl, gondoljuk-e azokat vagy nem, és ugy véli,
a matematikai allitdsok igazsagat pusztan e fogalmak analizisével, logikai uton
fedezhetjuk fel.

A realizmus elvetésének toébb formaja is van a matematikaban. A
KONSTRUKTIVISTAK (vagy INTUICIONISTAK) tagadjak a matematikai objektumok-
nak — az értelemszeriien véges — konstrukcidjuktdl fiiggetlen létezését. Am
helyette (Curry szavaival) ,sajat istenUk”, az intuicié létezésében hisznek, va-

gyis valami olyasmiben, ami az egyetemes emberi értelem szamara a priori

° Az 6sszeadas jelentésérél beszélni meglehetésen problematikus. A Peano-axiomakba lefektetett ,rako-
vetkezés” is inkabb szabalyleirasnak tekinthetd, hogyan tudok dsszeadni szamértékeket.
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adott, garantalva ezzel a matematika objektivitasat és hasznalhatésagat. A
platonistak és intuicionistak hisznek abban, hogy a matematikai allitasoknak
jelentésuk van, s ha — a Hilbert programot kdvetve — formalizaljuk is a mate-
matika nyelvezetét, azt azért tesszik, hogy e jelentést precizebben és tomo-
rebben adhassuk vissza. Az elég nyilvanvalénak tlnik, hogy a matematikai
objektumokra vonatkozo allitasok helyességének forrasa nem lehet a tapasz-
talat. Senkinek sem jut eszébe, hogy a laboratériumba siessen eldonteni, va-
jon a 2 paros szam-e. Hasonloan felvethet6, hogy nem az egyes személyek
intuiciéjan alapuld szubjektiv vélekedésekrdl van sz6, sét, még csak nem is
valamiféle egyetemes emberi intuicion alapulé kdzvélekedésrdl, hiszen a ma-
tematikai allitasoknak a helyességét nem pszichologusok vagy szociolégusok
dontik el, hanem matematikusok. Méghozza ugy, hogy bebizonyitjak, azaz jol
definialt szabalyok szerint egyértelmiien megadott axiomakbdl levezetik 6ket.

Ezzel jutunk el egy ujabb anti-realista allasponthoz: a matematika
FORMALISTA felfogasahoz, amely szerint a matematikai kifejezéseknek nincs
jelentése, a matematika a formalis rendszerek tudomanya; jeleket definial és
szabalyokat, melyek alapjan e jeleket kombinalhatjuk. A matematika (a kései
Wittgeinsteint kdvetve) egy jaték, amelyben a matematikat nem megismerjlik,
hanem konstrualjuk, azonban — a konstruktivistakkal szemben — a matematika
bizonyossaga nem emberi intuicién alapul, csupan konvencion. A matemati-
kanak semmi kéze nincs a végtelen metafizikai fogalmahoz, és k6zémbds a
térre, idére, valoszinlségre vagy a folytonossagra vonatkozo intuicionkkal
szemben. A matematika nem produkal és nem old meg Zéndn-paradoxonokat.

A matematikusok hajlamosak a kalkulusokban végzett, szintaktikai
vizsgalatokat elényben részesiteni a szemantikaival szemben, mondvan, ke-
vesebb velluk a baj az eléfeltevés-mentesség terén. Ennek a szemléletnek egy
abszolut kovetkezetes képvisel6i a formalistak.

Tekintsuk példaként a kdvetkez6 egyszeri S formalis elméletet:

Az S elmélet formalis nyelve S axiémai:
S primitiv elemei: Levezetési szabalyok:
Individuumnevek: &, ¢ . a,v; (MP): {p > q és p}=aq; (1) Vx (©x — Bx);
Predikatumok: ©,®; (UE): pg = 3Ix(px); (2) (AXx®OX) > On;
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Valtozok: xe Var. (UD): Vx(px — gx) = pr —>qr (3)®e;
S konnektivumai: (p, g, raz S terminusaibodl és S

(,),>, V¥, 3 konnektivumaibdl allé szavak)

Ekkor S-ben bizonyithat6 a kdvetkez6 Tétel: O .

Bizonyitas: 1. ®e (3. axioma)
2. Ix®x (UE alapjan)
3. ©% (2. axioma és MP alapjan)
4. ©% —> O (1. axiéma és Ul alapjan)
5. ®% (MP alapjan)

Az S elmélet primitiv elemei, kdztik &, ¢, © és ® is, jelentésnélkiliek és S
csupan precizen szabalyozott manipulaciok elmélete. A matematika tehat nem
kulonbozik egy szimpla sakk- vagy bridzspartitol. A formalis rendszer axidomai
olyan kikotések, amelyek a levezetési szabalyokkal egyutt, szimbolumokat
manipulal, tehat az olyan kérdések, hogy ,igazak-e S axiomai?" vagy ,mit fejez
ki ez a tétel: ®«?", teljeséggel értelmetlenek. A formalizmus kiemelkedd
egyénisége, Curry szerint, a formalis rendszer egy fiktiv gépként ragadhato
meg, amelyet konvenciok egy halmaza definial, és amely jelkombinacidkat
termel. A formalis rendszerrél szol6 elmélet nem szorul szemantikara, mert
tetsz6leges szimbodlumokkal végzett, szabalyozott miiveletek gyljteményeként
foghatjuk fel. Kijelentései empirikus kijelentések, bizonyitasai egymas utan
végrehajtott szintaktikai szabalyok.

Azonban a szintaxist a szemantikaval szemben preferalé szemlélet, igy a
formalista iskola szemlélete is, ugy latszik, leegyszerisitd, mivel a szintaktikai
és szemantikai aspektusok nem valaszthatok el élesen egymastol. Habar a
formalis rendszer vizsgalata soran nem kell tekintettel lenni a rendszer interp-
retacidjara (a szimbolumok jelentésére), a vizsgalat matematikai eredményét
azonban mar értelmezzik. Ez a filozofus, Searle érve az ellen, hogy a megér-
tés csupan szintaktikus szimbdlum-manipulécié lenne®. Searle elképzelte ma-
gat egy szobaban (Searle kinai szobaja). A szoba egyik falan van egy nyilas,

amelyen keresztul kinaiul irt kérdéseket adnak be neki, az 6 feladata pedig,

® Searle, J. R.: "Az elme, az agy és a programok vilaga”, in Pléh Cs.(1996): Kognitiv tudo-
many. Budapest: Osiris Kiado.
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hogy egy masik nyilason keresztll valaszoljon ezekre a kérdésekre kinaiul. A
gond az, hogy Searle egy sz6t sem tud kinaiul, igy a kinai iras semmit sem
jelent szamara. Azonban vannak a szobaban olyan szabalykonyvek, amelyek
révén manipulalni képes az értelmetlen kinai szimbodlumokat. A kllvilag sza-
mara Searle nem kulénboézik egy kinai anyanyelvli embertél, azonban szem-
ben egy ilyen emberrel, Searle semmilyen értelemben nem érti azokat a szim-
bolumokat, amelyeket manipulal.

Azonban felvethetd, hogy bar Searle nem ért kinaiul, am 6 és a szabaly-
konyvek egyuttesen mar igen. Masképpen fogalmazva, vajon nem végezhet-
nénk a formalis rendszerek eredményének értelmezését is formalis jatéksza-
balyokkal? Ezzel kapcsolatban két problémaval kell szembe néznunk:

e A metamatematika is lehet formalis, de az ember (matematikus) szereti
tudni, hogy mit csinal: tudatosan cselekszik, nem gépiesen.

e Mit érunk el, ha ugyanazokat a formalis nyelvi eszk6zoket vagy ezek szi-
kebb rendszerét (pl. finit eszk6zdk) hasznaljuk a rendszerrél szél6é bizonyi-
tasban, mint amiket a rendszerbe épitettliink? Gddel 6ta tudjuk, hogy bar-
melyik rendszer, ami elég er6s az aritmetika konzisztencigjanak bizonyita-
sahoz, legalabb olyan erds, mint maga az aritmetika. Marpedig, ha a mate-
matikai elméletek konstrukcids folyamatara gondolunk, a metamatematikara
ez teljesul.

Searle kinai szoba példajahoz visszatérve, meg tud-e tanulni valaha anya-
nyelvi szinten kinaiul, példaul egynyelvl kinai szotar segitségével, amelyben
szamara értelmetlen szimbdlumokat értelmetlen szimbolumok magyaraznak
meg. A szimbolumok zart, 6nmagaval definialé rendszerét csak ugy lehet fel-
torni, és igy jelentés csak akkor léphet be a rendszerbe, ha a rendszer egy
része lehorgonyoz a vilagban (ezt nevezik a szimbolum lehorgonyzas problé-
majanak).

Eszre kell venni, hogy a formalizmus egzaktabb, de nem szigorubb esz-
koz kezunkben. Ennek az oka, hogy a matematikai intuicidink szemantikai
sajatossagai 6roklédnek a matematika formalis rendszereire csakugy, mint

bizonyos természetes nyelvi jegyek a formalis nyelvre’. A logikai rendszerek

” Vannak arra torekvések (pl. logikai-nyelvészeti kutatasok, mesterséges intelligencia, nyelvfilozofia),
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létrehozasakor is szemantikai megfontolasok huzdédnak meg a szintaxisban
kovetett eljarasok mogott. Az informalis hattérben, elsésorban a metanyelven
ertelmezzik, de val6jaban a szemantika szabatos felépitése utjan valnak exp-
licitté azok a szabalyszerliségek, amelyeken keresztul — az informaciokozlés-
ben résztvevdé — nemlogikai alkatrészeknek (neveknek, mondatoknak, predika-
tumoknak) a vilaggal valo kapcsolata realizalédhat. Erre j6 példa lesz a 2.1.
fejezetben bemutatott kisérletink, amelynek soran a metanyelv egy formalizalt
fragmentumaba, a nyelvbazisba, és igy rajta keresztul a szintaxisba csem-
pésszik be azokat a szemantikai strukturalis és kategoridlis jegyeket, ame-
lyekrdl eddig szoltunk, és amelyek a matematika formalis nyelveit, tovabba a

rajuk épuld elméleteit jellemzi.

hogy ezt a folyamatot visszafelé is lejatsszak, vagyis felidézve a 2. abrat, a matematikai-logikai rendsze-
rek iranyabdl kdzelitenek a természetes nyelv és vilag kapcsolata felé.
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2. A logikai rendszerek,

szerepe a matematikdban
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Ez a fejezet harom szakaszbdl all. Az els6ben a logikai rendszerek szintaxisa-
nak f6 komponensét jelentd, elsérendli formalis nyelvek nyelvbazisat mutatjuk
be, amelyre a késbbbiek folyaman szamos alkalommal fogunk hivatkozni.
Ahogy azt mar emlitettik, a matematikai gyakorlatban elsérendi logikai rend-
szer hasznalatos, ezért a bemutatasra kerllé nyelvbazis igen relevans a ma-
tematikai elméletek vonatkozasaban. Ugyanakkor, latni fogjuk, hogy egy ilyen
fajta elkotelezettség, milyen komoly matematikafilozofiai problémakat vet fel.

Tulajdonképpen ehhez kapcsolédunk, amikor elemezni fogjuk a (nomina-
lizmus hagyomanyanak kovetdjeként felfoghatd) LOGICIzMUS programjat mint
matematikafilozéfiai iranyzatot. Kézismert, hogy a modern, szimbolikus logika
kialakulasanak kezdetén, Frege az aritmetikat, Russell pedig az egész mate-
matikat kivanta egy atfogd logikai rendszerre visszavezetni. Mar a Russell-
paradoxon arra késztette Fregét, hogy belassa: ez a térekvés még olyan korla-
tozottabb program esetén sem kivitelezhet6, mint az aritmetika. Kiderult, hogy
vannak olyan alapvetd szakmai axiomak a matematika elméleteiben, amelyek
nem logikaiak. Ugyanakkor, akadnak olyanok, akik a logicizmus fregei prog-
ramjat mégsem tarjak elvetenddnek, és kisérletet tesznek, az elsérendi logika
atlépésével, a program részbeni rekonstrukcidjara. Ez vizsgalatunk targya a
fejezet masodik részében.

Végezetll, szukségesnek latszik a logikai rendszerek egy altalanos elem-
zése, tekintettel fontos szereplkre a matematikai elméletekben (vo. 2. abra).
Ennek szellemében, a dolgozat harmadik részében, egy 6sszehasonlitd elem-

zést fogunk végezni, szamos kihivassal szembesitve a klasszikus — vagyis az

extenzionalis, els6rendd, kétértekld — logikat mint az 6sszehasonlitas bazisat.

2.1. A nyelvbdzis®

1. Definicié Az L=< A, A", A, M > négyest nyelvbazisnak nevezziik, ha
e A elemek egy osztalya: a nyelv abéceéje,
e A" osztaly a nyelv szavai, ahol Ac A",

e Ac A" egy kitlintetett sz6, az Ures sz0,

® E szakaszban elsésorban Smullyan (1999) miivére, illetve Ruzsa (1997) kdnyvére tdmaszkodunk.
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e M miveletek egy osztalya: a nyelv abécéjébdél az ebben 1évé miveletek
segitségével képezziik a szavakat.’
Bevezetve az alabbi jeloléseket
e: L kifejezéseinek osztalya (e c A”)
8: L mondatainak osztalya (S c €)
P: L bizonyithaté mondatai osztalya (P = §)
T: L igaz mondatainak osztalya (T = S)
R: L cafolhaté mondatai osztalya (R < $)
H: L predikatumainak osztalya (H c €)
a kovetkez6 feltételekkel élunk:
¢ minden olyan Pel, amely egy L-re tdmaszkodé formalis nyelv predikatuma,
csak olyan elemekre vonatkozhat, amely eleme az adott interpretacié
(amelyrdl a 2. definicidé utan szoélunk) targyalasi univerzumanak (U). Filozé-
fiailag, az U azon elemei tekinthetk létez6knek, amelyek az adott interpre-
tacio révén annak mindsulnek (Quine (1986)).
o L-t korrektnek mondjuk, ha PcT és TnR=0.
2. Definicié Legyen x a targyalasi univerzum eleme, P pedig L egy predikatu-
ma, akkor az {x : P(x)} c U alaku kifejezést osztalyabsztrakcionak nevezzuk.
Godel szerint minden predikatum tekintheté valamely természetes
szamhoz kot6do osztalyabsztrakcid névének.
3.a. Definicié Definialjunk e célbdl olyan @ fuggvényt, amelyre
e Dom(®d) =¢€x ¥,
o Im(D) c &,

e ha PeH ésne™ akkor P(n)=®(P,n).

9 Hagyomanyosan M egyelem(i osztaly, amely az Gn. " konkatenacié miveletét tartalmazza, az alab-
bi tulajdonsagokkal:

e xyeA =x"ye A,

e xy,ze A"= (Xy)z=x"(y"z) e A",

e haye A"ésaecA =y azA,

e haxye A" = (X"A=y"A) = (x =),

e haxe A" = X"A= A"x=x,

® ha B osztaly, melyre teljestl, hogy Ac B és (xe B és acA) = x"oeB akkor A" c B.
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A @ figgvény és a T igaz mondatok osztalya egyutt general egy in-
terpretaciét, amely megadja a predikatumok értékét, azaz egy P(n)eH pre-
dikatum ne ™ szamot nevezi meg, mond valamit réla. (Példaul azt allitja,
hogy ,n prim".) Mivel ®(P,n)=P(n), ezért P predikatumnak két olvasata le-
hetséges:

e n-rdl allitja P-t (pl. ,5 primszam”),

e egy mondat (pl. ,Péter okos”).

Vagyis a nyelvbazisra épul6é elsérendl logikai rendszer targyalasi univer-
zuma: . Beszélhetlink-e akkor masrdél, mint a természetes szamok rész-
halmazair6l? A kérdésre még visszatérunk az 5. fejezetben.

3.b. Definicié Azt mondjuk, hogy P predikatum kifejezi (jeloli) A < ™
szamhalmazt, ha PeT < neA. Tehat egy A szamhalmaz kifejezhet6 L-
ben, ha van olyan predikatum, ami kifejezi.

Bevezetjik a Gddel-szamozast, amely Iényege, hogy minden kifejezés-
hez egy természetes szamot rendeliink. Legyen g: ¢ — ™ egy-egy értelm
fuggvény. Ekkor ha Eee kifejezés, akkor g(E) az E kifejezés Godel-szama.
Jeldlje E,, azt a kifejezést, amelynek Godel-szama: n. Ekkor g(E,) = n.

Godel neves elemzésének fontos felismerése az volt, hogy megszer-
keszthet6 olyan formula, amelynek Gddel-szama n és a kdvetkezd matemati-
kai allitasnak feleltetheté meg: ,Az n Gddel-szamu formula nem bizonyithaté".
Ez a sajat bizonyithatatlansagat allitia. Ezt az Onreflexiot egy kifejezés
diagonalizaltjanak értelmezésével emeljuk be a rendszerunkbe.

4. Definicio E, predikatum diagonalizaltja az a mondat, amely akkor igaz, ha
En igaz a sajat Gédel-szamara, azaz En(n) = ®(En,n).
Az dnreflexiét az aldbbi példaval vilagithatjuk meg. Tegylk fel, hogy minden athéni

igazmondod és minden krétai hazudik. Ha marmost én egy megrogzott igazmondé vagyok,

tehat nem krétai, ugyanakkor athéni sem, hogyan hozom ezt a tényt beszél6tarsam tudtara?

Kérdés: Hogyan kell tudtara adni

Mindig igazat Mindig hazugok
valakinek, hogy ®-ba tartozom?

mondoék
® Valasz: En igazmondé vagyok,
Athéniak Krétaiak de nem athéni.
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Godel szerint a példaban az athéniak felfoghatok ugy, mint a bizonyithaté mondatok (P), mig a
krétaik, mint a cafolhatdé mondatok (R) osztalya. Ekkor E, kifejezés E,(n) diagonizéltja azt az
allitast fogalmazza meg, hogy ,ha én predikatum vagyok, akkor igaz vagyok a sajat Godel-

szamomra nézve”. S igy valosul meg az dnreflexid.

5. Definicid A d(n) diagonalis filiggvény megegyezik E,(n) Godel-
szamaval, vagyis d(n) = g(En(n)).

5. Definicio korrolariuma: Legyen A — Y és vezessiik be A" = {n: ne ¥
és d(n)e A} halmazt. Mivel A* = d™(A), ezért az elébbi két definicid alapjan,
barmely ne N-re és P predikatumra, P(n)eT < neA”.

Legyen tovabba B a bizonyithaté mondatok Godel-szamainak osztalya: B
= g(P). Ha B® a B komplementerét jeldli, akkor legyen (B)* = {n: ne ™ és
d(n)eB®}. A kdvetkez6 egyszer(i lemmaban rogzitjiiik azokat a tényezdket,
amelyek szukségesek ahhoz, hogy — ahogy mondani szokas — egy nyelv ,elég
kifejez6" legyen.

6. Lemma A (BC)+ halmaz kifejezheté , ha teljesulnek a kovetkezd feltételek:

(G1) Ha Ac M kifejezhet6 L-ben, akkor A” is kifejezheté L-ben.

(G2) Ha Ac M kifejezhet6 L-ben, akkor A% s kifejezhet L-ben.

(G3) A B = g(P) kifejezhet6 L-ben.

Bizonyitas A (G3)-t (G2)-be irva, majd erre (G1)-et alkalmazva kapjuk az alli-
tast.

Ezek a feltételek meghatarozzak, hogy ,mit tud" a nyelv és a késébbi
tételek, melyek ezekre hivatkoznak, majd azt mutatjak meg, hogy ,milyen ara"
van ennek. A (G1) technikai jellegi feltétel szerint, egy halmaz kifejezhetésé-
gét a diagonalis fliggvény megtartja, masképp fogalmazva, a kifejezhetéségre
nézve az onreferald predikatumok nem relevansak. Ez a feltétel fogalmazza
meg az elsérendl relacidk kezelésének igényét. A (G2) feltétel azt koveteli
meg a nyelvtdl, hogy benne ne csak allitdsok, hanem azok tagadasai is kife-
jezhetdk legyenek, mig (G3) a bizonyithaté mondatok karakterizalhatésagat
mondja ki. A (G2)-es feltétel teljestléséhez szikséges, hogy negacid legyen
értelmezve a nyelvben. Tovabba ha a nyelvhez egy modellt (szemantikus

megkozelités) vagy axiomakat és levezetési szabalyokat (szintaktikai megko-
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zelités) rendellink, amelyek révén a kdvetkezmény-fogalom meghatarozhaté,
akkor (G3) is teljesullIni fog a nyelvre.

Végezetul még egy Carnaptdl szarmazo fogalmat ismertetunk, amely a
kovetkezd pont tételeinek bizonyitasat segiti.
8. Definicié Egy E,c$ mondatot az A halmaz Go6del-mondata, ha fennall va-
lamelyik lehet6séq: i) En igaz és g(E.) = n eleme A-nak, vagy ii) E, hamis és n
nem eleme A-nak. Tehat E, pontosan akkor Godel-mondata A < ¥ halmaz-

nak, ha E.eT < neA.

Intuitive az A szdmhalmaz Gddel-mondatara ugy gondolhatunk, mintha azt allitana,
hogy sajat Godel-szama az A halmaz eleme. Ha ez a mondat igaz, akkor Goédel-szama valo-

ban A-beli, ha viszont hamis, akkor nem.

2.1.1. Godel és Tarski tétele

9. Diagonalis lemma

(1) Ha A" kifejezhet6 L-ben, akkor A-nak van Godel-mondata.

(2) Ha L kielégiti a (G1) feltételt, akkor minden A < [ kifejezhetd halmaznak
van Godel-mondata.

Bizonyitas

(1) Ha L-ben A" kifejezhet6, akkor legyen PeHll az a predikatum, amely A-t
kifejezi, és legyen g(P)= h. Ekkor az 5. definicié korrolariuma alapjan, P(h)eT
& heA" & d(h)eA. A d értelmezése folytan d(h)e A < g(P(h))eA. Vagyis
azt kaptuk, hogy P(h)eT < g(P(h))e A, és ez azt jelenti, hogy P(H) Gddel-
mondata A-nak.

(2) Az el6zb (1)-bbl és a (G1) feltétel alapjan trivialis.

10. A Godel-féle nemteljességi tétel Ha L elég bonyolult, azaz (B®)" kifejez-
hetdé L-ben és L korrekt, akkor L-nek van olyan igaz mondata, ami nem bizo-
nyithato, tehat T-Pz &.

Bizonyitas A diagonalis lemma (1) alapjan (B®)* kifejezheté L-ben, ha B®-nek
van Godel-mondata, azaz EcT < neB’. Tehat talaltunk egy olyan E mondatot,

amely igaz, mégsem bizonyithato.
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A kovetkezd lemmaban arra adunk valaszt, hogy a Godel-tételben mi zarja ki a
P=T teljeslilését, majd altalanositjuk az ennek kimutatasa soran alkalmazott
modszert.

11. Lemma (B°)" kifejezheté < P=T.

Bizonyitas Mivel (B®)" kifejezhetd, igy (G3) alapjan B = g(P) is kifejezhetd.
Indirekten tegytk fel, hogy P=T. Ekkor g(P) = g(T), vagyis B = g(T) is kifejezhe-
t6. De B = g(T) & ha L minden E Godel-mondatara teljesil, hogy EcT <
g(E)eB. Ez pedig azt jelenti, hogy B® nem tartalmazhatja L egyetlen Godel-
mondatat sem. Viszont a diagonalis lemma (1) szerint, ha B®-nek nincs Godel-
mondata, akkor (BC)+ nem kifejezhetd L-ben. Ez az ellentmondas igazolja alli-
tasunkat. Ellenkezé iranyba hasonldan belathaté a lemma.

Vegyik észre, hogy P=T kizarasat (G3) feltétel implikalja, vagyis L-lel
szemben tamasztott ezen kritérium miatt nem esik egybe L bizonyithatd és
igaz mondatainak osztalya. Ez masképpen fogalmazva pontosan azt jelenti,
hogy a Godel-féele nemteljességi tétel allitasat, miszerint (G1)-(G3) mellett az
igaz mondatok kore sziukségszerlien bdévebb, mint amit egy korrekt nyelv esz-
kozeivel bizonyitani tudunk, nem oldhato fel a nyelven belll, amig a bizonyit-
hatésag igényével léplnk fel.

12. Lemma Legyen g(T)=I. Ekkor I°-nek nincs Gédel-mondata.
Bizonyitas Indirekten tegyiik fel, hogy 1°-nek van Gédel-mondata, akkor ha ez
E gy, hogy EcT < g(E)e° teljesill. Ez viszont ellentmond annak, hogy g(T)=

| lenne.

13. Tarski tétele Ha g(T)=I, akkor

1) (I°)* nem kifejezhetd L-ben,

2) (G1) feltétel mellett I° nem kifejezhets L-ben,

3) (G1) és (G2) feltételek mellett | nem kifejezhet6 L-ben.

Bizonyitas

1) Indirekten tegyik fel, hogy (I°)" kifejezhetd L-ben, akkor I°-nek a diagonalis
lemma (1) szerint van Goédel-mondata, de ez ellentmond az el6z6 lemmanak.
2) Indirekten tegyiik fel, hogy I° kifejezhets, akkor (G1) miatt (I°)* is kifejezhetd

és ez ellentmond az el6z6 1)-nek.
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3) Indirekten tegyiik fel, hogy | kifejezhetd, akkor I is kifejezhetd (G2) alapjan.
Viszont (G1) feltétel mellett I kifejezhetdsége ellentmond 2)-nek.

Megjegyzés A 3) parafrazalva azt mondja, hogy L-ben (G1) és (G2) fel-
tételek mellett nem lehet a nyelv eszkdzeivel igazsagfogalmat definialni. Mégis
maga Tarski a szemantika legfontosabb feladatanak tartotta az ,igaz kijelentés

(mondat)" fogalmanak definialasat (Id. Tarski-elv).™

2.1.2. A nyelvbazison értelmezett szintaktikai fogalmak

14. Definicié Az L nyelv konzisztens, ha PNR=3.

15. Lemma Ha L korrekt, akkor L konzisztens.

Bizonyitas L korrektsége és a konzisztencia definicidja folytan evidens.
Fontos megjegyezni, hogy L konzisztenciajabol nem kovetkezik L kor-

rektsége, vagyis egy nyelv korrektségének nem elegendd kritériuma a nyelv

konzisztenciaja. Ez csak akkor teljesul, ha az igaz és a bizonyithat6 mondatok

osztalya egybeesik. Ehhez pedig a 11. lemma alapjan L-et korlatozni kell,

mégpedig ugy, hogy (G3) feltételt ne teljesitse.

16. Definicié Egy se 8 mondat eldénthetd, ha se PUR.
17. Definicié Algoritmuson valamely problémasorozat (problémak végtelen
serege) elemeire alkalmazott eljarast értiink. Marmost ha az eljarassal a prob-
lémasorozat minden eleme megoldhatd, akkor univerzalisnak, ha véges |é-
pésben eredményre vezet, akkor effektivnek mondjuk az algoritmust.

Az algoritmusok azonban nem mindig effektivek és ez mar a nyelvbazis
szintjén megjelenik.
18. Definicié L teljes, ha L minden se $ mondata eldontheté.

19. Tétel Ha (B€)" kifejezhetd és L korrekt, akkor L nemteljes.

10 Megoldast Tarski szemantikai igazsagfogalma szolgaltatja, amelyet a 3.1. fejezetben fogunk ismertet-
ni.
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Bizonyitas Mivel L korrekt, igy TnR=& (1). Ugyanakkor L korrekt = L konzisz-
tens folytan PAR=0 (2). A (B®)" kifejezhetésége miatt T-P= & (3). igy (1), (2)
és (3) miatt PUR = $ kell telesiini, tehat L nemteljes.

20. Korollarium A 19. tételbeli feltételek melletti L nyelvbazisban (és az erre
épulé formalis nyelvekben) vannak olyan mondatok, amelyek algoritmussal

nem eldonthetok.

2.1.3. Elsérendii formalis nyelvek, logikai rendszerek

Az ismertetett nyelvbazisra formalis nyelvet ugy épithetink, hogy a nyelvba-
zishoz egy szabalyrendszert rendellink, amely a szintaxis szintjén biztositja a

formalis nyelv szabalyainak definialasat.

21. Induktiv szintaktikai definicio

Szintaktikai szabalyok egy HCA" osztalyat két részben hatarozzuk meg:

1. az indukcio béazisa: megadunk egy BCA® bazisosztalyt Ggy, hogy BcH telje-
suljon;

2. indukciés szabalyok: felsorolunk ,aq,.....,axc H = be H" alaku szabalyokat,
ahol ay,.....,ax és b hagyomanyosan ,co 'x1"'c/"x2"...."%,"'c," alaku szavak,
ahol ¢y, C1,.....,che A", Mig Xi,.....,.xn A" tipust valtozok.

3. H csak olyan szavakat tartalmazhat, amelyeket 1) és 2) szabalyok general-
nak.

22. Definicié Az <L, H> part formalis nyelvnek nevezzik.

Az <L,H> formalis nyelvhez tartoz6 elsérendl logikai rendszereket a kdvetke-

z6 fontos metatételekkel karakterizalhatjuk:
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23. Adekvatsagi tétel Az els6rendi logikai kalkulus (QC) adekvat az els6ren-

dd nyelvre nézve, azazT'- A=T EA (helyesség) ésT' EA =T F A (teljes-

S€éQ).

A bizonyitas mindkét iranyban elég hosszadalmas. A helyességhez a QC kal-
kulus Osszes axiomajardl be kell latni (pl. analitikus tablazat mdédszerét hasz-
nalva), hogy érvényes formulak.

A teljesség bizonyitasanak elsé lIépése, hogy belatjuk: ha I' konzisztens,
akkor I" kielégithet6. Ehhez vesszuk I maximalis konzisztens bévitését: I' = T’y
->I'1—-..—->Tk

A bdvités lehetséges mddja, hogy i) analitikus tablazatok moédszerével T formulainak
szarmazékait fokozatosan hozzaadjuk T'-hez (i=1,2,...k-1); ii) bizonyitjuk, hogy az igy nyert
analitikus tablazatnak van nyilt aga; végul iii) a nyilt ag hasznalataval értelmezink egy interp-
retaciot és bizonyitjuk, hogy ez az interpretacié I'y 6sszes elemét ki fogja elégiteni.

Kontrapolalva az elsé lépést: ha I' kielégithetetlen, akkor I" inkonzisztens.

De I" & A csak akkor teljesul, ha I U {~A} kielégithetetlen, és ekkor ez inkon-

zisztens is. Ugyanakkor ismert, hogy I' U {~A} inkonzisztens akkor és csak

akkor, haT + A.

24. Lowenheim-Skolem tétel I' kielégitheté legfeljebb megszamlalhatdéan
végtelen targyalasi univerzumon.
Bizonyitas Tekintsik I" maximalis konzisztens bévitését: ' =Ty - I''— ...—>

I'«. Mivel tudjuk, hogy ha T" konzisztens, akkor kielégithetd, ezért I'c-hoz van
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olyan modell, amelyben TI'y barmely formuldja igaz. Legyen marmost I'k névpa-

raméterei a kdvetkezék: a4, ay, ..., an,... Egy-egyértelmli megfeleltetést létesi-

tlnk a targyalasi univerzum (a modell objektumtartomanya) objektumai és I'y

névparameterei kozott ugy, hogy kihuzzuk

e a targyalasi univerzum azon elemeit, amelyet I'x névparaméterei nem
denotalnak;

e T ai= g, (i#) nevei kozul az egyiket, a nagyobb indext (két névparaméter
akkor egyezik meg, ha denotatumaik azonos, vagyis ugyanazt az objektu-
mot jeldlik a targyalasi univerzumban).

A konstrukcio folytan, valéban egy-egyértelmi megfeleltetés létesithetd T'k és

a modell objektumtartomanya kozott. Ha most megszamozzuk az igy kapott

targyalasi univerzum objektumait a hozzajuk tartozé névparaméter indexeivel,

akkor ezek szamossaga maximum a természetes szamok szamossagaval
lehet azonos, kovetkezésképpen I' tényleg kielégithetd megszamlalhatdéan
végtelen targyalasi univerzumon.

25. Korollarium Mivel egy axidmarendszer felfoghat6 ugy, mint ellentmondas-

talan formulahalmaz, a tétel atfogalmazhato igy is:

o Als6 Léwenheim-Skolem tétel: ha egy axiomarendszer véges sok vagy
nemmegszamlalhaté axiomakbal all, akkor vagy megvaldsithatatlan, hiszen
ellentmondasos, vagy van legfeljebb megszamlalhaté modellje is.

e Felsé Léwenheim-Skolem tétel: ha egy axidmarendszernek van megszam-
lalhatdéan végtelen modellje, akkor van nem megszamlalhatéan végtelen

modellje is.

26. Kompaktsagi tétel Ha I' = A, akkor van I'-nak olyan A véges részhalma-

za, hogy A EA.
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Bizonyitas Az adekvatsagi tétel alapjan, ha ésI' = A = I" + A. Ekkor, a I'-bdl

valo levezetés definicidja szerint, van olyan {A4, Az, ..., Ay} véges formulahal-

maz, hogy A, = A. Ha most A-nak megvalasztjuk {A1, Az, ..., An}-t, akkor A

A. Ismét alkalmazva az adekvatsagi tételt: A A = AEA.

Kovetkezmények:

1. Ha I minden véges formulahalmaza kielégithet6, akkor I is az.

2. HaT minden véges formulahalmaza konzisztens, akkor I is az.
Az elsd kdvetkezményt konnyen kapjuk, ha vesszik a feltételben szerepld
véges formulahalmazok unidjat, a masodik pedig a kielégithetéség és konzisz-

tencia kapcsolatabdl adédik.

2.2. Logicizmus

A logicista iskola megalapitoinak Freget és Russellt tekintik, akik a matemati-
kat a logika részeként fogtak fel: Frege az els6rendl logikara, Russell tipusel-
méleti logikara kivanta visszavezetni a matematikat. Az iskola programjat
Russell ugy jellemzi a Principles of Mathematics xv. fejezetében, hogy az

egész matematika kizardlagosan olyan fogalmakkal foglalkozik, amelyek ke-
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vés szamu logikai fogalommal definidlhatdk, s az dsszes allitasa levezethetd
néhany alapvetd logikai alapelvbdl. Frege ezt a programot probalta keresztul-
vinni az aritmetikara vonatkozéan Az aritmetika alapjai cimi muvében. Allas-
pontja, mint egyfajta ,korlatozott” — az aritmetikara vonatkozo — logicizmus, két
kitételbe surithet6:

1. A forditasi kitétel szerint, a megfelel6 definiciok kifejtésével az aritmeti-
ka tételei lefordithatok puszta logikai allitasokra. Az aritmetikai fogalmak
alruhaba oltoztetett logikai fogalmak.

2. A bizonyitasi kitétel szerint, a leforditott aritmetikai allitdsok mindegyikét
bizonyitani tudjuk néhany alapvetd, tisztan logikai axiomabdl, pusztan
logikai levezetési szabalyok szerint.

Frege kisérlete azonban 6sszeomlott. Koncepcidja azon az elképzelésen ala-
pult, hogy a természetes szamok aritmetikai tulajdonsagai levezetheték az
osztalyok és viszonyok logikajabdl; a koncepcié kidolgozasakor pedig a
Cantor-féle naiv halmazelméletre épitett. A naiv halmazelméletben, halmazon
klénb6z6 objektumok barmiféle 6sszességét értik, €s nem szabjak meg, hogy
mi tekinthet6 a halmaz elemének. Barmi elemnek tekinthetd, tehat maguk a
halmazok is lehetnek sajat elemeik. Ez viszont azt eredményezi, hogy az igy
megalkotott logikai rendszer a Russell-paradoxonnal terhes.

Ugy tinik, hogy a logicista program realizalasanak nehézsége a para-
doxonok elkertlésében van. Russell ennek lehet6ségét a logikai tipusok elmé-
letében latta. Szerinte a paradoxonok altaldban abbdl szarmaznak, hogy a
predikatumokat mindsités nélkil, korlatlanul alkalmazzak. A logikai paradoxo-
nokbdl ugy talalhato kiut, hogy vilagosan korulhataroljuk a logikai tipusokat, és
nyelvi tilalmakat allitunk fel az argumentumok behelyettesitéseit illetéen. Tehat
egy xey kifejezést csak akkor szabad definialtnak tekinteni, ha az a réteg,
amelybe y tartozik, eggyel magasabban van, mint x. Ennek megfelel6en, az n-
edik tipusu predikatumok csak az n-edik, illetve az (n-1)-dik tipusu individuu-
mokat jellemzik. lly modon, a tipusszabaly korlatozza az osztalyok (halmazok)
tulsagosan szabad kezelését. A tipuselmélet nem engedi meg olyan halmazok
képzését, amelyek elemként tartalmazzak 6nmagukat, pl. xex, illetve ~xe x, és

amik formalis kovetkeztetésekkel paradoxonok kialakulasat eredményezik.
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Azonban a Russell-féle tipuselmélet a paradoxonok kikliszobolésének egy
nem tulsagosan elegans maodija, és a logicista programot mas oldalrdl is éri
kihivas.

A geometria axiomatizaciéjanak tobbféle modszere ismert, amelybdl az
aritmetikai Ut a geometria egy logikai értelmezését kinalja. Eszerint, a geomet-
riat részlegesen atfordithatjuk analitikus geometriava, vagyis a valés szamkor-
ben felépithet6 a geometria egy aritmetikai modellje. De vajon a geometria
csupan aritmetikai fogalmakkal operal? A logicizmus szerint, a geometria al-
kalmazasa Iényegében annyit jelent, hogy a matematikai kifejezésekben sze-
replé logikai vagy logikaira leforditott fogalmakat helyettesitjiik geometriai fo-
galmakkal (a geometriara vonatkozo forditasi kitételnek megfeleléen). Ekkor,
mivel az dsszes fogalmakra azonos logikai torvények érvényesek, ezért (a
geometriara vonatkozd bizonyitasi kitétel szerint) ha a kiinduld, leforditott kije-
lentés helyes volt, a mondott helyettesitéssel beldle keletkezd kijelentés is he-
lyes lesz. Azonban, ebben az aritmetikai-logikai uton nyert geometriaban elsik-
lik szamos olyan megallapitas, amelyet mas modszerrel nyerhetink. Mondjuk,
a kiulénb6z6 transzformaciokon alapuld, algebrai Ut, a geometriai alakzatok
gazdag leirasat adja, ugyanakkor nem minden goérbe és felllet irhato le algeb-
rai eszk0zokkel sem (pl. a hélix). A gorbult alakzatok egy masik megkozelitési
modjat a fuggvénytani modszereket hasznald differencialgeometria kinalja,
amelyben az ilyen, nem algebrai térgorbék is kezelhetékké valnak. Cserében
viszont az eredmeények lokalisak lesznek, vagyis a geometriai alakzatok csak
egy pontban, illetve annak elegendéen kicsi kornyezetében vizsgalhatok. Ho-
gyan tudna ezt a tényt — forditas utan — egy logikai rendszer reprezentalni?

Koncentraljuk most egy olyan ,korlatozott” logicista allaspontra, amely
legalabb a pozitiv egész szamok aritmetikajat prébalja levezetni a tiszta logi-
kabdl (logikai axiomakbdl, pusztan logikai levezetési szabalyok alapjan) és
definiciokbol. Tekintsiik az ,6sszeadas aritmetikajanak” <L*, Z.> formalis el-
méletét, ahol
e L" a nyelvbazis egy standard elsérendii nyelvvé valé bévitése, a {~, o, =, V,

(, )} logikai konstansokkal, valamint a kdvetkezé nem logikai konstansokkal:

{0, S, +}. Itt ,0" egy névkonstans, ,S" egyargumentumu névfunktor, a ,ra-
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kovetkezés" jele, mig ,+" egy kétargumentumd névfunktor, az ,0sszeadas"
jele.

e Z. az elmélet axiomai: barmely x, y valtozokra és A(x) L*-beli nyitott mon-

datra,
Vx Vy (Sx=Syo>x=Yy), Vx (x + 0 = x),
Vx (0 # Sx), VX Vy (x + Sy = S(x +y)),
VX (x# 0> 3y (x = Sy)), ((A(0) & Vx (A(x) o A(Sx)) o Vx A(x).

Ha A. az L* nyelv mondatainak egy olyan halmaza, amelyek igazak a szandé-
kolt interpretacion (vagyis ahol a targyalasi univerzum a pozitiv egész szamok,
s ,0" a nulla szamot, ,S", valamint ,+" pedig a rakdvetkezés, valamint az 6sz-
szeadas fuggvényeket reprezentalja), akkor A. az 0Osszeadas (elsérendi)
igazsagainak a halmaza.

24. Definicié Azt mondjuk, hogy A+ halmaz X szerint axiomatizalhato, ha |éte-
zik olyan effektive meghatarozhaté X axiomahalmaz, hogy barmely oeA.
mondatra, van o-nak egy standard logikai kovetkeztetéseken nyugvo bizonyi-
tasa a Z-beli feltételekbdl.

25. Presberger tétele Minden A.-beli igazsag bizonyithaté Z.-bdl, vagyis A.
Z. szerint axiomatizalhato.

Mivel Z.-bél minden A.-beli mondat kovetkezik, ezért <L, Z.> az 6sz-
szeadas negacioteljes axiomatikus elmélete, vagyis az elmélet barmely o
mondatara teljesll, hogy vagy o, vagy ~o eleme A.-nak (mivel o vagy ~o min-
dig igaz, és A. — definicio szerint — az elmélet 6sszes igazsagainak halmaza).
Tehat ezen az elméleten a ,korlatozott” logicista allaspont megvaldsithato.
Adjuk azonban L*-hoz a szorzas szimbolumat a szokasos értelmezéssel,
amely egy kiterjesztett L' elsérend(i nyelvet eredményez, és tekintsiik L' mon-
datainak az A1 halmazat, amelyek igazak az aritmetika szandékolt interpreta-
ciojan; mas szavakkal, A1 most a teljes aritmetika igazsagainak halmaza. Ad-
juk tovabba Z.-hoz a szorzasra vonatkozo6 axiomakat:

Vx (x - 0 =0),
VX Vy (x - Sy =(x-y)+Xx),
és jeldljuk az igy kapott teljes axidmahalmazt Z4-gyel. Mint elébb, azt varhat-
nank, hogy Z, axiomatizalja As-et, vagyis a teljes aritmetikat. De ez nincs igy,

mert Ai-ben vannak olyan igazsagok, amelyek nem bizonyithatok Z-bdl. En-
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nek oka, hogy L'-ben mar megkonstrualhaté olyan ¢ Gédel-mondat, amely
csak akkor igaz, ha nincs olyan Goédel-szama, amely a g(G) = g Gédel-szamu
Z+-beli mondat egy levezetésének a Godel-szama''. Vagyis G azt allitja, hogy
nem bizonyithatd, és feltételezve ennek ellentétét, megmutathaté az ellent-
mondas. Tehat G igaz, de nem bizonyithaté Z;-bdl. Ez nemcsak azt mutatja,
hogy a Z; axibmak nem adnak teljes aritmetikai elméletet az 6sszeadasra és
szorzasra nézve, de azt is, hogy Z; barmely konzisztens axiomatikus bdvitése
az aritmetika nemteljes elméletét eredményezi. A Principia Mathematica elmé-
lete természetesen tartalmazza Zi-et, ezért lesznek olyan Gddel-mondatok,
amelyek igazak, de nem bizonyithatdk a Principiaban.

Jeldljik az <L', Z;> elméletet PAs-gyel, hangsulyozva, hogy ez az elsé-
rendl Peano aritmetika, amelyben tehat csak a targyalasi univerzum objektu-
mai felett kvantifikalunk. Megjegyezzuk, hogy ebben az esetben az induktivita-
si axiomakat a kovetkez6 séman keresztul specifikaljuk: ((A(0) & Vx (A(x) o
A(Sx)) o VxA(x), amelynek minden egyes példanyaban csak elsérendi
kvantifikacio szerepel. Ha az elsérend(i Peano aritmetikat masodrendi logika-
ban kivanjuk rekonstrualni, az elébbi séma a kovetkezb6képpen mddosul:
VF((F(0) & Vx (F(x) o F(Sx)) o ¥x F(x)). Vegylk észre, hogy ez sokkal er6-
sebb az elébbi sémanal, sét ez egy egyszerl masodrendld axidma az elséren-
dd indukcios séma végtelen szamu példanyaival szemben. Az elsérendu in-
dukciés séma csak azokrdl a tulajdonsagokrél beszél, amelyek L' nyelvben
kifejezhetdk; a masodrendi indukcios axidma azonban az 6sszes tulajdonsag-
ra alkalmazhaté. A szamossagi megfontolasok még hangsulyosabba teszik a
kiildnbséget: csak megszamlalhatdé szamu nyitott mondat konstrualhato L'-
ben, és igy csak megszamlalhaté szamu tulajdonsag fejezhetd ki benne. De
az egész szamoknak nemmegszamlalhatdé szamu tulajdonsaga van, ugyanis
ugyanolyan sok kuldonb6zé tulajdonsag van, mint ahany moédon feloszthatd a

srendelkezik/nem rendelkezik vele” binaris kod az egész szamok kozott. Ennek

" Egy elmélet mondatai mellett premisszaosztalyaibodl valé levezetései is kaphatnak Gddel-szamot. Egy
ilyen levezetés ugyanis egy véges formulasorozat, amely tagjainak Gédel-szamaibél képzett Gédel-szam
egyértelmien jellemzi a levezetést.
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szama pedig a binaris sorozatok szamaval egyezik meg'?, azaz nemmeg-

szamlalhato.

Terjesszilk ki most az L' nyelvet az L? nyelvre tgy, hogy megengediink

masodrendl kvantifikaciot, és tekintsik a PA, masodrendl Peano aritmetikat,

amelyet ugy kapunk, hogy PA: indukcids sémajat helyettesitjik a fentebb felirt

masodrend( indukcios axidmaval. Hasonlitsuk 0ssze PAs-et az igy nyert PA,-

vel, az ismert, fontosabb sajatossagaikat felsorolva (Ruzsa és Maté (1997)):

Az aritmetika elsérendii nyelve (L'): A szoka-
sos mondatfunktorok, elsérend(i kvantorok és
valtozok, azonossag, valamint a megkuldonboztetd
nem logikai konstansok: {0, S, +, -}.

L' interpretacidja: Mint altalaban, i) régzitenink
kell egy U targyalasi univerzumot. Ezutan ii) kije-
I6link egy objektumot a targyalasi univerzumban
a ,0” interpretaciojara; iii) kijeldlink egy U — U
fuggvényt a rakovetkezés (,S”) interpretacidjara;
végul iv) kijeldlink U x U — U faggvényeket az
,+" és " interpretacioi céljabal.

L' szandékolt interpretacidja: Az interpretacios
tartomany a természetes szamok; ,0” jeldli a 0-t,
az ,S” a rakovetkezés fliggvénye, mig a ,+” és a
," jeloli az 0sszeadas és a szorzas miveletet.
Sajatossag: Megszamlalhatéan végtelen axioma
van csupan, ugyanakkor a tulajdonsagok szama
nemmegszamlalhaté (Ez mar el6vetiti Godel
nem-teljességi tételét).

Az elsérendii Peano aritmetika (PA,): Az A,
halmaz tartalmazza az L' 6sszes igaz (zart) mon-
datait a szandékolt interpretacion.

Az aritmetika masodrendii nyelve (L%): L'-hez
hozzaadva a masodrendi kvantifikacié eszkdz-
rendszerét (L'c L?).

L? interpretacidja: Vegylk a masodrendii
kvantifikacio standard interpretaciojat. Durvan
ez a kovetkezdt jelenti: Az elsérendl Vx(Fx)
csak akkor igaz, ha Fx teljesul, barmilyen interp-
retaciot is rendelink x-hez. Hasonldan, VX(Xa)
csak akkor igaz, ha Xa teljesul, barmilyen in-
terpretaciot is rendellink X-hez.

L? szandékolt interpretaciéja: Ugyanaz, igy a
masodrend kvantorok végigfutnak a szamok
Osszes tulajdonsagan.

Sajatossag: A matematikai miveletek masod-
rendben definidlhatok.

A masodrendi Peano aritmetika (PA;): Az A,
halmaz tartalmazza az L? Gsszes igaz (zart)
mondatait a szandékolt interpretacion.

PA; axiomarendszere (Z,): A kbvetkezd hét jol-
formalt formula:
Vx Vy (Sx=Sy o x=Yy),

vx (0 # Sx),

VX (x #0 > 3y (x = Sy)),
Vx (x + 0 = x),

VX Vy (x + Sy = S(x +y)),
vx (x-0=0),

VX Vy (X Sy =(x-y)+Xx),

tovabba az 6sszes olyan jol-formalt formula, ame-
lyek az alabbi séma példanyai:

((A(0) & Vx (A(x) 2 A(Sx)) o Vx A(x), ahol A(x) az
L' barmely nyitott mondata.

PA, axidmarendszere (Z;): Az els6 hét axidma
megegyezik Z4-el, tovabba az elsérendl induk-
cios séma végtelen szamu példanyai helyett, az
egyszeri masodrend( axiéma a kovetkezd:
VF((F(0) & Vx (F(x) o F(Sx)) o Vx F(x))

Ez sokkal er6sebb, mint az esérendi indukcios
séma, amely csak azokrdl a tulajdonsagokrol
beszél, amelyek L' nyelvben kifejezhetdk (meg-
szamlalhaté szamossaguak); a masodrendi
indukciés axibma azonban az 6sszes tulajdon-
sagra  alkalmazhaté  (nemmegszamilalhato
szamossaguak).

Az elsdérendii Peano aritmetika jellemzése:

Jeldlje {PA; & ‘} az els6rendl Peano aritmetika

A masodrendii Peano aritmetika jellemzése:

Jeldlje {PA; = -} a masodrendl Peano aritmeti-

"2 Mivel kénnyld megmutatni, hogy a @: X5 {flf: X — {0, 1}} egy-egy értelmii megfeleltetés, ahol X: a

tulajdonsagok osztalya.
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szemantikai és {PA; - -} a PA; elmélet szintakti-

kai kdvetkezményeinek halmazat. Ekkor
1. a végtelen modellekkel rendelkezé elsérend
elméletek nem kategorikusak. A Léwenheim-

Skolem tétel alapjan, a {PA; = ‘}-nek vannak

nem szandékolt ,nagy” modelljei, amelyek
nem izomorfak a szandékolt modellel. PA; te-
hat nem specifikalja a szandékolt modellt.

2. a PA; elmélet kielégiti az adekvatsagi kritéri-

umot, vagyis {PA; |= -} = {PA; + .

3. az el6zb pont és a Godel-féle nemteljesséqi
tétel miatt, vannak olyan aritmetikai igazsagok,
amelyek szemantikailag nem kévetkeznek PA,

elmélet Z, axiémaibdl, azaz A, # {PA E -}.

ka szemantikai és {PA, - -} a PA, elmélet szin-

taktikai kdvetkezményeinek halmazat. Ekkor

1. PA; mésodrendld modellje kategorikus, a
Léwenheim-Skolem tétel nem teljesil. PA;
elmélet Z, axiomai egy bizonyos értelemben
jellemzik a szandékolt modellt, legalabbis egy
izomorfizmus erejéig.

2. mivel a masodrendi Peano aritmetika elmé-

lete kategorikus, igy A; = {PA; E }.

3. a PA, elmélet megsérti az adekvatsagi krité-

riumot, vagyis {PA; & ‘} # {PA; I -}. Ezek sze-

rint a masodrendii Peano aritmetika nem oleli
fel az axidomarendszer szemantikai hatteret.

A logicizmus f6 torekvése, hogy az egész matematikat (vagy legalabbis az
aritmetikat) levezesse kevés szamu, alapvet6 logikai alapelvbél. Ez egy olyan
kitételnek tlnik, ami az axiomatizalhatésagrol szol, amelyet Godel az elséren-
di elméletekre (beleértve az elsérendii Peano aritmetikat is) vonatkozéan
megcafolt. De mi a helyzet az alabbi Frege-Russell kitétellel?

(FR) A PA; AXIOMAI A TISZTA LOGIKABOL ES DEFINICIOKBOL BIZONYITHATOK.
Ekkor, mivel a PA; axiomai egyutt az 6sszes aritmetikai igazsagot maguk utan
vonjak, ilyen értelemben az egész aritmetikardl mar megmutathato, hogy leve-
zethetd a tiszta logikabdl és definiciokbdl; tehat logikai igazsagok, még ha
nem is tudjuk egy axiomatikus rendszerben az 6sszes igazsagot leirni. Ez a
logicizmus eredeti, Frege-Russell-féle torekvését mozditja el6, nevezetesen,
hogy az aritmetikai sziikségszerliségeket bizonyos fajta logikai szikségszeri-
ségekre redukaljuk. Tehat (FR) életben tartana egy olyan tételt, amely ké-

nyelmesen elgondolhato a ,korlatozott” logicizmus egyfajta valtozataként.
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A PA; ugy vizsgalta az 6sszeadast és a szorzast, hogy azok elgondolhatdk
olyan fuggvények definicidiként, amiket a rakdvetkezés fliggvényre vezetink
vissza. Tehat egy definicids kiterjesztéssel — mellézve az 6sszeadast és szor-
zast —, egy alapvetd ,rakdvetkezés” aritmetikahoz juthatunk'. Ugyanakkor,
habar igaz az, hogy az A, 6sszes modellje izomorf, ez nem jelenti az azonos-
sagukat is egyuttal. Amig példaul a 0, 1, 2, 3,... egy lehetséges modell az axi-
omakra, ugyanigy a 100, 200, 300,... is az, ahol a ,rakovetkezés” most szaza-
saval halad; vagy ennek szamit az 1, 1/2, 1/4, 1/8,... is, ahol a ,0”-t ugy vesz-
szuk, mint ami az ,1”-et jeldli, a ,rakovetkezés” pedig most a felezés.

Azért, hogy a devians modelleket elkerulje, a logicista bevezethet egy N
predikatumot a természetes szamok leirasara, a kdvetkez6 axiomakkal:

(1) NO [a nulla természetes szam],

(2) Vx (Nx > Sx) [minden x természetes szamnak van egy egyértelmien

meghatarozott rakovetkezdje: Sx],

(3) Vx (Nx> 0% Sx) [nincs olyan természetes szam, amelynek rakovetke-

z6je nulla volna],

(4) VxVy (Sx& Sy & x #y D Sx# Sy),

(5) VF((F(0) & Vx (F(x) o F(Sx))) o Vx (Nx > F(x))) [i) a O természetes
szamnak megvan valamely F tulajdonsaga, ii) valahanyszor az x termé-
szetes szamnak megvan az F tulajdonsaga, mindannyiszor a rakovet-
kezbjének, Sx-nek is megvan, akkor minden természetes szamnak
megvan az F tulajdonsagal.

Russell ebben az értelemben mutatja be a Peano axiomakat és érvel mellettik
(Russell (1995)). S pontosan ez az 6t alapelv, amelyrél 6t megel6zéen Frege
azt allitotta, hogy levezethet6k a logikabol, tovabba definiciokbol. Frege ugy
vélte, hogy Hume-elvét posztulalva, a 2 szamossagu fogalmakbdl eljuthat a 2
szamhoz. Ennek alapja, hogy annak elddntése, vajon két fogalom azonos
szamossagu-e, meghatarozhato anélkul, hogy el6zdleg tudnank, mik is azok a

szamossagok, és hogyan lehet 6ket hozzarendelni az egyes fogalmakhoz.

13 Ugyanez nem teheté meg PA, esetén, mert ennek vannak olyan furcsa modelljei, amelyben az interp-
retacios tartomany néhany ,szama” nem a nulla rakdvetkezdje, és ezért sziikkség van olyan — az 6ssze-
adasra és szorzasra vonatkozé — axiomakra, amelyek meghatarozzak a fliggvényeket ezen ,furcsa”
szamok felett.
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Hume definialé elve szerint F és G fogalom azonos szamossagu, ha a terje-
delmiikbe es6 objektumok k6zétt egy-egy értelmi megfeleltetés létesithetd.
Tegyuk fel, hogy bevezetink egy Nx terminus-képz6 operatort a predikatumo-
kon; legyen ez Nx:Fx, amelynek olvasata: ,F-et megillet6 szam (F szamossa-
ga)”. S jeldlje F = G az egy-egy értelmi megfeleltetésben megtestesulé ekvi-
valencia tényét F és G kdzott. Ekkor Hume-elvét a kovetkezdképpen irhatjuk
fel:
NX:Fx=Nx:Gx < (F=G).

Ez alapjan (F = G) szabalyosan definialhaté a masodrendi logikaban az alabbi

maodon:

F = G PONTOSAN AKKOR, HA JR{VX (FX o AY(GY & RXY)) & VX VY Vz (FX &
(GY & RXY) & (Gz & RXz) o Y = z) & VX (GX 2 JY(FY & RYX)) & VX VY Vz
(GX & (FY & RYX) & (Fz & Rzx) o Y = z)}.

Frege és Russell alapvet6en két allitast fogalmaznak meg:

(@) Az Nx:Fx-et explicite definialni tudjuk logikai terminusokban ugy, hogy

Hume-elve igazza valjon.

(b) A Hume-elv és tovabbi definiciok mellett, Peano (1)-(5) axiomai levezethe-

tok.

Nagyon fontos, hogy a két allitast élesen szétvalasszuk egymastol:

e Frege koncepcidjanak osszeomlasat csakugy, mint Russell szamara prob-
Iémakat, az (a) allitas védelme okozza.

e Ugyanakkor (b) igaz lehet: Hume-elvének posztulalasa és tovabbi definici-
ok mellett, valoban levezethetjuk Peano (1)-(5) axiomait a masodrendi logi-
ka egy elfogadhatd konzisztens rendszerében. Nevezzuk ezt — Boolos
nyoman — Frege tételének.

Frege kdzponti megallapitasa Az aritmetika alapjaiban az, hogy ,az F
fogalomhoz tartozé szamossag az <<egyenlé szamossagu az F fogalommal>>
fogalom terjedelme”. Durvan fogalmazva, Frege azt allitja, amit tulajdonkeép-
pen Russell is, hogy az F fogalmat megilletd szam az F-el megegyez6

szamossagu Osszes osztalyok osztalya'. igy példaul a Napunk bolygéinak

" vo. Frege (1999): 68-69. §, valamint Russell (1995): 2. fejezet.
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szama a bolygokkal megegyez6 szamossagu 0sszes osztalyok osztalya, azaz
a kilenc elemi osztalyok osztalya (objektum). EbbdIl a definicidobdl a Hume-elv
kdzvetlenul adodik: F-et megilleté szam = G-t megilleté szam < az F-el meg-
egyez6 szamossagu Osszes osztalyok osztalya = a G-vel megegyezd
szamossagu Osszes osztalyok osztalya < F azonos szamossagu G-vel.

De az ,F-et megilletd szam” Frege-Russell-féle meghatarozasa, vajon
konform-e a logicista programmal, amely csak logikai fogalmakat kivan segit-
ségul hivni? Roviden, az osztaly fogalma logikai fogalom-e? Frege hitt ebben,
hiszen az igy értelmezett osztaly-fogalom egyszeriinek és problémamentes-
nek tinik. Nem gondolta, hogy lényeges dolog lenne, mik az osztalyok. Ha
megnézzik, mondjuk, mi a k6zds azokban a fogalmakban, amiket a 9 szam
illet meg, nyilvanvalé lehet a véalasz: az (,=” ekvivalenciabdl fakadod) osztalyo-
zasukban ugyanabba az osztalyba tartoznak. Megfelelve minden tulajdonsag-
nak, a dolgok osztalya az, ami rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. S ép-
pen ez az, ami végzetes Frege rendszerére. Tekintsuk ugyanis azt a tulajdon-
sagot, hogy néhany (az 6sszes?) osztaly nem eleme 6énmaganak. Frege ér-
telmezése szerint ekkor lesz a dolgoknak egy olyan osztalya, amelyet ez a
tulajdonsag — nevezzik R-nek — hataroz meg. Tehat R = {x: xg¢ x}, azaz xeR
< xe X. Most kérdezhetjuk, hogy R vajon elem-e R-nek, és rogton a Russell-
paradoxonnal szembesulunk.

Russell allaspontja ebben a kérdésben 6sszetettebb. Valdjaban ugy vé-
li, hogy az osztalyok logikai fikcidk csupan és at tudjuk forditani az osztalyokrol
sz0l6 beszédet kijelentésfliggvényekrdl” szol6 beszédre. Azonban, hogy elke-
rulje a paradoxonokat, tipusokba rétegzi a kijelentésfuggvényeket, és szaba-
lyokat r6 ki arra, hogy a kulonb6zd tipusu szimbolumok mely kombinacioi
megengedettek. Az élet itt kezd bonyolddni, ugyanis amikor a kivant parado-
xon-elkerul6 rétegek rendszerét mikodésbe hozza, kiderul, hogy néhany
alapvet6 eredményt nem tud bizonyitani. Ezért fel kell vennie egy ujabb axié-
mat — az un. reducibilitasi axiomat —, hogy el tudjon tekinteni tipus-rétegektél
bizonyos esetekben. Az egész nem valami vonzé. Ramsey ugyan javasolt egy
egyszerilsitést Russell tipuselméletére, de még ez az egyszerisités is igényel

egy nem logikai axiémat, az an. végtelen axiémajat. Ugy tiinik tehat, hogy a
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logicistaknak fel kell adni azt a probalkozast, hogy a Hume-féle elvbdl valami
alapvet6bbet vezessenek le, mondjuk az ,F-et megilleté szam” explicit defini-
cigjat.

Ahogy mar fentebb utaltunk ra, van azonban egy masik megkdzelités
is: miért nem kezeljiuk a Hume-elvet posztulatumként, egy kontextualis defini-
ciét adva az Nx:Fx = Nx:Gx formula allitasainak? E célbdl, tekintstik a masod-
rendi logika nyelvét, amelybe vegyunk fel egy ,N” terminus-képz6 operatort a
kovetkezd szintaktikai szaballyal: legyen v valtozo, A(v) egy bizonyos mondat;
ekkor ,Nv:A” egy jol-formalt, 1-tipusu kifejezés (terminus). llyen modon elkép-
zelhet6 egy olyan H masodrendl elmélet, amelyet kizardlag az alabbi posztu-
latum hataroz meg:

(HP) VF VG (Nx:Fx=Nx:Gx < (F=G)), ahol
.F = G” azt a standard masodrend( definiciot réviditi, hogy ,egy-egy értelmi
relacio létesithets F és G kozott”'®. Az ismerds kapcsolat az F és G kozott
egy-egy értelmi megfeleltetés és azonos szamossaguk kdzott, indokolja, hogy
miért olvashat6 ,Nx:Fx” ugy, mint ,F-et megqilleté szam”. Ez azonban csak egy
heurisztikus magyarazat, hivatalosan nem lehet tobbet beleolvasni ,N’-be an-
nal, mint amit (HP) megenged.

Frege tétele marmost az, hogy levezethetjuk a masodrendi Peano
aritmetka axiomait H-ban, a ,természetes szam” megfelel6 definiciojat, a ,0”-t
és a ,rakovetkezeést” hasznalva. Emlékezzuk vissza, hogy PA; axidomai viszont

szemantikailag maguk utan vonjak az 6sszes aritmetikai igazsagot, hiszen A,

= {PA; =-}. Mivel azonban {PA; E -} # {PA; + ‘}, azaz az adekvatsagi kritériu-

mot PA, megsérti, ezért nem all fent, hogy az axiomakbdl az dsszes aritmeti-

't jegyezzik meg (HP) egyik azonnali kévetkezményét: barmely F-re Nx:Fx létezik. Ugyanis Nx:Fx =
Nx:Fx < (F = F), azaz Nx:Fx = Nx:Fx . gy az els6rend(i logika szerint trivialisan adodik, hogy Jy (Nx:Fx
=vy). Tehat az “Nx:Fx ” terminus tényleg referal.
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kai igazsag levezethetd lenne a masodrendl logika valamely axiomatikus
rendszerében, valamely masodrend( kalkulusban.

Frege tétele eszerint egy feltételes allitast fogalmaz meg: ha rogzitjuk
axiomaként (HP)-t, ezutan pusztan a logika, valamint definiciok elégségesek
ahhoz, hogy a Peano axiomakat levezessik. Megjegyezzik azonban, hogy
(HP) nem igaz véges interpretacios tartomanyon. Tekintslink pl. egy kételemi
tartomanyt. Ekkor a predikatumok az egyenl6 szamossagu predikatumok ha-
rom osztalyaba fognak beleesni (az Ures predikatumok, valamint azok, amely
csak egy, illetve amelyek két objektumra teljeslinek). Ha F, G és H harom ku-
I6nb6z6 osztalyhoz tartozik, akkor (HP) alapjan — ahogy azt a legutdbbi Iab-
jegyzetben kimutattuk — az Nx:Fx, Nx:Gx és Nx:Hx mindegyike létezik és ku-
I0nboz6k, tehat a tartomanynak legalabb harom elemet kell tartalmaznia, ami
ellentmondas. Ez az érv természetesen altalanosithatd barmely véges interp-
retacios tartomanyra. Lathatd, hogy (HP) a végtelen egyfajta axiomaja, és igy
talan nem meglepd, hogy (HP) elfogadasa mellett, egy bizonyos médon arit-
metikat tudunk konstrualni. Csak arra van szikségunk, hogy kivalasszuk a
tartomanyban az elemek egy végtelen sorozatat, egy bizonyos természetes
rendezés szerint, amelyek szamokkeént szolgalnak. Ezutan mar beszélhetlnk

a sorozat egy elemérdl, mint ami ,rakdvetkezéje” egy masiknak.

De hogyan valosithatd meg mindez? Mindenekelbtt szikséges definidlnunk a ,Nat” (ter-
mészetes szam), a ,0” és a rakdvetkezés ,Sxy” relaciéjat olyan médon, hogy (HP)-bél gene-
raljak az 6t Peano axiomat.

1. A nulla pl. olyan dolgok szdma, amelyek nem azonosak dnmagukkal:

0 =gef NX:X#X.

2. Tegylk fel, hogy a F terjedelmébe esik. Ekkor az F-et megillet6 szam eggyel nagyobb
lesz azon dolgok szadmanal, amelyek F-be esnek, de nem azonosak a-val. Ez indokolja a
rakévetkezés relacié alabbi definiciojat:

Sxy =qer IF Ja (Fa & y = Nz:Fz & x = Nz:(Fz & z # a)).

3. Tekintsik a kapcsolatot az ése és a szlilgje relaciok kozott. Az x 8se y-nak, ha x sziiléje
y-nak, vagy x sziil6je y sziil6jének, vagy x az y sziiléjének sziiljének sziilgje, é.i.t. Altala-
nosabban, tekntslik az R"xy relaciét, ami akkor teljesil, ha Rxy, vagy 3z, (Rxz4 & Rzyy),
vagy 3z,3z, (Rxzs & Rz1z, & Rzyy), é.i.t. Azt is mondhatjuk, hogy R* 6rokdse R-nek. igy a
természetes szamok nyilvanvalé definiciéja az, hogy x természetes szam, ha ,0”, vagy ha
a ,0” rakdvetkezés relaciojanak 6rokdse, ami trividlisan adja az elsd Peano axiomat:

Nat x =def (X =0v S*%)
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4.

Eszerint, teljessé akkor tehetjik az alapveté definicidinkat, ha definialni tudjuk egy relacio

Orokosét.

e Azt mondjuk, hogy egy F tulajdonsag R-6rokitett, ha adott Fx és Rxy, akkor Fy. Ekkor

i) ha Rxy, akkor y rendelkezni fog minden R-6rokitett tulajdonsaggal, amellyel
x rendelkezik; s forditva,
ii) ha y rendelkezik minden R-6rokitett tulajdonsaggal, amellyel x rendelkezik,
akkor y az x 6rokodsével relacioban all.
Ez magyarazza a kdvetkezd definiciot:
R'xy & VF(Vw Vz (Fw & Rwz > Fz) & Vz (Rxz > Fz)) o Fy.

e Marmost azt mondjuk, hogy x természetes szam, ha x a 0 rakdvetkezbjének Gsével
relacioban all. S x csak akkor all 0 &sével relaciéban, ha x rendelkezik az 6sszes 0 ra-
kovetkezés-orokitett tulajdonsagaval. Tehat ha x természetes szam, akkor barmely
olyan tulajdonsaggal rendelkezik, ami a rakdvetkezés relacid szerint drokitett, amely-
lyel a 0 is. Vegyuk észre, hogy ez nem mas, mint a Peano-féle indukciés axioma.

Végul az maradt hatra, hogy megnézzik, hogyan juthatunk a tulajdonsagok szikséges

végtelen sorozatahoz, amely a természetes szamok végtelen sorozatat adja, azon dolgok

szamait, amelyek kielégitik ezeket a kulonb6z6 tulajdonsagokat. Ehhez tekintsik a kovet-
kez6 sorozatot: x #x; x=0; x=0v x=80; x=0v x =80 vx=SS0; é.i.t., ahol természe-
tesen y = SO pontosan akkor, ha Sxy. Ahogy kivantuk, azon dolgok szama, amelyek ki-

elégitenek minden egyes predikatumot, a 0, SO, SS0, SSSO, é.i.t.

Azt a fontos tételt kell még belatni, hogy ha x egy természetes szam és y azon szamok

szama, amelyek vagy megeldzik x-et vagy azonosak vele, akkor y rakdvetkezbje x-nek.

Azaz: ha Nat x és y = Nz:(Nat z & (S"zx v z = x), akkor Sxy. Ez a tétel, valamint a tobbi

Peano axioma bizonyithatdé egy, — a Hume-elv altal kibdvitett — masodrend, konzisztens

elmélet keretei k6z6tt (Boolos és Heck (1996)).

Ugy tlinik tehat, hogy masodrend( logikat és definicidkat, valamint a

Hume-elvet hasznalva, létrehozhatunk egy olyan Peano aritmetikat, amely A,-

t, azaz az 6sszes aritmetikai igazsagot tartalmazza. De mennyire védi meg, és

mennyire igazolja mindez a logicizmus allaspontjat? Nos, ez vita targya lehet.

A megitélés ugy latszik, fligg

a Hume-elv statusatol. Biztosithato-e olyan konzisztens, absztrakt elv lé-
tezése, amely a szandékolt elmélet objektumainak strukturajaval rendel-
kezik. Az aritmetika esetén ilyen lehetne (HP), amely olyan objektumok
egy sorozatanak létezését garantalja, amely a természetes szamok
strukturajaval rendelkezik. Az iranyzat egyik neves alakja, Boolos azt ja-

vasolja, hogy hasonlitsuk 6ssze a Hume elvet egy masik absztrakt elvvel,
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a paritasi elvvel. Vezessuk be az ,F ¢ G” jelOlést arra a tényre, hogy F és
G parosan kiilénbézik egymastél. Ez a relacio akkor teljesul, ha azon ob-
jektumok szama, amelyek F, de nem G, vagy G, de nem F terjedelmébe
esnek, paros szam (és véges). Ekkor a paritasi elv pontos alakja a ko-
vetkez6:
(PP) Px:Fx=Px:Gx & (F e G), ahol

.PX” egy masik terminus-képzd operator, éppen ugy, mint ,Nx”, és ,®” egy
masodrendl terminusokban definialt ekvivalencia-relacié csakugy, mint
.~ . Az elképzelés az, hogy ,F e G”, azaz F és G paritasa megegyezik, ha
legfeljebb véges azon dolgok szama, amelyek vagy F és nem G, vagy G
és nem F terjedelmébe esnek. Az ,F o G” kifejezheté6 masodrendii termi-
nusokban, ehhez minddsszesen vennunk kell két, egymast nem atfed6
D1 és D, tulajdonsag-osztalyt, amelyek végesek és egyenlé szamosagu-
ak, és amelyekre teljesul, hogy D4 v D, egyenl6 szamossagu az (F &
~G) v (~F & G)-vel'®. Azt gondolhatnank, hogy a ,paritas” fogalmi tiszta-
zasa révén, megragadtuk azt a tényt, hogy van az objektumoknak egy
olyan parja, amelyek kielégitik (PP)-t. A probléma csak az, hogy megmu-
tathato (Boolos (1996), p. 250): a paritasi elv csak véges interpretacios
tartomanyon igaz.

Egy rendkivul érdekes eredményhez jutottunk. Legyen 1 egy
terminus-képz6 operator és p egy ekvivalencia-relacio, ekkor a ,tx:Fx =
™X:Gx < (F p G)” altalanos elv atfordithaté egymassal 0ssze nem
egyeztethetd statuszu, két konzisztens elvre: a Hume-elvre és a paritasi
elvre, amelyek egyszerre sohasem lehetnek igazak, mivel az elsé csak
végtelen, a masik csak véges interpretacios tartomanyon teljesul. Tehat
nem lehet, hogy mind a Hume-elv, mind a paritasi elv, definiald logikai
igazsagok legyenek, mivel nem definialhatjak ugyanazt a modellosztalyt,

azaz nem ugyanazok a modelljeik. Az aritmetika esetén, a Hume-elvvel

'® Hasonloan (HP)-hez, (PP)-nek is azonnali kdvetkezménye, hogy barmely F-re Px:Fx létezik. (PP)

ugyanis implikalja, hogy Px:Fx = Px:Fx < (F e F), és mivel a jobboldal trividlis, a 3y (Px:Fx = y) mar

kénnyen nyerhetd. Tehat (PP) elfogadasa azt jelenti, hogy minden tulajdonsag tényleg rendelkezik pari-
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szemben, a paritasi elv nem biztositja az objektumok egy olyan tartoma-
nyanak létezését, amely a természetes szamok strukturajaval rendelke-
zik.

magatol a masodrend logika alkalmazasatol. Még ha minden felmeralé
kérdést, amely a Hume-elvvel vagy mas absztrakt elvvel kapcsolatban
felvetédik, sikerllne is tisztazni, a technikai eredmények akkor is egy
magasabb rendi logikai rendszertél fliggnek. Ugy tlinik, hogy a matema-
tikusoknak egy kihivassal kell szembenéznilk: vagy egy adekvat logikai
rendszert hasznalnak, amely azonban nem kategorikus (beleértve az
aritmetikat is) és vannak az elméletnek olyan modelljei, amelyek nem
izomorfak a szandékolt modelljével. A masik lehetéség, hogy egy nem
axiomatizalhato logikat valasztanak, amelyben ratalalhatnak az aritmetika
kategorikus elméletére, és az elmélet axiomai képesek jellemezni a
szandékolt modellt legalabb egy izomorfizmus erejéig.

De a masodrendl logika mennyire logika valéjaban? Szamos
matematikai allitas megfogalmazhaté a masodrendi logika nyelvén.
Quine allaspontja az, hogy a masodrend( logika csupan a halmazelmé-
letnek egy alruhaba oltoztetett része, mivel olyan sok matematikat tar-
talmaz, hogy mar nem lehet logikanak tekinteni. lgazat is adhatnank
Quine-nak, ha lenne éles hatarvonal logika és matematika kozott.
Shapiro (1991) azt allitja, hogy ha valaki elfogadja a klasszikus matema-
tikat, akkor a matematika szemantikajanak tanulmanyozasara egy maga-
sabb rendl logika megfelelébb eszkdz, mint az elsérendl, mert rendel-
kezik azzal a kifejez6erdvel, ami a matematikai konstrukciok, elméletek
megragadasahoz szukséges. Latni fogjuk, hogy szamos filozofiai prob-
Iéma elemzése soran legvégull az elsérendi logika hasznalatdba fogunk
utkozni, ezért e kérdés meglehetésen fontos.

Végul maradnak az ismeretelméleti fenntartasok. A matematikai elméle-
teknek a logikara valo visszavezethet6sége alapvetben problematikusnak
tinik, mivel vannak olyan alapvetf szakmai axiomak a matematika elmé-

leteiben, amelyek nem logikaiak.
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2.3. A tradicionalis logikaval szembeni néhany tovabbi kihivasrol

Mar Arisztotelész felismerte, hogy amikor a kdvetkeztetések logikai helyessé-
get vizsgaljuk, allitasok kozotti viszonyt kell meghatarozni: a premisszak igaz-
sagabol kovetkezik-e a konkluzié helyessége. Ezt nevezik a logikaban az
arisztotelészi elvnek. Persze ezen elv alapjan még tobbféle mdédon lehet meg-
adni és vizsgalni az emlitett viszonyt, éppen ezért Arisztotelész e viszonyt a
kovetkeztetésbe bevitt allitasokra vonatkozo feltételekkel karakterizalja,
egyertelmasiti. Azokat tekintjuk logikailag igaz allitasoknak, amelyeknek csak
a logikai szerkezete, illetve a bennlik szerepld logikai konstansok jelentése
alapjan azok.

A helyes kovetkeztetés mindsitése a logikai szerkezeten tul semmi
masra nem tamaszkodhat, mas informaciét nem szabad figyelembe venni. igy
a kovetkeztetés helyessége fuggetlen attédl, hogyan interpretaljuk a felbontha-

tatlan alkatrészek helyére Iép6 paramétereket. Legyen T" formulak egy tetsz6-

leges osztalya: I' ¢ Form. Definidljunk egy 9(I') = {Ae Form: I'=A vagy I'-A}

halmazt, amelyet kdvetkezmény-halmaznak nevezink. Logikailag helyes koé-

vetkeztetésrél akkor beszélink, mind szemantikai (ha T'EA teljestul a O(I')-

ban), mind szintaktikai (ha T'A teljesul a §(I')-ban) téren, ha az alabbi tulaj-

donsagok teljesiiinek: i) T c %), i) T <V = &) < V), iii) &) = ().
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Az arisztotelészi elven nyugvo logikailag helyes kovetkeztetések két
igazsagertéken alapulnak: az allitasokat igaz-hamis disztjunkt osztalyokra
bontjak, és ezek egyuttese lefedi az allitasok teljes tartomanyat. Ez a formalis
elméleteink kezelésére tokéletesen megfelel, gondoljunk csak az 1. fejezet
nyitd bekezdésében elmondottakra. Egy elmélet tétele vagy igaz vagy hamis,
nem lehet kicsit igaz, kicsit hamis. A klasszikus logika kifogastalanul juttatja

érvényre a tertium non datur és az ellentmondas elvét'’

, amelyek a deduktiv
rendszerek metodoldgiajanak alappillérei.

A klasszikus logika mddszertanaval szemben azonban tobb kihivas is
megjelent. Néhanyat, magabdl az elsérendi logikai rendszerbél fakadot, mar
emlitettink a logicizmus vizsgalata soran. Egy masik kihivast jelent e mod-
szertannal szemben, a kés6bb vizsgalandd, konstruktivista (intuicionista)
iranyzat. Azonban az egész modszertant alapjaiban megkérdéjelezi, az a Hé-
rakleitosztol kiindulé és Hegel dialektikajaban uj format 61t6 szemlélet, amely a
vilag megismerését nem koherens keretek kozott képzeli el, hanem ellent-
mondasokat enged meg a gondolkodasban. Ezek az un. parakonzisztens logi-
kai rendszerek. Ismeretes, hogy a logikai kdvetkezmény-relacié tradicionalis
elméletében egy logikai ellentmondasbdl barmely kijelentés kovetkezik. A
parakonzisztens logika képvisel6i igy érvelnek: a mindennapi diskurzusban és
a tudomany teruletén is el6fordulnak ellentmondasos diskurzusok és elméle-
tek, amelyek mégis sikeresen mikoddnek. Ezért értelmes dolog a kdvetkez-
mény-relaciéo olyan elméletének felépitése, amelyben az elébbi tradicionalis
szabaly nem érvényes.

Az els6 formalis parakonzisztens rendszert, un. diszkurziv logikaként, Jaskowski
(1948/1969) fejlesztette ki. Elképzelésének lényege a kdvetkezd. Egy adott diskurzus minden
résztvevdje bizonyos informaciot kozol a tobbiekkel, és feltessziik, hogy ezek az allitasok az
egyes résztvevék meggy6z6édései alapjan igazak. De az, hogy mi igaz a diskurzusban, a

résztvevok altal tett allitasok 6sszességébdl adddik. Marmost, minden egyes résztvevd véle-

ménye lehet 6nmagaban konzisztens, mikdzben masokéval inkonzisztensnek bizonyulhat. E

"7 Arisztotelész is a logika e két alapelvét nevesiti a Metafizikaban: i) az ellentmondas elve: ,A legbizto-
sabb alapelv ez: lehetetlen, hogy egy és ugyanaz az éallitmany egy és ugyanazon alanyhoz egyszerre és
ugyanazon vonatkozasban hozza is tartozzék, még ne is”. (Arisztotelész: Metafizika T, 1005b, 19-23.); ii)
a Tertium Non Datur elve: ,Az ellentmondas két tagja k6z6tt nem allhat fent semmi kézbeesd, hanem
mindenrdl mindent vagy allitani, vagy tagadni kell.” (Arisztotelész: Metafizika T, 1011b, 23-24.).
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diszkurziv logika formalizalasa modalis logikaval torténik. Jaskowski a résztvevék meggy6z6-
dését olyan mondatok halmazaként képzeli el, amelyek az S5 modalis rendszer modelljének
egy vilagaban igazak. Tehat a diskurzus egyik résztvevéjének A allitasat ugy interpretalja,
hogy 0A: ‘“lehetséges, hogy A”. Mivel egy A mondat igaz lehet az S5 modelljének egyik vila-
gaban, mig egy masikban hamis, igy A és ~A is egyszerre teljestlhet egy racionalis diskur-
zusban, ha a résztvevék bizonyos ligyekben nem értenek egyet egymassal.

Egy masik parakonzinsztens rendszer, az un. adaptiv logika, amelynek fokuszaban a
nem monoton kdvetkeztetések allnak, amelyek inkonzisztens premissza-halmaz esetén okoz-

nak parakonzisztenciat. lllusztracioként vegylink két kovetkeztetést:

A madarak repulnek (i). Minden pingvin madar (iii).
Twity madar (ii). A pingvinek nem replilnek (iv).
Tehat Twity repdl (konkl.). Twity pingvin (v).

Tehat Twity nem repul (konkl.).
Ha az 6t igaz tényt kifejezd premisszat egyditt tekintjik, akkor az (i) és (ii) premisszakbdl valo
kovetkeztetés, valamint a (iii), (iv) és (v) premisszakbdl valo kovetkeztetés, ellentmondd konk-
luziot eredményeznek. Ez a klasszikus kdvetkeztetésekben elképzelhetetlen: az igaznak vett
premisszak bévitése nem eredményezhet ellentmondast a konkluziéban — ez a kdvetkezteté-
sek monotonitasi elve'®. A megoldas az lehet, hogy az un. univerzalisan generalizalé pre-
missza-allitasokat (,a madarak replinek” és ,a pingvinek nem reptilnek”) egymassal szembe-
allitjuk, és a specifikusabbat tekintjik er6sebb allitasnak a kdvetkeztetésben, tehat ezt hasz-
naljuk fel. Mivel minden pingvin madar, de nem minden madar pingvin, ezért Twity-t inkabb
pingvinnek tekintjik, mint madarnak a kdévetkeztetésben, vagyis a (iv) premissza specifiku-
sabb az (i)-nél, és ezért ezt hasznaljuk erésebb allitasként a kovetkeztetésben. Tehat a végs6

konklazid, hogy (i)-(v) tudas-hipotézisrendszerbdl az kdvetkezik, hogy Twity nem repil.

A szakirodalomban tobbféleképpen felépitett parakonzisztens logika
ismert (az emlitetteken tul, pl. relevans logika, dialektikus logika, stb.). Bar
plauzibilis érvéket hoznak fel allaspontjuk védelmére, a parakonzisztens logika
mdveldinek gyakran interpretacios nehézségekkel kell szembenézniuk, mivel
az eredmeényul nyert logikai kalkulus meglehet6sen kulonds vagy csokeve-

nyes, és természetesen mas logikai konstansokat és szabalyokat definial, mint

“Eza logikailag helyes kovetkeztetések jellemzésére adott fenti ii) tulajdonsag: T <V = () < (V).

Hagyomanyos alakja pedig a kdvetkezd: I', A formulahalmazra és A formulara: ha ' = A, akkor T U A =

58



a tradicionalis (Priest (2002)). Ugy tiinik, hogy a normativitas, a dedukcié nem
emancipalhatja magat egészen a konzisztencia sulya aldl.

A klasszikus logikaval szemben egy ujabb kihivast jelent az a kritika,
hogy a klasszikus logika a vilagot csak feketén és fehéren képes lattatni. A
nyelv és vilag kapcsolata alapjan egy P predikatum bevezetésével a vilag is
két osztalyra ,esik szét": P-re és nem-P-re. VegyUk példaul a kopasz predika-
tumot! Ez a predikatum az embereket két osztalyra bontja: a kopaszokéra és a
nem kopaszokéra. Mar pedig joggal felvethetd, hogy a valésagban az ilyen
éles dichotémia nem all fent mindig, mert a predikatumok nagy része nem
rendelkezik jol meghatarozott igazsagtartomannyal, extenzioval. A kopasz
predikatuma esetén még talan nem ez a helyzet'®, de példaul az okos vagy
szép predikatum esetén mar kdnnyen belathatd e nehézség. A kihivasra a
logika tdbbfajta valaszt adott, igy példaul a tdbbértékii logikai rendszereket®,
vagy — ismét csak az extenzionalitasi elv feladasaval, de mas stratégiaval — a
predikatumok intenzidjanak bevonasat a szemantikai vizsgalatokba, elmenve

a szemantikai értékrések felvallalasaig és kezeléséig?'.

Ya kopaszsag megitélésében nehézséget jelenthet, mikortdl tekintlink valakit kopasznak: ha egy hajsza-
la hidnyzik még nem kopasz, ha két hajszala hianyzik még mindig nem az, é.i.t., de bizonyos hajszal
elvesztése utan mar kopasznak tartjuk. Igy a cenzus megitélése e predikatum esetén is a széban forgd
problémahoz vezet.
2 A tobbérteki logikai rendszerek részben vagy egészben megsértenek harom klasszikus elvet, hogy i)
pontosan két igazsagérték létezik: igaz, hamis; ii) a nyelv minden mondata minden egyes interpretacio-
ban meghatarozott igazsagértékkel rendelkezik; iii) barmely mondat igazsagértékét a mondat adott in-
terpretacio szerinti részeinek extenzidja hatarozza meg (az extenzionalitas elve). Kleene, példaul, a
rekurziv fliggvények elméletébdl szarmazé problémak kikiiszobolésére (hogy egy jol miikédé algoritmus
bizonyos bemenetek esetén nem ad eredményt) olyan tébbértékl logikai rendszert hozott Iétre 1938-
ban, amelyben a két igazsagérték mellett bevezet egy Ujat, a definialatlansagot, és igy rendszerében egy
Osszetett mondatnak akkor is lehet igazsageértéke, ha bizonyos komponensei nem rendelkeznek igaz-
sageértékkel. Egy masik tobbértéki logika, a fuzzy logika az elsé alapelvet azért adja fel, felvallalva akar a
kontinuum sok igazsagértéket is, hogy tudasunk bizonytalansdgat képesek legyink kezelni. Hogyan
értelmezziik példaul az ,elég magas emberek” osztalyat? A fuzzy logika atyja, Zadeh 1965-ben bevezeti
a fuzzy halmaz fogalmat: ha X az x objektumok egy osztalya, akkor az X-en értelmezett fuzzy halmaz,
rendezett parokbdl allé, A = {(x, y(x): xe X} halmaz. A u(x)-et tagsagi fliggvénynek nevezziik, ami leképe-
zi X-et M tagsagi értékébe, és megmutatja az x tagsagi aranyat az A-ban. A fuzzy kifejezések igazsagér-
téke nem egyszeriien igaz (1) vagy hamis (0), hanem egy szam 0 és 1 kozott. A fuzzy logikaban az 6sz-
szetett kifejezéseket az alkatrészek értékeibdl szamitjuk ki, a fuzzy logika szabalyai szerint.
#! Ruzsa és Maté (1997), p. 295-303
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Ugy véljiik azonban, hogy a koherens informalis hattérben a klasszikus
kétértéklség uralkodik. Tehat a vilagot és a logikai, matematikai rendszerein-
ket — amelyekben esetenként tObb igazsagérték kezelésének igényeével is fel-
léplnk — egy két igazsagértéki informalis hid kapcsolja 6ssze. Amikor a tobb
értéket kezelni tudd kalkulusokat létrehozzuk, a hozzajuk rendelt szemantika
mogott mindig megmagyarazzuk a harmadik, negyedik,..., esetleg a kontinuum
sok igazsagérték ,szarmazasat", alkalmazasi modjat és motivacioit — a kétér-
téekd informalis hattérben (Id. fuzzy igazsagértékek).

Azt, hogy az informalis hattérben kétértékliség uralkodik, ugy véljik, arra
vezethetd vissza, hogy a logikai és a matematikai rendszerek konstrualasat
olyan informalis dontések, distinkciok el6zik meg, amelyeknek két kimenetele
lehetséges, illetve visszavezethetd két kimenetelre, és ez ranyomja bélyegét
az egész informalis hattérre. llyen dontések huzédnak meg mar a természetes
nyelv fogalmi hasznalata (kilénésen a tudomanyos elméletek esetén elen-
gedhetetlen jelentésrogzités) mogott is, amelyrél részletesebben a 4. fejezet-
ben fogunk szdlni, vagy ugyanez érvényesul a szakmai axiomak, az egzisz-
tencia-feltételek rogzitése esetén is: bizonyos objektumokat, bizonyos allitaso-
kat kitlntetlnk, felvesszik rendszereinkbe, masokat pedig nem. Az informalis
hattér egyik fontos elemében, a metanyelvben is fellelheték informalis donté-
sek, amelyek kétértéklsége abban érhetd utol, hogy a metanyelv a formalis
nyelvrél beszél, a formalis nyelvben pedig egy kategdériaosztaly — a természe-
tes nyelv kategodriainak elmosoddott hataraival szemben (egyfajta szlikités
aran) — sokkal élesebb konturral korvonalazédik, és ezért hogy egy nyelvi kife-
jezés alkalmazhaté-e valamely objektumra, csak két esetet feltételez: igen
vagy nem. Emlékeztetlink arra, hogy a 2.1. fejezetben ismertetett nyelvbazis-
ba, mint az elsérendii nyelvek metanyelvének egy fragmentumaba, a kétérté-
kiséget kozvetlenul taplaltuk be, mogotte tehat az emlitett szandék huzddott
meg. A targynyelvrél a metanyelvre tehat elvégezhet6 egy ilyen két igazsagér-
tékre torténd informalis redukcié. Az utolsé fejezet végén megmutatjuk, hogy
ez a redukcié az él6, onfejl6ddé matematikai rendszerben hogyan értelmezhe-
t6. A matematikai rendszerek informalis hatterében a klasszikus logika két

igazsageérték létezését kimondd alapelve védhetdnek tinik.
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3. A matematikai igazsdg
filozéfiai problémdsi
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Az igazsag problémaja az ismeretelmélet egyik igen kényes és problematikus
kérdése. Nem kénnyl ennek a fogalomnak megragadasa a matematikaban
sem. Talan akkor jutunk kdzelebb az igazsaghoz, ha visszamegyunk ahhoz a
kérdéshez, hogyan hozunk létre matematikai elméleteket. Hiszen nyilvan ezt a
cselekvést, formalizalasi szandékot éppen az motivalja, ahogy errél az 1. feje-
zetben is szoltunk, hogy az igaz kijelentéseket (kdvetkeztetéseket) probaljuk
megkulonboztetni azoktol, amik hamisak. Abban a fejezetben felvazoltuk en-
nek a formalizalasi folyamatnak a fobb és szikségesnek latszd allomasait is.
Kerllve a felesleges ismétléseket, két olyan fontos elemet emelnénk ki, ame-
lyek az igazsagfogalom koérvonalazasaban fontosnak tlinnek, és kapcsolatban
vannak a fent kifejtett allasponttal.

A matematikai elméletekben az igazsagot ugy fogjak fel, mint allitasok
(formalis kifejezések) tulajdonsagat: arra a kérdésre kell valaszt adni, mit ért-
siink azon, hogy egy allitas az elméleten beliil igaz. Eppen erre szerkesztették
az igazsag koherenciaelméletét. Ez lesz az egyik igazsagelmeélet, amellyel
foglalkozni fogunk. Masfeldl, a realizmus allaspontjan allva, az absztrakcio
bizonyos szintjén, a matematikai allitasok mint nyelvi kifejezések, kapcsolatba
hozhatok a nyelven kivdli vildaggal. A mindennapi nyelvhasznalatban egy kije-
lentés akkor igaz, ha a ,dolog”, amit kifejez, de facto van. Tehat az igazsag
karakterizalasanal fontos szempont, hogy a nyelvi kifejezés és az a minéség,
amelyet kijelentésunkkel megjeldlunk, valéban kijar-e a ,dolognak”. Ez éppen
az igazsag korrespondencia-elméletének targya, ami az igazsag ugyeben zaj-
|6 vizsgalatunk masik eleme lesz. Felvetheté még az igazsag egy pragmatikus
és egy konvencionalista megkozelitése is. Mivel azonban mind a praxist, mind
a konvencidkat mi hozzuk Iétre, meg fogjuk mutatni, hogy egy pragmatikus és
egy konvencionalis igazsagfelfogas végsd soron ugyanannak a problémanak
(Minchhausen-trilemma) mas stratégiakkal valé megkozelitése, mint amilye-
nek az elébbi igazsagelméletek voltak; azzal a kiegészitéssel, hogy ekkor
igazsagok nem léteznek, csak konstrualjuk 6ket, illetve a matematikusok meg-

egyezésen alapul.
3.1. Az igazsag korrespondencia-elmélete
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Az igazsag meghatarozasanak e klasszikus felfogasat mar Arisztotelész Meta-
fizikdjaban fellelhetjuk. A kovetkez6képpen ir réla: ,Hamis az, amikor azt
mondjak arrél, ami van [,létezik”], hogy nincs [,nem-létez&”], vagy amikor arrdl,
ami nincs [,nem-létez6”], azt mondjuk, hogy van [,|étezik”]; igaz pedig az, ami-
kor azt mondjuk arrél, ami van [,létezd”], hogy van [,létezik”], vagy amikor ar-
rél, ami nincs [,nem-létez&”], azt mondjuk, hogy nincs [,nem létezik”]."*

Russell, az alabbi modon érvel a korrespondencia-elmélet mellett: ,Ha
egy olyan hitet veszink, mint Othello azt hiszi, hogy Desdemona szereti
Cassiot, Desdemonat és Cassiot a targy-tagoknak, a szeretést pedig a targy-
relacionak fogjuk nevezni. Ha van egy komplex egység: Desdemona szerelme
Cassio irant, amelyben a targy-relacié altal relacioba hozott targy-tagok
ugyanabban a rendben allnak, mint a hitben, akkor ezt a komplex egységet a
hitnek megfelelb ténynek nevezzik. Eszerint egy hit igaz, ha van neki megfe-
leld tény, és hamis, ha nincs neki megfelel6 tény. Belathaté, hogy az elmék
nem hozzak létre az igazsagot, illetve hamissagot. Csak hitet hoznak létre. [...]
A hitet egy tény teszi igazzé (ha az megfeleltethetd neki - a szerz4)">

Folytatva Russell eszmefuttatasat tegyuk fel, hogy vélekedéseinket inter-
perszonalissa kivanjuk tenni. Ezt csak ugy tehetjuk meg, hogy amit hiszink
kifejezésekbe foglalva kdzoljik®*, valamilyen médon, példaul a nyelv altal. Ek-
kor a kijelentéseink igazsaga hitiink igazsagatol figg, tehat az eddigiek szerint
az igazsag, illetve hamissag a tény és a kijelentés megegyezését vagy meg
nem egyezését jelentik, éppen ugy, ahogy ezt Arisztotelésztdl idéztuk. Ez az
igazsag korrespondencia-elmélete.

Vegyuk észre, hogy a korrespondencia-elmélet mogott egy logikai intui-

ci6 huzodik meg:

2 Arisztotelész: Metafizika I' kdnyv, 1011b, 27.

% Russell (1996), p. 140.

24 Ezt feltételezi Arisztotelész is a fenti idézetben, és ezt arra alapozhatja, hogy vélekedéseinknek hangot
adunk a mindennapokban és nagyon is elvarjuk, hogy ez ne "siket fllekre talaljon."
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Korrespondencia-intuicié (Cl) Minden p-re, p igaz akkor és csak akkor, ha

ds allapot (koralmény), amely kozott p igaz: s E p.

A (CI) két el6feltevésbél kovetkezik:

1. lgazsag-konstitualé axiéma (TA) Minden p-re, ha p igaz, akkor van

olyan s ugy, hogy s & p.

Szavakban: az ami igaz, valami masnak a létezése, fennallasa altal valik

igazza. Példaul, az ,apa vagyok” kijelentés nem lehet igaz, ha nincs olyan

gyermek, akinek én egyaltalan az apja lehetnék. Tehat p igaz s-ben, azaz s

= p, csak akkor allhat fent, ha s igazza teszi a p allitast.

2. Faktiv feltétel (FC) Minden s és p-re, ha s = p, akkor p igaz.

Szavakban: Az igazsag-konstitualé axidma faktiv, azaz ha valami p-t igazza

teszi, akkor p valéban igaz.

Megjegyzés (TA) helyett alkalmazhaté volna a Dummet (1978, p. 14.)

altal javasolt:
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(BA) Minden p-re, van olyan s ugy, hogy s = p vagy s £ ~p.

A (TA) és (BA) kozott, a tertium non datur elvének elfogadasaval, kozvetlen

kapcsolatot |étesithetlink. Tegyuk fel ugyanis, hogy minden p-re: p v ~p igaz.

Ekkor (TA) alapjan 3s: s Ep v ~p & s & p vagy s |= ~p, mivel Tarski szerint a

,v" jelentése kifejezheté — a korrespondencia szemléletet érvényesitve — az
alabbi médon: ,p v ~p igaz" akkor és csak akkor, ha p vagy nem-p.

A korrespondencia-elméleti felfogas egyrészt realista és elkotelezett a
tertium non datur elve mellett: minden kijelentés vagy igaz vagy hamis, attol
fuggéen, hogy megfelelé korilmények kozott van-e a jol-formalt mondathoz
olyan tény, ami megfelel annak, amit az allitas kifejez, vagy nincs. Masrészt, a
faktivitasbol eredéen, a korrespondencia-elmélet a logikai rendszer szintjén

ellentmondasmentes:

Tétel Minden p-re, ha van olyan s ugy, hogy s & p, akkor nincs olyan s’, hogy

s’ E~p.

65



Bizonyitas Tegyuk fel, hogy bizonyos s és s’-re: s = p és s’ £ ~p. Ekkor az

(FC) feltétel alapjan p és ~p egyszerre igaz, ami lehetetlen. Tehat ha valamely

s-re s =p, akkor nincs olyan s’, hogy s’ = ~p.

Azonban a korrespondencia-elmélet a természetes nyelvben paradoxo-
nokhoz vezet, tehat az ellentmondas-mentesség ezen a szinten mar nem biz-
tosithaté. Nem tudjuk ugyanis differencialni a kijelentéseket aszerint, hogy
azokat kijelentésekrdl vagy nem nyelvi tényekrél tessziik®®. Erezhets, hogy a
természetes nyelvinkdn megfogalmazhaté paradoxonok veszélyeztetik az
igazsag korrespondencia-elméleti felfogasat: ezek bekerllve a formalis elmé-
leteinkbe antinomiakat eredményeznek. Ez bizony alkalmatlanna teszi a kor-
respondencia-elméletet arra, hogy az igazsdg megragadasara hasznaljuk.
Marpedig, e felfogas el nem fogadasa, elszakitva a nyelvi kifejezést attél, amit
vele megnevezunk, szintén az ellentmondas veszeélyével fenyegetnek. Nyilvan
az ilyen ellentmondasokat ki kellene szirni a formalizalasi folyamat soran (vo.
2. abra), és a korrespondencia-elmélet ellentmondas-mentességét garantalni
kell a logikai rendszer fel6l nézve.

Ugy tiinik, hogy a formalis nyelvek metanyelvi szintjén van méd erre. Az
egyik lehetséges (Russell-szer(i) megoldas, hogy nem tesszuk nyelvileg lehe-
tévé, hogy a hazug paradoxonja-tipusu mondatok megfogalmazhaték legye-

nek a formalis nyelvekben. Példaul, ha a nyelvbazis feltételrendszeréhez a

% peldanak okaért vilagitsuk ezt meg a hazug paradoxonjan keresztul. Tekintsiik a kévetkezé allitast:
"Amit kijelentek az hazugsag." Ha az allitas tényszerlien igaz, akkor — én hazuddés vagyok, tehat az
"amit kijelentek az hazugsag" — kijelentésem nem lehet igaz. Ha viszont az allitas tényszerlien hamis —
akkor nem igaz, hogy "amit kijelentek az hazugsag", vagyis az allitdshoz tartozé kijelentésem nem ha-
zugsag, tehat — a kijelentésem igaz. Marmost igazmondé vagy hazudds vagyok?
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TUR=S$ feltételt hozzavessziik, akkor ezt el is érjik. Ezzel azonban amellett,
hogy a nyelv kifejezé erejét csokkentjik, a nyelv inkomplettségét nem tudjuk
felszamolni, szemben a kovetkezd, Tarski nevével fémjelzett szemantikai
igazsagfogalommal, amely miatt inkabb ez utébbit preferaljuk.

Tarski (1935/1990) kimutatta, hogy egy vizsgalt nyelv kifejezéseinek de-
notaciojabdl kiindulva, megadhaté a formalizalt nyelvek egy széles csaladja-
ban az igaz mondat fogalmanak logikailag szabatos és tartalmilag adekvat
definicioja. A formalizalt nyelvet ugy adjuk meg, hogy i) leirjuk atomi mondatok
egy osztalyat, majd ii) egy rekurziv mdédszert adunk (a ,kielégités” fogalmara),
amellyel elbirjuk, hogyan lehet egyszerliibb mondatokbdl 6sszetett mondatokat
létrehozni. Az atomi mondatok nevekbdl és predikatumbdl allnak, amelyek
nem nyelvi entitdsokkal vannak kapcsolatban: targyakkal (nevek), valamint
tulajdonsagokkal és relaciokkal (predikatumok). A metanyelvnek olyannak kell
lennie, hogy egyrészt megnevezhetd legyen benne a targynyelv minden kife-
jezése, masrészt a targynyelv minden mondata lefordithaté legyen a meta-
nyelvre. Ezenfelll, a metanyelvnek elég erés (a klasszikus elsérendi logikanal
er6sebb) logikat is magaban kell foglalnia. Ekkor, |ényegében adaptélva és
kiterjesztve Arisztotelész fenti igazsagértelmezését, a metanyelvben megad-
hato a targynyelv igaz mondatanak definicioja.

Konstrualjunk meg e célbdl egy Lo formalis nyelvet! A konstrukcid soran
arra kell figyelnunk, hogy Lo nem tartalmazhat — antinomia veszélye nélkul —
eszkozOket sajat szemantikajanak definialasara, amelyek Ly kifejezések neveit
kapcsolatba hozzak azokkal a nyelven kivili tényekkel, amelyekre a kifejezé-
sek referalnak. Lo formalis nyelv |étrehozasakor sziikséglink van egy L sze-
mantikai metanyelvre, amely magasabbrend( abban az értelemben, hogy L4
nyelv szintaxisaban rekonstrualhaté az Lo szemantikaja.

Lo -ban definialjuk az un. (T) konvenciot:
(T) ,X"igaz mondat akkor és csak akkor, ha p,
ahol X helyébe L, egy adott mondata, p helyébe pedig a sz6ban forgé mondat
metanyelvi megfeleldje irandé.
Fontos megjegyezni, hogy ez nem az igazsagfogalom a nyelvbazisra

épulé formalis nyelv szemantikajaban, hanem csak egy igazsag-elv, amely
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azonban jellemzi Lo T(ceLo) osztalyaban Iévé mondatait. Ugyanakkor, ontoldgi-
ai értelemben sem valunk elkotelezetté elfogadasa esetén, hiszen nem lénye-
ges, hogy mit fogadunk el ismeretelméleti szempontbdl ténynek.?® A (T) kon-
vencio éppen azért nem mondhatoé haszontalannak, mert ramutat arra, hogy
barmilyen ismeretelméleti koncepcio, illetve igazsagfogalom meghatarozasara
iranyuld probalkozas — paradoxonok veszélye nélkul — nem cafolhatja ezt az
elvet. Ezért is hasznalhat6 ez az elv anélkll, hogy az altalanossag megséril-
ne.

A fentiek alapjan azonban (T) nem lehet Lo-ban allithato elv, hiszen (T) is
szemantikai terminus és a hazug paradoxonja miatt, ha L, tartalmazna (T)-t,
akkor Lo szukségszeriien inkozisztenssé valna. Valéban, ha pl. ,A" név Ly-ban
a ,A nem igaz" mondatot jeldli, akkor a megfelelé (T) formula a kévetkez6 ala-
ku: ,A nem igaz akkor és csak akkor, ha A nem igaz." Ez pedig Lo-ban ellent-
mondasra vezet, ha a sémaban szerepl6 kifejezést nevével, azaz ,\"-val he-
lyettesitjiik. igy tehat a (T) konvenciét csakis L1 tartalmazhatja.?’

Lo helyébe Li-et irva az el6bbi érveléssel belathaté olyan L, formalis
nyelv |létezésének szikségszerlsége, amelynek szintaxisa tartalmazza az L4
szemantikajaban lévé (T) konvencidt. llyen médon az is elérhetd, hogy L se
tartalmazzon dnreferens terminusokat. Az eljarast ad infinitum folytatva, az un.
Tarski-féle nyelvhierarchiahoz jutunk: ebben az L, targynyelv szemantikajaban
lévé (T) igazsagkonvencié egy magasabbrendi L,.1 metanyelv szintaxisanak a
része. Ez biztositja, hogy a nyelvhierarchia minden egyes szintje mentes az
onreferens szemantikai terminusoktol, tehat a paradoxonokat kikliszobolhetjik
az egyes nyelvszintekrdl.

Mivel a definiciét mindig a metanyelven adjuk meg, igy valéjaban az
igazsagkritérium atharul a metanyelvre. Ezzel azonban a logika szintjén be kell
érnunk. Az a kérdés, hogy a metanyelvi allitas igazsaganak megallapitasat

meddig haritjuk at a meta-metanyelvre és mikor folyamodunk — a Tarski-

%A (T) definicioja ugyanis nem implikalja azokat a feltételeket, amelyek teljesiilése esetén, pl. "A hod
fehér" mondatot allithatjuk. Csupan az kovetkezik bel6le, hogy barmikor, amikor ezt a mondatot allitjuk
vagy elvetjik, ugyanakkor a hozzatarsitott "A hé fehér mondat igaz" mondatot is el kell fogadnunk, illetve
el kell vetniink. (Id. Tarski (1944/1990), p. 349.).
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hierarchiat megszakitva — a gyakorlathoz, mar nem tisztan logikai, hanem is-
meretelméleti probléma. Tarski igazsagelmélete a formalis logikaban a modell-
elmélet kialakulasahoz vezetett, de az igazsag korrespondencia-elméletének
filozéfiai vitajahoz is nagyban hozzajarult.

Tarski elmélete ihlette a korrespondencia-elmélet Ujragondolasara az amerikai filozo-
fust, Davidsont. Szemben Tarskival, 6 lehet&séget lat a (T)-elv kiterjesztésére a természetes
nyelvre, azonban a némileg atértelmezett elvnek Davidsonnal nem az igazsag definialasaban
van szerepe, hanem egy mondat jelentésének meghatarozasaban, amelyben (T)-nek teszte-
Iési szerep jut (Davidson (1984)). Tarski minimalista elméletével szemben, vannak olyan kriti-
kai elméletek is, amelyek szerint az igazsag tulajdonitasa lényegében felesleges, mivel nem
mond tobbet, mint a mondat, amelynek igazsagat allitjuk (Prior (1960-1)). Ezt redundancia-
elméletnek nevezik. Az USA-ban, majd Uj-Zélandon tevékenykedé filozéfus hélgy, Grover
proszentencialis igazsagelmélete pedig azt teszi hozza ehhez, hogy egy kijelentés igazsaga-
nak az allitasa nem csak ismét allitja, amit valaki mondott, hanem jévahagyja azt (Grover
(1992)). Vegill, emlitsiik meg, hogy vannak Tarski korrespondencia-elméletét elutasité elgon-
dolasok is (Putnam (1981), Wright (1992)). Putnam szerint, Tarski elmélete nem nyujt semmi-
féle filozofiai belatast az igazsag fogalmaval kapcsolatban. Putnam a ,bels6 realizmust” vé-
delmezi Tarski ,metafizikai realizmusaval” szemben. A bels6 magyarazat elgondolasa a ma-
tematikai konstruktivizmus nézetén alapul (Id. 5. fejezet), és azt allitja, hogy nincs olyan kilsé
néz6pont, ahonnan azt, amit mondunk és gondolunk, dsszehasonlithatnank azzal, ahogy a
dolgok allnak; csak bels6 nézépont létezik?.

Szamunkra a Tarski-féle igazsagfelfogas minimalista koncepcidjanak
Iényeges elemei a kdvetkezdk: i) a korrespondencia-elmélet a logikai rendszer
szintjén ellentmondasmentes; ii) a végtelen nyelvhierarchia bazisnyelve meg-
hatarozza, hogy mit tekintink matematikai objektumoknak; iii) a metanyelven
megnevezhet6 a targynyelv minden kifejezése (a targynyelv-metanyelv kap-
csolatat a (T)-konvencié hatarozza meg), tovabba iv) a metanyelvnek az els6-
rendl logikanal er6sebb logikat kell tartalmaznia. A kovetkez6 fejezetben is-
mertetett megfontolasok alapjan, a Tarski-féle nyelvhierarchiahoz egy elmélet-
hierarchiat kapcsolunk (Fazekas és Malik (1999)), és az igazsag egy sajatos

axiolégiai megkozelitését nyerjik®.

" Mind a targynyelvi, mind a metanyelvi nevek jeldlésére ugyanazt a jelet hasznaltuk.

% A témanak kiterjedt irodalma van (Lynch (2001)), mi itt csak kiemeltiink egy-egy lényeges vonalat,
hogyan viszonyulnak Tarski elméletéhez.

2 Errél a kovetkez6 két szakaszban lesz szo. Emeljik mar most ki ennek filozéfiai jelentéségét, hogy
ebben a megkoézelitésben egy axiomatikus rendszer kontingensnek tekinthetd: nem fejez ki logikai sziik-
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3.2. Az igazsag koherenciaelmélete

A fenti nyelvhierarchia egyes szintjein 1évé nyelvekkel hozhat6 kapcsolatba az
igazsag mar emlitett masik megkozelitése. Eszerint egy allitast akkor tekintink
igaznak egy L, (n=0,1,2,...) nyelven, ha az allitds koherens: az allitas nem
mond ellen az elmélet tdbbi allitdsanak, vagyis a koherenciaelmélet a logikai
rendszer szintjén ellentmondasmentes.

Tekintslk az L, nyelven megfogalmazott allitasok rendszerét, T, formalis
elméletet. Ekkor T, = <L, A> par, ahol az A, szakmai axiomakra teljesl,
hogy
o formalizalt: kvantifikalni kell és ez egy predikatumkalkulust kdvetel meg;

e informalis igazsag: bar A, L, szintaxisaval leirhatd (A, < Formy,) mégis Ty
(k>n) elIméletek valamelyikében van igazi értelmuk.
Vegylk észre, hogy az L,-re megfogalmazott koherencia kdvetelmény
nem a Kijelentés igazsaganak kritériuma (ahogy a koherencia-elmélet alapitdi,
a Bécsi Koér gondolta egykoron), csupan a formalis nyelv konzisztencia-
kovetelménye. Ebbdl azonban még nem kovetkezik a nyelv korrektsége és
teljessége, ami az igazsagot valdjaban karakterizalna nyelvinkben. S6t mi
tobb, amint nyelvinket hasznalni kezdjuk, (A,-bél allitdsokat probalunk leve-
zetni) szembe talaljuk magunkat
e Tarski tételével, amely szerint az igazsagfogalmat nem lehet definialni L,-
ekben,

o GoOdel nemteljességi tételével: igaz mondataink kore bévebb, mint ami leve-
zethet6, és ezzel 6sszefuggésben,

e a nyelv inkomplettségével: reményunk sincs arra, hogy minden allitas el-
dontheté legyen, és igy a szakmai axidmakbdl levezethessink minden alli-

tasunkat.

ségszerliséget, mégis mivel a rendszer logikai szintjén ellentmondasmentesen mikédik, igy olyan, mint-
ha valami sziikségszeriiséggel birna (v6. 6. fejezet).
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A kovetkezbket javasolhatjuk megoldasként a felvetett problémakra: a
Tarski-tétel kellemetlensége a Tarski-féle Lo -» L1— ...— Ly,— ... nyelvhierar-
chiaban oldédik fel. Ebben a hierarchiaban kitlintetett szerep jut Lo-nak: azt,
hogy mit tekintunk matematikai objektumoknak, meghatarozza ezt a nyelvet.
Elfogadva bizonyos A; szakmai axiomak igazsagat a nyelvhierarchiahoz meg
tudunk konstrualni olyan T; = <L;, A> elmélethierarchiakat, amelyek nem linea-
risan, hanem mint egy fa agai kapcsolédnak a nyelvhierarchiaban Iévé nyel-
vekhez. Az elmélethierarchian belll egyrészt elvégezhet6 a szakmai axiomak
"informalis magyarazata", masrészt a Godel-tétel problematikus allitasait
kUszobolhetjuk ki azaltal, hogy ezeket Uj szakmai axiomaként hozzavesszuk
az eddigiekhez és eggyel feljebb Iéplink az elmélethierarchiaban. A végtelen
elmélethierarchia egyes szintjeir6l a nyelv inkomplettségét is felszamolhatjuk,

igy elérve a nyelvek relativ teljességét.

3.3. A matematika rejt6zk6do6 igazsaga

Foglaljuk 6ssze mire jutottunk eddig a 3. fejezetben! A kommunikacié soran
hasznalt természetes nyelvi kijelentéseket a nyelven kivili tényekkel szembe-
sitve azt talaltuk, hogy nem tudjuk paradoxonok veszélye nélkul az igazsag
fogalmat a természetes nyelven megadni, de egy végtelen formalis nyelvhie-
rarchian keresztul ,megkozelithetjuk". Ugyanakkor elfogadva bizonyos allita-
sok, a szakmai axiomak igazsagat, e nyelvhierarchiahoz tudunk konstrualni
olyan elmélethierarchiakat, amelyek torvényszerliségek leirasat célozzak és
egyuttal kikiszobolik a Godel-tétel problematikus allitasait. Ezaltal elérve a
nyelv relativ teljességeét.

Kiderult tehat, hogy nyelvink és logikank altal az elméletek igazsagat
nem tudjuk elddnteni, hiszen felkutatasa a nyelv- és elméletlanc végtelensége
miatt nem lehetséges. Ahogy e lancokat felszakitjuk, rogvest paradoxonnal és
a nyelv inkomplett voltaval taldljuk magunkat szembe. Helyzetink azonban
még kényelmetlenebb, ugyanis az elébb emlitett két igazsagelmélet egy kicsit
tul keveset és egy kicsit tul sokat kovetel télunk. Nyilvanvalé példaul, hogy a

koherenciat nem csak az elmélet allitasai kozott, hanem az elméletek egymas
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kozotti viszonyaban is elvarjuk a matematikaban. Kérdéses azonban, hogy
elvarhaté-e mindez? Ugyanahhoz a targynyelvhez kulénb6zé elméletlancok
kapcsolhatok és ezek viszonya meglehetésen problematikus lehet. Masrészt,
nyelvi szinten, elvileg lehetséges, hogy ugyanaz a metanyelv tobb kulonb6z6
targynyelvhez kapcsolodjék, de ez a metanyelv nem szdélhat ugyanarrdl az
objektumrdl, mert ekkor példaul egy névnek tobb denotatuma is lenne. Végul,
egy adott nyelven kérdéses az is, hogy bizonyos fontos fogalmak kijarnak-e

annak a dolognak, amit vizsgalunk.

A Galois-elmélet az absztrakt algebra egy igen szép és mély fejezete, amely szoros
kapcsolatot tart fel bizonyos algebrai testek résztestei és bizonyos algebrai csoportok rész-
csoportjai kozott. Az elmélet eredményeként magyarazatot nyeriink arra, hogy n>5 esetén az
n-edfoku altalanos algebrai egyenleteknek miért nincs gyokképlete (Abel-Ruffini tétel); vagy
hogy miért nem lehetséges a kor ,négyszdgesitése”, azaz adott kor tertiletével egyenl6 terile-
tl négyzet oldalanak a szerkesztése. De mi lenne, ha egy masik elméletbdl, amelyet ugyan-
olyan megalapozottnak és szépnek tartanank, mint Galois elméletét, esetleg épp ellenkezé
eredményekhez jutnank?

A matematikaban (figgvényanalizis, topoldgia) és a természet-tudomanyokban alap-
vetd fogalom a flggvény folytonossaga. Folytonossag: ez nagyon szemléletes fogalomnak
tinik. Kébnnyen megallapithaté, hogy egy gorbe vonal mikor mondhato folytonosnak és mikor
nem. Szemléletlink az olyan gorbét tekinti folytonosnak, amelyen nem latunk ugrasokat és
szakadasokat, igy az olyan flggvény, amelyik bizonyos helyen ,ugrik’, mint az f(x) =

1 hax>0
0 ha x =0 fuggvény, nem folytonos. Mindazonaltal sziikséges, hogy korrekt fogalmi megha-

—lhax<0
tarozast adjunk a folytonossagrél. Ez Cauchy és Weierstrassnak kdszdnhetéen, a xix. sza-
zadban sikertlt is, de szamos esetben kider(lt, hogy nem tudjuk, valéjaban ez a fogalom meg-
felel-e annak, amit ,folytonossag” néven a fliggvényektdl elvarunk.

A1
xsin— hax=0 g, 4 figgvény mikézben az egész (-

0 hax =0

Tekintsuik, mondjuk, az f(x) =

oo, oo) intervallumon folytonos, grafikusan mar nem abrazolhato, mert x-szel 0-hoz kozeledve,
a fuggvényértékek végtelen sokszor ingadoznak az y = x és y = —x egyenesek kozott. Tehat a
folytonosséag matematikai fogalméba olyasmi is belefér, ami a szemlélet (grafikus &brazolas)

szamara mar nem. Persze erre mondhaté, hogy végul is egy empirikus és egy egzakt fogalom

ha x =p/q redukalt tort

nem is fedheti egymast. Vegylik most az f(x) = . Ez egy olyan

0 hax =0 és xirracionalis

figgvény, amely racionalis pontokban nem folytonos, ugyanakkor az x = 0 pontban és minden
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irracionalis helyen folytonos. De megadhaté olyan valds fliggvény is, amely egyetlen helyen

A= I . ey 1 T
sem folytonos, mint a nevezetes Dirichlet-féle figgvény: D) f.h_j.nl.L_{“cm 3 '1}. Az

ilyen diszkontinuitéas azért problematikus, mert igy a Dirichlet-figgvénynek nincs (Riemann)
integrélja. Ez arra késztette a matematikusokat, hogy altalanositsak az integralfogalmat
(Lebesgue-féle integral), amely szerint mar az ilyen fliggvény is integralhaté lesz, és atgondol-
jak a matematikai mérték fogalmat, amely az alakzatok teriiletének és térfogatanak altalanosi-
tasa.

A helyzet azonban még tovabb bonyolithaté. A klasszikus matematikaban gyakran
dolgozunk olyan nem folytonos fiiggvényekkel, mint amilyeneket az el6bb bemutattunk.
Ugyanakkor, ha a matematikai entitasokra és a levezetésekre kikotéseket teszlink, hogy csak
konstruktiv eszkdzdket hasznalhatunk (vagyis konstruktivista szemléletre valtunk), akkor be-

k30

bizonyithatd, hogy a valos fuggvények mindig folytonosak™. S amig az a nyilvanvalé tétel a

klasszikus matematikaban teljesil, hogy
Bolzano tétele: ha az f fliggvény egy [a, b] intervallumon folytonos és f(a) és f(b) ku-
I16nboz6 el6jelliek, akkor van az intervallumban olyan ¢ pont, amelyre f(c) = 0,

addig a konstruktiv matematikaban ez a tétel nem érvényes!

Hogyan jarjunk el a nehézségek feloldasa céljabdl? Az igazsagelmélet-
ben van egy nevezetes allitas, amit Minchhausen-trilemmanak neveznek (Al-
bert (1985)): barmely adott elmélet elveken alapul. Marmost ezeket az elveket
vagy (1) igazként kezeljuk, bar nem megalapozottak; vagy (2) ezek az elvek
mas elveken alapulnak és ezek a mas elvek még tovabbi elveken, ad infini-
tum; vagy (3) ezeket az elveket holisztikusan, a konzekvenciaikon (tehat nem
abszolut médon) kezeljik megalapozottként. A trilemmaban a tudomanyos

bizonyossagok Munchhausen baré torténetét elevenitik fel, a legendas barat,

30A bizonyitashoz el6szér a Cauchy-sorozat intuicionista definicidjat kell megadni, amit kivalasztasi

sorozatnak hivnak:

YmnelN: |z, —z, <1/m+1/n

Legyen most P C (N — @) x N ugy, hogy minden <a> racionalis sorozatra létezik olyan n természetes
szam, hogy (a,n) € P. Konstruktivista néz&pontbdl, ez azt jelenti, hogy van olyan véges eljaras, amelyik
barmely <a> sorozatra kiszamitja n-t. Az eljarasnak a sorozat egy véges <a, a,,.., aN> kezddszeletébdl
kell meghataroznia azt az n-t, amelyre (a,n) € P, mivel barmely id6pillanatban <a>-nak csak véges szele-
tét ismerhetjiik. Igy az eljaras ugyanazt az n-t fogja rendelni minden olyan <b> sorozathoz is, amelyre
teljesil, hogy a; = b;, ha i < N. Tehat a kivalasztasi sorozatokon értelmezett fliggvény minden sorozatra
annak véges kezddszelete alapjan kell, hogy elddntse, mit rendel az adott sorozathoz. Ezért valéban
teljesdl, hogy minden valés fliiggvény folytonos.
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aki képes volt magat a hajanal keresztll kihuzni az ingovanybdl, amibe bele-
ragadt. Ha a trilemma elsé opcidjat valasztjuk, akkor a tudas fideista elméleté-
hez jutunk: felismerjuk, hogy az adott elmélet nem demonstrativ elveken ala-
pul, de ennek dacéara az elveket stabilnak és érvényesnek tekintjuk. llyennek
tartjuk a matematikai igazsag konvencionalista felfogasat, a platonista és
konstruktivista matematikai iranyzatot. A masodik opcio szerint, mivel barmely
elmélet ellen kifogasok vethetok fel és elveik megalapozasara konzekvens,
atlathatd érvrendszer nem létezik, igy a matematikus alapvetéen szkeptikus,
de a nehézségek dacara ugy probalja alkalmazni targyat, hogy az eredmények
felhasznalhatok legyenek. Ez jellemzi a matematikai igazsag pragmatista fel-
fogasat, és ezt vallottak a formalistak is, amig nem jott Godel, hogy bizonyitsa:
abban is szkeptikusak legyunk, hogy a matematika ilyen mddon
instrumentalizalhaté. A harmadik opcid, méltanyolja az elébbi kettd érveit, de
az igazsag egy minimalista, axioldgiai utjat mutatja fel. A Tarski-tipusu korres-
pondencia és koherenciaelméleti érveléssel ehhez a stratégiahoz jutunk. Mivel
az igazsag fogalma nem hozzaférhetd, ezért az elmélet szemantikai-
pragmatikai hatterét nem statikusan, hanem dinamikusan kezeljuk. E harmadik
opcid kiindulépontja egy informalis hattér, amelybdl fogalmak és levezetések
generalodnak. Uj tételek, elméletek jonnek létre, amelyek azonban nem stabi-
lak és végérvényesek, mivel fogalmaik és bizonyitasaik sem azok. Az elmélet
fogalmainak jelentése a nyelven kivul, kognitiv iton kdrvonalazodik, az elmélet
alkalmazasaban 6lt testet, majd visszahat a nyelven kivili, informalis hattérre
(ebben az értelemben az alkalmazas és az informalis hattér egy szintre, az
elméleten kivllre kerll). S ez az oda-visszafelé torténé mozgas folyik szinte-
len: ez az €16 matematika”. Errdl részletesebben fogunk szdlni a 4.3. fejezet-
ben.

Amikor a matematika formalis elIméleteivel dolgozunk, mindig bizonyos
axiomakbdl indulunk ki, és ezekbdl szarmaztatunk matematikai allitasokat.
Tulajdonképpen ez az eljaras algoritmikusan torténik, (bar lehetnek olyan alli-
tasok, amelyeket nem tudunk szarmaztatni) de annak elddntése, hogy megfe-
lel6ek-e azok az axiomak, amik a kiindulasi alapunkat adjak, INTUITIV BELATAS,
azaz intuitive MEGSEJTETT, TUDATOSAN JOL MEGFONTOLT, NEM PUSZTAN
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ALGORITMIKUS DONTESEKet igényelnek. Ezt a vélekedést a Lucas-Penrose érv-
vel szokas magyarazni, amely Gddel és Tarski eredményein alapul (Lucas
(1961), Penrose (1993)): barmilyen algoritmust is hasznal egy matematikus a
matematikai igazsag megallapitasara, mindig lesznek olyan G allitasok az el-
méleten belll, amelyekre algoritmusa nem tud valaszolni. Ha a matematikus
tevékenysége csupan algoritmikus volna, akkor itéleteinek kialakitasara hasz-
nalt algoritmusa nem lenne képes kezelni a sajat algoritmusa altal készitett G
allitast. Mindazonaltal (elvileg) mi tudhatjuk, hogy G igaz. Ez ellentmondasra
vezet, hiszen ezt neki is tudnia kellene: ha magatdl nem veszi észre, akkor
kozoljuk és megvitatjuk vele. Ha ugyanis a matematikusok az igazsag eldon-
tésére nem ekvivalens algoritmusokat hasznalnak, az allitasok igazsaga for-
malis bizonyitassal akkor is eldonthet6. Tehat egy helyes matematikai bizonyi-
tas, amely meggy6zi az egyik matematikust, meg fogja gy6zni a masikat is.
Nevezzuk ezt a matematikai szemlélet interperszonalitasi kriteriumanak. Az
interperszonalitasi kritérium minden G allitasra is igaz. Ha ugyanis egy mate-
matikus kész elfogadni egy formalis elImélet minden szakmai axiomajat és le-
vezetési szabalyait, amelyek csak igaz allitasokat adnak, akkor el kell hogy
fogadja a G allitast is mint igaz allitast, ha az valamelyik rendszer tétele. Pon-

tosan ugyanez all a masik matematikusra is.

Erdemes itt megemliteni, hogy a Lucas-Penrose érvben a matematikai szemlélet
interperszonalitasi kritériumanak egy liberalis valtozata szerepel, nevezetesen, a masik ma-
tematikus respektalja az 6veétél kiulonbdzé szemléletet a matematika targyaban és modszeré-
ben. El tudja fogadni az ezen alapuld elméletet is, ha a bizonyitasok helyesek és az elmélet
konzisztens rendszert alkot. Elképzelheté azonban a kritérium egy olyan valtozata, amelyben
a masik matematikus fenntartasokat tesz, mondjuk, az alkalmazott médszerek miatt — pl. egy
konstruktivista azért, mert a levezetések soran indirekt bizonyitast alkalmaznak. Mindkét né-
zetnek van relevancidja. A kérdéshez az 5. fejezetben még visszatérink.

Az a lehet6ség (Dennett (1995)) nem all fent, hogy csupan szamos ku-
Idnféle algoritmus, amelyeket talan nem is e célbdl hoztak Iétre, eredményez-
het egy olyan intuitiv belatast, amely képes donteni arrdl, vajon megfeleléek-e
az eredetileg megvalasztott axiomak, és az eredeti rendszer G allitasait is bi-
zonyitani tudjak e rendszerekben. A kdvetkezd problémak jelentkeznek:

e vajon az adott rendszerek axiomai megfelel6ek-e az eredeti probléma

szempontjabdl? Mi van ezek G allitasival? Végtelen regresszus fenyeget.
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Sét tovabbmenve az érveléssel, eléfordulhat az is, hogy az egyik algorit-
must a masikra akarjuk alkalmazni, szembesulve a Goédel-féle problémaval,
ujabb G allitast szulve. A 2.1. fejezet 11. lemmaja alapjan ezekkel a proble-
makkal mindaddig szembe kell néznlink, amig a bizonyitas igényével |é-
punk fel. De mi masért hoznank létre axiomatikus elméleteket?

e milyen alapon valasztjuk meg éppen ezeket az algoritmusokat? Ha errél
ismét algoritmus dont, akkor milyen kritérium dont arrél, hogy éppen ez az
algoritmus dontson? Konnyen lathatd, hogy ezek a kérdések ismét végtelen
regresszushoz vezetnek. S mivel minden matematikus halando és elég sok
matematikai elméletet hoztak mar létre, lennie kell valamiféle végsé don-
tésnek, intuitiv belatasnak.

Az a lehetbség viszont elképzelhetd, hogy az INTUITIV BELATAS a VELETLEN
eredménye. Véletlen folytan (pl. véletlenul ,bekattan” egy otlet, egy sejtés vagy
egy szerencsésen kivalasztott algoritmus hozza meg a végsé dontést), ismert
eljarasokat hasznositva algoritmikusan axiomatizalunk. Azonban bizonyara
van a veéletlentl megtalalt axiomakat MAGYARAZO TENY, amely megvilagitja a
kivalasztasuk okat. llyen magyarazat I1étezésének garanciaja a rendszer kon-
zisztenciaja. Azt, hogy az intuitiv belatas j6, vagy sem, a rendszer igazolja
vissza, a rendszer ellentmondas-mentességének kérdése. Egy deduktiv rend-
szer konzisztenciaja vagy magyarazo tény nélkul, a létrejott rendszer ,igazsa-
ga” vagy ,.értelmessége (hasznalhatésaga)” kérdésesseé valik.

Osszegezve az elmondottakat, ugy tinik: az axiomatikus rendszerek,
amelyek  algoritmusok  sokasaganak tarhaza, INTUITIV  BELATASOkK
(HEURISZTIKAK), azaz i) megsejtett, tudatosan jol megfontolt, nem pusztan algo-
ritmikus dontések eredménye, illetve ii) véletlen + magyarazé tények révén
konstrualhatok. A matematikai igazsagot megallapité eljarasok, algoritmusok
kozolhetok. A matematikai igazsag ezzel szemben ugy latszik nem olyan va-
lami, amit csupan algoritmus(ok) hasznalataval megallapithatunk. Eddigi vizs-
galédasaink konkluzidja az, hogy a matematikai igazsagot nem lehet pontosan
definialni, nem tudunk réla az ellentmondas veszélye nélkll beszélni, nem tud-
juk utolérni, mert egy lépéssel mindig eléttiink jar. Az igazsag az informalis

hattér fatyla mogott rejtezkedik.
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3.;11. Godel, Church és Chaitin tételének kodolt lizene-
te

Egy univerzalis gépen olyan rendszert értink (pl. digitalis szamitogépet),
amely egy kezdeti id6pontban megfeleléen el6készitett allapotvaltozdkbol, az
inputbdl, egy meghatarozott dinamikai folyamatot kdvet6en, bizonyos allapot-
valtozdkba, az outputba jut. Ha az inputot tovabb oszthatjuk két csoportba,
tényleges bemenetre és programra, akkor az univerzalis gépet programozha-
ténak nevezhetjuk. Rogzitett program esetén a programozhatd gép egy
output = f(P, input)

fuggveényt realizal. Az f figgvény P argumentuma arra utal, hogy f az adott
rendszerbe irt programhoz tartozik. Tehat egy kijelolt programu, inputu és out-
putu programozhat6 gép, a programjatdl fuggéen egy fuggvényhalmazt reali-
zal. Ha valtoztatjuk a programot, akkor a rendszer kiulonb6zé fuggvényeket
szamol ki. A xX. szazad harmincas évei el6tt ugy vélték, hogy minden fligg-
vény kiszamithatd egy programozhato univerzalis gép valamely G konstrukcio-
javal, illetve annak bévitésével. A G bdvitésén a kovetkezét értjuk: ha a G
rendszer altal D adaton, P programmal kiszamithaté flggvények halmaza
G(P,D), akkor kapcsoljuk 6ssze a G gépet egy masik olyan G géppel, amely
olyan flggvényeket is ki tud szamolni, amelyekre az el6z6 nem volt képes.
Ezzel a G(P,D) u G(P',D) kiszamitashoz jutunk. Azonban a Godel-tétel szel-
lemében mar sejthetd, hogy ez a bdvités bizonyara korlatokba Utkozik.

Turing mutatta meg 1936-ban, hogy a szamitast végz6 rendszerek bévi-
tése nem sokaig gazdagitja a kiszamithaté fuggvények korét, és ennek de-
monstralasara egy olyan gépet (programozhatd univerzalis gépet) konstrualt,
amelyrdl a tapasztalatok szerint azt tartjak, hogy ki tud szamolni minden egyal-

talan kiszamithat6 fuggvényt (Church tézise).

Definicié A G=<X, S, P, S, F, A> hatost Turing-gépnek nevezzik, ahol

31 E szakaszban Trahtenbrot (1978) kdnyvére tamaszkodunk.
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> a kilsé abécé;

S : dllapotok egy véges halmaza, ezek a G gép utasitasai;

Harom kitlntetett szavunk van:Sye S: a kezddsz6, amelybdl a Turing-gép

bekapcsolas utan kiindul, F={h,1,0}eS: a befejez6 sz6, amelyre a gép

megall, Ae X: az ures sz6 (blank);

P: a gép programja, amely parancsokbdl allé véges sorozat: p1, p2,...,P«-
Minden parancs a kdvetkezdé médon irhaté fel:
barmely a,beX és s,8’€S: (s,a) — (s’,u,b), ahol az a helyére irt Uj betl
b, u lehetséges értékei:
¢ Right(—): az uj allapot a pillanatnyihoz képest jobbra van,
¢ Left(«): az yj allapot a pillanatnyihoz képest balra van,

¢ Stay(e):az uj allapot a pillanatnyihoz képest nem valtozik.

Reprezentalva:

5.4bra

Ha a Turing-gépet ,rendes” gépként kivanjuk elképzelni, akkor tekintsiink egy
programozhaté gépet, amely P programja alapjan, egymast kovetd Utemek
soran, az S allapotok valamelyikében van. Tovabba van egy végtelen, cellakra
osztott szalag, amely a Turing-gép szavat tartalmazza (cellanként egy bett),
valamint egy iré-olvasé fej, amely a szalag egy cellaja alatt helyezkedik el, és
annak tartalmat tudja olvasni, illetve felllirni. (Ez all a fenti reprezentacio hatte-
rében.)

Definicié A G Turing-gép a (b,s,a) konfiguraciéban van, ha a,beX (X a

T betlikbdl képzett szavak), se S és a gép 1/O feje az ac X sz6 elsd betiijére
mutat. Az (Sy,a) konfiguraciét, amelyre a#A, kezdé konfiguracionak, a-t pedig

inputnak, mig a (o,F,a) [oe (£ —{A})] konfiguraciét végkonfiguracionak nevez-
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zuk, o-t pedig outputnak. Két eset van. A Turing-gép P programjatol fliggben,
az (Sy,a) kezd6 konfiguraciobdl kiindulva,

1. véges sok utemben megall és a (o,F,a) végkonfiguracioba kerul.
Marmost, ha a gép

e az F={0} befejez6 allapotban van, akkor azt mondjuk, hogy G

nem fogadja el a kezdd konfiguracié acX szavat, ha pedig

F={1}, akkor azt mondjuk, hogy elfogadja. Ekkor definialhatjuk

a G altal az ac Y szora valaszként adott kimenetet:

cP.a) 1,ha G elfogadjaazae X" szot
,a)=
0,egyébként

e az F={h} befejez6 allapotban van, akkor a szalagon a szami-
tasi folyamat eredményeként valamilyen ce (2-{A}) szé all:
G(P,a)=o.

2. sohasem jut el a végkonfiguracioba, azaz a gép nem all meg.

Kiegészités Ha egy szalag helyett tobb, mondjuk, k darab szalagot tud
a Turing-gép hasznalni, és ugyanilyen szamu ir6-olvasé fejjel rendelkezik, ak-
kor minden egyes lépés a k db szalag mindegyikén parhuzamosan egy-egy
olyan miveletnek a végrehajtasat jelenti, mint amilyet az egyszalagos Turing-
gépnél mar lattunk. Bizonyithaté ugyanakkor, hogy a szalagok szamanak no-
vekedése nem bdviti a Turing-géppel megoldhaté feladatok korét.

Tétel: Barmely k-szalagos Turing-gép szimulalhat6 egyszalagos Turing-
geéppel.
Turing tette fel a kdvetkez6 kérdést.

Megallasi probléma: Egy adott P programmal mikodé G Turing-gép
esetén, van-e arra valamilyen univerzalis modszer, hogy eldontsuk, vajon G
meg fog-e allni valaha vagy sem?

A Turing-gép hasznalata mogott egy eléfeltevés all, nevezetesen, hogy a
probléma, amin éppen dolgozunk, kédolhaté. A 2.1. fejezetben ismertetett

Godel-féle szamozasi eljaras erre egy altalanos modszert szolgaltat. Kovetke-
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zésképpen a problémak tobb tipusa ugy tekinthet, mint az arrdl valdé déntés
problémaja, mely természetes szamok rendelkeznek bizonyos tulajdonsaggal.

Definicié A szamok (kédok) bizonyos R tulajdonsagardl akkor mondjuk,
hogy kiszamithato, ha van olyan P program egy G Turing-gépen, amelyre tel-
jesul, hogy

N rendelkezik R tulajdonsaggal < G(P,N)=1 és
N nem rendelkezik R tulajdonsaggal < G(P,N)=0.
Szavakban: R tulajdonsag kiszamithatosagan a kovetkez6 tulajdonsagot ért-
juk: a Turing-gépnek van olyan P programja, amely igen(1) vagy nem(0) va-
laszt ad véges Iépésben arra, hogy N rendelkezik-e egy R tulajdonsaggal vagy
sem, barmely N kod (szam) esetén.

Megjegyzés Az R tulajdonsag egy predikatumként jelenik meg a formalis
nyelvben. igy példaul a ,primszamnak lenni” tulajdonsag azt az R predikatu-
mot jelenti, amelyre R(N) az ,N szam prim” tulajdonsagot fejezi ki. A tovabbi-
akban a ,.... lenni” tulajdonsagon mindig egy predikatumot kell érteni.

A ,primszamnak lenni” tulajdonsag egy példa kiszamithatoé tulajdonsagra.
Barmely N egész szamra tekintslink egy n< N (n>1) egész szamot és prébal-
juk N-t ezzel osztani. Az aritmetika alaptétele alapjan, ha N prim, akkor nincs
olyan egynél nagyobb és onmaganal kisebb n szam, amely maradék nélkul
osztana N-t, mig ha N Osszetett szam, akkor van legalabb egy ilyen. A kovet-
kezd magasszintl pszeudo-program, amely ezt a vizsgalatot végzi el a prog-
ram (3) részében, demonstralja a ,primszamnak lenni” tulajdonsag kiszamit-
hatdésagat az egész szamok szamstrukturajaban hasznalt harom aritmetikai
mdveletet hasznalva:

(1.) INPUTN /* N szdm bekérése */
(2.) P(N):=0 /* N szam nem prim */
(3.) FORn:=2to N
(3.1.) m:=1
(3.2.) WHILEmn < N
(3.2.1.) g=N-mn
(3.2.2.) m:=m+1
(3.2.3.) IFq=0 THEN P(N):=1 /* N szam prim */
(4.) PRINT P(N) /* N szam tulajdonsaganak kiiratasa */
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De ez a program, ami (egy adott forditéprogrammal) lefut egy digitalis szami-
tégépen, milyen kapcsolatban van a Turing-géppel? Erre vonatkozik Church
tézise:** a ,kiszamithatdnak lenni” tulajdonsag abszolit fogalom. Ez azt jelenti,
hogy ha egy bizonyos f(K)=N fuggveény értékei egyaltalan kiszamithaték barmi-
féle programozhatd géppel, akkor kiszamithaté Turing-géppel is. Ha tehat
adott egy tetszdleges digitalis szamitogép, tetszdleges inputtal, mindig talalha-
tunk egy olyan P programot és D adatkodot, hogy a Turing-gép G(P,D) kisza-
mitdsa ugyanazon kimenethez vezet.

Mi alapoz meg egy olyan hipotézist, mint Church tézise? Az un. zartsagi
és ekvivalencia-tételek. A zartsagi tételek k6zos gondolata, hogy a Turing-
gépre atfogalmazhat6 algoritmusok osztalya zart az 6sszes olyan muveletre
nézve (pl. ismételt alkalmazas, parhuzamos alkalmazas, elagazas, stb.),
amellyel adott algoritmusokbdl ujakat képezhetink. Tehat, ha a kiindul6 algo-
ritmusokat Turing programok alakjaban lehet megadni, akkor az eredményul
kapott bonyolultabb algoritmust is meg lehet igy adni. Az ekvivalencia-tételek
azt mondjak ki, hogy ha rogzitink két algoritmusosztalyt, legyen ez K4 és Ky,
akkor a Ky osztalyba tartozo, tetszéleges ¢ algoritmushoz van vele ekvivalens
T algoritmus a K, osztalyban. Néhany ilyen ismert osztaly a kdvetkez6: i)
Kleene altalanos rekurziv fliggvényei (1936); ii) Church A-definialhatéd fliggvé-
nyei (1936); iii) Turing-géppel kiszamithaté fuggvények (1936); iv) Post kano-
nikus rendszerfuggvényei (1943); v) Markov algoritmussal adott fliggvények
véges abécé folott (1951); vi) URM-kiszamithatdé (UNLIMITED REGISTER
MacHINE) fuggvények (1963). Ha tehat egy feladat olyan, hogy van algoritmus
az egyik (K1) osztalyban, amely megoldja a feladatot, akkor egy masik (K3)
osztaly is tartalmaz algoritmust a feladat megoldasara.

Ezek szerint kilondsen fontossa valik, mi a valasz a Turing altal felvetett
megallasi problémara, hiszen Church tézisének értelmében, ha egy bizonyos
probléma kiszamithatosaga Turing-gépen nem megoldhatd, akkor semmiféle

modon sem lehet megoldani.

%2 A Church-tézis matematikailag szabatosabb formajaval és kritikajaval az 5. fejezetben fogunk foglal-

kozni.
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Turing tétele ,Egy olyan programnak lenni, amely nem fut a végtelenseé-
gig” tulajdonsag, azaz a megallasi probléma, nem kiszamithaté. Masképpen
fogalmazva: jelentse G(P,D)=0 azt, hogy a G Turing-gép P program és D
adathalmaz esetén nem all meg, mig G(P,D)=1 azt, hogy megall. Ekkor nincs
olyan a G gép programjat ellenérz6 H(P,D) Turing-gép, amely a kovetkez6
lehetséges eredményekkel kiszamitast tudna végezni:

H(P,D)=0 < a G(P,D)=0
H(P,D)=1 < a G(P,D)=1.

Bizonyitas
El6sz6r arra hasznéljuk H-t, hogy egy masik olyan H# gépet konstrualunk, amely veszi a P
programot mint input adatot és felcseréli a 0 és 1 szerepeit, igy H# pontosan forditva miikodik

mint H; példaul akkor all meg, amikor H a 0 outputot produkalja. Ezutan betaplaljuk a H# kéd-

jat a H# gépbe és vesszik a H#(H#) gép X kimenetel(i kiszamitasat:

H szerint X=0 < H(H#H#)=0 — H#(H#)=0 — X=1;

H szerint X=1 < H(H#,H#)=1 — H#(H#)=1 — X=0.
Turing tételének értelmében barmikor, amikor egy Turing-gép valamely P programjat le akar-
juk egy H géppel ellendrizni, — a bizonyitas szerinti konstrukcio folytan — talalhatunk egy olyan
X kiszamitast, amely megall, még ha H szerint X a végtelenségig is fog futni, és hasonléan, X

nem fog megalini, még ha H ezt ellenkezbleg is itéli meg.

Turing tételének bizonyitasaban ugyanaz az onreferens trikk szerepel,
mint Godel nemteljességi tételében. Alapvet6en X egy olyan kiszamitas, ami
azt allitia magardl, hogy ,egy olyan kiszamitas, ami akkor és csak akkor all
meg, ha H szerint nem fog megalini”. Most tegyuk fel, hogy a Turing-gép sza-
lagjara a sajat programjanak forditasat irtuk fel a gép abécéjével. Ha a gép
alkalmazhato erre a konfiguraciora, azaz errdl a konfiguraciorol elinditva, a
gép véges sok Iépés utan megall, akkor azt mondjuk a Turing-gép énmagara
alkalmazhaté. Turing-tételének kdvetkezménye a kdvetkezd

Korollarium A Turing-gép ,0nmagara alkalmazhaténak lenni” tulajdon-
saga nem kiszamithato.

Definicié A szamok (kédok) bizonyos R tulajdonsagarol akkor mondjuk,
hogy listazhato, ha van olyan G Turing-gép P programmal, amelyre teljesul,

hogy N rendelkezik R tulajdonsaggal & G(P,K)= N, bizonyos K szam esetén.
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Habar a megallasi probléma eredményeként nem kiszamithatd, hogy
egy program vajon végtelenségig fut-e vagy sem, de ez a tulajdonsag listazha-
t6. Megmutathatd ugyanis, hogy az O0sszes olyan programok egy halmaza,
amely megall, a kdvetkezé R tulajdonsaggal rendelkezik: barmely adott K
szam esetén, tudunk konstrualni egy olyan Turing-gépet, amely az idé egyre
novekvo periddusa soran egyik programot teszteli a masik utan, egészen ad-
dig, amig megtalalja az els6 K olyan programot, amelyre megall. Ezutan kiirja
a K. ilyen programok kédjat. Teljesul tehat a kovetkez6

Tétel A megallasi probléma listazhato, azaz ,egy olyan programnak len-
ni, amely nem fut a végtelenségig” tulajdonsag listazhato.

A kdédolas kérdéskorének vizsgalata révén azt talaljuk, hogy az igazsag
problémaja abba a kérdésbe megy at, mely szamok rendelkeznek az igaz
mondatok kédjainak tulajdonsagaval.®® Church és Godel tételei érvényesek
maradnak, és a ,kiszamithato”, valamint listazhat6” fogalmakkal a kovetkezd
formaban mondhatok ki.

Church tétele Ha Th elmélet formalis nyelvének nyelvbazisa elég bo-
nyolult és korrekt, akkor ,a Th tételének lenni" tulajdonsag kiszamithato, de
nem listazhato.

Godel nemteljességi tétele Ha Th elmélet formalis nyelvének nyelvba-
zisa elég bonyolult és korrekt, akkor ,az igaz mondatnak lenni Th elmélet for-
malis nyelvében" tulajdonsag sem nem listazhatd, sem nem kiszamithato.

Tegyuk fel, hogy Th a fenti feltételeket teljesité elmélet, gondoljunk pél-
daul a teljes ismert matematikara, amelyet egy Th elméletbe kddoltak. Az alta-
lunk hasznalt axiomakat csoportositani lehet véges szamu, egyszerli sémak-
ba. Egy ujonnan jelentkez6 S tétel ellenérzése az axiomasémakkal szemben,
egy mechanikus eljarast jelent, amely egy pontos IGEN vagy NEM valaszt szol-
galtat véges idon beldl. Tehat a ,Th tételének lenni” tulajdonsag kiszamithato,
ahogy azt a Church-tétel allitja. Annak eldontése azonban, hogy Th-bdl egy
tétel bizonyithato-e, mar sokkal nehezebb, mivel nincs mod azt elére megitél-

ni, hogy milyen hosszu lehet egy adott tétel bizonyitasa.

B Ezt nevezhetjik a matematikai igazsag "konstruktivista" megkdzelitésének, tekintettel a konstruktivista
matematika modszertani elvére (Id. 5. fejezet).
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Barmilyen informacié koédolhaté 0 és 1 szamokbdl allé binaris
sztringként. Marmost ha M egy binaris sztring, akkor |M|-en az M-ben 1évé
szimbolumok szamat értjuk. Tegyuk fel, hogy olyan univerzalis, programozha-
t6 géppel dolgozunk, amely szamos egyszerl utasitast hasznal. Legyen az
egyik ilyen Print M, ahol M az az informacié, ami minket érdekel. Most Print M
binaris sztringje egy olyan P program, amely M-et kinyomtatja. Ekkor a Print
utasitasnak egy rogzitett ¢ konstans lesz a hossza, és barmely M informacio
(bit-minta) komplexitasa: complexity(M) < |M|+ c¢. Minél inkabb redundans M,
annal kisebb lesz M komplexitasa.

Tegyuk fel, hogy Th elegendben bonyolult és korrekt elmélet, valamint
végesen adott. Ez utébbi azt jelenti, hogy Th elgondolhaté olyan gépként,
amely tételeket, az elmélet logikai kdvetkezményeit irja ki, és az egész elmélet
olyan komplexitast, mint azon gép programjanak a szalag-komplexitasa,
amely a Th tételeit kilistazza. Godel tétele ekkor ugy fogalmazhat6 at, hogy
minden elég bonyolult és korrekt, végesen adott matematikai elmélet szukség-
képpen inkomplett.

Mivel végtelen sok binaris sztring van, tetszéleges komplexitasu bit-
mintakkal, ezért mindig van olyan informacio (bit-minta), amelynek komplexita-
sa nagyobb egy tetszbleges t szamnal. Ezt a tételt fogalmazta meg 1965-ben
Chaitin:

Chaitin tétele Ha Th elmélet formalis nyelvének nyelvbazisa elég bo-
nyolult és korrekt, valamint az elmélet végesen adott, akkor van olyan t szam,
hogy Th-val nem bizonyithatd, hogy van {-nél nagyobb komplexitasu, tetszdle-
ges informacio (bit-minta).

A bizonyitas vazlata a kovetkezd. Ha a Th elmélettel bizonyithaté tet-
szblegesen bonyolult bit-mintak Iétezése, akkor a kdvetkezé legalis program
generalni fog egy meghatarozott szamot: Print az elsé Th-val bizonyithaté
binaris sztring, amelynek komplexitasa nagyobb, mint ennek a programnak a
hossza. Most egy klasszikus logikai paradoxont hasznalunk fél, az un. irégép-

paradoxont: legyen n a legkisebb 100-nal kevesebb jellel nem definialhato

3 Egy Turing-gépet I(n) szalag-komplexitdsunak mondunk, ha minden legfeljebb n-hosszisagu bemend
szora legfeljebb I(n) mez6t hasznal fel a szalagjan.
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szam, akkor éppen most definialtuk n-t 100-nal kevesebb jellel. Tehat, e para-
doxonnal analég moédon, megvalaszthatunk egy rovid nevl, nagy p szamot
ugy, hogy ekkor a Print az els6 Th-val bizonyithat6é binaris sztring, amelynek
komplexitasa nagyobb, mint complexity(Th) + p program egy olyan név lesz,
amelynek komplexitasa kisebb, mint complexity(Th) + p. Ha marmost ez a
program egy M informaciot irna ki, akkor ellentmondashoz jutnank, ugyanis M
egyszerre lenne nagyobb és kisebb komplexitasu, mint complexity(Th) + p. Ez
az ellentmondas csak ugy kerulhet6 el, ha a Th elmélettel nem bizonyithat6
tetsz6legesen komplex informacié (bit-minta) Iétezése. A Chaitin-tételben sze-
repl6 t szamot ennek megfeleléen megvalasztva, az allitast nyerjuk.

Vegylk észre, hogy Turing, Godel és Church tétele milyen szoros kap-
csolatban van Chaitin tételével. Ha Chaitin tétele nem lenne igaz, akkor az
algoritmussal megoldhat6 problémak nem lehetnének akarmilyen bonyolultak,
mert barmely M informacio feldolgozasahoz szikséges Iépések szamat felulrél
mindig tudnank el6re becsulni. Ezért nem meglepd, hogy a Turing-gép ,0n-
magara alkalmazhaténak lenni” tulajdonsaga nem kiszamithatd, hiszen nem
tudjuk kiszlrni a végtelen ideig futdé programokat. S ahogy Goédel tételében az
igaz mondat, Church tételében a matematikai elméletek tételei, Chaitin tételé-
ben az optimalis kod algoritmikus felkutatasa Utkdzik akadalyba.

Most nézzunk egy példat listazhatd, de nem kiszamithat6 tulajdonsag-
ra. Gondoljuk el, hogy kezinkbe kerll a ,BOLCSESSEG KONYVE”. Ennek egy
tetsz6leges S lapjardl azt eldonteni, hogy része-e a magyar nyelvnek, egy ki-
szamithatd eljaras. Csak ellendrizni kell, hogy a szavak benne vannak-e a
Magyar Ertelmez6 Kéziszétarban, a mondatok pedig jolképzettek-e. Azonban
ettél még S tokéletesen értelmetlen lehet szamunkra: lehet, hogy az egész lap
grammatikailag helyes mondatokbdl all6 halandzsa, vagy olyan elméletre utal,
amelyet nem ismerunk. Mi vagyunk csak azok, akik megitélhetik, hogy S ért-
het6-e szamunkra vagy sem. Rendszerint minél tovabb élink és minél tdbbet
tanulunk, a kényv kilénb6z6 S lapjai annal érthetébbekké valhatnak. De lehe-
tetlen elére azt latni, mely lapok valnak id6vel valojaban értelmessé szamunk-
ra. Ebben a kontextusban, az S lap ,értelmesnek lenni” tulajdonsaga listazha-

t6, de nem kiszamithaté. Church tétele azt a tényt fejezi ki, hogy nincs olyan
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mechanikus, effektiv eljaras, amely IGEN vagy NEM valaszt ad fontos kérdések-
re.

Godel tétele egy lépéssel még tovabb megy. Tegyuk fel, hogy az S lap
olyan ,magasabbrend(” tulajdonsagokat is tartalmaz, mint ,igaznak lenni”, ,er-
kolcsdsnek lenni”, ,szépnek lenni”, stb. Gddel nemteljességi tétele szerint
nincs olyan univerzalis és effektiv eljaras, amelyekkel az ilyen magasabbrend
emberi ideakat kiszamit-hatnank, azaz megismerhetnénk 6ket. De arra sincs
remény, hogy egy ,BOLCSEK TANACSA” majd valamikor (ha elég bolcsek le-
szlnk) dsszell és a vilagbdl kiszlri az ,igazat”, a ,jot” és a ,szépet”. Vilagunk
komplikaltabb annal, mintsem barmiféle egyszer( eljarassal meghatarozhat-
nak vagy bizonyos (véges szamu) szabalyok el6irhatnak nekunk, hogyan él-
junk, hogyan kell cselekednink, mert a dolgok mindig tulndvik ezeket — ez
Chaitin tételének filozéfiai Iényege. A Godel, Church és Chaitin tételével karak-
terizalt vilag Uzenete a kdvetkez6: ,a vilagban, az utolsé sz6 jogan, szabadon

donthetsz”.
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4. A matematikai definicio és
bizonyitds
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A matematikai elméletek formalizalasi folyamata soran, amikor egy fogalom
tartalmi megvilagitasat célozzuk meg, két lehetéségunk adodik. Ha a kérdéses
fogalom nem alapfogalom, mas fogalmakbdl szarmaztatott, akkor a meghata-
rozasa a mar el6tte megvilagitott fogalmakkal torténik. Ha azonban a kérdéses
fogalom alapfogalom vagy az elmélet primitiv eleme, abban az értelemben,
hogy mas fogalmakkal nem definialjuk, akkor mégotte nem lehet mas, mint
egy intuitiv tartalom, amelyet azaltal ismerunk, hogy legalabb egy, alapvet6 és
fontosnak tartott tulajdonsaggal rendelkezik. Hogy ezaltal a kérdéses fogalom
esetleg nem nyer egyértelml megvilagitast, az nem okoz nagy zavart, ha csak
a rogzitett tulajdonsagait hasznaljuk. Ezen az aton mind az alapfogalmak,
mind az alapfogalmakkal definialt fogalmak jelentésével (tartalmaval) tisztaban
lehetlink, legalabbis annyira, hogy hasznalhatokka valnak. Ezen a mdédon ké-
pesek vagyunk a fogalmak jelentésrogzitésére, amely elengedhetetlen a szi-
goru (egzakt) targyalashoz. Az el6z6 észrevételek alapjan eljarhatunk ugy egy
elmélet felépitésekor, hogy az alapfogalmak tartalmat, tulajdonsagait szakmai
axiomak segitségével hataroljuk korul, majd ezekbdl szarmaztatunk szikség-
szer( 0sszefliggéseket a bizonyitas soran. Ekkor a filozéfiai kérdés a kovetke-

z8: mit jellemeznek maguk a szakmai axiomak?

4.1. A fogalomhasznalat klasszikus értelmezése

A fogalom meghatarozasanak arisztotelészi médszere a kovetkez6 (Fazekas
(2000)): a definici6 megadja a legkdzelebbi genus proximumot (nemfogalmat)
és a differentia specificat (faji kilonbséget), feltételezve, hogy egyértelmiien
elkilénitheték egymastol a genushoz és a specificahoz tartozé jegyek. A fo-
galmi sajatossagok val6jaban predikatumok, legyenek ezek rendre Tj,
To,..., Th. Tegylk fel, hogy valamely fogalmat harom lényegi sajatossag (T4, T,
T3) definial, és e fogalom alapjan definialunk egy ennek ,alarendelt” fogalmat.
Ez a fogalom tehat a legkdzelebbi genus proximumkeént szerepel. Tegyuk fel,
hogy a differentia specificat a , T4” predikatum testesiti meg. A definialandé Uj
fogalom ezek szerint a legkdzelebbi genus proximum jegyeit és a differentia
specificat, mint predikatumokat egyesiti magaban:
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e Genus proximum ={T¢ & T, & T3},
o Differentia specifica = {T4},
e Definialt fogalom = {{T & Ty & T3} & T4}.

Példaul az alabbi geometriai fogalmakat a kovetkezéképpen definialjuk
predikatumokkal, mint a fogalmakat meghatarozé6 sajatossagokkal:
SOKSzOG = {...}.

NEGYSzOG = {...} & T4:{van négy csucspontja}.

PARALELOGRAMMA = {...} & T4 & Ta:{két-két szemkozti oldala parhuzamos}.
TEGLALAP = {...} & T4 & T2 & T3:{sz0gei derékszogek}.

NEGYZET ={...} & T1 & T2 & T3 & T4:{oldalai egyenl6 hosszuak}.

A klasszikus (euklideszi) geometria az els6 ismert, egzaktul megalko-
tott, deduktiv jellegl elmélet és fogalmi rendszere a fent leirt moédon van fel-
épitve. A példankban emlitett fogalmak visszavezethet6k nem definialt fogal-
makra és axiomakra (ezek benne vannak valahol {...}-ban), amelyeket a
geometria kiindulé fogalmaknak, elveknek tart. Ahogy a példank is demonstral-
ja, a {...}-ban lévé (informalis) eléfeltevések, elvek mint konvencidk a fogal-
makat egy allando hierarchiaba rendezik. Az igy nyert konvencionalis hierar-
chiabdl alkotott szabalyokra érvényesek a logikai szabalyok, maskulonben az
informalis és formalis szemantika k6zoétt ellentmondasok jelennek meg, ha az
elmélet elveinek és elbfeltevéseinek szempontjabdl nem konvencionalis hie-
rarchiara alkalmaznank 6ket.

Frege a geometria alapjairdl irt kdnyvében nem definialt terminusokbal
(primitiv elemekbdl) indul ki, és ugy gondolja, hogy minden definicié egy jelet
(kifejezés, sz0) tartalmaz, amelynek nincs el6zetes referenciaja, hanem azt e
definicion keresztul kapja (Kenny (1995)). Az axiomak ilyen primitiv elemekkel
vagy definialt terminusokkal vannak kifejezve. Azonban feltételezni kell har-
madik tipusu allitdsokat is, az un. magyarazoé allitdsokat, amelyek Frege sze-
rint nem tartoznak magahoz a matematikahoz, hanem a matematikai elmélet
propadeutikajanak tekintendék. igy, mondjuk, a halmazelmélet nem definalt
terminusai a ,halmaz” és az ,eleme”, s bar nem definialjuk 6ket, bizonyos le-

irasokkal (pl. ,bizonyos targyak osztalya”, ,faiskola”, ,farkasfalka”, ,szunyog-
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feln6”) megmagyarazzuk azt, hogy mit értink halmazon, és mi a halmazhoz
tartozas feltétele.

Hilbert a kontextualis definiciok hasznalatat részesitette elénybe (Brown
(1999)). A terminusokat nem expliciten és fuggetlenul definialjuk, hanem in-
kabb jelentésiket axiomakban kimutatva szedjuk 6ssze. Ezzel csak az a prob-
léma, hogy ha egy terminus nem kap jelentést még azel6tt, hogy az axidmat
allitanank, akkor az axioma nem fejezhetett ki gondolatot. Ez azonban nem
zavarta Hilbertet, sét ellenkezdleg, ezt erénynek tekintette. Ugy vélte, minden
elmélet fogalmak egy keretrendszere, azok egymashoz vald szikségszerl
relacioival egyutt. Minden axioma hozzaad valamit a definiciohoz, és ezért
minden Uj axioma valtoztat a fogalom jelentésén. Tehat a ,pont” valami mast
jelent az euklideszi, a Riemann-féle vagy a Bolyai—-Lobacsevszkij geometria-
ban.

De ha az alapfogalmak vagy az axiomak értelmuket az elméleten kivul-
rél, az informalis szemantikabol meritik, akkor van-e lehet6ség arra, hogy a
rendszeren belll magyarazzuk meg az allitasokat? Szellemes példaval szolgal
erre a jatékelmélet egy klasszikus nem kooperativ matrixjatéka, a fogolydi-

lemma.

Két foglyot, akiket két kilonbdz6 bértdnbe csuknak, gyanusitanak egy sulyos blincse-
lekmény miatt. A bintetésuk attdl fiigg, hogy vallanak-e vagy sem. Mindkét fogolynak két le-
het8sége van: vagy bevallja a blincselekményt, vagy nem. Ha mindketten vallanak, 6t évre
itélik 6ket. Ha egyikik sem vall, akkor egy bizonyitott kisebb blintény miatt mindkettejiket
egy-egy évre lecsukjak. Ha az egyik vall és a masik nem, akkor az elsét szabadon bocsétjak
(vadalku), a masik viszont tiz évet kap. A két fogollyal ismertetik ezt a helyzetet, ugyanakkor
semmilyen lehetéséget nem biztositanak arra, hogy kommunikaljanak egymassal. Mit tegye-
nek?

Képzeljuk el magunkat az egyik fogoly helyébe, prébaljunk meg logiku-
san gondolkodni az 6 fejével. Két modon is gondolkodhatunk:

e Ha a tarsam vall, akkor két eset lehetséges: ha én is vallok, 6t évet kapok,
ha nem vallok, akkor tizet. Ha tehat a tarsam vall, akkor jobb, ha én is val-
lok. Ha a tarsam nem vall, akkor szintén két eset lehet: ha én vallok, hol-
naptdl szabad leszek, ha nem vallok, kapok egy évet. Ha a tarsam nem vall,
akkor is jobb, ha én vallok. Tehat akar vall a tarsam, akar nem, én akkor ja-

rok jobban, ha vallok.
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De a logika ugyanezt parancsolja a tarsamnak is. Tehat mindketten (a logika

alapjan) vallani fogunk. Mindketten kapunk 6t évet, holott ha egyikiink sem

vallott volna, egy évvel meguszhatnank. Ezért masképp gondolkodom:

o Feltételezem, hogy tarsam ugyanazt a dontést fogja hozni, mint én, hiszen
ugyanolyan logikusan gondolkodik, mint én. Kdvetkezésképpen, ha én arra
a kovetkeztetésre jutok, hogy vallok, akkor 6 is erre az eredményre jut.
Marmost ha a kovetkeztetésem az, hogy vallok, akkor 6t évet kapok, ha pe-
dig a kovetkeztetésem az, hogy nem vallok, akkor egy évet kapok. Egy évet
Ulni jobb, mint 6tot, tehat nem vallok.

E masodik gondolatmenet valdjaban ugyanolyan logikusnak latszik, mint az

els6, megis két kulonbozd eredményhez jutottunk. Hogyan hozzam meg akkor

dontésemet? Baj van a logikammal?

A két gondolatmenet ugyanazokat az elemi logikai |épéseket hasznalja,
am az utdbbi tartalmaz még egy kiegészit6 feltételezést. Mivel a logikus gon-
dolatmenet ugyanarra az eredményre vezet, barki gondolja is végig, igy csakis
a masodik gondolatmenetben 1évé elbfeltételezés okozhatta az ellentmondast.
A racionalitas atyja, Descartes ElImélkedések az elsé filozofiarol cimi mave-
ben éppen arra az el6feltevésre alapozva, hogy minden ember egyforma szel-
lemi képességekkel bir és logikus gondolkodd, azt bizonygatja, hogy bar hosz-
szantarto vitak utan, de végul megtalalhatjuk ismereteink evidenciait. Azokat
pedig, akik ebben a vitaban - alkalmatlansaguk miatt - nem vesznek részt,
egyszerlien csak Orilteknek nevezi Oket, akikkel foglalkozni sem érdemes.
Vajon a descartesi értékrend szerint, foglyaink a dilemmajukban, a borténiket
nem valthatnak-e fel az elmegyogyintézettel, mivel vagy 6rultnek mindsulné-
nek, vagy valészinileg megbrilnének a lehetetlen helyzetlikben?

Descartes értékrendjét megtartva ugy érvelne, hogy a két gondolatme-
netbdl egyutt valéjaban az kdvetkezik, hogy a fogolydilemma helyzetek egyal-
talan nem léteznek. Az els6é gondolatmenet csupa olyan lépést alkalmazott,
ami a masodik gondolatmenetben is megengedett. Ezért a masodik gondolat-
menetet tovabbvihetjiik gy, hogy egyszeriien hozzavessziik az elsét. igy egy
ellentmondashoz jutunk, ezért gondolatmenetlinkbdl, a logika szabalya szerint,

kovetkezik a kiindulo allitasnak a lehetetlensége. Ha pedig nem létezik fogoly-

91



dilemma helyzet, akkor nyilvan nem meglepd, hogy egy ebben a helyzetben
logikus vallani és nem vallani is, ahogy az elsd, illetve a masodik gondolatme-
netlnkbdl kovetkezik. Descartes ezen érvelésében nincs semmi hiba, kapcso-
latba hozhato a leibnizi lehetséges vilagok elképzelésével. Logikailag lehetsé-
ges, hogy a vilag olyan legyen, amelyben nincsenek fogolydilemmak. A mi

vilagunk azonban ugy tdnik, hogy nem ilyen.

Nézzink egy masik példat, a Banach-Tarski paradoxont (Beke (1989)).
A paradoxon abbdl a bizonyitott tételbdl ered, hogy az R® tér barmely korlatos
részhalmazainak, amelyeknek van nem Uures belsd része, létezik ekvivalens

felbontasuk.

Részletesen ez a kdvetkezét jelenti: ha A és B az R két részhalmaza, pl. két kulonbo-

z8 sugaru gdmb, amelyek

e Kkorlatosak, azaz egy r véges sugarl, meghatarozhaté méretli gdbmbbe bezarhatdk: bar-
mely x,ye A: d(x, y) <r, illetve minden v,weB: d(v, w) <r;

e belsejik nem Ures, azaz int(A)z0 és int(B)zd, ahol int(H)={x: létezik olyan S(x,e) kdrnye-
zet, hogy S(x,e) c H}, tetszéleges H R® halmaz esetén;

akkor szétvaghatjuk 6ket A4, A,,..., A,, valamint B4, B,,..., B, véges darabokra ugy, hogy A,

Bi-gyel, A, Bo-vel,..., A, pedig B,-nel legyen azonos.

Ennek kdvetkeztében, ha van két tomor gdbmbunk és az egyik nagyobb,
mint a masik, akkor feldarabolhatjuk 6ket ugy, hogy darabjaik paronként egy-
bevagok legyenek. Eszerint ha egy kicsi aranygdmbot véges sok darabra va-
gok, a darabokbdl ujra Osszerakhatok egy nagyobb aranygdmbot. Sikeralt
megoldast talalni az alkimistak régi almara? Nos, van egy kis probléma. Neve-
zetesen, hogy az emlitett tétel bizonyitasa nem konstruktiv. Hiaba vagyok tisz-
taban azzal, hogy elvileg egy tomor gombbdl készithetek egy nagyobbat a leirt
modon, halvany fogalmam sincs arrol, hogyan kellene ezeknek a daraboknak
kinéznie. Ennek az oka, hogy a darabok szétvagasa a kivalasztasi axidoman
alapul. Ez az axioma azt kdveteli meg, hogy a halmazok nem Ures rendszeré-
hez talalhatoé egy olyan halmaz, amely mindegyikbdl tartalmaz elemet. Vannak
matematikusok, a mar emlitett konstruktivistak, akik éppen azért kertlik a kiva-
lasztasi axioma hasznalatat, mert az nem arulja el, hogyan kell ezt a halmazt

létrehozni. Raadasul sok matematikus vélte azt, hogy a kivalasztasi axioma
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Ujabb antindmiak forrasa lehet, amint azt a Banach-Tarski paradoxon is mutat-
ja.

Az, hogy ez az ellenvetés a kivalasztasi axiomaval szemben alaptalan,
Godel egy nevezetes, 1938-bol szarmazd tételébdl kovetkezik. Eszerint, ha a
halmazelmélet akarmelyik ismert axiomarendszere ellentmondastalan, akkor a
kivalasztasi axidma hozzaadasaval is az marad. Ezt az eredményt aztan to-
vabb élesitette Cohen 1963-ban. Megmutatta, hogy a kivalasztasi axioma fug-
getlen a maradék axiomarendszertél, tehat érvényessége benne eldonthetet-
len. A példanknal maradva, a talanyos problémamegoldd, Dr. Ecco irhat egy
olyan szamitégépes programot, amely transzformaciok utjan a kisebb géomb
minden darabjat atviszi a nagyobb gomb megfelel6 helyére és a szukséges
transzformaciok, valamint az egyes darabok pontjainak ismeretében mar kony-
ny( visszakdvetni, hogyan kell kivagni az egyes darabokat a kisebb golydbal.
Ahol a bizonyitas a kivalasztasi axiomara hivatkozik, ott a szamitogép
véletlenszam-generatoraval adja meg, hogy a gomb egyes pontjai melyik hal-
mazhoz tartoznak. Lehet, hogy val6jaban aranycsinalasbol él Dr. Ecco és a
problémamegoldas csupan intellektualis hobbija? A mai felfogas szerint az
axiomak szerepe nem az, hogy az altaluk axiomatizalt tudomanyterulet alap-

fogalmait, hanem tételeit jellemezze.

4.2. Mi a bizonyitas?

A bizonyitas egy gondolkodasi folyamatnak, a problémamegoldasnak a része,
amelyen keresztll egy allitas, egy igazolni kivant tétel érvényességének felis-
meréséhez eljutottunk, és masoknak is bemutatjuk, hogy 6k is felismerjék a
tétel érvényességét. A bizonyitas kozeli rokonsagban van a kovetkeztetéssel.
Mi ugyanis kovetkeztetés révén ismerjuk fel a legtdbb tétel érvényességét. A
klldnbség dontéen a célban van: a kdvetkeztetésben adva vannak az el6z-
meények és keressuk a kdvetkezményt, a bizonyitasban pedig mar megvan ez
a kovetkezmény, az igazolando tétel, és megszerkesztjuk hozza az el6zme-

nyeket és a kovetkeztetd eljarast.
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A kovetkeztetések esetén tehat mar fennalld érvényes allitdsokbdl (pre-
misszakbol) egy Uj érvényes allitast (konkluzid) hozunk létre. Ennek egyik
modja a dedukcid, amelyben a kdvetkezmény vagy kevésbé altalanos, vagy
legfeljebb éppen olyan altalanos allitas, mint a premisszak. A dedukci6 leg-
egyszerlibb alakjat szillogizmusnak nevezzik, amely kovetkeztetésben csak
két premissza van, ezért a konkluzioval egyutt csupan harom allitas és 0ssze-
sen harom fogalom szerepel: a kovetkezmény alanya (S), allitmanya (P) és
még egy fogalom, amely mindegyik el6z6 allitasban el6fordul, de a kdvetkez-
ményben nem. Ez a fogalom kapcsolja 6ssze S-t és P-t, ezért k6zépfogalom-
nak (terminus medius) nevezik (M).

Mivel a kozépfogalomnak mindegyik el6zményben el6 kell fordulnia,

tehat az egyszeri szillogizmusnak a kovetkezd négy alakja lehetséges:

M-—P P-M M-P P-M
S-M S-M M-S M-S
S-P S-P S-P S-P

A vonal folott 1évé premisszak kategorikusak, vagyis mindegyike lehet egye-
temesen allité (A-mondat), egyetemesen tagado (E-mondat), részlegesen alli-
t6 (I-mondat) és részlegesen tagadd (O-mondat). Ezt szokas az arisztotelészi

négyzetben abrazolni:

A-mondat E-mondat
Minden ember halandoé Egyetlen ember sem halandé
’-"“m><"".
L et e L ettt J
Néhany ember halando Néhany ember nem halandé
I-mondat O-mondat

Az A-O és az E-I mondatok kontradiktérikusak, vagyis az atlék mentén az alli-
tasok kolcsondsen kizarjak egymast. Az A-l és az E-O mondatok szubaltern
viszonyban vannak, azaz az arisztotelészi logikaban az univerzalis allitdsokbal

kovetkeznek a partikularisak (az elsérendi logikdban mar nem, mert ebben az
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univerzalis kvantifikacionak nem tulajdonitunk egzisztencialis tartalmat!). Az A-
E mondat viszonya kontrer, azaz a két univerzalis allitas egyszerre nem lehet
igaz, de lehet hamis, végul az I-O mondat viszonya szubkontrer, vagyis egy-

szerre lehetnek igazak, de nem lehetnek hamisak. Két példa szillogizmusra:

Minden ember haland6 A Minden allécsillagnak van sajat fénye. A
Minden gérdg ember A Egyetlen bolygdnak sincs sajat fénye. E
Minden goérog halando A Egyetlen bolygd sem allécsillag. E

Az ilyen egyszeri szillogizmus mellett Iéteznek tovabbiak. A szétvalasz-
t6 (vagy diszjunktiv) szillogizmusban a f6tétel diszjunktiv allitas, az alsé allitas

pedig vagy allitja, vagy tagadja a szétvalasztas tagjainak egy részét. Példaul:

Ha A vagy B vagy C vagy D Az égitestek vagy allocsillagok, vagy bolygdk, vagy
Ustdkdsok.
De A (est) B A Sirius allécsillag.
A sem nem C, sem nem D A Sirius sem nem bolygd, sem nem Ustdkds.

A szétvalasztd szillogizmusnak van egy sajatos formaja, amelyet di-
lemmanak, vagy ha tébb aga is van, akkor trilemmanak, tetralemmanak, é.i.t.
nevezunk. Itt azt mutatjuk ki, hogy a diszjunktiv allitdsok akarmelyik tagja le-
gyen is igaz, minden esetben ugyanaz lesz a kdvetkezmény. Altalanos forma-

ban:
A vagy B vagy C

De ha A — B, a kovetkezmény D

Ha A — C, a kovetkezmény akkor is D

Dilemmara mutattunk mar fentebb egy matematikai példat, a fogolydilemmat.
Hires, klasszikus dilemma Tertullianus dilemmaja. Az antik Romaban Traianus
csaszar kiadta rendeletét, hogy a keresztényeket nem kell hatésagilag uldozni,
de ha valaki feljelenti 6ket, meg kell blntetni a keresztényeket. Erre
Tertullianus igy okoskodott®: a keresztények vagy blindsok, vagy artatlanok.
Ha blin6sdk, akkor hatdsagilag is kell 6ket Ulddzni, tehat a rendelet helytelen.
Ha azonban nem blin6sék, akkor feljelentésre sem szabad 6ket megbuntetni,
tehat a rendelet ekkor is helytelen.

Leibniz trilemmaval kivanta bizonyitani, hogy a létez vilag a lehet6 leg-

jobb. Mert ha nem igy volna, akkor Isten vagy nem ismerte volna a lehet6 leg-

3 Tertullian: Adversus Marcionem, [ed. and transl. Ernest Evans, 2 vol. Oxford: Clarendon Press, 1972,
i. 97-99 (11.5.)].
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jobb vilagot, tehat nem volna mindentudd; vagy nem tudta volna a lehet6 leg-
jobb vilagot megteremteni, tehat nem volna mindenhato; vagy nem akarta vol-
na a lehetd legjobbat megalkotni, akkor pedig nem volna végtelenul j6. Mivel
azonban Istenben mindharom tulajdonsag megvan, tehat a teremtett vilag a
lehetd legjobb. Az ilyen okoskodas csak akkor helyes, ha a diszjunkt allitas
tagjai kizarjak egymast, és az 6sszes lehetséges esetet feldlelik. Leibniz okos-
kodasaban ezért kifogasolhatjuk, hogy a végtelen jésagbol nem kovetkezik az,
hogy Isten a legtokéletesebb vilagot valasztja ki — ezzel a trilemma feloldhato.
Uj formaju szillogizmust kapunk, ha legalabb a fétételben feltételes alli-
tasokat hasznalunk. Az alsé tétel lehet kategorikus, ekkor heurisztikus szillo-
gizmusrdl, vagy szintén hipotetikus allitas és ekkor feltételes szillogizmusrol

beszélunk. Példa heurisztikus szillogizmusra:

Ha A van, akkor ugy tudjuk, hogy  Ha szarazféld van a kdzelben, gyakran latunk mada-

B is van. rakat.
Kiderdlt, hogy B van. Most madarakat latunk.
A hihetébb. Hihet6bbé valt, hogy szarazféld van a kdzelben.

Pdlya a heurisztikus szillogizmus elnevezését a kovetkez6képpen magyarazza
[Polya (1977)]: Kolumbusz és tarsai mar elejétdl fogva sejtették, hogy nyugat
felé hajozva végul is szarazfoldhoz érnek. Ennek a sejtésnek kellett, hogy bi-
zonyos hitelt is adjanak, mert kiildnben nem indultak volna el. Utjukban min-
den eseményt egyetlen kérdés szempontjabdl vizsgaltak: ,k6zel van-e mar a
szarazfold?”. Bizalmuk ugy nétt vagy csokkent, ahogy egyes események be-
kovetkeztek vagy elmaradtak. Az utazas egész dramai feszlltsége az ilyen
bizalom-hullamzasokbdl eredt. Pélya e heurisztikus szillogizmust kiterjeszti: a
jelek, amelyek a kutatdét meggy6zik, hogy j6 nyomon van, az utmutatasok,
amelyek mindennapi ugyeinkben vezérelnek, a bizonyitasok minden formaja
két dologban megegyeznek: i) hianyzik bel6lik a szigoru értelemben vett eg-
zakt bizonyitas bizonyossaga; ii) Iényegesen Uj tudashoz segitenek. Azt a heu-
risztikus okoskodast, ami az ilyen bizonyitas alapjat alkotja, Pdolya plauzibilis
kovetkeztetésnek nevezi.

A mindennapi élet inkabb induktiv kdvetkeztetésekkel van tele, amik a

deduktiv (gyakran plauzibilis) kdvetkeztetések mellett hasznalt kdvetkeztetési

96



formak. Ha valakirdl azt mondom, hogy jészivli, akkor egyes tapasztalati cse-
lekedeteibél vonom le azt a kovetkeztetést, hogy altalaban minden cselekede-
te ilyen természetl. S hasonldan, valamely orszagrél vagy emberek csoportja-
rél indukcié alapjan mondok itéletet, hiszen az dsszes lakost vagy embert
egyaltaldn nem ismerem és nem vettem vizsgalat ala, hanem csak a néha-
nyan tapasztalt megegyez6 sajatossagok alapjan kovetkeztetek a tobbire. Ez
az indukcids bizonyitas fonakja: nem minden esetben altalanosithatunk, ennek
feltételeit meg kell allapitani. Vannak esetek, amelyekben csak akkor mond-
hatjuk ki az altalanos itéletet, ha minden egyes egyednél kulén megallapithat-
juk, kiterjeszthetjuk az allitmany helyességét. Ezt az eljarast teljes indukcionak
nevezzuk.

Ha valamely S fogalom ala tartozé 0sszes s1,Sz,..., Sn egyedekrél meg-
allapitunk egy P allitmanyt és ezekbdl az egyes allitasokbdl Iétrehozzuk az S-
P altalanos allitast, akkor teljes indukciét végzunk. A teljes indukci¢ altalanos

alakja a kovetkezd szillogizmus:
(51,S2,- .+, s,) — P (f6tétel)
S —(s1,S2,..+, s,) (alsotétel)
S-P (konkluzio)
Megjegyzendd, hogy teljes indukcio csak gyujtéfogalomra hasznalhato,

amelynek kore ala tartozd egyedek pontosan megallapitott zart sokasagot al-
kotnak. igy altalaban a kényvek nem, de a kdnyvtaramban [évé kényvek mar
olyan sokasagot alkotnak, amelyeknek minden egyes tagja szambavehet6,
megvizsgalhatd, tehat tudunk roluk teljes indukciot alkotni. Mivel a teljes in-
dukcié esetén végul is a kovetkezmény kizardlag dsszefoglalja azt, ami az
egyes allitasokban kulén mar ki van fejezve, ezt nem is tekinthetjik igazi ko-
vetkeztetésnek. Van azonban a teljes indukcionak egy olyan fajtaja, amit mar
valodi kovetkeztetésnek kell tekintenlnk: a kdvetkezményként szolgalo allitas
végtelen sok esetre érvényes, és valdjaban végtelen sok esetre allapitjuk meg
a tételt, tehat teljes indukciot végzunk. A matematikaban ezt ugy hasznaljak,
hogy ha valamely tétel n esetre érvényes, akkor n+1 esetre is érvényes. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha néhany esetre érvényes, akkor végtelen sok esetre is ér-

vényes.
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Példa: 1 =121+ 3 =2%1+3+5=3%6.i.t. Marmost az a kérdés, hogy ez a tétel
kimondhato-e altalanosan? Vilagos, hogy a végtelen szamsor 6sszes tagjain nem prébalhat-
juk ki, de kimutathatjuk, hogy ha n tagig igaz, akkor n+1 tagra is igaz. Legyen az elsé n parat-
lan szamok 6sszege: 1+3 +5+ 7 +....+ (2n-1) = n’. Az egyenlet mindkét oldalahoz 2n+1-et
adva, akkor 1+ 3 + 5+ 7 +....+ (2n=1) + (2n+1) = n’+ 2n + 1 nyerjiik. Az egyenléség jobbolda-
la nyilvan (n+1)2, a baloldala pedig az els6 n+1 paratlan szam 6sszege. Vagyis valdban, ha a
tétel n szamra igaz, akkor n+1-re is igaz. Mivel az els6 1,2,3,... tagra igaz, ezért a végtelen

szamsor 0sszes tagjaira is igaz.

Mivel a bizonyitas éppen ugy, mint a kdvetkeztetés, allitdsokat hasz-
nal, ezért csak olyan allitasokbadl indulhatunk ki, amelyeket az, akinek bizonyi-
tunk, mar elfogadott. Fugg tehat a bizonyitasi eljaras attol, hogy kinek bizonyi-
tunk. igy meg kell keresni a kéz6s alapot, amelyet mindketten elfogadunk. In-
direkt bizonyitdsnak nevezzuik azt az eljarast, amellyel nem kdzvetlenll a tétel
eérvényességet mutatjuk ki, hanem a neki ellentmondoé tétel érvényességeét. it
a kozos alap az, hogy tudjuk, két egymasnak ellentmond¢ allitas kézul ponto-

san az egyik igaz, mert a masik nem tartalmaz mast, mint ennek tagadasat.

Példa: Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok primszam van! Tegyiik fel indirekten, hogy
csak véges sok primszam van, és legyen p a legnagyobb primszam. Most definialjuk az n
szamot ugy, mint 1 plusz az dsszes prim szorzatat: n=(2-3-5-7 -...- p) + 1. Marmost ha n
prim, akkor eredeti allitasunk hamis, mivel n nagyobb, mint a feltételezett legnagyobb prim-
szam, p. Tehat p Osszetett szam, ami azt jelenti, hogy felbonthaté primszamok szorzatara.
Azonban p-ig egyetlen prim sem osztja n-t, mivel mindig fennmarad 1, vagyis barmely szam,
ami osztja n-t, nagyobb kell legyen p-nél. Mindezekbdl az kdvetkezik, hogy van egy p-nél na-
gyobb primszam. igy n akar prim, akar dsszetett szam, az a feltevésiink, hogy van legna-
gyobb primszam hamis. Ezért végtelen sok primszam van.

A bizonyitas elegans és meggy6z6. Az indirekt bizonyitas esetén mégis
vannak matematikusok — a konstruktivistak —, akik kifogasokat emelnek, tehat
nincs meg a bizonyitas meggy6z6 erejének kdzos alapja. Miért akadnak fonn
az indirekt bizonyitason? Mert tagadjak azt a tényt, hogy egymasnak ellent-
mondé allitdsokbol kiindulva, pontosan az egyik mindig igaznak bizonyul.
Nincs biztositva ugyanis, minden esetben, az allitasok olyan konstrukcidja,

amely alapjan igazsaguk allithaté lenne®®.

Példa: Definialjuk most n szamot a kdvetkez6képpen:

% A Konstruktivista matematika egyéb moddszertani problémajaval az 5. fejezetben fogunk még foglal-
kozni.
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N 3,ha a Goldbach sejtésigaz
~ |6, haa Goldbach sejtés nemigaz

és bizonyitsuk, hogy n primszam! Nyilvan csak n = 3 esetet kell vizsgalnunk. Ennek igazsag-
alapja azonban olyan allitason alapul, amit most nem tudunk bizonyitani. Hasonlé okokbdl
nem fogadjak el azt sem, hogy ha

_ | 3,ha a Goldbach sejtés igaz
" |5, haa Goldbach sejtés nemigaz

akkor ,n primszam” allitas trividlisan igaz lenne. Mindkét esetben hianyzik a bizonyitas konst-
rukcidja. Az indirekt bizonyitasban a két ellentmondé éllitas egyikének konstrukcidja, ez utdbbi

esetben pedig, mert nem vilagos, hogy n valéjaban melyik primszam.

4.3. Bizonyitas-generalt fogalomhasznalat

Az igazsag és a fogalomhasznalat klasszikus értelmezésének targyalasa so-
ran ahhoz a konkluziéhoz jutottunk el, hogy végsé soron vissza kell mennink
az elméletek informalis hatteréig. Egy attetsz6 fatyol valasztja el a matematika
formalis elméleteit az ,empirikus” matematikatol, vagyis a matematika informa-
lis hatterétdl és alkalmazasi terlleteitdl, amiben a matematikai felfedezések
gyokereznek. A 3.3. fejezetben ismertetett Munchhausen-triiemmanak egy
ilyen axiologiai opcidja a matematikaban Lakatos (1981) matematikafilozofigja,
amely a popperi tudomanyfilozofiat és Polya mdédszertani gondolatait 6tvozi.

Popper (1968) szerint a tudomany torvényszeriségeit nem lehet bizonyitani,

és ez alél a matematika sem kivétel. EQy elmélet sejtésekbdl, talalgatasokbal

indul ki, majd probara teszik és kétségbe vonhatjak. Csak akkor valhat atme-
netileg megalapozotta, ha minden prébat kiall. Pélya modszertanaban mindez

a matematikai gondolkodas két elemének hangsulyozasaval tematizalhato:

e A heurisztikus szillogizmussal és okoskodassal, amely nem végleges és
szigoru, hanem csak atmeneti és plauzibilis kdvetkeztetést jelent, s célja a
kitGzott feladat megoldasa. A bizonyitas ugy torténik, hogy a lehetséges
gondolatsor kozul kivalasztunk egy bizonyos iranyt, amelyet szubjektive
plauzibilisnek tartunk, és ezen az uton indulunk el. Ha ez eredménytelen,
akkor Uj plauzibilis iranyt valasztunk, és az eljarast megismételjik, amig

eredményre nem jutunk.
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e Az analdgiakra és utanzasra épul6 problémamegoldassal és diszkusszidval.
A nehézség itt abban all, hogy minden problémakdrnek sajatos megoldasi
maodszerei vannak, amelyeket mas tertleten mar csak részben lehet alkal-
mazni vagy egyaltalan nem hasznalhatok. Mondjuk, az aritmetika jellegze-
tes bizonyitasi formaja a teljes indukcio, amely szamos mas matematikai
probléma bizonyitasa esetén irrelevans. Az elemi geometriaban a kiindulas
alapja sokszor egy abra, amely a kiindulé adatokat tartalmazza, és amely-
bél bizonyos érvényes 0sszefluggések (,geometriai viszonyok”) kozvetlenul
leolvashatok. Ugyanakkor a felsbbb geometridban csakugy, mint a fels6bb
matematikaban, az abrakat mar csak szemléltetésre hasznaljak, de bizo-
nyos esetekben — pl. diszkrét metrikus térben — még ilyen szemléletes abra
sem készithetd. Ismét mas jellegzetes bizonyitasi modszerek vannak az
analizisben, mondjuk a sorozatok konvergenciajanak®’, vagy annak bizonyi-
tasara, hogy egy differencialegyenlet megoldasa egyaltalan létezik.

Ezek szerint egy tudomanyos elmélet igazsagat teljességgel sohasem tudhat-

juk, és a matematikaban is csak azeért hihetlink, mert a felbukkand ellentmon-

dasok dacara mikodik: Pdlya altalanos, ,heurisztikus algoritmusat” kovetve,
matematikai problémakat tudunk megoldani, sét — a diszkusszié soran — ujabb
elméleteket felallitani.

Lakatos szerint a matematika a kritikatol és helyesbitésektdl fejlédik,

tehat nem tévedhetetlen. Egy sejtésbél kiindulva parhuzamosan keressuk a

bizonyitasokat és ellenpéldakat, amelyek 6sszeflggnek: az Uj bizonyitasok

régi ellenpéldakat magyaraznak, az uj ellenpéldak pedig régi bizonyitasokat

ingatnak meg. Ez az elemzés nem a formalis matematikara alkalmazhato, ha-

3 A sorozatok konvergenciajanak bizonyitasa példaul becslésen alapulhat: annak bizonyitasa, hogy

limxﬂ =a |R-ben, a sorozat hatarértékének definicidja alapjan nem koénnyd, ha {x,} tilsagosan bonyo-
n—oo

lult. Ebben az esetben valaszthatunk egy olyan egyszeriibb {y,} fellilr6l becslé sorozatot, hogy i) barmely
n-re: | x, — al <y, és ii) tetsz6leges & > 0 mellett, az y, < £ egyenlétlenséget kénny(i megoldani. Tegyiik
fel, hogy ennek az egyenlStlenségnek a megolddsa a kdvetkezé formdju: n > f(€), ahol f(e) > 0. Ekkor
megvalaszthatjuk N-nek [f(e)]-t (ha kideril, hogy [f(¢)] = O, akkor az egyenlétlenség barmely n-re érveé-
nyes), s igy barmely n > N = [f(¢)]-ra fennall | x, — al <€, ami — definicié szerint — éppen azt jelenti, hogy

limx, =a.

n—oo
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nem a felfedezések fékuszaban, az allandd fejlédésben [1évd, pre-analitikus
matematikara, amivel mar az iskolaban a diakoknak és a tanaroknak talalkoz-
nia kell, vagy inkabb kellene. Lakatos Bizonyitasok és cafolatok cimi konyvé-
ben, amely Iényegében egy tanar-diak dialégus az Euler-tételrdl, a matemati-
kai felfedezésnek egy altalanos sémajat nyujtja. Ennek alapvetd elemei a ko-
vetkezdbk:

1. Primitiv sejtés.

2. Bizonyitaselemzés: egy gondolatkisérlet, amely a primitiv sejtést részsejte-
sekre vagy lemmakra bontja.

3. Mind a primitiv sejtéssel, mind bizonyos lemmaval szemben ellenpéldak
merulhetnek fel. Az elsé esetben globalis, a masodik esetben helyi ellen-
példardl beszéllnk.

4. A bizonyitaselemzés ismételt vizsgalata: azonositjdk a blnds lemmat,
amelynek a globalis ellenpélda helyi ellenpéldaja. Ez a blinds lemma ko-
rabban rejtett maradt, vagy tévesen azonositottak. Most explicitté teszik, és
a kovetkezd megfontolasok alapjan, feltételként beépithetik a primitiv sej-
tésbe. Tegyuk fel, ugyanis, hogy egy S primitiv sejtés felbonthaté a P4,
Pa,..., Pnrészsejtésekre vagy lemmakra, azonban van olyan eset, amelyben
S hamis (globalis ellenpélda), de P4-t6l Pn-ig minden allitas igaz. Ez egy uj
Pn+1 lemma megfogalmazasahoz vezet, amelyet az eset ismét megcafol
(helyi ellenpélda). Miutan a Pn+1 lemmat feltételként beépitik a primitiv sej-
tésbe, az ellenpélda mar nem teszi kérdésessé a P¢-t6l Pn.1-ig tartd feltétel-
rendszer és a primitiv sejtés kozotti feltételes allitas igazsagat, mivel az
most igaz, az eset alapjan hamis feltételrendszer miatt.

5. A tétel, azaz a helyesbitett sejtés, felvaltja a primitiv sejtést. Ennek legfon-
tosabb Uj jellemzéje a bizonyitasbdl szarmazo fogalom, amely lehet, hogy
kilénboz6 bizonyitasok metszéspontjaban talalhatd, és igy alapvet6 jelen-
téségd.

Ez utdbbi pontban van a lakatosi szemlélet legrelevansabb meglatasa
dolgozatunkra nézve. Az elméletalkotas végsé soron a fogalmak tartalmi meg-
vilagitasat végzi és tulajdonképpen a formalis elméletekben alkalmazott fo-

galmak megvaltozasat jelenti. Tehat nincsenek statikus fogalmak, mivel a fo-
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galmi valtozas a matematika formalizalasi folyamatanak (vo. 2. abra) elkeril-
hetetlen terméke. A bizonyitasok szerepe sem az, mint a hagyomanyos (Laka-
tos szavaival: dogmatikus) matematikaban, tehat nem deduktiv-formalis jelle-
gl. Inkabb szkeptikus, heurisztikus jellegli, és célja bizonyos matematikai
gondolatok, intuiciék evidenssé tétele. Ehhez magyarazé tényekre és a kohe-

rencia betartasara van szukség.

4.4. A geometria mint a tér episztemikus reprezentacioja

A kozvetlen tapasztalatunkban megmutatkoz6 tér, geometriai szempontbdl
haromdimenzids, vagyis harom adat szukséges ahhoz, hogy valamely pont
helyét a ,térben” meghatarozzuk. Az igy alkotott tér homogén, azaz a tér bar-
mely helyén az ,egyenes” azonos, két pont kozo6tt a legrovidebb tavolsag. Ez a
szemlélet vezet az euklideszi tér fogalmahoz. Az euklideszi tér mar nem vala-
mi kézzel foghaté dolog, hanem pontok, egyenesek és sikok sokasaga, ame-
lyek kozott az Osszefuggést szakmai axiomak szabalyozzak. Az euklideszi
geometria szakmai axiomai kozul az 6todik lett késdbb sok vita targya, amely
a kdvetkez6képpen hangzik: ha egy egyenes ugy metsz két egyenest, hogy az
egyik oldalan keletkezb belsd szogek 6sszege kisebb két derékszognél, akkor
e két egyenes a metszének ezen az oldalan meghosszabbitva metszi egy-
mast. Ez a szakmai axioma implicite magaban foglalja azt is, hogy egy harom-
sz0g szbgeinek Osszege két derékszdg. Tovabba, hogy egy egyeneshez a
rajta kivul allé ponton keresztul csak egy parhuzamos huzhaté. Euklidész 6t6-
dik szakmai axiomaja er6sen kivalik a tobbi alaptétel kozul, mivel nem elég
egyszerl, az evidencia szintje masnak tinik. Figyelemreméltd, hogy Euklidész
sem hasznalja fel a bizonyitasaiban, amig nélkiildzni tudta®, és késébb is tébb
matematikus ugy vélte, hogy ez a tdébbi szakmai axiomatdl fuggetlen, ami akar
azt is jelentheti, hogy vele ellentmonddval helyettesithetd.

Az azt megel6z6 korszakok prébalkozasai utan, hogy direkt (pl. az arab
Aganisz) vagy indirekt médon (pl. Sacchieri) vagy, mint Lambert, mindkét uton

bizonyitsak a parhuzamossagi posztulatumot a tébbi axiomabdl, a xixX. szazad-

% példaul az Elemek |. kényvének 1-28. és a lll. kdnyv 1-19. tételeiben.
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tél kezdve tobb matematikus (Gauss, Bolyai, Lobacsevszkij, Riemann) is arra
a felismerésre jutott, hogy az euklideszi geometriatdl kilénbdzé geometriak
felallitasa lehetséges, amelyekben valamennyi korabbi szakmai axioma érvé-
nyes marad, az o6todik kivételével. A Riemann geometria kiindulépontja az
euklideszi masodik szakmai axiéma volt, amely szerint az egyenes mindkét
iranyban végtelenul meghosszabbithatd. Riemann szerint a probléma az, hogy
az euklideszi geometria informalis szinten nemcsak az egyenes hatartalansa-
gat, hanem végtelenségét is feltételezi. Azonban ha az adott ponton athaladé
egyenest hatartalannak, de nem végtelennek tekintjik, akkor egy olyan geo-
metriat kapunk, amelynek jellemzéje, hogy a ,gémbfellleten" érvényes. Ezen
a gombfeluleten az euklideszi geometria valamennyi szakmai axiomaja telje-
sul, az 6todik kivételével. Ebben az 6sszefuggésben az ,egyenes” a fékoriv
egy darabja. A Riemann geometriaban a haromszog szdgeinek 6sszege na-
gyobb, mint két derékszdg (amig az euklideszi geometridban egyenl6 és a
Bolyai-Lobacsevszkij geometriaban kisebb, mint két derékszog 6sszege), az
egy ponton at valamely egyeneshez huzhaté parhuzamos egyenesek szama
pedig zérus (amig az euklideszi geometridban csak egy és a Bolyai-
Lobacsevszkij geometriaban végtelen szamu parhuzamos egyenes huzhato).
Végul is az n-dimenzidés nemeuklideszi geometriak olyan geometriak,
amelyek az (n+1)-dimenziés euklideszi, illetve pszeudo-euklideszi tér valds,
illetve képzetes sugaru gémbjén jonnek létre (Jegorov (1986)). Az n noveke-
désével a nemeuklideszi terek lehetséges tipusai is sokasodnak. A kovetkezd,
un. Cayley-Klein modell az euklideszi tér egy részében valdsit meg Bolyai-
Lobacsevszkij geometriat (Ruzsa (1967)). Tekintsink egy korlapot a szélét
alkotd koriv nélkul, tovabba nevezzik az A és B pontok kozoétti hurt e egye-
nesnek. Legyen most P a korlap tetszéleges bels6 pontja. Ha a korlap belse-
jében lévé hurokat nevezzik egyeneseknek, akkor a Q és R pontokat 0ssze-
koté har éppen a P ponton atmend, e-vel parhuzamos egyenes: parhuzamos
e-vel, hiszen a korlapon belll sehol sem metszi e-t. Ugyanakkor a P ponton
atmend e-vel parhuzamos egyenes az S és B pontokat 6sszek6td huar is, mert
ez csak B pontban metszi e-t, de B mar a korlap szélén van, tehat nem tarto-

zik a korlap belsejéhez (a modell teréhez). Hasonléan, barmely mas P-n at-
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mend hur, amely a korlap belsejében nem metszi e-t, e-vel parhuzamos egye-

nesnek tekinthetd.

B Q
N
P
M
A S
R
6.abra

Kimutathatd, hogyha a koérlap belsejében fekvé hurokat valéban egyenesek-

nek tekintjuk, akkor az igy nyert rendszer az euklideszi geometria 6sszes axi-

omait kielégiti, kivéve az otodiket: lathatd, hogy a P ponton at nem csak egy,

hanem végtelen e-vel parhuzamos, de e-t a korlap belsejében nem metsz6

egyenes (hur) huzhato.

Euklideszi térszemlélettel két ellenvetést lehet ezzel szemben tenni:

A kor belsejében 1év6 hurok nem ,igazi” egyenesek, hanem csak az egyenesek részei. Ez
az érv abbdl az elképzelésbdl szarmazik, hogy az ,igazi” egyenes euklideszi jellegl, azaz
valami olyan, amilyennek mi megszoktuk &ket. De mit tudunk valéjdban egy egyenesrél?
Csak azt, ami az egyenesre vonatkozé szakmai axiomakbdl kévetkezik. Amit ezen feldl el-
képzelink, az nem tartozik szikségképpen az egyenes tulajdonsagaihoz: nem a szakmai
axiomakbdl kdvetkezik, hanem dnkényesen adjuk hozza, pl. megszokasbdl. Marpedig ne-
kink a tér leirasanal csak a szakmai axiomakra szabad tdmaszkodni, mint egyetlen biztos
alapra.

Az ,igazi” egyeneseknek végtelen hosszunak kellene lennie, maskilénben a modell tere
specialis, véges lenne. Azonban a modell egyenesei a nemeuklideszi tavolsagfogalom
szerint végtelen hosszuak. A modell két pontjanak nemeuklideszi tavolsagat ugyanis a ké-
vetkez6 modon kell értelmezni. Legyenek M és N a korlap belsejében 1évé pontok és jeldlje
d(M,N) az euklideszi tavolsagot, mig D(M,N) a nemeuklideszi tavolsagot a modellben. Az
M és N pontokon atmené e egyenes A és B pontokban metszi a modell teréhez nem tarto-
z6 korvonalat. A projektiv geometriaban kettésviszonynak szokas nevezni az

MNAB)=IMA) AN A) o ot
d(M,B) ~ d(N,B)

Marmost az M és N pontok D(M,N) nemeuklideszi tavolsagat a D(M,N) = |Iog (MNAB)|

mennyiségként definialjuk a modell terében. Ha az egyik pont, mondjuk N, a kor széléhez
kozeledik, akkor d(M,N) vagy d(N,B) nullava valik. Ekkor pedig az (MNAB) kett6sviszony
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logaritmusa végtelenné valik. Tehat a modell egyenesei nemeuklideszi értelemben végte-
len hosszuak.
e Végul a modell parhuzamos egyenesei is, a 6. abran BA és BS, megfelelnek a ,parhuza-

mossag” fogalmi tartalmanak, hogy azok valéban a sik egymast nem metszé egyenesei39.

A Cayley-Klein modell az euklideszi sikon modellezi a teljes Bolyai-
Lobacsevszkij-féle hiperbolikus sikot, és hasonldéan elkészitheté ennek térbeli
megfeleldje, a hiperbolikus tér gdmbmodellje. Ezzel minden hiperbolikus geo-
metriai tételnek megfeleltettiink egy euklideszit. Ez logikai szempontbdl egy
relativ természetl vizsgalathoz vezet. a Bolyai-Lobacsevszkij geometria el-
lentmondasmentes, ha az euklideszi geometria is az. S mi a helyzet az eukli-
deszi geometriaval? Mivel az euklideszi geometria modellje az analitikus geo-
metria is, igy minden geometriai tételnek megfelel egy 6sszefliggés a valds
szamok korében. Ha tehat az euklideszi geometria ellentmondasos lenne, ak-
kor ez megmutatkozna a valds szamok korében is. A valds szamok rendszerét
ugy értelmezhetjuk, mint olyan teljesen rendezett kommutativ testet, amelyben
barmely monoton és korlatos sorozat konvergens. Ezzel az értelmezéssel
szemben is felvethetd, hogy az ezt jellemzd axiomarendszer ellentmondasta-
lan-e, illetve létezik-e egyaltalan olyan halmaz, amely teljesiti a valos szam-
rendszer axiomait?

Mindkét kérdés visszavezethetd a természetes szamok Peano-féle axi-
omarendszerére. Ami az ellentmondas-mentesseéget illeti, Hilbert adott el6szor
példat olyan axiomarendszerre, amelynek ellentmondastalansagat, mas axio-
marendszerek ellentmondastalansagara valé hivatkozas nélkil, be tudta bizo-
nyitani. Késébb, Hilbert gondolatait tovabbfejlesztve, Gentzennek sikertilt el-
lentmondas-mentességi bizonyitast talalni a Peano-féle axiomarendszerre.
Ami az egzisztencia-problémat illeti, az egyféle intuitiv belatasnak tulajdonitha-
t6 a kovetkez6k miatt. Ha létezik olyan halmaz, amely kielégiti a Peano-féle
axiomakat, akkor létezik olyan halmaz is, amely teljesiti a valés szamok axi6-

marendszerét is.*

% Euklidesz az Elemek 1/23. definiciéjdban ekképp definialja két egyenes parhuzamossagat.
0 Miutan a természetes szamok halmazatdl eljutunk a racionalis szamok halmazaig, ahhoz Cantor és
Dedekind nyoman meg tudunk adni olyan halmazt, amely a valés szamok szandékolt modelljeként szol-
galhat.
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Azonban felmerdl egy kis nehézség. A halmazelmélet szakmai axiomai felfoghatdk
egy formulahalmaznak. Erre alkalmazva a Léwenheim-Skolem tételt kiderul, hogy ha a hal-
mazelméletnek van modellje, akkor van megszamlalhaté modellje is, azaz a modellhez tartoz6
targyalasi univerzum megszamlalhaté. De akkor hogyan férnek bele egy ekkora modellbe a
nemmegszamlalhaté halmazok? A halmazelmélet véges, formalis nyelvének valamennyi ka-
tegorigjdban (igy pl. a relaciok és fuggvények kifejezésében is) csak megszamlalhaté sok
kifejezés létezik. A halmazelmélet megszamlalhaté modelljében, amelynek targyalasi univer-
zuma a rendszeren kivilrdl nézve nyilvan o, az € -relacié nem feltétlentl egyezik meg a szem-
[életinkbdl fakadd szandékolt értelmezéssel. A nyelv végessége folytan elfér egy w-nyi tarto-
manyon a végtelen halmazok végtelen hierarchiéja:41 ez a Skolem paradoxon, aminek targya-
lasara a 6. fejezetben még visszatérink. Ha ezt a Peano axidmarendszerre alkalmazzuk,
akkor mivel ennek van végtelen modellje (ez a standard aritmetika), ezért van akarmilyen
nagy végtelen szamossagu modellje is (ami egy nem standard aritmetikai elmélet). Ez az
allitas a Peano axidmarendszerre vonatkozéan azért meglepd, mert szemléletiink csak a
standard aritmetikat, vagyis a megszamlalhatéan végtelen (,nulla”, ,egy”, ,kett6”, ,narom”,

é.1.t) targyalasi univerzumot tudja elképzelni a természetes szamok modellalasara.

Ahhoz tehat, hogy bebizonyitsuk, a természetes szamok halmaza ki-
elégiti a Peano axiomakat, a halmazfogalom tisztazasara lenne szikség. A
halmazelmélet miveldi hisznek abban, hogy a halmazelmélet konzisztens, és
igy van a halmazelméletnek modellje. A halmazelmélet kurrens szakmai axio-
marendszereiben definialnak egy osztalyt, amely kielégiti a Peano axidmakat,

majd allitjak errdl az osztalyrdél, hogy halmaz.

A halmazelmélet informalis alapkoncepcidja az un. kumulativ osztaly-inkluzié elvén
alapul, vagyis az osztélyba foglalas eljarasa iteralhatd. Egy osztaly elemei nemcsak primitiv
objektumok lehetnek, hanem bizonyos osztalyok is, és azokat az osztalyokat nevezzik hal-
maznak, amelyek maguk is elemei lehetnek mas osztalyoknak. Ezek szerint, csupan Ures
halmazt hasznalva, a természetes szamok értelmezhetdk az alabbi médon:

0 {1 {3, {3}, 2 {T,{T}, {9, {4}, é.it
Cantor a kumulativ osztaly-inkluzié elvének megfeleléen, ,halmazon” intuicionk vagy gondola-
tunk meghatarozott, jél elkulonithetd n objektumainak egy egész N osztalyba vald sorolasat
értette. Ezt az elképzelést rombolta le a Russell-paradoxon, mivel nincs az objektumoknak
olyan halmaza, amely megfelelne a ,nem eleme 6nmaganak” gondolatnak. Tehat az osztaly-
inkluzio elve nem folytathato tetszélegesen, az eljarasnak korlatai vannak, amit szakmai axi-
o6mak altal szabalyozni kell. Kiderult az is, hogy a matematikaban hasznalt axiomarendszerek

nem monomorfak, vagyis egy axiomarendszer barmely két modellje nem izomorf egymassal.

“ igy nyerjiik a fels6 Léweinheim-Skolem tételt (Id. 2.1.3. 25. korollarium).
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(Monomorf axiomarendszerre csak olyan példakat ismeriink, amelyek véges halmazokat jel-
lemeznek.) Nyilvan, ha egy axiomarendszer monomorf, akkor kategorikus is (ellenkezé eset-
ben ugyanis volna olyan allitas, amely megfogalmazhaté lenne a rendszerben, de benne nem
lenne bizonyithatd, sem cafolhatd. Ekkor az axidmarendszer modelljének tekintheté a rend-
szer alapfogalmai, plusz axiémai, plusz az allitas egyuttese, valamint az ezzel nyilvan nem
izomorf modell, amelyben a rendszer alapfogalmai, plusz axiémai, plusz az allitas tagadasa
allna). Azonban kategorikus axiomarendszer nem feltétlenil monomorf: ilyen a Peano-féle

axiomarendszer is.

A lakatosi felfogas alapjan, azt mondhatjuk, hogy akar egy geometriai
fogalmat (,poliéder”), akar a szamfogalmat, akar egy halmazelméleti fogalmat
(,halmaz eleme”) tekintlnk, nincs olyan pre-analitikus fogalom, amelyet el6-
szOr rogzithetink, majd ezutan ebbdl a biztos pontbdl haladva megalkothatjuk
a megfelel6 formalis elméletet. Ami a halmaz fogalmat illeti, a halmazelmélet
radikalisan megvaltozott Cantor 6ta és ez ismét megtérténhet. Mindez egy
olyan folyamat, ami az elméletalkotas soran bukkan fel, amikor az informalis
szféra egyik pre-analitikus fogalmat beveszik vagy az elmélet primitiv elemei
k6zzé, vagy az ebbdl szarmaztatott definialt fogalmak korébe. Nincs okunk
ezért azt gondolni, hogy egy fogalom valaha is stabilizalédik és statikussa valik
egy formalis elméleten belll. Az elméleteket nem értelmezhetjik sterilen tehat,
minden esetben ,kiviulrdl”, vagyis az informalis szintrél nézve valik az elmélet
megalapozotta. Azonban, hogy még tapasztalat birtokaban sem lehet ez evi-
dencia, arra éppen a geometrian keresztul lathatunk példat.

Kétezer éven keresztul Euklidész szakmai axiomait, magat az euklide-
szi teret ugy tekintették, mintha a vilag megismeréséhez szikséges végso
tapasztalati igazsagok volnanak. Ez nyilvanul meg Kant filozéfiajaban is,
amely a térrdl azt tanitja, hogy az ember minden tapasztalatot megel6z6, un. a
priori szemlélete. A nemeuklideszi geometriak alapjan azonban tobbféle tér is
lehetséges, tehat Kant allaspontja nem tarthatd, hacsak nincs tobbféle a priori
szemléleti lehetéségunk. Mivel az euklideszi geometria nem szikségképpen
az egyetlen szemléleti lehetéség, Bolyai, Gauss és Lobacsevszkij kezdemé-
nyezték, hogy a tapasztalat utjan keressunk valaszt arra a kérdésre, hogy a
vildg tényeinek episztemikus reprezentacidjara melyik geometria alkalmas.
Azonban még a tapasztalatot, a medfigyelést sem tekinthetjik végsé eviden-

cianak. Erre Poincaré (1908) adott példat. Képzeljliink el ugyanis, olyan kétdi-
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menzios lényeket, akik egész életlk soran egy R sugaru euklideszi kdrlapon
élnek. Vannak méterrudjaik, amivel tavolsagot tudnak mérni. Azonban a korlap
hémérséklet eloszlasa nem homogén. A kozépponttol kifelé haladva a hémér-

séklet a T(r) = T,(R*-r’) formula szerint csokken. Tegylk fel, tovabba, hogy

ebben a vilagban valamennyi testnek azonos hétagulasi egyutthatéja van,
hossza a hdmeérséklettel aranyosan valtozik. Tehat a korlap széléhez kozelitve
a méterrudak hossza nullahoz tart. Ebben a vilagban, a fény kulonb6z6 koze-

geken athaladva, a térésmutaté (R’ -r°) kifejezéssel forditottan aranyos. llyen

korulmények kozott a fénysugarak nem egyenes iranyban, hanem koriv men-
tén terjednek tovabb. llyen empirikus tapasztalatok birtokaban, hogyha a kor-
lap lakéi ugy tartjak, hogy méterrudjaik hossza mindenutt egyforma, ahhoz a
konkluzidhoz jutnak, hogy egy végtelen kiterjedési, konstans, negativ gorbule-
tl Bolyai-Lobacsevszkij vilagban élnek.

Tehat a geometrianak és a fizikai elméletnek egyutt kell megfelelni an-
nak a tapasztalatnak, amelyet a kétdimenziés Iények miszereikkel, mint a vi-
lag tényeit realizaljak:

(geometria) + (fizikai elmélet) = (vilag tényeinek episztemikus reprezentacidja).
A vilag tényeire vonatkoz6 egzisztencia-el6feltevések, hogy hol huzzuk meg a
hatart geometria és fizika kdzott, végul is — Poincaré szavaival — konvencio
kérdése*:

(Euklideszi geometria) + (a vilag hémérséklete: T(r) = T,(R’ - 1)) = (v.t.e.r.)

N N 0
(Bolyai-Lobacsevszkij geometria) + (a vilag hdmérséklete allando) = (v.t.e.r.).

Persze ismét érvelhetink azzal, hogy ha e gondolatkisérletbdl a valo-
sagba lépunk at, akkor lehetnek olyan tapasztalataink, amelyek igazoljak va-
lamelyik interpretaciét a kettdé kozul. A fizikai, hdmérsékleten alapulé magyara-
zat csak akkor fér 6ssze egy masik fizikai elmélettel, a termodinamikaval, ha a
modell vilaganak kézéppontjaban van valamilyen héforras, pl. egy égitest. Ha
azonban nincs ott égitest, akkor a helyzetet stacionernek tekintjuk, a hémér-

sékleti gradiens léte ellentmond a termodinamikanak, és a geometriai értelme-

42 Ezzel kapcsolatos fejtegetéseit Iasd: Poincaré (1908), 4. és 5. fejezet.
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zés kerll elétérbe. Ez azonban elkerulhetd, ha feltesszik, hogy volt Nagy
Bumm, és azéta még nem telt el elég id6 ahhoz, hogy bealljon a termikus
egyensuly.

Mivel a térben lévé fizikai test jellemzbi (anyag, hely, id6, mozgas) a vi-
lag minden Iényeges vonasaban megnyilvanulnak és kapcsolatban vannak,
ezért a valésagos tér fogalmat soha nem tekinthetjik befejezettnek. A geomet-
ria axiomaiba betaplalt egzisztencia-el6feltevések és a fizikai elméletek explici-
te, posztulatumokban kifejezett egzisztencia-el6feltevései ugy hatnak egymas-
ra, hogy a vilag eseményeinek izomorf episztemikus reprezentaciéihoz jutunk.
Ugyanakkor a fizikai elméletek egzisztencia-el6feltevései altal karakterizalt
vilagképek nyilvan inkompatibilisek. A fizikusok ezeért kénytelenek megrostalni
a kuldonboz6 interpretaciokat, de ezek szukségszerien olyan kritériumok alap-
jan torténnek, amik az elméletek szempontjabdl exogén elemet is tartalmaz-
nak. Ezek nem evidenciak, hanem az elmélet informalis hatterébdl szarmazo,
koherensnek mutatkozé, magyarazoé tények, amelyek esetleg mas fizikai elmé-

letek tényei (a példankban termodinamikai).

4.5. Fizika és geometria — a newtoni és einsteini paradigma

A gravitacié Newton elétti fogalma olyan transzformacios csoporttal kapcsola-
tos, amelyre vonatkozdan a Fold fellletére mer6leges irany abszolut rogzitett.
Az ilyen transzformaciokra vonatkozdéan a nehézseégi erétér irdnya és nagysa-
ga invarians, azaz a suly a testnek olyan belsé tulajdonsaga, amelyet magaval
visz. A helyzet alapvetéen megvaltozott, amikor Newton felfedezte, hogy a
gravitacié csupan az altalanos tdmegvonzas specialis esete. A transzformaci-
0s csoportot ugy altalanositotta, hogy a tér izotroppa valt, kitintetett irany nél-
kiil. igy a suly a gravitaciés er6 komponensévé valik. A newtoni klasszikus
mechanika az un. Galilei-transzformacidkkal van 6ésszhangban, amelyek a te-
ret és az id6t kulon kezelik. Newton . posztulatuma szerint, egy
inerciarendszerben az er6hatas nélkili mozgas gyorsulasmentes (egyenletes,
egyenesvonalu). Newton ezt a szakmai axiomat eredetileg egy abszolut térben

nyugvo, kituntetett vonatkoztatasi rendszerre mondta ki; nevezzuk ezt a kitun-
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tetett rendszert Ko-nak. A Galilei-féle relativitasi elv szerint, a Ko
inerciarendszerrel mechanikai szempontbol egyenértékli minden hozza képest
v=konstans sebességgel mozgo K’ vonatkoztatasi rendszer. Egyenértéki ab-
ban az értelemben, hogy a Ko — K’ attérés soran a mechanika alapegyenleté-
nek szerkezete valtozatlan (invarians) marad.

Nem ez a helyzet az elektrodinamika esetén. Az a kdvetelmény, hogy a
Maxwell-egyenletek a Galilei-transzformaciora nézve invariansak legyenek,
ellentmondd transzformacios szabalyokhoz vezet, ugyanis a Maxwell-
egyenletek nem invariansak a Galilei-transzformaciéval szemben. A mechani-
ka és elektrodinamika alapegyenleteinek Galilei-transzformacioval szembeni
kilénboz6 viselkedése miatt, Uj transzformacids egyenleteket kellett keresni.
Egy tagabb transzformacios csoportot, az un. Lorentz-transzformaciokat hasz-
nalja a relativitaselmélet.

A relativitaselmélet posztulatumai

(1) Minden Kj inerciarendszerben az er6hatas nélkili mozgas gyorsulasmentes
(NEWTON |) és mechanikai szempontbdl egyenértékii minden hozza képest allando
sebességgel mozgo K’ vonatkoztatasi rendszer is (GALILEI-FELE RELATIVITASI ELV).

(2) A cfénysebesség vakuumban allando.

(3) Egyetlen vonatkoztatasi rendszer sincs kitlintetve barmelyik masikkal szemben a

térbeli és idébeli transzformaciok soran (LORENTZ-KOVARIANCIA ELV).

A Galilei-transzformaciohoz hasonléan tekintsik a Ko — K’ attérést, de az egyszer(-
ség kedvéért, szoritsuk a transzformaciot most csak egydimenziora (x-irdnyba torténé transz-
formaciora, mikozbeny’ =y és z' = z).

Ekkor matematikai szempontbdl a fenti posztulatumok a kdvetkezdket jelentik:

(1) = A hely és az id6 linearisan transzformalddnak:

X = ax —ft, ahol a és B transzformacios egyutthatok

t = ux — xt, ahol p és & transzformacios egyutthatok.
(2)= x =ct, hax=ct
(3) = Ha ismerjuk o, B, u és & transzformacios egyitthatékat, mint a v sebesség fliggvényeit,
akkor az x = x(x',t') és t = t(x',t") ellentétes transzformaciot gy nyerjik, hogy v-t helyettesitjik
(—v)-vel. Most meghatarozzuk ezeket az egyutthatokat.

Mivel Ky v = konstans sebességgel mozog K’-héz képest, ezért x = vt kdvetkeztében x’

= avt — Bt, igy B = av. EbbéI X’ = a(x — vt) kdvetkezik és a (3) szakmai axiomanak megfelel6-
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en: x = a(X’+ vt'). A (2) posztulatum pedig (3) alapjan a kévetkez6 formaju lesz: ha ct = at’(c +

c+v 1
)(c—-Vv) = o=

v), akkor ct’ = at(c — v), és ezzel ct’ = a(at’ :
v2

-
c

Tehat B=oav és x' = o(x— vt). Ebbél a (3) posztulatum alapjan a kévetkezdket kapjuk:

2
x=o(xX+vt)=ofox—ovt+vt) = t'= at+ M: O{t_ﬂj_

aVv (;2

Meghataroztuk tehat a transzformaciés egyitthatokat, és felirhatiuk a Lorentz-

transzformaciokat:

sa(x—-vt), Y=y, Z=2 t’=(x(t—%],ahol (x=;.
C v2

-
c

Harom dimenzidban az y’ és z’ koordinatakra hasonl6 6sszefliggés kaphato.
A Galilei-transzformaciok a newtoni klasszikus mechanika, mig a Lo-
renz-transzformaciok a relativisztikus mechanika dsszefliggései. Osszehason-

litva az (egydimenzios) Galilei- és Lorentz-transzformaciokat a kovetkezdket

lathatjuk:
Galilei-transzformaciok Lorentz-transzformaciok
, X' = X — vt
X=Xx-—vt 1 V2
s
t- v X
p=__¢
t =t ;v

Tehat az olyan mennyiségek, amelyek a régebbi, newtoni elméletben invari-

ansnak szamitottak, a relativitaselméletben kozvetlentil hozza nem férhetd,

2

invarians mennyiségek komponenséve valtak. Ugyanakkor, ha V—2<<1, akkor
C

a Lorentz-transzformaciok gyakorlatilag a Galilei-transzformaciokkal azonos
eredményt adnak, a relativitaselmélet dsszefliggései a klasszikus mechanika
egyenleteibe mennek at. Talalhat6 tehat olyan transzformacios torvény, amely
megtestesiti a két elmélet kozotti matematikai kapcsolatot. A Lorentz-

transzformaciok — a (2) szakmai axiomara tekintettel — kielégitik az
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—(ct')? =x* —(ctf 8sszefiiggést. Altalanosabban a Lorentz-transzformaciok

az r? —(C’t)2 mennyiséget invaridnsan hagyjak. A Lorentz-transzformaciok

matematikai értelemben csoportot alkotnak, az un. Lorentz-csoportot. A Lo-

rentz-transzformaciok harom fontos fizikai kovetkezményét kell még itt tar-

gyalnunk:
2 ooy es iz, T T
(1) Lorentz-kontrakci6: L'= L1/1—V—2 (2) ldddiletacio: T‘—VZ
C
e
(3) Lorentz-féle empirikus tomegnovekedési formula: m(v) = Mo =
\"
s

Bizonyitas
(1) Legyen a nyugvo K, vonatkoztatasi rendszerben, az x tengelyen elhelyezett nyugvo rud
hossza: L= x, — Xy . A K'-beli megfigyel6 a rdd hosszat ugy mérheti meg, hogy végpontjainak

helyzetét (x, — x4 ) ugyanabban a T" id6pontban olvassa le:

2 2

] ’ ’ v v
LE(X2—X1)=(X2—X1) 1——2=L 1——2

C C

2
A v sebességgel mozgd megfigyelé szamara a nyugvo rud a mozgas iranyaban 1/1 —V—z fak-
c

torral révidebbnek latszik.
(2) Legyen két esemény x; és x, helyen egyidejd a nyugvo Ky —ban, vagyis t; = t,. Ekkor a

\'% V

t1
2
- c > és ty=
- ,/1—7
C

figyel6 szamara tehat a két esemény nem egyidejli (az egyidejliség relativitasa).

Lorentz-transzformacio alapjan t;'= ,azaz t/'#t)’. A K-beli meg-

Most az x4 helyen adjon egy ¢ra jeleket T = t, — t; id6k6zdnként. Ekkor

. . s t, —t T
T=(t -t')= 22—t =

2 2
\/1—"2 \/1—"2
c c

Tehat a mozgé 6ra lassabban jar, mint a nyugvo.

(3) Az impulzus- és energiamegmaradas klasszikus térvényei nincsenek dsszhangban a Lo-
rentz-transzformaciokkal. Ha pl. két egyenld, mg tdomegi test rugalmasan Utkozik és sebessé-
guk iranya megvaltozik, mikdzben a nagysaguk valtozatlan marad, akkor mgv4 + mgv, meny-

nyiség utkézés utdn nem egyezik meg az Utkdzés elbtti mennyiséggel. Ez ugy mutathaté meg,
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hogy a két test tomegkozéppontjahoz rogzitett rendszerrél a Lorentz-transzformaciokkal egy

nyugalmi rendszerre térink at. Tehat a klasszikus 6sszimpulzus nem marad alland6. Azonban

m m
hasonlé szamitassal kimutathatd, hogy az 0 v, + 0 v, mennyiség értéke rugal-
1-Y v
_CT _CT

mas Utkdzés utan is megmarad. Azért, hogy a klasszikus mechanika megmaradasi térvényei-

vel 6sszhangban maradjanak, mind Lorentz, mind Einstein a tdmegrél azt gondoljak, hogy a

my

sebesség fliggvényében valtozik: m(v) = = (Ez a doéntés empirikus igazolast nyert az

v
-
(o}

elektronok impulzusanak és sebességének mérésekor nagyenergiaju ciklotronban. Ezért be-

széliink empirikus formulardl.) Szorozzuk meg most a tdmegndévekedési formulat c*tel, és az

1 4
osszefiiggést sorba fejtve a kovetkezét kapjuk: mc® = moc® + Emov2 + §m0—2+ ... Ha
c

2

v 1
—<<1, akkor ezt a képletet az mc? = moc® + 5 mov? (1) kozelitd formulaval helyettesithet-
c

juk. Bevezetve az E, = moC? és E = mc? jelélést, s mivel egy v sebességgel mozgo, m tdmegi
1 1
test kinetikus energigja K = E mv?, ezért (1)-b6l az E — Ey = 5 moV® (2) kapjuk. Vagyis ha az

eredetileg nyugvé test, mozgasba jon, tdbmege a Lorentz-formula szerint ndvekedik, s ennek
megfeleléen nd az energiaja is. A mozgo test megndvekedett energigja Eq-bdl (amit Einstein,
a nevezetes E, = moc” képlet szerint, mint a tehetetlen tdmeg energidja interpretalt) és a kine-
tikai energiabdl tevédik 6ssze. Tehat energia és tdmeg kdzott szoros 6sszefliggés all fent, a
tdmeg- és energiamegmaradas térvénye egybeforr: minden energiamennyiségnek megfelel
egy bizonyos mennyiségi tdmeg és minden témegmennyiségnek meghatarozott mennyiségi
energia.

Kuhn szerint az einsteini relativitaselmélet és a newtoni mechanika két
kilonboz6 fizikai valosagrol beszél, mert az einsteini fogalmaknak mas fizikai
valosag felel meg, mint a hasonl6 nevet viseld newtoni fogalmaknak. Ezért az
E+4, Eo,..., En allitdshalmazbdl, amely a relativitdselmélet torvényeit fejezi ki,
nem vezethetd le a newtoni mechanika N1, Na,..., N, torvényszeriiségei. A
newtoni mechanikat éppen ezért nem lehet az einsteini elmélet hataresetének

tekinteni, még ha a paraméterek és a valtozok tartomanyanak szikitéseével (pl.

2
kimondjuk, hogy V—2<<1) formalisan vissza is nyerjuk a newtoni térvényeket.
C
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Hataratmenetnél ugyanis nemcsak a torvények formaja valtozik meg, hanem a
torvények altal leirt vilag strukturalis alapelemei is (Kuhn (2000), p. 110).

Mivel a fogalmak hatterében kulonboz6 tulajdonsagok allnak, a két el-
mélet térvényei altal leirt vilag strukturalis alapelemei valéban megvaltoznak,
konceptualisan és perceptualisan is kulonbéznek. Sét, Kuhn tovabbmegy, azt
allitja, hogy nincs olyan kézo6s fuggetlen empirikus bazis, amelyre mindkét el-
mélet vonatkoztathatdo lenne, igy a két elmélet nem Osszemérhetd,
inkommenzurabilis. Ezért a két elmélet kulonbozé fizikai valosagrél beszél.
Mivel ezekkel az elIméletekkel mashogy rakjuk 0ssze a vilagot, a vilag két ku-
mak (elméletek) hatterében meghuzodo tulajdonsagok hataroznak meg.

A Lorentz-Fitzgerald (L-F) elmélet egy kisérlet a klasszikus newtoni me-
chanikanak a Loerentz-transzformacidkkal torténé 6sszeegyeztetésre. Kizaré-
lag a Maxwell-egyenletekbdl kiindulva, az elmélet a Lorentz-elvvel helyettesiti
a Lorentz-kovariancia elvet, levezeti a Lorentz-kontrakciot, valamint az
idodiletaciot, és ezzel megmagyarazza a Michelson-Morley kisérlet eredmé-
nyét és a relativitdselmélet minden egyéb kisérleti kdvetkezményét. Ugyanak-
kor nem lép ki a newtoni paradigma keretei kozul (Janossy és Elek (1963), E.
Szabd6 (2002)).

Az L-F elmélet feltételezi, amint azt a maxwelli elektrodinamika is, hogy
az elektrodinamika egyenletei egy adott vonatkoztatasi rendszerben érvénye-
sek és minden tovabbi megfontolas ezen a rendszeren alapszik. Ebben az
értelemben ez a vonatkoztatasi rendszer kituntetett, legyen ez K, (az éter).
Tekintsink egy q ponttoltést, amely allando6 v sebességgel mozog az x-tengely

iranyaba. Egy ilyen ponttoltés tere a Maxwell-egyenletek szerint:

E, =qx (X ?2+y2 +2z2%) 2, B, =0,
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X -x . ()

A\

2
C

ahol X’ = €s Xq(t) a toltés helye a t idépontban.

1 -

Vilagos, hogy a v = 0 esetén visszakapjuk a nyugvo toltés gombszimmetrikus
Coulomb-terét.
Az elektron palyaja egyetlen atomban, az atommag (elhanyagolva

gyorsulasat) kovetkeztében az alabbi mozgasegyenlet szerint alakul:

un

Ezt a mozgasegyenletet numerikusan megoldva, azt talaljuk, hogy a mozgoé

= —¢

E(r) - Clg(*u -E)v+ (v x B(r))| .

atomban az elektronpalya a mozgas iranyaban ,belapul’, masképp szolva az
V2

atom atmergje ,|1- —- aranyu Lorentz-kontrakciot szenved.
C

Most tekintslink egy mozgd dobozt, amelynek két oldalara tukroket sze-
reltek, és kozottik lézersugar fut ide-oda. Szamitsuk ki ennek a folyamatnak

periddusidejét:

L
7.4bra
Ha a doboz all: T = 2L.
C
2 2
Ll-— L 1-2
, C C T
Ha a doboz mozog: T = + =__- .
C-V c+v 2

Lorentz ezekbél a megfontolasokbdl arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy a

mozgo testek elektrodinamikai leirasakor az objektumok a mozgas iranyaba
2

1/l V—2 aranyu Lorentz-kontrakciét szenvednek, és a testekben lezajlédé fo-
C

lyamatok idGintervallumai, a nyugalmi helyzetben végbement ugyanilyen fo-
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lyamatok T id6intervallumaihoz képest aranyu idédiletaciét mutat-

nak. Lorentz azt allapitotta meg, hogy v sebességgel mozgé fizikai rendszer
viselkedését megkapjuk, ha ugyanilyen allé rendszer viselkedésére vonatkozé
feladatot oldjuk meg, és az eredményekben elvégezzik az

(x,y,z,t) —> (X,y,z,t') helyettesitést, ahol

- 2
X’:&,y’zy’ Z,=Z, t = Y

2 2
- -
C C

Ezek az uj valtozok a mozgd objektumhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszer-

ben 1évé koordinatak. Ezek alapjan kimondhatjuk az un. Lorentz-elvet: a fizika
torvényei olyanok, hogy minden fizikai rendszer a kitlintetett, nyugvé Ko-hoz
(éterhez) viszonyitott mozgas soran ugy deformalddik, hogy ebbdl az ered-
ménybdél nem allapithatd meg egyetlen vonatkoztatasi rendszernek sem a Kg-
hoz viszonyitott sebessége. Vegyuk észre, hogy az L-F elmélet Lorentz-elve
megfelel a relativitdselmélet Lorentz-kovariancia elvének, tehat a relativitasel-
mélet altal leirt vilag tényei, az L-F elmélet altal leirt tények is. Erdemes a rela-
tivitdselmélet posztulatumainak megfelel6 L-F elmélet posztulatumait megadni:

A Lorentz-Fitzgerald elmélet posztulatumai

(1) Minden Ky inerciarendszerben az er6hatas nélkili mozgas gyorsulasmentes (NEWTON
I) és mechanikai szempontbdl egyenértékii minden hozza képest allandd sebességgel
mozgo K’ vonatkoztatasi rendszer is (GALILEI-FELE RELATIVITASI ELV).

(2) Van egy kritikus c sebesség, a vakkumbeli fénysebesség (c-t a Maxwell-egyenletek
hatarozzak meg): a fényforras fliggetlen a fényforras mozgasi allapotatél (LOKALITASI
ELV).

(3) A fizika torvényei olyanok, hogy minden fizikai rendszer a Ko-hoz (éterhez) rogzitett,
newtoni téridé-geometriahoz viszonyitott mozgas hatasara, a Maxwell-egyenletek kovet-
kezményeként ugy deformalddik, hogy ebbdl az eredménybél nem allapithaté meg
egyetlen vonatkoztatasi rendszernek sem a Ky-hoz viszonyitott sebessége (LORENTZ-
ELV).

Az L-F elmélet alapveté megfontolasai a Maxwell-egyenleteken alapulnak, a

Lorentz-transzformaciokat az elektrodinamikabdl vezeti le. Einstein azonban
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ugy vélte, hogy egy olyan alapvetd tételt, mint az 6sszes természettorvény
kovarianciaja a Lorentz-féle transzformaciés csoporttal szemben, altalanosabb
megfontolasokbdl kellene levezetni. A relativitaselmélet posztulatumaibdl kiin-
dulva, azt feltételezi, hogy azok az egész vilagra érvényesek. A tér és id6 ku-
I6nféle tulajdonsagait kifejezve igyekszik az empirikus tényeket megmagya-
razni. Ahogy arra késébb Minkowski ramutatott, a relativitaselmélet posztula-
tumai inkabb geometriai, mint fizikai jellegliek. Az elmélet szerint a természet-
ben egy olyan geometria valésul meg, amely meghaladja a klasszikus euklide-
szi geometrianak kereteit: a térhez hozza kell kapcsolni az idét is, és a metri-
kat ugy kell kiterjeszteni, hogy az idét, mint Gjabb dimenziét magaba foglalja.
Az igy nyert térid6t pszeudo-euklideszi térnek foghatjuk fel, amelyben a skala-
ris szorzatot a szokasos tulajdonsagokkal értelmezzuk, kivéve, hogy egy vek-
tor norma négyzete negativ is lehet. Ezzel szemben az L-F elméletben a fizikai
tartalom hangsulyosabb a geometriainal, az elmélet szerint csak az idé lefo-
lyasa alatt az euklideszi térben mozgd testeknek vannak tulajdonsagai, ame-
lyek bizonyos sajatossagaira, szimmetriajara kovetkeztethetlnk.

A relativitdselméletben elvarjuk minden Ko, K’, stb. vonatkoztatatasi
rendszer ekvivalenciajat az dsszes fizikai torvények érvényessége szempont-
jabol. Az elmélet a kovetkez6 alaptételbdl indul ki: a természeti tényeket olyan
egyenletekkel kell kifejezni, amelyek kovariansak a folytonos koordinata-
transzformaciok csoportjaval szemben. A folytonos koordinata-transzformacié
azt jelenti, hogy amikor elemi események leirasat a K rendszer helyett K’
rendszerben akarjuk elvégezni, az uj koordinatak folytonos fuggvényei kell
hogy legyenek a régieknek. Ekkor ismét a geometriai szemlélet érvényesul a
relativitaselméletre. A gravitaciot nem fizikai mez6, hanem a téridé geometrigja
irja le, a téridé nem euklideszi jellegl, és a térido eltérését az euklideszi jelleg-
tél a térben lévé anyag okozza. Ezt igazoljak azok a megfigyelések, hogy a
fénysugar a Napot korulvevé térben gorbe palyan halad. De vajon abbdl, hogy
a fény gorbén terjed, valdéban az kovetkezik-e, hogy a tér gorbult? Az L-F el-
mélet alapjan, ugyanezt a jelenséget — a fizikai tartalom prioritasat fenntartva —

egyszerlen ugy is magyarazhatjuk, hogy nem a tér gorbul meg az anyag ha-
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tasara, hanem a gravitacié hatasara, a Napot korulvevd kdzeg huzddik ossze,
amelyben a fény terjed.
A relativitaselmélet a gyorsulo inerciarendszerben a Descartes-féle X', X2, X térbeli
és az X* = ct idSbeli koordinatakat hasznalva a
(ds)? = (dX")? + (dX?)? + (dX3)? — (dX*)?

illetve altaldnos goérbevonalu koordinatakra attérve, a

4
(d3)2 = Zgik dx; dx, [R]
ik=1

kifejezés invarianciajat posztulalja a folytonos koordinata-transzformaciokkal szemben. Végiil
is itt a tehetetlenség és a gravitacio ekvivalenciajanak posztulatumarsl van szo, de csak loka-
lisan, infinitezimalis méretl gravitaciés mezére vonatkozéan. (Matematikailag ez azt jelenti,
hogy egy X, differencialhatdé sokasag érintényalabjan megadunk egy pszeudo-euklideszi
strukturat, amely differencialhaté médon figg az xe X, ponttdl. A g tenzormezé pedig az X,
sokasag térképein értelmezett lokalis koordinatakban felirhaté a fenti [R] alakban). Einstein
azonban ezt véges kiterjedésl tartomanyokra is kiterjeszti: a sokasag Riemann metrikajat
globalisan ugy nyerhetjik, hogy az elébbi lokalis metrikakat 6sszeragasztjuk. (Matematikailag
a lokalis metrikak ilyen Osszeragasztasa az (X,) sokasag differencialhatd egységosztasan
alapul). Fizikai szempontbdl, Einstein Ugy érvel, hogy a gi egyltthatok a kivalasztott tetszéle-
ges lokalis koordinatarendszerre vonatkozolag, mind a téridé-koontinuum metrikus viszonyait,
mind a gravitaciés mezét leirjak. Ez vezet el ahhoz a gondolathoz, hogy a gravitaciés mez6-
nek a gorbilt kontinuum, a gy egyultthatok altal meghatarozott Riemann-metrika a lényege.

Einstein célkitlizése egy olyan téregyenlet felallitasa volt, amelynek egyik oldalan geo-
metriai, a masikon pedig fizikai mennyiségek szerepelnek. Azért, hogy hataresetben a kere-
sett egyenlet olyan megoldasra vezessen, hogy egy statikus csillagtél tavol, legyen egyenl6 a
newtoni gravitacios potenciallal, Einstein az anyageloszlast a geometriaval 0sszeko6td tér-
egyenletet a Gy= kT alakban kereste, ahol Gy a metrikus tenzor komponenseibdl és azok
parcialis derivaltjaibdl képzett szimmetrikus tenzor (az un. Einstein-tenzor), Ty a fesziltség-
energia-impulzus tenzor és k egy konstans.

Az Einstein-tenzor meghatarozasa a kovetkezd megfontolasokon alapul (Norwood
(1981)): i) a gx masodiknal nagyobb derivaltajai ne jelenjenek meg; ii) az egyenlet a masodik
derivaltakra vonatkozdan linearis legyen (ezt teszi lehetévé, hogy hataresetben visszanyerjiik
a newtoni téregyenletet); iii) legyen div(Gi) = 0, mivel a jobb oldalon T all, és div (Ti) = 0
végll is az anyag kontinuitasi egyenletének kiterjesztése; iv) Gy = 0, ha a téridé sik.

Az i) és ii) feltételek kielégitése csak az Ry + cgiR kifejezéssel lehetséges, ahol Ry a
Ricci-tenzor, R a Ricci-skalar, ¢ pedig egy konstans. A iii) feltétel determinalja, hogy ¢ = —'%,
igy Gik = Rk — Y2 Rgi, és ha a iv) kdvetelményt is elhagyjuk, akkor egy Agi tagot is hozza kell
adnunk az Einstein-tenzorhoz, ahol A az un. kozmolbégiai allandé. A téregyenlet altalanos
formaja tehat Ry — 2 Rgi + Agi = kTi alaku lesz.
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Azonban nem kell ragaszkodnunk e geometriai interpretaciéhoz. Az L-F elméletben
maradva, a (ds)*et kapcsolhatjuk a fényterjedés fizikai jelentéséhez is (Janossy (1973)). Eb-
ben az esetben a (ds)® = (dX')? + (dX?)* + (dX3)? — (dX*)? = 0 éppen a fényterjedés egyenlete,
a g;s tenzort pedig a fényterjedés matematikai leképezésének fogjuk fel. A relativitaselmélet-
ben a gravitacié hatasa tulajdonképpen azt jelenti, hogy a Minkowski-teret Riemann-térré
alakitja, és a geodetikus vonal magahoz a gorbult térhez tartozik. Az L-F elméletben a folyto-
nos koordinata-transzformaciot, a Lorentz-elv alapjan, nemcsak koordinata-, hanem alakzat-
transzformécioként is értelmezzik. Ez az alakzat-transzformacié azonban csak kis méreti
fizikai rendszerekre vonatkoztathatd, mert a Lorentz-transzformacié csak a gravitaciés mezé
paramétereitdl fiigg, a nagyobb méretii fizikai rendszer tényleges valtozasai viszont sajat fizi-
kai tulajdonsagaitdl is fliggnek.

Az L-F elméletben a metrikus tenzor pusztan matematikai fogalom, a fizikai rendsze-
rek mechanikai mozgasaval és a fényterjedéssel van kapcsolatban. A geodetikus vonal
ugyanezen fizikai mozgasjelenségek leirasat szolgaltatja: a gravitacios mezdben szabadon
mozgo, viszonylag kisméreti fizikai rendszer barmely pontjanak (pl. tdmegpontjanak) palyajat.
Janossy azt is kimutatja, hogy ha gravitacios mezében a fizikai rendszer allapotat nem abban
a koordinatarendszerben irjuk le, amelyben a fény homogén modon viselkedik, hanem egy
masikban, amelyben a fényterjedés tenzora pontrél pontra valtozik, akkor a fizikai rendszer
allapotjelzé vektormennyiségei kozotti kiildnbségek a Christoffel-féle szimbdlumok segitségé-
vel fejezhetdk ki*’. Az altalanos relativitaselméletben a Christoffel-szimbolumoknak differenci-
algeometriai jelentésége és jelentése van: a gi-val jellemzett tér gorbiletének leirasakor a
parhuzamossagi struktura (Levi-Civita konnexid) értelmezéséhez, masrészt a geodetikus

vonal Euler-Lagrange egyenleteinek felirasahoz van szlkséglnk rajuk.

A két elméletet dsszehasonlitva lathatjuk, hogy habar a posztulatumaik
informalis szinten kulonb6zd egzisztencia-elbfeltevésekbdl indulnak ki, és a
két elmélet radikalisan kilonbozik abban, amit térrél és idordl allit, a két felfo-
gas izomorf episztemikus reprezentaciét eredményez. igy téves az az ellenve-
tés is, hogy az L-F elmélet nem képes szamot adni egy allé rudnak és egy allo
oranak a mozgd megfigyeld rendszerében tapasztalt kontrakcidjardl és
id6diletaciojardl, mert az allé rad és az allé éra Lorentz-kontrakcidjat, valamint
idodiletacidjat nem okozhattak a Ko-hoz viszonyitott mozgasbol szarmazoé

tényleges fizikai valtozasok.

43 Ekkor a gravitacids mezében toérténd, altaldban inhomogén fényterjedésnek lehetséges olyan repre-

ugy, mint a homogén fénytejedésnek gérbevonallu koordinatakkal valé leirasat.
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A téves érv maga igy hangzik44: Tegyuk fel, hogy a rud nyugalomban van egy vasuti
toltésen, ekkor megmérve a hosszat, az pontosan 1 méternek adodik. Most mellette elhalad

egy vonat v sebességgel, a vonatrél mérve pedig a hossza — a Lorentz-kontrakci6 szerint —

/1 v’ -nek adddik. Azonban, ha a parhuzamos vaganyon egy masik vonat is elhalad, V > v
CZ

sebességgel, onnan mérve a rud hossza kisebbnek, mégpedig I_Lz -nek addodik. Ha tehat a
CZ

rud ténylegesen deformalddna, akkor két kiilénb6zb — az eredetihez képest — kisebb hosszal
kellene rendelkeznie, ami képtelenség. A mérési kildnbségek a nyugalmi és a két mozgasi
vonatkoztatasi rendszer mérészamainak kilonb6zéségeibdl fakadnak. Hasonld a helyzet az

orak altal mért id6tartamok esetén is.

Ezt az érvelést Bell a kovetkezé ellenérvvel cafolta, amelyben megmu-
tatta azt is, hogy a deformacioé — ahogy azt (3)-ban megallapitottuk — valéban
levezetheté a Maxwell-egyenletekbdl (Bell (1987), p. 75-76).

A Lorentz-invariancia alapjan a mozgd megdfigyel6rél meg kell allapitanunk, hogy azok

a vesszds valtozok, amelyek a fentiekben csak formalis munkaeszkézok voltak*®

, valéjaban
azok a helyes valtozék, amelyeket egy allandé sebességgel mozgd, ugyanakkor magat nyug-
vonak képzel6 A megfigyel6 gondol. Az A medgfigyel6 természetes mddon egy hozz4 képest

nyugvé pontot fog vonatkoztatasi rendszere origdjaul valasztani. Ezzel rogzitettik a vt tagot

X - vt
az x =—2 Osszefliggésben, az A méterrudjai pedig /1 v’ meértékl Lorentz-
\% ¢’
l- 2
C

kontrakciot szenvednek.

A kérdés: miért nem érzékeli az A medfigyel6, hogy méterrudjai 6sszehuzodnak,
amikor x iranyba fekteti 6ket és meghosszabbodnak, amikor z iranyaba elforgatja? Azért,
mert A szemeének retinaja szintén Lorentz-kontrahalddik, és igy ugyanazok a sejtek érzékelik
a méterrdd képét, mintha a rid és a megfigyel6 is nyugalomban lenne. Hasonldéan, A nem
érzékeli, hogy o6raja lelassult, mert lelassult sajat gondolkodasanak ritmusa (periédusa) is. S
mivel magat nyugalomban Iévének képzeli, nem tud réla, hogy a feléje kdzeledd fényjelek

kGldnb6z8, ¢ £ v relativ sebességgel haladnak. Ezért A helytelenll szinkronizélja az egy-

*d. Novobatzky labjegyzetbe foglalt érvelését Einstein (1978) kdnyvének 12. fejezetéhez.
5 Hasonléan, mint amikor az x* — 5x* + 4 = 0 negyedfoku egyenletben az x* > a helyettesitést elvé-
gezve, az a? — 5a + 4 = 0 masodfoku egyenlethez jutunk.
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mastol tavoli 6rakat, és végul azt fogja hinni, hogy a valodi id6 t' = 0—2 , hiszen ezzel

a valasztassal a fénysebesség is minden iranyban c.

Raadasul ez kdzvetlenul ellenérizhetd és levezethetd a Maxwell-egyenletekbdl is. Az
elektromos térer8sség mérésekor A a sajat mérdberendezéséhez képest nyugvd probatdl-
tést fog hasznalni, miutan valdjaban E és B egy kombinacidjat fogja mérni. A mozgo toltésekre
vonatkozo jol ismert effektusok segitségével, definialva E-t és B-t, valéjaban E’-h6z és B’-h6z

jut, ahol

_7]3 X

'

| F F

\'%
. c

Ezek utan az A medgfigyel6 ellenbrizheti a fizikai térvényeket, valamint az alkalmazott defini-

y

cidkat és eljarasokat, amelyek jol mikddnek. Ha valami hibat talal, akkor az a méréberende-
zések meghibasodasanak tudhato be.

Tekintstink most egy allé megfigyel6t, B-t. Mivel A magat nyugalomban lévének hiszi,
ezért B-t hiszi mozgdnak. Kénnyen kifejezhetjuk az A és B megfigyel6k altal hasznalt valtozé-

kat egymasbdl, csak a v elbjelét kell megvaltoztatni:

t- X
,_ X -t : : : ¢’
X = , Y=y, z=z t= ,
V2 V2
1- 5 1 - 3
C c
tl+ '
x' + vt' , , czx
X = L, Y=Y,z=2Z, t=
v’ v’
1- — 1 - —
C C

Az A medfigyeld ugy gondolja, hogy B megfigyel6 azért haszndl rossz valtozékat, mert méter-
rudjai Lorentz-kontrahalodtak és 6rai idédiletaciét szenvedtek el. Az A megfigyeld vilagképe
konzisztens, 6sszhangban van a tényekkel, a B megfigyelének nincs médja, hogy meggybzze
tévedésérdl.

Bell érvelése mutatja, hogy az allé radnak a mozgd megfigyel6 altal

észlelt Lorentz-kontrakcidja és idédiletacidja jol értelmezheté a mozgd medfi-
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gyelé mérédmiszereiben (méterrud, 6ra) bekdvetkezett fizikai deformaciok ko-
vetkezményeként. A mozgd objektumok deformacidja pedig a Maxwell-
egyenletekbdl és a Ko-hoz rogzitett newtoni térid6-geometriabdl levezethet?d.
Az L-F elmélet és a relativitdselmélet tehat ugyanugy megmagyarazza

az empirikus tényeket, azaz nincs olyan experimentum crucis, amely a két ku-
I6nb6z6 elmélet magyarazata kozul donteni tudna. Azonban amig az L-F el-
mélet nem lép ki a newtoni paradigma keretei kozul, a relativitaselmélet egy Uj
paradigmaval dolgozik. Le kell tehat mondanunk arrél az igényrdl, hogy a vila-
got egyetlen fogalmi rendszerrel (elmélettel) irjuk le. Poincaré ugy érvelne is-
mét, hogy a téridé geometriajanak és a fizikai elméletnek egyutt kell megfelelni
a vilag tényeinek episztemikus reprezentacidjaval:

(térid6 geometria) + (fizikai elmélet) = (vilag tényeinek episztem. reprezent.).
S ez voltaképpen egzisztencia-el6feltevés és konvencio kérdése az L-F elmé-
letre és a relativitaselméletre nézve:

(Newtoni téridé) + (Lorentz-Fitzgerald elmélet) = (v. t. e. r.)
(Minkowski/Riemanni térido) + (Relativitaselmélet) = (v. t. e. r.).

Azt hihetnénk, hogy a téridének csak a metrikus tulajdonsagai — amelyek meghata-
rozzak az egyes események térid6beli tavolsagat — konvencionalisak. Azonban a térid6 struk-
turgjanak a topoldgiaja is konvencionalis jellegl. Misner, Thome és Wheeler mutattak meg46,
hogy a vakuum Einstein egyenleteknek létezik megoldasa az S’ x S? x [R  topoldgiaban, va-
gyis egy olyan téridé sokasagon, amelyben a térszeri hiperfeliiletek topologiaja S' x §°. Eze-
ket a jelenségeket nevezte Wheeler féreglyukaknak. A megoldas olyan, mintha az S'xS*na
féreglyuk keét szaja kordl a téridd geometriaja egy-egy kilsé Schwartzschild-megoldas lenne,
vagyis mintha a vakuum topolégiaban nagy pontszerl tdmegek lennének. Ezt a jelenséget
nevezte Wheeler ugy, hogy ,témeg, tdmeg nélkul”.

Wheeler azt is megmutatta, hogy a csatolt vakuum Einstein-Maxwell-egyenleteknek is
létezik megoldasa a féreglyukak vakuum topoldgiajaban. llyenkor a féreglyuk két szaja nem-
csak tomegkeént, de toltésként is viselkedik, mikdzben a tereknek nincsenek forrasai a valo-
sagban, hiszen vakuum megoldasrdl van szo: ,toltéseket latunk toltés nélkil”. Tovabba az is
megmutathatd (E. Szabd (1982)), hogy a tdmeghez és az elektromos tbltéshez hasonléan
létezik ,Yang-Mills toltés, Yang-Mills toltés nélkil”. Tehat a tObbi kdlcsdnhatast leird fizikai
topolégigjaban is van egy konvencionadlis elem:

(Egyszeresen osszefiiggo topologia) + (Fizikai mezok és toltések) = (v.t.e.r.)

“6 Misner, Thorne, Wheeler (1973), Chapter 44.
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(Nem egyszeresen dsszefiiggé topolégia) + (Fizikai mezék és toltések) = (v.t.e.r.).

A térid6 strukturajanak elmélete és a fizikai elméletek egyutt a vilag te-
nyeinek izomorf episztemikus reprezentaciojat eredményezik. Kulénb6zd tu-
lajdonsagokra és elbfeltevésekre épité fogalmi rendszerekkel, szakmai axié-
makkal és posztulatumokkal dolgozunk, amelyekben olyan alapvet6 fogalmak,
mint példaul tomeg, egyidejliség, toltés, mas jelentéstartalmat kapnak, s raj-
tunk all, hol huzzuk meg a hatart geometria és fizika k6zott. Mind a téridé
geometridja, mind a fizikai elImélet olyan eszk6zok, amelyeket felhasznalunk a
vilagrél szélé tudomanyos kommunikacié soran (kommunikativ funkcid), és
amelyeket az empirikus tények ,helyes” interpretacidja céljabdl 6sszhangba
kell hozni (kognitiv funkcio). Az érdekesség az, hogy ebben a kontextusban, a
matematika — a geometria szakmai axiomain keresztul — a kommunikativ funk-
cio, a hozza konstrualt fizikai elmélet — a newtoni klasszikus mechanika posz-
tuldatumain keresztll — a kognitiv funkcié szerepét jatssza az L-F elmélet fo-
galmi rendszerében. Eppen forditva, mint a relativitdselméletben, ahol a téridé
altal Iétrehozott kognitiv hatterében a fizikai fogalmak csupan a médiumot je-
lentik a fizika tobbi részéhez.

Az elméletek fogalmai mindig bizonyos tulajdonsagokkal rendelkeznek,
amik jellemzik az altaluk leirni kivant dolgokat. Ugyanakkor bizonyos fogal-
makrol, amelyek addig egy dolog tulajdonsagait fogtak éssze, kidertlhet, hogy
valojaban egy projekcio sajatossagai csupan (Id. az invariansokat a Galilei- és
Lorentz-féle transzformacidkban). Elvégezve a megfelel6 transzformacidkat,
az elméletek episztemikus szinten izomorffa teheték. Ez a kulcsmozzanat, ami
a klasszikus newtoni elméletet az L-F-t6l és a relativitaselmélettél megkulon-
bozteti.

A tudomany torténetében tdbben osztoznak annak a tézisnek az elfo-
gadasaban, hogy a természet nyelve maga a matematika. Valéjaban mar a
gorogokneél megjelenik ez a hiedelem: a geometria nélkuli vilag maga a kaosz,
amibdl a vilag létrejott (Anaximandrosz). S amint azt a platoni Akadémia hires
felirata hirdette: ne akarjon az a vilagrol filozofalni, aki nem ért a geometriahoz.

Persze, ahogy errél Arisztotelész beszamol, alternativa mar ekkor is adédott, a
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piithagoreusok, de a matematikat 6k is alapvetdnek tartottak.*” A modern tu-
domanyos gondolkodas, a fizika is ebbél az allaspontbdl indult el, amelyet Ga-
lilei hires sorai tanusitanak az olaszul 1623-ban megjelent Il Saggiatore cimi
munkajaban: ,A filozofia nagykdnyve, az univerzum, szuntelenul nyitva all te-
kintetink el6tt, de nem érthetjik meg, hacsak elébb meg nem tanuljuk a nyel-
vet, amelyben irodott. Ez a matematika nyelve, és irasjelei a haromszogek,
korok és mas geometriai alakzatok, amelyek nélkiul emberileg képtelenség
egyetlen szét is felfognunk beldle; e nélkll, akar ha sotét utvesztében kéborol-
nank.”

De vajon a vilag valéban izomorf valamilyen gigantikus matematikai
struktaraval? Amikor fentebb azt a lakonikus 0sszefuggeést irtuk fel, hogy a

(geometria) + (fizikai elmélet) = (vilag tényeinek episztemikus reprezentacidja),
akkor ebben az a mechanikai szemlélet tukr6z6dik, hogy a vilag nem mas,
mint pontszerl részecskék egyuttese, amelyek a téridében — a téridé geomet-
riai és fizikai torvényeinek eleget téve — mozognak.

Marmost jeldljuk meg a tér pontjait egy adott S halmaz elemeivel, és a
tér minden egyes pontszerl P részét irjuk le egy f fuggvénnyel, amely P palya-
ja (trajektoriaja). Rendeljink az S halmazhoz egy matematikai strukturat, ami
az S elemei kozotti térbeli relacidkat adja meg (pl. euklideszi metrika). Ezutan
a vilagot az <S, p, F> strukturaval reprezentalhatjuk, ahol S a vilag pontjainak
halmaza, p a tér metrikaja, F = {fp: R — P, és P: a tér egy létezd pontszerii
része} pedig a tér pontszeri részeinek palyai. Ekkor mechanikai szempontbdl
az <S, p, F> matematikai struktura ,izomorf’ a fizikai vilaggal.

A felvet6d6 kérdések ezek utan a kovetkezék: 1) Megszamlalhatok-e S
elemei, vagyis mikdzben megcimkézzik a tér pontjait S halmaz elemeivel,
nem ,futunk-e ki’ a cimkézd nevekkel? Ez a probléma elkertlhetd, ha mondjuk
2) elfogadjuk a Zorn-lemmat, amit mint a halmazelmélet kivalasztasi axidoma-

janak ekvivalensét hasznaljak, és ez biztositja, hogy tetszbleges test folotti

A plthagoreusok is egyfajta szamot ismernek, éspedig a matematikait, de azt tanitjak, hogy ez nem
kiilénallo 1étezd, hanem beléle alinak az érzéki valésagok. Ok ugyanis az egész vilagot szamokbdl épitik
fel, de nem oszthatatlan egységekbdl, hanem felteszik, hogy az egységeknek van nagysaguk, kiterjedé-
suik. De arra nézve, hogy miképpen jott Iétre az els6 olyan egység, amelynek kiterjedése van, ugy latszik,
nem tudnak feleletet adni.” (Arisztotelész: Metafizika, M kényv, 1080 b, 16.)
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vektortérnek legyen bazisa (az IR a raciondlis szamok teste fol6tt alkot vektor-
teret, amelynek bazisait Hamel-bazisnak nevezik). 3) Létrehozhato-e konstruk-
tiv modon a cimkézés? Mindharom kérdés elbfeltételezi azt, hogy a térnek van
valamilyen matematikai strukturaja. Tehat nem lehet a cimkézést és a térnek
megfelel6 <S, p, F> matematikai strukturat megadni anélkil, hogy ne tételez-
zuk fel mar eleve, hogy a tér strukturaja matematikai. Raadasul, mivel a
Lowenheim-Skolem tétel szerint, olyan struktiraknak, mint ™ vagy R, barmely
els6rendl karakterizacidja nem szandékolt modellekkel is jar, igy a szandékolt
modellel egyutt, a térnek tobbszordés modellje lehet. Nem segit, ha elsérendi
karakterizacio helyett magasabb rendre térink at, mert ekkor akar az is elkép-
zelhetd, hogy nem lesz a térnek modellje, ugyanis elveszitjuk a teljesseégi tétel
biztonsagot nyujté allitasat, hogy konzisztens elsérendi allitasok halmazanak
van modellje.

Visszatérve Galilei soraihoz, ugy tlnik, hogy az univerzum kilénb6zé
alapelvekbdl, fogalmakbdl kiindulva magyarazhato, és elvileg tobb kilénb6z6
alapu fizikatorténet létezhet. Mind a fizikat, mind a matematikat emberek alkot-
jak, ezért letorolhetetlenil magan viselik az emberi intellektus jegyeit.
Wittgeinstein szerint, ,nyelvem hatarai, vilhgom hatéarai”, elemzéstnk alapjan
ezt allithatjuk: a vilag hatarai a fogalmaim hatarai (nyelvi-matematikai és kog-
nitiv-fizikai korlataival); de legalabb ebben a vilagban jogunk van szabadon
donteni (Godel, Church és Chaitin). A dolgozat fennmaradé részében, a 3)-as
kérdés kibontasaval, kiderul, hogy ez a szabadsag elkdtelez6déssel is jar, és
ennek az elkotelez6désnek érdekes kovetkezményei vannak a matematika
kulonboz6 agaiban. Ezek egy része természetes, intuicionknak megfeleld alli-
tasok, de nagy szamban vannak olyan kdvetkezmények is, amelyek kontra-

intuitivnek, nehezen hihet6 allitasnak, s6t egyenesen bizarrnak tlinnek.
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5. Matematikai platonizmus és
RonstruRtivizmus
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Rényi (1965) veti fel a kdvetkezé kérdést: a matematikus felfedez6-e, mint egy
hajés, aki felfedez olyan szigetet, amelyrél azel6tt senki sem halott, vagy felta-
lalo, mint egy fest6, aki olyan uj festéket kever ki, amilyet el6tte senki sem
hasznalt? Ezt a kérdést ugy is feltehetjuk, hogy ha egy matematikus valami-
lyen Uj matematikai igazsagot talal, akkor ezt 6 vajon megtalalja vagy kitalalja?
A matematikai platonizmus szerint, az 6sszes felfedezett matematikai fogalom
és absztrakcio, igy a szamok, a halmazok, az algebrai strukturak (csoportok,
gyurlk, testek, stb.), a geometriai alakzatok (pontok, haromszdgek, stb.), sét a
végtelen is, valdjaban télink fuggetlendl Iéteznek. A matematikusok tehat nem
alkotjak, hanem feltalaljak a matematikat, amely t6lik fuggetlentl létezik. A
konstruktivistak szerint azonban, a matematikusok nem felfedezik a matemati-
kai objektumokat, hanem megalkotjak 6ket, mégpedig ugy, hogy azok az alta-
luk intuitive nyilvanvald, alapvetd absztrakciok egy csoportjan végzett mivele-
tekkel konstrualtak.

A matematikai konstruktivizmust és az intuicionista matematikai irany-
zatot mar tobbszor emlitettik ebben a dolgozatban. Az intuicionizmus elsé
teljes kifejtése Brouwer holland matematikus nevéhez fliz6dik, aki elészor
1907-ben a matematika megalapozasarol szo6lé doktori disszertacidjaban fej-
tette ki nézeteit. Brouwer szerint, a matematika az elme belsé szabad alkotasa
és fuggetlen mindenféle nyelvtdl vagy platonikus valésagtol. Szerinte a mate-
matika nem flgg a logikatdl, a logika a matematika része, és a matematikat
nem lehet axiomatikus médon megalapozni. Ugy vélte, hogy a matematikai
gondolkodas matematikai strukturak megalkotasabdl all, és a szillogizmusok-
hoz hasonlé logikai strukturak megjelenését csak a szabaly alkalmazasa kdz-
ben végzett matematikai konstrukcié igazolja. A logikat alkalmazott matemati-
kanak tekintette és empirikus tudomanynak abban az értelemben, hogy nin-
csenek tapasztalattol, tudasunktol fuggetlen igazsagok. Ez vezette a klasszi-
kus matematika egy jelent6s részének, valamint a formalizmusnak és a
Cantor-féle halmazelméletnek elutasitdsahoz. A nevéhez fliz6dik a kivalaszta-
si sorozatok fogalmanak kidolgozasa is, amely révén, a klasszikus matemati-
kaval szemben bizonyithatd, hogy a valos fuggvények mindig folytonosak (Id.

3.3. szakasz). Rendszeres, formalis intuicionista elméleteket tanitvanya,

127



Heyting dolgozott ki (pl. intuicionista propozicionalis és predikatum kalkulust,
valamint intuicionista aritmetikat). Késébb Glivenko, Gentzen és Godel bizo-
nyitottak be az intuicionista és a klasszikus elméletek ekvikonzisztenciajat
(George és Velleman (2002)).

A konstruktivista matematika megalkotasa Markov orosz matematikus-
hoz kothetd, aki azt a normal algoritmusok elméletén keresztll formalizalta.
Elmélete tekintheté ugy, mint intuicionista alapokon allé rekurziv matematika,
amelyben a matematika objektumait mint kilonb6zé abécék folotti szavak fog-
ta fel; s ugy vélte, hogy a matematikaban csak a realizalhat6é absztrakcié meg-
engedett, igy elvi kifogas vethetd fel a végtelen halmazok (aktualis végtelen)
vagy a logikai szabalyok tulsagosan szabad hasznalata ellen (Trosztnyikov
(1981)). Példaul, egy A allitast akkor tudunk csak tagadni, ha A-nak mar van
konstrukcioja, ezért A-t csak korlatozottan lehet tagadni: tehat, példaul, a
———A D —A implikacié helyes, miga —A > A nem az.

Markov konstruktiv szemlélete szigorubb az intuicionista szemléleténél,
ugyanis csak olyan kivalasztasi sorozatokat enged meg, amelyek egy véges
algoritmus (pl. egy Turing gép) altal elére meghatarozottak. Mas tekintetben
azonban engedékenyebb, amire példaként a Markov-elvet hozhatjuk: ha lehe-
tetlen, hogy egy bizonyos Turing-gép 6rokké fut, akkor létezik egy olyan algo-
ritmus, amely a kimenetet eléallitja, és fel kell tennlnk, hogy a gép egyszer
megall. Az intuicionistak ezt az elvet, mint intuitive nem tisztat, elutasitottak
(Troelstra és Van Dalen (1988)).

A konstruktivizmus pusztan a matematikardl vallott eltéré felfogasa ré-
vén hozzajarult a logika, a matematika és informatika*® fejlédéséhez. A kiva-
lasztasi axioma kapcsan azt a szembenallasukat fogalmaztuk meg, hogy egy
konstruktivista azért keruli a kivalasztasi axioma hasznalatat, mert az nem
arulja el, hogyan kell azt a halmazt létrehozni. De miért olyan fontos, hogy ez a

halmaz megkonstrualhaté-e vagy sem? A helyzet a kdvetkezd példaval érzé-

8 Az informatikaban a klasszikus megkozelitést a proceduralis, illetve objektum-orientalt programozas
képviseli, mig a konstruktiv (intuicionista) utat a deklarativ programozas jelenti, ahol csak a feladat speci-
fikaciéjat (feltételeit) irjuk le, és a rendszer fogja a megoldashoz vezet6 utat megkeresni (pl. a PROLOG):
nem utasitasokat, hanem tényeket és szabdlyokat kézllink a szamitégéppel, amelyek ismeretében egy
allitds igaz vagy hamis voltat donti el a rendszer.
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keltethetd. Tegyuk fel, hogy egy rabot bezarnak egy nagy so6tét cellaba. Nem
tudja, hogy van-e ablak a cellan — végigtapogatva a falat ugy tinik neki, hogy
nincs (befalaztak). Egyszer csak igen magasan, fény szlrédik be a cellaba. A
rab ezt észreveszi, de semmi mddja sincs arra, hogy az ablak kozelébe kerul-
jon, mert az olyan magasan van, hogy nem képes felérni. Vajon nincs kulonb-
ség a két torténés kozott? Annak tudata, hogy létezik ablak, még ha az nem is
jelenthet kdzvetlen szabadulast és egyaltalan nem tudni van-e ablak a cellan?
A konstruktivista szerint nincs, éppen azért, mert az ablak felérése nélkul nincs
szabadulas. Azonban a nem konstruktivista matematikust, akarcsak egy filozé-
fust, jobban érdekli a megvaldsithatd alternativak szambavétele, mintsem a
megvaldsithatd cselekvés kérdése. A példanknal maradva, a konstruktivista
nem szamol azzal a lehet6séggel, hogy az ablak létezése, legalabb ad valami-
féle esélyt a szabadulas lehetéségének veégiggondolasara (pl. az ablakon ke-
resztul jovo kulsé segitséqg).

Nézzunk egy analég matematikai példat, ami egy egzisztencia-allitas
gyakorlati jelentéségét demonstralja. A matematikai analizis egyik klasszikus
tétele a Weierstrass-tétel: korlatos, zart halmazon folytonos figgvény mindig
felveszi széls6értékeit. Ez a klasszikus analizis egy tipikus egzisztencia-tétele,
vagyis egy olyan allitas, amely valaminek a létezését (itt a fliggvény szélséér-
téekeit) mondja ki anélkul, hogy annak meghatarozasara konkrét effektiv elja-
rast dolgozna ki (pl. a Weierstrass-tételben megadna azt a helyet, ahol a fugg-
vény felveszi a szélséértékeit). Egy konstruktivista az egzisztencia-tételekkel
nem tud mit kezdeni, ezért az ilyen tételeket nem fogadja el.

A logisztika jellemzsd tevékenységei kozé tartozik a szallitas gazdasa-
gos megtervezésének problémaja. A matematika operaciokutatas aga foglal-
kozik ennek modellezésével. Legyen adott m telephely, amelyeken tetszdle-
ges termékbdl a4, ay,..., anh mennyiséget tarolnak. Adott tovabba n felvevéhely,
amelyek b4, bo,..., by, mennyiséget igényelnek ebbdl a termékbél. Tegyuk fel,
hogy egységnyi aru i-edik telephelyrdl j-edik felvevéhelyre valé szallitasanak
fajlagos koltsége cj, €s x; az i-edik telephelyrdl a j-edik felvevéhelyre szallitan-

do aru mennyiségét jeloli. Feltessziik tovabba, hogy Y a, = > b, , azaz a tarolt
i=1 =1
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aru 0sszes mennyisége megegyezik az igényelt aru 6sszes mennyiségével
(un. zart feladat). Marmost tervezzik meg ugy a szallitast, hogy minden telep-
helyrél minden arut elszallitsanak, az egyes felvevihelyek igényeit kielegitsék
és a fellepd szallitasi kdltségek 6sszege minimalis legyen.

A szallitasi probléma matematikai alakja a kovetkezd. Legyen

Ci Cn Cin

Cryi €y - Oy e
C= egy mxn-es matrix és

le Cm2 Cmn

legyenek a; > 0,..., an >0, by > 0,..., b,> 0 olyan szamok, amelyekre Zai = ij teljesdul.

i=I j=1

Meghatarozandok az olyan x; mennyiségek, amelyek teljesitik a

XiJ'ZO, ahol i=1,...m és j=1""’n

m n
feltételeket, és amelyekre z a minimumat veszi fel, ahol z = ZZCU‘X
i=l j=1

ij -

Minél nagyobb n és m, annal nehezebb a szallitasi probléma megolda-
sa. Nyilvanvaléan érdemes a problémat szamitdégépre vinni, tehat algoritmust
késziteni ra. Csakhogy felvetdédik egy kérdés: van-e egyaltalan optimalis meg-
oldasa, véges optimuma a problémanak? Ez kulondsen megszivlelendd kér-
dés a 3.4. fejezetben végzett elemzésunk utan, hiszen lehet, hogy a probléma
effektive nem kiszamithato, azaz van olyan helyzet, hogy véges Iépésben nem
jutunk megoldashoz. Nos, a kérdésre adott valasz az, hogy a szallitasi prob-
Iéma mindig megoldhatd, és ez abbdl kovetkezik, hogy a szallitasi probléma
feltételeinek eleget tevd x > 0 vektorok korlatos, zart halmazt hataroznak meg,
amely sohasem Ures; e felett pedig — a Weierstrass-tétel értelmében — egy
folytonos fuggvény mindig felveszi szélséértékeit. De mit kezd a problémaval
az a konstruktivista, programozé matematikus, aki a Weierstrass-tételt mint

egzisztencia tételt, nem hajlandé elfogadni? Konkrét algoritmust kell készitenie

130



a szallitasi probléma megoldasara, és errél kell belatnia konstruktiv eszk6zo6-
ket hasznalva, hogy az mindig effektiv.

Azonban a konstruktivistak médszertani kritikajaval nem tor6dé, plato-
nista matematikusoknak is szembe kell nézni problémakkal. A kivalasztasi
axioma kapcsan mar lattuk egy példat, a Banach-Tarski paradoxont. De ugy
tinik, hogy a 3.4. fejezetben emlitett Church-tézis is mint a kiszamithatésag
alaphipotézise, szik cip6 szamukra (Kalmar (1957)).

Definicié (Kleene) Altalanos rekurziv fiiggvénynek nevezziik az olyan
aritmetikai fuggvényt, amelyet a kérdéses fliggvényt és tovabbi segédfiggveé-
nyeket tartalmazoé egyenletrendszerrel lehet definialni, amelybdl a fuggvény
ertékét barmely adott helyen, a kovetkez6 két |épés valamelyikének véges
szamu alkalmazasaval ki lehet szamolni:

e valamely egyenletben a valtozok helyébe adott nemnegativ egész szamok
helyettesitése;

e valamely mar megkapott egyenletben egy masik mar megkapott egyenlet
egyik oldalanak masik oldalaval torténé helyettesitése.

Példa Tekintslik az y = x! faktorialis fliggvény rekurziv definiciéjat, amellyel

barmely nemnegativ egész n-re, az n! értékét véges Iépésben ki tudjuk sza-

molni.

0! =1
{(X+1)! =x! (x+1)
Az n = 0 esetén az els6 egyenlet kdzvetlenil megadja a 0! értékét. Marmost
ha n-re teljesul, hogy véges szamu lépésben ki tudjuk szamolni az n! értékeét,
akkor n+1-re is, hiszen (n+1)! kiszamitasahoz csak azt kell tenni, hogy a ma-
sodik egyenletben x helyébe n-t helyettesitjuk, majd a jobboldalon n!-t — a fel-
tevés szerint véges szamu lépésben — kiszamithato értékével potoljuk, vegul
elvégezzik az n!(n+1) szorzatot. A fenti definicid masodik lépését jelenti a
példankban az, amikor nl(n+1) szorzast elvégezzik, ekkor ugyanis az n!(n+1)
= m (ahol m: az n!(n+1) szorzat numerikus értéke) egyenletnek baloldalat he-

lyettesitettuk jobboldalaval.
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Megjegyzés Vegylk észre, hogy az altalanos rekurziv fluggvények — definicio
szerint — effektive kiszamithatdé fuggvények, azaz olyan aritmetikai fuggveé-
nyek, amelyek numerikus értéke véges szamu lépésben meghatarozhaté.

Most Church tézisét, az altalanos rekurziv figgvény fogalmanak segit-
ségével, a kovetkezbképpen mondhatjuk ki szabatos formaban:

Church tézise Minden effektive kiszamithaté flggvény altalanos rekurziv
figgvény.

Church tézise tulajdonképpen egy definicio: az effektive kiszamithato
fliggvényeket mint altalanos rekurziv figgvény*® értelmezi. Mindenkinek joga
van ahhoz, hogy szabatosan meghatarozza mit ért egy olyan tulajdonsagon,
mint ,kiszamithaténak lenni”. Ezt tette Church és ezt tette Turing is, amikor a
kiszamithato fuggvény fogalmat olyan aritmetikai fuggvénnyel azonositotta,
amelyhez egy Turing-gép konstrualhato, és ezzel a géppel a kérdéses fugg-
vény értekét barmely adott helyen, véges |épésben ki lehet szamitani. Megmu-
tathatd, hogy a Turing-gépen kiszamithaté fliggvény ekvivalens a Church-féle
kiszamithato fuggvénnyel, azaz szintén altalanos rekurziv fluggvény.

Azonban lattuk, hogy egy definicidé mindig korlatozast, informaciévesz-
tést jelent. Az olyan fogalmak definialasa pedig, amelyeket definicio nélkil,
informalisan is hasznal az ember, komoly veszélyt rejt magaban. Megeshet
ugyanis, hogy valamely fuggvényrél be lehet bizonyitani, hogy nem kiszamit-
haté a Church-Turing-féle értelemben, mégis kiderul, hogy megadhaté olyan
eljaras, amelyet hasznalva barmely adott helyen, véges szamu lépésben ki-
szamithat6 a figgvény értéke.

Kleene (1936) mutatta meg, hogy van olyan g egyvaltozos, aritmetikai
fuggveny, amelyet ha f kétvaltozés, altalanos rekurziv fuggvénnyel definialunk
a koévetkez6 modon

_ | alegkisebb y nemnegativ egész szam, amelyre f(x,y) =0, ha van ilyen y;
g(x 0, hanincs olyan y nemnegativ egész szam, amelyre f(x,y)=0.

9 Church eredetileg kiszamithatonak a A-definialhato fiiggvényeket nevezte, vagyis az altala alkotott Gn.
A-kalkulusban jolképzett formulaval el6allithaté fliggvényeket. A A-definialhatd fliggvény azonban egyen-
értékl a Kleene-féle altalanos rekurziv figgvénnyel.
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akkor g nem altalanos rekurziv figgvény. Mivel g nem altalanos rekurziv figg-
vény, a Church-tézis értelmében nincs olyan effektiv eljaras, amely barmely
adott n helyen kiszamithatna a g(n) fuggvényértéket. Ugyanakkor tegyuk fel,
hogy

e n olyan nemnegativ egész szam, amelyhez van olyan y nemnegativ
egész szam, hogy f(x,y) = 0. Ekkor, mivel f altalanos rekurziv figgvény,
sorra kiszamithatjuk az f(n,0), f(n,1),... flggvényértékeket, amig nem
talaljuk meg az elsé olyan i-t, amelyre f(n,i) = 0. Ekkor g(n) =i. Tehat a
g(n) fuggvényértéket véges lépésben kiszamithatjuk. Azonban még
nem bizonyitottuk be, hogy valdban létezik ilyen i. De erre — azért hogy
kimutassuk, a g(n) fuggvényérték véges lépésben kiszamithaté — nincs
is szlUkség, ha nem ragaszkodunk konstruktiv eszk6zokhoz (pl. kihasz-
naljuk, hogy nem teljesul a konstruktivista tagadason alapuld tertium
non datur). Tegyuk fel, ugyanis, hogy valaki be akarja bizonyitani, hogy
van olyan n nemnegativ egész szam, amelyre ez az eljaras nem vezet
véges szamu lépésben a g(n) fluggvényérték kiszamitasahoz. Ehhez
azonban be kellene bizonyitania azt is, hogy nincs olyan y nemnegativ
egész szam, amelyre f(n,y) = 0. Ezzel azonban megadna annak egy bi-
zonyitasat, hogy a fenti eljaras mégis csak a g(n) fUggvényeérték kisza-
mitasahoz vezet véges lépésben, mégpedig ugy, hogy g(n) = 0.

e n olyan nemnegativ egész szam, amelyrdl be lehet bizonyitani, hogy
nincs olyan y nemnegativ egész szam, hogy f(x,y) = 0. Ekkor az elébb
emlitett érvelés alapjan, ennek a bizonyitasnak szukségszeriien véges
lépésbdl kell alinia, amely a g(n) = 0 eredményhez vezet.

Ha tehat nem ragaszkodunk konstruktiv eszk6zokhoz, akkor talalhatunk olyan
g nem altalanos rekurziv fliggvényt, amely véges lépésben kiszamithato. A
nem konstruktivista matematikus szamara tehat az effektiv kiszamithatdsag
Church-Turing meghatarozasa ugy tdnik, nem kielégitd, annal altalanosabb
fogalmat kellene talalnia. Mégis a Church-tézist mint az algoritmuselmélet
alaphipotézisét hasznaljak a matematikaban, mivel eddig praktikusan az effek-
tivé kiszamithatd fuggvenyek altalanos rekurzivnak bizonyultak. Konstruktivis-

ta szemuvegen keresztll a Church-tézis teljesen plauzibilis marad.
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Erdemes Quine véleményé

t50

idézni arrél, hogy a matematikai filozofiai

iskolak szembenallasa, mint rivalizalé ontolégiai felfogasok jelennek meg,

amelyek kozott nem lehet gy6ztest hirdetni. Nézhetlnk igy is, ugy is a vilagra.

Most roviden dsszehasonlitjuk a tradicionalis (platonista) és a konstruktivista

(intuicionista) iskolakat a kovetkez6 tablazatban, a felfogasuk kulonb6z6

szempontjait szembeallitva:

Szempontok | Tradicionalis (platonista) Konstruktivista
MATEMATIKAI Idedlisak (pl. nagyon nagy |Realisak (pl. matrixok, egyenesek és
OBJEKTUMOK természetes szamok, nagy |sikok, kis természetes szamok, po-

szamossagu halmazok, | tencialis végtelen).
globalis végtelen).
A MATEMATIKA Az objektumok léte abszo-|Olyan szavak, amelyekkel az objek-
TARGYA lut médon, eleve adott. tumokat kédolni (leirni) tudjuk, azaz
az objektumok emberi alkotas ered-
ményei. Ezzel elvetjuk a globalis
végtelen absztrakcidjat (halmazt) és
csak a potencialis végtelenséggel
dolgozunk, ti. amig egy tetszéleges
hosszu szoval leirunk (kodolunk)
egy objektumot.
MODSZER

e Matematikai

Célja az abszolut mddon

létez6 matematikai objek-

tumok feltarasa:

e Kkonzisztens
rek felépitése,

e dllitasok bizonyitasa:
pl.  bebizonyitani a
klasszikus analizis
egyik tételét, a
Weierstrass-tételt: Kor-
latos, zart halmazon
folytonos fuggvény fel-
veszi a szélsd értékeit
a halmazon.

rendsze-

Csak konstruktive el6allitott objek-
tumokat ismer el. Nem fogadja el
tehat
e a nem konstruktiv jellegl axio-
makat (pl. kivalasztasi axiéoma),
e az egzisztenciatételeket:
pl. a Weierstrass-tételt a konst-
ruktivista nem fogadja el, mert
az abban szerepl6 fuggvény ti-
pikusan nem konstruktiv: nem
mondja meg, hol veszi fel pon-
tosan a széls6 értékeit a halma-
zon.
e Az indirekt bizonyitasokat.

% |d. On what there is, In: Quine (1980), p. 1-19.
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Szempontok

Tradicionalis (platonista)

Konstruktivista

e Logikai
(intuicionizmus)

» Tertium non
datur (TND)
és a reductio
ad absurdum
(RA) elve

Adva vannak a kulénb6z6
allitasok és ezeket kulon-
bdz6 igazsag-funktorokkal
Osszekapcsolva ujabb alli-
tasokhoz jutunk.

Egy A allitds akkor igaz, ha tudunk
adni egy olyan konstrukciot, amely
A-t eldallitja. PI.
e AvB=<0k>v<1,l> ahol
¢ a k az A, az | pedig B konst-
rukcioja,
¢ 0,1 indexek mutatjak meg,
hogy a  konstrukcid a
diszjunkcié hanyadik allitasara
vonatkozik.
e A 5 B = olyan P algoritmus, amely
az A-hoz tartozé barmely k konst-
rukciot a B-hez tartozé P(k) konst-
rukcioba viszi.
e VxA(x) = olyan P algoritmus konst-
rukciojat jelenti, amelynek az output-
ja barmely x esetén: P(x) = A(x).

Elfogadja.

Episztemikus szinten elveti.

Tegyuk fel, hogy A egy tetszdleges allitas, ® pedig egy olyan ma-
tematikai tétel, amelyrél nem tudjuk bizonyitani, hogy igaz vagy

hamis. Ekkor

e Az A dllitas negalhato.
Tehat létezik A negacio-
ja, ésigy a
~~A D A vagy
~~~A D> ~A
kondicionalisak helyesek.
e TND: ®dv~d alternacio

mindig igaz.
e RAI(~® > (~A & A)) >
D

e —A=A> ! ({,Falsum”). Tehat
A-t akkor tudjuk csak céafolni (ta-
gadni), ha A-nak mar van konst-
rukcidja, ezért A-t csak korlatozot-
tan lehet cafolni: pl. a =——A > —A
helyes, miga —A > A nem az.

e TND: ®v—-® kifejezésrél nem
tudjuk, hogy igaz-e vagy sem, mi-
vel ®-t nem tudjuk megkonstrualni,
tehat a disztjunktiv kifejezés értéke
sem nem igaz, sem nem hamis,
hanem ,nem eldontott” érték.

e RA: nem elfogadhaté, mert @
konstrukcioja nem biztositott.
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Szempontok | Tradicionalis (platonista) Konstruktivista
SZEMANTIKA Objektive adott, statikus, | Szubjektiv, (2+1)-értéki (igaz és
kétértékd. hamis) + (,nem eldontétt”), idében
valtozo: a ,nem eldontott” érték ido-
ben — remélhetbleg — egyre csoOk-
ken, mig parhuzamosan az ,gaz’
vagy ,hamis” érték novekszik.
MATEMATIKAI Univerzalis. Konstrukcién alapul6.
IGAZSAG
A Church-tézis nem plauzi- | A Church-tézis plauzibils, az effektiv
bilis hipotézis: az effektiv|kiszamithatésag Church-Turing fo-
kiszamithato fuggveény fo-|galma elfogadhaté hipotézis.
galmat nem fedi le az alta-
lanos rekurziv fuggvény
fogalma.
Korlatok: Church és Godel tétele

A 3. fejezet alapjan ez utébbi, a matematikai igazsaggal kapcsolatos szem-
pont — mind az érvelés targyalasi szintjén, mind egy érvelés-hierarchiaban —
eldonthetetlennek latszik, fentebb pedig ennek okait boncolgattuk. Vigyaz-
nunk kell azonban, hogy nem érvényesithetjik a két szemléletet egyszerre.

Erre vonatkozoan tanulsagos az alabbi lehetetlenségi tétel.

Feltételek:

(f1) Legyen K a matematikai tudas egy konzisztens rendszere, azaz
barmely A matematikai allitasra teljesul, hogy nincs olyan A allitas, hogy A és
~A egyszerre kovetkezzen K-bol. Plauzibilisnek tlnik azt feltételezni, hogy
barmely A matematikai allitast, amely K-nak az eleme, egy matematikus
igaznak tarthat. Jeldlje ezt a tényt K(A): ,a matematikus ugy véli, hogy A igaz

matematikai tétel”. Ez azt jelenti, hogy Ac K = K(A)e K®',

" Mertens és Zamir (1985) kimutattak, hogy megszerkeszthetd olyan ,univerzalis tipusu tér’, mint ami-
lyen K, amelynek A és K(A) is eleme lehet.
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Sokféle interpretacid létezik intuicionista rendszerekhez (példaul Klenee, Beth és
Aczél is adtak interpretacidkat), mi itt Kripke szemantikai modelljét fogjuk hasznalni, amelyre
nézve megmutathatd, hogy az intuicionista predikatum-logika helyes és teljes (Moschovakis
(2007)). Informalisan a Kripke-féle modellre gy gondolhatunk, mint amelyik egy ,idealizalt
matematikus” lehetséges tudatallapotait irja le. Ez a matematikus tételeket bizonyit, valamint
matematikai objektumokat konstrual. Idealizalt abban az értelemben, hogy a falsumot ({ )
sohasem bizonyitja be, és amit egyszer bebizonyitott vagy megkonstrualt, azt sohasem feleijti
el. Ennek a szubjektumnak a lehetséges tudatallapotait Ro strukturaval reprezentalhatjuk,
amely egy Do halmazon értelmezett relaciok 6sszessége, ahol Do egy o id6pontnak megfelel6
targyalasi univerzum. Az o < B jeldli azt, hogy  nem elébbi id6pont, mint o (az < egy rende-
zés). A lehetséges id6pontok dsszességét jeldlje T.

Ekkor M = <T, £, D, S, K> 6t0s egy Kripke-modell, ahol T a lehetséges id6pontok hal-
maza, < reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relacié T-n, D és S pedig T-n értelmezett fligg-
vények: S(o) minden o esetén egy Do alaphalmazu struktdra; és ha o < 3, akkor S(a) < S(B),
minden o, Be T-re.

A Kripke-modellben az a tény, hogy az idealizalt matematikus tudja, hogy A allitas
igaz, azt jelenti, hogy o idépontban és barmely § > o esetén, az A igaz. Marmost, ha A atomi

mondat, akkor

(0)K(A) & S(0) EA.

A logikai konstansokra vonatkoz6 szabélyok:

(1)K(A & B) & K(A) & K(B);

(2)K(A v B) & K(A) v K(B);

(3) K(~A) < barmely B > o esetén ~K(A);

(4) K(A o B) & barmely B > o esetén, ha K(A), akkor K(B);

(5) K(VxA(X)) © barmely B > o és barmely te Dp esetén K(A(t));

(6) K(axA(X)) < van olyan te Da, hogy K(A(t)).

(f2) K deduktiven zart a kdvetkezmény-relaciora nézve: barmely Ay,

Az,..., Ane K allitasrendszerre (axiomai, tételei), ha {A1, Ao,..., An} = A, ak-
kor Ac K. Vagyis ha az A allitas kdvetkezménye (levezethetd) egy K alapjan
igaznak vélt és abban 1évé allitasrendszernek, akkor ez a matematikus ma-
tematikai tudasanak részéve valik. Az (1) feltételben elmondottak kovetkez-
teben az {AeL: K(A)e K} halmaz is deduktiven zart, ahol L a klasszikus el-

s6érendl logika nyelvénél gazdagabb formalis nyelv.
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(f3)

e A K matematikai tudasnak része az aritmetika (elsérendi Peano axio-
mak).

e A tradicionalis szemlélet szerint érvényes a tertium non datur elve, azaz
barmely A allitasra Av~A igaz, ezért ,Av~A’e K.

¢ A Kripke-modell logikai konstansokra vonatkozé szabalyaibol posztulaljuk
(1)-(3)-at a tradicionalis és a konstruktiv szemléletli matematikai tudasra.

(f4) Minden egyes A-hoz (AeL), van olyan F(A) aritmetikai formula
ugy, hogy AeK < F(g[A]), ahol

e Legyen Form(L): az L nyelv dsszes formulgja, amelynek minden

egyes eleme véges szimbdlumsorozat. Ekkor Fe Form(L) egy egy-
valtozés aritmetikai formula,

e g[A]l a g: Form(L) —» ™ (IN: a természetes szamok halmaza) egy-

egy értelm( fliggvény egy A-ban vett értéke. Ezt az A allitas kodo-
lasanak nevezzuk. A 2.1. fejezettel 6sszhangban, legyen ez a
Godel-féle szamozasi eljaras, vagyis A Godel-kodja megegyezik a
g[A] Godel-szammal.
A Godel-kddolast rogzitve, L-t, Form(L)-t és K-t tekinthetjik ugy, mint [ egy
részhalmazat. Vagyis K-ban minden matematikai allitas Godel-kédolt.

(f5) Pozitiv introspektiv feltétel Barmely AclL-re, ha AeK, akkor
K(A) = K(K(A))e K.

E feltétel implicite rogziti a matematikai szemlélet interperszonalitasi
kritériumat. Tegyuk fel ugyanis, hogy két ,azonos szemléleti matematikus”
(pl. két konstruktivista) — legyenek ezek i és j — talalkoznak. Mivel azonos
szemléletlek, mindketté ugyanazt véli igaz matematikai allitdsnak, azaz
barmely AcL-re, ha AeK, akkor Ki(A) < Kj(A). Ekkor (f5) két formaban is
felirhato: barmely AcL-re, ha Ae K, akkor Ki(A) = Kj(Ki(A))e K, és hasonlo-
an Kj(A) = Ki(K(A))eK. A pozitiv introspektivitas tehat a ,matematikai

szemlélet” interperszonalitasat fejezi ki, hiszen ,kulonb6z6 szemléletli” ma-
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tematikusok (pl. egy tradicionalis és egy konstruktivista) nyilvan nem felel-
nek meg ennek a feltételnek, hiszen nincs egyetértés kozottik K felett.

Godel-féle fixpont lemma Legyen F(x) tetszbleges aritmetikai for-

mula. Ekkor van olyan A aritmetikai allitas, hogy az aritmetika axiomaibdl
levezethetd: A < ~ F(g[A]).
Bizonyitas Minden x szamra, legyen <x> az a predikatum, amelynek
Godel-kodja: x. Ekkor az <x>(x) egy allitas és Godel-kodja: g[<x>(x)]. Le-
gyen P(x) a ~F(g[<x>(x)]) predikatum és Gddel-kddja legyen p. Végll le-
gyen A a P(p) allitas. A kovetkezbket kapjuk: A < P(p) < ~F(gl<p>(p)]) &
~F(9[P(p)]) = ~F(glA]).

Tétel Az (f1), (f2), (f3), (f4) és (f5) feltételek inkonzisztensek, azaz

nincs olyan — az aritmetikat magaba foglalé — K matematikai tudasrendszer,
amely az dsszes feltételt kielégitené.
Bizonyitas Tegyuk fel az allitassal ellentétben, hogy van ilyen K. Az (f3)
feltétel és a Godel-féle fixpont lemma alapjan, ekkor van olyan A allitas,
hogy A < ~F(g[A]). Az (f2) és (f3) feltételek szerint egy matematikus képes
levezetni ezt a maga szamara, tehat A < ~F(g[A])e K. igy (f2) és (f4) alap-
jan A & ~K(A)e K.

Kihasznalva a tertium non datur elvét, (f3) alapjan Av~Ae K. Az A-t
K(A)-nak valasztva, (f1) és (f3) alapjan K(A)v~K(A)e K kapjuk. Mivel A <
~K(A)e K, ezért kihasznalva (f1)-et, (f3)-at és (f5)-6t: K(A) & K(~K(A)) &
~K(K(A)) & ~K(A)eK. Tehat K(A) & ~K(A)eK kaptuk. Kombinalva K(A) v
~K(A)e K-val és az (f2) feltétel ismételt hasznalataval, ~K(A)e K jutunk.
Ugyanakkor A & ~K(A)eK, (f2) = AcK, (f1) = K(A)e K. Megmutattuk te-
hat, hogy K(A)e K és ~K(A)e K, azaz K inkonzisztens, szemben az indirekt
feltétellel.

A Godel-féle fixpont lemmat alkalmaztuk az (f4)-ben lévé F-re. Intui-
tive az A allitas onreferens: azt mondja ,nem hiszek ebben az allitasban”.
Az (f1)-(f3) feltételek alapjan a matematikus logikailag képes felismerni,

hogy ne higgyen ilyen allitdsban, de ekkor a pozitiv instropektivitas arra
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kényszeriti, hogy mégis higgyen benne. Ez vezet ellentmondasra. Tovabba,

az (f3) és (f4) feltételekben ismét két intuitiv szempont Utkdzik egymassal:

I, Az (f4) feltétel alapjan a matematikus tudasanak K rendszerét olyan sza-
vaknak fogja fel, amelyek a matematikai allitdsok kdédolt rendszere
(konstruktivista modszertani elv). Ez esetben a matematikaval tulajdon-
képpen a természetes szamok részhalmazairdl beszéllink, vagyis az in-
terpretacios tartomany: .

II, Az (f3) feltételben, a tradicionalis szemléletnek megfeleléen, a matema-
tikus elfogadja a tertium non datur elvét.

A konstruktivistak tehat kovetkezetesek, amikor a matematika appa-
ratusabdl kiszelektaljak a ,nem megfeleld” modszereket, pl. a tertium non
datur elvet. A fenti lehetetlenségi tétel alapjan nem lehet a modszerek ko-
zOtt atjarni, mert az szukségképpen inkonzisztenciat eredményez matema-
tikai tudasunkban. Ennek egy pregnans példajat adtuk a Church-tézis kap-
csan, amely csak a konstruktivista matematikus szamara lehet plauzibilis.

Tovabbmenve, mivel egy elsérendl logikai rendszer nyelvbazisaban
az (f4) feltétel mindig kielégithetd, ami kovetkezik a 2.1. fejezetben 1évé 3.a.
definiciobdl, ezért a tradicionalis matematikusnak nemcsak a Church-tézist,
de az els6rendi logikat is szlknek kellene nyilvanitani. A kétféle matemati-
kai filozofia kozotti szemlélet klldnbségét az alabbi tétel karakterizalja éle-
sen:

Lindstrom tételei Az els6érendi logika kifejez6erében a legerésebb olyan

logikai rendszer, amely teljesiti a kompaktsagi és a Lowenheim-Skolem tu-

lajdonsagokat.

Megjegyzés Lindstrom tételei az elsérendl logikai rendszer adekvatsagat

mindsitik, hiszen

e a modell iranyabdl haladva a teljesség szempontjainak vizsgalatat a
Léwenheim-Skolem tétel hatarolja be,

|52

e a kalkulus fel6l pedig, a helyesség feltételét a kompaktsagi tétel> hata-

rozza meg.

%2 egyen T tetszleges formulahalmaz L-ben. Marmost, a kompaktsagi tétel alapjan, ha I'l=
A, akkor van olyan A ¢ T véges formulahalmaz, hogy A |= A. A kompaktsagi tétel szemlélete-
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Az adekvatsag fontos tényezéje a logikai vizsgalatnak. Az 1. fejezet-
ben ramutattunk, hogy egy logikai rendszert nem lehet pusztan formulaknak
és ezekkel végzett atalakitadsoknak tekinteni, hanem bizonyos szemantikai
szempontokat is figyelembe kell venni, és ezt adekvat szemantika garantal-
ja szamunkra. Azonban a rendszer adekvatsaga ugy tinik, a matematika
targya altal vagy — Quine szavaival — ontolégiailag meghatarozott, amelyet
a tradicionalis szemlélet konstruktivista ,szlkitésében” talalunk meg, a
.konzisztens matematikai tudas” feltételének megsértése nélkul. Ez persze
nem jelenti a tradicionalis szemlélet diszkreditalasat, ahogy azt a fenti pél-
dakkal prébaltuk megvilagitani, hanem az elkllonités hangsulyozasat a ma-
tematika targyaban és mddszertanaban, kulonos tekintettel a szikités egyik
,eszkozére”, az els6rendl logikara. Az els6rendi logika szemantikai hattere
szlk terepe a tradicionalis matematika objektumainak, targyanak és maod-
szerének.

Ez a kilonbség a formalis rendszer szintjén, tehat egy tisztan szin-
taktikai rendszerben (kalkulusban) is kitinik, ha az alkalmazott formalis

rendszert a természetes levezetés technikajanak Gentzen szabalyaira ala-

pozzuk:
Gentzen-stilusi minimalkalkulus (GM)
Strukturalis szabalyok:
(Azonossag) (Permutalas)
Ha AeT’, akkorT" + A Ha I''B,C,A+ A, akkorT,C,B,A+ A
(Bovités) (Vagas)
Ha I'+ A, akkorT', B+ A HaT'- AésA A+ B,akkorT, A+ B

sen tehat azt fejezi ki, hogy egy kovetkeztetésben mindig csak véges szamu premisszat
hasznalunk.
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Miiveleti szabalyok:

(> be)

HaT'u {A}+ B,akkorT' A>B

(& be)

HaT+ AésT+ B,akkorI' A&B

(v be)

HaT' - AvagyT'+ B, akkorT' AvB
(V be)

Ha T+ A és teFree(T), akkor T - Vx A
(3 be)

Ha T + A;,akkorl"l— Ix A

(= ki)

HaT - AoBésT'+ A akkorT'+ B

(& ki)

HaT - A&B,akkorT' AésT + B

(v ki)

HaT' - AvB,akkorT' AvagyT'+ B

(V ki)

HaT + VxA, akkor T'+ A’

3 ki)

HaT U{A }+ C,TU{3x A} C, feltéve, hogy

te Free(T'u {3x A, C})

Tradiciondlis szemléletii bovités (QC)

(~ be)

HaT'u{A}+ Bés T'u{A} + ~B, akkor T -

~A
(= ki)

Konstruktivista szemléletii bovités (Gl)

(= be)

HaT u{A} + |, akkorT'+ —A

(= ki)
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HaT'+ — A, akkorT' + A HaT'+- —AésT+ A akkorT+ |

Mj.: AzA; az A formula x valtozéjanak a t terminussal torténd megengedett helyettesitését
jeldli, mig te Free(®) azt, hogy t nem szerepel szabadon el ©-ban.

Kolmogorov (1932) mindezt ugy interpretalja, hogy mivel QC allitasokkal, Gl
pedig feladatokkal foglalkozik, 6sszehasonlitasukra nincs méd — még GM
szintjén sem. Habar szintaktikai alakjaik hasonlitanak, a Gl rendszer nem te-
kinthetd logikai rendszernek, hanem inkabb feladatkalkulusnak. Egyet kell ér-
tenlink Kolmogorov distinkciéjaval. A Church-Turing tézissel kapcsolatos disz-
kusszio és a fenti lehetetlenségi tétel arra 6sztondznek, hogy a két rendszer
kozott éles hatarvonalat szabjunk, mivel ontikusan kilénbéznek. Egyrészt Gl-
ben a logikai konstansok jelentése kiulonb6z6, masrészt az intuicionista logika
alkalmazasi kore szlkebb, mint a tradicionalis logikaé: a matematikanak csu-
pan konstruktiv részére korlatozédik.

Kulonb6zd érvek vannak arra, hogy miért az intuicionista €s nem a pla-
tonista szemléletet és érvelésformat preferaljuk a matematikaban. Az egyik,
ontoldgiai érv, amely szerint a matematikai allitasok nem egy télink fuggetle-
nal létez6 valésagra, hanem altalunk létrehozott targyakra vonatkoznak.
Putnam (1980) szerint nem hasznalhatom ugy a nyelvet, hogy még nincs in-
terpretacioja. A platonizmus ,realista szemantikaja” viszont éppen ezt teszi. A
modellek nem noumenalis j6szagok, amelyek arra varnak, hogy valaki megne-
vezze 6ket, hanem konstrukcidink. A Lowenheim-Skolem tételek értelmében
egy olyan elmélet, mint amilyen a Peano-aritmetika vagy a halmazelmélet is,
nem képes sajat interpretaciojat rogziteni. Ha azonban a referenciak bizonyta-
lanok, mint a ,realista szemantikaban”, akkor soha nem leszlink képesek az
metanyelven nem rendelkezink azzal a nézdponttal, amelybdl szemlélve a
dolgot kimondhatjuk és megeértjuk, és igy kizarhatunk egy nem szandékolt in-
terpretaciot. Azt, hogy a modell, amire utalunk, nem szandékolt, abbdl a le-
irasbdl ismerjuk fel, amelyen keresztll megadtak, ezért a nyelv megértése egy
,nem realista szemantikat” el6feltételez. Putman ehhez egy olyan liberalizalt

intuicionizmust ajanl, amelynek felfogasa kozel van az alabb bemutatasra ke-
143




rul6 Dummettéhoz, de az 6 intuicionizmusa nem diszkreditalja a tradicionalis
matematikat, csak a ,nem realista szemantika” primatusat hangsulyozza a
nyelv megértésében.

Dummett (1978, p. 215-247) ugy véli, hogy hacsak nem fogadunk el
kilonos feltevéseket a kondicionalisokkal kapcsolatban, a fent ismertett onto-
|6giai érv nem védhetd. Ezért az 6 érve inkabb szemantikai megfontolason
alapul: egy mondat jelentését a hasznalata alapjan kell megértenink. A ma-
tematika tanulasa soran altalaban nem a mondatok igazsagfeltételeit tanuljuk
meg, hanem azt, hogy mi szamit igazsaguk megalapozasanak. Ha az igazsa-
got klasszikus mddon értjik, akkor egy mondat igazsaganak feltétele nem
azonos az igazsaga megalapozottsaganak feltételével, azaz, hogy a mondat
bizonyitott-e vagy sem. Esszer(ibbnek tiinik azt az intuicionista allaspontot
képviselni, hogy egy mondat jelentését az hatarozza meg, hogy miképpen le-
het bizonyitani, és hogyan hasznaljuk ezeket az allitasokat a bizonyitasokban.

Reényi (1965), platonista alapon allva, a matematikus mesterségében
mindkét szemlélet relevanciajat hangsulyozza. Amikor egy uj fogalmat alkot,
akkor a matematikus feltalal, amikor a fogalmakat kutatja, és ezekre vonatko-
z0 allitasokat tesz és bizonyit, akkor pedig felfedez. A matematikus nem val6-
sagos létezOkkel foglalkozik, de amit ezekrdl az absztrakt entitasokrdl megal-
lapit, az a valésagban |étez6 dolgokra is érvényes lehet. Rényi szerint, a ma-
tematika absztrakt entitdsokkal dolgozva, egyre bévebb és pontosabb infor-
maciot ad arrdl a lehetéségmez6rdl, amelyet targya és mddszere altal felhasz-
nalhatunk, de a valésagban nem mond semmit arrol, mit helyes tennunk.

Quine-t kovetve, a kulonb6z6 szemléletl matematikusoknak komolyan
kell venni egymast. A matematikai szemlélet interperszonalitasi kritériumanak
liberalis valtozatabdl kiindulva (vo. 3.3. fejezet), el kell fogadni, hogy a mate-
matikusok kuldnb6zdoképpen gondolkodhatnak, azonban nem gondolkodhat-
nak egyszerre tobbféle mdédon. Tehat nincs sz6 a két kulonbdzé ontoldgiai
bazisu matematikai rendszer békés egyuttélésérdl, sajat keretei kozott kell
értékelni és hasznalni egy matematikai elmélet elveit, definiciéit, tételeit, bizo-
nyitasait, és ezeket nem lehet alapos felllvizsgalat nélkul atemelni mas ma-

tematikai elméletekbe. Azonban még ez sem véd meg bennlnket egészen a
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paradoxonok ellen, a ,sajat jogon” hasznalt fogalmak és szakmai axiomak ko-
vetkeztében. Amikor a matematikus arra tesz kisérletet, hogy a gondolkodas
oceanjanak titkait kifUrkéssze, a fogalmak alkotasa nem csak eszkoz ebben.
Az elbzetesen meglévé informalis hattér bizonyos tulajdonsagainak formalis
vizsgalata egy elkotelezettség, ezért az eredményll nyert formalis elmélet
igazsagtartalma, konzisztencia-kovetelménye szubjektiv jellegl lesz. Kanti
alapon ezt ugy magyarazhatjuk, hogy a matematikai elmélet olyan emberi al-
kotas eredménye, amelyet az ember kognitiv képességei hataroznak meg. A
kovetkezd fejezetben arra teszink kisérletet, hogy megmutassuk, e kanti in-

terpretacié mellett léteznek alternativ magyarazatok is.
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6. A matematika ,archaikRus”
problémdi és az él6 matematika
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1.

A Nyugati gondolkodast életre hivo alapkérdés lét és gondolkodas egymashoz
valo viszonyat firtatja, el6feltételezve, hogy ennek az igazi, tokéletes létez6krol
kell szdlnia. A probléma legismertebb elemzését, allegorikus formaban, Platon
Allamabdél ismerjiik, amelyben a hétkéznapok vildga egy barlanggal van 6sz-
szehasonlitva. El6ttink fal huzédik, mogottink pedig tiz ég, s ezeket az ar-
nyakat tartjuk a valésagnak. Kilépve a barlangbdl a fényre, fokozatosan felis-
mernénk a tévedésunket, el6bb-utdbb eljutnank a dolgok helyes szemléletéig,
azonban szellemunk e filozéfiai barlang foglya, utanzatokhoz van lancolva. A
Nyugati tradicié kétféle médot is kinal a ,megvilagosodashoz”, kétféle ontolo-
giai hagyomanyt dolgozott ki, amelyek egymassal 6sszebékithetetlennek lat-
szanak: a dualizmust és a monizmust.

Mind a két tradicioé egy-egy ontoldgiai mitoszra épul. A dualizmus hitval-
lasa, hogy kezdetben volt a vilag, amelyben egy olyan lény szuletett, akiben
fellobbant a gondolkodas szikraja. A zsidé-keresztény felfogas a mozesi gene-
zist vallja: a vilag és minden, ami azon van, az embert is beleértve, a spiritualis
szféra altal lett megteremtve, tehat a materialis létet megel6zi egy spiritualis
lét. Egy omnipotens Iény, Isten szavainak hatasara, tobb fazisban, el6szor
megteremti a vilagot, majd beléhelyezi az embert, akit onmaga képmasara
formal. Megaldja és felhatalmazza 6t, hogy betdltse, és uralma ala hajtsa a
foldet. A felvilagosodas, a tudomany forradalmi lenduletével, felszamolta a
csoda folytan végbemend beavatkozas gondolatat, s a filogenezis nézetét fo-
gadta el. Ennek két tézise van: i) a bonyolultabb fajoknak a kevésbé Osszetett
szubsztanciakbdl vald |étrejotte; ii) a faji korlatokat az evolucié — mutacio és
szelekcid révén — at tudja hagni. Az evolucié tanitasa tehat ugy szdl, hogy a
homo sapiens hosszu folyamat soran fejl6doétt ki, de a materialis vilag keretei
és torvényei kozott. Ezt a folyamatot Darwin sem képzelte békésnek, az em-
beri Iétezés ugyanugy kizdelem, mint a mézesi genezisben, csak még a cent-
rumszerepétél és a tulvilag lehetéségétdl is megfosztja az embert.

A ,modern”, kartezianus gondolkodas dualista (Robinson (2003)): két
szubsztanciara tagolja a vilagot, a kiterjedésre (Res Extensa), amelyre a tiszta

mechanizmus, illetve a gondolkodasra (Res Cogito), amelyre a tiszta racionali-
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tas a jellemz6. Ez alapjan, végul is az él6élények a kiterjedés szubsztanciajaval
rendelkezé bonyolult automatak csupan. Descartes ugyanakkor vilagosan fel-
ismerte, hogy bar egy papagaj vagy egy automata képes kiadni hangokat, kiej-
teni szavakat, de nem képesek ugy elrendezni 6ket, hogy tanusitsak, azt is
gondoljak, amit mondanak. Vagyis a gondolkodd szubjektum 6nall6é entitas,
amely nem redukalhatd le kizardlag a mechanikus anyag sajatossagaira. Az
emberben a két szubsztancia egyesul, és igy az ember az esze és akarata
révén kiszakad a természeti folyamatbdl. A xX. szazadban, Turing nyoman, ez
a probléma uj formaban vet6dik fel. Nem az intelligencia mivolta (ti. mi tesz
intelligensé), hanem az lett a kérdés, hogy mikor tekintheté valami, pl. egy
gep, intelligensnek: ha két agens kozott hosszabb ideig parbeszéd folyik, és
az ember nem tudja elddnteni, hogy a ketté koézul melyik a gép. Ez a Turing-
préba, amely azonban nem tlinik teljesen kielégitébnek, amint erre az 1. feje-
zetben, Searle kinai szoba példajan keresztll, ramutattunk.

A dualizmus mellett azonban van mas &si ontologiai mitoszunk is, a
monizmus, amelynek &si formai felbukkannak a preszokratikus filozofiaban
(Thalész, Anaximandrosz, Parmenidész), a neoplatonizmusban (Plétinosz), a
kereszténységben (Assisi Szent Ferenc) vagy a panteizmusban (Spinoza). Bar
a monizmusnak tobbféle felfogasa van, amiben ezek szemlélete koz0s, az
egység, az azonossag tulajdonitasa (Schaffer (2007)). Amiben pedig kulon-
bdéznek az, hogy magyarazatot kell adniuk arra, minek a kdvetkeztében szar-
mazik az Egyb6l a Sok. A nagy modernkori monista, Leibniz metafizikajaban
ez ugy néz ki, hogy a vilagban egy eleve elrendelt 6sszhang (harmonia
praestabilita) és ezen alapul6é szubsztanciak sokasaga létezik, s egy adott lé-
tezdben végtelentl sok ilyen elemi egység, monasz van. De hogyan hordoz-
hatja magaban az Egy a végtelen Sokat? Vegyiunk egy leibnizi példat
(Coutturat (1966)). Az egység nem egyéb, mint 0sszege felének, negyedének,

, ; ’ ;s 1 1 1 “ e s
nyolcadanak, é.i.t. a végtelenségig, azaz: 1 = 7+ +35+... ad infinitum. Jo-

gunk van ezt mondani, mert ha abbdl a végtelen sok dsszeadandobodl csak az

1
els6 tagot vesszik, akkor 1-t6l valo eltérése 7 ; ha a két els6 tagot adjuk O0sz-

1 _— . 1 ., T
sze, akkor 7 ; ha az els6 harom tagot, akkor mar csak 3, €.i.t. Minél tobb ta-
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got veszlnk, annal jobban megkdzelitjik az 1-et, az eltérés annal kisebb lesz.
Nem képtelenség tehat olyan kijelentést tenni, hogy az Egység a végtelen So-
kat magaba zarja.

A monizmus az embert a Sokban taldlja meg, aki eltavolodott attdl,
amivel egykor azonos volt, azonban nem szakadt el teljesen. E mitosz nem
allitia, hogy az ember kitlintetett 1étez6 (ebben a vonatkozasban az evolucio
elméletéhez hasonlit), nem allitja egymassal szembe az embert és a vilagot,
hanem az ember mintegy belesimul a lIétez6k harmonikus, hierarchikus rend-
jébe (ebben teleologikus vonasokat mutat). Ugyanakkor a Nyugati gondolko-
dast a dualizmus mitosza dominalja. Ez az, amiben az analitikus és az un.
kontinentalis filozofiai tradicid tobbé-kevésbé egyetértenek. Ez utébbi filozéfia
képvisel6i (Husserl, Heidegger vagy Derrida) abban A&ltaldban eltérnek az
elébbitdl, hogy a dualizmust torténetileg kontingesnek tekintik, és antipatiaval
szemlélve, kirohanasokat intéznek ellene. E nézdépontbdl Descartes-ot ontelt

racionalizmusa miatt éri kritika.

Véleménylnk szerint a neves Lebniz-Newton vita sem pusztan prioritas-vitaként ér-
telmezhetd a fliggvénykalkulus megalkotasanak kérdésében, hanem a természetfilozéfia mo-
nista-dualista szemléletének 6sszecsapasaként is. Newton hitvallasarol igy ir a Principiaban:
,O [Isten] 6rok és végtelen [...], nem az idé és a tér, de létezik az idében és térben. Orokké
van az idében és mindeniitt jelen van; és mindig és mindenltt val6 létezésével alkotja az id6t
és a teret [...] O teljességgel hijaval van mindenféle testnek és testi alkatnak, és éppen ezért
sem nem lathatd, sem nem hallhatd, sem meg nem érinthetd [...] Attributumairdl ugyan fogal-
mat alkothatunk, de hogy mi lehet a valé szubsztanciaja, nem tudhatjuk. Csak az alakot, a
szint lathatjuk a testekben is. Csak a hangot halljuk és csak a kils6 fellleteket érintjik, csak a
szagokat szagoljuk és izleljuk az izeket; de a belsé lényegiket nem ismerjik meg sem az
érzékeinken keresztlil, sem elménk szemlél§ aktusaban: igy még kevésbé lehet fogalmunk az
isteni szubsztanciarol.”

Leibniz kritikaja: ,Newton azt mondja, hogy a tér Isten érzékeld szerve, amellyel a dol-
gokat észleli. De ha Istennek sziiksége van barmilyen szervre ahhoz, hogy a dolgokat észlel-
je, az kovetkezik, hogy ezek egyaltalan nem fliggnek téle és nem is 6 alkotta azokat [...] New-
ton és tarsainak tanitasa szerint, a Mindenhaté Istennek néha fel kell hiznia az érajat id6rol
id6re: kiilébnben megsziinne mozogni. [...] a Joisten igencsak lgyetlen miiszerész, mert gyak-
ran kényszerlil reparalni és Ujraszabalyozni szerkezetét [...] Az én véleményem viszont az,

hogy ugyanaz az erd és erély marad mindig a vilagban, legfeljebb az anyag egyik részérél, a
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masikra megy at, a természet tdrvényeinek és az eleve elrendezett harmoénianak megfelels-
en.” %

Erdekes a két metafizikai szemlélet kiizdelmét a fizika nézépontjabdl megvizsgalni.
Mint ismert, Arisztotelész az id6 fogalmat a valtozas fogalmahoz koti a Fizikaban (218b,
221a). Ebbél ered6 az a metafizikai pozicid, hogy az id6 csak a valtozas segitségével mérhe-
t6. Leibniz ebbdl két fontos kdvetkeztetésre jutott: i) a mozgas és a nyugalom viszonylagosak;
ii) a tér és id6 elvalaszthatatlan egységet alkot, mivel a tér két egyidejlleg Iétez6 targy kozotti
tavolsag, mig az id6 két esemény kozotti tavolsag. A masik metafizikai pozicid az abszolut id6é
gondolata (Galilei-Newton), és hogy id6 létezhet olyan vilagban is, ahol nincs valtozas
(Shoemaker (1969)). Tehat létezik abszolut id6, de azt nem mérhetjik. Newton ugy érvelt
Leibniz ellen, mint a masik nézet képvisel6jével szemben, hogy ha minden mozgas relativ,
akkor a gyorsulasnak is relativnak kell lennie, pedig fizikailag megfigyelhetd, vagyis tapaszta-
lati kiilénbségek vannak egy gyorsuld és egy nem gyorsuld mechanikai rendszer kozott. (Pél-
daul, nyilvanvaléan kildonbség van egy vizzel félig megtoltétt nyugalomban lévé és korbefor-
gatott vodor kozott.) A mozgas relativitasa elleni érvet nem lehetett a tizenhetedik szazad
fizikajaval megvalaszolni. Az altalanos relativitaselméletre volt sziikség, hogy megvalaszoljak
Newton ellenvetését. Ugyanakkor, ahogy az a 4.4. és 4.5. szakaszokban elmondottakbdl ko-
vetkezik, a kétféle metafizikai pozicidé kdzo6tt nem lehet valasztani tapasztalat alapjan, mivel
nincs olyan tapasztalat, ami alapjan eldonthetd, hol hizzuk meg a hatart fizika és a térid6
geometriaja kozott. Ahogy a newtoni fizika nem donthette meg a leibnizi metafizikai pozicidt,

ugyanigy az einsteini fizika sem ingathatja meg a galilei-newton-féle metafizikai poziciot.

A xx. szdzad masodik fele a torténelmi borzalmak hatédsara raeszmél,
hogy bar az emberiség rendkivil alkalmazkodo, flexibilis, ugyanakkor az em-
ber maga sérulékeny, akar a nadszal. A mult szazad ujra felfedezi maganak
Pascalt, aki szerint az igazsagnak tobbféle sikja van, és reménykedik abban,
hogy az ész bnmaga megértéseén belll eljut oda, hogy atérzi a dolgokat a sajat
létukben és értelmukben.

Az igazi probléma azonban mégiscsak azzal van, amire Pascal sem ad
gyoégyirt, hogy a megtapasztalé és gondolkodd szubjektum magat teszi a meg-
ismerés alapjava, amelyet a felvildgosodas végeredményben posztulal, és a

szubjektumnak és objektumnak ez a viszonya valt — els6sorban Kant ,koperni-

%3 A vita rekonstrualasahoz Newton Principia Mathematicajanak lll. kényvéhez csatolt altalanos magya-
razo jegyzetet, valamint Leibniz és S. Clarke (1675-1729) levelezését kell tanulmanyozni [Forrasok:
Newton: Mathematical Principles of Natural Philosophy, in.: Hutchinson, R.M. (ed.): Great Books of The
Western World Vol. 34. (Encyclopedia Britannica, INC., 1952). ¢ H. G. Alexander (ed.): The Leibniz-

Clarke Correspondence (Manchester University Press, 1998). ¢ Simonyi Karoly: A fizika kultdrtérténete.
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kuszi fordulata” kdvetkezményeként — az ujkori gondolkodas alapproblémaja-
va. Ezért mikézben a kétféle ontoldgiai mitosz mindig is él6 volt a Nyugati kul-
turaban, azonban a dualizmus kerekedett felul. A kulvilag dualista modon el-
gondolt objektivitasatdl felrajzolhatd olyan iv, amely az egocentrikus, szubjek-
tiv gondolkodashoz és vele parhuzamosan a radikalis szkepszishez és relati-
vizmushoz vezet. Az angol empirizmus vagy a XX. szazadi tudomanyfilozofia
ezt az utat jarta végig, Locke-t6l Hume-ig és a Bécsi Kortdl Feyerabendig.
Mindez pedig nyugtalanitéan hat a Nyugati civilizaciéra, ami az ,értéksemle-
gesséq” illuzidjaba ajulva (vagy Nietzsche szerint értéknélklliségbe stllyedve)
a nyilvanvalo érultségeket is csak kiabalva, de tehetetlenul szemléli.

Mind az angol empirizmus, mind az analitikus filozéfia abbdl az alapvet6
tételbdl indulnak ki, hogy minden ismeretink tapasztalati eredetii. Locke,
Berkeley és Hume filozéfiajukban azt a modot kivantak rekonstrualni, ahogyan
az ember elméjében a tapasztalatbdl szarmazé informaciok ideakka, fogal-
makka és elméletekké szervez6dnek. Ezt a felfogast kés6bb komolyan két-
ségbe vontak, ezeért az analitikus filozéfia atfogalmazta ezt az alaptételt ugy,
hogy ismereteinket logikai uton vissza lehet vezetni olyan ismeretelemekre,
amelyek a ,tapasztalatilag adottat” fejezik ki. Ez az attitlild az én és a megis-

mereésre varo vilag dualizmusat eredményezi.

2.

A Xxvil. szazad tuddsai (pl. Newton, Huygens) és filozéfusai (pl. Locke) megku-
I6nbdztették a dolgok elsddleges és masodlagos tulajdonsagait™. Egy testnek
léteznek elsddleges, geometriai-mechanikai tulajdonsagai, mint méret, alak,
mozgas, amelyek magaban a testben vannak, és a testet ezeken keresztul
érzékeljik. Igy jutunk a dolgok masodlagos tulajdonsagaihoz, mint a test hé-
mérséklete, szine, ize, amelyek nem a testben vannak, hanem annak elsédle-

ges tulajdonsagai hatasara az elmében alakulnak ki. Beszéltek még dsszetett

(Gondolat Kiado, 1986), Ill. rész, XIX. sz. tabla.]
% Newton: Opticks, Huygens: Traité de la lumiére, valamint Locke: An Essay Concerning Human
Understanding [Forrasok: ¢ Newton: Optics, ¢ Huygens: Treatise on Light, mindkettd in.: Hutchinson,
R.M. (ed.): Great Books of The Western World Vol. 34. (Encyclopedia Britannica, INC., 1952). ¢ Locke:
Ertekezés az emberi értelemrél (Osiris Kiado, 2003)].
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tulajdonsagokrdl is, amelyhez olyan Osszetett érzéki tulajdonsagok tartoznak,
mint szomoru, szép, félelmetes, stb. Ennek a megkllénbdztetésnek az a jelen-
tésége, hogy egy fa lehet objektive magas, de nem lehet komor. Ez utobbi
tulajdonsag ,kivetités” eredménye. Ugyanakkor nehezen érthetd, hogy a hosz-
szusag miért nem ,kivetités” eredménye szintén, gondoljunk csak Gulliverre és
a lilliputiakra, vagyis miért nem szarmazik minden tulajdonsag a szubjektum-
bol. Ez a Berkeley altal képviselt szolipszizmus allaspontja, amely szerint a
kulvilagrol és a sajat testemrdl valé tudasom nem egyéb, mint egy elme gon-
dolatai.

Tegyuk fel, hogy egyik kezlinket zsebre dugjuk, mig a masikat kint
hagyjuk a hideg levegdn. Ha ezutan mindkét kezlinket egy vodor hideg vizbe
dugjuk, akkor az egyik kézzel hidegnek érzett viz a masiknak melegnek bizo-
nyul. Arra a kérdésre, hogy a viz hideg vagy meleg, az empirista valasz, hogy
egyik sem. A viz magaban sem nem hideg, sem nem meleg, hanem masodla-
gos tulajdonsagkeént, a szubjektum vetiti bele ezeket a jellemzéket, attdl fug-
gben, milyen allapotban van a keze. Ez a felfogas elvezetett a ,maganvalé-
hoz”, a kanti Ding an sich-hez, és ahhoz, hogy ,0nmagaban vett dologrol” vé-
gul is semmit sem mondhatunk, mert minden tulajdonsagat a szubjektumtdl
kapja.

Van azonban egy masik lehetséges valasz a fenti kérdésre. A szofista
Prétagorasz fogalmazta meg nevezetes homo mensura tételét: minden dolog-
nak mértéke az ember; a létezOknek, hogy Iéteznek, a nem-létez6knek, hogy
nem léteznek®. A tételt a kdvetkez6képpen értelmezhetjiik. A dolgokat érzé-
kelés utjan ismerjuk meg. Ha példaul vizet iszom, és hidegnek érzem, errél az
ismeretrél igy szamolhatok be: i) a viz hideg [est]; ii) a viz nem meleg [non
est].

Vegyunk egy olyan nyelvet, amelyben a létige explicite kifejezédik. Tekintstuk az alab-
bi 6t latin mondatot, amelyekben a kévetkez6 szavak szerepelnek: Socrates (tulajdonnév); est
(létige, ,van”, ,létezik”); Centaurus (,kentaur”); non (tagaddszd); vir (,férfi”); res fabulosa (,me-

sebeli 1ény”); femina (,asszony”).

1. Socrates est. 3. Socrates vir est. 5. Socrates non est femina.

» Protagorasz [in: Steiger, K. (szerk.): Bevezetés a filozéfiaba. Sz6veggyljtemény. (Holnap Kiadd,
2004)].
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2. Centaurus non est. 4. Centaurus res fabulosa est.

Az 1. és 2. mondatban a létige az alany létezését [est], illetve nem létezését [non est] fejezi ki.
Az ilyen tipusu hasznélatot a létige egzisztencidlis hasznalatanak nevezzik. A 3-5. monda-
tokban a létige nem létezést fejez ki, hanem az alany és az allitmany koz6tt teremt kapcsola-
tot. Ezt szoktak a létige kopulativ hasznalatdnak nevezni. A létige egzisztencialis és kopulativ
hasznalatdnak megkuldnbdztetése Arisztotelésznek tulajdonithatd. A szofistdk, igy
Prétagorasz is, még meg volt gy6zédve arrdl, hogy a létige minden el&6fordulasa létezést, ta-
gadasa pedig nem-létezést fejez ki.

Prétagorasz i) és ii) mondatai e megjegyzések utan igy fogalmazhatok
at: i) a viz hidegként létezg; ii) a viz melegként nem-létez4. Eszerint a homo
mensura tételének kovetkezd parafrazisat adhatjuk: az altalam érzékelt dolgok
vonatkozasaban én vagyok annak kritériuma, hogy ezek a dolgok szamomra
nemcsak ilyennek és ilyennek tinnek, hanem szamomra valdban igy és igy
léteznek, illetve nem léteznek. Prétagorasz tehat arra a kérdésre, hogy a vo-
dorbe dugott kezeim szerint a viz hideg vagy meleg, az lenne, hogy mindkett6
egyszerre. S amikor az ember kezei eltérd allapotban vannak, akkor mindkét
tulajdonsag egyszerre érzékelhet6. Tehat minden érzékelésunk alapja az ér-
zékelt dologban talalhato.

Elsé pillantasra a homo mensura tétel valamiféle parttalan relativizmus-
hoz vezet. Csakhogy tévedés volna a tételt ugy értelmezni, hogy szaz ember
szamara a viz szaz kulonb6z6 hémeérséklete Iétezik. Van a viz és ember vi-
szonyaban egy ,természetes allapot” (xara gvorv), egy olyan ,objektiv hémér-
sekleti skala”, amelyben mindenki korulbelll ugyanazt érzékeli, de az a tény,
hogy a viz egyszerre mutatkozik egyeseknek, s6t néha még sajat magamnak
is, melegnek és hidegnek, azt jelenti, hogy a viz mindkét sajatossaggal ren-
delkezik. Ahogy a kvantumfizikaban is egy megfigyelt elemi objektum egyide-
juleg lehet hullam vagy részecske a mérdeszkoz sajatossagainak fuggvényé-
ben.

A norvég filozéfust, Naesst (2005) kdvetve, az a kijelentés, hogy sza-
momra a viz meleg és nem meleg egyszerre, nem vezet logikai ellentmondas-
hoz, mivel a viz a jobb vagy bal kezemhez viszonyitva meleg vagy hideg, ami
logikai ellentmondas nélkdl allithatd. A fenti példat ezért ugy altalanosithatjuk,
hogy a ,dologrél” tett kijelentés nem mas, mint viszonyokrdl tett kijelentés. Te-

hat az ,A dolog B” kijelentés lefordithaté arra, hogy ,A dolog C-hez képest B”,
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azaz ,a viz meleg” allitas ,a viz a jobb kezemhez viszonyitva meleg” allitasra.
Ezért a dolgok helyett a viszonyok haldjardl beszéljunk, és a ,dolgot” mint en-
nek a halonak a csomépontjat képzelhetjuk el. Wittgeinstein szellemében eze-
ket tekinthetjuk a vilag tényeinek: ,a vilag tények és nem dolgok Osszessé-
geu56_

Mar Platon Theaitétoszaban foglalkozik ezzel a problémaval®’. Tekint-
suk el6szor a kockak példajat: adva van hat kocka — ez tébb mint, négy, de
kevesebb, mint tizenkét kocka. Nem vettink el semmit a hatbdl, a hat valtozat-
lan maradt, és ennek ellenére mégis kevesebb lett. Ebben az allitdsban ,dol-
gok”, kulénb6zd szamu kockak vannak, és ezek kulénb6zd relacioban (,tobb”
és ,kevesebb”) vannak egymassal. Val6jaban Prétagorasz mértékelve bevezet
egy relaciot akozott, ami van és a mérés kdzzé. Itt azonban nem kuldnb6z6
entitdsok kozotti viszonyokrdl van sz6, mint a kockak példajaban, hanem for-
ditva: ami van, azt a viszonyok konstitualjagk — a mérés hozza Iétre
(Feyerabend (1991)). A dialoégus f6szereplbje, Szokratész ez alapjan ugy érvel
a Theaitétoszban, hogy a szin (pl. egy fehér felllet) amit 1at az ember, nem a
szemben van, és nem is valahol kivul a vilagban, hanem mindkettébdél jon Iét-

re, a percepcié folyamatanak eredményeként>®.

Pontosan ezt mondja a kvantumelmélet is a mérési folyamatrél (Blohincev (1987)). A
kvantumelmélet alapelve, a Bohr-féle komplementaritasi elv: egy elemi rész tér-id6é és impul-
zus-energia dinamikai valtozoi konjugalt mennyiségparok (hely-impulzus, idé-energia), ame-
lyeket egyszerre nem ismerhetiink meg. Nincsen olyan kvantumsokasag, amelyben az egy-
mast kiegészit6 tér-idé és impulzus-energia dinamikai valtozék mindkét csoportja hatarozott
értékl lenne. Ez a Heisenberg-féle elv altalanositdsa. Parafrazédlva a Bohr-elvet: ha egyszer
sikerll abszolut pontosan megmérni az impulzust, akkor nemcsak a helyrél nem szerezhetlink
pontos informaciot, hanem lIényegében mar nem is Iétezik semmi olyasmi, mint hely.

Tobb fizikus, kdztik Schrodinger és Einstein is, gondolatkisérletekkel alltak eld, hogy
bebizonyitsak, ahogyan arra Platon is kisérletet tett a Theaitétoszban, hogy a ,dolgok” hataro-
zott mindségekkel rendelkeznek, még miel6tt méréseket végeznének rajtuk. Schrédinger
olyan kétallapotu rendszert vizsgal, amelyben az els6, vy, mikddésbe hoz egy Geiger-

szamlalét, a masodik v, viszont nem (Schrédinger macskéja paradoxon). A Geiger-szamlalo

%6 vo. Wittgeinstein: Tractatus Logico-Philosophicus, 1.1. tétel.
*7 v8. Platon: Theaitétosz, 151e~160d.
%8 Platon a percepcié folyamatat még az empedoklészi elmélettel magyarazza, amely szerint a latas nem
mas, mint a szembdl kibocsatott pasztazé fény dsszelitkozése a ,kiilsé targgyal”.
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mikdodése erbsitén keresztul széttér egy mérgezé gazt tartalmazd ampullat egy tartalyban,
amelyben egy macska van. Ha a medfigyel6 el6re kivanja jelezni a mérés eredményét, akkor
a medgfigyelés kozott ott talalja a két allapot szuperpozicidjanak [ywu(x) = ciyq(X) + coya(x)]
tényét a jegyzetfiizetében. Egyik allapot a macska €él6 [y»(x)], a masik a holt [y(x)] allapota.
Marmost a megfigyeld, hogy elbrejelezze a jévébeni mérés eredményét, belenéz a jegyzetfi-

zetében, amelyben ott talalja a macska é16 és doglott allapotai k6zott lehetséges interferenciat
Hwml 2 = lenyd 2 + [cowd 2 + 2Re(c; coyry)]. A tényleges esemény megfigyelése utan azon-

ban a yy helyére vagy vy vagy v, keril. Eszerint, a megdfigyelés folyamata dont a két allapot
koziil. Ugy tiinik, hogy Schrédinger hiien reprodukalta a komplementaritasi elvet, mivel a meg-
figyelés el6tt sem a doglott, sem az él6 macska nem mutatkozik meg a valésagban. Lehetsé-
ges, hogy a macska allapotat az a fizikus hozza létre, aki a dolgot egy adott iddpillanatban
megvizsgalja?

Ugy tlinik, hogy a gondolatkisérlet békkendje a mikro- és makroszintii folyamatok egy-
mashoz val6 viszonyaban rejlik (Teller (1997)). Makroszinten a végsd allapot hullamfliiggve-
nye egy nagyon sokvaltozés fliggvény, és az él6 és holt macska allapotfiggvények kdzott
csak akkor lép fel interferencia, ha a két figgvény az 6sszes koordinatajaban megegyezik.
Ugyanakkor, az ilyen interferencia létrejottének valdszinlisége roppant csekély. Amikor megfi-
gyelink, méréseket végziink. A mérés végeredménye egy makroszintii jelenség, és fligg a két
allapot kélcsdnhatasatdl, interferenciajatél. A mérés pontossaga ugy valtozik, ahogy sikerll a
makroszintli megfigyelést kdzeliteni a mikroszinthez. Ez azt jelenti, hogy a mérést csak akkor
végezhetnénk el pontosan, ha az interferencia-jelenség valdszinlisége zérussa valik. Ennek
azonban az akadalya, hogy a makroszintli folyamatok irreverzibilisek. Ha egy eredetileg egy-
szer( interferenciaval jaré mikrofolyamat (kvantummechanikaval magyarazhat6é atomi folya-
mat) egy bonyolultabb konfiguraciét eredményez egy késébbi allapotban, akkor az eredeti
allapotot csak ugy tudnank rekonstrualni, ha tudnank a maodjat, hogy minden egyes részecske
sebességét hogyan lehet az ellenkezéjére forditani. A klasszikus mechanikanak van egy is-
mert altalanos térvénye, ami Poincaré visszatérési tételébdl kdvetkezik, hogy majdnem min-
den mozgd pont visszatér kiindulasi helyzetébe egy bizonyos id6 utan®®. Tehat szigoruan irre-
verzibilis dinamikai folyamat nincs. Azonban az irreverzibilitds, ha nem is determinisztikus, de
statisztikus jellegli tény, vagyis a széban forgo id6 nagyon-nagyon hosszu. Bar el6fordulhatna,
mégsem aggodik senki attdl a szituaciotol, hogy megfullad egy bezart szobaban, mert egyszer
csak az 6sszes oxigénmolekula 6sszegylilhet az asztal ala. A mérés inheresen pontatlan: a
mérés egyik végébdl, ahol a klasszikus fizika uralkodik, csak akkor tudok visszajutni a mérés
masik végére, ahol interferencia van és a viselkedés kvantummechanikaval magyarazhato, ha
az interferenciat megzavarom.

Einstein és munkatarsai gondolatkisérlete a kdvetkezd volt (EPR paradoxon): Képzel-

junk el két kdlcsdnhatasban [év6 részecskét amint tavolodnak egymastél, mikdzben semmi

% Arnold (1985), 4. fejezet, D. pontja.
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massal nem Kkerllnek kdlcs6nhatdsba. Ekkor barmely pillanatban mindkét részecske egy
meghatarozott helyen van, és mindkett6 meghatarozott impulzussal rendelkezik, de ezeket
nem mérhetjuk meg egyszerre, mivel konjugalt mennyiségek. Azonban Einstein és munkatar-
sai szerint, amikor még kdzel vannak egymashoz, megmeérhetjik a részecskék egymas kodzot-
ti tavolsagat és 6sszimpulzusat, mivel a két mennyiségnek fliggetlennek kell lenni egymastol.
Késébb, amikor a két részecske eltavolodik, egyszer csak megmérjuk az egyik impulzusat,
ami egy meghatarozott értéket vesz fel. Mivel a két részecske teljes impulzusa megmarad,
ezért a masodik részecske impulzusa szintén felvesz egy meghatarozott értéket, amint meg-
meérjik az els6t. Tehat az els6 részecskén végzett mérés befolyasolja a masodikat, mivel tud-
juk, hogy az 6sszimpulzusnak mennyinek kell lennie. Olyan ez, mint ha a két részecske kozott
azonnali kommunikacié lenne. Ez viszont nincs 6sszhangban a lokalitasi elvvel, hogy nincs
olyan informacié, ami a fénynél gyorsabban terjedne; sét, valdjaban itt ,terjedésrél” sincs ér-
telme beszélni, csak azonnal bekdvetkezd ,hatasrol”. Ezért Einstein és kollégai ugy érezték,
hogy egy olyan fizikai elmélet, amiben mindez megtorténhet, tehat a kvantumelmélet maga,
nem lehet a val6sagnak teljes leirasa.

Késbbb, Aspect és tarsai elvégeztek egy EPR-kisérletet Parizsban. A kisérlet egy for-
ras altal ellentétes iranyokba (nevezziik A és B pontoknak) kibocsatott fotonparok polarizacios
allapotaival foglalkozik, amelyben egyes fotonok polarizacidjat két lehetséges iranyban mér-
hetjik meg. Az, hogy melyik iranyban mérik meg az egyes fotonok polarizaciéjat, csak akkor
dél el, amikor a fotonok mar tavolodnak a forrastol, A és B pontok iranyaba, igy nincs madd,
hogy Uzenet érkezhessen a masik fotonhoz a mérési iranyrdl. A kisérlet igazolta Bell hires
tételét: ellentmondas van két tavoli, A és B pontban végzett mérések eredményeinek csatolt
valészinlségeire vonatkozé kvantummechanika elvarasa és barmely ,lokalisan realisztikus”
modell kdzott. A mérések eredményei kimutattak, hogy az A és B pontokban észlelt fotonok
polarizacios allapotainak csatolt valészinliségei a kvantummechanika predikcidival egyeztek
meg, de ellentmondasban vannak azzal a feltevéssel, hogy a két foton egymastdl kilénallo,
fuggetlen dolog volna. Ez a kvantumfizikai szeparalhatatlansag elve: ha a részek (a fotonpar
tagjai) a multban kdlcsdnhatasban voltak, késébb mar soha tébbé nem valhatnak fliggetlenné
egymastol, a belsé dinamikajuk kdvetkezményeként (Penrose (2007)).

Mindezek a komplementaritasi elvet erésitik meg: nincs olyan elemi rész, amelynek
konjugalt mennyiségei hatarozott értékiiek lennének. Az EPR paradoxonban a ,hatas” a rend-
szeren belll a rendszer belsé térvényeibdl bontakozik ki, tehat barmilyen trikkds is legyen
egy kisérlet, nem lehet olyan mérés, amely egyidejlleg meghatarozott értékd hely és impulzus
allapothoz vezetne (fliggetlendl attol, hogy beavatkozik-e miiszer vagy sem). A komplementa-
ritdsi elvben lényegében ugyanaz a szemlélet nyilvanul meg, mint a szin érzékelésének ma-
gyarazata esetében a Theaitétoszban: a helyet és az impulzust vagy az id6t és az energiat
nem tekinthetjik a részecskék immanens minéségének, hanem relacioknak nyilvanitjuk &ket.

Specifikusan, nem pusztan a relacioktdl figgetlen stabil minéségekkel rendelkezd dolgok
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kozotti relacioknak, mint a kockak példajaban, hanem olyan dolgok kdzotti viszonyoknak,

amelyeknek egyes minéségeit valamely kdlcsdnhatas konstitualja.

Minden Osszefligg, az egész a részekben lakozik, és az egész komple-
xust, amit Naess (2005) utan Gestaltnak neveziink®, csak alacsonyabb rendii
egyseégein keresztul tudjuk megragadni. Nincsenek teljesen elkulonithetd dol-
gok vagy tények, ezeket csak a tények egyiitteséhez lehet hozzarendelni. igy
mod nyilik kritika targyava tenni Berkeley szolipszizmusat, hogy a valdsag
csak annyiban létezik, amennyiben egy szubjektum érzékeli.

A kanti és Gestalt alapu gondolkodas kozott metafizikai kulonbség van:
az els6 dualista és antropocentrikus, a masik viszont monista, amelyben a
szubjektum belesimul a létez6k harmonikus, hierarchikus rendjébe. A dualista
koncepcioban a fogalomalkotast az ember kognitiv és kommunikativ képessé-
gei befolyasoljak. A Gestalt alapu gondolkodasban a fogalomalkotas akar on-
toldgiai valtast is jelenthet, hiszen mar a ,dolgok”, a jelenségek sem ugyan-

azok a viszonyok haléjaban.

3.

A mobdszerrél irott értekezésében Descartes az euklideszi geometria hibajaul
réja fel, hogy bar nagyon absztrakt targyakat vizsgal, tulsagosan kapcsolodik a
szemlélethez, és ezért nem tudja gyakorolni az értelmet anélkul, hogy erésen

ki ne farasztana a képzeletet®’

. Ez is motivalta akkor, amikor a szemlélet egy-
fajta ,racionalizalasaként”, kidolgozta az analitikus geometriat, amelyben a
térbeli pont szemléletes fogalmat az (x, y, z) szamharmas absztraktabb fogal-

maval valtja fel. Ez az Uj geometria, ami a geometriai vizsgalatokat algebrai

€ A Gestalt fogalma az érzékelés pszicholdgiajanak kutatasa soran bukkant fel. Jol ismertek a kétértel-

mi vizualis Gestaltok, mint amilyen az itt Iathat6 kacsa-nyul fej: \’\i\? . Ha az abran lathaté két nyulvany-
nak ,csor” tulajdonsagot tulajdonitunk, akkor egy kacsa, ha viszont ,fil” sajatossagot tulajdonitunk, akkor
egy nyul képe rajzolédik ki eléttiink. Megjegyezziik, hogy Mannheim 1929-ben a totélis ideoldgiat, Kuhn a
paradigma-valtast lényegében egyfajta ,Gestalt-switch”-ként értelmezik (Mannheim (1996) és Kuhn
(2000)).

®1 V6. Descartes (1993) miivének Geometria cimdi fiiggelékét.
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uton végzi el, valdban sokszor hasznos, kdnnyebb és rdvidebb bizonyitasi
maodot nyujt, mint a hagyomanyos. A modszer raadasul tovabb altalanosithato
és a geometria fejlédési iranyat Euklidész modernkori ,poriszmai” felé terelték,
amelyekben nem a mennyiségi 6sszefliggések érdekelnek bennunket, hanem
a tér elemei, pl. bizonyos egyenesek létezése (Id. geodetikusak), sét a tér
strukturaja (Id. tér gorbilete) ®2.

A nagy matematikus, Gauss gyakorlati szukségletekbdl, térképezési
probléma megoldasara kivant analitikus geometriai médszereket alkalmazni,
azonban kénytelen volt Descartes-koordinatak helyett altalanosabb koordina-
takat hasznalni, mivel a taj domborzati viszonyai nem tették lehetévé a Des-

cartes-koordinatak hasznalatat.

A mechanikaban is a Descartes-koordinatak helyett gyakran hasznalnak masféle ko-
ordinatakat, pl. forgdmozgasok leirasara polarkoordinatakat. Ekkor az euklideszi sik (x, y)
Descartes-koordinatai és az (r, ¢) polarkoordinatak kozott a kovetkezd dsszefliggés van: x = r
cos@, y = r sing. Marmost Gauss a térképezési feladat megoldasara egészen altalanos (u, v)
koordinatakat vett, amelyben a fellletet mar tetsz6leges koordinatarendszerrel boritjuk be, és
az elébbi dsszefiiggés a kdvetkezd lesz: x = x(u, v), ¥ = y(u, v), ahol a koordinatadk a szadmunk-

ra fontos tartomanyban folytonos és legalabb kétszer differencialhatd figgvények, tovabba

dX dX
fuggvénydeterminansuk nem nulla: g;/l g ;/’ # 0. Mondjuk, polarkoordinatak esetében ez
du Jdv

az utols6 feltétel az origdban nem teljesil, tehat ezt a pontot ki kell zarnunk, ha

polarkoordinatakkal akarunk szamolni.

Gauss arra a mély belatasra jutott, hogy a feluletet mint a tér 6nmaga-
ban létez6, jol korulirhatd darabjat lehet vizsgalni. Legfontosabb eredménye,
amit 6 maga kiemelkedd tételnek (Theorema egregium) nevezett, hogy a felu-
let gorbuleti viszonyainak megallapitdsara nem kell kilépnunk a feluletbél a
térbe, és mivel az altalanos koordinatdk a Gauss-féle koordinatarendszerben
invariansak, a gorbulet értéke a tér ivelemébdl megallapithatdé. Gauss tétele
azt bizonyitja, hogy pusztan kétdimenzids foldi Iények be tudjak latni matema-
tikailag azt a tényt, hogy a Fold gomb alaku, ehhez nem szikséges nekik em-
pirikus tapasztalat, ami gyakorlatilag a harmadik dimenziéra tamaszkodik (pl.

egy hajobdl elészor az arbdca tlnik fel a horizonton).

%2 | anczos (1976).
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Egy ifju matematikus, Riemann, Gauss eredményeit altalanositva, azt a
kérdést kezdte vizsgalni 1853-t6l, hogy miképp jellemezhetd tetszdleges di-
menzioju gorbult tér. A technikai részleteket mell6zve, ami csak harminc évvel
Riemann halala utan, Ricci és Levi-Civita alapveté munkai révén lettek kidol-
gozva, azt allapitotta meg, hogy tobb dimenzidban nem elégséges egyetlen
mennyiség a felllet gorbulleti viszonyainak megallapitasara, mint két dimenzi-
oban.

Gombfellleten a gorbultség mindenitt azonos, mas feluleteken azon-
ban nem feltétlenul alland6 a goérbllet. Meghatarozasahoz kordl kell jarnunk
egy infinitezimalisan kicsi fellletdarabot és megnézni, hogy mennyire fordul el
kozben egy vektor. Gauss a kétdimenzios feluleten még 1 szammal elboldo-

gult, harom dimenziéban azonban mar 6, négyben 20, 6tben 50, és altalaban

n?(n? -1)

n dimenziéban: szam kell a gorbultség megadasahoz. Végul is ezek

az eredmények készitették el6 azt a matematikai apparatust, a
differenicialgeometriat, amit az altalanos relativitaselméletben felhasznaltak.
Ugyanakkor a matematika egy masik fontos aganak, a flggvény-
kalkulusnak a fejl6dése, szintén kitermelt egy modernkori ,poriszmat”, az infini-
tezimalist®™. A differencial- és integralszamitas felfedezése idején az infinitezi-
malis, vagyis a végtelenul kicsiny mennyiségek jelentds szerepet jatszottak
Newton fluxios modszerében. Az ilyen idealis mennyiségekkel valé szamolas
problémait azonban hamar felismerték: a dt infinitezimalis mennyiséggel egy

ideig, mint nem nulla értékkel szamolunk, aztan hirtelen rafogjuk, hogy nulla.
Legyen, mondjuk, egy szabadon esé k& helyfliggvénye (fluense) s(t) = 16-t%, és ke-
ressiik a ké pillanatnyi sebességét (fluxusat) ds/at ugy, hogy véges legyen. A t=1 és t=1+dt
kozotti tavolsagnovekmény meghatarozasa végett, szamitsuk ki a ké helyét a t=1 id6pillanat-
ban, ami 16:1° = 16 és a t=1+dt id6pillanatban, ami 16-(1+dt) %, vagyis 32-dt + 16-dt>. igy a
ds/dt = 32 + 16-dt. Miutan meghataroztuk a ds/dt fluxust, Newton ugy érvel, hogy a dt novek-
ményt nullaval kell egyenlévé tenni, és igy megmarad 32, ami t=1 esetén a szabadon esé kd

pillanatnyi sebessége.

% Davis és Hersh (1984).
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Ez a modszer képtelenség — szoélt Berkeley korabeli éles és jogos kriti-
kaja. Képtelenség még akkor is, ha a fizikai folyamatok elemzésekor szemléle-
tesnek tintek és ,helyes” eredményekre vezettek a Principia-ban.

Ha dt nem nulla, akkor a ds/dt = 32 + 16-dt kifejezésbdl nem eliminalhaté a masodik

tag, tehat nem jon ki a 32, ha pedig dt nulla, akkor a ds is nulla, és a ds/dt tort nem 32 +

16-dt?, hanem 0/0 értelmetlen kifejezés.

A kalkulus masik felfedezéje, Leibniz a helyzet tisztazasara programot
hirdetett meg, amelynek célja a szamfogalom olyan kiterjesztése volt, amelybe
a végtelen kicsi és végtelen nagy szamok is beleférnek. Leibniz és kovetdi
végul is nem jartak sikerrel, és a XIX. szazad végétél tobb matematikus,
Bolzano, Cauchy, Heine és Weierstrass altal kidolgozott ,hatarérték” fogalmat
kezdték hasznalni, amivel matematikailag pontos értelmet nyert a ,végtelen
kicsi valtozas” fogalma. Ezzel Descartes-ot igazolva, a ,szemléleti racionaliza-
las” utjat kdvetve, szamilzték a bizarr infinitezimalisokat az analizisbél.

A pillanatnyi sebesség Cauchy-féle meghatarozasa ugy térténik, hogy a v = ds/dt
mennyiséget nem két mennyiség hanyadosaként kezeljik, hanem v hatarértékét definialjuk a
kovetkez6 moédon: legyen dt egy véges idéndvekmény, ds pedig a megfeleld térbeli ndvek-
mény. Ekkor ds/dt = 32 + 16-dt valtoz6 mennyiség. Marmost minden € > O-ra van olyan (g, t)
> 0, hogy minden olyan dt értékre, amelyre | dt|< §, | ds/dt — v|< €. gy ha dt-t elég kicsire va-

lasztjuk, akkor ds/dt a 32 értékhez olyan kozeli érték, amilyet csak akarunk, igy a sebesség
t=1 esetén definicio szerint 32.

A xX. szazad masodik felére azonban a matematikai logika apparatusa
megerdsodott, és sikerult a valés szamkor konzisztens kiterjesztése a végte-
len kicsi és végtelen nagy mennyiségekkel. Az amerikai matematikusnak, Ro-
binsonnak, Leibniz monadikus modszerét hasznalva, a heurisztikus szemléleti
szintr6l a szabatossag szintjére sikerult emelni az ilyen mennyiségeket. Az
altala megalkotott nem standard elmélettel matematikailag pontos értelmet
nyert a ,végtelen kicsi valtozas” fogalom szemléletes tartalma.

A robinsoni nem standard analizisben a kiindulépont a véges valds szamok és a stan-
dard analizis ismert része. Nevezziik ezt standard univerzumnak (jele: M), és jel6ljuk L-lel azt
a formalis nyelvet, amivel M-r6l beszéliink, valamint T-vel az L nyelv 0sszes igaz mondatat
(amelynek osszes allitasat persze nem ismerjik). Mivel L-ben minden mondat vagy egy igaz
vagy egy hamis allitas M-rél, ezért M egy modell T-re, vagyis olyan matematikai struktura,

hogy minden allitds T-ben igaz, ha M-re vonatkoztatva értelmezzik. Marmost a logika egyik

nevezetes tétele, a Lowenheim-Skolem tétel miatt, az M standard modelljén kivdil, létezik ‘M
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nem standard modell is T-re, amelynek objektumai és az azok kdz6tti relaciok kulonbéznek M
hasonl6é objektumaitdl és relacioitol®. igy az elsérend(i nyelvben felirt természetes szamok
Peano-axic')mé\jémak65 nem csak az altalunk hasznalt standard modellje 1étezik, hanem van
akarmilyen nagy szamossagu modellje is (ez egy nem standard aritmetika).

Egy masik logikai tétel, a kompaktsagi tétel alapjan viszont, amennyiben allitdsok egy
halmaza igaz, az allitasoknak van kdz6s modellje, tehat Iétezik olyan nem standard univer-
zum, amelyben mindannyian igazak. A kompaktsagi tétel alapjan, létezik pszeudovalos sza-
mok nem standard univerzuma (*[R), amely tartalmaz olyan pozitiv ¢ szdmot, hogy ¢ < 1/n,
barmely n-re [*], vagyis c infinitezimalis és rendelkezik a standard valés szamok dsszes tulaj-
donsagaval. Elemi analizis kurzusok része annak bizonyitasa, hogy a standard univerzum
() archimédeszi tulajdonsagu®®, azaz minden pozitiv ¢ elemre van olyan n természetes
szam, hogy n-c > 1. Az archimédeszi tulajdonsag miatt nem lIéteznek infinitezimalisok (R -ben.

A fenti [*] miatt ez a tulajdonsag azonban nem igaz [ pszeudovalosaira: itt a c-knek
véges 0sszege [c>1;c+c>1;c+ c+c> 1, é.it] sohasem lehet 1-nél nagyobb, akarhany
tagot is veszlink. Az a tény, hogy az archimédeszi tulajdonsag kifejezhet6 L egy mondataval a
standard, de nem fejezhet6 ki a nem standard univerzumban, azt jelenti, hogy az allitas, amit
hasznalunk, végtelen sok mondatot takar.

Marmost, mivel "I egy modellje L-nek, az R -re vonatkozé Gsszes igaz allitas értel-
mezhets R-ben is. Specifikusan, [R -beli szamoknak megfeleltetheték "R -beli objektumok:
pl. 2-nek a 2 objektum. igy IR tartalmazni fogja az [R -beli standard valés szamokat, az infini-
tezimalis és a végtelen mennyiségek sokasagat, azaz a nem standard univerzum felfoghaté
ugy, mint a standard univerzum bdvitése. A standard szamokon definialt minden mivelet és
fiiggvény kiterjed [R-re is valtozatlan tulajdonsagokkal, példaul az 6sszeadas R-ben is
kommutativ.

Definicié Az xe [R pszeudovalos szam

e végtelen, ha abszolut értéke nagyobb minden standard szamnal;
e véges, hal x| < n valamely n standard egészre;
e infinitezimalis, ha| x| < 1/n minden n standard pozitiv egész szamra;

o végtelen kézeliek, hal x —y| < 1/n minden n standard pozitiv egész szamra.

& A Léwenheim-Skolem-tétel szerint (v6. 2.1.3. szakasz, 25. korollarium), a geometria Hilbert-féle axio-
marendszerének, amelynek modellje az euklideszi tér (s ez a modell kontinuum szamossagu), van legfel-
jebb megszamlalhatéan végtelen modellje is, ami ezért nyilvanvaléan nem izomorf az euklideszi térrel.
65 amelyben a teljes indukcio szokasos axiomajat, ami nem elsérendl formula, helyettesithetjik az 6sz-
szes ((A(0) & Vx (A(x) D A(Sx)) o VxA(x) elsérendi formulakkal (az axiomarendszer mar nem véges),
ahol A tetszdleges, egy szabad valtozot tartalmazoé formula (v6. 2.2. fejezet).
% v6. 1.20. tétel in W. Rudin: A matematikai analizis alapjai. Budapest: Miszaki Kényvkiado.
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A definicié alapjan vilagos, hogy x pontosan akkor infinitezimalis, ha | x| < €, minden pozitiv
sztenderd e-ra. Mivel O infinitezimalis, ezért x = x, tovabba x =y esetén y =x is igaz. Végll,
ha adott két infinitezimalis, | x — y| és|y —z|, akkor tetszéleges standard n egészre:
Ix—z| <[x—yl +ly—zl <1/2n+1/2n=1/n,

azaz|x — z| is infinitezimalis. Tehat a = relacio ekvivalencia, amely alapjan 'R szétesik ekvi-
valencia-osztalyokra. Minden ilyen osztalyban legfelijebb egy sztenderd valés szam van, hi-
szen standard valés szamok nincsenek végtelenil kézel egymashoz R archimédeszi tulaj-
donsaga miatt.

Azt az ekvivalencia-osztalyt, amibe az re ‘IR szam esik, az r monaszanak nevezziik

liele: u(r)]. igy egy standard valés szam [jele: re K] monasza a 0 monasz r-rel valo eltoltja:
H(r) = r+p(0).

Be lehet bizonyitani, hogy Robinson hatarérték-definicidja altalaban
ugyanarra az eredményre vezet, mint a Cauchy-féle definicio, tehat két kiulon-
b6z6 kalkulust épithetink fel: egy nem standard felépitést, ami a ,természet-
tudomanyos szemléletnek” megteremti az infinitezimalis mennyiségek haszna-
latanak szabatos alapjait, és a standard felépités, ami ,racionalizalas” utjan,

fogalmilag megkertili azt.

A nem standard analizist alkalmazva, a pillanatnyi sebesség most a ds/dt = 32 + 16-dt
Osszefliggésbdl, pontosan és a hatarérték-érvelés nélkil, azonnal adédik: mivel a ds, dt és
ds/dt nem-standard valés szamok, igy v a ds/dt standard része lesz: v = w(ds/dt) = 32 +
w(16-dt) = 32.

4.

Ahogy lenni szokott, amint egy kérdést megoldunk, ezzel egy ujabb kérdést
nyitunk meg. Amikor a hatarérték fogalmaval dolgozunk, megkoveteljuk, hogy
a fuggvény értelmezési tartomanya ,kontinuum” legyen. Az egyenesen a pon-
tok két tulajdonsagat varjuk el: 1) barmely két pont k6zott van egy masik (sd-
riségi sajatossag); 2) nincsenek a pontok kézott ,hézagok”. Ha tehat vesziink
egy olyan | = [a, b] intervallumot, amin a fuggvényt értelmezzuk, akkor a sird-
ségi tulajdonsag és a ,hézagmentesség” csak akkor teljesull, ha az [a, b] inter-
vallum végtelenul oszthaté. Masképpen fogalmazva, vehetjiuk zart intervallu-
mok egymasba skatulyazott rendszerét, amelyre l,+1 < In (In = [an, bn]; N =

oo

1,2,3,...) és ekkor ezen intervallumok metszete nem ures: Q|"¢ . Erre a
tényre Cantor hivta fel a figyelmet, ezért Cantor-lemmanak nevezik.
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A matematikai analizis épuletét nem lehet szildirdan megalapozni, ha nem
posztuldlunk egyet az alabbi allitdsok kdzil, amik egymasbodl kérkdrosen levezethetbk és a
valés szamok tulajdonsagait tikrozik (Trosztnyikov (1981)):

1. A valés szamok olyan teljesen rendezett kommutativ testet alkotnak, amelyben barmely
monoton és korlatos sorozat konvergens.
Az archimédeszi axidma és a fentebb ismertetett Cantor-lemma.
Az archimédeszi axioma és a Cauchy-kritérium: valamennyi sorozat, amelynek barmely
két eleme kozotti eltérés (bizonyos indextél kezdve) kisebb barmely elére megadott
szamnal (Un. fundamentalis vagy Cauchy-sorozat), hatarértékkel rendelkezik.

4. Bolzano-Weierstrass-tétel: egy korlatos intervallum minden pontsorozata rendelkezik tor-
I6dasi ponttal.

5. Heine-Borel-tétel: egy intervallum barmely nyilt lefedésébdl kivalaszthaté egy véges lefe-
dés.

6. Dedekind-axiéma: ha két olyan diszjunkt valés szamhalmazt tekintink, amelyek egyesité-
se az 0sszes valds szamot tartalmazza, valamint az elsé halmaz 6sszes eleme kisebb a
masodik valamennyi eleménél, akkor létezik egy valdés szam, amely nem nagyobb a ma-

sik halmaz, illetve nem kisebb az elsé halmaz elemeinél.
Cantor érdeklédését a hatarérték vizsgalata a transzfinit matematikara
iranyitotta, amelyhez megalkotott egy uj fogalmat is, a halmazét. Az aktualis
és potencialis végtelen megkulonboztetése az antik gorogokig nyulik vissza. A

végtelenrdl két kuldnb6z6 informalis elképzelésunk él (Moore (1993)):

A végtelen
potencialis végtelen: aktualis végtelen:
hatartalan, korlatlan, mérhetetlen teljes, egész, autondm, univerzalis,

abszolut, perfekt
¢ a végtelen ,negativ sajatossagai” e a végtelen ,pozitiv sajatossagai”
e a végtelen potencialitdsa (nagyobb e a végtelen tényleges, aktualis léte
barmilyen megjelélheté mennyiségnél) e metafizikai-teleoldgiai jelleg

¢ a végtelen matematikai jellege
A végtelen azonban paradoxonokat vet fel. Ezt példazza Zénoén egyik aporiaja,
amelyben a sebes Achilleus soha nem tudja utolérni a lassubb teknést, ha

annak elényt ad.
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Legyen Achilleus (A) sebessége: v=% , a tek-

A
r
% FINISH nécé (T) pedig: % = %. Hogy megelézze T-t,

A-nak el6szdr g-t kell megtennie, ami t id6t

—

q
meg. Ezutan A-nak 9% megtételéhez tovabbi Y id8 kell, de % alatt T ismét megtesz 9, utat.

vesz igénybe, mikdzben T 95 tavolsagot tesz

A % ut megtételéhez pedig A-nak tovabbi ¥, id6 sziikséges, é.i.t. Achilleus tehat nem képes
utolérni a teknécot.

Zénon gondolatmenete alapjan azonban az is bizonyithatd, hogy Achilleus
soha nem éri el a célvonalat.

Valoban, hogy Achilleus elérje A pontbdl B %

pontot, el kell érnie C=AB/-t. Azutan C-hez el kell

érnie D=AC/ pontot, éi.t. igy AB kdzdtt végtelen sok A E D 0 :

véges szakaszdarab van, és Achilleusnek végtelen

idére van sziiksége, hogy ezeket befussa.

Zénon gondolatmenetének két olyan eléfeltevése van, amely cafolhato,
és ami a ,végtelen kicsik paradoxonat” eredményezi: 1) egy szakasz végtele-
ndl oszthatd; 2) végtelen szamu véges hosszak 0sszege veégtelen.

Az elsé eldfeltevést mar Arisztotelész megcafolta. Ugy érvelt, hogy a
természetben nem létezik csak potencialis végtelen. Achilleus és a teknéc ko-
z6tt tehat a tavolsag felosztasa csak potencialisan végtelen lehet, azaz bar-
mely n-re, fel lehet osztani a q tavolsagot n-nél tobb részre, azonban nem le-
het aktualisan végtelen, hiszen a versenypalya 6sszhossza végul is véges. Ha
két sorba irjuk fel a megtett utat és a hozza tartozé id6 dsszegét, akkor, ha az
egyiknek van egy véges limitje, a masiknak is kell, hogy legyen. igy jutunk el a

masodik érvhez és cafolataig. Szamitsuk ki az Achilleus altal megtett utat: S..

=12+1/4+1/8+ ... = Z“Zk . A matematikusok kimutattak, hogy néhany
k=1

végtelen sornak (amelyek részletdsszegei sorozatanak létezik hatarértéke),

van véges 0sszege. Esetliinkben, S.. pontosan ilyen mértani sor, és S.. = 1.
Azonban nem csak az osztassal nyert ,végtelen kicsik”, hanem a ,vég-

telen nagyok” is okozhatnak gondot gondolkodasunknak. Tegyuk fel, hogy az

asztalon két kupacban ugyanolyan, de kulonb6z6 szamu cukorkakat helye-
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zunk el, és a kicsi gyermekunket, aki nem tud szamolni, felkérjuk, valassza
azt, amelyik tobb cukorkat tartalmaz. Hogyan tudja a gyermek, a szamolas
képessége nélkul, a helyes kupacot kivalasztani? A valasz: egy-egyértelmi
megfeleltetéseket végez a két kupac cukorkai kozott. Mi is gyakran hozunk
ugy dontést két vagy tobb, kilonb6zé mennyiségl elemet tartalmazé halmaz
kivalasztasakor, hogy nem megszamoljuk, csupan 6sszehasonlitjuk 6ket (pl.
amikor sorba kell allni valamiért, és eldontjuk, melyik sorba allunk be, hogy
leghamarabb célt érjunk). Nos, Cantor javasolta, hogy szamok helyett, tekint-
sunk egy alapvetdébb fogalmat, a dolgok 6sszességét, vagyis a halmazt, és a
szamfogalom absztrakciojat helyettesitsik ilyen egy-egyértelmi megfelelte-
téssel.

Azonban akarcsak szamolas utjan, a megfeleltetésen alapulé 6sszeha-
sonlitaskor is, a végtelennel nehézségek adédnak. Ha példaul dsszehasonli-
tom a természetes szamokat a paros szamokkal, akkor azt talalom, hogy azo-

nos szamosaguak:

{0,1,2,3,4,. s, 1
JT11l J
{0,2,4,6,8, . . 2n, ¥

Ez ellentmondani latszik a ,jozan észnek”, hiszen a masodikat az els6bdl ugy
nyerjuk, hogy elhagyjuk a paratlan szamokat. Ugyanez igaz az egész és a
természetes szamok esetén is, csak most a természetes szamokat bévitjuk
ugy, hogy hozzavesszik a negativ szamokat. Az is megmutathatd, hogy

ugyanannyi egész szam-par van, mint amennyi természetes szam.

Kdézéprél, a <0, 0> parbdl kiindulva, a nyillal
jeldlt uton haladva, minden egész szam-parnak meg- g 1, O et 4 :

Lo, -2}'
<0,0><0;<0,1> > 1; <1, 1> 2; é.i.t. I, Tae i o = By |

I—- i ! it ) e e i —I

felel egy természetes szam:

Ennek az allitasnak a kdvetkezménye, hogy
ugyanannyi racionalis szam van, mint amennyi természetes szam, mivel a
racionalis szamok egész szam-parokkal megadhatok. Ugyanakkor mar az
okori gorogok is ismerték a nem racionalis szamokat, bar ezeket kezelni nem
tudtak.
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Az antik gorogok szemlélete a geometrian alapult®”. A kdosz: geometria nélkuli vilag.
Anaximandroszndl a vilag a hatartalanbol (dmreipov) sziiletik meg és abban hal el. A létezés
az, amikor a dolgok format Oltenek, hataruk lesz, és igy mérheték lesznek. E szemléleten
alapulva, mar a korai géroég matematikusoknak (PUthagorasz, Theoddérosz, Theaitetosz) is
nehézséget okozott a ,négyzetes irracionalisok” problémaja. Az olyan szakaszoknak, amelyek

altal létrehozott négyzet tertilete bar egész szam, de nem négyzetszam, nincs kdzds mértéke

a hosszegységgel (pl. \/5 vagy\/g ). Ezzel a problémaval Platén a Theaitetosz dialdgusaiban

foglalkozik, de teljes kifejtését Euklidésznél az Elemek X. kdnyvében talaljuk meg. A goérdgok
a ,négyzetes irraciondlisokat” nem tekintették szdmoknak, mivel a geometriai szemléletet
érvényesitve, e hosszakat nem mérhetéknek, azaz szamokkal ki nem fejezhetéknek tartottak.
Euklidész utan, az antikvitas talan legnagyobb matematikusa, Archimédesz egy Uj
technikat, a ,kimerités moédszerét” talalta fél, amivel pl. a kor terlletét lehetett becsiini, és
késdbb az integral fogalmanak kialakitasakor fedezték fel Ujra. Az egység sugaru kérbe négy-
zetet rajzolunk, ami a kérnek csak egy részét tolti ki, de ha az oldalak szamat elkezdjiuk két-
szerezni, akkor a kapott sokszdgekkel egyre jobb kimeritést kapunk. A médszert alkalmazhat-

juk a kor koreé irt négyzetre is, és igy a kor tertletére egy becslés adhatd, ami azonban egy
olyan szam, aminek decimalis jegyei nem szakadnak meg (mint pl. 3 = 0,375 esetén), illetve
nem ismétiédnek (pl. 3, = 0,272727...). Kiderilt tehat, hogy egy nem raciondlis szamhoz
jutottunk: ez a w (Szabd (1978), Van der Werden (1977)).

Az ilyen irracionalis és a racionalis szamokat egyutt valdés szamoknak
nevezzuk. A hatarérték-fogalom elemzésekor megallapitottuk, hogy a valds
szamoknak ,s(rlin és hézagmentesen” kell elhelyezkednilk a szamegyene-
sen, azaz barmely két racionalis szam kozott végtelen sok irracionalis szam
van, és forditva, barmely két irracionalis szam kozott talalhaté racionalis.
Cantor azonban bebizonyitotta, hogy a racionalis és irracionalis szamok hal-
maza kodzott nem lehet egy-egyértelmi megfeleltetést létesiteni, tehat kulon-

b6z6 szamossaguak.

Elegendd az allitast a 0 és 1 k6zzé esd valds szamokra igazolni. Az dsszes ilyen va-
I6s szam megadhaté végtelen tizedes alakban, és parosithat6 természetes szammal:
Konstrualjunk most egy olyan 0 és 1 k6zzé es6 valdés szamot, 0 0 .@)3 13

ami nem szerepel a tablazatban. Haladjunk a tablazaton a

1<«>0.1@015 ...

2> 0.41@2...
67 Ahogy korabban emlitettiik, alternativa mar akkor is akadt. A piithe 9 e 0.50 D@ ste

szerint, szamaranyok fejezik ki a legtokéletesebb harméniat. Amikor az i 30-
oldalu négyzet atlojaval (azaz a 42 -vel), amelyet kimondhatatlannak (dc : : lé-
letiik 6sszeomlott.
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diagonalis mentén lefelé, kezdve az elsd valds szam, elsé végtelen tizedes jegyétdl (példank-
ban: 3, 4, 4, 0, stb.). irjunk ,3"-at, ha ez a tizedes jegy 4, és irjunk ,4"-et barmilyen masik szam
esetén (igy példankban: 0,4334... valés szamot nyerjiik). Ez olyan valds szam, ami biztosan
nem szerepel a tablazat jobb oldali szadmai k6zo6tt, mivel az elsé valés szamtdl az elsd, a ma-

sodik valos szamtdl a masodik tizedes jegyében, é.i.t. tér el.

Ezzel a tétellel megddlt az a hiedelem, hogy csak egyféle végtelen léte-
zik68, és felvetette a végtelen halmazok Osszehasonlitasanak kérdését. A
kontinuummal kapcsolatban a szemlélet szamara szamos egyéb nehezen el-
fogadhato dolog bizonyithat6. Példaul az, amit Cantor maga is igy fogalmazott
meg egyik, Dedekindhez irott levelében: ,latom, de nem hiszem”, hogy az
egységszakaszban ugyanannyi pont van, mint az egységnégyzetben (vagyis
létezik a [0, 1] <> [0, 1] x [0, 1] egy-egyértelm( megfeleltetés). Dontd fontossa-
gu az a tétel, hogy barmely H halmazra H 6sszes részhalmazainak halmaza
(ez g(H), amit hatvanyhalmaznak nevezunk) H-nal nagyobb szamossagu
(Halmos (1981)).

A tételbdl kovetkezik, hogy nincs legnagyobb szamossagu halmaz. De
felvet egy kérdést is. Lattuk, hogy a racionalis szamok kozotti Grt az irraciona-
lis szamok toltik ki, igy R méri egy kontinuum ,méretét”: azt méri, hogy meny-
nyire ,k6zel” vannak egymashoz a pontok az egyenesen. Ha teljes ez a kitdl-
tés, akkor nincs a megszamlalhaténal (azaz card(™) = X,) nagyobb és a
kontinuumnal (azaz card(R)=X1) kisebb szamossag. Ezt kontinuum-
hipotézisnek (CH) nevezziik. A CH tehat roviden azt allitja, hogy 2%° = X;. De
igaz-e ez az allitas?

A Peano-féle axiomarendszert mintaul véve, Zermelo 1908-ban megal-
kotta a halmazelmélet els6 axiomarendszerét, amit késébb Fraenkel egészitett
ki, igy ma ZF axiomaknak nevezzuk. Ezt szokas még a kivalasztasi axiomaval
(AC) kiegésziteni®®, igy nyerjik a ZFC halmazelméletet. A nemeuklideszi
geometria a parhuzamossagi axiomanak a tobbitél vald flggetlenségének

megmutatasaval sziletett. Hasonlo szerepet jatszik a halmazelméletben a CH.

%8 a természetes szamok szamossagat (amik a potencialis végtelent képviselik) megszamlalhaténak, az

ennél nagyobb szamossagu szamokat pedig nemmegszamlalhaté szamossagunak nevezzuik.

% A kivalasztasi axioma azt allitjia, hogy paronként diszjunkt halmazok tetszéleges rendszerének mind-

egyikébdl kivalaszthatd egy elem. Ennek filozéfiai nehézségeirél mar az eléz6 fejezetekben szoltunk.
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A kovetkez6 allitasok fogalmazhatdk meg:
1. Godel (1938): Ha ZF konzisztens, akkor a ZFC+CH is az.
2. Cohen (1963): Ha ZF konzisztens, akkor a ZFC+ nem CH is az.
3. Cohen (1963): Ha ZF konzisztens, akkor ZF + nem AC is az.

Tehat a halmazok kérében tobb, logikailag egyenértékl elmélet épithetd fel: a
ZF és a ZFC, tovabba egy ,cantori’ (ZF+CH) és egy ,coheni” (ZF + nem CH)
halmazelmélet.

Cantor tulajdonképpen két korabbi dogmaval szakitva (Euklidész azon
axiomajaval, hogy az egész nagyobb a résznél, valamint az aktualis végtelen
|étezésének tagadasaval), egy Uj univerzumot, a transzfinit matematika vilagat
hozta létre, amiben nemcsak a potencialis és aktualis végtelen kozott kell ku-
Idnbséget tenni, de gyakorlatilag nincs értelme tobbé aktualis végtelenrdl be-
szélni, mivel az aktualis végtelen is egyre nagyobb végtelenek sokasagat je-

lenti. A végtelenek végtelen hierarchiajahoz jutunk: Xo —» X1 > Xy > ... Xy, >

Axiomatikusan a halmazelmélet nem mas, mint egy <L1, ZFC> formalis
elmélet, ezért a Lowenheim-Skolem tétel alkalmazhatd a halmazelméletre is.
Feltéve, hogy a halmazelmélet konzisztens, igy bar a ZFC ,szandékolt” interp-
retacidja alapjan, a nemmegszamilalhaté halmazok végtelen hierarchiajahoz
jutunk, ugyanakkor a Léwenheim-Skolem tétel értelmében, a ZFC interpretal-
haté ugy is, mint ami csak megszamlalhatd dolgokrdl szol. Marmost, hogyan
tudunk nemmegszamlalhaté halmazokat értelmezni megszamlalhaté halmaz-
ként? Ez a Skolem paradoxon.

Van egy technikai megoldas, ami hasonlit ahhoz, amit az
Jinfinitezimalisok” értelmezésére alkalmaztunk a nem standard analizisben
(Moore (1993)). A Lowenheim-Skolem tétel megengedi, hogy vegyunk a hal-
mazok hierarchidjanak aljabdl egy M-szeletet, amely megszamlalhatdéan vég-
telen szamossagu és ZFC interpretaciojaul szolgalhat: M elemeit mint ZFC
Jargyalasi univerzumat” tekinthetjuk, vagyis ezen értelmezés szerint, egy ,M-
halmaz” megfelel egy ,ZFC halmaznak”. igy a végtelen halmazokrél sz6l6 alli-
tasokat interpretalhatjuk M-ben ugy, mint olyan allitasok, amelyek megmond-

jak, hogy bizonyos M-halmazok Iéteznek-e.
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Skolem paradoxon:
Hogyan lehet egy nem-
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, megszamlalhatdé halmazt

a hierarchidban felfelé
haladva elgondolni, mint
M {
9. é&abra

Megszamlalhato
halmazok

egy lent 1évé M -halmaz?

ires halmaz

Végtelen halmazok végtelen hierarchiadaja

Most, példaul, az az allitas, hogy , ¢ (™) nemmegszamlalhaté” értelmezhetd ugy M-
ben, hogy van olyan M-beli M; halmaz, amely megfelel g2 ([)-nek és van olyan M-beli M, hal-
maz, amely megfelel M-nek, de nincs olyan M-beli halmaz, amelynek elemei az M, és M,

halmaz elemeibdl képzett parok lennének.

Ezzel az értelmezéssel csak az a baj, hogy ZFC-re nézve interpretacio-
fuggéveé valik az, hogy egy halmaz megszamlalhat6-e vagy sem. Barmit, amit
ZFC-ben megtehetlink, megtehetjik M-ben is. De mi tudjuk, hogy ZFC kiterjed
M-en Kkivuli dolgokra is, vagyis kiterjeszkedik a teljes végtelen halmaz-
hierarchia halmazaira is. Vajon amit mi teljes hierarchianak hiszunk, valéjaban
nem egy M szelet-e egy kib&vitett, nagyobb hierarchia aljanak?

Az antik matematika szamara az irracionalis szamok kezelése komoly
gondot, az antik filozéfia szamara a végtelen problémaja kihivast jelentett. A
modern korral, a fliggvény fogalmara épulé matematika az infinitezimalisokkal
szembesult, amiben az irracionalisok és a végtelen problémajaval egyutt ismét
talalkoztunk, de ezt a halmaz és az aktualis végtelen fogalmaval sikerult athi-
dalni. Azonban ezek a problémak nem szuntek meg. A halmazelméletben az
irracionalisok problémaja a kontinuum-hipotézisben, a végtelen problémaja a

Skolem paradoxonban kdszén vissza.

5.
A nyelv fogalmi hasznalata a vilagot emberarcuva teszi. Mlvelése, akarcsak a

koltészet: mlvészet. Egy lehetséges vilagot nyerunk altala, aminek értelme az
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elméleteinken kivll van. Kanti alapon, ami dualista metafizikat képvisel, ez ugy
magyarazhato, hogy egy matematikai elmélet olyan emberi alkotas eredme-
nye, amelyet az ember kognitiv képességei hataroznak meg.

Kant két episztemioldgiai poziciot kivan 6sszehangolni. Egyik oldalrdl a
racionalizmust, amely szerint az 0sszes ismeretlnk a priori jellegl: fuggetlen
az érzékeléstdl és egyedul a tiszta észen alapul. A végtelent értelmunk révén
fogjuk fel és a végtelen képzetét tapasztalat nélkul formaljuk. Masik oldalrol az
empirizmus azt hirdeti, hogy minden ismeretink kizardlag érzékelésbél adodik.
Az abszolut végtelent nem tudjuk megragadni, nincs is ra igazan szikségunk.
Kant szerint épp a matematikai fogalmak azok, amelyek atjarast biztositanak a
két pozicid kozott, mivel a matematikai ismeretek, mint szintetikus a priori ité-
letek, nem a tapasztalatbdl szarmaznak, hanem intuitiv Gton keletkeznek®.
Példaul a tér és idd fogalmai vellnk szlletett szemléleti formak, amelyek for-
maljak tapasztalatunkat: a targyakat térben lévének gondolja az értelem és
id6ben egymas utan rendezi. A mi a priori tudasunk a geometriai igazsagokrol
abbdl szarmazik, hogy a tér a mi sajat kreacionk. Az aritmetika pedig az id6
percepciojaval hozhaté kapcsolatba: a donté elem a rakovetkezés percepcidja.
A mi a priori tudasunk az aritmetikai igazsagokrél abbdl szarmazik, hogy az
id6 is a sajat mentalis kreacionk. Az intuicié és az értelem tiszta formai és ka-
tegdriai olyan ,belénk épitett” eszkdzok, amelyekkel az érzéki tapasztalat
nyers adatait ,feldolgozzuk”. A tiszta matematika tapasztalattél figgetlen, kog-
nitiv tevékenység. Alkalmazhatdésagat az biztositja, hogy ami intuitive elgon-
dolhato, az a posteriori uton, azaz tapasztalatilag megkonstrualhato.

A ,nyers adatokat” ado vildag 6nmagaban noumena, az értelem szamara
soha meg nem ismerhetd metafizikai (aktualis) végtelen. Mivel a vilag megis-
merésében nem kerulhetjuk el tudatunk beavatkozasat, ami rendez és korla-
toz, ezért szamunkra csak a tapasztalatok vilaga, a phenomena adott. Az em-
ber tehat metafizikailag véges lény egy metafizikailag végtelen vilagban. Kant
antindbmiakkal mutatja ki, hogy a fizikai, ,phenomenalis” vildg mint egész, nem
jelenik meg szamunkra, csak részekben, vagyis nincs aktualis végtelen a fizi-

kai vilagban. Ellenkez6 esetben, ugyanis, érvelhetink a fizikai vilag végtelen-

0 Kant (1999).
170



sége mellett és ellen is. (Kant (1996)). Kant konkluzidja: a vilag mint egész
nem létezik, hanem altalunk konstrualt.

A konstruktivistak, Kant nyomdokain haladva, tagadjak azon fogalmak,
logikai szabalyok hasznalatat, amelyek tudatilag nem konstrualhaték. Az em-
ber, a rakovetkezés percepcidja altal, el tud képzelni tetszélegesen nagy ter-
mészetes szamot, tehat elfogadhatd a potencialis végtelen fogalma, de a ter-
mészetes szamokat mint egészet, az aktualis végtelent mar nem tudja senki
elképzelni, tehat aktualisan végtelen halmazok nem léteznek. Hasonldan, el
kell vetni a tertium non datur elvét, vagy az indirekt bizonyitasokat, mert annak
eldontésére, hogy egy ,A” allitas és tagadasa kozul melyik igaz, nem elég
csak az egyiket igazolni vagy cafolni: ,A” kognitiv konstrukciojanak léteznie is
kell.

A tér és id6 a priori szerkezetére épuld kanti, intuicionista jellegl tiszta
matematika alapjait a nemeuklideszi geometriak ingattak meg. Megddlt a geo-
metriai intuicioba vetett hit, ezutan a geometriat mar nem lehetett a geometriai
szemléletre alapozni. A szemlélet a kalkulus (fuggvény-analizis) esetén is
vagy a ,cantori pokolba” visz vagy legalabb is furcsa dolgokat produkal”’. A
kanti szemlélet valsaga utan, Kronecker és Jacobi, majd késébb az ,igazi’
intuicionistak, Brouwer és Heyting az aritmetikahoz val6 visszatérést szorgal-
maztak, a természetes szamokat tekintették a matematikai konstrualas, és igy
az egész matematika alapjanak. A Peano-féle klasszikus aritmetikahoz ké-

pest, szlletett is egy alternativ, Heyting-féle intuicionista aritmetika.

Valojaban a hilberti finitista program is kantianus, amelyben el6szor elkllonitjik az
igazolasra nem szoruld aritmetikai allitasokat: ezeket finit allitasoknak nevezte Hilbert, ame-
lyek mint ,axidmak” evidensen konzisztens rendszert alkotnak’?. Majd fel kell épiteni az arit-
metika atfogd, nem finit elemeket is magaban foglalé rendszerét. Végll, be kell bizonyitani
ezen atfogd rendszer konzisztenciajat, kizarélag a roégzitett finit eszkdzdket hasznalva. Bar
Godel ota tudjuk, hogy e konzisztencia bizonyitasa lehetetlen, ennek az atfogd rendszernek
és konstrukciojanak jelentésége abban van, hogy igy a rendszer nem pusztan jelentés nélkli

formuldk 6sszessége, hanem a tartalmas matematikanak része. A finitizmus alapjan annyi

" A konstruktivistaknak a matematikai analizis nagy része kidobhato, de a folytonos fliggvényeket is
sajatos modon kell kezelnitk (v6. a 3.3-ban mondottakkal).
2 Hilbert ennek preciz leirasat nem adta meg, Tait (1980) nyoman, aki ezt elvégezte, a rendszert primitiv
rekurziv aritmetikdnak nevezzik.
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bizonyosnak latszik, hogy a szam fogalmanak megragadasa nem a szam ideajan, hanem
konstrukciok olyan eszk6zén alapul, amelyek révén a szamok megkaphatdk.

Itt jegyezziik meg, hogy az intuicionista szemléletnek van a kantitdl eltéré metafizikai
megalapozasa is, ami Husserl fenomenologiajara épll (Tieszen (1984)). E felfogas a neves
matematikus, Weyl 1918-ban megjelent Das Kontinuum cimi mivében kifejtett allaspontbdl
indul ki, hogy a matematikai elméletek targyait nem szabad 6nkényesen posztulalni, hanem a
szemléletben kell ket megragadni. A tudas eredete Husserlnél egy valamire iranyulé intencié
betoltédése. Marmost, mivel barmely jolformalt matematikai kifejezésnek alaklamasnak kell
lenni egy intencio kifejezésére, igy az intencié nem csupan konkrét targyakra, hanem mate-
matikai objektumokra, s6t matematikai itéletekre is irdnyulhat. A matematika allitasainak betdl-
tédését a bizonyitdsok nyujtjak, és ez szintén a logikai konstansok intuicionista értelmezésé-
nek helyességét sugalljak. A fenomenolégiai megkozelités azonban a kanti szemlélethez ha-

sonldan dualista jelleg(, igy az alabbi érvelésiink ugyanugy igaz ra is, mint a kantira.

A matematikai paradoxonok forrasa a kanti szemléletben az ember
kognitiv és kommunikativ korlatainak tulajdonithatd. Az elébbi miatt szorgal-
mazzak az intuicionistak a matematika ,kiigazitasat®, az utdbbi szorosan kap-
csolédik a (tiszta ész altal reguldlt) fogalomhasznalathoz és a bizonyitashoz.
Kant szerint, a fogalom nem mas, mint egy fogalmi pont és annak horizontja”>.
Ebbdl, a rokonsag-képzet alapjan, fogalmi hierarchiat konstrualhatunk: a foga-
lom hatokorét specifikalva haladunk a hierarchian lefelé, és a homogenitas
alapjan felfelé. Kant a fogalmak kétféle hasznalatat kulonbozteti meg: van a
transzcedentalis hasznalat, ha a fogalmat magukra a dolgokra vonatkoztatjuk,
és az empirikus hasznalat, ha pusztan a jelenségekre, azaz valamely lehetsé-
ges tapasztalat targyaira. EQy matematikai tétel akkor bizonyul igaznak, ha
igazoljak, ami végul is a priori modon torténik. Azonban szintetikus médon le-
het a tétel érvényességi tartomanyat meghatarozni, a kivételek felkutatasat és
gondos kizarasukat a tétel megfogalmazasakor (Filep (1997)).

Ezt a ,kivétel-kizar6” mdédszert tamadja Lakatos (1981) élesen, és he-
lyette a Seidelnek tulajdonitott ,bizonyitasok és cafolatok” mddszerét ajanla.
Ugy gondolja, hogy a hagyomanyos matematikafilozéfiai (platonista, formalis-
ta, intucionista és logicista) szemléletek az euklideszi hagyomanyt folytatjak,
amik a matematikat tévedhetetlennek tekintik. A matematika tévedhetetlensé-

ge az euklideszi dogmak ledontésével szertefoszlott. A ,kivétel-kizaré” maod-

73 Kant (1996), p. 510
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szer viszont Euklidész e ,rossz szellemét’ tovabbra is fenntartja, mivel kritikus
problémahelyzetekben meggatolja a formalédd fogalmak, és igy az uj tételek
és elméletek fejlédését. El kell fogadni Seidel 1847-ben megfogalmazott gon-
dolatat, hogy egy matematikai bizonyitas akkor is elfogadhat6 lehet, ha nem
hibatlan. Ennek szellemében, a Bizonyitasok és cafolatokban, Lakatos a ma-
tematikat végsé soron torténeti-tarsadalmi produktumnak tekinti, és — a platoni
dialogusokat felelevenitve — a matematikat fejlédésében vizsgalja. Vitatja a
matematikai formalizmust, tdmadja azt a dogmatista allaspontot, hogy a ma-
tematika tévedhetetlen, cafolhatatlan tudomany volna. Bizonyitasok és cafola-
tok dialektikajaban, egy racionalisan rekonstrualt torténetet mutat be.

A ,bizonyitasok és cafolatok” mdédszere egy Uj matematikai médszertant
képvisel, amelynek centralis jelentésége, hogy a matematikat fejlédésében
vizsgalja, amibe belefér az intuicié botladozasa, és hogy esetleg zsakutcaba
jut. Az ,él6 matematika” azonban nem csak a ,kivétel-kizar6” modszeren, ha-
nem a kanti matematikafilozéfiai szemlélet metafizikai dualizmusan is megfe-
neklik. E szemlélet, a platoni barlanghasonlattal élve, ugy irhaté le, hogy a
szubjektum szamara felfoghaté vilag, a phenomena, nem mas, mint a szemlé-

letnek tulajdonithatd ,noumenalis” arnyékvilag (10. abra).

antinomiak
=5
/\/\> noumena
phenomena
\ of

%7 szubjektum

10. abra

Véalhat-e a szemlélet a matematikai megismerés forrdsava, ha olyan kérdésre sem tu-
dunk valaszolni, hogy mi a ,2"? A 2.2. fejezetben ismertettik, hogy Frege a szamokat specia-
lis objektumoknak tekintette: példaul, a ,2”-es szam nem mas, mint az dsszes kételem( oszta-
lyok osztalya. Lattuk, hogy e fregei értelmezéssel kapcsolatban vannak ellenérvek. Lehet-e
akkor a ,2” halmaz? A halmazelméletben a ,2”’-t mintahalmazok képviselik. Zermelo szerint a
.2 a{{J}} halmazzal azonos, Neumann szerint a {J, {J}} kételemi halmazzal, de lehet, hogy

egyik sem. A szamokat tekinthetjik olyan altalanositott tipusoknak is, amelyek példanyai a
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szamlalasra szolgalé szamjelpéldanyok. Ehhez elegendd egyetlen jel: _l ami megfelel a 0-

szimbélumsorozathozjutunk:_|, | | | | | Két szimbdélumsorozat, mint a szemlé-

let targyai, akkor tartoznak ugyanabba a tipusba, ha ugyanazt a szamot fejezik ki: ha mindket-
tében csak a_| —jel van; vagy a jobb szélen éllc')_‘ —jelek elhagyasaval, a kapott sorozatok

ugyanabba a tipusba tartoznak. A ,2” tipusnak tehat a | | —szimbolumsorozat felel meg.
Azonban, barhogy fogjuk is fel a természetes szamokat, ebbél kovetkeznie kell a matematikai
indukcidonak™. Ez pedig szétfesziti a kanti kereteket, mivel az indukcio altalanos fogalmanak
megértése nem ad semmilyen targyat a ,phenomenalis” vilagban (Parsons (1979)). A mai
felfogas szerint, nem az a lényeg, hogy a szamok miképpen jelennek meg a szemiléletben,
hanem hogy a szamsor rendelkezik-e a szamok strukturajaval, amellyel rekurziv definiciok

adhat6k meg.
Az él6 és permanensen formalddé matematikai elméletnek jobban meg-

felel egy metafizikailag monista szemlélet, amelyben persze ismét csak nem
ragadhatjuk meg a ,teljes igazsagot”, hanem csupan részaspektusokat, ame-
lyek bizonyos hely és torténeti feltételek kozott és bizonyos dsszeflggésekben
nyilvanulnak meg szamunkra. A mi Gestaltunkban, ami a vilagegész egy
komplex része (Naess (2005)), mindig megmutatkozik az is, amirél hallgatunk.
A Gestaltban Wittgeinstein egy nyelvi jatékot, az utdébbiban magat a misztiku-
mot ismerné fel. A fogalmak, a szakmai axiomak, a tételek és bizonyitasaik
gondos és folyamatos vizsgalata révén, a Gestalt attekinthetébbé, a misztikum
pedig kdzelebb kerll hozzank. Ebben kitlintetett szerep jut a fel-felbukkané
paradoxonoknak és ellenpéldaknak, amelyek a Gestalt korlatainak, a fogalmi
kiszakitottsagnak jele.

Godel és Chaitin szelleme nyilvanul itt meg ismét. Gédel nyoman, a
formalisan szigoru matematikai rendszer képtelen igazolni magat sajat eleme-
in, és barmilyen kulsé forrasokbol szarmazé normakra valé hivatkozas is egy

olyan rendszerre referal, amelynek ugyanez a sorsa. Masképpen fogalmazva,

™ A természetes szamsornak (a ,szdmolasnak”), amelyet értelmezni kivanunk, vannak elvart tulajdonsa-
gai: i) a szamsornak van kezd6eleme; ii) a szamsor mindig folytathatd, azaz a szdmsor minden elemének
van rakOvetkezdje; iii) a sorban nincs ismétlédés (a Peano aritmetikaban ezt a tulajdonsagot két axiéma
irja le); iv) barmely szamhoz eljutunk szamlalassal. Ez utébbi tulajdonsaghoz a matematikai indukciora
van szlkségiink. Ez posztulalja, hogy a kiindul6é elembél, a rakévetkezést hasznalva, eljuthatunk minden
természetes szamhoz, és csakis azokhoz juthatunk el.
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egy rendszer vizsgalatanak barmely vizsgalata csak relativizalja a rendszert.
Ugyanakkor, ez a ,relativizacié” nem feltétlenll destabilizal, és a rendszer
komplexitasat tukrozi.

Spencer Brown (1994) egy olyan kalkulust dolgozott ki, amelyben azt
mutatja meg, hogy amikor egy teret atmetszink vagy részekre bontunk, akkor
egy vilagot konstrualunk. Példaul, egy él6 organizmus bdre elvalasztja egy-
mastol a belsét a kiils6tél. Ugyanezt teszi a kérvonal a sikon. igy egy vilag
konstrualasanak elsé 1épése, hogy egy distinkciot, megkuldnbdztetést teszlink
(,draw a distinction”). Ezutan megjeldljik a distinkcié egyik oldalat (pl. a koér
belsd részét), mig a masik oldal jeléletlen allapotban marad. A megjeldlt alla-
poton tovabbi miveletek végezhetdk, distinkciokat halmozva distinkciokon ad-
dig, amig a vilag formaja kialakul. Minden igy megkonstrualt vildg egyedi for-
maja a kiindulasi pontjara kontingental, vagyis a rendszer fejl6dési torténete
meghatarozza a rendszer keretét, formajat. Ezek a mintazat-vilagok lehetnek
formalisak (logikailag vagy matematikailag leirt), illetve fizikaiak (mondjuk bio-
|6giailag adottak). Spencer Brown hangsulyozza, hogy kalkulusa nem logika,
nincs 6sszekapcsolva egy szemantikai értékrendszerrel, vagyis a kalkulus alli-
tasaival kapcsolatban nem vethet6 fel az igazsag kérdése. Csupan egy miive-
leti kalkulust, egy kornyezetfuggetlen nyelvet (vagyis Chomsky-féle 2-tipusu
grammatikat) hoz létre, amely a Boole-algebra kétértékii sémajat kapcsolja

Ossze az aritmetikaval ugy, hogy kézben csak egyetlen jelet hasznal fol.

Az alapszimbolum, az egyetlen jel, amit Spencer Brown felhasznél:_|, amelyet ke-
resztnek (,mark” és ,cross”) nevez. Ez a jel jeldli a distinkcid megtételét. Az egymast nem
metszd keresztek mintazatait kifejezéseknek nevezi. A kalkulusban el8irjuk, hogy i) egy adott
kifejezés folé kereszt irhato; ii) barmely két kifejezés 6sszekapcsolhatd (konkatenacidval), és

iii) a distinkcio tokéletesen felosztja a vilagot. Az elmélet két axiomaja a kdvetkez6:

A1 (a megnevezés axiomaja): Két szomszédos kereszt, azaz amelyek egyike sincs a

masikban, egy keresztbe irhatd, vagy egy jel kiterjeszthetd két szomszédos keresztbe:

Vagyis, ha egy distinkciét kétszer tesziink meg, az ugyanolyan hatasu, mintha egy-

szer tettuk volna. A jeldletlen allapoton torténd kétszeri keresztezés nem megkuldnbdztethetd
az egyszeritdl.
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A2 (a keresztezés axiomaja): Két nem szomszédos kereszt, vagyis amelyben az egyik

kereszt a masikba esik, jelletlen allapotot (,Semmit”) eredményez:

=

A jeldletlen allapotbdl torténd keresztezés megjeldlt dllapotba visz. Az ismételt keresz-
tezés a megjeldlt allapotbdl visszavisz a jeldletlen allapotba (11. abra).

Distinkcid
//
ra
’,

’
’

A jeloletlen allapotu tér o
% /' / A megjelolt allapota tér

11. &abra

A tér, amelyben ismételt distinkcidt teszink

Az A1 és A2 axiomak ismételt alkalmazasaval, barmely kifejezés, amely kizarolag kereszteket
tartalmaz, egyszerUsitett kifejezésre (a kifejezés szimplifikaltjara) redukalhato, legyen akar
megijeldlt, akar jeldletlen allapotd. Az igy nyert formalis elmélet alapvet6 metatétele”, hogy
egy kifejezésnek egyértelm( szimplifikaltja van; és az A1 és A2 ismételt alkalmazasa, megje-
I6lt és jelbletlen allapoton, nem eredményezhet olyan kifejezést, amelynek szimplifikaltja ki-

I6nboézik a kiinduld allapottdl.

Spencer Brown munkajanak, az alabb elmondottakon tul, az is a filozé-
fiai jelent6sége, hogy tulmutat az arisztotelészi, fogalmi gondolkodason, és
modern formaban, dinamizalva, feleleveniti az ,archaikus”, mintakban (képek-
ben) tortén6 gondolkodast (vo. 1. fejezet). Valdjaban a metaelméleti vizsgala-
tok, amelyek a rendszerek vizsgalatainak rendszeren kivili vizsgalatai, olyan
rendszerek, amelyek rajuk jellemzd distinkcidikon keresztll reprodukaljak on-
magukat. S ezek a rendszerek interakcidban vannak egymassal, mintak fej-
I6dnek ki, amelyeknek mindig vannak megjeldlt és nem megjeldlt részei. A
nem megjeldlt allapotok nem részei a rendszernek, de hozza tartoznak ahhoz

a vilaghoz, amelyet a rendszer konstitual.

"® v6. T3-4, in Spencer Brown (1994).
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Spencer Brown az dnreferencian alapuld paradoxonok ,feloldasara” is mutat egy méd-
szert kalkulusaban, ami részint 6tvdzi Tarski (a targy- és metanyelvi szint megkulénboztete-
sével atvagni az onreferenciat) és Russell (tipuselméleti) megoldasat, ugyanakkor ezek valos
alternativajat is jelenti. Induljunk ki az x* = ax + b masodfoku egyenletbél, amelynek ismert a
megoldasi modszere. Az egyenletet atirhatjuk x = a +b/x formaba, amely ,6nreferens” abban
az értelemben, hogy x a kifejezés jobb oldalan ujra megjelenik. Ezt kihasznalva, az egyenletet
felirhatjuk x végtelen visszahelyettesitésével a kdvetkezé moédon: x =a +b/(a +b/(a +b/(a +b
/(a +...)))). Jeldljik ezt a kifejezést: l(a + b/ ). Amikor a masodfoki egyenletnek vannak va-
l6s gyokei, akkor ez a végtelen kifejezés valds értékhez tart. Példaul, ha a=b=1, akkor a (1
+1/)=1+1/(+1/(1+1/ (1 +1/(1+..)))) kifejezés az xX* = x + 1 masodfoku egyenlet pozi-
tiv gyokéhez tart: (1++/5 )/2.

Ugyanakkor, ha D = a’ + 4b < 0, akkor a fenti masodfoku egyenletnek nincs valos
megoldasa. Példaul, Spencer Brownt kdvetve, az x = -1/x masodfoku egyenlet két lehetséges
gybke +1 és -1, behelyettesitéssel +1= (-1/+1) = -1, illetve -1 = (-1 /-1) = +1, mindkett6 ellent-
mondashoz vezet a valés szamok kérében. Ha azonban bevezetjik az i = J-1 képzetes kife-
jezést, akkor az x = -1/x egyenletet ismét felirhatjuk az alabbi végtelen kifejezésbe: 1(-1/) = -
11111 (-1..0).

Spencer Brown analégiat vél felfedezni az algebra és Boole-féle logika kdzott, és be-
vezeti az imaginarius Boole-féle igazsagértéket: a kalkulusaban felirhato a

J=T7]
kifejezés, amelyet felfoghatunk az x = -1/x egyenlet analogonjaként. Ha veszink egy 6nrefe-
rens mondatot, pl. ,ez a kijelentés hamis”, akkor csupan az igaz vagy hamis két igazsagérték
mellett, ez a mondat paradoxon — igaz, ha hamis, és hamis, ha igaz — egy érvelési térben, de
megjelenhet paradoxon nélkil is, térben és idében. A

J=T7]
kifejezésben, ha J megjeldlt allapottal egyenld, akkor az egyenléség azt implikalja, hogy J
jeldletlen allapottal egyenlé; vagy ha J jeldletlen allapottal egyenld, akkor az egyenléség azt

implikalja, hogy J megjeldlt allapottal egyenlé :

=71 J=T=
vagy
= = 1=T1

Az ilyen Onreferens kifejezést ugyanugy felirhatjuk végtelen visszahelyettesitéses alakban,

ahogy azt a x = -1/x egyenlet esetén tettlk, és ezt nyerjuk:
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Mivel a keresztezés axiomaja (A2) alapjan

_
I

ezért azt latjuk, hogy J véges megkozelitése a megjeldlt és jeldletlen allapotok kéz6tt oszcillal:

Térbeli latasmod: Temporalis latasmaod:

]

TEE .
1

Marmost J-t kétféleképpen nézhetjik: az egyik tisztan térbeli latdsmdd — egyméasbazart ke-
resztek végtelen sorozata; a masik tisztan temporalis latdsmdd — megjeldlt és jeldletlen allapo-
tok egymast valté sorozata. Amikor J-re ugy tekintlink, mint id6ben oszcillalé allapotok soro-
zatéra, feloldjuk a paradoxont. J egy olyan dnfejl6dé autopoetikus rendszernek tekinthetd,
amelyben egy Uj allapot emelkedik ki J egymasba helyettesitett formajaban. Spencer Brown

szerint, ez a latasmoédvaltas olyan, mint amikor a valés szamok kérébdl atléplink a komplex
szamok korébe.

Végll is egy sajatos Gestalt alapu gondolkodashoz lyukadunk ki ismét,
amelyben a megjeldlt allapotok adjak a rendszert, vagyis a vilagegész azon
részét, amit vizsgalunk, de ebben megmutatkoznak a jeldletlen allapotok is.
Egy kétértékd informalis szemantikai hatteret és egy 6nfejl6d6 rendszert ka-
punk, amely fogalmai, axidmai, tételei, bizonyitasai altal meghatarozva,
rekurzive generalja dnmagat. A rendszerfejlédés elemzésének — Chaitin tétele
alapjan — hatarozott korlatai vannak.

A halmazelmélet ZF rendszere is felfoghaté egy olyan 6nfejl6dd,
autopoetikus rendszerként, amelynek axidmai a végtelen halmazok végtelen
hierarchiajat allitja el6.

Vegyuk sorra az axiomakat:

(ZF1): Meghatarozottsagi axioma: x=y = (Vz) (ze x = ze y);

(ZF2): Ures halmaz axiéma: (Ix)(Vy) ~(ye X);
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ZF3): Paraxioma: (Vx)(Vy)(3z)(Vw) (wez=(w =XV W =Y));

ZF4): Uni6 axiéma: (Vx)(3y)(Vz) (zey = (Iw) (wex & ze w));

ZF5): Hatvanyhalmaz axioma: (Vx)(3y)(Vz) (zey = (Vw)(we z D weX);

ZF6): Végtelen halmaz axiomdja: (Ix)(De x & (Vy)(yex oy U {y}ex);

ZF7): Kijeldlés axiomaja: (Vx)(~x = & o (y)(yex & ~(Iz)(ze y & zex)));
ZF8):Helyettesités axiomaja: (Vx)(3y)F(x,y) o (Vz)(Fw)(Vv)(vew = (Ju)(uez &

F(x,y))), ahol F(x,y) L’ egy olyan formulaja, amely minden x halmazhoz pon-

(
(
(
(
(
(

tosan egy y halmazt rendel.
A ZF elsb két axiomaval egyutt jar az tres halmaz fogalma, ami a hierarchia legalsé pontja. A

harmadik és negyedik axiomat hasznalva, (ZF6) révén tudjuk megkonstrualni az J; {J}; {{J}};

{©, {G}); {{an); ({9, {91 {9, {{Gh) {9, (@, {Gh): {9}, {{9h) {9}, {9, (G} {{Dh, {9,
{D}}}; é.i.t. sorozatot, aminek tagjai x-ben vannak. Ebben a konstrukciéban (ZF8) alapjan tu-
dunk Uj halmazokat létrehozni, amelyeknek hatvanyhalmazait képezve, (ZF5) révén, mar a

végtelen halmazok végtelen hierarchiajahoz jutunk.

Megjegyezzuk, hogy az aritmetikat is értelmezhetjuk autopoetikus rend-
szerként, ahol a természetes szamokat a Peano-axiomak generaljak. Mindkét
rendszer autopoetikus, sajatos rekurziv formaval rendelkezik, és kd6z6s abszt-
rakt tartalmuk a természetes szamok. Ez egyuttal a két elmélet k6zott sajatos
viszonyt is teremt. A halmazelméleti rendszer mint autopoetikus rendszer gya-
korlatilag abszolut végtelenséget hordoz magaban. Amikor azonban vizsgalat
targyava tesszuk, distinkciot hajtunk végre rajta, ezaltal lesz egy olyan ,megje-
IOIt” része, ahol a rendszer potencialisan végtelen lesz (ezek az M-halmazok),
de a ,jeldletlen” allapotok is kitinnek benne. A halmazelmélet és a Peano-
elmélet kdzotti viszony alapjan, nem csodalkozhatunk azon, hogy az aritmeti-
kanak is van ,jeldletlen” része, vagyis nemmegszamlalhaté modellje.

Ha jol meggondoljuk, azonban éppen ez a sajatossag teszi a monista
és dualista metafizikai értelmezést kulonbozévé. A problémamegoldasban a
dualista szemlélet kildnbséget tesz faktualis és észlelt helyzet kozott, felada-
tat pedig e két helyzetnek kozelitésében latja. Ezzel kénytelen felosztani az
allitasokat els6dlegesre, ti. azok a fundamentalis kifejezések (pl. axiomak),
amikbél bizonyitasok indulhatnak ki, és masodlagosra, amiket igazolunk. A
dualista a vilagroél szold korlatozott ismeretét kognitiv és fogalmi okoknak tulaj-
donitja. A paradoxonokat olyan rejtélyeknek tekinti, amiket fel kell szamolnia.

A monista szemlélet nem tesz ilyen distinkciot, hanem allanddéan benne van a
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problémaban. E szemléletben egy axiomatikus rendszer kontingens: nem fejez
ki logikai szUkségszeriséget, meégis ugy mikodik, mintha valami szukségsze-
riséggel birna. A rendszert nem lehet evidenciaval vagy bizonyitassal alata-
masztani, de megcafolni sem, mert ezek nem csak az igazolas, hanem az ér-
velés feltételeit, tehat bizonyos informalis egzisztencia-eléfeltevéseket jelente-

nek.

Ahhoz, hogy végtelen halmazokkal vagy, mondjuk, linearis terekkel kényelmesen dol-
gozni tudjunk, a halmazelmélet ZFC axidmarendszerét kell hasznalnom. Gddel és Cohen
eredményeibdl tudjuk, hogy ehhez jogom van. Nem csodalkozhatom ugyanakkor azon, hogy
a halmazelmélet ZFC axiomarendszerében dolgozva, mas eredményhez jutok, mint aki ZF-
ben dolgozik. De mi van akkor, ha egyenesen egymasnak ellentmonddé allitasokat kapunk?
Példak:

e Ha adva van akarhany (véges vagy végtelen) de legalabb egy természetes szam, akkor

van kozottik legkisebb. Ezt a matematikusok ugy fejezik ki: a természetes szamok
<[ ,<> rendezett halmaza jol-rendezett, azaz minden nem (res részhalmazanak van

legkisebb eleme. Nem ez a helyzet az egész szdmok esetén, hiszen példaul a {-1, -3,...}

olyan részhalmaz, amelynek nyilvanvaléan nincs legkisebb eleme. Hasonlé okokbdl
<IR <> sem j6l-rendezett. Csakhogy Zermelo 1904-ben bizonyitotta azt a tételt, hogy ha

igaz a kivalasztasi axioma, akkor minden halmaz j6él-rendezhetévé valik, tehat a ZF-ben
nyilvanvalo6 allitasokkal szemben bizonyithato tételeket nyerhetiink ZFC-ben.

e ZF-ben nem, de Zermelo emlitett tételét felhasznalva, ZFC-ben mar megmutathato, hogy
minden vektortérnek van bazisa. Ezt kihasznalva, bizonyithaté az a meglepd éllitas, hogy

az f(x) = x identitas-figgvény eldall két periodikus fliggvény 6sszegeként.

e Veégll, emlitsiik meg a kor négyszdgesitésének problémajat, ami azt a feladatot jelenti,
hogy szerkeszthet6-e adott kor teriiletével egyenl6 terlletli négyzet. A feladat euklideszi
szerkesztéssel nem oldhaté meg. Ezt az 6korban is sejtették, de csak 1882-ben bizonyi-
totta be Lindemann azt, hogy a 1 szam transzcendens, vagyis nem gydke semmilyen ra-
ciondlis egyutthatdju polinomialis egyenletnek. Néhany évtizeddel korabban ismert volt,
hogy amennyiben a 1 irraciondlis, akkor a kdr négyszdgesitése euklideszi szerkesztéssel
lehetetlen. Ugyanakkor, a Banach-Tarski paradoxon (Id. 4.1. szakaszt) témakdrébe tarto-
z6 tételként, Laczkovich mutatta meg a kor modern négyszogesitésének lehetéségét
(Laczkovich (1998)): egység terileti négyzet felbonthaté véges darabokra ugy, hogy

ezekbdl atfedés és hézag nélkil, egység teriiletl korlap rakhato 6ssze.

Minden matematikai allitas megvaltozhat, az egyik Gestaltban a rendszer ke-

retfeltételéhez tartozhat, a masikban viszont a rendszer elemévé valhat. Mind-
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ez oda vezet, hogy a matematika szétesik egymashoz koherensen nem illesz-
kedd elméletekre, agakra. Az egyik elméletben bizonyitott tételt csak alapos
vizsgalat utan szabad felhasznalni a masikban, mivel minden matematikai fo-
galom az uj elIméletben Gestalt-valtasokat eredményezhet.

A helyzetet e fejezet elején elmondott példaval szemléltethetjuk. Ve-
gyuk a kdévetkez6 mondatot: ,ez a magas fa komor”. A dualizmuson alapul6
gondolkodas a fa magassagat a fa objektiv sajatsaganak, vagyis elsédleges
tulajdonsagnak ismeri el, mig a fa komorsaganak tulajdonsagat szubjektivnek,
lényegében masodlagos tulajdonsagnak tekinti. Holott, érvelhetlink ugy, hogy
a két tulajdonsag kozott nem ontologiai, hanem komplexitasbeli kulonbség
van. A fa magassaga leirhaté az M [p, q] fogalommal, ahol a jellemzé tulaj-
donsagok: p a magassagegységek szama és q az egység fajtaja, és a fa ko-
morsaga a K]a, b, c, ...] fogalommal, ahol a tulajdonsagok hihetetlentl nagy
szama sejlik fel, pl. a lehet a fa helyzete, b a szemlél6é helyzete, ¢ a szemlélé
érzelmi allapota, stb.

A .fa magas” allitas azt jelenti, hogy ,meghatarozott kulsé feltételek
mellett a fa magas szamomra”. Az azonos kulturaju vagy szakértelmi embe-
rek hasonlé szubjektiv allitasokat tesznek a fa magassagarol, és igy ez az
allitas interszubjektivé valik, amit a kozgondolkodas objektivnek minésit. A ,fa
komor” allitas viszont nem kap hasonlé egyetértést masoktol, mert a jellemzék
nagy szama miatt ezt az allaspontomat nagy val6észinliséggel nem fogjak ma-
sok osztani, igy szubjektiv minésitést kap. Nyilvanvald ugyanakkor, hogy a
szubjektum szempontjabol a két allitas kozott nincs kulonbség.

A matematika formalis rendszereinek nincs szlksége egzisztencia-
feltevésre, hiszen egy distinkciobdl kiindulva, a matematikai apparatus auto-
matikusan termeli komplex formait. Komoly kétség vetddik fel ugyanakkor az
igazsag klasszikus felfogasaval kapcsolatban, amely szerint elegend6é egy
mondat igazsaganak feltételeként elfogadni, hogy egy mondat bizonyitott-e
vagy sem. Mivel egy mondat jelentését meghatarozza, hogy miképpen lehet
bizonyitani és hogyan hasznaljuk fel 6ket a bizonyitasban, osztjuk Dummett
allaspontjat, hogy a matematikusnak érdemes intuicionista (konstruktivista)

allaspontra helyezkednie. Ugyanakkor, a kiindulasul vett definiciok és axiomak
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rogzitése, ezzel az egész formalis konstrukcidé, olyan egzisztencia-
el6feltevésekkel jar, ami levalaszthatatlan az elmélet informalis hatterérél,
amibe — Putnam szavaival — a matematika ,noumenalis joszagai” is beletar-
toznak. Ez a legsulyosabb érv a matematikai formalizmus ellen. A matemati-
kus a platonizmus-konstruktivizmus dilemmajaban van, mert az elméleten be-
[0l konstruktivista, az elméleten kivul platonista médon kénytelen szemlélni a
targyat, és a paradoxonok jelzik, ha atlépi a hatart. A formalis matematikaban
egyszerre van jelen tartalom, forma és viszony, és olyan 6nfejl6dé rendszert

alkot, ami tulndvi barmely alkotdjanak képzeletét.

182



ibliogrd

183



Albert, H. (1985): Treatise on Critical Reason. Princeton: Princeton University Press.
Arisztotelész (1993): Kategoriak. Budapest: Kossuth Kényvkiado.

Arisztotelész (2002): Metafizika. Szeged: Lectum Kiado.

Arnold, V. . (1985): A mechanika matematikai médszerei. Budapest: Miiszaki Kényvkiado.
Beke T. (1989): Hogyan csinaljunk aranyat, avagy a Banach-Tarski paradoxonrol. Kozép-
iskolai Matematikai Lapok, 11. szam.

Bell, J. S. (1987): Speakable and unspeakable in quantum mechanics. Cambridge: Camb-
ridge University Press.

Blohincev, D.I. (1987): Kvantummechanika. Budapest: Gondolat Kiado.

Boolos, G. (1996): The Standard of Equality of Numbers. In.: Demopoulos (1996)

Boolos, G., Heck, (1996): The Development of Arithmetic in Frege's Grundgesetze der
Arithmetik. In.: Demopoulos (1996)

Brown, J. R. (1999): Philosophy of Mathematics. London: Routledge.

Coutturat, L. (1966): La logique de Leibniz. Paris: F. Alcan, 1901. (Reprint).

Curry, B. (1977): Foundations of Mathematical Logic. New York: Dover Publications.

Csaba F. (szerk.) (2003): A matematika filozé6fiaja a 21. szazad kiisz6bén. Budapest: Osiris
Kiadé.

Davidson, D. (1984): Inquiries into Truth and Interpretation. Oxford: Oxford University
Press.

Davis, P. J. és Hersh, R. (1984): A matematika élménye. Budapest: Mlszaki Kényvkiadd.
Descartes, R. (1993): Ertekezés a médszerrél. Budapest: lkon Kiado.

Demopoulos, W. (ed.) (1996): Frege’s Philosophy of Mathematics. Cambridge: Harvard
University Press.

Dennett, D. (1995): Darwin’s Dangereous Idea. New York: Simon & Schuster.

Dimond, C., ed. (1989a): Wittgeinstein’s Lecture on the Foundations of Mathematics,
Cambridge 1933. Chicago: University of Chicago Press.

Dimond, C., ed. (1989b): Wittgeinstein’s Philosophy of Mathematics, Cambridge 1933.
Chicago: University of Chicago Press.

Dummet, M. (1978): Truth and Other Enigmas. Duckworth.

Dunham, W. (1990): Journey through Genius. THE GREAT THEOREMS OF MATHEMATICS. New
York: Penguin Books.

Einstein, A. (1978): A specialis és az altalanos relativitas elmélete. Budapest: Gondolat
kiado.

Fazekas A. I. (2000): A modern létezésfogalom kialakulasa. Frege nézetei a 'van’ kifejezés
kildnb6z6 értelml hasznalatarol. Budapest: Aletheia Kiadvanyok.

Fazekas A. és Malik J. Z. (1999): Gondolat, nyelv, tudomany. Gond 1999/21-22, p. 143-170.
Feyerabend, P. K. (1991): Three Dialogues on Knowledge. Oxford: Blackwell Publisher.

184



Filep L. (1997): A tudomanyok kiralynéje. Budapest-Nyiregyhaza: a Typotex és a Bessenyei
Kdényvkiad6 kdzds kiadasa.

Forrai G. (2004): Locke és Kant a matematika filozéfigjaroél. Vilagossag, 10-11-12., p. 115-
124.

Frege, G. (1980): Logika, szemantika, matematika. Budapest: Gondolat Kiadé.

Frege, G. (1999): Az aritmetika alapjai. Budapest: Aron Kiadé.

Freud R. (szerk.) (1981): Nagy pillanatok a matematika torténetében. Budapest: Gondolat
Kiadé.

George, A., Velleman, D. J. (2002): Philosophies of Mathematics. Oxford: Blackwell.
Grover, D. (1992): A Prosentential Theory of Truth. New Jersey: Princeton University Press.
Halmos, P. (1981): Elemi halmazelmélet. Budapest: Miiszaki Kdnyvkiado.

Jaglom, I. M. (1985): Galilei relativitasi elve és egy nemeuklideszi geometria. Budapest:
Gondolat Kiado.

Jegorov, |. P. (1986): Geometria. Budapest: Tankdnyvkiado.

Janossy L. és Elek T. (1963): A relativitaselmélet filozéfiai problémai. Budapest: Akadémiai
Kiadé.

Janossy L. (1973): Relativitaselmélet a fizikai valésag alapjan. Budapest: Akadémiai Kiado.
Jaskowski, S. (1948/1969): Propositional Calculus for Contradictory Deductive Systems.
Studia Logica, 24, p. 143-157.

Kalmér L. (1957): Az un. megoldhatatlan matematikai problémakra vonatkozé kutatasok
alapjaul szolgalé Church-féle hipotézisrdol. Az MTA Matematikai és Fizikai Osztalyanak
Kdézleményei, 7.

Kant, I. (1996): A tiszta ész kritikaja. Szeged: Ictus.

Kant, I. (1999): Prolegomena. Budapest: Atlantisz.

Kenny, A. (1995): Frege. London: Penguin Books.

Kleene, S. C. (1936): General recursive functions of natural numbers. Math. Annalen, 112,
p. 741.

Kolmogorov, A. N. (1932): Zur Deutung der intuitionischen Logik. Math. Zeitschrift, 35, p.
58-65.

Kuhn, T. S. (2000): A tudomanyos forradalmak szerkezete. Budapest: Osiris Kiado.
Laczkovich M. (1998): Sejtés és bizonyitas. Budapest: Typotex Kiado.

Lakatos I. (1981): Bizonyitasok és cafolatok. Budapest: Gondolat Kiad®é.

Lanczos K. (1976): A geometriai térfogalom fejlédése. Budapest: Gondolat Kiado.

Lynch, M. P. (2001): The Nature of Truth: From the Classic to the Contemporary. Massa-
chusetts: MIT Press.

Lucas, J. R. (1961): Minds, Machines and Gédel. Philosophy, 36., p. 112-127.

Mannheim, K. (1996): Ideoldgia és utépia. Budapest: Atlantisz Kiado.

185



Mendelson, E. (1987): Introduction to Mathematical Logic. California: Wadsworth &
Brooks.

Mertens, J.-F. és Zamir, S. (1985); Formulation of Bayesian Analysis for Games with
Incomplete Information. International Journal of Game Theory, 14, p. 1-29.

Mihalydeak T. (2008): Functor-argumentum decomposition, Compositionality and
Logical Semantics. Debrecen: Habilitaciés dolgozat (60 p.).

Misner, C. W., Thorne, K. S., Wheeler, J. A. (1973): Gravitation. San Fransisco: W. Freeman
& Company.

Montague, R. (1970): Universal Grammar. Theoria 36, p. 373-98.

Moore, A. W. (1993): The Infinite. London, New York: Routledge.

Moschovakis, J. (2007): Intuitionistic Logic. The Stanford Encyclopedia of Philosophy [For-
ras: http://seop.leeds.ac.uk/entries/logic-intuitionistic/].

Naess, A. (2005): The Selected Works of Arne Naess. Dordecht: Springer.

Norwood, J. (1981): Szazadunk fizikaja. Budapest: Miszaki Kényvkiado.

Parsons, Ch. (1979): Mathematical Intuition. Proceedings Of The Aristotelian Society 80, p.
145-168. Magyarul: Magyarul: In.: Csaba (2003).

Parsons, Ch. (1983): Mathematics in Philosophy. Cornell University Press.

Penrose, R. (1993): A csaszar Uj elméje. Budapest: Akadémiai Kiado.

Penrose, R. (2007): A nagy, a kicsi és az emberi elme. Budapest: Akkord Kiadé.

Platon (1984): Osszes miivei I-lll. Budapest: Eurdépa Kényvkiado.

Poincaré, H. (1908): Tudomany és foltevés. Budapest: Kiralyi Magyar Természettudoma-
nyi Tarsulat Kiadasa.

Polya Gy. (1977): A gondolkodas iskolaja. Budapest: Gondolat Kiado.

Popper, K. (1968): The Logic of Scientific Discovery. New York: Harper & Row.

Priest, G. (2002): Paraconsistent Logic. In.: Gabby, D. M. és Guenthner, F.: Hanbook of
Philosophical Logic. Vol 6., p. 287-387. Amsterdam: Kluwert Academic Press.

Prior, A. (1960-1): The Runabout Inference Ticket. Analysis, 21, p. 8-39.

Putman, H. (1980): Models and Reality. Journal of Symbolic Logic 45, p. 464-482. Magyarul:
In.: Csaba (2003).

Putnam, H. (1981): Reason, Truth and History. Cambridge: Cambridge University Press.
Quine, W. O. (1975): On Empirically Equivalent Systems of the World. Erkenntnis, 9, p.
313-28.

Quine, W. O. (1980): From a Logical Point of View. Cambridge: Harvard University Press.
Quine, W. O. (1986): Philosophy of Logic. Cambridge: Harvard University Press.

Rényi A. (1965): Dialégusok a matematikarél. Budapest: Akadémiai Kiadé.

Robinson, H. (2003): Dualism. The Stanford Encyclopedia of Philosophy [Forras:
http://plato.stanford.edu/entries/dualism/].

Russell, B. (1968): Filozoéfiai fejlédésem. Budapest: Gondolat Kiado.

186



Russell, B. (1995): Introduction to Mathematical Philosophy. London: Routledge.

Russell, B. (1996): A filozéfia alapproblémai. Budapest: Kossuth Kényvkiado.

Ruzsa I. (1968): A matematika és a filoz6fia hataran. Budapest: Gondolat Kiado.

Ruzsa I. (1967): A matematika néhany filozé6fiai problémajarél. In.: Ruzsa, I. és Urban, J.
(1967): Vilagnézeti nevelésiink természettudomanyos alapjai IV. Budapest: Tankdnyvkiado.
Ruzsa, |. (1997): Introduction to Metalogic. Budapest: Aron Publishers.

Ruzsa |. és Maté A. (1997): Bevezetés a modern logikaba. Budapest: Osiris Kiado.

Schaffer, J. (2007): Monism. The Stanford Encyclopedia of Philosophy [Forras:
http://plato.stanford.edu/entries/monism/].

Shomaker, S. (1969): Time without change. Journal of Philosophy, 66, p. 363-381.

Shannon, C. E., Weaver, W. (1949): The mathematical theory of communication. Urbana:
University of lllinois Press.

Shapiro, S. (1991): Foundations without Foundationolism. Oxford: Clarendon Press.
Smullyan, R. (1999): Godel nemteljességi tételei. Budapest: Typotex.

Spencer Brown, G. (1994): Laws of Form. Portland: Cognizer Company.

Szabé A. (1978): A gérég matematika kibontakozasa. Budapest: Magvetd Kiadé.

E. Szabd L. (1982): Geometrodynamics in Multidimensional Unified Theory. Gen. Rel.
Grav., 14, p. 77.

E. Szabo L. (2002): A nyitott jové problémaja. VELETLEN, KAUZALITAS ES DETERMINIZMUS A
FIZIKABAN. Budapest: Typotex Kiadé.

Tait, W. W. (1980): Finitism. The Journal of Philosophy, LxXvil. Magyarul: In.: Csaba (2003).
Tarski, A. (1990): Bizonyitas és igazsag. Budapest: Gondolat Kiado.

Tarski, A. (1935/1990): Az igazsag fogalma a formalizalt nyelvekben. In.: Tarski (1990).
Tarski, A. (1944/1990): Az igazsag szemantikus felfogasa és a szemantika megalapoza-
sa. In.: Tarski (1990).

Teller E. (1997): Schréodinger macskaja. Fizikai Szemle 47, p. 202-206.

Tieszen, R. (1984): Mathematical Intuition and Husserl’s Phenomenology. Nols 18, p.
395-421. Magyarul: In.: Csaba (2003).

Trahtenbrot, B. A. (1978): Algoritmusok és absztrakt automatak. Budapest: A Miiszaki és
Mir Konyvkiaddk kézos kiadasa.

Troelstra, A. S. és Van Dalen, R. D. (1988): Constructivism in Mathematics. Vol. 1. Ams-
terdam: Elsevier.

Trosztnyikov, V. N. (1981): Konstruktiv modszerek a matematikaban. Budapest: Gondolat
Kiadé.

Van der Waerden, B. L. (1977): Egy tudomany ébredése. Budapest: Gondolat Kiadé.
Wittgeinstein, L. (1989): Tractatus Logico-Philosophicus. Budapest: Akadémiai Kiado.
Wright, C. (1992): Truth and Objectivity. Cambridge: Harvard University Press.

187



