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Bevezetés

A differencialszamitas és integralszamitas révid térténete

Az analizis vagy kalkulus a matematika egy jelentés teriillete. Modszereit arra hasznaljuk, hogy olyan
problémakat oldjunk meg, amelyeket algebrai eszk6zé6kkel nem vagyunk képesek. A kalkulus az analitikus
geometriara épul. Két jelentos teriilete a differencialszamitas és az integralszamitas.

Az analizis alapjait mar az 6si Gérégorszagban és Indiaban leraktak, de a modern analizis kialakulasa a 17.
szazadban kezd6détt Europaban, Isaac Newton és Gottfried Wilhelm Leibniz munkassaganak
kdszonhetden.

A matematika torténetében Pierre Fermat (1601-1665) francia matematikus
foglalkozott szabatosan el6szor azzal a kérdéssel, hogy hogyan lehet egy
figgvény maximumat vagy minimumat meghatarozni. Vizsgalatai soran
természetes modon jutott el a fliggvénygoérbe érintéjéhez.

Fermat el6készité munkajat kévetéen Goitfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
német matematikus az altala alapitott Acta Eruditorium (Tuddsok folyodirata) cimdi
folyoiratban 1684-ben kozétette a fliiggvénygorbék érintéjének meghatarozasara
vonatkozé  moddszerét. Ezzel lényegében felfedezte a  flggvény
differencialhanyadosat.

A differencialhanyados szemléletes fogalma azonban nem csak a fliggvénygérbe
érintéjéhez kapcsolodik.

Isaac Newton (1643-1727) angol matematikus Leibniztél fiiggetleniil, a mozgas
sebességét elemezve jutott el a differencialhanyados felfedezéséhez.

A differencialszamitas kialakulasanak korszaka igy a XVI. szazad végétol kb.
1700-ig tartott. Szinte azt mondhatjuk, hogy eddig a korig a matematikusok
egymastol tobbé-kevéshé fliggetleniil felfedezték az egyetemen jelenleg tanitott
kalkulus (szamitasi eljaras) legnagyobb részét. Newton és Leibniz mellett
megemlithetjiilk még L'Hospital francia matematikus 1696-ban kiadott A végtelen
kicsinyek analizise cimi(i konyvét. Bar a megfogalmazasaik mai szemmel nézve
pontatlanok voltak (példaul a hatarérték fogalmat a mai szabatos formaban nem
ismerték) és intuitiv (60szténds megérzésen alapuld) médszerrel dolgoztak, a
munkassaguk mégis hallatlan nagy I6kést adott a matematika fejlédésének.




A differencialszamitas eredményes tovabbfejlesztéi kéziil talan Euler (1707-1783), Bernoulli, Jacob (1654-
1705) és Bernoulli, Johann (1667-1748) svajci, Taylor (1695-1731) angol és D'Alembert (1716-1783) francia
matematikust kiilon is érdemes megemliteni. Az utobbi sokat tett a differencialszamitas elvi alapjainak
tisztazasa érdekében azzal, hogy felhivta a figyelmet a hatarérték fogalmara.

E fogalom koriil kialakult hosszadalmas vita, bizonytalansag és pontatlansag |
utan végre a XIX. szazad elején sikeriilt lekiizdeni a nehézségeket. Ugyanis |
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) francia matematikus 1821-ben megjelent
miivében kozolte a hatarérték fogalmanak ma is elfogadott szabatos
definicidjat, és megmutatta a szigoru alkalmazasat. Cauchynak és kovetdinek
koszénhet6, hogy még a mult szazadban sikeriilt az analizist szilard alapokra
helyezni. Az analizis alapjainak és fogalmainak tisztazasaban, a szabatos
bizonyitasok bevezetésében eléviilhetetlen érdemei vannak Weierstrass (1815-
1897) német matematikusnak.

Az analizis kérében végzett kutatdsokban kiilonésen a XX. szazadban értek el
kiemelked6 eredményeket magyar matematikusok is. Szellemi kivalésagaink
koziil érdemes kilon is kiemelni Schlésinger Lajos (1864-1933), Reisz Frigyes
(1880-1956), Fejér Lipot (1880-1959) munkassagat.

Ezen matematikusok munkassaganak kdoszénhetéen az analizis a matematika komoly alapagava valt.

A Maple szoftver

A 20. szazad masodik felének meghatarozé ujdonsaga a szamitogépek megjelenése, fejlédése igazi
forradalmi valtozast hozott szamos teriileten. Eleinte a szamitogépeket foként numerikus szamolasokra
hasznaltak, de mar elég hamar a nagy volumenii szamolasokat igénylé Uzleti, menedzsment jellegii
alkalmazasok kezdtek dominalni. Tovabbra is megmaradtak azonban a tudomanyos szamolasok, de a
gépeken kdonnyedén, nagy gyorsasaggal végrehajthatd drias mennyiségii szamolast igénylé feladatok
elénybe részesiiltek a munkaigényesebb (kézzel végzett) algebrai formula manipulaciokkal szemben.

A helyzet azonban megvaltozott, amikor megjelentek a "szimbolikus és algebrai" szamolasra képes
szoftverek, amelyek lehetévé teszik a matematikai objektumokat reprezentalé szimboélumokkal térténd
szamolast. Ezek a szimbélumok jel6lhetnek szamokat (egész, racionalis, valés és komplex, algebrai), de
hasznalhatok olyan matematikai objektumokra is, mint a polinomok, fiiggvények, egyenletrendszerek,
vagy mas még absztraktabb matematikai strukturak. A "szimbolikus" elnevezés azt hangsulyozza, hogy
van, amikor a valaszt kimondottan egy (zart) képlet alakjaban vagy egy szimbolikus kézelitéssel keressiik.



Az "algebrai" azt fejezi ki, hogy a szamolasokat a lebegépontos kozelité aritmetika helyett "pontosan”
végezziik el, azaz pontos raciondlis és tetszéleges pontossagu valds aritmetikai miiveletekkel. A
szimbolikus és algebrai szamolasra kidolgozott nyelvekre tébb ekvivalens elnevezés létezik: formula
manipulaciés, szimbolikus programozasi, szamitégépes algebrai stb. rendszerek. Ezek a nyelvek a
szimbdlumokkal végzett miiveleteken, numerikus szamolasokon, programozhatésagon kiviil magas szint
grafikai megjelenitést is lehetévé tesznek azonban féként interaktiv modon - egy vagy néhany utasitas
begépelésével - hasznalatosak. Jellemz6é vonasuk, hogy komoly mennyiségii és bonyolult beépitett
matematikai tudast tartalmaznak, matematikai szakért6 rendszereknek is tekintheték, amelyek
segitségével hatékonyan és pontosan megoldhaté szamos matematikai nyelven megfogalmazott
probléma.

Elénylik, hogy leegyszerisitik, meggyorsitjak, bizonyos fokig automatizaljak a matematikai probléma
megoldast. Kutatasi eszkozként is jol hasznalhatok. Példaul matematikai bizonyitasok részeként:
ellenérizve vagy végrehajtva kiilonb6z6 bonyolult képlet atalakitasokat, grafikusan abrazolva a megoldast.
A szamitégépes algebrai rendszerek "matematikai kisérletek” elvégzésére is inspiralnak. Korlataik is
vannak. Példaul el6fordul, hogy tul sok memoriat és gépidét hasznalnak fel, valamint a pontos aritmetika
miatt gyakran exponencialisan megnéhet egy kifejezés mérete, vagy oriasi szamok jelenhetnek meg. Nem
veszélytelen - meglep6 eredményekre is vezethet - a beépitett fliggvények hasznalata. Az sem mellékes,
hogy érteniink kell a feladat matematikai megoldasat, hogy meg tudjuk itélni, a j0 megoldast kaptuk-e
meg.

Jelen dolgozatban az egyik legelterjedtebb szamitégépes algebrai nyelv - a Maple - gazdag lehetéségeit
alkalmazzuk. A dolgozat irasakor a kanadai Waterloo Maple Software Co. mar a Maple 11 verzional tart.

Mi is az a Maple?

A Maple egy magas szintli komputer algebrai és vizualis megjelenitésre alkalmas rendszer. Tokéletes
kornyezetet biztosit szimbolikus formulak szimbolikus atalakitasahoz, algebrai kifejezésekkel valo
operalashoz, gyakorlatilag tetszéleges pontossagu szamolashoz, és a legkiilonb6zébb két és
haromdimenzios abrak elkészitéséhez. Egyik f6 ereje hogy a rendszer lehetéségeit és "tudasat” szinte
korlatlanul lehet béviteni. igy széles korben alkalmazhaté a matematika legkiilonbdzébb agaiban, az
oktatasban, ezen kiviil a mérnoki, lizleti és gazdasagi életben egyarant.

A Maple-lel egy munkalapon keresztiil lehet kommunikalni, az utasitasokat a munkalap aktualis helyén
talalhaté parancssorbdl tudjuk kiadni. Az aktualis parancssor ala irja ki a valaszait (szamitasi eredmények,
hibalizenetek, stb.), és egy kiilén ablakba keriilnek az abrak, animacidk. Ezeket persze bemasolhatjuk a
munkalapra, ott lehet 6ket szerkeszteni a tablazatokkal, szamitasi eredményekkel és sok minden massal
egylitt, és tetszetés formaban ki lehet 6ket nyomtatni, vagy mas célra felhasznalni.

Megjegyzés a nyomtatott verziéhoz:

Szakdolgozatom szamitdgépes valtozataban teljes értéki, ugyanis a Maple szoftver és a HTML nyelv lehet6ségeit
kihasznalva, sok animécioét és néhany felhasznaléval kommunikald, interaktiv eljarast tartalmaz, amelyeket
nyomtatott formaban sajnalatos médon, nem tud visszaadni a dolgozat. Természetesen az animaciok és az
inetraktiv eljarashivasok is bekeriiltek a nyomtatott verziéba és ezek kllon jeldlve vannak. Az animacioknal a
legjellemzdbb képkocka (altalaban az utolsd) szerepel alloképként, eljarasoknal pedig egy kommunikaciés példa.
Ezek fényében javasolni tudom, a dolgozatom HTML verzidéjanak szamitdgépen valé megtekintését, mivel az
tekinthetd a valés, teljes értékil dolgozatnak.



Bevezetés a differencialszamitasba

Az érint6 szemléletes fogalma
Linedris fiiggvény esetéen:

Linearis fiiggvény képe egyenes. Ismereteink alapjan, az egyenes, a fliggvénygorbe iranyat, adott P
pontban a derékszogli haromszég befogdinak a hanyadosaval, az egyenes iranyszégének a tangensével
jellemezhetjiik (iranytangens).

Masodfoku fliggvény esetén:

Szeretnénk pontosan kovetni a fliggvénygoérbe iranyat, a fliggvény menetét nem linearis fliiggvények
esetén is. Tekintsiik a parabolat, és értelmezziik a parabola iranyat adott P pontban. Késsiik 6ssze a P
pontot a parabola egy téle balra esé A pontjaval és a parabola egy téle jobbra es6 B pontjaval. Sem az AP
egyenes, sem a BP egyenes iranyat nem fogadhatjuk el a parabola iranyanak a P pontban. Mert ha
elfogadnank 6ket, akkor egyrészt a parabolanak a P pontban két iranya lenne, masrészt a két irany
valtozna , ha mind az A pontot, mind a B pontot kézelitenénk a P ponthoz.

£

De a B vagy az A pontnak a P pont felé tértén6 mozgasakor lesz olyan pillanat, amikor a B, illetve az A
pont a P pontba érkezik. Ekkor a BP szeld, illetve az AP szel6 "elpattan” a parabolatol. A szemlélet az
sugallja, hogy a két elpattané szel6 egybeesik, azonos lesz. A szel6kbdl egyetlen érint6 lesz a P pontban,
célszerii ezzel az érintével jellemezni a parabola iranyat.






Az érinto definialasa

Legyen S adott intervallum. Az f: S — R fliggvény grafikonjanak két pontjat jelélje a P(c, f (c)) és Q(x, f (X)),
ahol ¢ €4 .

A PQ szel6 meredekségét a PQ és az Ox tengely pozitiv iranya altal bezart sz6g tangense adja, s mivel PR
parhuzamos az x-tengellyel, ezért ez a sz6g a QPR szdggel egyenlé, tehat

_QR_ F- Sl
gLPRe= PR x—c

Ha ez a differenciahanyados egy m hatarértékhez tart, mikdzben %€ tart c-hez, akkor a szel a P
pontra illeszked6 m meredekségii egyeneshez tart, melyet az y = f(x) egyenletli gorbe ¢ abszcisszaju
pontjahoz tartozo érintéjének nevezziik.
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A geometriai szemlélettdl fiiggetlenithetjiik azt az eljarast, amely szerint az f és c ismeretében
meghatarozzuk az m szamértéket.

Az f: S — R fiiggvénynek differencialhanyadosa a ¢ £ S helyen m (akkor és csak akkor), ha
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Ekkor réviden azt mondjuk, hogy f differencialhaté a ¢ pontban.



Fliggvények és érintéik

A kovetkez6 fliggvényeket tekinthetjiik meg:

Alapfiiggvények:

= Masodfoku fliggvény
Neégyzetgyokfliggvény
= Exponencialis fliggvény
» Logaritmusfiiggvény

= Szinusz fliggvény

= Koszinusz fliggvény

Tovabba néhany, érdekes fliggveny

A fliggvények és érint6ik abrazolasat az alabbi, sajat magam készitette eljarasok segitségével teszem:

> restart: with(plots):

> rajzol := proc(f,k,v,p)
local fv, erinto, df, p1, p2,kezdo,veg,po:
fv:=f;
kezdo:=k;
veg:=v;
po:=p;
df:=diff(fv,x);
pl:=plot(fv, x=kezdo..veg, scaling=unconstrained,thickness=3, color=black):
erinto:=subs(x=a, df)*(x-a)+subs(x=a,fv);
p2:=plot(subs(a=po, erinto), x=(po-1.5)..(po+1.5), color=red, thickness=3):
display({p1, p2});
end proc:

Ez az eljaras a fliggvény egy adott pontjaban meghuzza az érintéjét.

> rajzol2 := proc(f,kx,vx,Ky,vy,e)
local fv, erinto, df, p1, p2,kezdox,vegx,kezdoy,vegy,esz,i:
fv:=f;
kezdox:=kx;
vVegx:=vXx;
kezdoy:=Kky;
vegy:=vy;
esz:=e;
df:=diff(fv,x);
pl:=plot(fv, x=kezdox..vegx,y=kezdoy..vegy, scaling=unconstrained,thickness=3, color=black):
erinto:=subs(x=a, df)*(x-a)+subs(x=a,f);
koz:=(vegx-kezdox)/esz;
for i from 1 to esz do
lista[i]:=display(p1,plot(subs(a=-3+i*6/esz, erinto),x=-3+i*6/esz-0.6..-3+i*6/esz+0.6,y=kezdoy..vegy, color=red)):
od:
display(seq(lista[i], i=1..esz), insequence=true,thickness=3, scaling=unconstrained);
end proc:

Ez az eljaras meghtzza a fliggvény adott szamu az érintéjét, és animacioban abrazolja.



> rajzol(x"2,-4,4,1);

> rajzol2(x"2,-4,4,-2,16,100);
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> rajzol(sqrt(x),0,6,0.3);
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> rajzol2(sqrt(x),0,6,-1,3,100);
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> l‘ajzol(exp(x),-l ’5’3);
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> rajzol2(exp(x),-1,5,0,180,100);
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> rajzol(log(x),0,6,1);

> rajzol2(log(x),0,6,-3,3,100);
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> rajzol(sin(x),-4,4,-Pi/2);

> rajzol2(sin(x),-4,4,-1.2,1.2,100);
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> rajzol(cos(x),-5,3,0);

> rajzol2(cos(x),-5,3,-1.2,1.2,100);
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> rajzol(exp(-sin(x”2))*sin(x),-4,4,0);

> rajzol2(exp(-sin(x"2))*sin(x),-4,4,-2.5,2.5,100);
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> rajzol((1+x"2)*exp(-x"2/2),-4,4,0);
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> rajzol2((1+x”"2)*exp(-x"2/2),-4,4,0,1.3,100);
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> rajzol(sin(2*¥x)*(4*x"2),-8,8,2.5);
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> rajzol2(sin(2*x)*(4*x"2),-8,8,-210,210,100);
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> rajzol(sin(2*¥x)+0.25*cos(8%x),-1,8,2.5);
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> rajzol2(sin(2#x)+0.25*cos(8*x),-1,8,-1.1,1.5,100);
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Egy On altal valasztott fliggvény

Interaktiv rész

Prébalja ki a Maple szoftvert!

ElSre megirt eljarasok segitségével abrazolhat egy On altal megadott fliggvényt és meghuzhatja egy adott
pontban az érintéjét, vagy adott szamu érint6t huzhat a fliggvényhez.

Az eljaras futtatasahoz telepitett Maple szoftverre van sziikség!

= Egy érint6 egy adott pontban
=« Erinték egy adott fliggvényhez
=« Erint6k egy adott fiiggvényhez x és y tengely abrazolasi intervallum megadasaval

A kovetkez6 oldalakon az eljarasok forraskodja, egy kommunikaciés példa és annak eredménye lathaté.
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Egy érint6 egy adott pontban
Egy On altal megadott fiiggvényhez egy adott pontban érintét hiiz az eljaris.
A promptok utin az Enter billentyii leiitésével kell futtatnia az utasitasokat (sorban mind a harmat).
A rajzol( ) ; utan adja meg a kivalasztott fiiggvény adatait.
FONTOS: az adatok bevitelét ; -el zarja le és csak azutan iisse le az Enter billentyiit.
Fiiggvény megadasa pl: sin(x); x"2+3; exp(x);

> restart: with(plots):

> rajzol := proc()
local fv, erinto, df, p1, p2,kezdo,veg,po:
fv:=readstat(''Melyik fiiggvényt abrazoljuk: ');
kezdo:=readstat("'A fiiggvényt mely intervallumban dbrazoljuk? A kezdépontja:');
veg:=readstat(''Végpontja: '");
po:=readstat(''Melyik pontban hizzuk meg az érintét: "');

df:=diff(fv,x);

pl:=plot(fv, x=kezdo..veg, scaling=unconstrained,thickness=3, color=black):
erinto:=subs(x=a, df)*(x-a)+subs(x=a,fv);

p2:=plot(subs(a=po, erinto), x=(po-1.5)..(po+1.5), color=red, thickness=3):
display({p1, p2});

end proc:

> rajzol();

Melyik fiiggvényt dbrazoljuk: x"2/2+sin(x);
A fiiggvényt mely intervallumban dbrazoljuk? A kezddpontja: -3;
Végpontja: 3;

Melyik pontban hiizzuk meg az érintét: 0
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Erinték adott fiiggvényhez
Egy On altal megadott fiiggvényhez megadott szamu érintét hiiz az eljaras.
A promptok utan az Enter billentyii leiitésével kell futtatnia az utasitasokat (sorban mind a harmat).
A rajzol2( ) ; utan adja meg a kivalasztott fiiggvény adatait.
FONTOS: az adatok bevitelét ; -el zarja le és csak azutan iisse le az Enter billentyiit.
Fiiggvény megadasa pl: sin(x); x"2+3; exp(x);
Ha a jobban lathatésag miatt, meg szeretné adni, hogy az eljaras az abszcissza- (x) és a ordinata (y) tengelyek mely
részét abrazolja akkor az Erinték egy adott fiiggvényhez y tengely abrazolasi intervallum megadasaval - munkalapon
a rajzol3 eljarast hivja meg.

> restart:with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> rajzol2 := proc()
local f, erinto, df, p1, p2,kezdo,veg,esz,i:
f:=readstat(''Melyik fiiggvényt abrazoljuk: ');
kezdo:=readstat("'A fiiggvényt mely intervallumban abrazoljuk? A kezdépontja:");
veg:=readstat(''Végpontja: ");
esz:=readstat(''Hany érint6t hiizzunk meg: '");
df:=diff(f,x);
pl:=plot(f, x=kezdo..veg, scaling=unconstrained,thickness=3, color=black):
erinto:=subs(x=a, df)*(x-a)+subs(x=a,f);
koz:=(veg-kezdo)/esz;
for i from 1 to esz do
lista[i]:=display(p1,plot(subs(a=kezdo+i*koz, erinto), x=kezdo..veg, color=red)):
od:

display(seq(lista[i], i=1..esz), insequence=true,thickness=3, scaling=unconstrained);
end proc:

Warning, “koz  is implicitly declared local to procedure "rajzol2’

Warning, “lista 1is implicitly declared local to procedure "rajzol2’

> rajzol2();

Melyik fiiggvényt dbrazoljuk: x*2+sin(x)+5;
A fiiggvényt mely intervallumban dbrazoljuk? A kezddpontja: 0;
Végpontja: 5;

Hany érint6t hizzunk meg: 100;
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Erinték adott fiiggvényhez x és y tengely abrazolasi intervallum megadasaval

Egy On altal megadott fiiggvényhez megadott szamu érintét hiiz az eljaras.

Megadhatja, hogy az eljaras az abszcissza- (x) és a ordinata (y) tengelyek mely részét abrazolja.

A promptok utan az Enter billentyii leiitésével kell futtatnia az utasitasokat (sorban mind a harmat).
A rajzol3( ) ; utan adja meg a kivalasztott fiiggvény adatait.

FONTOS: az adatok bevitelét ; -el zarja le és csak azutan iisse le az Enter billentyiit.

Fiiggvény megadasa pl: sin(x); x”"2+3; exp(x);

> restart:with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> rajzol3 := proc()
local f, erinto, df, p1, p2,kezdox,vegx,kezdoy,vegy,esz,i:
f:=readstat(''Melyik fiiggvényt abrazoljuk: ');
kezdox:=readstat('' A fiiggvényt mely intervallumban abrazoljuk? Az x tengely kezdépontja:'');
vegx:=readstat(''Az x tengely végpontja: ");
kezdoy:=readstat(''Az y tengely kezddpontja: '");
vegy:=readstat(''Az y tengely végpontja: ");
esz:=readstat(''Hany érint6t hiizzunk meg: '");
df:=diff(f,x);
pl:=plot(f, x=kezdox..vegx,y=kezdoy..vegy, scaling=unconstrained,thickness=3, color=black):
erinto:=subs(x=a, df)*(x-a)+subs(x=a,f);
koz:=(vegx-kezdox)/esz;
for i from 1 to esz do

lista[i]:=display(p1,plot(subs(a=kezdox+i*koz, erinto), x=kezdox..vegx,y=kezdoy..vegy, color=red)):
od:

display(seq(lista[i], i=1..esz), insequence=true,thickness=3, scaling=unconstrained);
end proc:

Warning, “koz  1is implicitly declared local to procedure “rajzol3"

Warning, ~lista’ is implicitly declared local to procedure "rajzol3’

> rajzol3();

Melyik fiiggvényt dbrazoljuk: cos(x)/2;

A fiiggvényt mely intervallumban dbrdzoljuk? Az x tengely kezd6pontja: -3;
Az x tengely végpontja: 4;

Az y tengely kezddpontja: -1;

Az y tengely végpontja: 1;

Hany érint6t hizzunk meg: 75;
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-0.51

ANIMACIO
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A differencialszamitas a fels6bb matematikaban

A fejezet eddigi része a differencialszamitas bevezetésérol szolt, a k6zépiskolai tananyagra és targyalas
maodszereire tamaszkodva.

Aki szeretné megtekinteni, tanulmanyozni a differencidlszamitas magasabb szinten val6 targyalasat az Dr.
Lajké Karoly, egyetemi docens Analizis 2 jegyzetébd6l megteheti.

A jegyzet az alabbi linken érheté el: http://www.math.klte.hu/~lajko/
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Bevezetes az integralszamitasba

Kétoldali kozelités

Sikidomok esetében:

A Kor teriiletét a beirt és kériilirt n ( 2 4) oldalu szabalyos sokszdgek teriileteivel kdzelitettiik meg. A kér
teriiletének kiszamitasa utan felvethet6 az a kérdés, hogy hogyan lehet kiszamolni olyan sikidom teriiletét,
amelyet tetszéleges goérbe vonal hatarol. Hasznos gondolatnak latszik, ha a sikidomot egyenes
szakaszokkal szétdaraboljuk, azutan kiszamitjuk a részidomok teriiletét (a részidomokat harom vagy két
oldalrél egyenes szakaszok és egyik oldalrél gorbe vonal hataroljak), majd a kapott teriileteket
osszeadjuk. De hogyan szamoljuk ki egy részidom teriiletét? Mivel egy gorbe vonal biztosan van a
részidomunkban, ezért a teriiletének kiszamitasa nem egyszeri dolog.

A kor teriiletét beirhatd és koriilirhaté szabalyos sokszégek teriiletével kozelitettiik meg. Tetszéleges
sikidomnal a gérbe vonalak miatt szabalyos sokszégekkel nem szamolhatunk, de eljarhatunk ugy, hogy a
sikidomot felparcellazzuk és az egyes parcellakba téglalapokat illesztiink, illetve ez egyes parcellakat
tartalmazé téglalapokat jeléliink ki. Nyilvanvalé, hogy ekkor a sikidom teriilete a sikidom altal tartalmazott
téglalapok teriiletének 6sszege és a sikidomot tartalmazo téglalapok teriiletének 6sszege kozé esik.

A téglalapok teriiletének kiszamitasahoz két adatot kell ismerniink: az alapot és a magassagot. A gérbe
vonalu sikidom teriiletét nagyobb pontossaggal hatarozhatjuk meg ha a parcellak szamat szaporitjuk.

Fliggvények esetében:

Most szamitsuk ki annak az OAB zart sikidomnak a teriiletét, amelyet feliilrél az y=x2 egyenletii parabola
ive, alulrél az x tengely, oldalrél az x tengelyre meréleges AB szakasz (ordinata) hatarol. A sikidomot
parabolikus haromszégnek nevezziik.

Feladatunkat atfogalmazhatjuk a kévetkezoképpen:

Szamitsuk ki az f: R—>R, f(x)=x? fliggvény goérbéje alatti teriiletet a [0;1] intervallumban. Vagy azt is
mondhatjuk, hogy szamitsuk ki az f: R—R, f(x)=x2 fliggvény gorbéje alatti teriiletet az x,=0 és az x,=1
hatarok kézott.

Osszuk fel a [0;1] intervallumot, az OA szakaszt 4 egyenlo részre.

= Emeljiink a szomszédos osztopontok altal meghatarozott szakaszok folé téglalapokat, olyan modon,
hogy a téglalap magassaga az adott szakaszon a fliggvény legkisebb értékével legyen egyenlé. Ha a
4 téglalap teriiletét 6sszeadjuk akkor megkapjuk a beirt téglalapok teriiletének 6sszegét.

= Aztan a szakaszok folé emeljiink téglalapokat olyan moédon, hogy az adott szakaszon a téglalap
magassaga most a legnagyobb fliggvényérték legyen. Ha ezeket is O0sszeadjuk akkor a koriilirt
téglalapok teriiletének 6sszegét kapjuk meg.
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A beirt téglalapok teriiletének 6sszegébél hianyzik valamennyi, hogy a teljes teriiletet kapjuk, mig a
korilirt téglalapok teriiletésszege valamennyivel tobb, mint a fliggvény alatti teriilet. A szemlélet azt
sugallja, hogy a hianyt és a tébbletet is csdkkenthetjiikk ha a [0;1] intervallum felosztasat noveljlik. Ezt az
eljarast a matematikaban szaknyelven a felosztas finomitasanak nevezziik.

Altalanositsunk:

Osszuk fel a a [0;1] intervallumot n egyenl6é részre és szamitsuk ki a beirt, ill. a koérilirt téglalapok
terlileteinek Osszegét. A beirt téglalapok teriileteinek Osszegét jeldljuk s -el, a korulirt téglalapok

terileteinek 6sszegét jeldljik S -el. (s illetve S a latin "summa", magyarul "6sszeg" sz6 kezdébetiije. Az n
index pedig arra utal, hogy a [0;1] intervallumot n egyenlé részre bontottuk).

Példak: kiilonbzé n-ekre (pirossal, alul s ill. S )

0.a
06

04

07 08 0s

% P ¥ i
a2 aoooeen AANIMACIO a2 uooooe ANIMACLO
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Fliggvények

A kovetkezo fliggvényeknek nézzitkk meg az alsd illetve felsé kozelitését:

Alapfiiggvények:

Neégyzetgyokfiiggvény
Exponencialis fliggvény
Logaritmusfiiggvény
Szinusz fliiggvény

= Koszinusz fliiggvény

Tovabba nehany, érdekes fiiggvény

Az alabb talalhaté eljarasok sajat munkam eredményei, alapul a The University of Waterloo altal bejegyzett
leftbox, rightbox és middlebox eljarasok szolgaltak.

Also kozelités

> with(plots):with(student):

> alsok_szamol:=proc(F, rng, hany)
local x, i, n, a, b, f,ertek,kezdo,width, parsedargs, ossz;
parsedargs := “student/checkboxargs’ (args);
x := parsedargs[1];
a := parsedargs|[2];
b := parsedargs[3];
n := hany;
if not type(F, procedure) then f := unapply(F, x)
else f:=F
end if;
width := (b - a)/n;
0ssz:=0;
kezdo:=a;
for ifrom 1 by 1ton
do
ertek:=evalf(width*(minimize(f(x),x=kezdo..kezdo+width)));
ossz:=ossz+ertek;
kezdo:=kezdo+width;
end do;
return 0ssz;

end proc:

Ez az eljaras az s -t szamolja ki.

> alsok:=proc(F, rng, hany)
local x, i, n, a, b, f, shadecolor, linecolor, mbox, mboxes,p, t, width, parsedargs, plotopts, smax;

parsedargs := “student/checkboxargs’ (args);

31



x := parsedargs[1];

a := parsedargs|[2];

b := parsedargs[3];

n := hany;

plotopts := op(parsedargs[5]);

if not type(F, procedure) then f := unapply(F, x)

else f:=F

end if;

shadecolor := select(has, [plotopts], 'shading');

if shadecolor <> [] then shadecolor := "plot/color (subs(shadecolor, 'shading'))
else shadecolor := COLOR(HUE,0.56)

end if}

p :=NULL;

for t in [plotopts] do

if lhs(t) <> 'shading' then p := p, t end if

end do;

plotopts := p;

linecolor := select(has, [plotopts], {colour, color});

if nops(linecolor) = 2 then linecolor := linecolor[2]

elif nops(linecolor) = 1 then linecolor := linecolor[1]

else linecolor := colour = black

end if}

mbox := subs('_COLOR' = shadecolor, (f, a, b) -> POLYGONS(

evalf([[a, 0], [a, minimize(f(x),x=a..b)],[b, minimize(f(x),x=a..b)], [b, 0]]),_ COLOR));
width := (b - a)/n;

mboxes := PLOT(seq(mbox(f, a + i*width, a + (i + 1)*width),i=0..n - 1));
Felir:=textplot([(0.5,-0.2),alsok_szamol(f,x=a..b,n)],color=red);
plots[display]({mboxes, Felir, plot(f(x), x = a .. b,thickness = 3, linecolor, 'style' = 'LINE', plotopts)})

end proc:

Ez az eljaras az alsé kozelitést szemlélteti, berajzolja az adott finomitas mértékének megfeleléen a
téglalapokat a fliggvénygérbéhez.

> abrazol_also := proc(f,k,v,p)
local fv,kezdo,veg,parc,i,Abra:
fv:=f;
kezdo:=k;
veg:=v;
parc:=p;
for i from 1 to parc
do
Abra[i]:=alsok(fv,x=kezdo..veg,i)
end do:
display([seq(Abrali],i=1..parc)],scaling=unconstrained,insequence=true);

end proc:

Az el6z6 két eljaras egy animacioban valé abrazolasat késziti el.
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Felsé kozelités:

> with(plots):with(student):

> felsok_szamol:=proc(F, rng, hany)
local x, i, n, a, b, f,ertek,kezdo,width, parsedargs, ossz;
parsedargs := “student/checkboxargs’ (args);
x := parsedargs[1];
a := parsedargs|2];
b := parsedargs[3];
n := hany;
if not type(F, procedure) then f := unapply(F, x)
else f:=F
end if;
width := (b - a)/n;
0ssz:=0;
kezdo:=a;
forifrom1by1ton
do
ertek:=evalf(width*(maximize(f(x),x=kezdo..kezdo+width)));
ossz:=ossz+ertek;
kezdo:=kezdo+width;
end do;
return ossz;
end proc:

Ez az eljaras az S -t szamolja ki.

> felsok:=proc(F, rng, hany)
local x, i, n, a, b, f, shadecolor, linecolor, mbox, mboxes,p, t, width, parsedargs, plotopts, smax, Felir;
parsedargs := “student/checkboxargs’ (args);
x := parsedargs[1];
a := parsedargs|[2];
b := parsedargs[3];
n := hany;
plotopts := op(parsedargs[5]);
if not type(F, procedure) then f := unapply(F, x)
else f:=F
end if}
shadecolor := select(has, [plotopts], 'shading');
if shadecolor <> [] then shadecolor := "plot/color’(subs(shadecolor, 'shading'))
else shadecolor := COLOR(HUE, 0.6)
end if}
p :=NULL;
for t in [plotopts] do
if lhs(t) <> 'shading' then p := p, t end if

end do;

33



plotopts := p;

linecolor := select(has, [plotopts], {colour, color});

if nops(linecolor) = 2 then linecolor := linecolor[2]

elif nops(linecolor) = 1 then linecolor := linecolor[1]

else linecolor := colour = black

end if}

mbox := subs('_COLOR' = shadecolor, (f, a, b) -> POLYGONS(

evalf([[a, 0], [a, maximize(f(x),x=a..b)],[b, maximize(f(x),x=a..b)], [b, 0]]),_COLOR));
width := (b - a)/n;

mboxes := PLOT(seq(mbox(f, a + i*width, a + (i + 1)*width),i=0..n - 1));
Felir:=textplot([(0.5,-0.2),felsok_szamol(f,x=a..b,n)],color=red);
plots[display]({mboxes, Felir, plot(f(x), x = a .. b,thickness = 3, linecolor, 'style' = 'LINE', plotopts)})

end proc:

Ez az eljaras a fels6 kozelitést szemlélteti, berajzolja az adott finomitas mértékének megfeleléen a
téglalapokat a fliggvénygoérbéhez.

> abrazol_felso := proc(f,k,v,p)
local fv,kezdo,veg,parc,i,Abra:
fv.=f;
kezdo:=k;
veg:=v;
parc:=p;
for i from 1 to parc
do
Abra[i]:=felsok(fv,x=kezdo..veg,i)
end do:
display([seq(Abrali],i=1..parc)],scaling=unconstrained,insequence=true);

end proc:

Az el6z6 két eljaras egy animacioban valé abrazolasat késziti el.
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> alsok(sqrt(x),x=0..5,20);

0.54

2

> abrazol_also(sqrt(x),0,5,30);

2

7.1 492}{30231

4
7253593662 ANIMACIO
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felsok(sqrt(x),x=0..5,20);

2 3
?.708%4?225

> abrazol_felso(sqrt(x),0,5,30);

2
7.626271658 ANINGACIO
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> alsok(exp(x),x=0..5,20);

1404

1204

1004

80

B0

401

207

> abrazol_also(exp(x),0,5,30);

1404

1204

1004

801

B0+

400+

201

2

2

3
1297534925
H

3 4

1354698054 ANTMACIO

®
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> felsok(exp(x),x=0..5,20);

1404

1204

1004

80

B0

401

207

> abrazol_felso(exp(x),0,5,30);

1404

1204

1004

801

B0

401

207

2

2

3
166 B0ETE23
H

3 4

160.0336653 . :
i AN ACIO
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> alsok(log(x),x=1..6,20);

0.5

8522257218 X

> abrazol_also(log(x),1,6,30);

]

07 5 599316631 x ANIACIO
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> felsok(log(x),x=1..6,20);

0.5

> abrazol_felso(log(x),1,6,30);

0.2-

5.5970157085 X

5 897343209 X ANINACIO
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> alsok(sin(x),x=0..Pi,20);

0.8

0.6

0.44

0.24

0.21

> abrazol_also(sin(x),0,Pi,30);

0.2-

1.5

¥

1.535506340

1.5 25

¥

ANIMACIO
1.893452208
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> felsok(sin(x),x=0..Pi,20);

0.8

0.6

0.44

0.24

2. 152865608

> abrazol_felso(sin(x),0,Pi,30);

ANINACIO

027 2102891718
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> alsok(cos(x),x=-Pi/2..Pi/2,20);

1.69303053339

> abrazol_also(cos(x),-Pi/2,Pi/2,30);

ANIMACIO

0.2 1.893452206
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> felsok(cos(x),x=-Pi/2..Pi/2,20);

0.z 2152965605

> abrazol_felso(cos(x),-Pi/2,Pi/2,30);

15

®

ANIMACIO
2.102891716
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> alsok((14+x"2)*exp(-x"2/2),x=-3.5..3.5,20);

0.2 4.505951992

> abrazol_also((1+x"2)*exp(-x"2/2),-3.5, 3.5,30);

3
ANIMACIO
4 B7O0E2247
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felsok((1+x"2)*exp(-x"2/2),x=-3.5..3.5,20);

0.2 54532371074

> abrazol_felso((1+x"2)*exp(-x"2/2),-3.5, 3.5,30);

3
ANIMACIO
0.2 A.320832851
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A hatarozott integral fogalma

Az el6zéekben kiszamitottuk az f: R—R, f(x)=x? fiiggvény gorbéje alatti teriiletet a [0;1] intervallumban.
Kézben megismerkedtiink az analizis egyik alapveté6 moédszerével, a kétoldali kdzelités modszerével. A
kétoldali kézelitésben szerepet jatszott a beirt és korilirt téglalapok teriletének 6sszege. Ezeket s -el és
S,-el jel6ltuk. Nevezziik a tovabbiakban s -et alsé és az S -et felsé 6sszegnek.

Altalanositsunk:

Legyen az f: R—R, x — f(x) fliggvény folytonos az [a;b] intervallumon (a < b) és legyen f(x) = 0.
Alkalmazzuk a parabolikus haromszog teriiletének kiszamitasanal kdvetett modszert, és szamitsuk ki a
gorbe alatti teriilet az [a;b] intervallumban.

Pontosabban:

Hatarozzuk meg annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet feliilr6l az y=f(x) egyenletii folytonos gérbe vonal,
alulrél az x tengely és oldalrdl az a és b abszcisszaju gérbepontok ordinatai (a gorbepontokbdl az x
tengelyre huzott meréleges szakaszok) hatarolnak.

Osszuk fel az [a;b] intervallumot n egyenlé részre. Jelljik a részintervallumok kezdé, illetve
végpontjainak abszcisszait xj,X4,X,,...X,-nek, ahol x,=a és x =b. Jeldljiuk ki az [x,,x,] intervallumon a
legkisebb fliggvényértéket m,-gyel, a legnagyobb fliggvényértéket M,-gyel, az [x,,x,] intervallumon a
legkisebb fliggvényértéket m,-vel, a legnagyobb fliggvényértéket M,-vel és igy tovabb. Az [x _;x.]
intervallumon a legkisebb flggvényérték legyen m , a legnagyobb fliggvényérték legyen M, ..

b—a

A

Mivel az [a;b] intervallumot n egyenlo6 részre osztottuk, ezért egy-egy intervallum hossza

irjuk fel az als6 és a fels6 dsszegeket:

b—a b—a b—a
5, = my + g+t B,
# b
illetve
b—a
g, = ——(y +my +o )
2
Hasonloképpen
b—a
S =

: (M, +M, +..+M,)
M

A szemléletre is hivatkozva kijelenthetjiik, hogy minden n-re barmelyik alsé 6sszeg kisebb (nem nagyobb)
barmelyik fels6 6sszegnél, azaz 5, 58, -

Bebizonyithato, hogy az f fliggvény folytonossaga elégséges, de nem sziikséges feltétel ahhoz, hogy az
also és a fels6 6sszegeknek az [a;b] intervallumban létezzen k6z6s hatarértéke: I.
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| az egyetlen olyan szam, amely a {s,,;S} intervallumsorozat k6z6s pontja.

Ezt az | szamot tekintjliik a folytonos nemnegativ f fliggvény gorbéje alatti teriilet méré6szamanak az [a;b]
intervallumon.

A fenti megoldasnal feltételeztiik, hogy az [a;b] intervallumot egyenl6 részekre osztottuk, és a felosztast
finomitottuk, azaz az n értékét "minden hataron tal" noveltik.

Ha az f fliggvény az [a;b] intervallumban folytonos, akkor az intervallum tetszéleges felosztasat tekintve az
alsd és a fels6 Osszegeknek pontosan egy kézos hatarértéke van. Feltéve, hogy a felosztast ugy
finomitjuk, hogy a leghosszabb részintervallum hossza 0-hoz tart. Az igy kapott hatarérték azonos az
egyenlod felosztassal adodo also és fels6é 6sszegek kozos hatarértékével.

A kapott i s, =lm 5, =/ szamot az f folytonos fliggvény Riemann-féle hatarozott integraljanak

= Mk

nevezzlik.

& &
A hatarozott integralt a kovetkezoképpen jeldljiik: [ F vagy [ Flxdx -

Megjegyzés: A hatdrozott integrdl fogalma 4ltaldban nem csak folytonos fiiggvények esetén definidlhatéak, de jelen

dolgozatban az egyszerliség kedvéért csak ezekre szoritkozom.

Integralszamitas a felsébb matematikaban

A differenciadlszamitashoz hasonléan a kézépiskolai targyalasmod mellett, aki szeretné megtekinteni,
tanulmanyozni az integralszamitds magasabb szinten vald targyalasat az Dr. Lajké Karoly, egyetemi
docens Analizis 2 jegyzetébdl megteheti.

A jegyzet az alabbi linken érhet6 el: http://www.math.klte.hu/~lajko/

48



Irodalomjegyzek

[1] Barczy Barnabas: Differencialszamitas, Miiszaki Konyvkiado, 1997

[2] Barczy Barnabas: Integralszamitas, Miszaki Kényvkiado, 1997

[3] Czapary Endre - Gyapjas Ferenc: Matematika a kozépiskolak 11.-12. évfolyama szamara
Nemzeti Tankényvkiadé, 2002

[4] Hajnal Imre - Dr. Pintér Lajos: Matematika lll. (fakultativ B valtozat), Nemzeti Tankdnyvkiadé, 1999

[5] Lajké Karoly: Analizis Il., egyetemi jegyzet, Kossuth Egyetemi Kiad6, 2003

[6] Molnarka Gy6z6 - Gergo Lajos - Wettl Ferenc - Horvath Andras - Kallés Gabor: A Maple V. és
alkalmazasai Springer Hungarica Kiadé Kft., 1996

[7] Obadovics J. Gyula: Matematika, Scolar Kiado, 1994, Tizen6todik kiadas

[8] Obadovics J. Gyula - Szarka Zoltan: Fels6bb Matematika, Scolar Kiadé, 2002, Masodik, javitott kiadas

49



Koszonetnyilvanitas

A kovetkezé személyeknek szeretnék koszonetet mondani szakdolgozatom elkésziilésében nyidjtott kozvetlen vagy
kozvetett segitségiikért:

» Elsésorban sziileimnek, testvéreimnek (kiemelten Anna névéremnek) és csaladom minden tagjanak, akik
lehetdséget adtak arra, hogy a Debreceni Egyetem hallgatéja lehessek. Koszonet a bizalomért, az allandé
szellemi és anyagi tamogatasért

= Dr. Gilanyi Attilanak témam vezetéséért, az otletekért, segitségéért, javitasaiért

» Dr. Lajko Karolynak, aki bevezetett igazi tanarként az analizis rejtelmeibe

= A Maple program fejlesztoinek, akik megalkottak és folyamatosan fejlesztik ezt a nagyon hasznos és csodas
alkalmazast
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