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1. Bevezetés

A formalis nyelvek és automatak elmélete egy dinamikusgiddé tudomanyag. Az al-
goritmusok, forditoprogramok, szévegfeldolgozas, Ujsitasi paradigmak és még sok mas
terllet elméleti alapjait képezi. Az automataelmélet a20t9930 -as években alakult ki, ami
elvezetett nem sokkal kékb, az 1950 -es években megjéléarmalis nyelvek elméletéhez. Ha
pontos évszamot akarnank mondani, akkor 1956 -ban, Noamm§kyopublikacidinak hatasara
tortént. O 4 nyelvosztalyba csoportositotta a formalis nyelvekeekEutan az egyik legjellem-
zObb probléma: elddnteni egy nyedlr hogy egy adott nyelvosztalyba tartozik -e, vagy sem.
A megoldasra tobb modszer is létezik: a nyelvosztalyoksagittulajdonsagait felhasznalva
vizsgaljuk az adott nyelvet, vagy kicserélési lemmakaaiattazunk, de a legelterjedtebb és al-
talaban a legegyszerlibb modszer iteracios lemmak alkalaa Dolgozatomban az utébbira
térek ki részletesen, ismertetem a témaval kapcsolétus fogalmakat, az elterjedtebb lem-
makat, hianyossagaikat és kulonbgavitasaikat. Kilonds tekintettel a kdrnyezetfliggetien
regularis nyelvekre, mivel ezen nyelvosztalyok birnakgnégyobb gyakorlati jeletiséggel.

A nyelvek jellemzésénél kitérek aiket felismed automatakra, fontosabb tulajdonsagaikra,
valamint a nyelvek zartsagi tulajdonsagaira.

A 2. fejezetben ismertetem a dolgozatban hasznalt matesnatapfogalmakat, jeloléseket:
halmazok és rajtuk végeziiemiiveletek, relaciok, leképezések, grafok és fak. A Rzetben
a formalis nyelvek alapfogalmai szerepelnek: abécé, &zazvakon végezheimiveletek,
nyelvek, mlveletek nyelvekkel. A generativ nyelvtan flogival a 4. fejezetben taldlkozunk, az
5. és a 6. fejezetekben pedig rendre a reguléaris- és kortfiiggetlen nyelvek leirasa talalhaté.
Végil a 7. fejezetben foglalkozunk az egyes elterjedtediadios lemmak vizsgalataval.

Az els) iteraciés lemma, mely Bar-Hillel lemma néven valt ismé&ritehoshua Bar-Hillel,
M. Perles, és E. Shamir nevéhezddik, akik 1961 -ben publikéltak cikkiket [3]. Ezen lemma
segitségével érthi¢n és elegansan be lehetett bizonyitani, hogy egyes tkyeda kérnyezet-
flggetlenek. Tovabbi iteracids lemmak jelentek meg kiu@imdbnyelvosztalyokhoz, azonban
kijelenthetjik szinte az 6sszésrhogy adott nyelvosztalyba val6 tartozasnak csak azétges
feltételeit vizsgaljak. Tehat, ha egy nyelv teljesiti egipti lemma, példaul a Bar-Hillel lemma
feltételeit, még nem jelenti azt, hogy a nyelv kdrnyezegitten. Ekkor egy megoldas az, hogy
sz(ikitjiik a lemma feltételeit. Igy tett W. Ogded6s -ban megjelent cikkében [9]. Ogden lem-
majanak segitségével tovabba azt is meg lehet mutatni, égpgrdott nyelvtan természeténél
fogva kétértelm(, vagyis barmely, a nyelvtan altal gelhezdnak legalabb két legbaloldalibb
levezetése is létezik. A dolgozatban erre nem térek ki. \Mig6 -os lemmaja a kérnyezetfiig-
getlen nyelvek osztalyaba tartozasnak sziikséges és gésgiedtételét is vizsgalja [13]. Ezzel
a lemmaval bonyolultsaga miatt nem foglalkuzunk a dolguaat Ogden lemmajanak szikitett



feltételeit fogalmazta meg C. Bader és A. Md@B2 -es publikacidjukban [2]. Démési Pal
és Manfred Kudlek tébb nyelvosztalyra vonatkozOseiteracios lemmakat ismertetéf99 -es
cikkiikben [5]. Néhany évtized alatt jelérst szamu lemma jelent meg, mindegyik valamivel
tobb megszoritast tartalmazott, mint@zet megebzok. Ugyanakkor a legtdobb esetben akéar a
legegyszerlibb lemmak alkalmazasaval is sikeresen belaomyitani a felteveéseinket.



2. Matematikai alapfogalmak, jel6lések

Ebben a fejezetben ismertetem a dolgozat tovabbi részasamélatos alapv@imatematikai
fogalmakat, jeloléseket.

2.1. Halmazok, halmazmdiveletek

Halmaznak nevezzik valamilyen objektumok gyljteméngéeket az objektumokat pedig a
halmaz elemeinek hivjuk. Ha egy adetelemet egyA halmaz tartalmaz, az € A jel6lést
alkalmazzuk. Fontos megjegyezni, hogy egy halmaz elenmaitk8emmilyen sorrendet nem
tételezunk fel. Két halmaz akkor és csak akkor egygmh valahanyszor az egyik tartalmaz egy
elemet, akkor az az elem a masik halmaznak is eletne. B < mindenx € A -rax € B €s
mindeny € B -rey € Ais teljesdl.

Halmazokat megadhatunk az elemek felsorolaséaval, példaul

{17 27 a? b}7
vagy megadjuk, hogy az elemekre milyen feltételnek kejegglinie:
{z|x € N, z -parog.

Egy A halmaz szamossagéan az-ban 160 6sszes elem darabszamat értjuk. Jelolédé:
igy a halmazok két csoportba sorolhatok: véges és végtelamassagl halmazok. Végtelen
szamossagu halmazok példaul a természetes szamok halfnsagy a valos szamok halmaza,
R. Véges szamossagu halmaz példaul a magyar abécé magabihtartgimazo halmaz. Egy
specidlis halmaz az Ures halmaz, melynek egyetlen elenss,siz Ures halmaz jeldl. A
kdvetked definicioban vannak megfogalmazva a halmazokon végeategtmiiveletek.

2.1. Definici6. LegyenA és B halmaz. Ekkor:

e A ésB uniéjan azokat az elemeket értjuk, mely¢knak, vagyB -nek elemei. Jeldléssel:

AUB = {z|z € A, vagyr € B}

e A és B metszete azokat az elemeket tartalmazza, melyekak ésB -nek is elemei.
Jeloléssel:
ANB={z|x € Aész € B}

e A ésB halmazok kilénbségét azok az elemek alkotjak, melekak elemei, dé3 -nek
nem. Jeloléssel:
A\B=A—-B={z|lxr € Aésx ¢ B}
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e A ésB halmazok Descartes-szorzatéat olyany) parok alkotjak, melyekbem € A és
y € B. Jeloléssel:
Ax B={(z,y)|lz € A,y € B}

LegyenekA ésB halmazok.B akkor és csak akkor részhalmazanak, haB 6sszes eleme
A -nak is eleme. Jeldléssel:

BCA&xe A mindenz € B -re.

TovabbaB akkor és csak akkor valodi részhalmatanak, had -nak B elemein kivil vannak
mas elemei, tehat:
BC A< BCAés|B| < |A|

Egy A halmaz ésszes részhalmazanak a halmzzaval jeloljik. Az iires halmaz minden
halmaznak részhalmaz’ szamossagal“!.

LegyenA egy halmaz éB3 ¢ A. B komplementerén azokat a¥ -beli elemeket értjuk,
melyek B -nek nem elemei. Jebléssel:

B = {z|r € Aésx ¢ B}.

Ha tetsblegesA és B halmazokra teljesil, hogy N B = (), akkor azt mondjuk, hogyl és
B diszjunkt halmazok.

2.2. Relaciok, leképezések

2.2.1. Relacidk
Adott X, X,, ..., X,, halmazok felett értelmezett relacio a kdvetkeendezett n-es:
0C (Xy X Xo x -+ xX,).
Pontosabban megfogalmazva ez egyltozés relacid. Fontos, hogy,, Xo, . .., X, halmazok

sorrendje rogzitett. Tehat példauk= 3 eseténzy, xq, x3) # (22, 1, x3), @aholx; € X; minden
i = 1,2,3-ra. Han = 1,2,3,..., akkor rendre unaris, binaris, ternaris,...stbh. reld@tior
beszélink. A dolgozatban részletesebben csak a bina=dkkal foglalkozunk. Egy binaris
relaciot tehab = (X, X,) parossal jelolink. Legyen € X, ésy € X,, hax relacidban ally
-nal, akkor(z, y) € pteljesul, melyet jel6lhetlinkoy -al is. Gyakran é@fordul, hogyX; = X5,
ekkor, ha egyértelm, hogy binaris relaciorél van széy el@almazt csak egyszer feltintetni.

2.2. Definicio(Binéris relaciok tulajdonsagailgy o( A) binaris relacio:



o reflexiv, haapa fennall minderu € A -ra, egyébként nem reflexif. Ha nem létezik olyan
a € A, amelyreapa fenndll, akkoro irreflexiv.

e tranzitiv, haapb ésboc fennéllasabdl kdvetkezik, hogyc is teljesdl.

e szimmetrikus, hapb esetérboa is fennall. Haapb esetérbpa biztos, hogy nem all fenn,
akkor p antiszimmetrikus.

Ha egyo(A) binaris relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, akkot -n értelmezett ek-
vivalenciarelacio. Ao relacio A -t diszjunkt ekvivalencia osztalyokra (halmazokra) bantpe-
lyeket jeldljink A, A, ..., A, -el, aholn = 1,2, .... Kdnnyen belathatd az@bbi kijelentés,
mivel o tranzitiv és szimmetrikus tulajdonsaga miatt konnyen kildimazokba szervezhetjik
az elemeket. Kiindulasként valamely eleme legyed; egyetlen eleme, majd mindénc A
-ra, haaob teljesul, athelyezzik-t A, -be. Ha végeztink é4 nem Ures, akkoA egyik eleme
most legyenA, egyetlen eleme és helyezzik4tbdl a vele relacidban allé elemekét -be,
majd jon azA; halmaz és igy tovabb. igy, ha véges, akkor véges sok Iépésben az elemei
elfogynak. HaA végtelen, akkor végtelen sok ekvivalencia osztalyt kaptiat

2.2.2. Leképezések

Egy ¢ C (X,Y) binaris relaciot leképezésnek hivunk, ha valamely X -re ésy € Y -
ra(z,y) € ¢, akkor barmelyy’ € Y -ra,y # y -bol kdvetkezik, hogy(z,y’) ¢ ¢. Tehat
¢ az X halmaz elemeihez egyértelmiien rendel parelemei kozul. A reldcidkat szokas a
kovetkedképpen is jeldlni:

p: X =Y.

Az X halmazt a relacio értelmezési tartomanyanak neveZZipedig a relacio értekkészlete.
Fontos megjegyezni, hogy egy halmaznak is lehetnek halknazelemei, ezérta : X — 2V
leképezés is helyes, tovabbé érték n -eseket tartalmaatahakbdl, vagy halmazokba tortén
leképezeés is lehetséges. Ennek tisztdzasara az autodladékinialt atmenetfiggvény alakja
miatt volt szikség.

2.3. Grafok, fak
2.3.1. Grafok

Egy adott grafot egys = (C, E) rendezett paros jellemez, ahol miad mind E véges halma-
zok, rendre a csomopontok halmaza és csomopont parokbatlék halmaza. Két adottés
v csomoépontot él kot dssze, e v) € E. Egy adott csomopontbdl egy masikba vézékek



sorozatat sétanak hivjuk. Egy séta formalisan:
C1,Coy ..., 0 € C'Séta, hdc;, cip1) € E mindeni =1,2,...,n— 1 -re.

A séta hossza a csomopontok kdzotti élek szaméval egyezikteteat ebben az esetben- 1.
Utnak nevezziik azt a sétat, amelyben a csomopontok parokikénbodek.

Az elbbb definidlt tipusi grafoknal, he-bdl vezet élv -be, akkor ez visszafelé is igaz. Ez
nem all fenn az iranyitott gréafoknal. Egy = (C, E) paros iranyitott graf, ahdl’ a csomépon-
tok véges halmazd; pedig(c, v) alaku parok halmaza, ahalv € C és(c, v) egy iranyitott élt
jeldl, mely ¢ -bél v -be mutat. Egy: -bdl v -be mutatd iranyitott élt szokas a kévetkenddon
is jeldlni:

CcC— .
Azt mondjuk, hogyc megebzi v -t, vagyc v szibje, hac — v € E. Tovabba azt is mond-
hatjuk, hogyv ¢ rakdvetkebje, vagy gyermeke. Az ébbi jeldlést felhasznélva, az iranyitott
séta fogalmat definiadlhatjuk. LegyeneK c,,...,c, € C csomoépontoke; -bdl akkor vezet
irdnyitott sétac,, -be, hac; — ¢;,; teljestl minden = 1,2,...,n — 1 -re. Egy iranyitott séta
akkor iranyitott Ut, ha a csomdpontjai paronként kilorimhz Azt az iranyitott sétat, melynek
kezd és vég csucspontja megegyezik, kornek nevezzik.

2.3.2. Fak

Az irdnyitott grafok specialis esetei a fak. A fanak van eguritetett eleme, a gyokérelem,
melybe egyetlen él sem vezet ésdelminden masik csomoponthoz vezet iranyitott tt. Min-
den csomopontnak (kivéve a gytkérelemet) pontosan eggjeaidn. Ha egy: csomopontnak
p a szubje (vagyisp -bdl mutat élc -be), akkorc a p gyermeke. Azokat a csomoépontokat,
melyekbe vezet Ut egy csomopontbdl, a leszarmazottainak hivjuk. A faban specidlis ele-
mek a levélelemek, melyeknek egyetlen leszarmazottjuéssiaz 6sszes tdbbi elemet liels
csomopontoknak nevezzik.

Egy fa gyokéreleme a fa nulladik szintjén all, a gyokéreleszérmazottai az diszinten
és igy tovabb. A fa magassaga pedig a legmagasabb szingé&ukzama.

2.4. Algebrai alapfogalmak
2.4.1. Algebrai struktarak

Binaris miiveletnek neveziink egy: A x A — A leképezést. Mlveleteknél gz,b) € o
jelélés helyett a relacioknal ismertetet b jelolést szokas alkalmazni. Azt mondjuk, hogy az
A halmaz zart @ miveletre nézve, ha mindenb € A -raaob € A teljesul. Ao mivelet:
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kommutativ, haiob = boa mindena, b € A -ra. Valaminto asszociativ, héuob)oc = ao(boc)
mindena, b, c € A -ra. Ao mlvelet egységeleme egye A elem, hazoe = eoa = a minden
a € A-ra. Aza € Aeleminverzé € A akkor és csak akkor, hac b = bo a = e teljesul, ahol
e € A az egységelem.

Félcsoportnak nevezink egy o) rendezett part, ahol egy nem lres halmaz ésA ele-
mein értelmezett asszociativ binaris mivelet. Azt a @cstot, mely tartalmaz egységelemet,
egységelemes félcsoportnak, mas néven monoidnak nevefzsibportnak nevezzik azt az
(A, o) monoidot, melyben mindem € A -nak |étezik inverze és &bel-csoportnak, ha igaz az is
ra, hogy & mivelet kommutativ.



3. Abécé, szavak, nyelvek

Ebben a fejezetben ismertetem az alapvettematikai nyelvészeti jeldléseket, fogalmakat,
definiciokat.

Az adatokat, objektumokat altalaban szimbolumok sord&misabrazoljuk. Szimbolumok
eqgy tetsbleges véges, nem ires halmazat abécének nevezziik. deldldsyy V' abécé feletti
szonak nevezzuk -ben IéW szimbllumok egyw véges sorozatat. Formalisan:

W= wiwsy...w,, ahol wy,wsy, ...,w, €V

Tovabbéaw sz6 hosszan -t alkoté 6sszes szimbdlum darabszamat értjiik (beleértugpikalt
szimbolumokat is). Jeldléséw|. A fentebbiw sz6 hossza, vagyis|w| = n. Ezek alapjan
beszélhetiinkv -beni -edik pozicidban I&¥ szimbdlumrdl, ahol = 1,2, ..., |w|. Azt a sz6t,
amely egyetlen szimbélumbdl sem all, tresszénak nevezziikval jel6ljuk. Konnyen lathatd,
hogy|A| = 0.

EgyV abéce feletti 6sszes véges szavak (kdztlk az Gres szonsabetd * -al jeloljuk (V*
-ot szokad’ Kleene-lezartjanak is nevezniy. feletti 6sszes nem Ures véges szavak hamazanak
jele: V. (Vt =V*—{\}). Véges sz0 alatt véges hosszUsagu szavakat értiink.

Egyz € V* szOban az € V elofordulasainak szamét|, -val jeldljuk. Egy adottw € V*,
w = wiws . . . w, SZ0 tukdorképe:

'UJR = WpWp—1...W1.

Egy V &bécé feletti > 0 -nal nem hosszabb szavakat a kévetkemdon jelljiik: V@,
x € V1 akkor és csak akkor, Ha| < 1.

YL

Egy V' abécé feletti szavakon értelmezett szorzas (konkatenacivelete a kbvetkér
K:V*xV*—=V*

r=T1To... Ty, Y=Y1Y2...Yn
K(z,y)=z-y=mxTs...To1Y2...Ym, Mindenz,y e V" -ra.
Tehatu, v szavak szorzata a két sz6 egymas utan irasa.

A szorzas mivelete asszociafit* -ra nézve:z - (y-z) = zyz = (v -y) - z minden
x,y,z € V* -ra, tovdbba minden € V* -ra teljestl:z - A = A -z = z. TehatV* a szor-
zassal monoidot alkot, ahalegységelem.

A konkatenacié muveletét felhasznalva mindérabécé felettic szora definialhatjule
-edik hatvanyat a kévetkéképpen:

reV* a'=x.271 aholi >1ésa’ = \.

8



Tovabbaz* is értelmezett, ami: tetsdleges sokszor (akar nullaszor is) egymas utan irasat
jelenti. Erre a jel6lésre majd a regularis kifejezésekigdzatérink.

Legyenekv,w € V* kétV abéceé feletti sz6. Definidljuk a rész sz6 fogalmét a kdvetke-
z6képpen:v akkor és csak akkor rész szawanek, ha léteznek,y € V* szavak Ugy, hogy
w = xvy. v valodi rész szavav -nek, had < |v| < |w|. A rész sz06 egyik specidlis esete a
prefix: v akkor és csak akkor prefixe -nek, ha létezike € V* sz6 ugy, hogyw = vzx. v valodi
prefixew -nek, had < |v| < |w|. Masik specialis esete a szuffixakkor és csak akkor szuffixe
w -nek, ha létezike € V* sz6 Ugy, hogyw = zv. v valodi szuffixew -nek, had < |v| < |w|.
Példaul legyenv = bokor, ekkorw valodi rész szava lehétor, valddi prefixebo, valamint
valodi szuffixeor.

3.1. Nyelvek, mlveletek nyelvekkel

Egy adottl” abéce feletti szavak egy véges halmazat nyelvnek nevedelikése:L.
LCV”
Egy L C V*, V abécé feletti nyelv komplementefe= V* — L.

3.1. Definicid. LegyenL,, L, C V*. L;, L, nyelveken, mint halmazokon értelmezett az
(6sszeadas) unio-, metszet-, kuldnbségképzés és a (sgkorkatenacidé mivelete:

LiULy = {I|IL’ € L vagyr < LQ}

LiNnLy = {I|IL’ € L ész € LQ}
Li— L, = {I|IL’ € L észr € LQ}
LiLy = {zy|lz € L, ésy € Ly}
Egy L C V* nyelvi -edik iteraltja:
L'={A\}ULULLU...ULL...L i>0
L tranzitiv (Kleene) lezartja
L* =%, L,

aholL° = {\}.



4. Atirasi rendszerek, generativ nyelvtanok

4.1. Atirasi rendszerek

Egy atirasi rendszer (vagy semi-Thue rendszer) oWar= (V, H) rendezett par, ahdl egy
abécé,H pedigV feletti szavak rendezett parjainak halmaZa.elemeit atirdsi szabalyoknak
hivjuk, (P, Q) alakuak, jeldlésukP — . P -t a szabaly bal oldalanak) -t a szabély jobb
oldalanak hivjuk. LegyemV = (V, H) egy étirasi rendszeR?, Q € V*. P -bdl kdzvetlendl
levezetheh () (vagy P -bdl generalhatd)), ha létezikP’, P, P”,Q; € V* Ugy, hogyP =
P'P,P"ésQ = P'Q,P" ésP, — Q, € H. EztP =" ( -val jeloljuk, de, haV egyértelm,
akkor a jeldlése elhagyhat® (= Q). P =* @, azazP -bdl @ tébb l1épésben levezetlietha
létezik Py, P, P, ... P, € V* (k> 0) szavak véges sorozata ugy, hogy

P=PFP,Q=P és P,=PFP,; minden :=0,1...k—1-re

maskepp:
PhP=P=..=PF

Ezt egyP -bol @ -ba vald levezetésnek hivjuk -ben. A levezetés hosszaA = egy binéris
relacioV* halmazon és=* egy reflexiv, tranzitiv lezartja> -nak. Ha egyP sz6bdl egyQ sz6
egy, vagy tobb lIépésben vezethés, aP = ( jeldlést alkalmazzuk. Egiy atirasi rendszer
atalakithaté generativ rendszerré, ha megadunk4agyC V* véges, nem ures halmazt, un.
axiomak halmazatlV’ hez hozzarendellink edy,, halmaztL, = {Q|P =* Q,P € Ax}
ezt a halmazt & generativ rendszer altal generalt nyelvnek hivjuk.

4.2. Generativ nyelvtanok

4.1. Definicio. Generativ nyelvtaregy olyanG = (Vyy, Vr, S, H) rendezett négyes, ahol:
Vy egy abécé (nemtermindlisok, valtozék halmaza)

Vr egy abécé (termindlisok halmaza) ugy, hdgyn Vi = 0

S € Vy amondatszimbdlum, keddzimbdlum, melybl a rendszer axiomai levezetbit

H : P — @ alaka atirasi szabalyok véges halmaza, ala) € (Vi U Vr)* és P tartalmaz
legalabb egy nemterminalist

Egy generativ nyelvtan tulajdonképpen egy atirasi rengdsiel| al” dbécét felbontottuk
terminalisokra és nemterminalisokra és kijeldltink eggdészimbolumot, amibl a rendszer

10



axiomai levezethék. Egy adotty = (Vy, Vr, S, H) generativ nyelvtan altal generalt nyelvet
L(G) -vel jeldljuk.
L(G)={X|X eV}, S =" X}

Analitikus nyelvtannak nevezink egy olyah = (Vy, Vr, S, H) rendezett négyest, ahol
Vy, Vr, S rendre nemtermindlisok halmaza, terminalisok halmazaydatszimbolumH pe-
dig P — (@ alaku szabalyok halmaza, ahBl@Q € (Viy U Vp)* és@ tartalmaz legalabb egy
nemterminalist. Az analitikus nyelvtan is atirasi rendsze analitikus nyelvtan altal generalt
nyelv:

L(G)={X|X eV}, X =" S}

Ha G generativ nyelvtan,(G) a G generativ nyelvtan altal generalt nyelv, Gaanalitikus
nyelvtan,L(G) aG analitikus nyelvtan altal felismert nyelv.
(1 és(, generativ(, vagy analitikus) nyelvtan ekvivalens /Hé ;) \ {\} = L(G2) \ {\}.

Chomsky féle nyelvosztalyok

A nyelveket killonbdé osztalyokba soroljuk attél fuggn, hogy a generalé nyelvtanjaik
levezetési szabdlyai milyen feltételeknek tesznek elé@gesoportositas a kdvetkéz

4.2. Definicio. Egy G = (Vn, Vi, S, H) generativ nyelvtai = 0,1, 2, 3 tipusd, ha az alabb
megadott -edik megszoritasok teljesulnék-ra (a mar korabban definialt megszoritas mellett,
mely szerint a szabalyok bal oldalan szerepel legalabb egyerminalis):

0:  H szabdlyaira semmilyen tovabbi megszoritas nincs.

1:  H szabdlyaiP, PP, — PQP, alakuak, aholP,, P, € (Vy U Vp)*, P € Vy és
Q € (VyUVp)T, vagy S — X alaku azzal a feltétellel, hogy, ifa— )\ szerepel a szabélyok
kozott, akkorS nem fordulhat @ egyetlent beli szabdly jobb oldalaban sem.

2. H szabélyaiP — @) alaktuak, aholP € Vi, Q € (Vy U Vp)*.

3: H szabélyaiP — zY, vagy P — x alakuak, ahoP,Y € V) ész € V.

Az ilyen 0, 1, 2, 3 feltételeknek megfelél nyelvtanokat rendre mondatszerkezetl, kérnye-
zetfugd, kérnyezetfliggetlen, reguléris nyelvtanoknak hivjukvdbba a fentebbi nyelvtano-
kon kivil bevezetjik a lineéaris nyelvtan fogalmat, ahdlf abeli szabalyokP — aQb, vagy
P — a alaktak, ugy, hogy’, @ € Vy, a,b € V. Tovabba egy linearis nyelvtan lehet bal-
linearis, ha csak® — Yz alakl szabalyokat, vagy jobb-linearis, ha cdak— zY alaku
szabalyokat tartalmaz/@ — x alaki szabalyok mellett, ahél Y € Vi, z € V.
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4.3. Definici6.Egy adottl, C V* nyelveti tipusinak mondunk, hd = (Viy, Vi, S, H) i tipusu
nyelvtan generalja. Tehéat, Ha= L(G).

Az i tipusu nyelvek halmazdt; -vel jeléljuk. gy 4 nyelvosztalyt kiilonbdztetiink meg, kze
a Chomsky-nyelvosztalyok. Kénnyen lathat6, hogy barmgghnmondatszerkezetii és minden
regularis nyelv egyben kornyezetfiiggetlen is. Tovabbaerirkornyezetfliggetlen nyelvtanhoz
megadhato vele ekvivalens kdrnyezetfliggetlen nyelvtaaly mgyben 1 -es tipusu is (Uresszo
lemma). Tehat:

L3 C Ly C L CL

Lin

- )
- )

1. abraChomsky-hierarchia. U = unrestricted, mondatszerkexglvek; CS = context-sensitive, kbrnyezetfiig-
g6 nyelvek; CF = context-free, kdrnyezetfiiggetlen nyeltak;= linearis nyelvek; Reg = regularis nyelvek

A dolgozat tovabbi részében —ha kilén nincs jelolve— a maglgace nyomtatott nagybe-
tii nemterminalis szimbdélumokat, a kisbetlk, valamirérsjegyek, terminalis szimbdlumokat
jelélnek.
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5. Regularis nyelvek

A 3 -as tipusu grammatikék altal generalt nyelvek a regsil@yelvek. Tehat a regularis nyelvek
A — aB ésA — a alaku szabalyokkal allithatok@&laholA, B € Vy, a € V. Széles kdrben
hasznaljaloket lexikalis elemzésnél, szovegszerkékben és szdmos véges allapotl rendszer
modellezésére.

5.1. Reguléris halmazok és regularis kifejezések

Reguléaris nyelvek megadasanak egy modja regularis kédsgk hasznalata. Adotf abécé
felett a kovetkea alapveb regularis kifejezések léteznek:

e () regularis kifejezés, mely az Ures halmazt jel6li
e ) regularis kifejezés, mely f\} halmazt jeloli
e mindena € V re létezika regularis kifejezés, ugy, hogy= {a}

e Ha P ésR regularis kifejezések, akkdr + R, PR ésP* is regularis kifejezések, melyek
rendre aP U R, {p-r = pr|p € P,r € R}, és{p*|p € P} halmazokat jeldlik.

Ezekkel a kifejezésekkel és miveletekkel megadott hadkeegularis nyelvek és minden regu-
laris nyelvet meg lehet adni reguléris kifejezésekkelftégs kifejezések és regularis nyelvek
ekvivalencigjanak bizonyitasat Isd. példaul: [6]).

5.2. Veéges automatak

A véges automata, mint, ahogy a neve is mutatja, olyan addztszk6z, mely csak véges,
fix adatokon operal lineéris @ben, tovabba nincs bélsnemoridja. Véges sok bélsllapota
van, csak az éppen beolvasott szimbélumtél és az adigilidnatban a betsallapotatol fligg a
mikodése. Attol fliggen, hogy a véges automata egghen egyszerre hany allapotban lehet,
beszéllink determinisztikus és nemdeterminisztikus vagesnatakrol.

5.1. Definicio. Determinisztikus véges automata edy-= (Q,V, d, qo, F') rendezett 6tos, ahol:
e (): bel® allapotok egy nem Ures, véges halmaza
e V: input szimbolumok véges halmaza
e /: Q xV — @Q: amenetfiggvény. Ez mondja meg, hogy valamelyik allagotegy

adott bemet szimbdlumra az automata melyik allapotba megy ét.
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® ¢ € Q: akezdallapot
e F' C (): végallapotok halmaza

MegjegyzésA tovabbiakban automatan determinisztikus véges autdrégek.

Az automata mikodése a kovetbezaz A = (Q, V.9, qo, F') automata & € ) aktudlis
allapotabdl az. € V' szimbdlum hatéaséra atmegye< @ allapotba, ha(q,a) = ¢'.

LegyenA = (Q,V, 4, qv, F') egy automatag € () az automata egy tetSteges allapota és
a € V egy tetsdleges szimbolum. Ha(q, a) nem definialt, azt mondjuk, hogy az automata
atmenetfliggvénye @allapotbarm: bemeld jel hatdsara nem definialt.

Ha aé atmenetfiggvénnyel szeretnénk reprezentalni az automztadéesét, csak néhany
szimbolumbdl allé szavak esetén lenne attekirith&tegyiunk egyA = (Q,V, 6, qo, F') auto-
matét és legyern € V*, x = x1,29,...,1, €gyV abéce feletti sz bemenete. Ekkor az
automata mikodése formalisan a kdvetkenne:

O(...0(0(qo, 1), x2) ... Tp). (1)

Ennek létezik egy egyszerUsitett irhAsmaodja, ha kitejjflsaz atmenetfiggvényt. Jeldljik
kiterjesztését -val, ekkor (1)-et irhatjuk a kovetkéképpen is:

~

(qo, ).

Akkor szokas ezt a jel0olést hasznalni, ha a kdztes allapgstokretére nincs szikség, csak arra
vagyunk kivancsiak, hogy az automata az adott allapothdtt ad6t (vagy rész szoét) fel tudja
-e dolgozni.

5.2. Definici6. Jeldlje L(A) az A = (Q,V, 0, qo, ') automata altal elfogadott nyelveL(A)
olyanw € V* szavak halmaza, melyeket az automata a &éltdpotbdl kiindulva a sz6 végig-
olvasasaval végallapotba kerll. Formalisan:

L(A) = {w] (g0, w) € F}

5.3. Definicié. Nemdeterminisztikus véges automata ety= (Q, V. J, qo, F) rendezett 6tos,
ahol:

e (): az automata allapotainak véges halmaza

e V: az automata altal elfogadott szavak abécéje
o §:egyQ x V — 29 leképezés, atmenetfliggvény
e ¢y € Q: kezdballapot
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e F': az elfogado allapotok véges halmaza
Lathatjuk, hogy a determinisztikus véges automatatdl ezaktmenetfliggvéenyében tér el.

A nemdeterminisztikus véges automata atmenetfiggvéngemngedi, hogy az automata
tobb allapotban is legyen egyszerre. Ez Ugy képzélbéthogy az adott automata egyszerre
tébb példanyban is létezhet.

A nemdeterminisztikus véges automata mikédése a kovikkarirhatd le:

LegyenA = (Q,V, q, 6, F') egy nemdeterminisztikus véges automata. Jeltljoa V' egy
szimbélumot és; € ) az automata egy allapotat. A4 automata a; allapotbdl aza be-
merD jel hatasara atmegya@, ¢, - . ., g, € Q (n > 0) éllapotok valamelyikébe, h&(q, a) =
{01,492, -, qn }-

Egy A = (Q,V, q, 0, F') nemdeterminisztikus véges automata atmenetfiiggvéngseal
specifikalt, ha:

mindeng € Q -ra, mindena € V -re: 6(q,a) # 0

A determinisztikus véges automataknal definiékiterjesztett &tmenetfiiggvény a nemde-
terminisztikus automataknal is értelmezhetdott egyA = (Q, V, qo, 0, F') nemdeterminiszti-
kus véges automata és egy V*, x = xg, 11, ..., S2Z0. AZA automata mikoddése formali-
san:

Py = 6(q0,70), Pr = Ugep,0(q1, 1) - - ., Py = Ugep,_ 1 0(qn, Tn)-
A ¢ kiterjesztett Atmenetfiiggvény hasznalataval:

5((]07 l‘)
5.1. Tétel. A nemdeterminisztikus véges automatak altal felismetvek®sztalya megegyezik
a determinisztikus véges automatak altal felismert nkabgztalyaval.

MegjegyzésA nemdeterminisztikus automatakat NDA, a determinis&i&utomatékat DA ro-
viditésekkel jelolom.

Bizonyitas.(1) Az Lpa C Lypa tartalmazas kénnyen belathatd, mivel a determinisztikus
automata a nemdeterminisztikus automata egy speciatisredetekinthei, ahol

0<10(q,a)| <1VgeEQ, YacV.

(2) Lnpa € Lpa igazolasdhoz megadunk egy algoritmust, mellyel egy NDAz-trondig
konstruélhato vele ekvivalens DA.

LegyenA = (Q,V,0,qo, F') egy NDA ésA’ = (Q', V., ', ¢, F') egy DA, ahol

° Q’:QQ
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o« F'={SeqQ|SNF +0}

e §: Q' xV — Q' ugy, hogyd(S,a) = P, aholP = U,sd(q, a)
VS e Q' ,VaeV -re

e ¢y ={q} €

Vegyunk egyw € L(A) szot.
w=wowp ... w,, w;€V mindeni=20,1,...,n-re.

Legyenw = X\ és\ € L(A), ami csak akkor lehetséges, faac F'. Ekkor F” definiciéja szerint
{q} € F"is teljesiil, tehah € L(A").
Haw # A, akkorw -t A felismeriq, -bol kiindulva véges sok I1épésben:

5(Q07w0) = P07 US€P05(87 wl) - Pl PIRIRIE) USEPn_15(87 wn) - Pn7 Pn N F ?é @

A definicié szerintP;, € 2¢ = @’ mindeni = 0,...,n -re, tehatd’ automata allapotai kozott
szerepel az 0sszdg, valamint{q,} is, amig( -vel egyezik meg. A fliggveny definicioja
ertelmében

§'(qp,wo) = Py €s (P, wit1) = Usep,0(s,wit1) = Pia

mindeni = 0,...,n — 1 -re, valamintP, € F’. Lathato, hogyA’ automata mikédése determi-
nisztikus ésv szot felismeri véges sok Iépésben (pontosabban|w| Iépésben). Tovabbasa
fuggvény ést’ halmaz definicioja miatl’ akkor és csak akkor ismer fel egye V* sz6t, ha
azt A is felismeri. Ezzel a tételt bizonyitottnak tekinthetjik. O

A kovetkedkben megmutatjuk, hogy a véges automaték altal felismegrvak osztalya
megegyezik a regulds nyelvek osztalyaval. Ehhez a reguigiglveken végezh@néhany at-
alakitast meg kell ismerni.

5.2. Tétel. MindenG = (Vy, Vr, S, H) regularis grammatikdhoz megadhat6 vele ekvivalens
nyelvet generdld> = (Vn, Vr, S, H') regularis nyelvtan, ahoH’ nem tartalmazA — B,
A, B € Vy alaku szabalyokat.

Bizonyitas.A bizonyitas trivialis. EbszorH’ = {A — 3|8 ¢ Vv }, majd minderd — B alakd
szabaly helyett felveszini’ -be A — o szabdlyokat, ahal a B baloldalUH beli szabalyok
jobb oldala. AzA — B szabalyt pedig nem vessziik f8l' -be. igy véges sok lépésben az
dsszes ilyen szabalyt kikliszéboélhetjuk. O

5.3. Tétel. MindenG = (Vy, Vr, S, H) regularis grammatikdhoz megadhat6 vele ekvivalens
nyelvet generalé:’ = (Vy, Vi, S, H') reguléaris nyelvtan, melybencsakS — A alaku szabaly
jobb oldalan lép fel.
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Bizonyitas.El6szor 5.2 tétel bizonyitdsaban megadott médon létrehoZzulyelvtant, majd
mindenA — aB alaku H' -beli szabalyra, ha léteziB — ) szabaly, vegylk feH’ -be az
A — a szabélyt, aB — \ szabalyt pedig toroljukl’ -bdl. igy véges sok lépés utancsak
S — )\ szabdly jobb oldalan fordulhatcel O

Ezen 4talakitasok utan, ha valamélynemtermindlisréd = B3 nem teljesul, akkor &
baloldalli szabélyokat eltavolithatjuk. A dolgozat tovidtiiszében regularis nyelvtan alatt az
5.3 és 5.2 tételekben megadott alaku nyelvtant értek.

5.4. Tétel. MindenG = (Vy, Vr, S, H) regularis grammatikdhoz megadhat6 vele ekvivalens
nyelvet generdl@’ = (V};,, Vr, S, H') regularis nyelvtan, melynek 6sszes szabalya> aB,
€ésA — a alaku, aholA, B € Vy, ésa € Vy.

Bizonyitas.LegyenG = (Viv, Vi, S, H) egy reguléris nyelvtan.
Adjuk meg aG’ = (Vy, Vi, S, H') reguléris nyelvtant a kbvetkézszabalyok alkalmazasaval:

1. legyenVy = Vy ésH' = H

2. mindenA — aa € H' szabdlyra, aholo| > 1, bovitsikH’' -t A — aB ésB — «
szabalyokkal, ahoB olyan nemterminalis, ami nem szerep&l -ben. Majd vegyuk fel
B -t V}, -be és toroljik azA — a« szabalytH’ -bél. (Lathatd, hogy egyB € (VX UVr)*
szOra, ha alkalmazzuki — « szabalyt, aza szOt kapjuk, tehat a nyelvtan altal generalt

nyelv nem valtozik.)

3. ismételjik meg a 2. pontot, amig vanndk— ac« alaku szabalyokd’ -ben, melyekre

la| > 1.

Ezzel eballitottuk aG’ = (Vy, Vi, S, H') regularis nyelvtant, melynek szabalyai megfélel
alaktak é4.(G") = L(G). O

5.5. Tétel. A véges automatdak altal felismert nyelvek osztalya reggilar

Bizonyitas.Megmutatjuk, hogy a regularis nyelvtanok altal genera#imgk osztalya megegye-
zik a véges automatak altal felismert nyelvek osztalydbg csak azokkal a regularis nyelv-
tanokkal foglalkozni, melyeknek & -beli szabalyaiA — a és A — aB alaktdak, mivel az
5.4 tétel értelmében barmely regularis nyelvtanhoz megfadblyan vele ekvivalens nyelvtan,
amelyre teljesiilnek ezek a feltételek. Két algoritmustadetek. Az elé algoritmus alap-
jan regularis nyelvtanhoz nemdeterminisztikus végesraatat lehet konstrualni, a masodik
algoritmus pedig azt mondja meg, hogy nemdeterminisztiéges automatahoz hogyan lehet

eléallitani regularis nyelvtant.
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Els6 eset, regularis grammatika— nemdeterminisztikus véges automata:

LegyenG = (Vw,Vr, S, H) egy regularis grammatika, melynek szabalyaira teljesiibe
elébb megfogalmazott kikotések. Adjuk meg dz= (Q,V,J, qo, ') automatét a kdvetkéz
maodon:

1. Legyen@ = Vy U {Z},aholZ & (VyUVp), V = Vp, qo = {S} ésF = Z. Ha
S — X € H, akkor azS € () allapotot is vegyuk fel a végallapotok kozé.

2. Es mindend — o € H -ra, haa € Vy, akkor legyens(A, o) = Z, egyébkénty aB
alakd, ahok € Vi, B € Vy, ekkor legyeni(A, a) = B.

Kdnnyen belathato, hogy az automata lépései a helyetesiigbalyoknak megfel@n tortén-
nek. Legyen

S = 10 Xo = xor1X1 =" ToL1 .- Tpe1Xpn_1 = ToTy...Ty

egy G -beli levezetés, ahaty, xy1,...,z, € Vr €és Xy, X1,...,Xy_1 € Vy. Lathato, hogy
mindenax; X; széra azX; — z; .1 Xi+ 1 € H szabalyt alkalmaztuk, kivéve az utolsé esetet,
amikor X,, ; — x,, € H szabdly szerint jartunk el. Ugyanez a levezetés az autbaata
kovetked:

5(8(8(6(S, o), 1), Tn1), xn) N F # 0.

A nemdeterminisztikus véges automata> regularis nyelvtan esetbérly = Q, Vpr = V,
S = qo és aH -beli szabélyok a kévetkézmaodon allnak €: mindend(q, a) = ¢’ -re legyen
q — aq’ € H, valamint mindeny € F -re legyerny — A € H. O

5.3. Veéges automatak megadasa

Véges automatdkat megadhatunk atmenet-diagrammal, rgglyranyitott, cimkézett éleket
tartalmazo graf. A graf csomopontjai az automata allapataglek pedig az atmeneteket ab-
razoljak. EgyA = (Q,V, 4, q, F) nemdeterminisztikus véges automata barmgly € @
allapotaira és. € V szimbolumra, ha € §(q, a), akkor ag allapottal jelolt csomépontbal
-val cimkézett iranyitott él mutat csomopontba. Ha egy, vagy téhbtol kilénbdd b, ¢, . . .
szimbolumra is teljesul, hogy € 6(q,b), s € d(q, ¢),. .., akkor nem szukséges (j élt felvenni,
a meglédnek a cimkéjét meg lehet valtoztatnib, ¢, . .. -re. A kezddallapotot a ,semmidl,,
bele mutaté— kulonbdzteti meg a tobbi csomdponttdl, a végallapotokaigeupla korrel
jeléljuk.

Vagy megadhatunk véges automatat Cayley tablazattal igneileel$ soranak el§ osz-
lopa az automata nevét, az @leszlop tébbi része pedig az automata allapotait tartalenaz
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Az automata el soraban szerepelnek az input abécé szimbdlumai. A tablgzadig eleme
pedig azt mondja meg, hogy azedik sorban |€g allapotbdl & -edik oszlopban &y szimbo6-
lumra mely allapot(ok)ba megy at az automata. A tablazatbatgallapotokat -al jeldljik, a
kezdballapotot pedig a~ kildnbdzteti meg a toblit.

5.4. Regularis nyelvek tulajdonsagai

5.6. Tétel. A regularis nyelvek osztalya zart az unioképzés, konkai@is * miveletekre.

Bizonyitas.LegyenekL,, L, regularis nyelvek, melyeket rendre
Gl - (VNla VT17 Sla Hl)

G2 = (VN27 VT27 527 H2)

regularis nyelvtanok generalnak. Feltehetjik, hdgy, V- diszjunkt halmazok. Ha mégsem,
akkor a valtozok atnevezése nem valtoztat a grammatikisg&lieeralt nyelven. Legyen

G=(Vy,Vp, S, H)
aholVy = Vi U Vo, Vi = Vg U Vg €5
o 1 ULsyesetberd = HHUHyU{S — 51,5 — Sa}.
o [L,esetberd = H; U Hy U{S — 5155}
o [;esetberd = H; U{S — 515,5 — A}
A G grammatika mindharom esetben regularis. 0J
5.7. Tétel. A regularis nyelvek osztalya zart a komplementerképzésre.

Bizonyitds.LegyenV egy abécé é€ C V* nyelv reguléris. Ekkor a.1 és4.2 -es tétel
kovetkeztében létezik olyad = (Q, V", 9, qo, F') determinisztikus véges automata, amelyre
L(A) = L. AV’ abécé azokat a szimbolumokat tartalmazza, melyektszavai allnak. Le-
gyenA. = (Q,V,d,q0,Q — F). TehatA. végéllapotai azok az allapotok lesznek, melyek
-ban nem végallapotok. Ekkor kdnnyen lathatd, hagy,) = V* — L. O

A 2. fejezetben bevezettik a relaciok fogalméat. Egy relékidvalencia relacio, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv. Most bevezetjik a kongruenogmfmat.

5.4. Definicié.Egy ~ C V* x V* relacio kongruencia relacio, haekvivalencia relacio, tovab-
b4 mindenu, v, z,y € V* -rau ~ v, akkor és csak akkor &ll fenn, hay ~ zvy is teljesul.

19



A ~ relacio jobb-kongruencia, ha mindenv,z € V* -rau ~ v akkor és csak akkor, ha
uxr ~ vx.

A kongruencia relacio nyelvekre megfogalmazott valtozaltévetked.

5.5. Definicio. Adott egy V* abécé és egy. C V* nyelv. A ~ relacio L feletti kongruencia
relacio, ha teljesul a kovetké4eltétel:

mindenu,v € L -reu ~ v = mindenz € V* -raur € L < vx € L.

Tehéat a kongruencia relacié értelmébén,, u) = 6(qo, v).
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6. Kornyezetfliggetlen nyelvek

A kdrnyezetfiiggetlen nyelvek is nagy gyakorlati jefesdéggel birnak&fleg rogramozasi nyel-
vek definidlasanal, forditoprogramokban, és egyéb szévadatok feldolgozasanal. Bksor-
ban a természetes nyelvek jellemzésére akartak haszridmypezetfliiggetlen nyelveket, de a
szemantikai informécidk modellezésére nem alkalmasak.

6.1. Veremautomatak

Lathattuk, hogy a véges automatadk meglébeh kotott eszkdzok a nyelvek feldolgozasanal.
Egyik legnagyobb hatranyuk az, hogy a mar feldolgozott bhliimokat nem taroljak. A ve-
remautomatak nyujtanak erre megoldast. A veremautomdyak @€ges automataknak tekint-
hek, melyek rendelkeznek egy LIFO elérésl, végtelen méretodriaval, egy veremmel. A
vermen két mivelet hajthato végre: tétkeges szimbolumsorozat verem tetejére irasa (PUSH),
valamint egy szimbolum kiolvasasa és torlése a verem tétgfeOP). Egy veremautomata
definicioja formdlisan a kovetkéz

6.1. Definicio.Egy A = (Q,V, T, 4, qo, 20, F') hetes veremautomata, ahol:
e () abel® allapotok véges halmaza

V input-4bécé

" a verem-abécd (N V = 0)

degyQ x (VU{A}) x I' — 2@xI" alakt atmenetfiggvény.

qo a kezdallapot

e 2p € I'averem aljajel
e [ avegallapotok halmaza

Veremautomatéknal is definialunk kombinaciokat ¢, «) alakban, aholv € V* a be-
merd szonak a még el nem olvasott résgec () az aktualis allapot éa € I'* a verem
aktudlis tartalma. Egyrw, ¢, ac) konfiguraciobol elérhéta (w, ¢, ba) konfiguracio (jelolés-
sel (zw, ¢, ac) F (w, ¢, b)), ha(q',b) € §(q,z,a), aholz € (V U{A}), w € V*, ¢,q €
Q, a € T'a,b € T'*. AF jelolésnek—* a reflexiv, tranzitiv lezartja. Ekkor a veremautomata
altal elffogadott nyelv:

L(A) = {U) € V*‘(w7QO7zO> F* <)\7QU7>\>7 Qv S F}
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Veremautomataknak van olyan valtozata is, amely akkordagaegy szo6t, ha végallapotba
lép, de ez ekvivalens a végallapotban Ures veremmel eléogatbmataval. Az ébbi automa-
tahoz csak fel kell venni olyan szabalyokat, hogy, ha végaliba ér, akkor kilriti a vermet.
Attol fuggden, hogy & fliggvény adott(q, x,a) hdrmasra csak egy, vagy toldd, b) parost
is ad eredményul, beszélhetlink determinisztikus és nemdetisztikus veremautomatakrol.
Nyilvanvald, hogy a nemdeterminisztikus veremautomagaciglis esetei a determinisztikus
automatak.

6.2. Kornyezetfliggetlen nyelvek tulajdonsagai, atalakésai

A Chomsky-hierarchia szeriit = (Vy, Vi, S, H) nyelvtan kdrnyezetfliggetlen, hara -beli
szabalyokP — () alakuak, aholP € Vy nemterminalis szimbolun() € (Vy U Vr)* pedig
nemterminalis és termindlis szimbolumok tétieges sorozata. A kdvetk@zben olyan atalaki-
tasokrol lesz sz, melyek segitségével adbttyelvtanokhoz konstrualhatunk vele ekvivalens
G’ nyelvtant bizonyos vizsgélatok megkdnnyitésére.

6.1. Lemma. Adott G = (Vi, Vi, S, H) kdrnyezetfuiggetlen nyelvtanhoz, melyre igaz, hogy
L(G) # 0, megadhat6 olyan ekvivaleds = (Vy,Vr, S, H') kdrnyezetfiggetlen nyelvtan,
melyben mindeX’ € V}, nemterminalis szimbolumhoz letezik= V}: sz06 Ugy, hogX =7, w
teljesul. Ezek a nemterminalis szimbolumok az Gun. hasartenminalis szimbolumok.

MegjegyzésAzokat a nemtermindlisokat eltavolithatjuk, melyékketsdleges sok Iépésben
nem vezethétle termindlisok sorozata.

Bizonyitas.Legyen G = (Vn,Vr, S, H) egy kornyezetfuggetlen nyelvtan, melyre teljesdl,
hogy L(G) # (. Allitsuk el6 U halmazt a kvetkdzalgoritmussal:

1. Uy =Upev {X|X ma€H XeVy, acV}}
2.1=1
3' UZ = UXEUifl{Y| Y - OéXﬁ S H7 Y7X € VN7 Oé,ﬁ € (Uifl UVT)*}

4. HaU; = U;_,, akkor végeztink és legyén = U;, kilonbeni = i 4+ 1 €s menjunk & -as
pontra.

TehatU tartalmazza azokat a nemterminalisokat, melykbtsDleges sok 1épésben elérbet
nemterminalisokbdl allé sorozat. Most adjuk meg'a= (V;, Vr, S, H') nyelvtant agy, hogy
Vi=UéesH ={X - aec HIX e Vy,a e (Vi UVr)}. TehatH’ -be csak azok & -beli
szabalyok keriilnek bele, melyek alapjan barmgly¥ Vy; hasznos szimbélum. Ez kdvetkezik
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azU meghatarozasara hasznalt algoritmusbol. Nyilvanvalgy li8 ugyanazt a nyelvet fogja
generalni, mint. O

6.2. Definicio. Egy G = (Viv, Vi, S, H) kdrnyezetfuggetlen grammatika Chomsky normalfor-
maban van, ha szabdlyRi — XY ésP — z alaktak, aholP, X,Y Vy -beli, nemterminalis
ésx Vr -beli, terminalis szimbdélumok.

6.2. Lemma (Ures-sz6 lemma)MindenG = (Vi, Vr, S, H) kornyezetfliggetlen nyelvtanhoz
megadhato vele ekvivaleg = (V};, Vi, S’, H') kdrnyezetfliggetlen nyelvtan, melybeleg-
feljebb csaks’” — )\ szabaly jobb oldalan lép fel.

Bizonyitds.Csak véazlatosan. Legyed = (Vi,Vr, S, H) egy kornyezetfuggetlen nyelvtan.
Vizsgaljuk azokat azA € Vy nemterminalisokat, melyekré =* \ fennall. Minden ilyenA
nemterminalist vegyilnk fel egy halmazba.H’ elészor azokbdl a szabalyokbdl all, melyek
jobb oldalan semmilyefy -beli nemterminalis nem Iép fel. A tobli -beli szabalyra vegytnk
fel H' -be olyan Uj szabélyokat, hogy &z-beli nemterminalisokat minden lehetséges modon
elhagyjuk aH -beli szabalyok jobb oldalarél. A4 — )\ alaku szabéalyokat ne vegyik f&l'
-be. HaS szerepelU -ban, akkor vegyunk fel egy’ ¢ Vy szimbolumotVy -be és legyen

S’ az Uj kezdszimbolum, tovabba vegyuk fel & — )\ ésS’ — S szabalyokat{’ -be. Ha

S nem szerepel/ -ban, akkor ne vezessiunk be Uj kézdimbolumot. Ezzel végeztirk
eléallitdsaval. ]

6.3. Definicio. Adott G = (Viy, Vi, S, H) kdrnyezetfiggetlen grammatikaban4z— B € H
szabdlyokat, ahol, B € Vy, lancszabalyoknak nevezzik. AztGanyelvtant, amely nem
tartalmaz lancszabalyt, lancszabaly-mentes nyelvtahigiik.

6.3. Tétel. Minden G 2 -es tipusu nyelvtanhoz megadhaté vele ekvivaléng -es tipusu
lancszabaly-mentes nyelvtan.

Bizonyitas.LegyenG = (Vi, Vi, S, H) 2 -es tipusu nyelvtan éF tartalmaz legalabb egy
lancszabalyt. Allitsuk & azU halmazt:

1. legyenUy ={A € Vy|JA —-Be H}ési=1
2. U;={B e Vy|B=*C valamelyC € U;_, -re}
3. HaU; = U;_4, akkor végeztink é8 = U;, killénbeni = 7 + 1 és menjink a 2. pontra.

Minden U -beli A nemtermindlisra allitsuk élazN, = {B € H|A =* B} halmazt. Most
konstrualjuk meg &' = (V, Vr, S, H') nyelvtant Ugy, hogyH’ -be bekeril az 6sszes olyan
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H -beli szabaly, ami nem lancszabaly, majd mindere U -ra és mindenB € N, -ra le-
gyen A — o € H' minden olyanB — « H -beli szabalyra, ami nem lancszabdly. Ezzel a
lancszabalyokat kikliszoboltik.

Konnyen belathatd, hogl(G') = L(G). Tegyuk fel, hogyA — B € H ésB — a € H,
A, B € Vy, a € (Vy U Vp)* tovabbé valamilyert =* Ay =* Bay, B,y € (Vy U Vp)*
levezetést vizsgalunk. EZ -ben ebszor azA — B, majd aB — « szabdalyok alkalmazésaval
allhat eb, deG’ -ben is eballithatd, mertd — o € H’ és ezt a szabalyt alkalmazvaisy
szimbolumsorozathoz jutunk. O

6.4. Tétel. MindenG = (Vy, Vr, S, H) kornyezetfliggetlen nyelvtanhoz megadhato vele ek-
vivalensG' = (V};, Vr, S, H') kdrnyezetfuggetlen nyelvtan, amely Chomsky-normalfoaméa
van.

Bizonyitas.LegyenG = (Vy, Vr, S, H) egy kdrnyezetfuggetlen grammatika. Az tres-sz6 lem-
ma értelmeében létezik minder nyelvtanhoz vele ekvivalens’ nyelvtan, melynek szabalya-
iban A csakS’ — X szabdly jobb oldalan fordul & ezért feltételezzik, hogy a nyelvtan mar
ilyen alaku. Tovabba két nyelvtan ekvivalens, ha az altglkrkeralt nyelvek csak -ban kilon-
bdznek egymastol, ezért &z— )\ szabalyt el is hagyhatjuk.

Tehat mar csald — a ésA — « alakl szabdalyaink vannak, ahdl € Vy, a € V! és
a € (Vy UVp)t. Feltételezzik, hogg nem tartalmaz lancszabalyokat.

Ekkor megkonstrualhatjuk & = (V3;, Vr, S, H') nyelvtant. EI§ 1épésként legyely, =
Vi €s H' -be keriljon az 0sszed — a € H ésA — BC € H szabaly, ahola| = 1 és
B, C € Vy, ezekkel a szabalyokkal a k#sbiekben nem foglalkozunk.

Minden A — aaf € H szabalyra vezessunk be egy Uj nemterminalist.et Vy; -be, irjuk
at a szabdlyban -t A, -re, majd legyerd; — a € H'. Ezt addig végezzik, amig van olyan
szabaly, melynek jobb oldalan all terminalis szimbdlum.

Ekkor mar csakd — A A, ... A, (n >= 2)alaku szabalyaink maradtak. AZ — A; A,
szabalyokat felvehetjuK’ -be. AtbbbiA — A, A, ... A, szabalyra a kovetkéképpen jarjunk
el: vezessunk be’ nemterminalist, amely nem szerepé| -ben és legyedl’ — A, ... Ay és
vegyluk felA — A; A’ -t H' -be, majd jarjunk el hasonldéan a¥ — A, ... A, szabalynal is.
Véges sok |épés utan az dsszes szabalyt atalakitotthi(&s= L(G’) is teljesul. O

6.5. Tétel. Barmely kdrnyezetfliggetlen nyelv felismerhetd vereomaataval.

6.6. Tétel. Tetszbleges veremautomataval felismerhetd nyelv kaatfiiggetlen.
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6.3. Veremautomatak megadasa

Veremautomatat megadhatunk atmenet-diagrammal, vadgyetiblazattal. A veremautomata
atmenet-diagrammija hasonl6 a véges automataéhoz, azekéasssel, hogy a ¢ allapotok
kdzotti atmeneteket egy, 2|2 harmassal jellemezzik, ahok (VU{\}) a bemenetl olvasott
szimbolum,z € (I' U {\}) a verem tetején & szimbolum,z’ € T'* pedig a verem tetejére
kerlld Uj szimbolumsorozat. Megengedett, hogy= z’. Tovabba, ha minden atmenet\|
alaku, akkor a veremautomata pontosan egy véges autorniamad&l.

A veremautomata Cayley-tablazatanak sorai pedig a kox@téppen irjak le az automata
mikodését: a sor diseleme az automata aktudlis allapotat jel6li, a masodik el olvasott
szimbolum, a harmadik a verem tetejéndészimbolum, a negyedik elem azt mondja meg,
hogy az automata mely allapotba megy at, a sor 6todik elerdig @et irja le, hogy milyen
miveletet hajtson végre az automata: pop — a verem tet®jérstimbolum torlése, push(—

a verem tetején l&vszimbo6lum helyettesitésevel, aholz € I'*.

6.4. Derivacios fak, levezetések

6.4. Definicid. LegyenG = (V, Vr, S, H) egy kdrnyezetfiggetlen nyelvtan. Egyc L(G)
sz0 legbaloldalibb (legjobboldalibb) levezetésén azt az

To=>mT = Ty=> =1, (n>0)

sorozatot értjuk, ahat; € (Vy U Vr)*mindeni = 0,...,n-re, xo = S, =, = w €S min-
denz; ., (i = 0,1,...,n — 1) Ugy jon létre, hogyr; -nek a legbaloldalibb (legjobboldalibb)
nemterminalisat helyettesitjuk.

LegyenG = (Viv, Vi, S, H) egy kdrnyezetfuggetlen generativ grammatika. gy L(G),
w=ww; ... w, (w; € Vp, i =1,2,...,n) szb derivacios grafjan (vagy pontosabban deriva-
ciés f4jan) azt a fa strukturat értjik, melynek gyoksrés a levélelemei balrdl jobbra olvasva
sorraws;, wo, . . . , w, nemterminalisokbadl alinak.

Altalanosabban eg¢’ = (Vi, Vi, S, H) nyelvtanhoz tartozd derivacios fa a kovetkéiz
képpen néz ki:

1. T gybkereS

2. barmelyz € T elemre, har nem levélelem, akkor € Vy, tehat a koztes eleméeky
-beli nemterminalisokat reprezentalnak

3. alevélelemek pediy; -beli terminalis szimbolumok
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Minden A € Vy csomopontrad gyermekei valamelyl — o € H alaku szabaly alapjan allnak
eld. Legyena = ajay . .. oy, @hol|a;| = 1 mindeni = 1,2, ..., n -re. Ekkor azA csomépont
gyermekei balrél jobbra haladva, as, . . ., a,, elemek lesznek.

Egy w szOhoz tartozo levezetési fag, -vel jeloljuk.

6.7. Téetel. LegyenGG = (Vy, Vi, S, H) egy Chomsky normélformaban lévd kornyezetfliggetlen
grammatika ésS =* w egy levezetes, ahal € V. AT, fa mélysége:. Ekkorw hossza
legfeljebb2m .

Bizonyitas.Konnyen belathatd. Tudjuk, hogy a szabalyok alakja— a, vagy A — BC
lehet. Hajw| = 1, akkor a hozz4 tartoz6 fa magassaga pontdsanivel S = w. Legyen

T,, magassagh + 1. Ekkor a fa minden -edik szintjén legfeljebl2 db nemterminalis allhat

(t = 1,...,k), ha minden |lépésheA — BC szabdlyokat alkalmaztunk. Ebben az esetben,
ha ak + 1 edik szinten csak termindlisok allnak, akKar| hossza2* = 2F+1-1, Lathato,
hogy, ha valamelyilj -edik szinten { < k) egy A — a szabalyt alkalmazunk, akkar hossza
egyértelmiien kisebb, minf. O

6.5. Linearis nyelvek

A linearis nyelvek a kérnyezetfiiggetlen nyelvek egy résnbaat képezik. Csad — a B és
az A — « alaku szabalyok generdljd@ket, aholA, B € Viy, «,f € V}, tehét a szabdly jobb
oldalan maximum egy nemterminalis szerepelhet.
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7. lteracios lemmak

Iteracids lemmak (masnéven pumpalo lemmak) segitségédjekielddnteni egy adott nyelv-
rol, hogy egy adott nyelvosztalyba tartozas feltételeiégéi -e, vagy sem. Ezeket a feltételeket
szokas pumpalhatésagi feltételeknek nevezni.

7.1. Definicio. LegyenV egy abécél. C V* egy végtelen szamossagu nyelwés V* egyV
abéce feletti sz6, mely felirhatdo = uvw alakban. Azt mondjuk, hogy pumpalhatér -ben,
akkor és csak akkor, ha mindé> 0 -ra:

wwel &xel.

7.2. Definicié. Legyenz € V* egy sz0, ekkorl(z) jeldli x megkilonbdztetett pozicidinak a
szamate(z) pedigx kizart pozicidinak szamét. Egy kizart pozicio lehet megkbbztetett
is. Tovabba legyen(x) azz beli kivalasztott, vagyis azon megkulénbdztetett podapama,
melyek nem kizart poziciok.

MegjegyzésTrivialis, hogyd(z) < s(z) + e(z).

Az elbbbi definiciok ismeretében a teljesség igénye nélkil ékzstk néhany iteraciés lem-
mat.

7.1. lteracios lemmak reguléris nyelvekre

Fentebb kimondtuk, hogy a véges automatdak altal felisnyatvek osztalya regularis. Legyen
V egy abécé és C V* egy végtelen szamossagu regularis nyelv. Tegyik fel, Hogyaz
A=(Q,V,6,q), F) determinisztikus véges automata ismeri fel, tehat L(A). Ha veszlnk
egyw € L sz6t, melyre igaz, hoglyw| > |Q|, akkor kdnnyen lathato, hogy azautomata csak
akkor ismeri felw -t, ha mikédése soréan legalabb egy allapotot tébbszohiede EbIBl az
kdvetkezik, hogyw -nek van egy bizonyos feltételeknek elegette®sz-szava, amely végtelen
sokszor ismétidhet és az isméttiésekkel keletkezett sz6 is benne varLagelvben.

7.1. Lemma(Determinisztikus véges automatakra vonatkozo altaléeodcios lemma)Le-

gyenA = (Q, V.4, qo, F) egy determinisztikus véges automata. Ekkor |étezikiegy) egész
konstans (amelyre &ltalaban igaz, hogy< |Q|) ugy, hogy minden € L(A), melyre teljesul
|z| > n, felirhatéuvw alakban, aholv| # 0, |uv| < n, tovabbauv'w € L(A) minden: > 0

-ra.

A kdvetked lemma az dlbbinek a regularis nyelvekre megfogalmazott valtozata.
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7.2. Lemma(Altalanos iteracios lemma regularis nyelvekre [@]pgyenV egy abécé. Minden
L C V* regularis nyelvhez létezik egy> 0 egész konstans ugy, hogy mindeg L, melyre
teljesul|z| > n, felirhaté uvw alakban, ahol

SN
o |uv|<n és
e w'w € L minden ¢ >0 -ra.

Bizonyitas.LegyenL a vizsgalt nyelv. Tegylk fel, hog¥ regularis. Ekkor létezik egy =
(Q,V, 4, q, F') determinisztikus véges automata, amelifel) = L, tovabba legyem > |Q)|
ész € L, |z| = m > n, © = xy29...2,. Az A automata az: szot felismeri véges sok

lépésben, kdzben@, q1, . . ., ¢ € Q belD allapotokat veszi fel. Mivek > |Q)|, ezért |étezik

k,j (0 <k <m,0<j<m)szampar, melyre teljesil, hogy = ¢;, (k < j). Tovabbék, j
-t meg lehet valasztani Gagy, hogyga, 1, gi+2, - - ., ¢; Sorozat elemei paronként kilon!giek
legyenek (2. abra).

2. 4bra. Az automata mikodését reprezentald graf.

Legyenu = x12s ..., U = Tpp1Tpyo...2Tj €SW = Tjp1Tj40 ... Ty, Hak = 0, akkor
u = A\, haj = m, akkorw = \. Mivel az ebbb kikotottik, hogyk < j, ezértv # A, igy az
|luv| < n teljesul. Az automata felismeri a sz6t, tehat:

(g0, %) F* (gm, A) masképp:

(QO7 'LL'U'U)) - (Qka v’w) = (Qka 'U)) - (Qmu )\)

Mivel (gx, vw) H* (qx, w), lathatd, hogy gk, v) H* (gx, A), iQy igaz az is, hogy
(qi, v") F* (qx, \) mindeni > 0 -ra, melyldl kdvetkezik

(qo, wo'w) F* (g, v'w) F* (qr, w) F* (g, A) mindeni > 0

tehatuv’w € L. O
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Az altalanos iteracios lemma a regularis nyelvek oszta@ywéhd tartozasnak csak a szikse-
ges feltételét vizsgalja, az elégséges feltételt nem. iNdzegy példat olyan nyelvre, melyre
meg tudjuk mutatni, hogy nem tartozik a reguléris nyelvektélgaba. LegyeV’ = {a,b} és
L = {a’V | j € N} C V* avizsgélt nyelv. Kénnyen belathatd, hogynem regularis, mert
barmelyx € L szOuvw felirasaban a sz6 megvalasztasa 3 féle médon térténhet:

1. v csaka € V szimbélumokat tartalmaz
2. v csakb € V szimbélumokat tartalmaz
3. v = d*b’ alaku, ahok, [ € N.

Az els) esetben legyeh = |v| > 0 ekkorv = a*, amildl kovetkezik, hogyuvinw = a/ b,
amely nincs benne az nyelvben. A mésodik eset az 8z hasonlo azzal a kilonbséggel,
hogy uviw = a/b’**i. A harmadik esetben pedig = a*b!, k,1 > 0, |v| = k + [, melyre
wv'w = a’~*(a*b!)i !, amely szét nem tartalmazza Aayelv.

Jeffrey Jaffe a kongruencia relacio tulajdonsagait felhlva a reguléris nyelvekre vonat-
kozé lemma olyan valtozatat fogalmazta meg, mely a requtarelvek osztalyaba valo tarto-
zasnak mind az elégséges, mind a sziikséges feltételéa@fg§]). A lemma a kdvetkex

7.3. Lemma. Legyen C V* egy regularis nyelv. Ekkor létezik egy > 0 egész konstans
agy, hogy minden € L, melyre|z| > n, felirhatéz = uvw alakban, melyre teljestilnek a
kovetkezOk:

e [v|>1
o |uv|<n
e minden; > 0 -ra: mindenz € V* -ra za € L < w'wx € L.

O

A lemma bizonyitdsa a 7.2. lemma bizonyitasabdl, valamijatol-kongruencia relacio
természetéli egyértelmiien belathaté.

7.2. lteraciés lemmak kdrnyezetfiiggetlen nyelvekre

7.4. Lemma(Lineéris nyelvekre vonatkozg iteraciés lemma [H)a egy adottl. nyelv linearis,
akkor létezik egy: egész szam ugy, hogy barmely olyaa L sz6, amelyrez| > n, felirhato
z = wvwxy alakban, ahol:

vr # N\, |uway| <n, w'wz'y € L mindeni > 0 -ra.
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Bizonyitas.Legyen L egy lineéris nyelv, melyet & = (Viy, Vi, S, H) grammatika general.
Ha vannakHd -ban lancszabalyok, akkor eliminaljuiket. Ekkor mindenA — uBv € H
-rauv # A teljesul. Legyenk = |Vy|, ésd egy olyan pozitiv egész szam, hogy minden
A — w € H szabalyrdw| < d. EKkorn = k x d és valasszunk egye L, |z| > n sz06t. Ekkor

z -nek a levezetése a kovetkez

S=TuAy =T =T ur L up AU, U =T UL U U U = 2,

ahol Ay,..., A, € Vn, u1,v1,...,Up, v, p € Vy. JeloljukS -t Ay -al, ekkorA4; = A;
valamely:, j (0 < i < j < m — 1) parra azdo, A,, ... A,,_1 sorozatban. Tovabba legygra
legkisebb olyan index, amelyre adbbi teljesdl.

Hai=0,legyenu =y =\, v =uy ... uj, W= Ujt1... UpPVn ... Vj41, T =Vj...01.

Hai > 0, akkor legyen: = wy ... w;, v = g ... Uj, W = Ujqq1... WPV ... Vjp1, T =
Vj.o Vi1, Y = Vj...01.

Egyértelmd, hogyuvxy| < j-d < n, valamintvx # A teljestl mindkét esetben. Végll
S =*uldjy, A; =* vA;x, A; =* w, melyeki®l kdvetkezik, hogyuv'wz'y € L mindeni > 0
-ra. O

Nézziink a lemma alkalmazésara egy példat. Legyen a viasglit a{a, b} abécé feletti
L={w[ |wla=[wl}.

7.5. Tétel. AV = {a, b} &bécé felett. = {w € V*| |w|, = |w|y} nyelv nem lineéris.

Bizonyitas.Tegyuk fel, hogyL lineéris, akkor |étezik egy egész szam Ugy, hogy létezilc L,
|z| > n sz6, melyre teljesiilnek a lemmaban kikotott feltételekgyem ez a szé = a™v*"a™.
Egyértelm(, hogy € L. Adjuk meg az szOuvwzy felbontdséat. A kovetkezfeltételeknek
teljesulnie kelluvwz| < n, vx # A. Mivel luvwz| < n, az SzO0vzx rész szava nem tartalmazhat
egyszerre; ésb szimbolumokat. A kdvetkézfelbontasi lehdtségek vannak:

Ha vz csaka szimbdlumokat tartalmaz, ekkor csak 1 -re teljesul, hogyw'wziy € L.

Ugyanez az eset all@| havx csakb szimbolumokat tartalmaz.

Tehéat azl. nyelv nem teljesiti a lineéris iteracios lemma feltételeitért az nyelv nem
linearis. O

7.6. Lemma(Bar-Hillel Lemma [3]) MindenL kornyezetfiiggetlen nyelvhez létezik egytél
fliggb)n pozitiv egész szam agy, hogy minden L, melyre|z| > n teljesdl, felirhatGuvwzy
alakban, ahol

lowz| <n, wvr#A és w'wr'y € L minden i>0-ra.
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Bizonyitas.LegyenL egy kornyezetfiggetlen nyelv, melyet egy= (Vy, Vr, S, H) lancsza-
baly-mentes kornyezetfliggetlen nyelvtan generdl. Legyeqgy olyan egész szam, melyre
mindenA — w € H szabalybarw| < d teljesll. Valamint: = |Vy|. Valasszukn -t d**1
-nek és legyen € L olyan sz0, melyréz| > n. LegyenT, a z sz0 legrovidebb levezetési
faja. T, minden levéleme vagy, vagy termindlis szimbdlum, a bélelemek pedig nemter-
minalis szimbdélumok. Az konstans megvalasztasabdl kdvetkezik, hdgyben van legalabb
egy olyan ut, melynek hossza legalabh- 1. Jeldljet az egyik leghosszabb utat -ben. Ek-
kor ¢ legalabbk + 2 csomépontot kot 6ssze, melyekla legutolsé terminalis, az 6sszes tobbi
nemterminalis szimbolumot jelél. EBbkovetkezik, hogy legaldbb egy nemterminalis kétszer
szerepel az Gton. Jeldlfé azt a legrovidebls -beli utat, melyben torténik ez az isnmédies.
Jeldljukt gyokeréetA -val. Felbontjuk &l’, fat harom részfarai’, 4y, Ty 4z, T\, Melyldl meg-
kapjuku, v, w, z,y € V5 -beli szavakat (3. abra). Mutassuk meg, hogy erre a fellsoatéan
szukségunk.

Legyenv = x = \. EkkorS =* z levezetés révidebb, mint az eredeti (melynek a
legrévidebb levezetése), ami ellentmondashoz vezetlldlvetkezik, hogywz # .

Mivel t az egyik leghosszabb it -ben, T, 4, -ben egyetlen Ut sem lehet hosszabb, ntint
tovabb&' hossza legfeljebk + 1, melyekldl kovetkezik, hogyvwz| < d*1 < n.

Véguli = 1 -reuv'wz’y € L egyértelmiien teljesul. Ha= 0, akkor aT}, 4, részfa torlésével
uwy € L is fenndll. Valamint > 2 elérheb T, 4, részfa masolatainak csomoépontokhoz valé
hozzéaflizésével. Tehav'wa'y € L teljesil minden > 0 -ra. O

Nézzik meg a 7.6 lemma alkalmazéasét. A legaltalanosabh péle aZ a, b, ¢} bécé felet-
ti {a’V/ |7 > 1} nyelv. Koztudott, hogy ez a nyelv nem kornyezetfliggetlezt.debizonyitjuk
a Bar-Hillel lemma segitségével.

7.7.Tétel. AzL = {a’b’ 7|5 > 1} nyelv nem kérnyezetfliggetlen.

Bizonyitas.Tegyuk fel, hogyL kérnyezetfliggetlen, ekkor alkalmazhaté ra a Bar-Hilleihea.
Legyenn a 7.6. lemmaban megfogalmazott egész konstans €sa”b"c". Lathatd, hogy
|z| = 3-n > n. Most irjuk fel azz szé uvwzxy felbontasat. Mivelvwz| < n, vz nem
tartalmazhat: -kat ésc -ket is, mivel aza -k ésc -k kozottn db b all. igy vz -et 5 modon
véalaszthatjuk meg. Har csaka -kat tartalmaz, akkonviwz'y i = 0 -ran -nél kevesebla -t
tartalmaz, @ -k ésc -k szama pedig pontosan Ez a sz6 pedig nincs benne Anyelvben. Ha
vz csake, vagy csak szimbolumokat tartalmaz, akkor hasonl6an d@z@&hoz,p -nél kevesebb
¢, vagyb szimbodlum lesz a sz6ban. Tehat ezekben az esetekben nesgilliedk a lemmaban
megfogalmazott feltételek, igy nem kornyezetfiiggetlen. Valaszthatjuk -et tgy, hogyu és
b szimbdélumokat tartalmaz, ekkér= 0 -rauv‘wz'y -bann -nél kevesebb lesz az-k ésb -k
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3. abra.z = wwwzy sz6 levezetési faja.

szama. Hasonlo a helyzet, ha b ésc szimbolumokat tartalmaz. Ezzel bebizonyitottuk, hogy
azL = {a’V |7 > 1} nyelv nem kornyezetfliggetlen. O

Nézziink még egy altalanos példat. Legyen a vizsgalt nelv{a""|k > 0}.
7.8. Tétel. AzL = {ak2|k > 0} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitas.Tegyuk fel, hogyL kérnyezetfliggetlen, ekkor a Bar-Hillel lemma feltétetsirele-
get kell tennie. Legyen = «™. Teljestll, hogylz| > n. Az n? utani legkisebb teljes négyzet
(n + 1) = n? + 2n + 1. De vz maximum csakn daraba -t tartalmazhat, igy = 2 -re
wwa?y = csakn? + 2n daraba -t tartalmaz, tehat nincs bende-ben. Eblol kbvetkezik,
hogy azL nyelv nem kdrnyezetfiiggetlen. O

Vannak olyan nem kornyezetfiiggetlen nyelvek, melyek aHidel lemma feltételeit ki-
elégitik igy szigorabb megszoritdsokkal kell vizsgdlket. A kdvetked Ogden lemma a Bar-
Hillel lemmanal szlikebb feltételeket szab meg.

7.9. Lemma(Ogden lemma [12])LegyenG = (Vy, V7, S, H) kbrnyezetfuggetlen nyelvtan,
k= |Vy
n = [**! pozitiv egész konstans gy, hogy barmely L(G), |z| > n szbra, had(z) > n,

, valamint/ olyan egész szam, hogy mindén— w -re |w| < [. Ekkor létezik egy

vagyis az sz0 legalabn szimbolumat megkulonbdztetettnek jeldljik, akkdelirhato = =
uvwzxy alakban, amire teljesiilinek a kdvetkezok:

32



1. d(vzx) > 1, vagyisvz -ben legalabb egy megkulonbdztetett pozicio van
2. d(vwzx) < n, vagyisvwz -ben maximunm db megkuldnboztetett pozicio van
3. Létezik egyl € Vy nemterminalis, melyre
S =%uAy, A="vAx, tovabba A="w
tehat minden > 0 -ra ww'wz'y € L(G)
Vagy kornyezetfliggetlen nyelvekre atfogalmazva:

7.10. Lemma(Ogden lemma [12])BarmelyL, kdrnyezetfliggetlen nyelvhez létezik egy 0
pozitiv egész konstans ugy, hogy barmely L, |z| > n szbra, had(z) > n, vagyis az sz6
legalabn szimbélumat megkulonboztetettnek jeldljuk, akkéelirhatd z = wvwzxy alakban,
amire teljesiinek a kdvetkezok:

1. d(vx) > 1, vagyisvx -ben legalabb egy megkulonboztetett pozicid van
2. d(vwzx) < n, vagyisvwz -ben maximum db megkulonbdztetett pozicio van
3. minden > 0 -ra wv'wa'y € L

Bizonyitds.LegyenG = (Vn, Vr, S, H) egy kornyezetfuggetlen nyelvtan ése L, melyre
teliesll|z| > n = (1. LegyenT, az sz6 levezetési faja. Mindencsomépontrai(c) jelenti
c leszarmazotaiban léwcsomopontok darabszamat. A kévetkedjarassal éallitunk egyT,
-beli ¢ utat, melyben mindeacsomépontral(c) > 0.

Adjuk T, gyokerétt -hez. Legyen: az utols6 csomépont, amithez adtunk, ekkor vizs-
galjuk ¢ gyermekeit. Hac -nek nincs tobb gyermeke, akkor megallunk. Hanek egyetlen
gyermeke van, amit jel6ljunk -vel ésd(b) > 0, adjukb -t t -hez és hajtsuk végre az eljarast
b -re. Egyébként, ha -nek kett, vagy tobb gyermekének van megkiilonbdztetett poziciokat
tartalmazo leszarmazottja, akkort eldgazasi pontnak nevezzik. Valasszukek olyanb
gyermekét, melyré(b) maximalis. Adjuk hozza eztla-t ¢ -hez és folytassuk az eljarast.

Jeldljukt elagazasi pontjait felif-lefelé haladvay, c1, . . ., ¢; -vel. Kbnnyen lathato, hogy
d(ciy1) > 7d(c;) minden0 < ¢ < j -re. Egyértelm{, hogyl(c;) > n, mivel d(z) > n. Ki-
mondtuk, hogyn = I¥*1. Ekkord(c,) > 1d(co) > 1171, vagyisd(c;) > 1d(cip1) > IFFH
minden0 < i < 7, valamintd(c;) > I**1~7. Del megvélasztasabol kovetkezik, hadly;) < I,
mivel ¢; -nek nincsenek olyan rakovetkidzmelyek elagazasi pontok lennének. Bbkodvet-
kezik, hogyl > [*+1J tovabbadl >k +1 — j, igyj > k.

Ezekldl kdvetkezik, hogyt legaldbbk + 1 elagazasi pontot tartalmaz és mivel minden el-
agazasi pont nemtermindlist jeldl, legaldbb egy nemtedhisikétszer fordul é¢ -ben. Jeldljik
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4. dbraT, fa. Szaggatott vonal jeléli autat, = pedig a megkilénbéztetett pozicidkat (mas megkilonbéittet
poziciok is ebfordulhatnak).

ez a nemterminalisti -val. EKkkor létezneks =* uAy, A =* vAx ésA =* w levezetések (4.
abra).

Lathatd, hogywwz a T, egy részfajanak levéleleméiball 6ssze, melynek gyodkerét jeldl-
juk ¢; -vel. Tovabb&:; a feld A nemtermindlist jeldli és ezt az elagazési pontot maxintum
rakovetked elagazasi pont kovethetiben. Tudjuk, hogyl(c;) < I, d(c;_,,) < I**™ minden
j < m < i-re. Tehatd(c;) < (1. Ezzel lathatjuk, hogyl(vwz) < I**! = n. Mivel ¢; a
felsd A elagazasi pontot jeldlte, tudjuk, hogy-nek van legalabb két gyermeke, melyek koziil
az egyiknek a leszarmazottjg a masiknak a leszarmazottja legalabb egybeli szimbolum.

Hai = 0, akkorS =* uAy =* uwy levezetés fenndll éswy € L(G) teljesul.i = 1 -re
pedig egyértelm{, hogy = uv'wz'y € L(G). Hai > 2, akkor A =* vAx levezetést tébbszor
alkalmazva kapjukiv'wz'y € L(G) sz6t. O

Az Ogden lemma alkalmazasat nézzilk meg egy olyan nyelvigreng Bar-Hillel lemma
feltételei nem nyujtanak elegedidnegszoritast. Legyen a vizsgalt nyelv

L= {ad'Vc"|i,j, k > 0 ésvagyi = j, vagyj = k, de nemi = j = k}.

igy, ha z -t valamilyena™b"c' -nek valasztjuk, ahol # n, vx -et valaszthatjuk ugy, hogy
csakc -ket tartalmazzon és barmety > 0 -ra teljesil, hogyuv™wz™y € L. Ugyanez a
lehebség fennall, ha = a'b"c", ekkorvz csaka -kat tartalmazhat. Igy a Bar-Hillel lemma
segitségével nem tudjuk bebizonyitani, hdggem koérnyezetfliggetlen. Nézziik most, hogy az
Ogden lemma alkalmazaséaval milyen eredmények ékradt
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7.11. Tétel. AzL = {a'b'cF|i, j, k > 0 ésvagyi = j, vagyj = k, de nemi = j = k} nyelv
kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitas.Tegyuk fel, hogyL kdrnyezetfiiggetlen. Ekkor az Ogden lemmat alkalmazva va-
lasszukz -t a™b" ™™ -nak. Jeldljik az: -kat megkiilonboztetettnek. Aszéuvwzy felbon-
tasaban ekkosz legalabb egy megkilonboztetett poziciot tartalmaz, mddghaetked lehet:

() v = X ész tartalmaz egy: -t
(I) v tartalmaz egy: -t

Az I. esetben: nem tartalmazhat egyetlén-t és egyetler: -t sem, ellenkei esetben nem
teljesul, hogyuwviwz’y € L. Legyenz = ' valamilyen! > 0 -ra. Ekkoruviwaxly =
q(+(i=1)D) pn o(n+n!) ¢ L.

A II. esetben nem tartalmazhdi vagyc szimbdlumokat, ellenkéresetbemnviwz’y & L.
Legyenv = ' valamilyenl < [ < n -re. Tovabba is csak egy fajta szimbdélumot tartalmazhat,
mert ellenked esetbennw'wa'y ¢ L. Tehatr = o™, vagyx = b™, vagyx = ¢™ valamilyenm
-re. Har = o™, vagyz = ¢™, akkoruv'wz'y ¢ L. Haxz = b™, akkor vagym # [, vagym = .
Ham = I, akkori = 0 -ra |uvy|, # |uvyly, tehdtuvy ¢ L. Ham = [, akkori = 2 + 1 -re
uv(nT!“)wx(nT!H)y = grt)pntnentnl) o T,

Ezzel bebizonyitottuk, hogly nem koérnyezetfliggetlen. O

A Bar-Hillel lemma feltételeit dbsithetjik Ogden feltételei alapjan. Az igy kapott lemma a
kovetked.

7.12. Lemma(Erds Bar-Hillel lemma) MindenG = (Viy, Vi, S, H) kdrnyezetfliggetlen nyelv-
tanhoz létezik egy pozitiv egész szam ugy, hogy barmely L(G), |z| > n szbban tetszole-
gesen megkulonboztetettnek jel6link legalalgmziciot, akkor Iétezikd € Vy, szimbdlum és
u,v,w,x,y € V} szavak ugy, hogy a kovetkezok teljesulnek:

o S=*uldy, A="vAz, A="w, 2z =wwzry, |w| >0,
e vagy|u| > 0ésjv| >0, vagy|z| > 0ésl|y| >0,
o d(vwzx) < n,
e w'wz'y € L(G) minden; > 0 -ra.
0]

Valamint a reguléaris nyelvekre vonatkozé altalanos itéisiéemma feltételeit is at lehet
alakitani Ogden lemmajanak segitségével.
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7.13. Lemma.MindenL regularis nyelvhez létezik egy> 0 pozitiv egész szam ugy, hogy bar-

melyz € L, |z| > n sz6 melyben legalabb poziciét megkllonbdztetettként jeldlunk, felirhato

z = uvw alakban, melyre teljesiiinek a kovetkezok:
e duv) <n
o dv)>1
e wv'w € L mindeni > 0 -ra.

O

Az utobbi két tétel bizonyitdsa az Ogden lemma utan trisja@izért nem szikséges vele
foglalkozni.

A kovetked lemma segitségével pedig megmutathatjuk, hogy egy adioty&zetfliggetlen
nyelv nem lineéris.

7.14. Lemma(lteraciés lemma nem-lineéris kérnyezetfliggetlen nyawd7]). LegyenL egy
nem-linearis kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan, ekkor |ét@&ltelen sok) € L sz4, mely felirhatd
p = rstuvwxyz alakban és teljesiilnek a kovetkezok:

lsu| #0, |wy| #0, rs'tuvwizy’z € L minden i,j >0 -ra.

Bizonyitas.LegyenL egy kornyezetfiiggetlen nyelv, melyeGa= (Vy, Vr, S, H) grammatika
general. Tegyuk fel tovabba azt is, hogynem linearis nyelvtan é& nem tartalmaz lanc-
szabalyokat. Létezik legalabb egy olyah-beli szabalya, melynek jobb oldalan legalabb két
nemterminalis &ll. Ekkor

S =" x1Axv9Brs =" x1aAbxycBdxs =" o

alaku levezetés lehetséges, ahdl, ¢, d, z; € (Vy U Vy)* mindeni = 1,2,3 -raésA, B € Vy.
TovabbalL(A) és L(B) (tehatA és B nemterminalisokboH -beli szabalyokkal levezethiet
szavak nyelve) végtelen szamossagu, mert teljesul

A="aAb, és B ="cBd, valamint A="g, B="h ahol g,heV; (1)
Most legyerp = o és azr, s, t, u, v, w, z,y, z Szavakat a kdvetk@képpen valasszuk:
r=x, Ss=a, t=g¢g, u=0b, v=xy, w=c¢, x=h, y=d, z=us.
Lathato, hogy
rs'tulvw’ zy’ z = r1a' b’y hd’zs € L minden 4,5 > 0-ra (1) miatt

Tovabba, mivelH nem tartalmaz lancszabalyokat, mindén— xBy szabéalybanzy| > 1,
tehat|su| > 1 és|wy| > 1is teljesul. O
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7.15. Tétel. LegyenG = (Vy, Vr, S, H) egy kornyezetfuggetlen nyelvtan= |Vy/|, [ pedig
olyan egész szam, hogy mindén— w € H -ra |w| < [. Ha egyz € L(G) sz0T, levezetési
faja legfeljebbm darab eldgazési pontot tartalmaz, akké(7,) < I".

Bizonyitas.Tegyuk fel, hogym = 0. Ekkor egyik bel csomodpont sem elagazéasi pont, tehat
d(T,) <1° = 1. Had(T.) = 2 lenne, akkor a legalsé kézds elagazasi pont lenne.

Tegyuk fel, hogyn—1 -re igaz a tétel. Bizonyitsuk be, hogy-re isigaz. Legyeff, -benm
darab elagazéasi pont. Valasszunk ki az elagazasi pontak &gyet, melynek egyetleise sem
elagazasi pont és jeldljiik-val. EkkorT, minden megkulonboztetett levéleleme leszarmazottja
q -nak. Deq -nak legfeljebkl gyermeke lehet, melyek kozil mindegyik valamilyen résakan
a gyokere. Ezekben a részfakban az utak legfeljgbb 1 elagazéasi pontot tartalmazhatnak.
A feltevés szerint barmely ilyen részfa legfeljelsb ! elagazasi pontot tartalmazhat. Ezékb
kovetkezik, hogyl(T,) < I™. O

A kovetked lemma Ogden lemmajanak egitett valtozata.

7.16. Lemma(Bader-Moura lemma [2])Minden L kdrnyezetfiiggetlen nyelvre |étezik egy
egész szam ugy, hogy barmely¥ L sz0, melyre tetszdlegesen kivalasztott megkuldnbtiztete
poziciok esetén teljesi(z) > n°*)*! akkor z felirhato uvwazy alakban, melyre teljestilnek a
kovetkez6k:

e d(vx) > 1ése(vzr) =0
o d(vwz) < pelvwo)tl
o wviwzly € L mindeni > 0 -ra.

Bizonyitas.LegyenL egy kornyezetfiiggetlen nyelv, melyet eGy= (Vy, Vi, S, H) nyelvtan
general. Legyeit = |V | ésl egy olyan pozitiv egész szam, hogy mindér- w -rel > |w|.
Valasszukn -t [¥+1 -nek és legyen € L, |z| > n. LegyenT, a z szl levezetési faja és
t a leghosszabi, -beli at. Mivel d(z) > [F+D-()+D g 7,15, tétel értelmébenlegalabb
(k+1)-(e(2) 4+ 1) elagazasi pontot tartalmaz. Felosszlkgalso részét(z) + 1 darab al-utra,
melyek kozul mindegyik + 1 elagazasi pontot tartalmaz. Minden ilyen al-Gtban lenmi¢ k
1, o pontoknak, melyek azonos nemterminalist jelinek. Jékdzt a nemterminalist -val.
Ekkor léteziky’, 2’ € V' Ggy, hogyA =* v’ Ax’. Tovabba létezik’ € V: 4gy, hogyA =* w'.

A o', 2’ szavakat pumpalhato rész-szavaknak nevezzik.

A ¢1, co csomoOpontok azonos uton helyezkednek el és mingikekt két-két gyermekének
vannak megkulonboztetett leszarmazottaik. Adbliknek legalabb egy megkilonboztetett
leszarmazottja van'z’ -ben, ebBl kdvetkezik, hogy'z’ tartalmaz legaldbb egy megkilénbéz-
tetett pozicioét.
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A t termindlo levélelemédli indulva Iépkedjlnk visszafelé az al-utakon amig nemrjltu
olyanhoz, melynek a pumpalhaté rész-szavai nem tartalakadmart poziciokat. Tudjuk, hogy
léteznek ilyen rész-szavak, meft) + 1 al-Gtbane(z) + 1 v/, 2’ péar létezik, a kizart pozicidk
szama pedig csak z). Az a par, amit ezzel a modszerrel talalunk, lesz. Ezzel bebizonyi-
tottuk, hogyd(vz) > 1 ése(vx) = 0. Valamint az ébbbi lemméakhoz hasonléan, lathatd, hogy
wo'wz'y € L mindeni > 0 -ra.

Tegyuk fel, hogy & + 1 -edik al-Gton talaltuk meg a, = part. Minden lentebbi al-Gton
e(v'z’) > 1. Legyens a g + 1 alatti al-utakban &b kizart poziciok szama. Léathato, hogy
s > g. Avwz levélelemekben vé@d fa gytkere a + 1 -edik al-ttban 166 egyik csomépont.
A t it megvalasztasa miatt efilta csomépontbdl indulé utakban @elagazasi pontok szama
legfeliebb(k + 1) - (¢ + 1). Ezekldl kovetkezik, hogyl(vwz) = r, aholr < 2¢k+D-l9+1) <
ndtt < potl tehatd(vwr) < nevwa)+l, O

Nézzik meg, hogy Bader és Moura feltételei hogyan alkalat@khegy olyan nyelvre,
melyre az Ogden lemma nem nyujt elegémdegszoritast. Legyen a vizsgalt nyelv

L={b"}U{aa*d*} U{al?| pprim}.

Ha Ogden lemmaéjat alkalmaznéanli; -et nem tudnank ugy megvalasztani, hogy:&zim-
bolumot ne tartalmazza. Tehat nem sikeriilne bebizonyitagly a nyelv nem kérnyezetfligget-
len. Bader és Moura megszoritasaival, ha olyaaot valasztunk, melyb? alaka, ahol prim
és aza szimbélumot kizart pozicidénak tekintjuk, akkor csakb -ket tartalmaz ésuviwayl,
nem biztos, hogy prim lesz, tovabba a sz6 egyetleval kezddik, tehat azia™b* kifejezés
altal meghatéarozott nyelvben sincs benne. Ezzel bebimthyk, hogy a fentebbl nyelv nem
kornyezetfiggetlen.

Egy, a linearis nyelvekre vonatkozd iteracios lemmat igreaatathatunk a Bader-Moura
lemmabal.

7.17. Lemma (Bader-Moura lemma altalanositasa linearis nyelvekrg [BégyenL linearis
kornyezetfiiggetlen nyelv, ekkor létezik egggész konstans Ugy, hogy barmelg L, melyre
tetsz6legesen megvalasztott kizart poziciok esetésiiglhogyi(z) > n - (e(z) + 1), felirhato
z = wvwzxy alakban, melyre teljesiinek a kévetkezok:

e d(vx) > 1ése(vzr) =0
o d(uvxy) < n-(e(uvzy) + 1)

e mindeni > 0 -ra uv'wx'y € L
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7.18. Lemma(Regularis nyelvekre vonatkoz6der iteracios lemma (Bader-Moura lemma al-
talanositasa) [5])Minden L regularis nyelvhez létezik edy-t6l fliggbn > 2 egész konstans
agy, hogy barmely € L, melyre tetszblegesen kivalasztott megkulonboztesettipk ese-
tén teljesdl, hogyi(z) > n - max(e(z), 1), felirhatd = = wvw alakban, melyre teljestlnek a
kovetkezOk:

o d(uv) <n-(e(u)+1)
o wv'w € L minden; > 0 -ra.

Bizonyitas.LegenG = (Viv, Vi, S, H) egy regularis grammatika, amelyfe= L(G) és min-
den H -beli szabalyA — Ba, vagy A — «a alakd. Ekkor minden levezetési fa |épestes
alakd, ahol minden csomopont jobb oldali gyermeke ternsrgzdimbolum, bal oldali gyerme-
ke pedig nemterminalis, kivéve az utols@ttl csomdpontot, mivel annak csak egy terminalis
leszarmazottja van. Barmelye L -re T, fa mélysége pontosdn.

Azok a csomépontok lesznek eldgazasi pontok, melyekneklagtdali gyermekik kizart
poziciéban van.

Kivalasztott Ut lesz a levezetésnek olyan szakasza, melegy a legfelé csomépontja a
gyokér és a legalsé egy elagazasi pont, vagy mind & .falénd az als6 csombpont elagazasi
pont, vagy a fel8 csomdpont gyokédt kiilonb6d eldgazési pont és az alsé csomopont leveél-
elem és egyetlen kdztes csomépont sem elagazasi ponttddtogy igyd(z) < e(z) + 1.

Legyenk = |Viy| ésn =2 k + 5.

Hae(z) = 0, akkorn -nél tdbb megkilénbdztetett pozicid vanben. Legyerl, a z sz0
levezetése. Léteznek,t,,t5 utak T, -ben ugy, hogyi(t,) > 1, d(ts) = k + 1, d(t3) = 1.
Ebbil kovetkezik, hogyt, -ben legalabb egy nemterminalis legalabb két csomoporitdnl
elé. Legyen ez a nemtermindlis. Ekkor A =* Av ésA =* u levezetések léteznek -ben,
d(v) > 0, z = vow és minden > 0 -rawv'w € L. Mivel d(t3) = 1, d(u) > 0. Tovabba
dluv) < k+2<n.

Hae(z) > 0, akkor nem teljesulhet, hogy minden megkulonbodztetetiritbgfeljebb: + 2
kivalasztott pozicio legyen, mivel, ha teljestlne, akkor:

diz) < (e(z)+1)-(k+2)+e(z) <(2-k+5) e(z)

Tehat léetezik egy megkulonbdztetett poziciokat tartalimatz(jeloljuk ¢ -vel), amelynek levél-
elemeiben legfeljebly + 1 kivalasztott pozicié van. Ezeknek legalabb- 2 6se vart -ben.
Osszuk felt -t ¢y, t5, t3 al-utakra, melyekre(t;) > 1,s(ty) = k + 1, s(t3) = 1. Ekkort, -ben
egy A nemterminalis kétszer fordul®@esA =* Av, A =* u, tovabbas(v) > 0,z = uvw,
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valamint minden > 0 -rauv‘w € L. Mivel s(t3) = 1, s(u) > 0 és trivialis, hogye(v) = 0. Ha
t -t agy valasztjuk meg, hogy a legalsé olyan Ut legyen, meijesiiinek az ézok, akkor

dluv) < (e(u) +1)-(k+2)+e(u) <n-(e(u)+1).
U

7.19. Tétel. Legyenek., ésL, azonos tipusu nyelvek (regularis, vagy kérnyezetfliggetita
valamelyik iteraciés lemma feltételeit kielégiti, valamintL, is, akkorL; U L, is kielégiti a
lemma feltételeit.

Bizonyitas.Kdénnyen belathaté. Legyem, n, rendre azl.,, L, nyelvhez rendelt konstansok.
Ekkor azL, U L, nyelvhez rendelt konstans, legyen maxn,, ns). O
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8. Osszefoglalas

Megismertik tehat a regularis és kérnyezetfliggetlen ekabgyes jellemiit, azbket elfogadd
automatakat és a nyelvekre vonatkozé legelterjedtebdicites lemmakat.

A regularis nyelvekre vonatkozo altalanos iteracios lenmera nyujt elég megszoritast ah-
hoz, hogy barmely nyeléi be lehessen bizonyitani, hogy nem regularis. Tehat al@2ma
altal meghatarozott nyelvek valddi részhalmaza a reguldérelvek osztalya. Jeffrey Jaffe a
Nerode-féle kongruencia segitségével kidolgozott eledgmmaja pontosan a regularis nyel-
veket hatarozza meg. A kdvetkeabraban lathatjuk az egyes regularis iteraciés lemmak alt
lefedett nyelvek hierarchigjat, ahol

e Rega reguléris nyelvek osztalyat jeldli,
o JaffeJeffrey Jaffe lemmadja altal meghatarozott nyelvek halmaza
e BMRegBader-Moura lemma regularis valtozata altal meghatatog@tvek,

e OgdenRegdgden lemméajanak regularis nyelvekre altalanositott léfaraltal meghata-
rozott nyelvek,

e AltRegpedig a regularis nyelvekre vonatkozo altalanos iterdeidsna altal meghataro-
zott nyelvek halmaza.

- AR

/ Ogden%g\
a BMReg

o J
\\ JJ

A kornyezetfuggetlen nyelvek esetében csak joval bontaidl mddszerrel lehet elégséges
és sziikséges feltételeket vizsgalé lemméat megfogalmBizért erre a problémara a dolgozat-
ban nem tértem ki. A Bar-Hillel lemma, az altalanos regsl@gracios lemmahoz hasonléan,
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egyszerl, konnyen értlietde a koérnyezetfliggetlen nyelveknél jéval nagyobb halrfagal
magaba. Ogden lemmajaban a megkulonbdztetett pozicidiséggvel a pumpalhato rész-
sz6ra adhatunk megszoritasokat. igy az altala lefedetidmkisebb a Bar-Hillel lemma éltal
lefedett halmaznal, de a kdrnyezetfliiggetlen nyelvek earteldmaznak is csak valodi részhal-
mazat képezik. Bader és Moura lemmaja a kizart pozicioksaggvel a pumpalhatoé rész-szoéra
tobb megszoritast ad, ezzel tovabb szlkil a lefedett lal&kodvetked abra szemlélteti az
egyes kornyezetfuggetlen iteraciés lemmak altal megbatdr nyelvek hierarchiajat, ahol az
egyes lemmak altal meghatarozott halmazok a lemma nevawekbk jeldlve, a kdrnyezetfig-

getlen nyelvek halmaza ped@f -el.

Bar-Hillel

Ogden

Bader-Moura
CF
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