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1. Bevezető

A disszertáció két nagyobb részből áll. Az I. részben az algebrai számelmélethez
kapcsolódóan algebrai számtestek monogenitásával foglalkozunk, a II. részben pedig
a leszámláló kombinatorikához kötődően különböző Stirling-típusú számokat vizs-
gálunk.

I.

Algebrai számtestek monogenitásának vizsgálata, ehhez szorosan kapcsolódóan adott
indexű elemek keresése, a minimális index és testindex meghatározása az algebrai
számelmélet egy lényeges területét képezik.

Ismert, hogy minden algebrai számtestnek létezik egész bázisa. Ezzel szemben az
(1, α, α2, . . . , αn−1) alakú egész bázis, az úgynevezett hatvány egész bázis létezése
már nem garantált. Egy algebrai számtestet akkor nevezünk monogénnek, ha létezik
hatvány egész bázisa. Ekkor α-t a fenti hatvány egész bázis generátorának hívjuk.

A bevezető további részében legyen K egy n-edfokú algebrai számtest és jelölje ZK a
K-beli algebrai egészek gyűrűjét. Egy α ∈ ZK primitív elem I(α) indexén a (Z[α],+)

részcsoport indexét értjük a (ZK ,+) csoportban. A definícióból azonnal következik,
hogy α pontosan akkor generál hatvány egész bázist, ha az indexe 1.

Egy algebrai számtestet jellemző két érték a minimális index és a testindex. A K

számtest mK minimális indexét, illetve iK testindexét rendre a K-beli primitív al-
gebrai egész elemek indexeinek minimumaként, illetve legnagyobb közös osztójaként
definiáljuk. Nyilvánvaló, hogy a számtest testindexe egyúttal osztója a minimális in-
dexnek is, továbbá egy számtest minimális indexe pontosan akkor 1, ha a számtest
monogén.

Legyen (ω1 = 1, ω2, . . . , ωn) egész bázisa K-nak. Ekkor létezik I(X2, . . . , Xn) egész
együtthatós, homogén, n − 1 határozatlanú, n(n−1)

2
fokú polinom úgy, hogy ha az

α ∈ ZK primitív elem az egész bázisban α = x1+x2ω2+ . . .+xnωn (x1, . . . , xn ∈ Z)
alakú, akkor

I(α) = |I(x2, . . . , xn)|.

Ezt a polinomot a fenti egész bázishoz tartozó index formának nevezzük.

Adott A pozitív egész szám esetén az A indexű elemek keresése így ekvivalens az

I(x2, . . . , xn) = ±A

diofantoszi egyenlet, az úgynevezett index forma egyenlet megoldásával.
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A disszertáció 2. fejezetében egy negyedfokú számtestcsalád, a biciklikus bikvadrati-
kus számtestek esetén végzünk monogenitáshoz kötődő vizsgálatokat. A szakiroda-
lom áttekintése után a [4] publikációra épülő 2.2. alfejezetben szükséges és elégséges
feltételeket adunk teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtestekben prím,
illetve kis indexű elemek létezésére, valamint meg is határozzuk ezeket az adott
indexű elemeket. A [6] cikken alapuló 2.3. alfejezetben T. Nakahara egy tételének
erősítéseként megmutatjuk, hogy tetszőleges természetes szám esetén végtelen sok
olyan teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtest van, melynek 1 a testin-
dexe, minimális indexe pedig éppen az adott számmal egyenlő. Hasonló állításokat
bizonyítunk a testindex többi lehetséges értékére is.

A 3. fejezetben a [7] publikáció eredményeit mutatjuk be, megválaszolva egy tiszta
negyedfokú számtestek monogenitásával kapcsolatos korábbi sejtést. Gaál I. és Re-
mete L. azt sejtették, hogy az m ≡ 1 (mod 4) kongruenciát teljesítő, négyzetmentes
m értékeket tekintve pontosan három monogén Q( 4

√
m) alakú számtest létezik. Ezzel

szemben belátjuk, hogy ha az abc-sejtés igaz, akkor az ilyen monogén számtestek
száma végtelen. Vizsgáljuk továbbá a négyzetmentes paraméterű tiszta negyedfokú
számtestek minimális indexét, teljesen komplex esetben pedig leírjuk a minimális
indexű elemeket is.

II.

A leszámláló kombinatorikában alapvető fontosságúak a Stirling-számok. Ismert,
hogy az

[
n
k

]
elsőfajú Stirling-szám az 1, . . . , n számok olyan permutációit számlálja

össze, melyek k darab páronként idegen ciklus szorzatára bomlanak, míg az
{
n
k

}
másodfajú Stirling-szám az 1, . . . , n elemek k darab osztályba történő osztályozásai-
nak számát jelöli (0 ≤ k ≤ n). Ezeket a számokat J. Stirling [79] rendre az emelkedő
faktoriálisok és hatványok, valamint a hatványok és süllyedő faktoriálisok közötti

xn =

n∑
k=0

[
n

k

]
xk, xn =

n∑
k=0

{
n

k

}
xk

polinomos összefüggésekkel definiálta, ahol x-nek az n-edik emelkedő és k-adik süllye-
dő faktoriálisát az

xn =

n−1∏
j=0

(x+ j), xk =

k−1∏
j=0

(x− j)

módon értelmezzük.
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A másodfajú Stirling-számok definícióját úgy módosítva, hogy az osztályokon be-
lül számít az elemek sorrendje, a Lah-számokhoz jutunk, azaz az

⌊
n
k

⌋
Lah-szám az

1, . . . , n elemek k darab rendezett osztályba történő osztályozásainak számát adja
meg (0 ≤ k ≤ n). A Lah-számok segítségével leírható az emelkedő és süllyedő fakto-
riálisok közötti kapcsolat, eredetileg I. Lah [54, 55] is ezzel a polinomos azonossággal
definiálta a később róla elnevezett számokat. Az

⌊
n
k

⌋
Lah-szám előállítható n felső

paraméterű elsőfajú Stirling-számok és k alsó paraméterű másodfajú Stirling-számok
szorzatösszegeként az ⌊

n

k

⌋
=

n∑
j=k

[
n

j

]{
j

k

}
(⋆)

formulával.

Az első- és másodfajú Stirling-számoknak sok általánosítása és változata ismert.
A dolgozatban számunkra az r-általánosítás kiemelt fontosságú, amikor megtiltjuk,
hogy bizonyos elemek egy ciklusba, illetve egy osztályba kerüljenek.

Legyenek 0 ≤ k ≤ n és r ≥ 0 egész számok. Az 1, . . . , n+ r számok egy permutáció-
ját/osztályozását r-permutációnak/r-osztályozásnak nevezzük, ha az n+1, . . . , n+r

elemek különböző ciklusokban/osztályokban állnak. Ekkor az n + 1, . . . , n + r szá-
mokat kitüntetett elemeknek nevezzük, az őket tartalmazó ciklusokat és osztályokat
pedig kitüntetett ciklusoknak és kitüntetett osztályoknak hívjuk. Az

[
n
k

]
r

elsőfajú
r-Stirling-szám az 1, . . . , n + r elemek olyan r-permutációinak számát jelöli, me-
lyek ciklusfelbontásában k+ r darab páronként idegen ciklus szerepel, míg az

{
n
k

}
r

másodfajú r-Stirling-szám az 1, . . . , n + r számok k + r darab osztályba történő
r-osztályozásainak számát adja meg. L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] és R. Merris
[58] egymástól függetlenül definiálták ezeket a kombinatorikus számokat.

A fentiekhez hasonlóan Nyul G. és Rácz G. [73] az
⌊
n
k

⌋
r
r-Lah-számot az 1, . . . , n+r

elemek k+ r darab rendezett osztályba történő r-osztályozásainak számaként értel-
mezték.

Az r-Stirling-számokat tovább általánosítják a Mező I. [59] által bevezetett elsőfajú
és másodfajú r-Whitney-számok, melyeknek Gyimesi E. és Nyul G. [41] az elemek
színezésével tulajdonított kombinatorikus tartalmat.

A fejezet hátralévő részében legyenek 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0 egész számok. Egy
m-színes Whitney-színezett r-permutáción egy olyan r-permutációt értünk, ahol
• a ciklusok legnagyobb elemei nincsenek színezve,

• egy kitüntetett ciklusban egy elem nincs színezve, ha a kitüntetett elemtől eddig
az elemig tartó ciklusíven nincs nála nagyobb elem,
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• minden más elem m szín valamelyikével színezett.
A wm,r(n, k) m-színes elsőfajú r-Whitney-szám az 1, . . . , n+r elemek olyan m-színes
Whitney-színezett r-permutációinak számát adja meg, melyek k+r darab páronként
idegen ciklus szorzataként írhatóak fel.

Egy m-színes Whitney-színezett r-osztályozás egy olyan r-osztályozást jelent, ahol
• az osztályok legnagyobb elemei nincsenek színezve,

• a kitüntetett osztályok elemei nincsenek színezve,

• minden más elem m szín valamelyikével színezett.
A Wm,r(n, k) m-színes másodfajú r-Whitney-szám az 1, . . . , n+r elemek k+r darab
osztályba történő, m-színes Whitney-színezett r-osztályozásait számlálja össze.

Megjegyezzük, hogy Mező I. a fenti számokat polinomos azonosságokkal definiálta,
melyekben már m differenciájú n-edik emelkedő és m differenciájú k-adik süllyedő
faktoriálisok jelennek meg. Ezeket az

(x|m)n =

n−1∏
j=0

(x+mj), (x|m)k =

k−1∏
j=0

(x−mj)

módon jelöljük és értelmezzük.

Az r-Whitney–Lah-számokat G.-S. Cheon és J.-H. Jung [14] a (⋆) formula mintá-
jára első- és másodfajú r-Whitney-számok szorzatösszegeként definiálták. Később
Gyimesi E. és Nyul G. [41] kombinatorikusan is értelmezték ezeket a számokat az
előbb említett színezési szabályok megfelelő módosításával.

Egy m-színes Whitney-színezett, rendezett osztályokba történő r-osztályozáson egy
olyan rendezett osztályokba való r-osztályozást értünk, ahol
• a rendezett osztályok legnagyobb elemei nincsenek színezve,

• egy kitüntetett rendezett osztályban egy elem nincs színezve, ha ezen elem és a
kitüntetett elem között nincs nála nagyobb elem,

• minden más elem m szín valamelyikével színezett.
A WLm,r(n, k) m-színes r-Whitney–Lah-szám az 1, . . . , n+r elemek m-színes Whit-
ney-színezett, k + r darab rendezett osztályba történő r-osztályozásainak számát
jelöli.

Az értekezés 4. fejezetében a másodfajú r-Stirling-számok egy olyan változatával fog-
lalkozunk, ahol az osztályok elemszáma legfeljebb 2 lehet. Az így adódó korlátozott
r-Stirling-számokra vonatkozó kombinatorikus tételeinket, valamint a korlátozott
r-Bell-polinomokon keresztül vizsgált log-konkáv és unimodális tulajdonságaikat
a [8] publikáció tartalmazza.
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Az 5. fejezetben a röviden ismertetett Jacobi–Stirling-számok Whitney-típusú ál-
talánosításaként új kombinatorikus számokat értelmezünk. Az első- és másodfajú
Jacobi–Whitney-számok bizonyos Whitney-színezett r-permutációkból, illetve
r-osztályozásokból álló rendezett párokat számlálnak össze. Tulajdonságaik igazo-
lásánál itt is törekszünk a kombinatorikus úton történő bizonyításokra, továbbá
belátjuk, hogy a segítségükkel képzett Jacobi–Dowling-polinomok gyökei valósak.
Eredményeink a [9] cikkben találhatóak.

A Lah-számok Jacobi–Whitney-változatának bevezetésére két út áll előttünk: értel-
mezhetjük őket kombinatorikusan vagy a (⋆) formulához hasonlóan az első- és má-
sodfajú Jacobi–Whitney-számok segítségével. Várakozásainkkal ellentétben a külön-
bözőképpen definiált Jacobi–Whitney–Lah-számok nem esnek egybe, vizsgálatukat
az [5] publikációnak megfelelően a disszertáció 6. fejezetében részletezzük.



8

I. rész

Algebrai számelméleti vizsgálatok

2. Biciklikus bikvadratikus számtestek

2.1. Monogenitással kapcsolatos korábbi eredmények

Legyenek m,n ∈ Z \ {0, 1} különböző négyzetmentes egész számok. Ekkor a
Q (

√
m,

√
n) alakú algebrai számtesteket biciklikus bikvadratikus számtesteknek ne-

vezzük. A dolgozatban csak teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtestekkel
foglalkozunk, azaz amikor m < 0 vagy n < 0. A Q (

√
m,

√
n) biciklikus bikvadrati-

kus számtest esetén m és n legnagyobb közös osztóját jelölje d > 0, illetve legyenek
m1 és n1 olyan egészek, hogy m = dm1 és n = dn1 teljesül.

Minden Q (
√
m,

√
n) teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtest m, n, m1 és

n1 előjele, illetve 4-gyel vett osztási maradéka alapján besorolható az alábbi nyolc
eset valamelyikébe:
1. eset: m > 0, n < 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 1 (mod 4), m1 ≡ 1 (mod 4), n1 ≡ 1

(mod 4)

2. eset: m > 0, n < 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 1 (mod 4), m1 ≡ 3 (mod 4), n1 ≡ 3

(mod 4)

3/A. eset: m > 0, n < 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 2 (mod 4)

3/B. eset: m < 0, n > 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 2 (mod 4)

4/A. eset: m > 0, n < 0, m ≡ 2 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

4/B. eset: m < 0, n > 0, m ≡ 2 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

5/A. eset: m > 0, n < 0, m ≡ 3 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

5/B. eset: m < 0, n < 0, m ≡ 3 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

Biciklikus bikvadratikus számtestek monogenitási kérdéseivel T. Nakahara, Gaál I.,
Pethő A., M. Pohst, M.-N. Gras, F. Tanoé, Y. Motoda, H. H. Kim, Z. Wolske,
B. Jadrijević, T. Funakura, Nyul G., valamint M.-L. Chang foglalkozott.

Most kiemeljük azokat az eredményeket, amelyekre a továbbiakban szükségünk lesz.
K. S. Williams [80] minden esetben megadta a biciklikus bikvadratikus számtestek
egy egész bázisát (2.1. Lemma), majd Gaál I., Pethő A. és M. Pohst [29] kiszámítot-
ták az ezekhez tartozó index formákat (2.2. Lemma). Továbbá szükséges és elégséges
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feltételeket igazoltak arra vonatkozóan, hogy biciklikus bikvadratikus számtestek
testindexe pontosan mikor egyenlő 12 egy adott osztójával (2.3. Lemma).

2.2. Prím és kis indexű elemek

Nyul G. [70] 1 indexű elemekre vonatkozó eredményének kiterjesztéseként először
páratlan prím indexű elemek létezésére adunk szükséges és elégséges feltételeket
teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtestekben, és meg is határozzuk ezeket
az adott indexű elemeket.

2.5. Tétel. ([4, Theorem 3.1])
Legyenek m,n ∈ Z \ {0, 1} különböző négyzetmentes egész számok, melyek a teljesen
komplex esetben korábban felsorolt nyolc eset valamelyikébe tartoznak, továbbá jelölje
(ω1, ω2, ω3, ω4) a Q(

√
m,

√
n) biciklikus bikvadratikus számtest 2.1. Lemmában meg-

adott egész bázisát. Ekkor ha p pozitív páratlan prímszám, akkor a Q(
√
m,

√
n) szám-

testben p indexű elem létezésének szükséges és elégséges feltételeit, illetve az adott
feltételek teljesülése esetén a p indexű x1ω1+x2ω2+x3ω3+x4ω4 (x1, x2, x3, x4 ∈ Z)
elemeknek az egész bázisra vonatkozó koordinátáit az 1. táblázat tartalmazza. Az 1.
és 2. esetben nincs p indexű elem.

Az alábbiakban az előző tételből kimaradó, legfeljebb 10 indexű elemek létezését
vizsgáljuk teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtestekben.

2.6. Tétel. ([4, Theorem 3.2])
Legyenek m,n ∈ Z \ {0, 1} különböző négyzetmentes egész számok, melyek a teljesen
komplex esetben korábban felsorolt nyolc eset valamelyikébe tartoznak, továbbá jelölje
(ω1, ω2, ω3, ω4) a Q(

√
m,

√
n) biciklikus bikvadratikus számtest 2.1. Lemmában meg-

adott egész bázisát. Ekkor a Q(
√
m,

√
n) számtestben A ∈ {2, 4, 6, 8, 9, 10} indexű

elem létezésének szükséges és elégséges feltételeit, illetve az adott feltételek teljesü-
lése esetén az A indexű x1ω1 + x2ω2 + x3ω3 + x4ω4 (x1, x2, x3, x4 ∈ Z) elemeknek
az egész bázisra vonatkozó koordinátáit a 2–7. táblázatok tartalmazzák. Az A indexű
elemek táblázatában nem szereplő esetekben nincs A indexű elem.

Itt a 4 indexű elemekre vonatkozó eredményt mutatjuk be, a többi táblázat a disszer-
tációban megtalálható.
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1. táblázat. Prím indexű elemek
eset feltétel (x2, x3, x4)

3/A.

ha p ≡ 1 (mod 4): ±(1, 1, 0),±(1,−1, 0)
d = 1, m− 4n = p (∗)

ha p ≡ 1 (mod 4): ±(1,−1, 2),±(1, 1,−2)
m1 = 1, d− 4n1 = p (∗)

3/B.

ha p = 3: ±(1, 0, 1),±(1,−1, 1),

m = −3, n = 6 (∗) ±(−1, 0, 1),±(−1,−1, 1)

ha p ≡ 1 (mod 4):

±(1,−1, 2),±(1, 1,−2)
m1 = −1, d− 4n1 = −p

ha p ≡ 3 (mod 4):
m1 = −1, d− 4n1 = p

ha p ≡ 3 (mod 4): ±(1, 1, 0),±(1,−1, 0)
d = 1, 4n−m = p (∗)

ha p ≡ 5 (mod 16),
p− 1 négyzetszám és ±(

√
p−1
2

, 0, 1),±(
√
p−1
2

,−1, 1),
p+3
4

négyzetmentes: ±(
√
p−1
2

, 0,−1),±(
√

p−1
2

, 1,−1)

m = −3, n = p+3
4

(∗)

4/A.

m1 = 2, d− n1 = 2p (∗) ±(0, 0, 1),±(−1, 0, 1)

ha p = 3: ±(0, 1, 1),±(0,−1, 1),

m = 2, n = −1 (∗) ±(−1, 1, 1),±(−1,−1, 1)

ha p ≡ 1 (mod 4),
p− 1 négyzetszám és ±(0,

√
p−1
2

, 1),±(0,
√
p−1
2

,−1),

p+ 1 négyzetmentes: ±(−1,
√
p−1
2

, 1),±(1,
√
p−1
2

,−1)

m = p+ 1, n = −1 (∗)
4/B. m1 = −2, d− n1 = ±2p ±(−1, 0, 1),±(0, 0, 1)

5/A.

d = 1, m− n = 4p (∗) ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)

ha p ≡ 1 (mod 4):

±(−1, 2, 1),±(1,−2, 1)
n1 = −1, 4d−m1 = p

ha p ≡ 3 (mod 4):
n1 = −1, 4d−m1 = −p

ha p ≡ 1 (mod 16),
p− 1 négyzetszám és ±(0, 1,

√
p−1
2

),±(0,−1,
√
p−1
2

),
3p+1

4
négyzetmentes: ±(−1, 1,

√
p−1
2

),±(1,−1,
√
p−1
2

)

m = 9p+3
4

, n = −3p−1
4

(∗)
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5/B.

d = 1, m− n = ±4p ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)

ha p ≡ 1 (mod 4): ±(−1, 2, 1),±(1,−2, 1)
n1 = −1, 4d−m1 = p (∗)

ha p ≡ 1 (mod 4): ±(1, 0, 1),±(−1, 0, 1)
m1 = −1, 4d− n1 = p (∗)

3. táblázat. 4 indexű elemek
eset feltétel (x2, x3, x4)

2.
n1 = −1, 4d−m1 = 1 ±(1, 1, 2),±(1,−3, 2)

n1 = −1, d− 4m1 = −1 ±(2,−1, 4),±(2,−3, 4)

n1 = −1, d−m1 = ±4 ±(1, 0, 2),±(1,−2, 2)

3/A. n1 = −2, d−m1 = ±4 ±(0, 0, 1),±(0,−1, 1)

3/B.
m = −3, n = 2 ±(0, 0, 1),±(0,−1, 1)
m = −3, n = 6

m1 = −1, d− 16n1 = −1 ±(1,−2, 4),±(1, 2,−4)

5/A.

m = 3, n = −13 ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)
m = 11, n = −5

m = 3, n = −1
±(0, 1, 1),±(−1, 1, 1),

±(0, 1,−1),±(−1, 1,−1)

m = 15, n = −1
±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0),

±(−2, 4, 1),±(−2, 4,−1)

n1 = −1, 16d−m1 = 1, ±(−2, 4, 1),±(−2, 4,−1)
(m,n) ̸= (15,−1)

5/B. d = 1, m− n = ±16 ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)

Megjegyzés. Világos, hogy rögzített p prím mellett csak véges sok olyan m és n egész
szám létezik, melyek eleget tesznek a (∗)-gal jelölt feltételeknek és az adott esetbe
tartoznak. Az 1. táblázatban szereplő többi feltételről, valamint a 2–7. táblázatok
nem konkrét m és n értékeket adó feltételeiről igazolható, hogy azokat végtelen sok
(m,n) számpár teljesíti.
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2.3. Minimális index

A minimális index kapcsán több számtestcsalád esetén is születtek olyan eredmé-
nyek, amelyek szerint tetszőlegesen rögzített természetes szám esetén végtelen sok,
az adott testcsaládba tartozó számtest létezik, amelynek minimális indexe nagyobb
az előre megadott számnál. Ilyen típusú állítást bizonyított M. Hall, D. S. Dummit,
H. Kisilevsky, T. Funakura, valamint T. Nakahara [68], aki többek között igazolta,
hogy bármely természetes szám esetén végtelen sok biciklikus bikvadratikus szám-
test van, amelynek testindexe 1 és minimális indexe nagyobb, mint az előre rögzített
szám.

B. K. Spearman, Q. Yang és J. Yoo [76] a fenti problémakört új irányból közelítették
meg. Igazolták, hogy tetszőleges köbmentes természetes szám esetén végtelen sok
tiszta harmadfokú számtest létezik, melynek minimális indexe pontosan az adott
számmal egyenlő. Az alábbi tételben T. Nakahara fenti, biciklikus bikvadratikus
számtestekre vonatkozó eredményét erősítjük ilyen módon és az állítást kiterjesztjük
a testindex többi lehetséges értékére is.

2.7. Tétel. ([6, Theorem 1.1])
(1) Ha a ∈ {1, 3}, akkor a bármely A pozitív többszöröse esetén végtelen sok tel-

jesen komplex biciklikus bikvadratikus számtest létezik, melynek testindexe a és
minimális indexe A.

(2) Ha a ∈ {2, 4, 6, 12}, akkor 2a bármely A pozitív többszöröse esetén végtelen sok
teljesen komplex biciklikus bikvadratikus számtest létezik, melynek testindexe a

és minimális indexe A.

Megjegyzés. A 2.6. Tétel alapján mutathatók példák arra, hogy a második állítás a

nem minden A pozitív többszöröse esetén teljesül.
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3. Tiszta negyedfokú számtestek

3.1. Monogenitással kapcsolatos korábbi eredmények

Legyen m ∈ Z\{−4} negyedikhatvány-mentes egész szám, ami nem négyzetszám. Ha
ϑ gyöke az X4−m irreducibilis polinomnak, akkor a Km = Q(ϑ) algebrai számtestet
tiszta negyedfokú számtestnek nevezzük, melyre a továbbiakban a Km = Q( 4

√
m)

jelölést használjuk. A fejezetben csak olyan Km tiszta negyedfokú számtestekkel
foglalkozunk, ahol m négyzetmentes.

A Km tiszta negyedfokú számtestek vizsgálatánál négyzetmentes m esetén a követ-
kező három esetet különböztetjük meg:
1. eset: m ≡ 2 vagy 3 (mod 4)

2. eset: m ≡ 1 (mod 8)

3. eset: m ≡ 5 (mod 8)

T. Funakura [25] (lásd még [34, 63]) megadta a tiszta negyedfokú számtestek egy
egész bázisát és a hozzá tartozó index formát (3.1. Lemma), ezzel együtt vizsgálta
a monogenitásukat is.

Gaál I. és Remete L. [34] olyan négyzetmentes m értékek esetén, melyekre m ̸≡ 9

(mod 16), teljeskörűen leírták a Km tiszta negyedfokú számtestek monogenitását
(lásd még T. Funakura előbb említett eredményét). A kimaradó eset kapcsán az
alábbi sejtést fogalmazták meg: Ha m négyzetmentes és m ≡ 9 (mod 16), akkor
Km pontosan akkor monogén, ha m = 73 vagy 89, egyébként pedig Km minimális
indexe 8. Mint látni fogjuk, a helyzet ennél jóval bonyolultabb, ugyanis nem csak ez
a két kivétel van, hanem valószínűleg végtelen sok.

3.2. Minimális index

Az alábbi tétel alapján négyzetmentes paraméterű tiszta negyedfokú számtestek
minimális indexe 1, 4 vagy 8, és mindhárom érték végtelen sok ilyen számtest esetén
fordul elő. Ha azonban a fenti eseteket külön-külön tekintjük, a helyzet korántsem
írható le ilyen egyszerűen.

3.3. Tétel. ([7, Theorem 3.1])
Legyen m ∈ Z \ {0, 1} négyzetmentes egész szám és Km = Q( 4

√
m).

• Az 1. esetben Km minimális indexe 1.
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• A 2. esetben Km minimális indexe 1 vagy 8. A minimális index végtelen sok m

esetén 8, és ha az abc-sejtés igaz, akkor szintén végtelen sok m esetén 1. Feltéve
azonban, hogy m < 0, a minimális index csak m = −7 esetén 1.

• A 3. esetben Km minimális indexe m = −3 esetén 1, amúgy 4.

A teljesen komplex esetben, azaz a negatív paraméterű tiszta negyedfokú számtestek
esetén meg is határozzuk az összes minimális indexű elemet.

3.4. Tétel. ([7, Theorem 3.2])
Legyen m < 0 négyzetmentes egész szám, Km = Q( 4

√
m), továbbá (ω1, ω2, ω3, ω4)

jelölje a Km számtest 3.1. Lemmában megadott egész bázisát. Ekkor a minimális
indexű x1ω1 + x2ω2 + x3ω3 + x4ω4 (x1, x2, x3, x4 ∈ Z) elemeknek az egész bázisra
vonatkozó koordinátái

• m = −1 esetén (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(1, 0, 0);

• m = −3 esetén (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(−1, 0, 1), ±(1, 1, 0),±(1,−1, 0);

• m = −7 esetén (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(0,−1, 1);

• m = −15 esetén (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(0,−1, 1), ±(1, 0, 0);

• m /∈ {−1,−3,−7,−15} esetén (x2, x3, x4) = ±(1, 0, 0).
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II. rész

Leszámláló kombinatorikai vizsgálatok

4. Korlátozott r-Stirling-számok

4.1. A korlátozott r-Stirling-számok fogalma

Bizonyos másodrendű differenciálegyenletek megoldásaként H. L. Krall és O. Frink
[53] vezették be a Bessel-polinomokat, melyek együtthatóit kombinatorikus megkö-
zelítésből J. Y. Choi és J. D. H. Smith [16] vizsgálták elsőként. Kombinatorikus
tartalommal látták el a Bessel-polinomok átparaméterezett együtthatóit, melyeket
Bessel-számoknak neveztek. A Stirling-számokkal való szoros kapcsolatukat jelzi,
hogy a szakirodalomban a Bessel-számokat korlátozott Stirling-számokként is emlí-
tik, a dolgozatban mi ezt a szóhasználatot követjük.

Az
{
n
k

}≤2
korlátozott Stirling-szám az 1, . . . , n számok k darab legfeljebb kételemű

osztályba történő osztályozásait számlálja össze (0 ≤ k ≤ n).

A Stirling-számok korábbi r-általánosításához hasonlóan G.-S. Cheon, J.-H. Jung

és L. W. Shapiro [15] az
{
n
k

}≤2

r
korlátozott r-Stirling-számot az 1, . . . , n+ r elemek

k + r darab legfeljebb kételemű osztályba történő r-osztályozásainak számaként ér-
telmezte (0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0).

4.2. A korlátozott r-Stirling-számok tulajdonságai

A korlátozott r-Stirling-számok definíciójából azonnal következik, hogy 0 ≤ k ≤ n,

r ≥ 0 és n > 2k + r esetén
{
n
k

}≤2

r
= 0, míg ha n ≤ 2k + r, akkor van megfelelő

r-osztályozás.

Nyilvánvaló továbbá, hogy n, r ≥ 0 esetén
{
n
0

}≤2

r
= rn és

{
n
n

}≤2

r
= 1.

A korlátozott r-Stirling-számok rekurzióját kombinatorikus gondolatmenettel bizo-
nyítjuk.
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4.1. Tétel. ([8, Theorem 2.1])
Ha 1 ≤ k ≤ n és r ≥ 0, akkor{

n+ 1

k

}≤2

r

=

{
n

k − 1

}≤2

r

+ (2k + r − n)

{
n

k

}≤2

r

.

A következő tétel függőleges rekurziót ad a korlátozott r-Stirling-számokra.

4.2. Tétel. ([8, Theorem 2.2])
Ha 0 ≤ k ≤ n és r ≥ 0, akkor{

n+ 1

k + 1

}≤2

r

=
n∑

j=k

(2k + r + 1− j)n−j

{
j

k

}≤2

r

.

A korlátozott r-Stirling-számok polinomos azonosságai az eltolt süllyedő és a 2 diffe-
renciájú süllyedő faktoriálisok, illetve az eltolt emelkedő és a 2 differenciájú emelkedő
faktoriálisok között teremtenek kapcsolatot.

4.3. Tétel. ([8, Theorem 2.3])
Ha n, r ≥ 0, akkor

(x+ r)n =
n∑

k=0

{
n

k

}≤2

r

(x|2)k,

(x− r)n =
n∑

k=0

(−1)n−k

{
n

k

}≤2

r

(x|2)k.

Az alábbi tételben a klasszikus másodfajú Stirling-számoknál megszokott alakú exp-
licit formulát igazolunk a korlátozott r-Stirling-számokra vonatkozóan a szitaformu-
la segítségével.

4.4. Tétel. ([8, Theorem 2.4])
Ha 0 ≤ k ≤ n és r ≥ 0, akkor{

n

k

}≤2

r

=
1

2kk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(2(k − j) + r)n.

0 ≤ k ≤ n és r, s ≥ 0 esetén az elsőfajú r-Stirling-számok és a másodfajú s-Stirling-
számok segítségével értelmezzük a

pn,k,r,s(x) =
n∑

j=k

[
n

j

]
r

{
j

k

}
s

xj−k
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polinomot. Megmutatjuk, hogy −2 helyettesítésével ezek a polinomok előjeles kor-
látozott (2s− r)-Stirling-számokat adnak.

4.5. Tétel. ([8, Theorem 2.5])
Ha 0 ≤ k ≤ n és 0 ≤ r ≤ 2s, akkor

pn,k,r,s(−2) = (−1)n−k

{
n

k

}≤2

2s−r

.

Kombinatorikusan bizonyítjuk, hogy másodfajú r-Stirling-számokat kombinálva kor-
látozott s-Stirling-számokkal 2-színes másodfajú (r+s)-Whitney-számokhoz jutunk.

4.6. Tétel. ([8, Theorem 2.6])
Ha 0 ≤ k ≤ n és r, s ≥ 0, akkor

n∑
j=k

{
n

j

}
r

{
j

k

}≤2

s

= W2,r+s(n, k).

4.3. Korlátozott r-Bell-polinomok

A jól ismert Bell-polinomok együtthatói rögzített felső paraméterű másodfajú Stir-
ling-számok, így természetes módon értelmezhetőek a korlátozott r-Bell-polinomok
a korlátozott r-Stirling-számok segítségével.

n, r ≥ 0 esetén a

B≤2
n,r(x) =

n∑
k=0

{
n

k

}≤2

r

xk

polinomot az n-edik korlátozott r-Bell-polinomnak nevezzük. Ezeket a polinomokat
J.-H. Jung, Mező I. és J. L. Ramírez [49] vezették be, de megjegyezzük, hogy r = 0

esetén már F. L. Miksa, L. Moser és M. Wyman [60] is vizsgálta őket.

A korlátozott r-Stirling-számok rekurziójának felhasználásával a korlátozott r-Bell-
polinomokra is megadható rekurzió.

4.7. Tétel. ([8, Theorem 3.1])
Ha n, r ≥ 0, akkor

B≤2
n+1,r(x) = (x+ r − n)B≤2

n,r(x) + 2x
(
B≤2

n,r(x)
)′

.

A következőkben J.-H. Jung, Mező I. és J. L. Ramírez [49] korlátozott r-Bell-
polinomok valós gyökűségére vonatkozó sejtését igazoljuk.
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4.8. Tétel. ([8, Theorem 3.2])
Ha n ≥ 1 és r ≥ 0, akkor a B≤2

n,r(x) polinom minden gyöke valós és nempozitív.

Ennek következményeként kapjuk, hogy rögzített felső paraméter esetén a korláto-
zott r-Stirling-számok sorozata log-konkáv és unimodális.

4.9. Következmény. ([8, Corollary 3.3])

Ha n ≥ 1 és r ≥ 0, akkor az
({

n
k

}≤2

r

)n

k=0

sorozat log-konkáv és unimodális.

A gyökökre vonatkozóan a fentieken túl egy erősebb állítást sejtünk, mely szerint a
negatív gyökök mind egyszeresek.

4.10. Sejtés. ([8, Conjecture 3.4])
Legyen n ≥ 1 és r ≥ 0. Ha n ≤ r, akkor a B≤2

n,r(x) polinom minden gyöke negatív
és egyszeres. Ha n > r és

• n ≡ r (mod 2), akkor a B≤2
n,r(x) polinomnak n−r

2 -szeres gyöke a 0, a többi gyöke
negatív és egyszeres,

• n ̸≡ r (mod 2), akkor a B≤2
n,r(x) polinomnak n−r+1

2 -szeres gyöke a 0, a többi
gyöke negatív és egyszeres.

A sejtéssel kapcsolatban az alábbi részeredményt bizonyítjuk.

4.11. Tétel. ([8, Theorem 3.5])
Legyen n ≥ 1, r ≥ 0 és n ≡ r (mod 2). Ha a sejtésben szereplő állítás igaz a B≤2

n,r(x)

polinomra, akkor a B≤2
n+1,r(x) polinomra is teljesül.
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5. Jacobi–Whitney-számok

5.1. A Jacobi–Whitney-számok fogalma

W. N. Everitt, L. L. Littlejohn és R. Wellman [23] újfajta Stirling-típusú számokat
definiáltak, az úgynevezett másodfajú Legendre–Stirling-számokat. Ezek általánosí-
tásaként néhány év múlva K. H. Kwon és G. J. Yoon szerzőkkel közösen [22] értel-
mezték a másodfajú Jacobi–Stirling-számokat. Mindkét változatot mély analízisbeli
probléma, a klasszikus másodrendű Legendre-, illetve Jacobi-differenciálkifejezések
kompozíciós hatványainak spektrálelmélete kapcsán vezették be. A [2, 22] cikkekben
ezeknek a számoknak az elsőfajú változatait is értelmezték (lásd még [3, 21]).

G. E. Andrews és L. L. Littlejohn [3], E. S. Egge [21], valamint G. E. Andrews,
E. S. Egge, W. Gawronski és L. L. Littlejohn [1] a Legendre–Stirling- és Jacobi–
Stirling-számokat kombinatorikus nézőpontból is vizsgálták (lásd még [35, 61]), vi-
szont az első- és másodfajú esetre egységes kombinatorikus értelmezés nem született.
A következőkben olyan interpretációkat adunk meg, melyekben egyszerre jelennek
meg permutációk és r-permutációk, illetve osztályozások és r-osztályozások, ezáltal
illeszkednek a közönséges Stirling-számok definícióihoz is. Eredményeink azonban
nem csak ezeket a kombinatikus számokat érintik, hanem jóval általánosabbak. Fi-
gyelembe véve az r-Stirling-számok korábban említett Whitney-általánosítását, első-
és másodfajú Jacobi–Whitney-számokat definiálunk, amelyek speciális esetként a
Jacobi–Stirling-számokat, azok pedig a Legendre–Stirling-számokat adják vissza.

5.1. Definíció. ([9, Definition 2.1])
Legyenek 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0. Egy (π1, π2) rendezett párt (n, k) paraméterű
m-színes r-Jacobi–Whitney-permutációpárnak nevezünk, ha
• π1 az 1, . . . , n elemek egy m-színes Whitney-színezett 0-permutációja, amely k

darab páronként idegen ciklus szorzatára bomlik,

• π2 az 1, . . . , n+ r elemek egy m-színes Whitney-színezett r-permutációja, amely
k + r darab páronként idegen ciklus szorzataként áll elő,

• a π1-ben lévő ciklusok maximumainak halmaza megegyezik a π2-beli nem-kitünte-
tett ciklusok maximumainak halmazával.

Ezen permutációpárok számát jelöli a jwm,r(n, k) m-színes elsőfajú r-Jacobi–Whit-
ney-szám.

Ha m = 1, azaz lényegében eltekintünk a színezéstől, akkor az
[[

n
k

]]
r

elsőfajú r-Jaco-

bi–Stirling-számhoz jutunk, speciálisan
[[

n
k

]]
1

pedig elsőfajú Legendre–Stirling-szám.
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5.2. Definíció. ([9, Definition 2.2])
Legyenek 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0. Egy (Π1,Π2) rendezett párt (n, k) paraméterű
m-színes r-Jacobi–Whitney-osztályozáspárnak nevezünk, ha

• Π1 az 1, . . . , n elemek egy k darab osztályba történő, m-színes Whitney-színezett
0-osztályozása,

• Π2 az 1, . . . , n+ r elemek egy k + r darab osztályba történő, m-színes Whitney-
színezett r-osztályozása,

• a Π1-ben lévő osztályok maximumainak halmaza megegyezik a Π2-beli nem-
kitüntetett osztályok maximumainak halmazával.

Ezeket az osztályozáspárokat számlálja össze a JWm,r(n, k) m-színes másodfajú
r-Jacobi–Whitney-szám.

Ha m = 1, akkor az
{{

n
k

}}
r

másodfajú r-Jacobi–Stirling-számot kapjuk, speciálisan{{
n
k

}}
1

pedig másodfajú Legendre–Stirling-szám.

5.2. A Jacobi–Whitney-számok tulajdonságai

Ebben az alfejezetben a Jacobi–Whitney-számok tulajdonságait ismertetjük, me-
lyekből m = 1, valamint m = r = 1 helyettesítésekkel kapjuk a Jacobi–Stirling- és
a Legendre–Stirling-számokra vonatkozó megfelelő állításokat.

A definíciókból könnyen adódik, hogy n, r ≥ 0 és m ≥ 1 esetén

jwm,r(n, 0) = JWm,r(n, 0) = δn,0, jwm,r(n, n) = JWm,r(n, n) = 1.

Kombinatorikus ötletekkel a Jacobi–Whitney-számok más speciális értékeit is meg-
kaphatjuk.

5.3. Tétel. ([9, Theorem 2.3])
Ha n,m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

jwm,r(n, 1) = mn−1(n− 1)! (m+ r|m)n−1 , JWm,r(n, 1) = (m(m+ r))n−1,

jwm,r(n, n− 1) = JWm,r(n, n− 1) = m

(
2m

(
n

3

)
+ (m+ r)

(
n

2

))
.

A Jacobi–Whitney-számokra vonatkozó rekurziókat is kombinatorikusan bizonyít-
juk.
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5.4. Tétel. ([9, Theorem 2.4])
Ha 1 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

jwm,r(n+ 1, k) = jwm,r(n, k − 1) +mn(mn+ r)jwm,r(n, k),

JWm,r(n+ 1, k) = JWm,r(n, k − 1) +mk(mk + r)JWm,r(n, k).

Az alábbi tételben a Jacobi–Whitney-számok függőleges rekurzióját írjuk le, me-
lyekre kombinatorikus bizonyítást adunk.

5.5. Tétel. ([9, Theorem 2.5])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

jwm,r(n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(mn|m)n−j (mn+ r|m)n−j jwm,r(j, k),

JWm,r(n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(m(k + 1))n−j (m(k + 1) + r)n−j JWm,r(j, k).

n, r ≥ 0 és m ≥ 1 esetén értelmezzük az n-edik (m, r)-négyzetesen emelkedő, vala-
mint (m, r)-négyzetesen süllyedő faktoriálist az

xn,m,r =

n−1∏
j=0

(x+mj(mj + r)), x
n,m,r

=

n−1∏
j=0

(x−mj(mj + r))

összefüggésekkel. A Jacobi–Whitney-számok polinomos azonosságai írják le a kap-
csolatot a négyzetesen emelkedő, illetve négyzetesen süllyedő faktoriálisok és a hat-
ványok között.

5.6. Tétel. ([9, Theorem 2.6])
Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

xn,m,r =
n∑

k=0

jwm,r(n, k)x
k, x

n,m,r
=

n∑
k=0

(−1)n−kjwm,r(n, k)x
k,

xn =
n∑

k=0

JWm,r(n, k)x
k,m,r

, xn =
n∑

k=0

(−1)n−kJWm,r(n, k)x
k,m,r.

A polinomos azonosságok felhasználásával megmutatható az elsőfajú és másodfajú
Jacobi–Whitney-számok ortogonalitása.
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5.7. Tétel. ([9, Theorem 2.7])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

n∑
j=k

(−1)j−kjwm,r(n, j)JWm,r(j, k) = δn,k,

n∑
j=k

(−1)j−kJWm,r(n, j)jwm,r(j, k) = δn,k.

Az alábbi tételben az első- és másodfajú Jacobi–Whitney-számokat elemi és teljes
szimmetrikus polinomok segítségével állítjuk elő és egyúttal kombinatorikus bizo-
nyítást is adunk ezekre az összefüggésekre.

5.8. Tétel. ([9, Theorem 2.8])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

jwm,r(n, k) = en−k(m(m+ r), 2m(2m+ r), . . . ,m(n− 1)(m(n− 1) + r)),

JWm,r(n, k) = hn−k(m(m+ r), 2m(2m+ r), . . . ,mk(mk + r)),

ahol en−k(x1, . . . , xl) és hn−k(x1, . . . , xl) rendre az (n − k)-adik l határozatlanú
elemi és teljes szimmetrikus polinomokat jelölik.

A következő tételben a klasszikus másodfajú Stirling-számokéhoz hasonló explicit
formulát igazolunk a másodfajú Jacobi–Stirling-számokra.

5.9. Tétel. ([9, Theorem 2.9])
Ha 0 ≤ k ≤ n és r ≥ 0, akkor{{

n

k

}}
r

=
1

(2k + r)!

2k+r∑
j=0

(−1)j
(
2k + r

j

)
(k − j + 1)r ((k − j)(k − j + r))n .

5.3. Átmeneti együtthatók

Ebben az alfejezetben azoknak a Jacobi–Whitney-számoknak a kapcsolatát vizsgál-
juk, melyeknél a színek száma, valamint a kitüntetett elemek száma is különböző.
Ehhez szükségünk van az alábbi számok bevezetésére.

Rögzített m, l ≥ 1 és r, s ≥ 0 esetén a Tm,l,r,s(n, k) átmeneti együtthatókat
(0 ≤ k ≤ n) definiáljuk a következő kezdeti értékek és rekurzió segítségével:
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• Tm,l,r,s(n, 0) = δn,0 (n ≥ 0), Tm,l,r,s(n, n) = 1 (n ≥ 0),

• Tm,l,r,s(n + 1, k) = Tm,l,r,s(n, k − 1) + (mn(mn + r) − lk(lk + s))Tm,l,r,s(n, k)

(1 ≤ k ≤ n).

Megjegyezzük, hogy m ≥ 1 és r ≥ 0 esetén Tm,m,r,r(n, k) = δn,k (0 ≤ k ≤ n).

Az átmeneti együttható elnevezést az indokolja, hogy ezek a számok az (m, r)-, vala-
mint (l, s)-négyzetesen emelkedő, illetve süllyedő faktoriálisok közötti összefüggések
együtthatóiként jelennek meg.

5.10. Tétel. ([9, Theorem 3.1])
Ha n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

xn,m,r =
n∑

k=0

Tm,l,r,s(n, k)x
k,l,s,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

(−1)n−k Tm,l,r,s(n, k)x
k,l,s

.

Az átmeneti együtthatók segítségével megadható a kapcsolat az m-színes r-Jacobi–
Whitney-számok és az l-színes s-Jacobi–Whitney-számok között.

5.11. Tétel. ([9, Theorem 3.2])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 és r, s ≥ 0, akkor

jwm,r(n, k) =
n∑

j=k

Tm,l,r,s(n, j)jwl,s(j, k),

JWm,r(n, k) =
n∑

j=k

(−1)j−k JWl,s(n, j)Tl,m,s,r(j, k).

Az alábbi tételben az elsőfajú és másodfajú Jacobi–Whitney-számok általánosított
ortogonalitását mutatjuk meg, melyből m = l és r = s esetén az 5.7. Tétel állításait
kapjuk vissza.

5.12. Tétel. ([9, Theorem 3.3])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 és r, s ≥ 0, akkor

n∑
j=k

(−1)j−kjwm,r(n, j)JWl,s(j, k) = Tm,l,r,s(n, k),

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)j−kJWm,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)jwl,s(i, k) = δn,k.
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5.4. Jacobi–Dowling-polinomok

Azokat a Bell-típusú polinomokat, melyek együtthatói rögzített első paraméterű
másodfajú r-Whitney-számok, r-Dowling-polinomoknak nevezzük (lásd [10, 14, 40]).
Ennek mintájára a másodfajú Jacobi–Whitney-számok segítségével definiálhatóak a
Jacobi–Dowling-polinomok.

5.13. Definíció. ([9, Definition 4.1])
n, r ≥ 0 és m ≥ 1 esetén a

JDn,m,r(x) =
n∑

k=0

JWm,r(n, k)x
k

polinomot az n-edik m-színes r-Jacobi–Dowling-polinomnak nevezzük.

A Jacobi–Dowling-polinomok teljesítik a következő rekurziót.

5.14. Tétel. ([9, Theorem 4.2])
Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

JDn+1,m,r(x) = xJDn,m,r(x) +m(m+ r)xJD′
n,m,r(x) +m2x2JD′′

n,m,r(x).

Az alábbi tételben belátjuk, hogy a Jacobi–Dowling-polinomok minden gyöke valós,
nempozitív és egyszeres.

5.15. Tétel. ([9, Theorem 4.3])
Ha n,m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor a JDn,m,r(x) polinom minden gyöke valós és egyszeres,
valamint egyik gyöke a 0, a többi gyöke pedig negatív.

Rögzített első paraméter esetén az első- és másodfajú Jacobi–Whitney-számok so-
rozata is log-konkáv és unimodális.

5.16. Következmény. ([9, Corollary 4.4])
Ha n,m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor a (jwm,r(n, k))

n
k=0 és (JWm,r(n, k))

n
k=0 sorozatok

szigorúan log-konkávak és unimodálisak.
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6. Jacobi–Whitney–Lah-számok

6.1. A Jacobi–Whitney–Lah-számok fogalma

Az 1. fejezetben láthattuk, hogy a Stirling-számok különböző általánosításai a Lah-
számok esetén is értelmezhetőek. A Lah-, r-Lah- és r-Whitney–Lah-számokat is
kombinatorikus interpretáción keresztül vezettük be, de azok a (⋆) formulának meg-
felelően rendre az első- és másodfajú Stirling-, r-Stirling- és r-Whitney-számok se-
gítségével is definiálhatóak.

A szakirodalomban a Lah-számoknak sem a Legendre-, sem a Jacobi-változata nem
szerepel. Most az 5. fejezethez hasonlóan még általánosabb kombinatorikus számokat
vezetünk be, a Jacobi–Whitney–Lah-számokat, amit a fentiek alapján kétféleképpen
tehetünk meg.

A másodfajú Jacobi–Whitney-számok kombinatorikus definíciójában osztályok he-
lyett rendezett osztályokat tekintve az első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számokhoz
jutunk.

6.1. Definíció. ([5, Definition 2.1])
Legyenek 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0. Egy (Φ1,Φ2) rendezett párt (n, k) paraméterű
m-színes r-Jacobi–Whitney–Lah-osztályozáspárnak nevezünk, ha

• Φ1 az 1, . . . , n elemek egy m-színes Whitney-színezett, k darab rendezett osztályba
történő 0-osztályozása,

• Φ2 az 1, . . . , n+ r elemek egy m-színes Whitney-színezett, k + r darab rendezett
osztályba történő r-osztályozása,

• a Φ1-ben lévő rendezett osztályok maximumainak halmaza megegyezik a Φ2-beli
nem-kitüntetett rendezett osztályok maximumainak halmazával.

Ezen rendezett osztályokba történő osztályozásokból álló párok számát jelöli a
JWL

(1)
m,r(n, k) első típusú m-színes r-Jacobi–Whitney–Lah-szám.

A második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számokat rögzített első paraméterű első-
fajú Jacobi–Whitney-számok és rögzített második paraméterű másodfajú Jacobi–
Whitney-számok szorzatösszegeként vezetjük be.
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6.2. Definíció. ([5, Definition 3.1])
Legyenek 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0. Ekkor a

JWL(2)
m,r(n, k) =

n∑
j=k

jwm,r(n, j)JWm,r(j, k)

formulával értelmezett JWL
(2)
m,r(n, k) számot második típusú m-színes r-Jacobi–

Whitney–Lah-számnak nevezzük.

A fejezet további részében látni fogjuk, hogy a Lah-számok korábbi általánosítá-
saival ellentétben a Jacobi–Whitney–Lah-számok kétféle megközelítése különböző
kombinatorikus számokat eredményez.

6.2. Első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok

Az első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok kombinatorikus definíciója alapján meg-
gondolható, hogy n, r ≥ 0 és m ≥ 1 esetén

JWL(1)
m,r(n, 0) = δn,0, JWL(1)

m,r(n, n) = 1.

Az alábbi tételben az első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok további speciális ér-
tékeit adjuk meg.

6.3. Tétel. ([5, Theorem 2.2])
Ha n,m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(1)
m,r(n, 1) = mn−1n! (2m+ 2r|m)n−1 ,

JWL(1)
m,r(n, n− 1) = 4m

(
2m

(
n

3

)
+ (m+ r)

(
n

2

))
.

Az első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok rekurzióját is kombinatorikus gondola-
tokkal bizonyítjuk.

6.4. Tétel. ([5, Theorem 2.3])
Ha 1 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(1)
m,r(n+ 1, k) = JWL(1)

m,r(n, k− 1) +m(n+ k)(m(n+ k) + 2r)JWL(1)
m,r(n, k).

Az első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok függőleges rekurziójának igazolásához
szintén kombinatorikus ötletet használunk.
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6.5. Tétel. ([5, Theorem 2.4])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(1)
m,r(n+ 1, k + 1)

=
n∑

j=k

(m(n+ k + 1)|m)n−j (m(n+ k + 1) + 2r|m)n−j JWL(1)
m,r(j, k).

A következő tételben a Jacobi–Whitney-számok szimmetrikus polinomos előállítá-
sához hasonló formulát adunk meg az első típusú Jacobi–Whitney–Lah-számokra.

6.6. Tétel. ([5, Theorem 2.5])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(1)
m,r(n, k) =

∑
1≤i1<i2<...<in−k≤n−1

n−k∏
j=1

m(2ij − j + 1)(m(2ij − j + 1) + 2r).

6.3. Második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok

A második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok definíciója, illetve az első- és másod-
fajú Jacobi–Whitney-számok megfelelő tulajdonságai alapján kapjuk, hogy n, r ≥ 0

és m ≥ 1 esetén

JWL(2)
m,r(n, 0) = δn,0, JWL(2)

m,r(n, n) = 1.

A második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok más speciális értékeit a következő
tételben adjuk meg.

6.7. Tétel. ([5, Theorem 3.2])
Ha n,m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(2)
m,r(n, 1) =

(m(m+ r))n,m,r

m(m+ r)
,

JWL(2)
m,r(n, n− 1) = 2m

(
2m

(
n

3

)
+ (m+ r)

(
n

2

))
.

A második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok segítségével írható le a kapcsolat a
négyzetesen emelkedő és négyzetesen süllyedő faktoriálisok között.
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6.8. Tétel. ([5, Theorem 3.3])
Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

xn,m,r =
n∑

k=0

JWL(2)
m,r(n, k)x

k,m,r
,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

(−1)n−kJWL(2)
m,r(n, k)x

k,m,r.

A második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok rekurziójában az első- és másodfajú
Jacobi–Whitney-számok rekurzióiban szereplő együtthatók összege jelenik meg.

6.9. Tétel. ([5, Theorem 3.4])
Ha 1 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(2)
m,r(n+1, k) = JWL(2)

m,r(n, k−1)+(mn(mn+r)+mk(mk+r))JWL(2)
m,r(n, k).

A második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok teljesítik a következő függőleges re-
kurziót.

6.10. Tétel. ([5, Theorem 3.5])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

JWL(2)
m,r(n+ 1, k + 1) =

n∑
j=k

(m(k + 1)(m(k + 1) + r))n+1,m,r

(m(k + 1)(m(k + 1) + r))j+1,m,r
JWL(2)

m,r(j, k).

Az alábbi tételben a második típusú 1-színes r-Jacobi–Whitney–Lah-számok explicit
formuláját adjuk meg.

6.11. Tétel. ([5, Theorem 3.6])
Ha 0 ≤ k ≤ n és r ≥ 0, akkor

JWL
(2)
1,r(n, k) =

1

(2k + r)!

2k+r∑
j=0

(−1)j
(
2k + r

j

)
(k−j+1)r ((k − j)(k − j + r))n,1,r .

A Lah-számokhoz hasonlóan a második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok is ön-
ortogonálisak.

6.12. Tétel. ([5, Theorem 3.7])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

n∑
j=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)JWL(2)

m,r(j, k) = δn,k.
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A következő tétel a második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok és az első-, illetve
másodfajú Jacobi–Whitney-számok közötti összefüggéseket írja le.

6.13. Tétel. ([5, Theorem 3.8])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 és r ≥ 0, akkor

n∑
j=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)jwm,r(j, k) = jwm,r(n, k),

n∑
j=k

(−1)n−jJWm,r(n, j)JWL(2)
m,r(j, k) = JWm,r(n, k).

Az 5.3. alfejezetben bevezetett átmeneti együtthatók segítségével megadhatóak a
6.8. Tételnél általánosabb kapcsolatok a négyzetesen emelkedő és négyzetesen süllye-
dő faktoriálisok között.

6.14. Tétel. ([5, Theorem 3.9])
Ha n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

xn,m,r =
n∑

k=0

n∑
j=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, k)x

k,l,s
,

xn,m,r =
n∑

k=0

n∑
j=k

Tm,l,r,s(n, j)JWL
(2)
l,s (j, k)x

k,l,s
,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

n∑
j=k

(−1)n−jJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, k)x

k,l,s,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

n∑
j=k

(−1)n−k Tm,l,r,s(n, j)JWL
(2)
l,s (j, k)x

k,l,s.

Az alábbiakban ismét az átmeneti együtthatók alkalmazásával általánosítjuk először
a 6.12. Tételt, majd a 6.13. Tételt.

6.15. Tétel. ([5, Theorem 3.10])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 és r, s ≥ 0, akkor

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)JWL

(2)
l,s (i, k) = Tm,l,r,s(n, k).
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6.16. Tétel. ([5, Theorem 3.11])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 és r, s ≥ 0, akkor

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)jwl,s(i, k) = jwm,r(n, k),

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)n−jJWm,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)JWL
(2)
l,s (i, k) = JWl,s(n, k).

Végül megvizsgáljuk, mi történik, ha a második típusú Jacobi–Whitney–Lah-számok
definíciójában olyan első- és másodfajú Jacobi–Whitney-számokat kombinálunk,
ahol a színek száma és a kitüntetett elemek száma is különböző.

6.17. Tétel. ([5, Theorem 3.12])
Ha 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 és r, s ≥ 0, akkor

n∑
j=k

jwm,r(n, j)JWl,s(j, k) =
n∑

j=k

Tm,l,r,s(n, j)JWL
(2)
l,s (j, k).
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1 Introduction

The thesis consists of two main parts. In Part I we study the monogeneity of algebraic
number fields related to algebraic number theory, then in Part II we discuss different
Stirling-type numbers in enumerative combinatorics.

I

An essential topic of algebraic number theory deals with monogeneity of algebraic
number fields and, in close connection, finding elements with given index, determin-
ing minimal index and field index.

It is known that all algebraic number fields have an integral basis. However, the
existence of an integral basis of the form (1, α, α2, . . . , αn−1), the so-called power
integral basis, is not guaranteed. We say that a number field is monogeneous if it
admits a power integral basis. Then α is called the generator of the above power
integral basis.

In this section let K be an algebraic number field of degree n and denote by ZK the
ring of algebraic integers in K. If α ∈ ZK is a primitive element, then its index I(α)

is defined as the index of the subgroup (Z[α],+) in the group (ZK ,+). It follows
directly from the definition that α generates a power integral basis if and only if its
index equals 1.

Two characteristic values of an algebraic number field are the minimal index and the
field index. Considering the number field K, we define its minimal index mK and
field index iK as the minimum and the greatest common divisor of the indices of
all primitive algebraic integers in K, respectively. It is obvious that the field index
divides the minimal index, furthermore the minimal index of a number field equals
1 if and only if it is monogeneous.

Let (ω1 = 1, ω2, . . . , ωn) be an integral basis of K. Then there exists a homo-
geneous polynomial I(X2, . . . , Xn) of degree n(n−1)

2 with integer coefficients
and n − 1 variables such that if the primitive element α ∈ ZK has the form
α = x1 + x2ω2 + · · ·+ xnωn (x1, . . . , xn ∈ Z) in the integral basis, then

I(α) = |I(x2, . . . , xn)|.

This polynomial is called the index form corresponding to the above integral basis.
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Hence finding elements with a positive integer index A is equivalent to solving a
diophantine equation

I(x2, . . . , xn) = ±A,

the so-called index form equation.

In Section 2 we study a family of quartic number fields, the bicyclic biquadratic
number fields in connection with monogeneity. After reviewing the literature, in
Subsection 2.2, which is based on the publication [4], we give necessary and sufficient
conditions for the existence of elements with prime as well as small indices in totally
complex bicyclic biquadratic number fields, and we also determine these elements
with given index. In Subsection 2.3, collecting the results of [6], we strengthen a
theorem of T. Nakahara by showing that for an arbitrary natural number there
exist infinitely many totally complex bicyclic biquadratic number fields whose field
index is 1 and minimal index just equals to the fixed number. We prove similar
assertions also for the other possible values of the field index.

In Section 3 we present the results of [7], answering a former conjecture on the
monogeneity of pure quartic number fields. I. Gaál and L. Remete conjectured that
there exist exactly three monogeneous number field Q( 4

√
m) with square-free m

satisfying m ≡ 1 (mod 4). Contrary to this, we show that the number of such
monogeneous fields is infinite if the abc conjecture is true. Furthermore, we study
the minimal index of pure quartic number fields with square-free parameter, and in
the totally complex case we also describe the elements with minimal index.

II

Stirling numbers are basic objects in enumerative combinatorics. It is known that
the Stirling number of the first kind

[
n
k

]
counts the permutations of the numbers

1, . . . , n that are the product of k pairwise disjoint cycles, while the Stirling number
of the second kind

{
n
k

}
denotes the number of partitions of the elements 1, . . . , n into

k blocks (0 ≤ k ≤ n). J. Stirling [79] introduced these numbers by the polynomial
identities

xn =
n∑

k=0

[
n

k

]
xk, xn =

n∑
k=0

{
n

k

}
xk

between rising factorials and powers, as well as powers and falling factorials, respec-
tively, where the nth rising and kth falling factorial of x are defined by

xn =

n−1∏
j=0

(x+ j), xk =

k−1∏
j=0

(x− j).
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If we modify the definition of Stirling numbers of the second kind such that the
order of the elements in the blocks matters, then we obtain Lah numbers, that is
the Lah number

⌊n
k

⌋
gives the number of partitions of the elements 1, . . . , n into

k ordered blocks (0 ≤ k ≤ n). The Lah numbers describe the connection between
rising and falling factorials, I. Lah [54, 55] introduced the numbers named after him
also by this polynomial identity. The Lah number

⌊n
k

⌋
can be expressed as the sum

of the products of Stirling numbers of the first kind with upper parameter n and
Stirling numbers of the second kind with lower parameter k, that is by the formula⌊

n

k

⌋
=

n∑
j=k

[
n

j

]{
j

k

}
. (⋆)

Stirling numbers of the first and second kind have several generalizations and vari-
ants. In the thesis the r-generalization plays an important role, when certain ele-
ments cannot belong to the same cycle or block.

Let 0 ≤ k ≤ n and r ≥ 0 be integers. We say that a permutation/partition of the
elements 1, . . . , n + r is an r-permutation/r-partition if n + 1, . . . , n + r stand in
distinct cycles/blocks. Then n+1, . . . , n+r are called distinguished elements, and a
cycle or block containing a distinguished element will be referred to as a distinguished
cycle or a distinguished block. The r-Stirling number of the first kind

[
n
k

]
r

denotes
the number of r-permutations of the elements 1, . . . , n+r with k+r pairwise disjoint
cycles in their cycle decomposition, while r-partitions of the elements 1, . . . , n + r

into k+r blocks are counted by the r-Stirling number of the second kind
{
n
k

}
r
. These

combinatorial numbers were defined independently by L. Carlitz [12], A. Z. Broder
[11] and R. Merris [58].

Similarly to the above, G. Nyul and G. Rácz [73] introduced the r-Lah number
⌊n
k

⌋
r

as the number of r-partitions of the elements 1, . . . , n+ r into k+ r ordered blocks.

As a further generalization of r-Stirling numbers, I. Mező [59] defined r-Whitney
numbers of the first and second kind. For these numbers E. Gyimesi and G. Nyul
[41] provided combinatorial meanings by colouring the elements.

In the rest of this section let 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0 be integers. A Whitney-
coloured r-permutation with m colours is an r-permutation where

• the greatest elements of the cycles are not coloured,

• in a distinguished cycle an element is not coloured if there is no greater element
on the arc from the distinguished element to this element,
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• any other element is coloured with one of the m colours.
The m-colour r-Whitney number of the first kind wm,r(n, k) gives the number of
Whitney-coloured r-permutations of the elements 1, . . . , n+ r with m colours that
split into the product of k + r pairwise disjoint cycles.

A Whitney-coloured r-partition with m colours is an r-partition where
• the greatest elements of the blocks are not coloured,

• the elements of the distinguished blocks are not coloured,

• any other element is coloured with one of the m colours.
The m-colour r-Whitney number of the second kind Wm,r(n, k) counts these Whit-
ney-coloured r-partitions of the elements 1, . . . , n + r with m colours into k + r

blocks.

We note that I. Mező introduced the above numbers by their polynomial identities, in
which nth rising factorials with difference m and kth falling factorials with difference
m appear. They are denoted and defined by

(x|m)n =

n−1∏
j=0

(x+mj), (x|m)k =

k−1∏
j=0

(x−mj).

Similarly to the formula (⋆), G.-S. Cheon and J.-H. Jung [14] introduced r-Whitney–
Lah numbers as the sum of products of r-Whitney numbers of the first and second
kind. Later, E. Gyimesi and G. Nyul [41] gave combinatorial interpretations to these
numbers by modifying the previous colouring rules.

A Whitney-coloured r-partition with m colours into ordered blocks is an r-partition
into ordered blocks where
• the greatest elements of the ordered blocks are not coloured,

• in a distinguished ordered block an element is not coloured if there is no greater
element between this element and the distinguished element,

• any other element is coloured with one of the m colours.
The m-colour r-Whitney–Lah number WLm,r(n, k) denotes the number of these
Whitney-coloured r-partitions of the elements 1, . . . , n+ r with m colours into k+ r

ordered blocks.

In Section 4 we discuss a variant of r-Stirling numbers of the second kind where
the cardinality of the blocks is at most 2. Our combinatorial theorems regarding
these restricted r-Stirling numbers, as well as the log-concavity and unimodality
properties studied through the restricted r-Bell polynomials are contained in [8].
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In Section 5, as a Whitney-type generalization of the briefly reviewed Jacobi–
Stirling numbers, we define new combinatorial numbers. The Jacobi–Whitney num-
bers of the first and second kind count certain ordered pairs of Whitney-coloured
r-permutations and r-partitions. We aim to prove their properties also combinatori-
ally, furthermore we show that the roots of the Jacobi–Dowling polynomials, which
we construct from these numbers, are real. Our results can be found in [9].

To introduce the Jacobi–Whitney variant of the Lah numbers we have two options:
we can define them combinatorially or with the help of Jacobi–Whitney numbers of
the first and second kind, similarly to the formula (⋆). Contrary to our expectations,
the differently defined Jacobi–Whitney–Lah numbers do not coincide, we detail their
investigations in Section 6, based on [5].
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Part I

Investigations in algebraic number theory

2 Bicyclic biquadratic number fields

2.1 Former results on monogeneity

Let m,n ∈ Z \ {0, 1} be distinct square-free integers. Then algebraic number fields
of the form Q (

√
m,

√
n) are called bicyclic biquadratic number fields. In the thesis

we investigate only totally complex bicyclic biquadratic number fields, that is when
m < 0 or n < 0. Regarding the bicyclic biquadratic number field Q (

√
m,

√
n),

denote by d > 0 the greatest common divisor of m and n, and let m1 and n1 be
defined by m = dm1 and n = dn1.

Considering the signs and residues of m, n, m1, n1 modulo 4, any totally complex
bicyclic biquadratic number field Q (

√
m,

√
n) is included in one of the following

eight cases:
Case 1: m > 0, n < 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 1 (mod 4), m1 ≡ 1 (mod 4), n1 ≡ 1

(mod 4)

Case 2: m > 0, n < 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 1 (mod 4), m1 ≡ 3 (mod 4), n1 ≡ 3

(mod 4)

Case 3/A: m > 0, n < 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 2 (mod 4)

Case 3/B: m < 0, n > 0, m ≡ 1 (mod 4), n ≡ 2 (mod 4)

Case 4/A: m > 0, n < 0, m ≡ 2 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

Case 4/B: m < 0, n > 0, m ≡ 2 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

Case 5/A: m > 0, n < 0, m ≡ 3 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

Case 5/B: m < 0, n < 0, m ≡ 3 (mod 4), n ≡ 3 (mod 4)

Monogeneity of bicyclic biquadratic number fields was studied by T. Nakahara,
I. Gaál, A. Pethő, M. Pohst, M.-N. Gras, F. Tanoé, Y. Motoda, H. H. Kim, Z. Wolske,
B. Jadrijević, T. Funakura, G. Nyul and M.-L. Chang.

Now we summarize the results that we need later. In each case K. S. Williams
[80] described an integral basis of bicyclic biquadratic number fields (Lemma 2.1),
then I. Gaál, A. Pethő and M. Pohst [29] determined the corresponding index
forms (Lemma 2.2). They also established necessary and sufficient conditions for
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bicyclic biquadratic number fields to have a given field index for any divisor of 12
(Lemma 2.3).

2.2 Elements with prime and small indices

As an extension of the result of G. Nyul [70] on elements with index 1, first we give
necessary and sufficient conditions for totally complex bicyclic biquadratic number
fields to have elements with odd prime index, as well as we determine all these
elements with given index.

Theorem 2.5. ([4, Theorem 3.1])
Let m,n ∈ Z\{0, 1} be distinct square-free integers belonging to one of the eight cases
listed in the totally complex case, furthermore denote by (ω1, ω2, ω3, ω4) the integral
basis of the bicyclic biquadratic number field Q(

√
m,

√
n) given in Lemma 2.1. If p

is a positive odd prime, then the necessary and sufficient conditions for the existence
of elements with index p in Q(

√
m,

√
n), as well as the coordinates of these elements

x1ω1+x2ω2+x3ω3+x4ω4 (x1, x2, x3, x4 ∈ Z) with index p are contained in Table 1.
In Cases 1 and 2 there exist no elements with index p.

In the following we study the existence of elements with index at most 10, which
are not covered by the previous theorem, in totally complex bicyclic biquadratic
number fields.

Theorem 2.6. ([4, Theorem 3.2])
Let m,n ∈ Z \ {0, 1} be distinct square-free integers belonging to one of the eight
cases listed in the totally complex case, furthermore denote by (ω1, ω2, ω3, ω4) the in-
tegral basis of the bicyclic biquadratic number field Q(

√
m,

√
n) given in Lemma 2.1.

The necessary and sufficient conditions for the existence of elements with index
A ∈ {2, 4, 6, 8, 9, 10} in Q(

√
m,

√
n), as well as the coordinates of these elements

x1ω1 + x2ω2 + x3ω3 + x4ω4 (x1, x2, x3, x4 ∈ Z) with index A are contained in
Tables 2–7. In those cases which do not appear in the table belonging to index A,
there exist no elements with index A.

Here we present the result on elements with index 4, the other tables can be found
in the thesis.
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Table 1. Elements with prime index
Case Condition (x2, x3, x4)

3/A

if p ≡ 1 (mod 4): ±(1, 1, 0),±(1,−1, 0)
d = 1, m− 4n = p (∗)

if p ≡ 1 (mod 4): ±(1,−1, 2),±(1, 1,−2)
m1 = 1, d− 4n1 = p (∗)

3/B

if p = 3: ±(1, 0, 1),±(1,−1, 1),

m = −3, n = 6 (∗) ±(−1, 0, 1),±(−1,−1, 1)

if p ≡ 1 (mod 4):

±(1,−1, 2),±(1, 1,−2)
m1 = −1, d− 4n1 = −p

if p ≡ 3 (mod 4):
m1 = −1, d− 4n1 = p

if p ≡ 3 (mod 4): ±(1, 1, 0),±(1,−1, 0)
d = 1, 4n−m = p (∗)

if p ≡ 5 (mod 16),
p− 1 is a square and ±(

√
p−1
2 , 0, 1),±(

√
p−1
2 ,−1, 1),

p+3
4 is square-free: ±(

√
p−1
2 , 0,−1),±(

√
p−1
2 , 1,−1)

m = −3, n = p+3
4 (∗)

4/A

m1 = 2, d− n1 = 2p (∗) ±(0, 0, 1),±(−1, 0, 1)

if p = 3: ±(0, 1, 1),±(0,−1, 1),

m = 2, n = −1 (∗) ±(−1, 1, 1),±(−1,−1, 1)

if p ≡ 1 (mod 4),
p− 1 is a square and ±(0,

√
p−1
2 , 1),±(0,

√
p−1
2 ,−1),

p+ 1 is square-free: ±(−1,
√

p−1
2 , 1),±(1,

√
p−1
2 ,−1)

m = p+ 1, n = −1 (∗)
4/B m1 = −2, d− n1 = ±2p ±(−1, 0, 1),±(0, 0, 1)

5/A

d = 1, m− n = 4p (∗) ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)

if p ≡ 1 (mod 4):

±(−1, 2, 1),±(1,−2, 1)
n1 = −1, 4d−m1 = p

if p ≡ 3 (mod 4):
n1 = −1, 4d−m1 = −p

if p ≡ 1 (mod 16),
p− 1 is a square and ±(0, 1,

√
p−1
2 ),±(0,−1,

√
p−1
2 ),

3p+1
4 is square-free: ±(−1, 1,

√
p−1
2 ),±(1,−1,

√
p−1
2 )

m = 9p+3
4 , n = −3p−1

4 (∗)
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5/B

d = 1, m− n = ±4p ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)

if p ≡ 1 (mod 4): ±(−1, 2, 1),±(1,−2, 1)
n1 = −1, 4d−m1 = p (∗)

if p ≡ 1 (mod 4): ±(1, 0, 1),±(−1, 0, 1)
m1 = −1, 4d− n1 = p (∗)

Table 3. Elements with index 4
Case Condition (x2, x3, x4)

2
n1 = −1, 4d−m1 = 1 ±(1, 1, 2),±(1,−3, 2)

n1 = −1, d− 4m1 = −1 ±(2,−1, 4),±(2,−3, 4)

n1 = −1, d−m1 = ±4 ±(1, 0, 2),±(1,−2, 2)

3/A n1 = −2, d−m1 = ±4 ±(0, 0, 1),±(0,−1, 1)

3/B
m = −3, n = 2 ±(0, 0, 1),±(0,−1, 1)
m = −3, n = 6

m1 = −1, d− 16n1 = −1 ±(1,−2, 4),±(1, 2,−4)

5/A

m = 3, n = −13 ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)
m = 11, n = −5

m = 3, n = −1
±(0, 1, 1),±(−1, 1, 1),

±(0, 1,−1),±(−1, 1,−1)

m = 15, n = −1
±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0),

±(−2, 4, 1),±(−2, 4,−1)

n1 = −1, 16d−m1 = 1, ±(−2, 4, 1),±(−2, 4,−1)
(m,n) ̸= (15,−1)

5/B d = 1, m− n = ±16 ±(0, 1, 0),±(−1, 1, 0)

Remark. For a fixed prime p, it is obvious that there exist only finitely many integers
m and n satisfying the conditions signed by (∗) and belonging to the given case. It
can be shown that the other conditions in Table 1 and those conditions in Tables 2–7
which do not give particular values for m and n hold for infinitely many pairs (m,n).
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2.3 Minimal index

In connection with the minimal index we know results for several families of number
fields, which assert that for an arbitrary natural number there exist infinitely many
number fields belonging to the given family whose minimal index is greater than
the fixed number. Statements of this type were proved by M. Hall, D. S. Dummit,
H. Kisilevsky, T. Funakura and T. Nakahara [68], who showed, among others, that
for any natural number there exist infinitely many bicyclic biquadratic number fields
with field index 1 and minimal index greater than the given number.

B. K. Spearman, Q. Yang and J. Yoo [76] approached the above problem from a
different point of view. They proved that for an arbitrary cube-free natural number
there exist infinitely many pure cubic fields with minimal index just equal to the
given number. In this direction we strengthen the previous result of T. Nakahara on
bicyclic biquadratic number fields and extend it for all the other possible values of
the field index.

Theorem 2.7. ([6, Theorem 1.1])
(1) If a ∈ {1, 3}, then for any positive multiple A of a, there exist infinitely many

totally complex bicyclic biquadratic number fields with field index a and minimal
index A.

(2) If a ∈ {2, 4, 6, 12}, then for any positive multiple A of 2a, there exist infinitely
many totally complex bicyclic biquadratic number fields with field index a and
minimal index A.

Remark. By Theorem 2.6 we can give examples that the second assertion does not
hold for all positive multiples A of a.
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3 Pure quartic number fields

3.1 Former results on monogeneity

Let m ∈ Z \ {−4} be a 4-power-free integer, which is not a square. If ϑ is a root
of the irreducible polynomial X4 −m, then the algebraic number field Km = Q(ϑ)

is called a pure quartic number field. Briefly, we shall write Km = Q( 4
√
m). In this

section we are interested in only those pure quartic number fields Km where m is
square-free.

Considering pure quartic number fields Km with square-free m, we distinguish the
following three cases:
Case 1: m ≡ 2 or 3 (mod 4)

Case 2: m ≡ 1 (mod 8)

Case 3: m ≡ 5 (mod 8)

T. Funakura [25] (see also [34, 63]) gave an integral basis of pure quartic number
fields and determined the corresponding index form (Lemma 3.1). He studied the
monogeneity of these fields as well.

I. Gaál and L. Remete [34] completely described the monogeneity of pure quartic
number fields Km with square-free m and m ̸≡ 9 (mod 16) (see also the above men-
tioned result of T. Funakura). For the remaining case they formulated the following
conjecture: If m is square-free and m ≡ 9 (mod 16), then Km is monogeneous pre-
cisely if m = 73 or 89, otherwise the minimal index of Km equals 8. In fact, it
will turn out that the situation is much more complicated, since there are probably
infinitely many exceptions, not just these two.

3.2 Minimal index

According to the following theorem, the minimal index of a pure quartic number
field with square-free parameter is 1, 4 or 8, and each value appears for infinitely
many such fields. However, if we study the above cases separately, the situation is
not so easy to describe.

Theorem 3.3. ([7, Theorem 3.1])
Let m ∈ Z \ {0, 1} be a square-free integer and Km = Q( 4

√
m).

• In Case 1 the minimal index of Km equals 1.
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• In Case 2 the minimal index of Km equals 1 or 8. The minimal index equals 8

for infinitely many m, and if the abc conjecture is true, then it equals 1 also for
infinitely many m. But assuming m < 0, the minimal index equals 1 only for
m = −7.

• In Case 3 the minimal index of Km equals 1 for m = −3, otherwise it equals 4.

In the totally complex case, in other words if we additionally assume that the pa-
rameter of the pure quartic number field is negative, we also find all elements with
minimal index.

Theorem 3.4. ([7, Theorem 3.2])
Let m < 0 be a square-free integer, Km = Q( 4

√
m), and denote by (ω1, ω2, ω3, ω4)

the integral basis of Km given in Lemma 3.1. Then the coordinates of the elements
x1ω1 + x2ω2 + x3ω3 + x4ω4 (x1, x2, x3, x4 ∈ Z) with minimal index are

• (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(1, 0, 0) for m = −1;

• (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(−1, 0, 1), ±(1, 1, 0),±(1,−1, 0) for m = −3;

• (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(0,−1, 1) for m = −7;

• (x2, x3, x4) = ±(0, 0, 1), ±(0,−1, 1), ±(1, 0, 0) for m = −15;

• (x2, x3, x4) = ±(1, 0, 0) for m /∈ {−1,−3,−7,−15}.
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Part II

Investigations in enumerative combinatorics

4 Restricted r-Stirling numbers

4.1 The notion of restricted r-Stirling numbers

H. L. Krall and O. Frink [53] introduced Bessel polynomials as the solution of certain
second-order differential equations. The coefficients of these polynomials were first
studied from a combinatorial point of view by J. Y. Choi and J. D. H. Smith [16].
They provided a combinatorial meaning for the reparametrized coefficients, which
they called Bessel numbers. Their close connection with Stirling numbers is indicated
by the fact that in the literature Bessel numbers are also referred to as restricted
Stirling numbers, in the thesis we follow this terminology.

The restricted Stirling number
{
n
k

}≤2
counts the partitions of the elements 1, . . . , n

into k blocks with the restriction that each block contains at most 2 elements
(0 ≤ k ≤ n).

Similarly to the r-generalization of Stirling numbers, G.-S. Cheon, J.-H. Jung and

L. W. Shapiro [15] defined the restricted r-Stirling number
{
n
k

}≤2

r
as the number of

r-partitions of the elements 1, . . . , n+ r into k + r blocks such that each block has
at most 2 elements (0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0).

4.2 Properties of restricted r-Stirling numbers

It follows directly from the definition of restricted r-Stirling numbers that
{
n
k

}≤2

r
= 0

if 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 and n > 2k+r, while there exists at least one required r-partition
in case of n ≤ 2k + r.

It is also obvious that
{
n
0

}≤2

r
= rn and

{
n
n

}≤2

r
= 1 if n, r ≥ 0.

We prove the recurrence relation of restricted r-Stirling numbers by a combinatorial
argument.
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Theorem 4.1. ([8, Theorem 2.1])
If 1 ≤ k ≤ n and r ≥ 0, then{

n+ 1

k

}≤2

r

=

{
n

k − 1

}≤2

r

+ (2k + r − n)

{
n

k

}≤2

r

.

The following theorem gives a vertical recurrence for restricted r-Stirling numbers.

Theorem 4.2. ([8, Theorem 2.2])
If 0 ≤ k ≤ n and r ≥ 0, then{

n+ 1

k + 1

}≤2

r

=
n∑

j=k

(2k + r + 1− j)n−j

{
j

k

}≤2

r

.

The polynomial identities of restricted r-Stirling numbers describe the connection
between shifted falling factorials and falling factorials with difference 2, as well as
between shifted rising factorials and rising factorials with difference 2.

Theorem 4.3. ([8, Theorem 2.3])
If n, r ≥ 0, then

(x+ r)n =
n∑

k=0

{
n

k

}≤2

r

(x|2)k,

(x− r)n =
n∑

k=0

(−1)n−k

{
n

k

}≤2

r

(x|2)k.

In the next theorem we prove an explicit formula for restricted r-Stirling numbers
that is similar to the usual one for classical Stirling numbers of the second kind, by
using the inclusion–exclusion principle.

Theorem 4.4. ([8, Theorem 2.4])
If 0 ≤ k ≤ n and r ≥ 0, then{

n

k

}≤2

r

=
1

2kk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(2(k − j) + r)n.

In case of 0 ≤ k ≤ n and r, s ≥ 0, with the help of r-Stirling numbers of the first
kind and s-Stirling numbers of the second kind we define the polynomial

pn,k,r,s(x) =
n∑

j=k

[
n

j

]
r

{
j

k

}
s

xj−k.
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We show that these polynomials give signed restricted (2s − r)-Stirling numbers
after substituting −2.

Theorem 4.5. ([8, Theorem 2.5])
If 0 ≤ k ≤ n and 0 ≤ r ≤ 2s, then

pn,k,r,s(−2) = (−1)n−k

{
n

k

}≤2

2s−r

.

We prove in a combinatorial way that combining r-Stirling numbers of the second
kind and restricted s-Stirling numbers, we obtain 2-colour (r+s)-Whitney numbers
of the second kind.

Theorem 4.6. ([8, Theorem 2.6])
If 0 ≤ k ≤ n and r, s ≥ 0, then

n∑
j=k

{
n

j

}
r

{
j

k

}≤2

s

= W2,r+s(n, k).

4.3 Restricted r-Bell polynomials

The coefficients of the well-known Bell polynomials are Stirling numbers of the
second kind with fixed upper parameter, hence we can define naturally the restricted
r-Bell polynomials by using restricted r-Stirling numbers.

In case of n, r ≥ 0, the polynomial

B≤2
n,r(x) =

n∑
k=0

{
n

k

}≤2

r

xk

is called the nth restricted r-Bell polynomial. These polynomials were introduced by
J.-H. Jung, I. Mező and J. L. Ramírez [49], but we remark that they were already
studied by F. L. Miksa, L. Moser and M. Wyman [60] for r = 0.

The recurrence of restricted r-Stirling numbers implies a recurrence relation for the
restricted r-Bell polynomials.

Theorem 4.7. ([8, Theorem 3.1])
If n, r ≥ 0, then

B≤2
n+1,r(x) = (x+ r − n)B≤2

n,r(x) + 2x
(
B≤2

n,r(x)
)′

.
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In the following we prove the conjecture of J.-H. Jung, I. Mező and J. L. Ramírez
[49] on the real-rootedness of restricted r-Bell polynomials.

Theorem 4.8. ([8, Theorem 3.2])
If n ≥ 1 and r ≥ 0, then all roots of the polynomial B≤2

n,r(x) are real and non-positive.

Log-concavity and unimodality of the sequence of restricted r-Stirling numbers with
a fixed upper parameter are immediate consequences of the previous theorem.

Corollary 4.9. ([8, Corollary 3.3])

If n ≥ 1 and r ≥ 0, then the sequence
({

n
k

}≤2

r

)n

k=0

is log-concave and unimodal.

We formulate a stronger conjecture about the roots, namely we expect that the
negative roots are all simple.

Conjecture 4.10. ([8, Conjecture 3.4])
Let n ≥ 1 and r ≥ 0. If n ≤ r, then all roots of the polynomial B≤2

n,r(x) are negative
and simple. If n > r and

• n ≡ r (mod 2), then 0 has multiplicity n−r
2 , the other roots of the polynomial

B≤2
n,r(x) are negative and simple,

• n ̸≡ r (mod 2), then 0 has multiplicity n−r+1
2 , the other roots of the polynomial

B≤2
n,r(x) are negative and simple.

We prove a partial result concerning this conjecture.

Theorem 4.11. ([8, Theorem 3.5])
Let n ≥ 1, r ≥ 0 and n ≡ r (mod 2). If the assertion in the conjecture holds for the
polynomial B≤2

n,r(x), then it also holds for the polynomial B≤2
n+1,r(x).
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5 Jacobi–Whitney numbers

5.1 The notion of Jacobi–Whitney numbers

W. N. Everitt, L. L. Littlejohn and R. Wellman [23] introduced a new class of
Stirling-like numbers, the so-called Legendre–Stirling numbers of the second kind.
A few years later the authors together with K. H. Kwon and G. J. Yoon [22] defined
Jacobi–Stirling numbers of the second kind as their generalization. Both of them
came from a deep problem in analysis, namely the spectral theory of composition
powers of the classical second-order Legendre and Jacobi differential expressions. In
the papers [2, 22] the first kind variants of these numbers were introduced as well
(see also [3, 21]).

G. E. Andrews and L. L. Littlejohn [3], E. S. Egge [21], G. E. Andrews, E. S. Egge,
W. Gawronski and L. L. Littlejohn [1] investigated Legendre–Stirling and Jacobi–
Stirling numbers from a combinatorial point of view (see also [35, 61]), but there
have been no unified combinatorial interpretations for the first and second kind
case. In the following we give definitions where permutations and r-permutations,
or partitions and r-partitions appear together, hence they also fit with the defi-
nitions of ordinary Stirling numbers. However, our results concern not only these
combinatorial numbers, but they are far more general. With respect to the ear-
lier mentioned Whitney-generalization of r-Stirling numbers, we introduce Jacobi–
Whitney numbers of the first and second kind, which give back Jacobi–Stirling and
Legendre–Stirling numbers as special cases.

Definition 5.1. ([9, Definition 2.1])
Let 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0. An ordered pair (π1, π2) is an m-colour r-Jacobi–
Whitney pair of permutations with parameter (n, k) if

• π1 is a Whitney-coloured 0-permutation of the elements 1, . . . , n with m colours
that is the product of k pairwise disjoint cycles,

• π2 is a Whitney-coloured r-permutation of the elements 1, . . . , n+r with m colours
that is the product of k + r pairwise disjoint cycles,

• the set of maxima of the cycles in π1 coincides with the set of maxima of the
non-distinguished cycles in π2.

The number of these pairs of permutations is denoted by the m-colour r-Jacobi–
Whitney number of the first kind jwm,r(n, k).
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If m = 1, that is essentially we disregard the colouring, we obtain the r-Jacobi–
Stirling number of the first kind

[[
n
k

]]
r
, and specially

[[
n
k

]]
1

is the Legendre–Stirling
number of the first kind.

Definition 5.2. ([9, Definition 2.2])
Let 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0. An ordered pair (Π1,Π2) is an m-colour r-Jacobi–
Whitney pair of partitions with parameter (n, k) if

• Π1 is a Whitney-coloured 0-partition of the elements 1, . . . , n with m colours into
k blocks,

• Π2 is a Whitney-coloured r-partition of the elements 1, . . . , n+ r with m colours
into k + r blocks,

• the set of maxima of the blocks in Π1 coincides with the set of maxima of the
non-distinguished blocks in Π2.

These pairs of partitions are counted by the m-colour r-Jacobi–Whitney number of
the second kind JWm,r(n, k).

If m = 1, we have the r-Jacobi–Stirling number of the second kind
{{

n
k

}}
r
, and

specially
{{

n
k

}}
1

is the Legendre–Stirling number of the second kind.

5.2 Properties of Jacobi–Whitney numbers

In this subsection we present the properties for Jacobi–Whitney numbers, the cor-
responding assertions for Jacobi–Stirling and Legendre–Stirling numbers follow by
substituting m = 1 and m = r = 1, respectively.

It comes easily from the definitions that if n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

jwm,r(n, 0) = JWm,r(n, 0) = δn,0, jwm,r(n, n) = JWm,r(n, n) = 1.

By combinatorial observations we can obtain other special values of Jacobi–Whitney
numbers.

Theorem 5.3. ([9, Theorem 2.3])
If n,m ≥ 1 and r ≥ 0, then

jwm,r(n, 1) = mn−1(n− 1)! (m+ r|m)n−1 , JWm,r(n, 1) = (m(m+ r))n−1,

jwm,r(n, n− 1) = JWm,r(n, n− 1) = m

(
2m

(
n

3

)
+ (m+ r)

(
n

2

))
.
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We prove the recurrence relations of Jacobi–Whitney numbers also combinatorially.

Theorem 5.4. ([9, Theorem 2.4])
If 1 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

jwm,r(n+ 1, k) = jwm,r(n, k − 1) +mn(mn+ r)jwm,r(n, k),

JWm,r(n+ 1, k) = JWm,r(n, k − 1) +mk(mk + r)JWm,r(n, k).

In the next theorem we show the vertical recurrences of Jacobi–Whitney numbers,
where we give combinatorial proofs.

Theorem 5.5. ([9, Theorem 2.5])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

jwm,r(n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(mn|m)n−j (mn+ r|m)n−j jwm,r(j, k),

JWm,r(n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(m(k + 1))n−j (m(k + 1) + r)n−j JWm,r(j, k).

In case of n, r ≥ 0 and m ≥ 1, we define the nth (m, r)-quadratically rising and
(m, r)-quadratically falling factorial by the expressions

xn,m,r =

n−1∏
j=0

(x+mj(mj + r)), x
n,m,r

=

n−1∏
j=0

(x−mj(mj + r)).

The polynomial identities of Jacobi–Whitney numbers describe the connections bet-
ween these quadratically rising as well as quadratically falling factorials and powers.

Theorem 5.6. ([9, Theorem 2.6])
If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

xn,m,r =
n∑

k=0

jwm,r(n, k)x
k, x

n,m,r
=

n∑
k=0

(−1)n−kjwm,r(n, k)x
k,

xn =
n∑

k=0

JWm,r(n, k)x
k,m,r

, xn =
n∑

k=0

(−1)n−kJWm,r(n, k)x
k,m,r.

The polynomial identities enable us to derive the orthogonality of Jacobi–Whitney
numbers of the first and second kind.
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Theorem 5.7. ([9, Theorem 2.7])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

n∑
j=k

(−1)j−kjwm,r(n, j)JWm,r(j, k) = δn,k,

n∑
j=k

(−1)j−kJWm,r(n, j)jwm,r(j, k) = δn,k.

In the following theorem we express Jacobi–Whitney numbers of the first and second
kind with the help of elementary and complete symmetric polynomials, and we also
prove them by combinatorial arguments.

Theorem 5.8. ([9, Theorem 2.8])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

jwm,r(n, k) = en−k(m(m+ r), 2m(2m+ r), . . . ,m(n− 1)(m(n− 1) + r)),

JWm,r(n, k) = hn−k(m(m+ r), 2m(2m+ r), . . . ,mk(mk + r)),

where en−k(x1, . . . , xl) and hn−k(x1, . . . , xl) denote the (n − k)th elementary and
complete symmetric polynomial in l indeterminates, respectively.

In the next theorem we prove an explicit formula for Jacobi–Stirling numbers of the
second kind, which is similar to the one for classical Stirling numbers of the second
kind.

Theorem 5.9. ([9, Theorem 2.9])
If 0 ≤ k ≤ n and r ≥ 0, then{{

n

k

}}
r

=
1

(2k + r)!

2k+r∑
j=0

(−1)j
(
2k + r

j

)
(k − j + 1)r ((k − j)(k − j + r))n .

5.3 Transition coefficients

In this subsection we investigate the connections between Jacobi–Whitney numbers
where the number of colours as well as the number of distinguished elements are
different. In order to do this, we need to introduce some auxiliary numbers.

For fixed m, l ≥ 1 and r, s ≥ 0, the transition coefficients Tm,l,r,s(n, k) (0 ≤ k ≤ n)

are defined by the following initial values and recurrence relation:
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• Tm,l,r,s(n, 0) = δn,0 (n ≥ 0), Tm,l,r,s(n, n) = 1 (n ≥ 0),

• Tm,l,r,s(n + 1, k) = Tm,l,r,s(n, k − 1) + (mn(mn + r) − lk(lk + s))Tm,l,r,s(n, k)

(1 ≤ k ≤ n).
We note that for m ≥ 1 and r ≥ 0, Tm,m,r,r(n, k) = δn,k (0 ≤ k ≤ n).

The reason of the choice of this name is that these numbers appear as coefficients
in the transition relations between (m, r)- and (l, s)-quadratically rising and falling
factorials.

Theorem 5.10. ([9, Theorem 3.1])
If n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

xn,m,r =
n∑

k=0

Tm,l,r,s(n, k)x
k,l,s,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

(−1)n−k Tm,l,r,s(n, k)x
k,l,s

.

Transition coefficients allow us to describe the connections between m-colour
r-Jacobi–Whitney and l-colour s-Jacobi–Whitney numbers.

Theorem 5.11. ([9, Theorem 3.2])
If 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 and r, s ≥ 0, then

jwm,r(n, k) =
n∑

j=k

Tm,l,r,s(n, j)jwl,s(j, k),

JWm,r(n, k) =
n∑

j=k

(−1)j−k JWl,s(n, j)Tl,m,s,r(j, k).

In the next theorem we show the generalized orthogonality relations of Jacobi–
Whitney numbers of the first and second kind. If m = l and r = s, then they give
back the assertions of Theorem 5.7.

Theorem 5.12. ([9, Theorem 3.3])
If 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 and r, s ≥ 0, then

n∑
j=k

(−1)j−kjwm,r(n, j)JWl,s(j, k) = Tm,l,r,s(n, k),

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)j−kJWm,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)jwl,s(i, k) = δn,k.
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5.4 Jacobi–Dowling polynomials

Those Bell-type polynomials whose coefficients are r-Whitney numbers of the second
kind with fixed first parameter are called r-Dowling polynomials (see [10, 14, 40]).
Similarly, we can define Jacobi–Dowling polynomials related to Jacobi–Whitney
numbers of the second kind.

Definition 5.13. ([9, Definition 4.1])
For n, r ≥ 0 and m ≥ 1, the polynomial

JDn,m,r(x) =
n∑

k=0

JWm,r(n, k)x
k

is called the nth m-colour r-Jacobi–Dowling polynomial.

Jacobi–Dowling polynomials satisfy the following recurrence relation.

Theorem 5.14. ([9, Theorem 4.2])
If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

JDn+1,m,r(x) = xJDn,m,r(x) +m(m+ r)xJD′
n,m,r(x) +m2x2JD′′

n,m,r(x).

In the next theorem we show that all roots of the Jacobi–Dowling polynomials are
real, non-positive and simple.

Theorem 5.15. ([9, Theorem 4.3])
If n,m ≥ 1 and r ≥ 0, then the polynomial JDn,m,r(x) has only real and simple
roots, one of them is 0, the others are negative.

For a fixed first parameter the sequences of Jacobi–Whitney numbers of the first
and second kind are also log-concave and unimodal.

Corollary 5.16. ([9, Corollary 4.4])
If n,m ≥ 1 and r ≥ 0, then the sequences (jwm,r(n, k))

n
k=0 and (JWm,r(n, k))

n
k=0

are strictly log-concave and unimodal.
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6 Jacobi–Whitney–Lah numbers

6.1 The notion of Jacobi–Whitney–Lah numbers

In Section 1 we have seen that the mentioned generalizations of Stirling numbers
also exist for Lah numbers. We introduced Lah, r-Lah and r-Whitney–Lah numbers
by their combinatorial interpretations, but we can also define them with the help of
Stirling, r-Stirling and r-Whitney numbers of the first and second kind, respectively,
by the counterpart of the formula (⋆).

In the literature we find neither the Legendre nor the Jacobi variant of Lah numbers.
Now, similarly to Section 5, we introduce more general combinatorial numbers,
the Jacobi–Whitney–Lah numbers. According to the above, we can do this in two
different ways.

If we consider ordered blocks instead of blocks in the combinatorial definition of
Jacobi–Whitney numbers of the second kind, we obtain Jacobi–Whitney–Lah num-
bers of the first type.

Definition 6.1. ([5, Definition 2.1])
Let 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0. An ordered pair (Φ1,Φ2) is an m-colour r-Jacobi–
Whitney–Lah pair of partitions with parameter (n, k) if

• Φ1 is a Whitney-coloured 0-partition of the elements 1, . . . , n with m colours into
k ordered blocks,

• Φ2 is a Whitney-coloured r-partition of the elements 1, . . . , n+ r with m colours
into k + r ordered blocks,

• the set of maxima of the ordered blocks in Φ1 coincides with the set of maxima
of the non-distinguished ordered blocks in Φ2.

The number of these pairs of partitions into ordered blocks is given by the m-colour
r-Jacobi–Whitney–Lah number of the first type JWL

(1)
m,r(n, k).

We introduce Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type as the sum of the
products of Jacobi–Whitney numbers of the first kind with fixed first parameter and
Jacobi–Whitney numbers of the second kind with fixed second parameter.
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Definition 6.2. ([5, Definition 3.1])
Let 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0. Then the number JWL

(2)
m,r(n, k) defined by the

formula

JWL(2)
m,r(n, k) =

n∑
j=k

jwm,r(n, j)JWm,r(j, k)

is called an m-colour r-Jacobi–Whitney–Lah number of the second type.

In the remaining part of this section we will see that, contrary to the previous ge-
neralizations of Lah numbers, the two approaches of Jacobi–Whitney–Lah numbers
produce different combinatorial numbers.

6.2 Jacobi–Whitney–Lah numbers of the first type

The combinatorial definition of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the first type im-
plies that if n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

JWL(1)
m,r(n, 0) = δn,0, JWL(1)

m,r(n, n) = 1.

In the next theorem we give further special values of Jacobi–Whitney–Lah numbers
of the first type.

Theorem 6.3. ([5, Theorem 2.2])
If n,m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(1)
m,r(n, 1) = mn−1n! (2m+ 2r|m)n−1 ,

JWL(1)
m,r(n, n− 1) = 4m

(
2m

(
n

3

)
+ (m+ r)

(
n

2

))
.

We show the recurrence relation of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the first type
also in a combinatorial way.

Theorem 6.4. ([5, Theorem 2.3])
If 1 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(1)
m,r(n+ 1, k) = JWL(1)

m,r(n, k− 1) +m(n+ k)(m(n+ k) + 2r)JWL(1)
m,r(n, k).

The vertical recurrence of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the first type is also
proved by a combinatorial idea.
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Theorem 6.5. ([5, Theorem 2.4])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(1)
m,r(n+ 1, k + 1)

=
n∑

j=k

(m(n+ k + 1)|m)n−j (m(n+ k + 1) + 2r|m)n−j JWL(1)
m,r(j, k).

In the following theorem we present a formula for Jacobi–Whitney–Lah numbers of
the first type, which is similar to the expression of Jacobi–Whitney numbers with
symmetric polynomials.

Theorem 6.6. ([5, Theorem 2.5])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(1)
m,r(n, k) =

∑
1≤i1<i2<···<in−k≤n−1

n−k∏
j=1

m(2ij − j + 1)(m(2ij − j + 1) + 2r).

6.3 Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type

From the definition of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type as well as
the corresponding properties of Jacobi–Whitney numbers of the first and second
kind we obtain that if n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

JWL(2)
m,r(n, 0) = δn,0, JWL(2)

m,r(n, n) = 1.

Other special values of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type are given
in the next theorem.

Theorem 6.7. ([5, Theorem 3.2])
If n,m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(2)
m,r(n, 1) =

(m(m+ r))n,m,r

m(m+ r)
,

JWL(2)
m,r(n, n− 1) = 2m

(
2m

(
n

3

)
+ (m+ r)

(
n

2

))
.

With the help of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type we can describe
the connection between quadratically rising and quadratically falling factorials.
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Theorem 6.8. ([5, Theorem 3.3])
If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

xn,m,r =
n∑

k=0

JWL(2)
m,r(n, k)x

k,m,r
,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

(−1)n−kJWL(2)
m,r(n, k)x

k,m,r.

In the recurrence relation of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type, the
sum of the coefficients in the recurrences of Jacobi–Whitney numbers of the first
and second kind appears.

Theorem 6.9. ([5, Theorem 3.4])
If 1 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(2)
m,r(n+1, k) = JWL(2)

m,r(n, k−1)+(mn(mn+r)+mk(mk+r))JWL(2)
m,r(n, k).

For Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type the following vertical recur-
rence holds.

Theorem 6.10. ([5, Theorem 3.5])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

JWL(2)
m,r(n+ 1, k + 1) =

n∑
j=k

(m(k + 1)(m(k + 1) + r))n+1,m,r

(m(k + 1)(m(k + 1) + r))j+1,m,r
JWL(2)

m,r(j, k).

In the next theorem we present the explicit formula of 1-colour r-Jacobi–Whitney–
Lah numbers of the second type.

Theorem 6.11. ([5, Theorem 3.6])
If 0 ≤ k ≤ n and r ≥ 0, then

JWL
(2)
1,r(n, k) =

1

(2k + r)!

2k+r∑
j=0

(−1)j
(
2k + r

j

)
(k−j+1)r ((k − j)(k − j + r))n,1,r .

Similarly to Lah numbers, Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second type are also
self-orthogonal.
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Theorem 6.12. ([5, Theorem 3.7])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

n∑
j=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)JWL(2)

m,r(j, k) = δn,k.

The following theorem gives relations between Jacobi–Whitney–Lah numbers of the
second type and Jacobi–Whitney numbers of the first as well as second kind.

Theorem 6.13. ([5, Theorem 3.8])
If 0 ≤ k ≤ n, m ≥ 1 and r ≥ 0, then

n∑
j=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)jwm,r(j, k) = jwm,r(n, k),

n∑
j=k

(−1)n−jJWm,r(n, j)JWL(2)
m,r(j, k) = JWm,r(n, k).

By using the transition coefficients introduced in Subsection 5.3, we can prove more
general connections between quadratically rising and quadratically falling factorials
than Theorem 6.8.

Theorem 6.14. ([5, Theorem 3.9])
If n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

xn,m,r =
n∑

k=0

n∑
j=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, k)x

k,l,s
,

xn,m,r =
n∑

k=0

n∑
j=k

Tm,l,r,s(n, j)JWL
(2)
l,s (j, k)x

k,l,s
,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

n∑
j=k

(−1)n−jJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, k)x

k,l,s,

x
n,m,r

=
n∑

k=0

n∑
j=k

(−1)n−k Tm,l,r,s(n, j)JWL
(2)
l,s (j, k)x

k,l,s.

Now, applying transition coefficients again, we generalize first Theorem 6.12, then
Theorem 6.13.
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Theorem 6.15. ([5, Theorem 3.10])
If 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 and r, s ≥ 0, then

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)JWL

(2)
l,s (i, k) = Tm,l,r,s(n, k).

Theorem 6.16. ([5, Theorem 3.11])
If 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 and r, s ≥ 0, then

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)j−kJWL(2)
m,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)jwl,s(i, k) = jwm,r(n, k),

n∑
j=k

j∑
i=k

(−1)n−jJWm,r(n, j)Tm,l,r,s(j, i)JWL
(2)
l,s (i, k) = JWl,s(n, k).

Finally, we consider what happens if we combine Jacobi–Whitney numbers of the
first and second kind with different number of colours and different number of dis-
tinguished elements in the definition of Jacobi–Whitney–Lah numbers of the second
type.

Theorem 6.17. ([5, Theorem 3.12])
If 0 ≤ k ≤ n, m, l ≥ 1 and r, s ≥ 0, then

n∑
j=k

jwm,r(n, j)JWl,s(j, k) =
n∑

j=k

Tm,l,r,s(n, j)JWL
(2)
l,s (j, k).
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