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1. Bevezets

A disszertacio két nagyobb részbdl all. Az 1. részben az algebrai szamelmélethez
kapcsolodoan algebrai szamtestek monogenitasaval foglalkozunk, a II. részben pedig
a leszamlalo kombinatorikahoz két6dGen kiilonb6z6 Stirling-tipust szamokat vizs-
galunk.

Algebrai szamtestek monogenitasanak vizsgalata, ehhez szorosan kapcsolédoan adott
indexid elemek keresése, a minimélis index és testindex meghatarozasa az algebrai
szamelmélet egy lényeges teriiletét képezik.

Ismert, hogy minden algebrai szdmtestnek létezik egész bézisa. Ezzel szemben az

(1,a,a2, .. .,a"il) alaku egész bazis, az ugynevezett hatvdny egész bdzis 1étezése
mar nem garantalt. Egy algebrai szamtestet akkor neveziink monogénnek, ha létezik

hatvany egész bazisa. Ekkor a-t a fenti hatvany egész bézis generdtoranak hivjuk.

A bevezets tovabbi részében legyen K egy n-edfoki algebrai szamtest és jelolje Zk a
K-beli algebrai egészek gytirtdjét. Egy o € Zk primitiv elem I(«) indezén a (Z]a], +)
részcsoport indexét értjiik a (Zk,+) csoportban. A definiciobol azonnal kovetkezik,
hogy « pontosan akkor general hatvany egész bazist, ha az indexe 1.

Egy algebrai szamtestet jellemz6 két érték a minimalis index és a testindex. A K
szamtest mx minimdlis indexét, illetve ix testindexrét rendre a K-beli primitiv al-
gebrai egész elemek indexeinek minimumaként, illetve legnagyobb ko6zos osztojaként
definialjuk. Nyilvanval6, hogy a szamtest testindexe egyuttal osztdja a minimalis in-
dexnek is, tovibbé egy szamtest minimalis indexe pontosan akkor 1, ha a szamtest
monogén.

Legyen (w1 = 1,w2,...,wn) egész bazisa K-nak. Ekkor létezik I(Xo,..., X,) egész
egylitthatos, homogén, n — 1 hatarozatlan, % foku polinom ugy, hogy ha az
a € Zx primitiv elem az egész bazisban a = x1 +Tow2 +. .. + Tpwn (T1,...,Tn € Z)
alaku, akkor

I(a) = |I(z2,...,24)].

Ezt a polinomot a fenti egész béazishoz tartozo index formdnak nevezziik.

Adott A pozitiv egész szam esetén az A indext elemek keresése igy ekvivalens az
I(z2,...,2n) = £A

diofantoszi egyenlet, az ugynevezett index forma egyenlet megoldéasaval.



A disszertaci6 2. fejezetében egy negyedfoku szamtestcsalad, a biciklikus bikvadrati-
kus szamtestek esetén végziink monogenitashoz két6ds vizsgalatokat. A szakiroda-
lom attekintése utan a [4] publikiciora épiils 2.2. alfejezetben sziikséges és elégséges
feltételeket adunk teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestekben prim,
illetve kis indexd elemek létezésére, valamint meg is hatarozzuk ezeket az adott
indexti elemeket. A [6] cikken alapuld 2.3. alfejezetben T. Nakahara egy tételének
erdsitéseként megmutatjuk, hogy tetszéleges természetes szdm esetén végtelen sok
olyan teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szdmtest van, melynek 1 a testin-
dexe, minimalis indexe pedig éppen az adott szdimmal egyenls. Hasonlé allitdsokat
bizonyitunk a testindex tobbi lehetséges értékére is.

A 3. fejezetben a [7] publikici6é eredményeit mutatjuk be, megvalaszolva egy tiszta
negyedfoku szamtestek monogenitasaval kapcsolatos korabbi sejtést. Gaal 1. és Re-
mete L. azt sejtették, hogy az m =1 (mod 4) kongruenciat teljesits, négyzetmentes
m értékeket tekintve pontosan harom monogén Q(/m) alaki szamtest létezik. Ezzel
szemben belatjuk, hogy ha az abc-sejtés igaz, akkor az ilyen monogén szamtestek
szama végtelen. Vizsgaljuk tovabba a négyzetmentes paraméteri tiszta negyedfoku
szamtestek minimalis indexét, teljesen komplex esetben pedig leirjuk a minimaélis
indext elemeket is.

II.

A leszamlalo kombinatorikaban alapvetd fontossaguak a Stirling-szamok. Ismert,

hogy az m elséfaju Stirling-szam az 1,...,n szamok olyan permutéaciéit szamlalja

Ossze, melyek k darab paronként idegen ciklus szorzatara bomlanak, mig az {Z
mdsodfaju Stirling-szdm az 1,...,n elemek k darab osztalyba torténd osztalyozasai-
nak szamat jeloli (0 < k < n). Ezeket a szamokat J. Stirling [79] rendre az emelkedd

faktorialisok és hatvanyok, valamint a hatvanyok és siillyeds faktoridlisok kozotti

n

s-El g

k=0 k=0

polinomos 6sszefiiggésekkel definialta, ahol z-nek az n-edik emelkedd és k-adik stllye-
dd faktoridlisat az

n—1 k—1
x":H(x—i—j), mEZH(x—j)
j=0 j=0

modon értelmezzik.



lil szamit az elemek sorrendje, a Lah-szdmokhoz jutunk, azaz az LZJ Lah-szdm az
1,...,n elemek k darab rendezett osztalyba torténd osztalyozasainak szamét adja
meg (0 < k < n). A Lah-szamok segitségével leirhat6 az emelkedd és siillyeds fakto-
rialisok kozotti kapesolat, eredetileg 1. Lah [54, 55] is ezzel a polinomos azonossaggal
definialta a késSbb rola elnevezett szamokat. Az LZJ Lah-szam elgallithatd n felss
paramétert els6faji Stirling-szamok és k als6é paramétert masodfaja Stirling-szamok
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Az els6- és masodfaju Stirling-szamoknak sok &ltalanositasa és valtozata ismert.

szorzatosszegeként az

formulaval.

A dolgozatban szamunkra az r-altalanositas kiemelt fontosséagi, amikor megtiltjuk,
hogy bizonyos elemek egy ciklusba, illetve egy osztalyba keriiljenek.

Legyenek 0 < k < n és r > 0 egész szamok. Az 1,...,n+r szaimok egy permutacio-
jat /osztalyozasat r-permutdcionak/r-osztdlyozdsnak nevezzik, ha azn+1,... ,n+r
elemek kiilonbo6z6 ciklusokban/osztalyokban allnak. Ekkor az n + 1,...,n + r sza-
mokat kitiintetett elemeknek nevezziik, az Sket tartalmazo ciklusokat és osztélyokat
pedig kitintetett ciklusoknak és kitiintetett osztdlyoknak hivjuk. Az [Z] elséfaju
r-Stirling-szdm az 1,...,n + r elemek olyan r-permutécidinak szamét jglbli, me-
lyek ciklusfelbontasdban k + r darab paronként idegen ciklus szerepel, mig az {7
mdsodfaji r-Stirling-szam az 1,...,n + r szamok k + r darab osztalyba torténd
r-osztalyozasainak szamat adja meg. L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] és R. Merris
[58] egymaéstol fiiggetleniil definialtak ezeket a kombinatorikus szamokat.

A fentiekhez hasonléan Nyul G. és Récz G. [73] az |}| r-Lah-szimot az 1,...,n+r
elemek k + r darab rendezett osztalyba torténd r-osztalyozésainak szamaként értel-

mezték.

Az r-Stirling-szamokat tovabb altalanositjak a Mez6 L. [59] altal bevezetett els6faja
és masodfaji r-Whitney-szamok, melyeknek Gyimesi E. és Nyul G. [41] az elemek
szinezésével tulajdonitott kombinatorikus tartalmat.

A fejezet hatralévs részében legyenek 0 < k < n, m > 1 és r > 0 egész szamok. Egy
m-szines Whitney-szinezett r-permutdcion egy olyan r-permutéciot értiink, ahol
e a ciklusok legnagyobb elemei nincsenek szinezve,

e cgy kitiintetett ciklusban egy elem nincs szinezve, ha a kitiintetett elemtsl eddig
az elemig tarto ciklusiven nincs néla nagyobb elem,



e minden més elem m szin valamelyikével szinezett.

A W r(n, k) m-szines elséfaji r- Whitney-szdm az 1, ..., n+r elemek olyan m-szines
Whitney-szinezett r-permutacidinak szaméat adja meg, melyek k+r darab paronként
idegen ciklus szorzataként irhatéak fel.

Egy m-szines Whitney-szinezett r-osztdlyozds egy olyan r-osztéalyozést jelent, ahol
e az osztalyok legnagyobb elemei nincsenek szinezve,

e a kitiintetett osztilyok elemei nincsenek szinezve,

e minden més elem m szin valamelyikével szinezett.

A Wir(n, k) m-szines mdsodfaji r- Whitney-szdm az 1,...,n+r elemek k+r darab
osztalyba torténd, m-szines Whitney-szinezett r-osztalyozasait szamlalja Gssze.
Megjegyezziik, hogy Mezd 1. a fenti szamokat polinomos azonossagokkal definialta,
melyekben mar m differencidji n-edik emelkedd és m differencidju k-adik stllyedd
faktoridlisok jelennek meg. Ezeket az

(alm)" = [[ (@ +ms). (el = [[(@ —m3)

mobdon jeloljiik és értelmezziik.

Az r-Whitney-Lah-szamokat G.-S. Cheon és J.-H. Jung [14] a (%) formula minta-
jara els6- és masodfaju r-Whitney-szamok szorzatosszegeként definidltak. Késébb
Gyimesi E. és Nyul G. [41] kombinatorikusan is értelmezték ezeket a szdmokat az
el6bb emlitett szinezési szabalyok megfelel§ méddositasaval.

Egy m-szines Whitney-szinezett, rendezett osztdlyokba térténd r-osztdlyozdson egy
olyan rendezett osztélyokba valé r-osztalyozast értiink, ahol
e a rendezett osztalyok legnagyobb elemei nincsenek szinezve,

e egy Kkitilintetett rendezett osztélyban egy elem nincs szinezve, ha ezen elem és a
kitiintetett elem kozott nincs nala nagyobb elem,

e minden més elem m szin valamelyikével szinezett.

A W Ly, r(n, k) m-szines r- Whitney—Lah-szdm az 1, ..., n+r elemek m-szines Whit-
ney-szinezett, k + r darab rendezett osztalyba torténd r-osztalyozasainak szdmat
jeloli.

Az értekezés 4. fejezetében a masodfaja r-Stirling-szamok egy olyan valtozataval fog-
lalkozunk, ahol az osztalyok elemszama legfeljebb 2 lehet. Az igy ad6do korlatozott
r-Stirling-szamokra vonatkoz6 kombinatorikus tételeinket, valamint a korlatozott
r-Bell-polinomokon keresztiil vizsgalt log-konkav és unimodalis tulajdonsagaikat
a [8] publikaci6 tartalmazza.



Az 5. fejezetben a roviden ismertetett Jacobi-Stirling-szamok Whitney-tipusa al-
talanositasaként Gj kombinatorikus szamokat értelmeziink. Az els6- és masodfaja
Jacobi-Whitney-szamok bizonyos Whitney-szinezett r-permutéciokbol, illetve
r-osztalyozasokbol allo rendezett parokat szamlalnak Gssze. Tulajdonsagaik igazo-
lasédnal itt is toreksziink a kombinatorikus uton torténd bizonyitasokra, tovabbé
belatjuk, hogy a segitségiikkel képzett Jacobi-Dowling-polinomok gyokei valosak.
Eredményeink a [9] cikkben talalhatoak.

A Lah-szamok Jacobi—-Whitney-valtozatanak bevezetésére két ut all el6ttiink: értel-
mezhetjiik Sket kombinatorikusan vagy a (x) formuldhoz hasonléan az els6- és ma-
sodfaja Jacobi-Whitney-szamok segitségével. Varakozasainkkal ellentétben a kiilon-
bozsképpen definialt Jacobi-Whitney—Lah-szamok nem esnek egybe, vizsgéalatukat
az [5] publikacionak megfelelGen a disszertécio 6. fejezetében részletezziik.



I. rész

Algebrai szamelméleti vizsgalatok

2. Biciklikus bikvadratikus szamtestek

2.1. Monogenitassal kapcsolatos korabbi eredmények

Legyenek m,n € Z \ {0,1} kiilonboz6 négyzetmentes egész szamok. Ekkor a
Q (v/m, y/n) alaka algebrai szamtesteket biciklikus bikvadratikus szdmtesteknek ne-
vezziik. A dolgozatban csak teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestekkel
foglalkozunk, azaz amikor m < 0 vagy n < 0. A Q (y/m, y/n) biciklikus bikvadrati-
kus szamtest esetén m és n legnagyobb kozos osztojat jelolje d > 0, illetve legyenek
m1 és ny olyan egészek, hogy m = dmi és n = dn; teljesiil.

Minden Q (y/m, v/n) teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtest m, n, mi és
n1 elGjele, illetve 4-gyel vett osztasi maradéka alapjan besorolhato az alabbi nyolc
eset valamelyikébe:

l.eset: m >0,n<0,m=1(mod4),n=1 (mod 4), mi =1 (mod 4), n1 =1
(mod 4)
2.eset: m >0, n <0, m=1 (mod 4),n =1 (mod 4), mi =3 (mod 4), n1 =3
(mod 4)

3/A. eset: m>0,n<0,m=1 (mod 4), n =2 ( )
3/B.eset: m<0,n>0,m=1 (mod 4),n=2 ( )
4/A. eset: m > 0,n <0, m=2 (mod 4), n =3 (mod 4)
4/B. eset: m <0,n>0,m=2 (mod 4), n =3 ( )
5/A. eset: m > 0,n <0, m=3 (mod 4), n =3 ( )
5/B. eset: m < 0,n <0, m=3 (mod 4), n =3 (mod 4)

Biciklikus bikvadratikus szdmtestek monogenitasi kérdéseivel T. Nakahara, Gaal I.,
Peths A., M. Pohst, M.-N. Gras, F. Tanoé, Y. Motoda, H. H. Kim, Z. Wolske,

B. Jadrijevi¢, T. Funakura, Nyul G., valamint M.-L. Chang foglalkozott.

Most kiemeljiik azokat az eredményeket, amelyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz.
K. S. Williams [80] minden esetben megadta a biciklikus bikvadratikus szamtestek
egy egész bazisat (2.1. Lemma), majd Gaal I., Pethd A. és M. Pohst [29] kiszamitot-
tak az ezekhez tartozo index formakat (2.2. Lemma). Tovabba sziikséges és elégséges



feltételeket igazoltak arra vonatkozoéan, hogy biciklikus bikvadratikus szamtestek
testindexe pontosan mikor egyenld 12 egy adott osztojaval (2.3. Lemma).

2.2. Prim és kis indexii elemek

Nyul G. [70] 1 indexd elemekre vonatkozé eredményének kiterjesztéseként elészor
paratlan prim indext elemek létezésére adunk sziikséges és elégséges feltételeket
teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestekben, és meg is hatarozzuk ezeket
az adott indexd elemeket.

2.5. Tétel. (|4, Theorem 3.1])

Legyenek m,n € Z\ {0, 1} kilonbozd négyzetmentes egész szamok, melyek a teljesen
komplex esetben korabban felsorolt nyolc eset valamelyikébe tartoznak, tovdbbd jeldlje
(w1, w2, ws,ws) a Q(v/m,/n) biciklikus bikvadratikus szdmtest 2.1. Lemmdban meg-
adott egész bdzisdt. Ekkor ha p pozitiv pdratlan primszdm, akkor a Q(v/m,/n) szdm-
testben p indextd elem létezésének sziikséges és elégséges feltételeit, illetve az adott
feltételek teljesiilése esetén a p indexd xiwi + Tows + r3ws + Taws (1, T2, 3, T4 € Z)
elemeknek az egész bazisra vonatkozé koordindtdit az 1. tdbldazat tartalmazza. Az 1.
és 2. esetben nincs p indexd elem.

Az alabbiakban az el6z8 tételbdl kimarado, legfeljebb 10 indexd elemek 1étezését
vizsgéljuk teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestekben.

2.6. Tétel. ([4, Theorem 3.2])

Legyenek m,n € Z\ {0, 1} kilonbozd négyzetmentes egész szamok, melyek a teljesen
komplex esetben kordbban felsorolt nyolc eset valamelyikébe tartoznak, tovdbbd jeldlje
(w1, w2, ws,ws) a Q(v/m,/n) biciklikus bikvadratikus szamtest 2.1. Lemmdban meg-
adott egész bdzisdt. Ekkor a Q(y/m,+/n) szdmtestben A € {2,4,6,8,9,10} indexd
elem létezésének sziikséges és elégséges feltételeit, illetve az adott feltételek teljesii-
lése esetén az A indexd riwi + Tows + T3ws + Taws (T1,%2,23,24 € Z) elemeknek
az egész bdzisra vonatkozd koordindtdit a 2-7. tdblazatok tartalmazzdk. Az A indexd
elemek tabldzatdban nem szerepld esetekben nincs A indexi elem.

Itt a 4 indexd elemekre vonatkozo eredményt mutatjuk be, a tobbi tabldzat a disszer-
tacioban megtalalhato.
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1. tadblazat. Prim

indexii elemek

(22,23, 24)

eset, feltétel
hap=1 (mod 4): +(1,1,0), +(1, ~1,0)
3/A. dz}ll,m—lél(n:dp4)(*)
ap=1 (mod 4):
el dedm—p (%) +(1,-1,2),+(1, 1, -2)
ha p = 3: £(1,0,1),£(1, —1,1),
m=-3,n=6 (% +(-1,0,1), £(~1,-1,1)
ha p=1 (mod 4):
m1:—1,d—4n1 = —p
ha p = 3 (mod 4): +(1,-1,2), #(1,1,-2)
3/B. m}ll:p__l’3d_4m L
=3 (mod 4):
dmldnomep (2 +(1,1,0),£(1, —1,0)
ha p =5 (mod 16),
p — 1 négyzetszam és i(@,o, 1),i(‘/1?, -1,1),
pTH' négyzetmentes: :I:(‘/pzj,(),fl),:l:(@,l,fl)
m=-3,n= pT'H (%)
mi=2,d—mn=2p (% £(0,0,1),£(—1,0,1)
ha p = 3: £(0,1,1), £(0, -1, 1),
m=2n=-1 (x) +(-1,1,1), £(-1,-1,1)
4/A. ha p=1 (mod 4),
p — 1 négyzetszam és +(0, ‘/1?, 1), =(0, ‘/‘;Tl, -1),
p + 1 négyzetmentes: +(-1, ‘/’?7 1), £(1, ‘/1?, -1)
m=p+1,n=-1 (%)
4/B. mi=—2,d—ni—+2p £(—1,0,1),£(0,0,1)
d=1,m—-n=4p (%) £(0,1,0),£(-1,1,0)
hap=1 (mod 4):
n=-1,4d—mi=p
ha p =3 (mod 4): (=121, £(1,-2,1)
5/A. ny=-1,4d—mi; = —p
ha p=1 (mod 16),
p — 1 négyzetszam és +(0,1, ¥2-1), +(0, -1, YB-1),
82t négyzetmentes: +(-1,1, @),:I:(l,—l7 Ty
= 9 o Bl (y
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d=1,m—n==24p

+(0,1,0), £(—1,1,0)

hap=1 (mod 4):

:l:(_L 27 1)7 :l:(lv _27 1)

5/B. nm=-14d—mi=p ()
hap=1 (mod 4):
+(1,0,1),£(-1,0,1
m1=—1,4d—n1:p (*) (’7)7 ( ’7)
3. tablézat. 4 indexi elemek
eset feltétel (z2,z3,24)
n=-1,4d—-—m =1 :|:(1,172) +(1,-3,2)
2. ny = —l, d—4m; = —1 :|:(27 ) :|:( —3,4)
n=-1,d—my ==+4 :I:(l,O7 2),£(1,-2,2)
3/A. n=-2,d—my =14 +(0,0,1),£(0,—1,1)
m=-3,n=2
: + 1 1,1
3/B m:73,n:6 (0705 ) (07 ’ )
mp =—1,d—16n; = -1 +(1,-2,4),£(1,2,-4)
m=3,n=—13
mzll,n:—S i(07170)7i(_17170)
:t(07171)7:|:(_17171)7
—3 . n=—1
5/A " i :l:(0717_1)7:t(_1717_1)
‘ m=15n=—1 :t(07170)7:|:(_17170)7
B ’ B i(_27471)7i(_2747 )
=-1,16d—m1 =1,
:l:(_27471)7:t( 2747 )
( m,n) # (15, -1)
5/B. d=1,m—-—n==+16 +(0,1,0),+(—1,1,0)
Megjegyzés. Vildgos, hogy rogzitett p prim mellett csak véges sok olyan m és n egész

szam létezik, melyek eleget tesznek a (x)-gal jelolt feltételeknek és az adott esetbe
tartoznak. Az 1. tablazatban szerepls tobbi feltételrsl, valamint a 2-7. tablazatok
nem konkrét m és n értékeket ado feltételeirsl igazolhat6, hogy azokat végtelen sok
(m,n) szampér teljesiti.
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2.3. Minimalis index

A minimélis index kapcsdn tobb szamtestcsalad esetén is sziilettek olyan eredmé-
nyek, amelyek szerint tetszélegesen rogzitett természetes szam esetén végtelen sok,
az adott testcsaladba tartozo szamtest létezik, amelynek minimalis indexe nagyobb
az elére megadott szamnal. Ilyen tipusua allitast bizonyitott M. Hall, D. S. Dummit,
H. Kisilevsky, T. Funakura, valamint T. Nakahara [68], aki tébbek kozott igazolta,
hogy barmely természetes szam esetén végtelen sok biciklikus bikvadratikus szam-
test van, amelynek testindexe 1 és minimalis indexe nagyobb, mint az el6re rogzitett
Szam.

B. K. Spearman, Q. Yang és J. Yoo [76] a fenti problémakort 4j iranybol kozelitették
meg. Igazoltak, hogy tetszSleges kdbmentes természetes szam esetén végtelen sok
tiszta harmadfoku szamtest 1étezik, melynek minimélis indexe pontosan az adott
szammal egyenlS. Az alabbi tételben T. Nakahara fenti, biciklikus bikvadratikus
szamtestekre vonatkoz6 eredményét erdsitjiik ilyen modon és az allitast kiterjesztjik
a testindex tobbi lehetséges értékére is.

2.7. Tétel. ([6, Theorem 1.1])

(1) Ha a € {1,3}, akkor a bdarmely A pozitiv tobbszorose esetén végtelen sok tel-
jesen komplex biciklikus bikvadratikus szdmtest létezik, melynek testindexe a és
minimdlis indeze A.

(2) Ha a € {2,4,6,12}, akkor 2a bdrmely A pozitiv t6bbszérdse esetén végtelen sok
teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtest létezik, melynek testindeze a
és minimdlis indexe A.

Megjegyzés. A 2.6. Tétel alapjan mutathatok példak arra, hogy a méasodik allitas a
nem minden A pozitiv t6bbszorose esetén teljesiil.
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3. Tiszta negyedfoki szamtestek

3.1. Monogenitassal kapcsolatos korabbi eredmények

Legyen m € Z\{—4} negyedikhatvany-mentes egész szam, ami nem négyzetszam. Ha
9 gycke az X* —m irreducibilis polinomnak, akkor a K., = Q(0) algebrai szamtestet
tiszta negyedfoku szdmtestnek nevezziik, melyre a tovabbiakban a K,, = Q(¥/m)
jelolést hasznéljuk. A fejezetben csak olyan K, tiszta negyedfoku szamtestekkel
foglalkozunk, ahol m négyzetmentes.

A K, tiszta negyedfoku szamtestek vizsgélatanal négyzetmentes m esetén a kévet-
kez6 harom esetet kiilénboztetjiik meg:

1. eset: m = 2 vagy 3 (mod 4)

2. eset: m =1 (mod 8)

3. eset: m =5 (mod 8)

T. Funakura [25] (lasd még [34, 63]) megadta a tiszta negyedfoki szamtestek egy
egész bazisat és a hozza tartozo index format (3.1. Lemma), ezzel egyiitt vizsgalta
a monogenitasukat is.

Gaal I. és Remete L. [34] olyan négyzetmentes m értékek esetén, melyekre m # 9
(mod 16), teljeskortien leirtak a K,, tiszta negyedfokii szamtestek monogenitasat
(lasd még T. Funakura el6bb emlitett eredményét). A kimarad6 eset kapcsan az
alabbi sejtést fogalmaztak meg: Ha m négyzetmentes és m = 9 (mod 16), akkor
K, pontosan akkor monogén, ha m = 73 vagy 89, egyébként pedig K,, minimélis
indexe 8. Mint latni fogjuk, a helyzet ennél joval bonyolultabb, ugyanis nem csak ez
a két kivétel van, hanem valészintileg végtelen sok.

3.2. Minimalis index

Az alabbi tétel alapjan négyzetmentes paraméterd tiszta negyedfoku szamtestek
minimalis indexe 1, 4 vagy 8, és mindharom érték végtelen sok ilyen szamtest esetén
fordul els. Ha azonban a fenti eseteket kiilon-kiilon tekintjiik, a helyzet korantsem
irhato6 le ilyen egyszertien.

3.3. Tétel. (|7, Theorem 3.1])
Legyen m € Z\ {0, 1} négyzetmentes egész szdm és K = Q(&/m).

o Az 1. esetben K,, minimadlis indexe 1.
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o A 2. esetben K,, minimdlis indexe 1 vagy 8. A minimdlis index végtelen sok m
esetén 8, és ha az abc-sejtés igaz, akkor szintén végtelen sok m esetén 1. Feltéve
azonban, hogy m < 0, a minimdlis index csak m = —7 esetén 1.

o A 3. esetben K,, minimdlis indexe m = —3 esetén 1, amigy 4.

A teljesen komplex esetben, azaz a negativ paramétert tiszta negyedfokt szamtestek
esetén meg is hatarozzuk az Gsszes minimélis indext elemet.

3.4. Tétel. (|7, Theorem 3.2])

Legyen m < 0 négyzetmentes egész szdm, Kp, = Q(/m), tovdbbd (w1,w2,ws,ws)
jelélje a K, szimtest 3.1. Lemmdban megadott egész bdzisdt. Ekkor a minimdlis
indextd x1w1 + Tows + Tsws + Taws (T1,%2,%3,24 € Z) elemeknek az egész bdzisra
vonatkozd koordindtdi

e m = —1 esetén (x2,x3,24) = £(0,0,1), +(1,0,0);

e m = —3 esetén (x2,x3,z4) = £(0,0,1), £(-1,0,1), £(1,1,0), £(1, —1,0);
e m = —7 esetén (x2,x3,24) = £(0,0,1), (0, —1,1);

e m = —15 esetén (x2,x3,24) = £(0,0,1), £(0,—1,1), £(1,0,0);

m ¢ {—1,-3,-7,—15} esetén (z2,z3,24) = +(1,0,0).

—_— —~
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II. rész

Leszamlal6 kombinatorikai vizsgalatok

4. Korlatozott r-Stirling-szamok

4.1. A korlatozott r-Stirling-szamok fogalma

Bizonyos mésodrendi differencidlegyenletek megoldasaként H. L. Krall és O. Frink
[53] vezették be a Bessel-polinomokat, melyek egyiitthat6it kombinatorikus megko-
zelitésbdl J. Y. Choi és J. D. H. Smith [16] vizsgaltak els6ként. Kombinatorikus
tartalommal lattak el a Bessel-polinomok dtparaméterezett egyiitthatoit, melyeket
Bessel-szamoknak neveztek. A Stirling-szdmokkal val6é szoros kapcsolatukat jelzi,
hogy a szakirodalomban a Bessel-szamokat korlatozott Stirling-szamokként is emli-
tik, a dolgozatban mi ezt a széhasznalatot kovetjiik.

Az {Z}Sz korldtozott Stirling-szam az 1,...,n szamok k darab legfeljebb kételemt
osztalyba torténd osztalyozasait szamlalja ossze (0 < k < n).

A Stirling-szamok korabbi r-altalanositasidhoz hasonléan G.-S. Cheon, J.-H. Jung
és L. W. Shapiro [15] az {Z}fQ korldtozott r-Stirling-szdmot az 1,...,n +r elemek

k + r darab legfeljebb kételemii osztalyba torténd r-osztalyozasainak szamaként ér-
telmezte (0 < k <mn, r > 0).

4.2. A korlatozott r-Stirling-szamok tulajdonsagai

<2
r > 0é n > 2k + r esetén {2}7 = 0, mig ha n < 2k + r, akkor van megfelels
r-osztélyozéas. "

. L , . 2 n <2 n . n <2
Nyilvanval6 tovabba, hogy n,r > 0 esetén {O}r =7r+és {”}r =1.
A korlatozott r-Stirling-szamok rekurziojat kombinatorikus gondolatmenettel bizo-

nyitjuk.
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4.1. Tétel. ([8, Theorem 2.1])
Hal<k<nésr >0, akkor

n+1 =2 n <2 n <2
T B R A (1

A kovetkez tétel fiiggsleges rekurziot ad a korlatozott r-Stirling-szdmokra.

4.2. Tétel. ([8, Theorem 2.2])
HaO0<k<nésr >0, akkor

n+115% & (=2
= 2k 1—4)2=L .
fiie), —Eeere={)
r j=k r
A korlatozott r-Stirling-szamok polinomos azonossagai az eltolt siillyeds és a 2 diffe-

renciaju siillyedd faktorialisok, illetve az eltolt emelkedd és a 2 differenciaju emelkedd
faktorialisok kozott teremtenek kapcsolatot.

4.3. Tétel. ([8, Theorem 2.3])
Ha n,r > 0, akkor

Az alabbi tételben a klasszikus masodfaja Stirling-szamoknal megszokott alaka exp-
licit formulat igazolunk a korlatozott r-Stirling-szamokra vonatkozoéan a szitaformu-
la segitségével.

4.4. Tétel. (|8, Theorem 2.4])
Ha0<k<nésr >0, akkor

{Z}SQ - Q%k' Zk;)(_l)j <I;) 2k — ) + )™
i=

r

0 <k <nésr s> 0 esetén az els6faju r-Stirling-szamok és a masodfaju s-Stirling-
szamok segitségével értelmezziik a

Prk,rs(T) = Z:; B]T{i}swj,k

J
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polinomot. Megmutatjuk, hogy —2 helyettesitésével ezek a polinomok elGjeles kor-
latozott (2s — r)-Stirling-szamokat adnak.

4.5. Tétel. (|8, Theorem 2.5])
Ha0<k<nés0<r<2s, akkor

D k,rs(—2) = (_1)n_k{z}§2

2s—r

Kombinatorikusan bizonyitjuk, hogy mésodfaja r-Stirling-szdmokat kombinélva kor-
latozott s-Stirling-szamokkal 2-szines masodfaju (r+s)-Whitney-szdmokhoz jutunk.

4.6. Tétel. (|8, Theorem 2.6])
HaO0<k<nésr,s>0, akkor

B L) e

=k s

4.3. Korlatozott r-Bell-polinomok

A jol ismert Bell-polinomok egytiitthatoi rogzitett fels§ paramétertd masodfaja Stir-
ling-szamok, igy természetes moédon értelmezhetéek a korlatozott r-Bell-polinomok
a korlatozott r-Stirling-szamok segitségével.

n,r > 0 esetén a
<2

n
=Y {1} o
k=0 T

polinomot az n-edik korldtozott r-Bell-polinomnak nevezziik. Ezeket a polinomokat
J.-H. Jung, Mez6 1. és J. L. Ramirez [49] vezették be, de megjegyezziik, hogy r = 0
esetén mar F. L. Miksa, L. Moser és M. Wyman [60] is vizsgélta Gket.
A korlatozott r-Stirling-szamok rekurzi6janak felhasznéalasaval a korlatozott r-Bell-
polinomokra is megadhat6 rekurzio.

4.7. Tétel. ([8, Theorem 3.1])
Ha n,r >0, akkor

/
B2, (2) = (@ +7—n)Bi(z) + 22 (B2())

A kovetkezékben J.-H. Jung, Mezd 1. és J. L. Ramirez [49] korlatozott r-Bell-
polinomok valds gyckiiségére vonatkozo sejtését igazoljuk.
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4.8. Tétel. ([8, Theorem 3.2])
Han>1ésr >0, akkor a B;?«(x) polinom minden gyéke valds és nempozitiv.

Ennek kévetkezményeként kapjuk, hogy rogzitett fels6 paraméter esetén a korlato-
zott r-Stirling-szamok sorozata log-konkéav és unimodalis.

4.9. Kévetkezmény. ([8, Corollary 3.3])

<2\ ™
Han>1ésr >0, akkor az ({Z}_ ) sorozat log-konkdv és unimoddlis.

T J k=0
A gyokokre vonatkozbdan a fentieken til egy erésebb allitast sejtiink, mely szerint a
negativ gyokok mind egyszeresek.

4.10. Sejtés. (|8, Conjecture 3.4])
Legyen n > 1 ésr > 0. Han < r, akkor a B,%%(x) polinom minden gyoke negativ
és egyszeres. Han > r és

n—

e n=r (mod 2), akkor a B52(z) polinomnak 5 -szeres gydke a 0, a tébbi gydke

negativ €s egyszeres,

n—r+1
2

e n Z r (mod 2), akkor a B%%(m) polinomnak -szeres gqyoke a 0, a tobbi

gyoke negativ és egyszeres.

A sejtéssel kapcsolatban az alabbi részeredményt bizonyitjuk.

4.11. Tétel. ([8, Theorem 3.5])

Legyenn > 1,7 >0 ésn =r (mod 2). Ha a sejtésben szerepld dllitds igaz a B,%a(m)
. <2 ) ) L

polinomra, akkor a B;Jrl’r(x) polinomra is teljestil.
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5. Jacobi—Whitney-szamok

5.1. A Jacobi—Whitney-szamok fogalma

W. N. Everitt, L. L. Littlejohn és R. Wellman [23] tjfajta Stirling-tipust szamokat
definialtak, az ugynevezett méasodfaju Legendre—Stirling-szamokat. Ezek altalanosi-
tasaként néhany év milva K. H. Kwon és G. J. Yoon szerzdkkel kozosen [22] értel-
mezték a méasodfaju Jacobi—Stirling-szamokat. Mindkét valtozatot mély analizisbeli
probléma, a klasszikus méasodrendii Legendre-, illetve Jacobi-differencialkifejezések
kompozicios hatvanyainak spektralelmélete kapcsan vezették be. A [2, 22| cikkekben
ezeknek a szamoknak az els6faju valtozatait is értelmezték (lasd még [3, 21]).

G. E. Andrews és L. L. Littlejohn [3], E. S. Egge [21], valamint G. E. Andrews,
E. S. Egge, W. Gawronski és L. L. Littlejohn [1] a Legendre-Stirling- és Jacobi—
Stirling-szamokat kombinatorikus néz&pontbdl is vizsgaltak (lasd még [35, 61]), vi-
szont az elsG- és masodfaji esetre egységes kombinatorikus értelmezés nem sziiletett.
A kovetkezskben olyan interpretécidkat adunk meg, melyekben egyszerre jelennek
meg permutéciok és r-permutéciok, illetve osztalyozasok és r-osztalyozasok, ezéaltal
illeszkednek a kozonséges Stirling-szdmok definiciéihoz is. Eredményeink azonban
nem csak ezeket a kombinatikus szadmokat érintik, hanem jéval altalanosabbak. Fi-
gyelembe véve az r-Stirling-szdmok korabban emlitett Whitney-altalanositasat, elss-
és mésodfaju Jacobi-Whitney-szdmokat definidlunk, amelyek specialis esetként a
Jacobi-Stirling-szamokat, azok pedig a Legendre—Stirling-szamokat adjak vissza.

5.1. Definicié. ([9, Definition 2.1])

Legyenek 0 < k <n, m >1ésr > 0. Egy (m,m2) rendezett part (n, k) paraméterd

m-szines r-Jacobi—- Whitney-permutdciopdrnak neveziink, ha

e 7 az 1,...,n elemek egy m-szines Whitney-szinezett 0-permutéacidja, amely k
darab paronként idegen ciklus szorzatéra bomlik,

e m az 1,...,n + r elemek egy m-szines Whitney-szinezett r-permutaciéja, amely
k + r darab paronként idegen ciklus szorzataként &ll elg,

e a mi-ben 1évé ciklusok maximumainak halmaza megegyezik a m2-beli nem-kitiinte-
tett ciklusok maximumainak halmazaval.

Ezen permutacioparok szamat jeloli a jwm,r(n, k) m-szines elséfaji r-Jacobi- Whit-

ney-szdm.

Ha m = 1, azaz lényegében eltekintiink a szinezéstdl, akkor az [[Z]] elsdfagi r-Jaco-
I

bi—Stirling-szdmhoz jutunk, specialisan [[Zﬂ pedig elséfaju Legendre—Stirling-szdm.
1
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5.2. Definici6. ([9, Definition 2.2])
Legyenek 0 < k <m, m > 1ésr > 0. Egy (II1, II2) rendezett part (n, k) paraméterd
m-szines r-Jacobi—-Whitney-osztdlyozdspdrnak neveziink, ha

e II; az 1,...,n elemek egy k darab osztalyba torténs, m-szines Whitney-szinezett
0-osztalyozasa,

e [Ix az 1,...,n + r elemek egy k 4+ r darab osztalyba torténs, m-szines Whitney-
szinezett r-osztalyozésa,

e a Il;-ben 1évG osztalyok maximumainak halmaza megegyezik a Il2-beli nem-
kitlintetett osztalyok maximumainak halmazéval.

Ezeket az osztalyozasparokat szamlalja Gssze a JWo, r(n, k) m-szines mdsodfaji
r-Jacobi-Whitney-szdm.

Ha m = 1, akkor az {{Z}} mdsodfaju r-Jacobi-Stirling-szdmot kapjuk, specidlisan
r

{{Z}}l pedig mdsodfaju Legendre—Stirling-szdm.

5.2. A Jacobi—Whitney-szamok tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben a Jacobi-Whitney-szamok tulajdonsagait ismertetjiikk, me-
lyekb&l m = 1, valamint m = r = 1 helyettesitésekkel kapjuk a Jacobi-Stirling- és
a Legendre-Stirling-szamokra vonatkozé megfelels allitasokat.

A definiciokbol kénnyen adédik, hogy n,r > 0 és m > 1 esetén

jwm”f("% O) = JWm’T(na 0) = 5",07 j’(Um,r(n, n) = JWm,T(n7 n) =1
Kombinatorikus 6tletekkel a Jacobi-Whitney-szamok maés specialis értékeit is meg-
kaphatjuk.

5.3. Tétel. (|9, Theorem 2.3])
Han,m>1 ésr >0, akkor

Jwm,r(n,1) = m"_l(n - D (m+ r|m)”_l , IWmr(n,1) = (m(m+ r))n_l,

jwmr(n,n—1) = JWm r(n,n—1) =m (2m (’;’) +(m+7) (’2’)) .

A Jacobi-Whitney-szamokra vonatkozo rekurzidkat is kombinatorikusan bizonyit-
juk.
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5.4. Tétel. (|9, Theorem 2.4])
Hal<k<n,m>1ésr >0, akkor

Jwm,r(n 4+ 1,k) = jwm,r(n, k — 1) + mn(mn + r)jwm,r(n, k),
IWmr(n+1,k) = JWp r(n, k — 1) + mk(mk + ) JWi, »(n, k).

Az alabbi tételben a Jacobi-Whitney-szamok fiigg6leges rekurziojat irjuk le, me-
lyekre kombinatorikus bizonyitast adunk.

5.5. Tétel. (|9, Theorem 2.5])
HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

Jwmr(n+1,k+1)= Z (mn|m)™=L (mn + r|m)"=L jwm (4, k),
j=k

3

JWmr(n+1,k+1) :Z (k+1))""7 (mk4+1) +7)""7 TWnr (G, k).

n,r > 0 és m > 1 esetén értelmezziik az n-edik (m,r)-négyzetesen emelkedd, vala-
mint (m, r)-négyzetesen sillyedd faktoridlist az

-

n—

2T = H (x +mj(mj +r)), H z—mjlmj+r))
=0 i=0

Osszefiiggésekkel. A Jacobi-Whitney-szamok polinomos azonossagai irjak le a kap-
csolatot a négyzetesen emelkedd, illetve négyzetesen siillyedd faktorialisok és a hat-
vanyok kozott.

5.6. Tétel. (|9, Theorem 2.6])
Han,r >0 ésm > 1, akkor

n

2"; Wi ()b, 2 =3 (1) (R,

k=0

Z TWonr (n, a2t

n
Z Y R I W (0, k)z®
k=0 k=0

A polinomos azonossagok felhasznéalasaval megmutathaté az elséfaju és masodfaju
Jacobi-Whitney-szamok ortogonalitasa.
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5.7. Tétel. (|9, Theorem 2.7])
HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

Z(_l)jikjwm>”'(n7j)JmeT(j7 k) = 677«,167
=k

n
S (=1 TWon e (0, 5) Wi, (5, k) = O -
j=k

Az alabbi tételben az els6- és masodfaju Jacobi-Whitney-szamokat elemi és teljes
szimmetrikus polinomok segitségével allitjuk el6 és egyuttal kombinatorikus bizo-
nyitéast is adunk ezekre az Osszefliggésekre.

5.8. Tétel. (|9, Theorem 2.8])
HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor
Jwm,r(n, k) =ep_(m(m+7),2m2m+r),...,m(n —1)(m(n —1) +r)),
JWir(n, k) = hp_p(m(m +71),2m2m+r),...,mk(mk + r)),
ahol en_k(x1,...,21) €s hp_g(z1,...,2;) rendre az (n — k)-adik | hatdrozatland

elemi €s teljes szimmetrikus polinomokat jeldlik.

A kovetkez6 tételben a klasszikus masodfaji Stirling-szamokéhoz hasonlo explicit
formulat igazolunk a mésodfaju Jacobi—Stirling-szamokra.

5.9. Tétel. (|9, Theorem 2.9])
HaO0<k<mnésr >0, akkor

{{Z}}r 2k+r 12§T <2k+r>(k_j+1)?((k—j)(k_j+7'))n

5.3. Atmeneti egyiitthatok

Ebben az alfejezetben azoknak a Jacobi—-Whitney-szamoknak a kapcsolatat vizsgal-
juk, melyeknél a szinek szdma, valamint a kitiintetett elemek szama is kiilonb6z6.
Ehhez sziikségilink van az alabbi szdmok bevezetésére.

Rogzitett m,l > 1 és r,s > 0 esetén a Ty, 1, s(n, k) dtmeneti egyitthatokat
(0 < k < n) definialjuk a kovetkezd kezdeti értékek és rekurzié segitségével:
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® Timirs(m,0)=0n0(n>0), Tnirsnn) =1(Mn>0),

® Tmirsn+1,k) =T 1rs(nk—1)+ (mn(mn+r) —lk(lk+ $)Tmi,rs(n k)
(1<k<n).

Megjegyezziik, hogy m > 1 és r > 0 esetén T, m,r.r(n, k) = 0n 1 (0 < k < ).

Az atmeneti egyiitthato elnevezést az indokolja, hogy ezek a szamok az (m, r)-, vala-

mint (I, s)-négyzetesen emelkedd, illetve siillyedd faktorialisok kozotti osszefiiggések
egyiitthatoiként jelennek meg.

5.10. Tétel. (|9, Theorem 3.1|)
Han,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

n
k,l
= Z Tm,l,r,s(”, k)x
k=0

kls

- = Z (—l)nfkTm,l,r,s(n7 k)z
k=0

Az atmeneti egyiitthatok segitségével megadhato a kapcsolat az m-szines r-Jacobi—
Whitney-szamok és az [-szines s-Jacobi—Whitney-szamok kozott.

5.11. Tétel. ([9, Theorem 3.2])
HaO0<k<n,m,l>1ésr,s>0, akkor

jwmﬂ‘(nv k) = Z Tm;l;T»S(nvj)jwlyS(jv k)?
=k

n
IWon (0, k) = Z D% IW o (n, ) Th s (G, k).

Az alabbi tételben az els6fajiu és masodfaja Jacobi-Whitney-szamok &altalanositott
ortogonalitasat mutatjuk meg, melybSl m =1 és r = s esetén az 5.7. Tétel allitasait
kapjuk vissza.

5.12. Tétel. ([9, Theorem 3.3])
HoO0<k<n,m,l>1ésr,s >0, akkor

(= 1) * jwm (0, ) IW1s (5, k) = Tt (1, ),
=k

J

noJ
Z Z(_l)jikjwmw(nvj)Tm,l,T’,S(ja i)jwl,s(iﬂ k) = (Sn,k'
i=ki=k
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5.4. Jacobi—-Dowling-polinomok

Azokat a Bell-tipusi polinomokat, melyek egyiitthatoi rogzitett els§ paraméteri
masodfaju r-Whitney-szamok, r-Dowling-polinomoknak nevezziik (lasd [10, 14, 40]).
Ennek mintajara a masodfaju Jacobi-Whitney-szamok segitségével definidlhatoak a
Jacobi-Dowling-polinomok.

5.13. Definici6. (|9, Definition 4.1))
n,r >0 és m > 1 esetén a

JDn,m,r(x) = Z JWm,r(n, k:)xk
k=0

polinomot az n-edik m-szines r-Jacobi—-Dowling-polinomnak nevezziik.

A Jacobi-Dowling-polinomok teljesitik a kovetkezs rekurziot.

5.14. Tétel. ([9, Theorem 4.2])
Han,r >0 ésm > 1, akkor

IDni1,m,r(z) = J Dn o (z) + m(m + r):cJD;%m,T(a:) + m2x2JD,';,m7T(x).

Az alabbi tételben belatjuk, hogy a Jacobi-Dowling-polinomok minden gyoke valos,
nempozitiv és egyszeres.

5.15. Tétel. ([9, Theorem 4.3|)
Han,m >1ésr >0, akkor a JDn m,r(x) polinom minden gyoke valds és egyszeres,
valamint egyik gyoke a 0, a tobbi gydke pedig negativ.

Rogzitett elsé paraméter esetén az els§- és masodfaji Jacobi-Whitney-szamok so-
rozata is log-konkav és unimodalis.

5.16. Kévetkezmény. ([9, Corollary 4.4])
Han,m > 1 ésr >0, akkor a (jwm,»(n,k))r—g €s (JWm r(n,k))neo sorozatok
szigoruan log-konkdvak és unimoddlisak.
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6. Jacobi—Whitney—Lah-szamok

6.1. A Jacobi—Whitney—Lah-szaimok fogalma

Az 1. fejezetben lathattuk, hogy a Stirling-szamok kiilonb6z6 altalanositasai a Lah-
szamok esetén is értelmezhetéek. A Lah-, r-Lah- és r-Whitney—Lah-szamokat is
kombinatorikus interpretacion keresztiil vezettiik be, de azok a (x) formulanak meg-
felelen rendre az els6- és masodfaju Stirling-, r-Stirling- és r-Whitney-szamok se-
gitségével is definidlhatoak.

A szakirodalomban a Lah-szamoknak sem a Legendre-, sem a Jacobi-valtozata nem
szerepel. Most az 5. fejezethez hasonléan még altalanosabb kombinatorikus szamokat
vezetiink be, a Jacobi-Whitney—Lah-szamokat, amit a fentiek alapjan kétféleképpen
tehetiink meg.

A masodfaju Jacobi-Whitney-szamok kombinatorikus definiciéjaban osztélyok he-
lyett rendezett osztalyokat tekintve az elsG tipusitt Jacobi—Whitney—Lah-szamokhoz
jutunk.

6.1. Definici6. ([5, Definition 2.1])

Legyenek 0 < k <mn,m > 1ésr > 0. Egy (P1, P2) rendezett part (n, k) paraméterd

m-szines r-Jacobi—Whitney—Lah-osztdlyozdspdrnak neveziink, ha

e &y azl,... nelemek egy m-szines Whitney-szinezett, k darab rendezett osztalyba
torténd 0-osztélyozasa,

o &y az 1,...,n+ r elemek egy m-szines Whitney-szinezett, k + r darab rendezett

osztéalyba torténd r-osztilyozasa,

e a ®i-ben 1év6 rendezett osztalyok maximumainak halmaza megegyezik a ®2-beli
nem-kitiintetett rendezett osztilyok maximumainak halmazaval.

Ezen rendezett osztalyokba torténs osztalyozasokbol allé péarok szaméat jeloli a
JWL%,)T (n, k) elsé tipusi m-szines r-Jacobi—Whitney—Lah-szdm.

A masodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szamokat rogzitett els6 paraméterti elss-
faju Jacobi-Whitney-szamok és rogzitett méasodik paraméterd masodfaju Jacobi—
Whitney-szamok szorzatosszegeként vezetjiik be.
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6.2. Definici6. ([5, Definition 3.1])
Legyenek 0 < k <n, m >1ésr > 0. Ekkor a

n

WL, (k) =3 jwm (1, )T Win (5, k)
j=k

formulaval értelmezett JWLg,QL?T(n, k) szamot mdsodik tipusi m-szines r-Jacobi-
Whitney—Lah-szamnak nevezziik.

A fejezet tovabbi részében latni fogjuk, hogy a Lah-szamok korabbi altalanosita-
saival ellentétben a Jacobi—Whitney—Lah-szamok kétféle megkozelitése kiilonbozo
kombinatorikus szamokat eredményez.

6.2. Els6 tipust Jacobi—Whitney—Lah-szamok

Az els6 tipusi Jacobi-Whitney-Lah-szamok kombinatorikus definicioja alapjan meg-
gondolhaté, hogy n,r > 0 és m > 1 esetén

JWLG),(n,0) = 6n0, JWLY,(n,n) = 1.
Az alabbi tételben az elsé tipusi Jacobi-~Whitney—Lah-szamok tovabbi specialis ér-
tékeit adjuk meg.

6.3. Tétel. (|5, Theorem 2.2])
Han,m>1 ésr >0, akkor

JWLg,lL?,,(n, 1) =m" 'n!l (2m + 2r|m)" ",

JWLY, (n,n — 1) = 4m (2m (;’) +(m+7) (;‘)) .

Az elsé tipusu Jacobi-Whitney—Lah-szamok rekurziéjat is kombinatorikus gondola-
tokkal bizonyitjuk.

6.4. Tétel. (|5, Theorem 2.3])
Haol<k<n,m>1ésr >0, akkor

JWELE (n+1,k) = IWLY, (n,k — 1) + m(n + k) (m(n + k) + 2r) JW LY, (n, k).

Az els6 tipusu Jacobi—-Whitney—Lah-szamok filigg6leges rekurzidjanak igazolasdhoz
szintén kombinatorikus 6tletet hasznalunk.



27

6.5. Tétel. (|5, Theorem 2.4])
HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

JWELY, (n+1,k+1)

=> " (m(n+k+ 1)|m)"~ (m(n + k + 1) + 2r[m)"= JWLQ), (j, k).
j=k

A kovetkezs tételben a Jacobi-Whitney-szamok szimmetrikus polinomos elgallité-
sahoz hasonl6 formulat adunk meg az elsé tipust Jacobi-Whitney—Lah-szamokra.

6.6. Tétel. (|5, Theorem 2.5])
HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

n—k
JWELS (n, k) = > I mi; — 5+ D) (m(2i; — j +1) +2r).
1<i1 <in<...<ip_p<n—1 j=1

6.3. Masodik tipust Jacobi—Whitney—Lah-szamok

A mésodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szdmok definici6ja, illetve az els6- és masod-
faju Jacobi—-Whitney-szamok megfelels tulajdonsigai alapjan kapjuk, hogy n,r > 0
és m > 1 esetén

JWL2, (n,0) = 6n0, JWLZ, (n,n)=1.

A masodik tipusu Jacobi-Whitney-Lah-szamok mas specialis értékeit a kovetkezs
tételben adjuk meg.

6.7. Tétel. (|5, Theorem 3.2])
Han,m>1 ésr >0, akkor

(m(m + 7)™

m(m+r)

JWLZ (n,n—1) = 2m (2m (;L) +(m+7) (Z)) .

A maésodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szamok segitségével irhaté le a kapcsolat a

JWELP, (n,1) =

négyzetesen emelkedd és négyzetesen siillyedd faktorialisok kozott.
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6.8. Tétel. (|5, Theorem 3.3])
Han,r>0 ésm >1, akkor

Z JWLE, (n, k)a™2E,

=N () TR IW LD, (n, k)t

A masodik tipusu Jacobi-Whitney—Lah-szamok rekurziojaban az elsé- és masodfaju
Jacobi-Whitney-szamok rekurziéiban szerepld egyiitthatok osszege jelenik meg.

6.9. Tétel. (|5, Theorem 3.4])

Hal<k<n,m>1ésr >0, akkor

JWLD, (n+1,k) = JWLEZ,(n, k=1)+ (mn(mn+r) +mk(mk+r)) JW LZ,.(n, k).
A masodik tipusu Jacobi—-Whitney—Lah-szamok teljesitik a kdvetkezd fiiggsleges re-
kurziét.

6.10. Tétel. (|5, Theorem 3.5|)

HaoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

(m(k + 1) (m(k + 1) + 7)) Tbmr
(m(k+1)(m(k+1) 4 r))itlmr

JW L, (5, k).

JWLZ (n+1,k+1) = Z

Az alabbi tételben a mésodik tipusa 1-szines r-Jacobi—~-Whitney—Lah-szamok explicit
formulajat adjuk meg.

6.11. Tétel. ([5, Theorem 3.6|)
HaO0<k<nésr >0, akkor

1 Ay 2k +r . . air
IWLE (k) = s 2D ( ; )(k— +1)7 (k= )k =g +7)"

A Lah-szamokhoz hasonloéan a masodik tipusi Jacobi-Whitney—-Lah-szamok is 6n-
ortogonalisak.

6.12. Tétel. ([5, Theorem 3.7])
HaoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

S (=1 IWLE, (0, 5) W LG, (5, k) = b k.



29

A kovetkezs tétel a masodik tipusa Jacobi-Whitney—Lah-szamok és az els6-, illetve
mésodfaji Jacobi-Whitney-szamok kozotti Osszefiiggéseket irja le.

6.13. Tétel. ([5, Theorem 3.8])
HaO0<k<n,m2>1ésr >0, akkor

ST(=)TTRFIWELE, (0, §)jwm, (3, k) = jwm, (0, k),
=k

n
S =) I W (1, §) JW LG, (5, k) = T W, (0, k).

Az 5.3. alfejezetben bevezetett dtmeneti egyiitthatok segitségével megadhatoak a
6.8. Tételnél altalanosabb kapcsolatok a négyzetesen emelkedd és négyzetesen siillye-
dé faktorialisok kozott.

6.14. Tétel. ([5, Theorem 3.9])
Han,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

— : k.ls
2T = NS ()T TR IWELS) () T s (G )2

n n ) ) m
= Z Z Tm,l,r,s(”a])JWLl(?s) (]7 k)xmv
k=0 j—=Fk

2 =SS T () T IWELE, (1, 5) T, (G, R) 2™
k=0 j=k

HEE = ST (1) R T (0 ) TW L (G, k)T,
k=0j=k

Az aldbbiakban ismét az dtmeneti egyiitthatok alkalmazéasaval altalanositjuk elGszor
a 6.12. Tételt, majd a 6.13. Tételt.

6.15. Tétel. ([5, Theorem 3.10])
HoO0<k<n,m,l>1ésr,s >0, akkor

n J
SN W TFIWER (0, ) T, (5, ) TW L (i) = T 1,5 (1, K).
j=ki=k
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6.16. Tétel. ([5, Theorem 3.11])
HoO0<k<n,m,l>1ésr,s >0, akkor

n J
SN 1 TRIW LR, (0, ) T 1,5 (5, D) w1,s (8, k) = e (n, ),
j=ki=k

n J
ZZ )" IWon (10, §) T 5 (3, 8) TW L2 (i k) = Wi o (n, k).
j=ki=k

Végijl megvizsgéljuk, mi térténik ha a mésodik tipusﬁ J acobifVVhitnenyah szémok

ahol a szinek szama és a kitlintetett elemek szama is kiillonbo6zé.
6.17. Tétel. ([5, Theorem 3.12|)
HaO0<k<n,m,l>1ésr,s>0, akkor

> (0, 5) Wi (5, k) = > T .5 (0, 5) TWLE) (5, K).
i=k i=k
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1 Introduction

The thesis consists of two main parts. In Part I we study the monogeneity of algebraic
number fields related to algebraic number theory, then in Part IT we discuss different
Stirling-type numbers in enumerative combinatorics.

An essential topic of algebraic number theory deals with monogeneity of algebraic
number fields and, in close connection, finding elements with given index, determin-
ing minimal index and field index.

It is known that all algebraic number fields have an integral basis. However, the

"=1) the so-called power

existence of an integral basis of the form (1, a, a?,. .. a
integral basis, is not guaranteed. We say that a number field is monogeneous if it
admits a power integral basis. Then « is called the generator of the above power

integral basis.

In this section let K be an algebraic number field of degree n and denote by Zx the
ring of algebraic integers in K. If o € Z is a primitive element, then its indez I(«)
is defined as the index of the subgroup (Z[a],+) in the group (Zg,+). It follows
directly from the definition that a generates a power integral basis if and only if its
index equals 1.

Two characteristic values of an algebraic number field are the minimal index and the
field index. Considering the number field K, we define its minimal index my and
field index ix as the minimum and the greatest common divisor of the indices of
all primitive algebraic integers in K, respectively. It is obvious that the field index
divides the minimal index, furthermore the minimal index of a number field equals
1 if and only if it is monogeneous.

Let (w1 = l,wa,...,wn) be an integral basis of K. Then there exists a homo-
geneous polynomial I(Xa,...,Xn) of degree w with integer coefficients
and n — 1 variables such that if the primitive element o € Zyg has the form
a =1+ xaw2 + -+ + Tpwn (T1,...,Tn € Z) in the integral basis, then

I(a) = [I(z2,...,2zn)|

This polynomial is called the index form corresponding to the above integral basis.
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Hence finding elements with a positive integer index A is equivalent to solving a
diophantine equation

I(z2,...,2n) = £A,
the so-called index form equation.

In Section 2 we study a family of quartic number fields, the bicyclic biquadratic
number fields in connection with monogeneity. After reviewing the literature, in
Subsection 2.2, which is based on the publication [4], we give necessary and sufficient
conditions for the existence of elements with prime as well as small indices in totally
complex bicyclic biquadratic number fields, and we also determine these elements
with given index. In Subsection 2.3, collecting the results of [6], we strengthen a
theorem of T. Nakahara by showing that for an arbitrary natural number there
exist infinitely many totally complex bicyclic biquadratic number fields whose field
index is 1 and minimal index just equals to the fixed number. We prove similar
assertions also for the other possible values of the field index.

In Section 3 we present the results of [7], answering a former conjecture on the
monogeneity of pure quartic number fields. I. Gaal and L. Remete conjectured that
there exist exactly three monogeneous number field Q(+/m) with square-free m
satisfying m = 1 (mod 4). Contrary to this, we show that the number of such
monogeneous fields is infinite if the abc conjecture is true. Furthermore, we study
the minimal index of pure quartic number fields with square-free parameter, and in
the totally complex case we also describe the elements with minimal index.

11

Stirling numbers are basic objects in enumerative combinatorics. It is known that
the Stirling number of the first kind [Z] counts the permutations of the numbers
1,...,n that are the product of k pairwise disjoint cycles, while the Stirling number
of the second kind {7+ denotes the number of partitions of the elements 1, ..., n into
k blocks (0 < k < n). J. Stirling [79] introduced these numbers by the polynomial

identities
w ~ n| n = n k
k=0 k=0

between rising factorials and powers, as well as powers and falling factorials, respec-
tively, where the nth rising and kth falling factorial of x are defined by
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If we modify the definition of Stirling numbers of the second kind such that the
order of the elements in the blocks matters, then we obtain Lah numbers, that is
the Lah number LZJ gives the number of partitions of the elements 1,...,n into
k ordered blocks (0 < k < n). The Lah numbers describe the connection between
rising and falling factorials, I. Lah [54, 55] introduced the numbers named after him
also by this polynomial identity. The Lah number LZJ can be expressed as the sum
of the products of Stirling numbers of the first kind with upper parameter n and

Stirling numbers of the second kind with lower parameter k, that is by the formula

n " n i
=S ©
j=k
Stirling numbers of the first and second kind have several generalizations and vari-
ants. In the thesis the r-generalization plays an important role, when certain ele-
ments cannot belong to the same cycle or block.
Let 0 < k < n and r > 0 be integers. We say that a permutation/partition of the
elements 1,...,n + r is an r-permutation/r-partition if n + 1,...,n + r stand in
distinct cycles/blocks. Then n+1,...,n+r are called distinguished elements, and a
cycle or block containing a distinguished element will be referred to as a distinguished
cycle or a distinguished block. The r-Stirling number of the first kind [Z] denotes
the number of r-permutations of the elements 1, ..., n+r with k+r pairwis:a disjoint
cycles in their cycle decomposition, while r-partitions of the elements 1,...,n 4+ r
into k+r blocks are counted by the r-Stirling number of the second kind {Z} . These
combinatorial numbers were defined independently by L. Carlitz [12], A. Z. Broder
[11] and R. Merris [58].
Similarly to the above, G. Nyul and G. Récz [73] introduced the 7-Lah number |} | .
as the number of r-partitions of the elements 1,...,n + r into k + r ordered blocks.
As a further generalization of r-Stirling numbers, I. Mez6 [59] defined r-Whitney
numbers of the first and second kind. For these numbers E. Gyimesi and G. Nyul
[41] provided combinatorial meanings by colouring the elements.
In the rest of this section let 0 < k < n, m > 1 and r > 0 be integers. A Whitney-
coloured r-permutation with m colours is an r-permutation where

e the greatest elements of the cycles are not coloured,

e in a distinguished cycle an element is not coloured if there is no greater element
on the arc from the distinguished element to this element,
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e any other element is coloured with one of the m colours.

The m-colour r-Whitney number of the first kind wm,r(n, k) gives the number of
Whitney-coloured r-permutations of the elements 1,...,n 4+ r with m colours that
split into the product of k + r pairwise disjoint cycles.

A Whitney-coloured r-partition with m colours is an r-partition where

e the greatest elements of the blocks are not coloured,
e the elements of the distinguished blocks are not coloured,

e any other element is coloured with one of the m colours.

The m-colour r- Whitney number of the second kind W, »(n, k) counts these Whit-
ney-coloured r-partitions of the elements 1,...,n + r with m colours into k + r
blocks.

We note that I. Mez§ introduced the above numbers by their polynomial identities, in
which nth rising factorials with difference m and kth falling factorials with difference
m appear. They are denoted and defined by

n—1 k-1
(zlm)™ = [T @ +mg),  (@lm)* = [] (@ — my).

Similarly to the formula (%), G.-S. Cheon and J.-H. Jung [14] introduced r-Whitney—
Lah numbers as the sum of products of r~-Whitney numbers of the first and second
kind. Later, E. Gyimesi and G. Nyul [41] gave combinatorial interpretations to these
numbers by modifying the previous colouring rules.

A Whitney-coloured r-partition with m colours into ordered blocks is an r-partition
into ordered blocks where

e the greatest elements of the ordered blocks are not coloured,

e in a distinguished ordered block an element is not coloured if there is no greater
element between this element and the distinguished element,

e any other element is coloured with one of the m colours.

The m-colour r-Whitney—Lah number W Ly, »(n, k) denotes the number of these
Whitney-coloured r-partitions of the elements 1, ...,n+r with m colours into k£ +r
ordered blocks.

In Section 4 we discuss a variant of r-Stirling numbers of the second kind where
the cardinality of the blocks is at most 2. Our combinatorial theorems regarding
these restricted r-Stirling numbers, as well as the log-concavity and unimodality
properties studied through the restricted r-Bell polynomials are contained in [8].
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In Section 5, as a Whitney-type generalization of the briefly reviewed Jacobi—
Stirling numbers, we define new combinatorial numbers. The Jacobi-Whitney num-
bers of the first and second kind count certain ordered pairs of Whitney-coloured
r-permutations and r-partitions. We aim to prove their properties also combinatori-
ally, furthermore we show that the roots of the Jacobi-Dowling polynomials, which
we construct from these numbers, are real. Our results can be found in [9].

To introduce the Jacobi-Whitney variant of the Lah numbers we have two options:
we can define them combinatorially or with the help of Jacobi-Whitney numbers of
the first and second kind, similarly to the formula (x). Contrary to our expectations,
the differently defined Jacobi—~Whitney—Lah numbers do not coincide, we detail their
investigations in Section 6, based on [5].
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Part I

Investigations in algebraic number theory

2 Bicyclic biquadratic number fields

2.1 Former results on monogeneity

Let m,n € Z \ {0,1} be distinct square-free integers. Then algebraic number fields
of the form Q (v/m,/n) are called bicyclic biquadratic number fields. In the thesis
we investigate only totally complex bicyclic biquadratic number fields, that is when
m < 0 or n < 0. Regarding the bicyclic biquadratic number field Q (v/m,/n),
denote by d > 0 the greatest common divisor of m and n, and let m; and ni be
defined by m = dm; and n = dnj.

Considering the signs and residues of m, n, mi, n1 modulo 4, any totally complex
bicyclic biquadratic number field Q (y/m, y/n) is included in one of the following
eight cases:

Case : m>0,n <0, m=1 (mod 4), n =1 (mod 4), mi =1 (mod 4), n1 =1

(mod 4)
Case 22m >0,n<0,m=1 (mod4),n =1 (mod 4), mi =3 (mod 4), n1 =3
(mod 4)
Case 3/A:m>0,n<0,m=1 (mod 4), n =2 (mod 4)
Case 3/B:m < 0,n >0, m=1 (mod 4), n =2 (mod 4)
Case 4/A: m > 0,n <0, m=2 (mod 4), n =3 (mod 4)
Case 4/B: m < 0,n >0, m=2 (mod 4), n =3 (mod 4)
Case 5/A: m > 0,n <0, m=3 (mod 4), n =3 (mod 4)
)

Case 5/B: m < 0,n <0, m=3 (mod 4), n =3 (mod 4

Monogeneity of bicyclic biquadratic number fields was studied by T. Nakahara,
1. Gaal, A. Peths, M. Pohst, M.-N. Gras, F. Tanoé, Y. Motoda, H. H. Kim, Z. Wolske,
B. Jadrijevi¢, T. Funakura, G. Nyul and M.-L. Chang.

Now we summarize the results that we need later. In each case K. S. Williams
[80] described an integral basis of bicyclic biquadratic number fields (Lemma 2.1),
then I. Gaal, A. Peth6 and M. Pohst [29] determined the corresponding index
forms (Lemma 2.2). They also established necessary and sufficient conditions for
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bicyclic biquadratic number fields to have a given field index for any divisor of 12
(Lemma 2.3).

2.2 Elements with prime and small indices

As an extension of the result of G. Nyul [70] on elements with index 1, first we give
necessary and sufficient conditions for totally complex bicyclic biquadratic number
fields to have elements with odd prime index, as well as we determine all these
elements with given index.

Theorem 2.5. ([4, Theorem 3.1])

Let m,n € Z\{0, 1} be distinct square-free integers belonging to one of the eight cases
listed in the totally complex case, furthermore denote by (w1,w2,ws,wa) the integral
basis of the bicyclic biquadratic number field Q(v/m,/n) given in Lemma 2.1. If p
is a positive odd prime, then the necessary and sufficient conditions for the existence
of elements with index p in Q(y/m,\/n), as well as the coordinates of these elements
T1w1 +Taw2 +T3ws+xaws (21, T2, 23,24 € Z) with index p are contained in Table 1.
In Cases 1 and 2 there exist no elements with index p.

In the following we study the existence of elements with index at most 10, which
are not covered by the previous theorem, in totally complex bicyclic biquadratic
number fields.

Theorem 2.6. ([4, Theorem 3.2])

Let m,n € Z\ {0,1} be distinct square-free integers belonging to one of the eight
cases listed in the totally complex case, furthermore denote by (w1, w2, ws,w4) the in-
tegral basis of the bicyclic biquadratic number field Q(y/m, /n) given in Lemma 2.1.
The necessary and sufficient conditions for the existence of elements with index
A € {2,4,6,8,9,10} in Q(/m,/n), as well as the coordinates of these elements
Tiwi + Towz + x3ws + xawa (x1,T2,x3,24 € Z) with index A are contained in
Tables 2-7. In those cases which do not appear in the table belonging to index A,
there exist no elements with index A.

Here we present the result on elements with index 4, the other tables can be found
in the thesis.



42

Table 1. Elements with prime index

nt=-1,4d—mi; = —p

Case Condition (w2, x3,T4)
if p=1 (mod 4): +(1,1,0), £(1,~1,0)
d=1,m—4n=p (%)
3/A if p=1 (mod 4):
M=l d—dm=p (x) +(1,-1,2), £(1,1,-2)
if p=3: £(1,0,1), £(1, -1, 1),
m=-3n=6 (x +£(—1,0,1), £(~1,-1,1)
if p=1 (mod 4):
m1=—-1,d—4n1 = —p
if p=3 (mod 4): +(1,-1,2),£(1,1,-2)
3/B i = d(r?lollclnil)': -
del dnmep (3 +(1,1,0), +(1,~1,0)
if p=5 (mod 16),
p — 1 is a square and :I:(@,OJ),:I:( ”2_17—171),
%3 is square-free: +( pQ_l,O,—l),:t( p2_1,1,—1)
m=-3,n= pT"'B ()
mi=2,d—n1 =2p (%) +(0,0,1),+(-1,0,1)
if p=3: £(0,1,1), £(0, -1, 1),
m=2n=—-1 (x £(—1,1,1), £(-1,-1,1)
4/A ifp=1 (mod 4),
p— 1 is a square and +(0, */’?7 1), £(0, 1’2_1,—1)7
p + 1 is square-free: +(-1, %1, 1), £(1, ;;271 ,—1)
m=p+1l,n=-1 (%
1/B mi=—2,d—ni=+2p +£(—1,0,1), £(0,0,1)
d=1,m—n=4p (x) £(0,1,0), £(—1,1,0)
if p=1 (mod 4):
n=-1,4d—mi1 =p
if p=3 (mod 4): (=121, £(1,-2,1)
5/A

if p=1 (mod 16),
p — 1 is a square and

:l:(0717 p_l)vi(07_17 ;02—1)’

2
?’1’4—"'1 is square-free: +(-1,1, 7”’2_1)7 +(1, -1, V”Q_l)
m = 9p£1|>37 n = 73571 (*)
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d=1,m—n—=+dp +(0,1,0),+(—1,1,0)
if p=1 (mod 4):

5/B ni=-1,4d—mi=p (%)
if p=1 (mod 4):

mi=-1,4d—n1=p (%)

+(—1,2,1),£(1,-2,1)

:l:(lvoa 1)7 i(_1a07 1)

Table 3. Elements with index 4

Case Condition (z2,x3,T4)
n=—1,4d —my = 1 1(112) +(1,-3,2)
2 ni=—1,d—4m; = —1 £(2,-1,4), £(2,-3,4)
ni=—1,d—m; = +4 1(1,0 5. (1, —272)
3/A ni=—2,d—m = +4 £(0,0,1),£(0, -1, 1)

m=-3,n=2

3/B m=-3,n=6 +(0,0,1), £(0,-1,1)
mi=—1,d— 16n; = —1 (1, -2,4), £(1,2, —4)

m=3,n=-—13

m:ll’n:_f) i(0,1,0)7i(—17170)
_ _ +(0,1,1),&(-1,1,1),
5/A m=3,n=-1 +(0,1,-1),£(-1,1,-1)
m=15n=—1 +(0,1,0), £(-1,1,0),
_ ’ _ :l:(_2747 1)7i(_2,47—1)
ny = _1, 16d — mi1 = ]_7
(m,n) # (15,—1) +(—2,4,1), +(-2,4,-1)
5/B d=1,m—n=+16 +(0,1,0), £(1,1,0)

Remark. For a fixed prime p, it is obvious that there exist only finitely many integers
m and n satisfying the conditions signed by (*) and belonging to the given case. It
can be shown that the other conditions in Table 1 and those conditions in Tables 2—7
which do not give particular values for m and n hold for infinitely many pairs (m, n).
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2.3 Minimal index

In connection with the minimal index we know results for several families of number
fields, which assert that for an arbitrary natural number there exist infinitely many
number fields belonging to the given family whose minimal index is greater than
the fixed number. Statements of this type were proved by M. Hall, D. S. Dummit,
H. Kisilevsky, T. Funakura and T. Nakahara [68]|, who showed, among others, that
for any natural number there exist infinitely many bicyclic biquadratic number fields
with field index 1 and minimal index greater than the given number.

B. K. Spearman, Q. Yang and J. Yoo [76] approached the above problem from a
different point of view. They proved that for an arbitrary cube-free natural number
there exist infinitely many pure cubic fields with minimal index just equal to the
given number. In this direction we strengthen the previous result of T. Nakahara on
bicyclic biquadratic number fields and extend it for all the other possible values of
the field index.

Theorem 2.7. ([6, Theorem 1.1])

(1) If a € {1,3}, then for any positive multiple A of a, there exist infinitely many
totally complex bicyclic biquadratic number fields with field index a and minimal
index A.

(2) If a € {2,4,6,12}, then for any positive multiple A of 2a, there exist infinitely
many totally complex bicyclic biquadratic number fields with field index a and
minimal index A.

Remark. By Theorem 2.6 we can give examples that the second assertion does not
hold for all positive multiples A of a.
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3 Pure quartic number fields

3.1 Former results on monogeneity

Let m € Z\ {—4} be a 4-power-free integer, which is not a square. If 9 is a root
of the irreducible polynomial X* — m, then the algebraic number field K, = Q(¥)
is called a pure quartic number field. Briefly, we shall write K, = Q(¥/m). In this
section we are interested in only those pure quartic number fields K,, where m is
square-free.

Considering pure quartic number fields K,, with square-free m, we distinguish the
following three cases:

Case 1: m =2 or 3 (mod 4)

Case 2: m =1 (mod 8)

Case 3: m =5 (mod 8)

T. Funakura [25] (see also [34, 63]) gave an integral basis of pure quartic number
fields and determined the corresponding index form (Lemma 3.1). He studied the
monogeneity of these fields as well.

I. Gaal and L. Remete [34] completely described the monogeneity of pure quartic
number fields K, with square-free m and m Z 9 (mod 16) (see also the above men-
tioned result of T. Funakura). For the remaining case they formulated the following
conjecture: If m is square-free and m =9 (mod 16), then K, is monogeneous pre-
cisely if m = 73 or 89, otherwise the minimal index of K, equals 8. In fact, it
will turn out that the situation is much more complicated, since there are probably
infinitely many exceptions, not just these two.

3.2 Minimal index

According to the following theorem, the minimal index of a pure quartic number
field with square-free parameter is 1, 4 or 8, and each value appears for infinitely
many such fields. However, if we study the above cases separately, the situation is
not so easy to describe.

Theorem 3.3. (|7, Theorem 3.1])
Let m € Z\ {0, 1} be a square-free integer and K, = Q(Y/m).

e In Case 1 the minimal index of Ky equals 1.
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o In Case 2 the minimal index of Ky, equals 1 or 8. The minimal index equals 8
for infinitely many m, and if the abc conjecture is true, then it equals 1 also for
infinitely many m. But assuming m < 0, the minimal index equals 1 only for
m=—T.

e In Case 3 the minimal index of Kn, equals 1 for m = —3, otherwise it equals 4.
In the totally complex case, in other words if we additionally assume that the pa-

rameter of the pure quartic number field is negative, we also find all elements with
minimal index.

Theorem 3.4. ([7, Theorem 3.2])

Let m < 0 be a square-free integer, K., = Q(/m), and denote by (w1,ws2,ws,ws)
the integral basis of Ky, given in Lemma 3.1. Then the coordinates of the elements
T1w1 + Towe + x3ws + Tawa (z1,x2, T3, x4 € Z) with minimal index are

) =+(0,0,1), £(1,0,0) for m = —1;
w2, w3, 24) = £(0,0,1), £(—1,0,1), £(1,1,0), £(1, —1,0) for m = —3;
x2,x3,24) = £(0,0,1), £(0,—1,1) for m = —7;

) = £(0,0,1), £(0, —1,1), =(1,0,0) for m = —15;

) = +(1,0,0) form & {—1,-3, 7, —15}.

o (x2,23,24

* (

e (

o (z2,13,24
(

xT2,T3,T4
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Part 11

Investigations in enumerative combinatorics

4 Restricted r-Stirling numbers

4.1 The notion of restricted r-Stirling numbers

H. L. Krall and O. Frink [53] introduced Bessel polynomials as the solution of certain
second-order differential equations. The coefficients of these polynomials were first
studied from a combinatorial point of view by J. Y. Choi and J. D. H. Smith [16].
They provided a combinatorial meaning for the reparametrized coefficients, which
they called Bessel numbers. Their close connection with Stirling numbers is indicated
by the fact that in the literature Bessel numbers are also referred to as restricted
Stirling numbers, in the thesis we follow this terminology.

The restricted Stirling number {Z}SQ counts the partitions of the elements 1,...,n
into k blocks with the restriction that each block contains at most 2 elements
(0 <k <n).

Similarly to the r-generalization of Stirling numbers, G.-S. Cheon, J.-H. Jung and
L. W. Shapiro [15] defined the restricted r-Stirling number {Z}Sz as the number of

r-partitions of the elements 1,...,n + r into k + r blocks such Tthat each block has
at most 2 elements (0 < k < n, r >0).

4.2 Properties of restricted r-Stirling numbers

<2
It follows directly from the definition of restricted r-Stirling numbers that {Z} - =0

I

if0 <k <n,r > 0andn > 2k+r, while there exists at least one required r-partition
in case of n < 2k + r.

<2 <2
It is also obvious that {8}7 =™ and {2}7 =1lifn,r>0.
s

A
We prove the recurrence relation of restricted r-Stirling numbers by a combinatorial

argument.



48

Theorem 4.1. ([8, Theorem 2.1])
If1<k<nandr >0, then

n+1 =2 n <2 n <2
T B R A (1

The following theorem gives a vertical recurrence for restricted r-Stirling numbers.

Theorem 4.2. ([8, Theorem 2.2])
If0<k<nandr >0, then

n+1 <2 n g <2
= 2 1 — )22 .
it Sokere1i) {i}

T T

The polynomial identities of restricted r-Stirling numbers describe the connection
between shifted falling factorials and falling factorials with difference 2, as well as
between shifted rising factorials and rising factorials with difference 2.

Theorem 4.3. ([8, Theorem 2.3|)
If n,r > 0, then

In the next theorem we prove an explicit formula for restricted r-Stirling numbers
that is similar to the usual one for classical Stirling numbers of the second kind, by
using the inclusion—exclusion principle.

Theorem 4.4. ([8, Theorem 2.4|)
If0<k<nandr >0, then

{Z}SQ - Q%k' Zk;)(_l)j <I;) 2k — ) + )™
i=

r

In case of 0 < k < n and r,s > 0, with the help of r-Stirling numbers of the first
kind and s-Stirling numbers of the second kind we define the polynomial

=S {2

S
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We show that these polynomials give signed restricted (2s — r)-Stirling numbers
after substituting —2.

Theorem 4.5. ([8, Theorem 2.5])
If0<k<nand 0 <r < 2s, then

Prk,rys(—2) = (l)n_k{Z}SZ

2s5—r

We prove in a combinatorial way that combining r-Stirling numbers of the second
kind and restricted s-Stirling numbers, we obtain 2-colour (7 + s)-Whitney numbers
of the second kind.

Theorem 4.6. ([8, Theorem 2.6])
If0<k<nandr,s >0, then

L) e

Jj=k

4.3 Restricted r-Bell polynomials

The coefficients of the well-known Bell polynomials are Stirling numbers of the
second kind with fixed upper parameter, hence we can define naturally the restricted
r-Bell polynomials by using restricted r-Stirling numbers.

In case of n,r > 0, the polynomial

<2 _ "~ [n =2 k
Byi(x) = Z & x
k=0 r

is called the nth restricted r-Bell polynomial. These polynomials were introduced by
J.-H. Jung, I. Mez6 and J. L. Ramirez [49], but we remark that they were already
studied by F. L. Miksa, L. Moser and M. Wyman [60] for r = 0.

The recurrence of restricted r-Stirling numbers implies a recurrence relation for the
restricted r-Bell polynomials.

Theorem 4.7. ([8, Theorem 3.1])
If n,r > 0, then

/
B} (@) = (@47 —n)Bi(2) + 22 (Bii()) -
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In the following we prove the conjecture of J.-H. Jung, I. Mez6 and J. L. Ramirez
[49] on the real-rootedness of restricted r-Bell polynomials.

Theorem 4.8. ([8, Theorem 3.2])
Ifn > 1 andr > 0, then all roots of the polynomial Bg% (z) are real and non-positive.

Log-concavity and unimodality of the sequence of restricted r-Stirling numbers with
a fixed upper parameter are immediate consequences of the previous theorem.

Corollary 4.9. ([8, Corollary 3.3|)

n

<2
If n>1 and r > 0, then the sequence <{Z} ) is log-concave and unimodal.
"/ k=0
We formulate a stronger conjecture about the roots, namely we expect that the
negative roots are all simple.

Conjecture 4.10. ([8, Conjecture 3.4])
Letn>1 andr > 0. If n <7, then all roots of the polynomial B%i (z) are negative
and simple. If n > r and

n—r

e n = r (mod 2), then 0 has multiplicity "5, the other roots of the polynomial

B%QT (z) are negative and simple,

e n #r (mod 2), then 0 has multiplicity "_g'H, the other roots of the polynomial

B%QT (z) are negative and simple.

We prove a partial result concerning this conjecture.

Theorem 4.11. ([8, Theorem 3.5])
Letn>1,7 >0 andn =r (mod 2). If the assertion in the conjecture holds for the
polynomial B52(z), then it also holds for the polynomial Bsf_lm(x).
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5 Jacobi—Whitney numbers

5.1 The notion of Jacobi—-Whitney numbers

W. N. Everitt, L. L. Littlejohn and R. Wellman [23] introduced a new class of
Stirling-like numbers, the so-called Legendre—Stirling numbers of the second kind.
A few years later the authors together with K. H. Kwon and G. J. Yoon [22] defined
Jacobi—Stirling numbers of the second kind as their generalization. Both of them
came from a deep problem in analysis, namely the spectral theory of composition
powers of the classical second-order Legendre and Jacobi differential expressions. In
the papers [2, 22] the first kind variants of these numbers were introduced as well
(see also [3, 21]).

G. E. Andrews and L. L. Littlejohn [3], E. S. Egge [21], G. E. Andrews, E. S. Egge,
W. Gawronski and L. L. Littlejohn [1] investigated Legendre-Stirling and Jacobi—
Stirling numbers from a combinatorial point of view (see also [35, 61]), but there
have been no unified combinatorial interpretations for the first and second kind
case. In the following we give definitions where permutations and r-permutations,
or partitions and r-partitions appear together, hence they also fit with the defi-
nitions of ordinary Stirling numbers. However, our results concern not only these
combinatorial numbers, but they are far more general. With respect to the ear-
lier mentioned Whitney-generalization of r-Stirling numbers, we introduce Jacobi—
Whitney numbers of the first and second kind, which give back Jacobi-Stirling and
Legendre—Stirling numbers as special cases.

Definition 5.1. ([9, Definition 2.1])

Let 0 <k <m,m>1andr > 0. An ordered pair (71, m2) is an m-colour r-Jacobi-

Whitney pair of permutations with parameter (n, k) if

e 71 is a Whitney-coloured 0-permutation of the elements 1,...,n with m colours
that is the product of k pairwise disjoint cycles,

e 72 is a Whitney-coloured r-permutation of the elements 1, ..., n+r with m colours
that is the product of k£ + r pairwise disjoint cycles,

e the set of maxima of the cycles in w1 coincides with the set of maxima of the
non-distinguished cycles in ma.

The number of these pairs of permutations is denoted by the m-colour r-Jacobi—
Whitney number of the first kind jwm,r(n, k).
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If m = 1, that is essentially we disregard the colouring, we obtain the r-Jacobi-

Stirling number of the first kind [[Z]] , and specially [[Z]] is the Legendre—Stirling
T 1

number of the first kind.

Definition 5.2. (]9, Definition 2.2])
Let 0 <k <n,m >1andr > 0. An ordered pair (II1,Il2) is an m-colour r-Jacobi—
Whitney pair of partitions with parameter (n, k) if

e II; is a Whitney-coloured 0O-partition of the elements 1,...,n with m colours into
k blocks,
e II5 is a Whitney-coloured r-partition of the elements 1,...,n + r with m colours

into k 4 r blocks,

e the set of maxima of the blocks in II; coincides with the set of maxima of the
non-distinguished blocks in IIs.

These pairs of partitions are counted by the m-colour r-Jacobi-Whitney number of
the second kind JWm (1, k).

If m = 1, we have the r-Jacobi-Stirling number of the second kind {{Z}} , and

specially {{Z}} is the Legendre—Stirling number of the second kind.
1

5.2 Properties of Jacobi—-Whitney numbers

In this subsection we present the properties for Jacobi-Whitney numbers, the cor-
responding assertions for Jacobi—Stirling and Legendre—Stirling numbers follow by
substituting m = 1 and m = r = 1, respectively.

It comes easily from the definitions that if n,r > 0 and m > 1, then

jwm,r(n, 0) = Jme”‘(nv 0) = 6”705 jwm,r(n, ’I’L) = JWmﬂ"(nv ’I’L) =1
By combinatorial observations we can obtain other special values of Jacobi-Whitney
numbers.

Theorem 5.3. ([9, Theorem 2.3])
If n,m >1 and r > 0, then

Jwmrm, 1) =m™ = D) (m+rjm)" Y, IWimr(n,1) = (m(m+7))" "1,

)

Jwmr(n,n —1) = JWmr(n,n—1) =m (2m (;L) +(m+r) (Z)) .
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We prove the recurrence relations of Jacobi-Whitney numbers also combinatorially.

Theorem 5.4. (|9, Theorem 2.4|)
If1<k<n,m>1andr >0, then

Jwm,r(n+ 1,k) = jwm r(n, k — 1) + mn(mn + r)jwm - (n, k),
IWmr(n+1,k) = JWp r(n, k — 1) + mk(mk + 1) Wy r(n, k).

In the next theorem we show the vertical recurrences of Jacobi—~Whitney numbers,
where we give combinatorial proofs.

Theorem 5.5. ([9, Theorem 2.5])
If0<k<n,m2>1andr >0, then

n

Jwmr(n+1,k+1)= Z (mn|m)™=L (mn + r|m)™=L jwm (4, k),

3

TWinr(n+1,k+1) :Z (m(k+1)""7 (m(k4+1) +7)""7 TWn (4, k).

In case of n,r7 > 0 and m > 1, we define the nth (m,r)-quadratically rising and
(m, r)-quadratically falling factorial by the expressions

n—1 n—1
T = [ @+ mj(mj +1)), 2= = [[ (@ —mg(mj +7r)).
j=0 Jj=0

The polynomial identities of Jacobi-Whitney numbers describe the connections bet-
ween these quadratically rising as well as quadratically falling factorials and powers.

Theorem 5.6. ([9, Theorem 2.6])
If n,r >0 and m > 1, then

iwmrnk

= Z (_l)nikjwmﬁ(nv k)wk?
k=0

n n
Z Wm r ’I’L k = T’ z" = Z(_l)nikJWm,r(nv k)xk

The polynomial identities enable us to derive the orthogonality of Jacobi-Whitney
numbers of the first and second kind.
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Theorem 5.7. ([9, Theorem 2.7])
If0<k<n, m2>1andr >0, then

Z(—l)jik‘jwm’r(n’j)JWm’T(j7 k) = 5n,k7

S (1) I W (0, §)jwm (3, k) = b

In the following theorem we express Jacobi—~-Whitney numbers of the first and second
kind with the help of elementary and complete symmetric polynomials, and we also
prove them by combinatorial arguments.

Theorem 5.8. ([9, Theorem 2.8])
If0<k<n, m>1andr >0, then

Jwm,r(n, k) = en_r(m(m+r),2m2m+r),...,m(n — 1)(m(n — 1) +r)),

JWimr(n, k) = hp_p(m(m +1),2m2m+r), ..., mk(mk +r)),

where en_i(1,...,21) and hn_k(x1,...,2;) denote the (n — k)th elementary and
complete symmetric polynomial in | indeterminates, respectively.

In the next theorem we prove an explicit formula for Jacobi—Stirling numbers of the
second kind, which is similar to the one for classical Stirling numbers of the second
kind.

Theorem 5.9. ([9, Theorem 2.9])
If0<k<mnandr >0, then

{{Z}} 2k+7~12§ (2k+r)<k—j+1>?<(k—j><k—j+7“>>”

5.3 Transition coefficients

In this subsection we investigate the connections between Jacobi—Whitney numbers
where the number of colours as well as the number of distinguished elements are
different. In order to do this, we need to introduce some auxiliary numbers.

For fixed m,l > 1 and r, s > 0, the transition coefficients Ty, i r s(n, k) (0 <k <n)
are defined by the following initial values and recurrence relation:
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° Tm,lﬂ“,s(nvo) = 67170 (7’L > O), Tm,l,r,s(”y TL) =1 (n > 0)7

® Tmirsn+1,k) =T irs(nk—1)+ (mn(mn+r) — lk(lk+ ) Tmi,rs(n, k)
(1<k<n).

We note that for m > 1 and r > 0, Ton,m,r,r(n, k) = 0n 1 (0 < k <mn).

The reason of the choice of this name is that these numbers appear as coefficients

in the transition relations between (m,r)- and (I, s)-quadratically rising and falling

factorials.

Theorem 5.10. ([9, Theorem 3.1])

Ifn,r,s > 0 and m,l > 1, then

n

,m,T E k,l,s
€T = Tm,l,r,s(nvk)x )
k=0

n.m.r n _ k.l.s
g = ()" T (n k)2
k=0

Transition coefficients allow us to describe the connections between m-colour
r-Jacobi-Whitney and [-colour s-Jacobi—Whitney numbers.

Theorem 5.11. ([9, Theorem 3.2])
Ifo<k<n,m>1andr,s >0, then

jwmy’f‘(nv k) = Z Tm,l,?",s(n7j)jwl,s(j7 k)?
j=k

JWm,’r(n, k:) - Z (_1)jik JWZ,S(”’j)E,m,S,T‘(j? k)
=k

In the next theorem we show the generalized orthogonality relations of Jacobi—
Whitney numbers of the first and second kind. If m = [ and r = s, then they give
back the assertions of Theorem 5.7.

Theorem 5.12. ([9, Theorem 3.3])
Ifo<k<n, ml>1andr,s >0, then

J

x>

(=1 * jwn e (n, 1) IWi s (G, k) = Tontrs (0 k),
(-1)

jikJWm,T(nvj)Tm,l,r,s(ja i)jwl,s(ia k) - (Sn,k-

>

noJ
=ki=k

J
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5.4 Jacobi-Dowling polynomials

Those Bell-type polynomials whose coefficients are r-Whitney numbers of the second
kind with fixed first parameter are called r-Dowling polynomials (see [10, 14, 40]).
Similarly, we can define Jacobi-Dowling polynomials related to Jacobi-Whitney
numbers of the second kind.

Definition 5.13. (]9, Definition 4.1])
For n,r > 0 and m > 1, the polynomial

JDn,m,r(x) = Z JWm,r(n, k?)l'k
k=0

is called the nth m-colour r-Jacobi-Dowling polynomial.

Jacobi-Dowling polynomials satisfy the following recurrence relation.

Theorem 5.14. ([9, Theorem 4.2])
If n,r >0 and m > 1, then

IDni1,m,r(z) = J Dnymr(z) + m(m + r):cJD;%m,T(a:) + m2x2JD,';,m7T(x).

In the next theorem we show that all roots of the Jacobi-Dowling polynomials are
real, non-positive and simple.

Theorem 5.15. ([9, Theorem 4.3])
If n,m > 1 and r > 0, then the polynomial JDp, m () has only real and simple
roots, one of them is 0, the others are negative.

For a fixed first parameter the sequences of Jacobi-Whitney numbers of the first
and second kind are also log-concave and unimodal.

Corollary 5.16. ([9, Corollary 4.4])
If nym > 1 and r > 0, then the sequences (jwm,r(n, k))r—o and (JWp r(n,k))r—o
are strictly log-concave and unimodal.
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6 Jacobi—Whitney—Lah numbers

6.1 The notion of Jacobi—Whitney—Lah numbers

In Section 1 we have seen that the mentioned generalizations of Stirling numbers
also exist for Lah numbers. We introduced Lah, r-Lah and r-Whitney—Lah numbers
by their combinatorial interpretations, but we can also define them with the help of
Stirling, r-Stirling and r-Whitney numbers of the first and second kind, respectively,
by the counterpart of the formula (*).

In the literature we find neither the Legendre nor the Jacobi variant of Lah numbers.
Now, similarly to Section 5, we introduce more general combinatorial numbers,
the Jacobi-Whitney—Lah numbers. According to the above, we can do this in two
different ways.

If we consider ordered blocks instead of blocks in the combinatorial definition of
Jacobi-Whitney numbers of the second kind, we obtain Jacobi-Whitney—Lah num-
bers of the first type.

Definition 6.1. ([5, Definition 2.1])

Let 0 <k <n,m >1andr > 0. An ordered pair (®1,P2) is an m-colour r-Jacobi—

Whitney—Lah pair of partitions with parameter (n, k) if

e &7 is a Whitney-coloured O-partition of the elements 1,...,n with m colours into
k ordered blocks,

e ®5 is a Whitney-coloured r-partition of the elements 1,...,n + r with m colours
into k 4 r ordered blocks,

e the set of maxima of the ordered blocks in ®; coincides with the set of maxima
of the non-distinguished ordered blocks in ®2.

The number of these pairs of partitions into ordered blocks is given by the m-colour
r-Jacobi-Whitney—Lah number of the first type JVVLS,:QT(R7 k).

We introduce Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second type as the sum of the
products of Jacobi-Whitney numbers of the first kind with fixed first parameter and
Jacobi-Whitney numbers of the second kind with fixed second parameter.
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Definition 6.2. ([5, Definition 3.1])
Let 0 < k <n, m>1and r > 0. Then the number JW L', (n, k) defined by the
formula

WL, (n,k) =3 jwm (1, )T Wi (5, k)
j=k

is called an m-colour r-Jacobi—Whitney—Lah number of the second type.
In the remaining part of this section we will see that, contrary to the previous ge-

neralizations of Lah numbers, the two approaches of Jacobi-Whitney—Lah numbers
produce different combinatorial numbers.

6.2 Jacobi—Whitney—Lah numbers of the first type

The combinatorial definition of Jacobi-Whitney-Lah numbers of the first type im-
plies that if n,r7 > 0 and m > 1, then

JWLY, (n,0) = 6n0, JWLY, (n,n) =1.

In the next theorem we give further special values of Jacobi-Whitney—Lah numbers
of the first type.

Theorem 6.3. (|5, Theorem 2.2|)
If n,m >1 and r > 0, then

JWL%?T(n, D =m"" n! 2m +2rjm)" ",

JWELD, (n,n—1) = 4m (2m (g) +(m+7) (g)) .

We show the recurrence relation of Jacobi-Whitney—Lah numbers of the first type
also in a combinatorial way.

Theorem 6.4. (|5, Theorem 2.3|)
If1<k<n,m>1andr >0, then

JWLY, (n+1,k) = IWLG) (n, k — 1) + m(n + k) (m(n + k) + 2r) JW LG, (n, k).

The vertical recurrence of Jacobi—-Whitney—Lah numbers of the first type is also
proved by a combinatorial idea.



59

Theorem 6.5. ([5, Theorem 2.4])
If0<k<n, m2>1andr >0, then

JWELE (n+1,k+1)

n
=" (m(n+k+ 1)|m)"~ (m(n + k + 1) + 2r[m)"=2 JWLQ), (j, k).
j=k

In the following theorem we present a formula for Jacobi-Whitney—Lah numbers of
the first type, which is similar to the expression of Jacobi-Whitney numbers with
symmetric polynomials.

Theorem 6.6. ([5, Theorem 2.5])
If0<k<n,m2>1andr >0, then

—k
JWLY (n,k) = > m(2ij — j 4+ 1)(m(2i; — j + 1) 4 2r).
1<i1 <9< <ip_p<n—1 j=1

6.3 Jacobi—Whitney—Lah numbers of the second type

From the definition of Jacobi—-Whitney—Lah numbers of the second type as well as
the corresponding properties of Jacobi—-Whitney numbers of the first and second
kind we obtain that if n,» > 0 and m > 1, then

JWL2, (n,0) = 6n0, JWLZ, (n,n)=1.

Other special values of Jacobi—-Whitney—Lah numbers of the second type are given
in the next theorem.

Theorem 6.7. ([5, Theorem 3.2|)
Ifn,m>1 and r > 0, then

m(m +1))™™"

’

2) _(
JWLP, (n,1) = e

JWLZ, (n,n—1) = 2m (Zm (g’) +(m+r) (Z)) .

With the help of Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second type we can describe
the connection between quadratically rising and quadratically falling factorials.
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Theorem 6.8. ([5, Theorem 3.3])
If n,r >0 and m > 1, then

" = Z JWL%?T(TL, k:)a:w7

k=0

3|

=N () P IW LD, (n, k)T

In the recurrence relation of Jacobi—-Whitney—Lah numbers of the second type, the
sum of the coefficients in the recurrences of Jacobi-Whitney numbers of the first
and second kind appears.

Theorem 6.9. ([5, Theorem 3.4])
If1<k<n,m>1andr >0, then

JWLD, (n+1,k) = IWLZ, (n, k—1)+ (mn(mn+r)+mk(mk-+r)) JW L2, (n, k).
For Jacobi-Whitney-Lah numbers of the second type the following vertical recur-
rence holds.

Theorem 6.10. (|5, Theorem 3.5])
If0<k<n, m>1andr >0, then

(m(k + 1)(m(k + 1) +r))"THm"
(m(k+1)(m(k+1) 4 r))itLm.r

n
IJWLE, (n+1,k+1) = Z IWLn (3, k).

In the next theorem we present the explicit formula of 1-colour r-Jacobi—-Whitney—
Lah numbers of the second type.

Theorem 6.11. ([5, Theorem 3.6])
If0<k<nandr >0, then

2k+r
2k+7’ . a . . nilr
JW L) (n, k) = Q,H I Z ( )(HH) (k=) (k= +r)™"

Similarly to Lah numbers, Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second type are also
self-orthogonal.
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Theorem 6.12. ([5, Theorem 3.7])
If0<k<n, m2>1andr >0, then

n
S0P IWLE, (0, §)IW LG (5, k) = Ok

The following theorem gives relations between Jacobi—-Whitney—Lah numbers of the
second type and Jacobi—Whitney numbers of the first as well as second kind.

Theorem 6.13. ([5, Theorem 3.8])
If0<k<n, m>1andr >0, then

ST TP IW LR, (0, ) jwm e (5, k) = jwm, (1, k),
=k

S )T I W (1, ) IW LG, (5, k) = TWon (0, K).

By using the transition coefficients introduced in Subsection 5.3, we can prove more
general connections between quadratically rising and quadratically falling factorials
than Theorem 6.8.

Theorem 6.14. ([5, Theorem 3.9])
If n,r,s > 0 and m,l > 1, then

2 i ‘ . kls
=3 S ) TRIW LS (0, ) T s (G R
k=0j=k

ZZTm,l,rs a] JWL(Z)( k) m7
k=0j=k

()" IWELZ, (1, ) Ton . (G, k)20,

”15
NgE
M:

(=}
<.
I
kol

n,m,r " n — . . Tls
2 =SSN () T T (0, ) TWEE) (G, k)

Now, applying transition coefficients again, we generalize first Theorem 6.12, then
Theorem 6.13.
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Theorem 6.15. ([5, Theorem 3.10])
Ifo<k<n,ml>1andr,s >0, then

n_J

> > -1 FIW LG, (1, )T 1,05 (5, 8) TW L (i) = T 1, (1, K).
j=ki=k

Theorem 6.16. ([5, Theorem 3.11])

If0<k<n,m,l>1andr,s>0, then

n J
SN )R IW LS (0, ) o 1,5 (G, D) 0,5 (i, k) = jrwm (1, K),
j=ki=k

n J
SN D) T I W (0 5) T, (G, ) TW LS iy k) = TWa o (n, ).
j=ki=k

Finally, we consider what happens if we combine Jacobi—-Whitney numbers of the
first and second kind with different number of colours and different number of dis-
tinguished elements in the definition of Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second
type.

Theorem 6.17. ([5, Theorem 3.12])

Ifo<k<n,ml>1andr,s >0, then

n

ijm,r( a])JWl s ]a ZTm,l,rs 7.7 JWLl(?S)(]a k)
=k
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