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2 1.1. AZ ALTALANOSITOTT BAJRAKTAREVIC-KOZEP DEFINICIOJA

1. Fejezet — Alapveto fogalmak és eredmények

Ebben a fejezetben I egy nemiires, nyilt, valds intervallumot. Bevezetjiik az alta-
lanositott Bajraktarevi¢-kozép fogalmat és harmadrendig kiszdmitjuk a parciélis
derivaltjait. Az eredmények megtaldlhat6 a [4] dolgozatunkban.

1.1. Az altalanositott Bajraktarevi¢-kozép definicigja. A Bajraktarevié-kozép
fogalmanak kiterjesztéséhez sziikségiink lesz az aldbbi lemmadra, amely szigortian
monoton (de nem feltétleniil folytonos) fiiggvények éltaldnositott bal inverzének
1étezésérol és tulajdonsagairdl szol.

Allitas. Legyen f: I — R egy szigorian monoton fiiggvény. Ekkor létezik egy
egyértelmiten meghatdrozott g: conv(f(I)) — I monoton fiiggvény, amely bal
inverze f-nek, azaz

(gof)l@) =z  (zel). (D
Tovdbbd g folytonos, ugyanabban az értelemben monoton, mint f,
(feg)y)=y  (ye fl)), 2

és
liminf f(z) <y < limsup f(x) (y € conv(f(I))).
z—g(y) z—9g(y)
Igy, ha f alulrél (feliilrél) félig folytonos g(y)-ban, akkor f o g(y) < y (y <

fog(y))

Definicié. A fenti lemméban jellemzett g fliggvényt a szigoriian monoton f: I —
R fiiggvény dltaldnositott bal inverzének neveziink és az f(—1) szimbélummal
jeloljiik.

Megjegyzés. Az (1) és (2) egyenletekbdl vildgos, hogy f(—1) lesztikitése f(I)-
re az f fiiggvény klasszikus inverze. Tehdt f(—1) az f inverzének a folytonos
és monoton kiterjesztése a legsziikebb olyan intervallumra, amely tartalmazza f
értékkészletét.

Egy meglehet6sen altalanos kozép, amely szamos nevezetes kozepet specidlis
esetként magdban foglal, a kvaziaritmetikai k6zép, amelyet az aldbbiak szerint
definidlunk.
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Definici6. Legyen n € N. Adott f: I — R szigorian monoton, folytonos fligg-
vény esetén az Agcn] : I — I médon jelolt n-vdltozos kvdziaritmetikai kozepet az
alabbi képlettel definidljuk:

A () = f_1<f(x1)+---+f(xn)

n

) (x eI™).

Azt mondjuk, hogy f az AEZL] generdtorfiiggvénye.
Bajraktarevi¢ [1]-ben, illetve [2]-ban a kvaziaritmetikai k6zép aldbbi silyo-
zott kiterjesztését vezette be és vizsgalta.
Definicié. Legyen n € N. Adott f: I — R szigordan monoton, folytonos és
p: I — Ry porzitiv értéki fiiggvény esetén a BY'): " — I médon jeldlt n-
vdltozos Bajraktarevic-kozepet az alabbi képlettel definidljuk:
B["] (z) := f—l (p(xl)f(xl) + -+ pln) f(20)
T p(za) + -+ plan)

) (xelI™). @)

Azt mondjuk, hogy f a BJ[I"; generdtorfiiggvénye, mig p a BEC"I]) siilyfiiggvénye.

Tekintsiik a Bajraktarevi¢-ko6zép egy esetlegesen aszimmetrikus dltalanosita-
sat.
Definicié. Legyen n € N. Adott f: I — R szigortian monoton fliggvény és
p = (p1,...,pn): I — R7} pozitiv koordintdji vektorértékii fiiggvény esetén
az AU 1" — I szimbolummal jelslt n-vdltozds dltaldnositott Bajraktarevic-
kozepet az alabbi képlettel definidljuk:

fvp pl(x1)+.+pn(xn)

és, a jelolések egyszeriisitése végett, az aldbbi definicidkat is haszndlni fogjuk:

(2) = pl(xlzizii:::j:};ngn;f(%) é  poi=pi+-c+pa.

Hasonl6an az el6z$ definicidkhoz, azt mondjuk f az A%) generdtorfiiggvénye,
n]

mig p az AB‘ , sulyfiiggvénye.
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[n]

Megjegyzés. Kihangsilyozzuk, hogy A 7.p valoban egy nem sziikségképpen szim-
metrikus altalanositasa B [."I})—nek, hiszen, abban az esetben, amikor f folytonos,
az Osszes sulyfiiggvényt egyformanak vélasztva, azaz ap (= p; = --- = p,

helyettesitést végrehajtva (4)-ben, visszakapjuk (3)-mat.

Allitas. Legyen n € N, f: I — R egy szigoriian monoton fiiggvény és legyen
p = (pr,....pa): I — R%. Ekkor a (4) képlettel definidlr A}'): I — I
fiiggvény joldefinidlt és egy kozép, azaz
min(z) < A[fﬂ)(m) < max(zx) (x e I™).

1.2. Az altalanositott Bajraktarevi¢-kozép parcialis derivaltjai. Az aldbbi té-
telben, feszes regularitési feltételek mellett, /™ diagonalis pontjaiban, harmadren-
dig meghatarozzuk altalanositott Bajraktarevi¢-ko6zép parcidlis derivéltjait. Fe-
szes regularitasi feltételek alatt azt értjiik, hogy példaul, ahogy aldbb az (1), (2b),
(3c) éllitdsokban ldthatd, m € N esetén csupdn (m — 1)-szeri folytonos differen-
cidlhat6sdgot feltételeziink p;-r6l ahhoz, hogy bizonyitsuk a 9] alakd parciélis
derivaltak 1étezését és kiszamitsuk azokat. A parcidlis derivéltak kulcsszerepet
jatszanak a késobbi fejezetekben, hiszen az egyik eszkoz, amelyet a f6 tételek
bizonyitdsdhoz hasznilunk az nem mads, mint a széban forgé fiiggvényegyenlet
értelmezési tartomdnydnak diagondlisdn torténd differencidldsa 4ltal nyert diffe-
rencidlegyenletek megolddsa.

Tétel. Legyenn € N ¢ € {1,2,3}, f: I — R egy (-szer differencidlhatd, nem-
nulla elsé derivdlttal rendelkezd fiiggvény, és legyen p = (p1,...,pn): I — R
Ekkor az aldbbi dllitdsok érvényesek.

(1) Hat =1,i € {1,...,n}, és p; folytonos, akkor a 8#15:1 elsérendii parci-
dlis derivdlt létezik a diag(I™) diagondlison, és

(adl) " = 2

(2a) Ha t = 2, 1,5 € {1,...,n}, hogy i # j, tovdbbd p; és p; differencidl-
hatok, akkor a 818jA5c7fL mdsodrendii parcidlis derivdlt létezik a diag(I™)
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diagondlison, és

w2~ (pips) pip;
e O A

(2b) Ha ¢ = 2, i € {1,...,n}, és p; folytonosan differencidlhatd, a 81.2/15?;
mdsodrendii parcidlis derivdlt létezik a diag(I™) diagondlison, és

(82A[n] )A _oPileo—pi) | pilpo —pi) [

e I g f

(3a) Ha l = 3, 4,5,k € {1,...,n}, hogy i # j # k # i, tovabbd p;, p; és
py, differencidlhatok, akkor a 5‘1-8j8kA[fnl) harmadrendii parcidlis derivdlt
létezik a diag(I™) diagondlison, és

PiLiPy + PipiPk + PPk | (ipipr)” f”
3 + 3 Y
Py Po f

| Pipsp (3<f”>2 B f)
24 f f
(3b) Hal =3,i,5 € {1,...,n}, hogyi # j, tovdbbd p; kétszer differencidlhatd

és p; differencidlhato, akkor a 83@14[;2) harmadrendii parcidlis derivdlt
létezik a diag(I™) diagondlison, és

(&@mA%JA:Q

(323,A[n] )A 29 (2 — po) + p;(2(p})% — Pl/po)
i) T 3
bo
(2}7;;0]‘ +pip;)(2pi — o) £
+ J i
Po f

piD; o " 2_ f’”)
+ = ((3191 po)(f,> iy )

(3¢) Hat =3,i € {1,...,n}, és p; kétszer folytonosan differencidlhaté, akkor
a 8;9’145:?; harmadrendii parcidlis derivdlt létezik a diag(I™) diagondlison,
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és
A — D A TOVAY. / — 9. s %
(opal)* = 4P —p )(Polgz (P)?) , 4Pi(po pi)(po —po) I
’ Do ) f

m(popl-)( (f”)Z f>
pg 3pi Iz (pO +pz) Iz .
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2. Fejezet — Egyenldségi probléma

A [4] dolgozat tartalmazza az eredményeket ebbdl a fejezetbdl, amelyben az n-
valtozds altaldnositott Bajraktarevic-kozép egyenldségi problémajaval foglalko-
zunk, azaz sziikséges, illetve elégséges feltételeket adunk az aldbb felsorolt isme-
retlen fliggvényekre nézve ahhoz, hogy az

1 (Pr(@)f(@1) + - 4 pal®n) fzn)

/ < pr(@1) + -+ pu(n) )
_ (=1 Q1(I1)g(ml)++Q71($n)g(93n)
—7 < ql(m1)+"'+Qn(xn) >

(&)

fliggvényegyenlet fennélljon lokdlisan vagy globdlisan, ahol n € N, n > 2 rog-
zitett, I egy nemiires, nyilt, valés intervallumot jelol, amely az egész fejezet-
ben igy lesz, az f,g: I — R ismeretlen fiiggvények szigorian monotonak, és
p=(p1,...,pn): I = R, illetve ¢ = (q1,...,¢,): I — R’} szintén ismeret-
len fliggvények.

Ezt a kérdést a szimmetrikus 2-valtozos esetben, azaz amikor n = 2 és p; =
p2, Losonczi [8]-ben mér vizsgélta, és meg is oldotta hatodrend( regularitési fel-
tételek mellett. Késébb Pales és Zakaria [14]-ben megjavitotta ezt az eredményt,
sikeriilt ugyanazt igazolniuk elsérendii megszoritdsok mellett. Az elébb emlitett
eset kivételével, ebben a formdban, a fejezet minden mds eredményét mi publi-
kaltuk el6szor [4]-ben. Pontosabban, az aszimmetrikus 2-valtozos esetben, azt
feltételezve, hogy f, g hdaromszor differencidlhatd, és hogy 1étezik i € {1,2},
hogy vagy p; kétszer folytonosan differencidlhaté és p3_; folytonos, vagy p; két-
szer differencidlhaté és ps_; differencialhat6, azt bizonyitjuk, hogy az egyenlség
pontosan akkor teljesiil, ha léteznek «, b, ¢, d € R konstansok, hogy ad # bc, és

af +0b .
= és

cf +d >0, g_cf+d

qe = (cf +d)ps (Le{l,...,n}).

Az n > 3 esetben ugyanezt a konkliziét kapjuk gyengébb regularitasi feltételek
mellett. Nevezetesen, azt tessziik fel, hogy f és g hdromszor differencidlhatd, p
folytonos és léteznek 4,5,k € {1,...,n}, hogy i # j # k # i és pi,p;, Pk
differencidlhatok.
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2.1. Elégséges feltételek.

Tétel. Legyen f: I — R egy szigoriian monoton novekedd fiiggvény, n € N, és
legyen p = (p1,...,pn): I — R%. Ekkor azy = ABZL]]D(;U) egyenlet pontosan
akkor dll fenn minden x € 1"-re, ha, z € I esetén,

n <0 ifz<
> i) - £(w) ! (©)

>0 ifz>uy.

Ha f szigoriian monoton csékkend, akkor a (6)-beli egyenldtlenségek forditott
reldcios jellel teljesiilnek.

Kovetkezmény. Legyen f: I — R folytonos, szigoriian monoton, n € N, és
legyen p = (p1,...,pn): I — R’} Ekkor, minden x € I" esetén, az y =

A%) (z) érték egyértelmii megolddsa az aldbbi egyenletnek:

S pilai) (F9) — fw:) =0.

A kovetkezd eredmény egy elégséges feltételt ad két n-valtozos altalanositott
Bajraktarevic-kozép egyenlOségére. Ezt az esetet az egyenldség kanonikus eseté-
nek fogjuk hivni.

Tétel. Legyenek f,q: I — R szigoriian monoton fiiggvények, n € N, és legyenek
p=1,...,pn): I =R}, ¢=(q1,...,qn): I = R%. Ha léteznek a,b,c,d €
R konstansok, hogy ad # bc, és

af +b .
és

cf+d>0, gch+d

Qi:(cf+d)pi (iE{l,...,n})
(7N

teljesiilnek I-n, akkor AEZ”L = A@Z globdlisan érvényes.

2.2. Sziikséges feltételek. Az aldbbi lemma segitségével csokkenteni tudjuk a
regularitasi feltételeket allitdsainkban.

Legyen n € N. Minden ¢ € {1,...,n} esetén jelolje R" természetes ba-
zisdnak i-edik vektordt e; € R™, azaz legyen e; := (5,-7]')?:1. Két adott p =
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(P1,--spn): I — R} ésq = (qu,...,qn): I — R} silyfiiggvény esetén az
alabbi jelolést is haszndlni fogjuk:

QO _ G+t

Tro ‘= .
Po D1+t Dn

Lemma. Legyenek f,g: I — R szigoriian monoton, folytonos fiiggvények, n €
N,n > 2, és legyenek p = (p1,...,pn): I = R, q = (q1,---.qn): I —
R?. Tegyiik fel, hogy A" = AL lokdlisan teljesiil. Ekkor az aldbbi két dllitds
érvényes.

(i) Mindeni € {1,...,n} esetén a p; fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha q;
folytonos.

(ii) Legyen k € N. Tegyiik fel, hogy f,g: I — R k-szor differencidlhaté (k-szor
folytonosan differencidlhato) fiiggvények nemnulla elsd derivdlttal. Ekkor,
mindeni € {1,...,n} esetén, a p; fiiggvény pontosan akkor k-szor differen-
cidlhato (k-szor folytonosan differencidlhato), ha q; k-szor differencidlhato
(k-szor folytonosan differencidlhato)

A kovetkez6 kiterjesztési tétel alapvetd fontossagu, hiszen a f6 tételek bizo-
nyitdsaiban el6szor csak az értelmezési tartomany egy részintervalluman tudjuk
garantdlni az egyenldség kanonikus esetének fenndlldsat. Aztdn a kovetkez6 {6
1épés a bizonyitdsokban az az, hogy kiterjessziik ezt az egész intervallumra.

Tétel. Legyenek f,g: I — R szigoriian monoton, folytonos fiiggvények, n € N,
p=(p1,-.-,pn): I = R} egy folytonos fiiggvény, és legyen q = (q1,--.,qn):

I — R%. Tegyiik fel, hogy AEZTZ]? = AL”JJ lokdlisan fenndll, és hogy léteznek
a,b, c,d € R konstansok, melyekre ad # bc érvényes, tovabbd, hogy létezik I-nek
egy J nemiires, nyilt részintervalluma, amelyen (7) érvényes. Ekkor q folytonos
és (7) az I intervallumon is teljesiil.

Két éltalanositott Bajraktarevié-kozEép egyenldségére vonatkozo els6- és ma-
sodrend( sziikséges feltételeket az aldbbi két lemmadban részletezziik.

Lemma. Legyen n € Non > 2és f,g: I — R differencidlhato fiiggvények
nemnulla elsé derivdlital, és legyen i € {1,...,n}. Legyenek tovibbd p =
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(P1,--spn): I = RY ésq = (q1,-..,qn): I — R} olyan fiiggvények, hogy

p; és q; folytonosak. Ha 8,»145% = @»Agﬂl Sfenndll a diag(I™) diagondlison, akkor

qi Di
= = 8
q0 Po ®

teljesiil az I intervallumon.

Lemma. Legyenn € Non > 2és f,g: I — R kétszer differencidlhato fiiggvé-

nyek nemnulla elsé derivdlttal. Legyenek tovdabbd p = (p1,...,pn): I — R}
ésq = (qu,-...qn): I — R} folytonos fiiggvények, és tegyiik fel, hogy, min-
deni € {1,...,n} esetén, a (8) egyenldség fenndll az I intervallumon. Legyen

J,k € {1,...,n}. Ekkor az aldbbi két dllitds érvényes.

(i) Feltéve, hogy j # k és a pj, pk, q;, illetve gy, fiiggvények differencidlhatok,
ha @8;«4%7 = ajﬁkA[g% teljesiil a diag(I™) diagondlison, akkor létezik
egy olyan nemnulla ~y konstans, hogy minden i € {1,...,n} esetén

69 =}t ©)
érvényes az I intervallumon.

(ii) Feltéve, hogy j = k és a pj, q; fiiggvények folytonosan differencidlhatok, ha
8]24145:2) = 8]214[97?(]1 teljesiil a diag(I™) diagondlison, akkor létezik egy olyan
nemnulla ~y konstans, hogy minden i € {1,...,n} esetén (9) érvényes az I
intervallumon.

A kovetkez6 fogalom és egy kapcsoldd6 lemma kulcsszerepet jatszik a feje-
zet késdbbi bizonyitdsaiban hiszen, megoldva a széban forgé fiiggvényegyenlet
differencidldsaval kapott differencidlegyenleteket, az egyik eset, ami adédik az
pontosan az az egyenlet, amire a kovetkezé lemma ad egy sziikséges feltételt,
csupan annyi regularitast feltételezve, ami joldefinidltsaghoz elengedhetetlen.

Definicié. Egy f: I — R haromszor differencidlhatd, nemnulla elsé derivalt-
tal rendelkezd fiiggvény esetén definidljuk a fiiggvény Sy: I — R mdédon jelolt
Schwarz-derivdltjdt az alabbi képlettel:

_f/// 3 f// 2
5= 3(7)
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Lemma. Legyenek f,g: I — R hdromszor differencidlhato, nemnulla elsd de-
rivdlttal rendelkezd fiiggvények. Ha Sy = S fenndll az I intervallumon, akkor
léteznek a, b, c,d € R konstansok, hogy ad # be, cf + d pozitiv I-n, és

_af+b
Ccof +d

teljesiil az I intervallumon.

A fejezet elso 6 tétele kovetkezik, amely teljes mértékben karakterizélja két
legalabb 3-valtozés altalanositott Bajraktarevic-kozép egyenldségét.

Tétel. Legyenn € Nyn > 3és f,g: I — R hdromszor differencidlhatd, nemnul-

la elsd derivdlital rendelkezd fiiggvények. Legyen tovdbbdp = (p1,...,pn): I —

R} egy folytonos fiiggvény és legyen q = (qu,...,qn) : I — R Tegyiik fel,

hogy léteznek i, j, k € {1,...,n} indexek, hogy i # j # k # i és a p;,p;, Pk

fiiggvények differencidlhatok. Ekkor az aldbbi dllitdsok pdronként ekvivalensek.
(i) A[f"g) = ALT,L,]J teljesiil globdlisan.

n]

(ii) Agc’p = Agfl] teljesiil lokdlisan.

(iii) A q fiiggvény folytonos, a q;, q;, qi, fiiggvények differencidlhatok, és a
0 AT = 9,4l (re{1,... ,n—1}),

[n] n

0:0; A" = 0,0; Al
00,00 AL = 90,0, A"

egyenletek teljesiilnek a diag(I™) diagondlison.

(iv) Léteznek a,b, c,d € R konstansok, hogy ad # bc és

_af+b és
9= f+d

qe = (cf +d)pe (te{1,...,n})

teljesiilnek az I intervallumon.
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A masodik 6 tételnek két véltozata van a regularitasi feltételek szempontja-
bol, és ez karakterizalja a 2-véltozés dltaldnositott aszimmetrikus Bajraktarevié-
kozepek egyenléségét.

Tétel. Legyenek f,g: I — R hdromszor differencidlhato, nemnulla elsé derivdlt-
tal rendelkezd fiiggvények. Legyenekp = (p1,p2): I — R3 ésq = (q1,¢2): I —
Ri, hogy p1 # po. Tegyiik fel, hogy létezik i € {1,2}, hogy az aldbbi regularitdsi
feltételek egyike teljesiil.

(a) p; kétszer folytonosan differencidlhaté és ps_; folytonos.
(b) p; kétszer differencidlhato és ps_; differencidlhato.
Ekkor az aldbbi dllitdsok pdronként ekvivalensek.

(i) A?]p = AL%]q teljesiil globdlisan.

(ii) A[fz}p = A[g%]q teljesiil lokdlisan.

(iv) Léteznek a,b, c,d € R konstansok, hogy ad # bc és

_af+b
g_Cf—f—d’

@1 = (¢f + d)p1, és g2 = (¢f + d)p2

teljesiilnek az I intervallumon.

Ha rdaddsul az f és p fiiggvények (-szer folytonosan differencidlhatok, akkor A?L
is £-szer folytonosan differencidlhato.

Ahogy korabban is emlitettiik, a szimmetrikus 2-véaltozds esetet mar megol-
dottdk elészor hatod-, majd pedig elsérendi regularitasi feltételek mellett a [8],
illetve [14] dolgozatokban.

Tétel. Legyenek f,g: I — R folytonosan differencidlhato, nemnulla elsé de-
rivdlttal rendelkezd fiiggvények. Legyen tovdbbd p: I — R, egy folytonosan
differencidlhato fiiggvény és q: I — R.. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) 4 — M

F(0p) a(0.a) teljesiil globdlisan.
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(ii) A?](p7p) = AE](q,q) teljesiil lokdlisan.

(iv) Vagy léteznek a, b, c,d € R konstansok, hogy ad # bc és

af +b ) _
9=7a ° q=(cf+d)p

teljesiilnek az I intervallumon, vagy léteznek P és Q) legfeljebb mdsodfokii
polinomok, hogy P, illetve Q) pozitivak f(I)-n, illetve g(I)-n, és léteznek
a, B € R konstansok, hogy

g=Glo(aFof+f), p=Piof dé q=Q Zog

fenndllnak az I intervallumon, ahol F, illetve G az 1/ P, illetve 1/Q egy-egy
primitiv fiiggvényét jelolik.
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3. Fejezet — Osszehasonlitasi probléma

Ennek a fejezetnek az a {6 célja, hogy vizsgédljuk két n-véltozos altaldnositott
Bajraktarevié¢-kozép lokalis és globdlis 6sszehasonlitdsi problémajat, azaz, hogy
sziikséges, illetve elégséges feltételeket adjunk az alabb felsorolt ismeretlen fiigg-
vényekre nézve ahhoz, hogy az

1y (Pr(@1) f(@1) + - 4 paln) f(2n)
f < pl(x1)+"'+pn(xn) >
- (@(z1)g(@1) + - + gn(@n)g(@n)
=9 ( q1(z1) + -+ + qu(zn) )

(10)

fliggvényegyenlStlenség érvényes legyen lokdlisan vagy globdlisan, ahol n €
N,n > 2 rogzitett, I egy nemiires, nyilt, valés intervallum, amely az egész
fejezetben igy lesz, ha csak mast nem mondunk, az f,g: I — R ismeretlen

fiiggvények szigorian monotonak, illetve p = (p1,...,pp): I — R} ésq =
(q1s---,qn): I — R is ismeretlen fiiggvények. Ezen szekcié eredményeit a [5]

dolgozatunkban bizonyitottuk. Megjegyezziik, hogy, ahogyan a 2. Fejezetben
is lattuk, ezen kozepek egyenléségének lokalis és globalis fennélldsa ekvivalens.
Viszont, ahogyan ebben a fejezetben olvashaté, az 6sszehasonlitdsi probléma ese-
tében nem ez a helyzet.

A globdlis 6sszehasonlitasi problémat illetéen a fejezet f6 eredménye azt mond-
ja ki, hogy ha az f, g fuiggvények differencialhaték és nemnulla elsd derivalttal
rendelkeznek, és minden ¢ € {1,...,n} esetén

i _ 6 o @U@ - ) _ w@)(@) —g(y) (
) po(y)f'(y) - q0(y)9'(y)

teljesiilnek (ahol pg := p1 + -+ + pn €s qo := q1 + -+ + qy), akkor a fenti
osszehasonlithat6sagi egyenlStlenség fenndll minden x4, ..., x,, € I esetén.

3.1. Lokalis osszehasonlithatsag.

Definicié. Legyen n € N;n > 2 és U € R" egy nemiires, nyilt halmaz. Az
f: U — R figgvényt az a € U pontban az i-edik vdltozdjdra nézve parcidlisan
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differencidlhatonak hivjuk, ha a

i 0+ he) — f(a)
h—0 h

hatarérték 1étezik és véges. Azt mondjuk, hogy f az a € U pontban parcidlisan
differencidlhato, ha minden véltozdjira nézve parcidlisan differencidlhatd. Vé-
gezetill, azzal a sz6hasznalattal élink, hogy f parcidlisan differencidlhaté az U
halmazon, ha U minden pontjdban parcidlisan differencidlhatd.

A (10) dsszehasonlithat6sagi egyenlStlenség lokalis vizsgélatahoz felelevenit-
jik [13] alabbi eredményét.

Tétel. Legyen n € Nyn > 2 és legyenek M, N: I — I olyan n-vdltozds ko-
zepek, hogy M lokdlisan kisebb, mint N. Tegyiik fel, hogy M és N parcidlisan
differencidlhatck a diag(I™) diagondlison. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén

O;M> = 9;N>. (11)
Ha rdaddsul M és N kétszer differencidlhatok a diag(I™) diagondlison, akkor a

(0:0;N™ — aiajz\%)zji1 (12)
szimmetrikus ((n — 1) x (n — 1))-tipusi mdtrix pozitiv szemidefinit.

Masfeldl, ha a (11) egyenlet érvényes minden i € {1,...,n} esetén, tovdbbd
M és N kétszer folytonosan differencidlhatok a diag(I™) diagondlison és a (12)
dltal adott szimmetrikus ((n — 1) x (n — 1))-tipusi mdtrix pozitiv definit, akkor
M lokdlisan kisebb, mint N.

E fejezet els6é f6 eredménye sziikséges, illetve elégséges feltételeket ad az
altalanositott Bajraktarevié¢-kozepek lokalis 0sszehasonlithatésagara.

Tétel. Legyenn € Nyn > 2, f, g: I — R differencidlhaté, nemnulla elsé deri-
vdlttal rendelkezd fiiggvények, tovdbbd legyenek p,q: I — R} folytonos fiiggvé-

nyek. Tegyiik fel, hogy Agcn;) lokdlisan kisebb, mint Agﬂ]. Ekkor

Di qi .
i _ 4 1,....n)).
. (ief{l,...,n}) (13)
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Ha rdaddsul f,qg kétszer differencidlhatok és p, q folytonosan differencidlhatok,
akkor a

%y

pglf]

i

(14)

fiiggvény monoton novekedo.

Mdsfeldl, ha f, g és p, q kétszer folytonosan differencidlhatck, (13) teljesiil és
a (14)-ben ldtott fiiggvény derivdltja pozitiv, akkor Agf"j? lokdlisan kisebb, mint
A

A kovetkezdkben az dltaldnositott Bajraktarevié-kozepek lokdlis 6sszehason-
lithat6sdgi problémdjanak azt az esetét tekintjiik, amikor / egy nemiires, nyilt

részintervalluma R, -nak, és a py, ..., py,, illetve q1, . . ., q,, stlyfiiggvények hat-
vanyfiiggvények pozitiv szimszorosai.

Kovetkezmény. Legyen I C R, egy nemiires, nyilt intervallum, f,g: I — R
differencidlhato, nemnulla elsd derivdlttal rendelkezd fiiggvények. Legyen n €

Nyn > 2, (A, ), (1,5 i) € RY, (01,000 00), (B1,- -+, Ba) € R,
és a sulyfiiggvényeket a

pi(z) == Ajx™ és qi(x) == gz (te{l,...,n},zel) (15

formuldkkal definidljuk. Tegyiik fel, hogy A%) lokdlisan kisebb, mint AL’}!,. Ekkor
léteznek v > 0 és § € R konstansok iigy, hogy

Ha rdaddsul f és g kétszer differencidlhatok, akkor az

25 19'(@)]
' ()]

leképezés monoton novekedd az I intervallumon.
Madsfeldl, ha f, g kétszer folytonosan differencidlhatok, (16) teljesiil és a (17)-
n]

ban ldtott fiiggvény derivdltja pozitiv, akkor AE( » lokdlisan kisebb, mint A[ﬁl.

=T

a7

A fenti eredmény egy azonnali kdvetkezményeként karakterizdlni tudjuk az
altalanositott hatvanykozepek lokdlis dsszehasonlithatésagat.
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Kovetkezmény. Legyen I C R, egy nemiires, nyilt intervallum, a,b € R pedig
konstansok. Definidljuk az f,qg: I — R fiiggvényeket az aldbbi képletekkel:

@ haa #0 xb hab+#0
fz) = és  gla) = (18)
log(z) haa=0 log(z) hab=0.

Legyenn € Nyn > 2, (A1,..., An), (1, ... pin) €RY, (a1, ..., 00), (B, -,
Bn) € R™, és definidljuk a p,q: I — R} fiiggvényeket (15) szerint. Ha A%)
lokdlisan kisebb, mint A%), akkor léteznek v > 0 és 6 € R konstansok, hogy (16)
teljesiil és a < b+ 26.

Mdsfeldl, ha (16) fenndll és a < b+ 26, akkor Agf"]]? lokdlisan kisebb, mint

AGa.

3.2. Globilis ésszehasonlithatésag. Ha A"} globalisan kisebb, mint A}, ak-

kor AEZTL lokélisan is kisebb, mint A[;}Jz, és ezért (13) sziikségessége azonnal ad6-
dik, és a (14)-ben latott fiiggvény monoton novekedd kell legyen. Viszont ezek
a feltételek nem elég er6sek ahhoz, hogy maguk utdn vonjdk az elébb emlitett
kozepek globalis osszehasonlithatésagat. Az alfejezet elsé tétele azzal foglalko-
zik, hogy az (13) feltételt mivel kell kiegésziteni ahhoz, hogy adédjon a globalis
Osszehasonlithatsag.

Tétel. Legyenek f,g: I — R szigoriian monoton, differencidlhatd, nemnulla
elsd derivdlttal rendelkezd fiiggvények, n € N,n > 2, és legyenek p,q: I — R}
Tegyiik fel, hogy (13) teljesiil, és

po(@)(f(z) = f(y) _ qo()(9(x) —9(y)) (
po(y) f'(y) - q0(y)9'(y)

x,y €1). (19)

Ekkor ABZ?L globdlisan kisebb, mint Agﬂ}.

A madsodik eredményiink pedig azzal, hogy az (14) fiiggvény monoton no-
vekedésére vonatkozd feltételt hogyan kell szigoritani ahhoz, hogy az maga utén
vonja a globdlis dsszehasonlithatésdgot. Az deriil ki, hogy ha az (14) fiiggvényt
alkoté szorzétényezdk mindegyike monoton ndvekedd, akkor az mar elegendd.
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Tétel. Legyenek f,g: I — R szigoriian monoton, differencidlhatd, nemnulla elsé
derivdlttal rendelkezd fiiggvények, n € N,n > 2, és p,q: I — R?}. Tegyiik fel,
hogy (13) teljesiil, illetve

L i

Po 1]

n]

monoton novekeddk. Ekkor A‘[f7p globdlisan kisebb, mint A[grf(]].

Megjegyezziik, hogy az (19) elégséges feltétel maga utdn vonja az (14) fligg-
vény monoton ndvekedését. Altaldnossagban a megforditds nem igaz, azonban az

aldbbiakban bemutatunk két specidlis esetet, amikor az. Az elsé esetben p és ¢
azonosak.

Tétel. Legyenek f,g: I — R szigoriian monoton, kétszer differencidlhatd, nem-
nulla elsd derivdlttal rendelkezd fiiggvények, n € Nyn > 2, és legyenp: I — R’}
egy folytonos fiiggvény. Ekkor az aldbbi dllitasok pdronként ekvivalensek.

(i) Al globalisan kisebb, mint A,
(ii) ABZ?L lokdlisan kisebb, mint A[;f;,.
(iii) A |g'/ f'| fiiggvény monoton névekedd.

(iv) Az alabbi egyenldtlenség teljesiil az I intervallumon:

(v) Feltéve, hogy g monoton névekedd (csokkend), a g o f~" fiiggvény konvex
(konkdv) f(I)-n;
(vi)
fx) = fy)
')

A masodik esetben az f és g fiiggvények egyeznek meg.

g(x) — g(y)
q'(y)

< (z,y €I).
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Tétel. Legyen f: I — R egy szigoriian monoton, kétszer folytonosan differenci-
dlhato, nemnulla elsé derivdlttal rendelkezd fiiggvény, n € Nyn > 2, és legyenek
p,q: I — RY folytonos fiiggvények. Ekkor az aldbbi dllitdsok pdronként ekviva-
lensek.

(i) A%) globdlisan kisebb, mint A%]'
(ii) A%) lokdlisan kisebb, mint AE:?JI.
(iii) A (13) feltétel teljesiil és a qo/po fiiggvény monoton novekeds.

Kovetkezmény. Legyen I C R egy nemiires, nyilt intervallum, f,g: I — R dif-
ferencidlhato, nemnulla elsé derivdlttal rendelkezd fiiggvények. Legyen tovdbbd

neNn>2 ()\1,...,)\n), (,u,l,...,un) S Ri, (061,...70[.”), (ﬁl,...,ﬂn) S
R™ és definidljuk a p,q: I — R fiiggvényeket (15) szerint. Tegyiik fel, hogy
léteznek v > 0 és § € R konstansok, hogy (16) fenndll, és

f@) — fly) _ 2°(9(z) —9(¥)
ffly)  — y29'(y)

Ekkor A%) globdlisan kisebb, mint A[gT,L(]].

(zx,y €I).

Kovetkezmény. Legyen I C R egy nemiires, nyilt intervallum, n € N;n > 2,
A1y A, (1, -y pin) €RY, (1,0 a), (B, -+, Bn) € R™, és legyenek
a,b € R konstansok. Definidljuk a p,q: I — R} fiiggvényeket (15), a f,g: I —
R fiiggvényeket pedig (18) szerint. Tegyiik fel, hogy léteznek v > 0 és § € R
konstansok, hogy (16), illetve a

min(a,0) < é 4+ min(b, 0) és max(a,0) < ¢ 4+ max(b,0)

7?] globdlisan kisebb, mint A"},

egyenldtlenségek teljesiilnek. Ekkor AEC »
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4. Fejezet — Lokalis és globalis Holder- és Minkowski-tipusi
egyenlotlenségek

A Holder, illetve Minkowski altal felfedezett hires egyenlStlenségek szamos for-
maban felirhatok, példaul hatvanykozepekre vonatkozéan is. Ahhoz, hogy fel-
idézziik a Rogers éltal 1888-ban és Holder altal 1889-ben kitalalt klasszikus Hol-
der(—Rogers) egyenl6tlenséget, legyen p, ¢ > 1 olyanok, hogy % + % = 1. Ekkor
mindenn € Nés z,y € R’} esetén az

1 1
x1y1++$nyn< 1’?"""1’% P y‘f.’-.’-yg q
n o n n

egyenlbtlenség teljesiil. A p = ¢ = 2 specidlis esetben ez az egyenl6tlenség az
ugynevezett Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz egyenl6tlenségre redukalédik, ame-
lyet a fenti formdban Cauchy fedezett fel 1821-ben. Egy adott p > 1 valds pa-
raméter esetén az 1910-ben publikélt klasszikus Minkowski-egyenl6tlenség azt
allitja, hogy a p-edik hatvanykoz€ép szubadditiv, azaz mindenn € Nés x,y € RY}
esetén az

1 1 1
<(x1+y1)17+..._|_(xn+yn)?>p < <1-11)+...+1-’1r)l>p+(yi)_’_..._’_yg)l)

n n n

egyenl6tlenség fennall.

Tomoren, ennek a fejezetnek az a célja, hogy az dsszeadast, illetve a szorzast
egy altalanosabb miiveletre és a hatvanykozepeket pedig dltalanositott Bajraktare-
vi¢-kozepekre, specidlisan silyozott Gini-kézepekre cserélve, a Holder- és Min-
kowski-egyenldtlenségekkel analog egyenlbtlenségeket vizsgaljunk. Ezenfeliil az
is célkitlizésiink, hogy karakterizaljuk ezeket az egyenl6tlenségeket lokalis és glo-
balis értelemben is. Sziikséges, illetve elégséges feltételeket fogunk levezetni az

My(®(x1),...,0(x,)) < ®(My(zh),..., My(zh)), (20)

fiiggvényegyenl6tlenség lokdlis, illetve globdlis teljesiilésére, ahol n € N,n >
2,k € N, minden « € {0,...,k} esetén I, C R egy nemiires, nyilt intervallum,
I:=Lx--xIy, My: I} — I, egy n-véltozds kozép, és : I — Ij adott leké-
pezés. Osszhangban a koribbi fejezetekben hasznalt terminoldgiaval, ha 1étezik
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olyan U C I"™ nyilt halmaz, amely tartalmazza a diag([ ™) diagondlist, és a (20)
egyenlStlenség teljesiil minden z € UL C Ha 1 I, esetén, akkor azt mondjuk,
hogy (20) lokdlisan érvényes. Ha (20) fenndll minden z € (I™)T = Hk I

(e
esetén, akkor azt mondjuk, hogy (20) globdlisan érvényes. Vildgos, hogay %20)
globdlis érvényessége maga utin vonja annak lokalis érvényességét.
Ezt kdvetben azt a specidlis esetét tekintjiik a (20) egyenl6tlenségnek, amikor
az 0sszes kozép n-valtozés dltalanositott Bajraktarevic-kozép, azaz az

(@(x1),..., D(zn)) < DAY (ah),... AL (@), @1)

n
AE” 0],170
fiilggvényegyenlGtlenséggel foglalkozunk, ahol minden o € {0,...,k} esetén
az ismeretlen f,: I, — R fliggvény szigorian monoton, és p®: I, — R is
ismeretlen fiiggvény. Sziikséges, illetve elégséges feltételeket kapunk a lokdlis,
illetve a globdlis érvényességére.
Megemlitjiik (21) néhdny fontos specidlis esetét.

l.Hak =1, Iy = I, = Jés ®(x) = x, akkor (21) az dltaldnositott
Bajraktarevi¢-kozepek J intervallumon valé lokdlis és globdlis 6sszehason-
lithatésdgéra egyszerisodik.

2HakeNk>2Iy=0 = =1 = J, ®&,...,05) = (a1 +
), és fo=fi == frp = f,p" =p' =--- = pF = p, akkor
21) az AE% kozép J-n vald Jensen-konvexitdsat jelenti. Ebben az esetben
(21)-mat Jensen-tipusu egyenl6tlenségnek mondjuk.

3. HakeN,k22,IO:]1 = =, =Ry, ®(xq,...,2) =21+ - +
agés fo=fi=-=fro=fp" =p" = =p" = p, akkor (21) az
A[f ") kozép R, halmazon valé szubadditivitasat fejezi ki, amelyet gyakran
MlnkOWSkl -tipustd egyenlétlenségnek is mondunk.

4. HakeNk>2, Iy =1L =---=I; =Ry, ®(x1,...,25) = o1 Tk,
akkor (21) egy az A?]po , AEZ]pu . ,AEZL] ,+ kozepekre vonatkozé Holder-
tipusu egyenl6tlenségre redukalédik. 7
Hérom tétel kivételével a fejezet Osszes eredményét a [6] dolgozatunkban
bizonyitottuk el6szor. A hdrom tétel koziil kettd a Gini-kozepekre vonatkozé
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Minkowski-tipust egyenltlenség globdlis fennalldsat karakterizalja a 2-valtozos
esetben, illetve rogzitetlen valtozészam mellett. A harmadik a Gini-kozepekre vo-
natkoz6 Holder-tipusu egyenl6tlenség globdlis teljesiilésére ad sziikséges és elég-
séges feltételrendszert rogzitetlen valtozészam mellett. Mindhdrom emlitett tétel
elétt kihangsilyozzuk, hogy az adott eredmény mely szerz6(k)nek koszonhetd, és
melyik publikdciéban taldlhaté meg.

4.1. Lokalis Holder- és Minkowski-tipusi egyenlGtlenségek. Ebben és a ko-
vetkez§ alfejezetben minden k € N és o € {0,...,k} esetén I, C R egy nem-
iires, nyilt intervallumot fog jelolni, és az [ := I; X --- X I}, jelolést is rogzitjiik.
A (20) egyenl6tlenség vizsgdlatdhoz vezessiik be az F': IT x --- x I — R
fuiggvényt, amely az aldbbi képlettel definialt:

F(z) = F(a!, ..., 2") .= (M (ab), ..., Mp(z¥)) — Mo(®(x1),...,®(z,)).

(22)
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy minden y € I esetén F(AF(y)) = 0. Valé-
ban, felhaszndlva az My, M, ..., M fiiggvények kozépérték tulajdonsagat, azt
kapjuk, hogy
F(AL () = F(An(y1)s- - Anlyr))

ME(), .., MP () — M2 (@(y))
y1,-~-7yk) D(y) =0.

Megfogalmazzuk a kovetkez6 lemmat az F' fiiggvény parcidlis derivaltjainak
kiszdmitdsdhoz a A¥ (y) alakd pontokban.

(
(M1 (An(y )) - Mi(An(yr))) — Mo(An(®(y)))
o
@

Lemma. Legyenekn,k € N,k > 2 ésminden o € {0, ..., k} esetén My, : 17! —
1, egy n-vdltozds kozép, definidljuk az F': I x --- x I} — R fiiggvényt (22)
szerint, és legyen ®: I — Ij.

(i) Minden o« € {0, ..., k} esetén tegyiik fel, hogy M, parcidlisan differenci-
dlhato a diag(I?) diagondlison, és hogy ® differencidlhatd. Ekkor minden
1e€{l,...,k}, Le{l,...,n} ésy € I esetén

Orn(i—1) F(AL(y)) = 0:®(y) (0eMP (ys) — 0 MG (D(y))).
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(ii) Minden o € {0,. .., k} esetén tegyiik fel, hogy M, kétszer parcidlisan dif-
ferencidlhato a diag(I?) diagondlison, és hogy ® kétszer differencidlhato.
Ekkor mindeni,j € {1,...,k}, {,m € {1,...,n} ésy € I esetén

a£+n(i71)am+n(j71)F(A’:L(y))
= 818](I)(y) (8mMjA(y])anzA(y’t) - Jf,mamMOA(q)(y)))
— 0;0(y) (9 (y)DeDun M§* (D(y)) — 81,3000 M (y5)).-
Az alabbi két eredmény az els6- és masodrendi sziikséges feltételeket irja le
(20) lokdlis teljesiiléséhez.

Tétel. Legyenekn, k € N,k > 2ésmindena € {0,..., k} esetén M, : I} — I,
egy n-vdltozos kozép, amely parcidlisan differencidlhaté a diag(I?) diagondli-
son, és legyen tovabbd ®: I — Iy sziirjektiv és differencidlhato, nemnulla elsd-
rendif parcidlis derivdltakkal rendelkezd fiiggvény. Tegyiil fel, hogy a (20) egyen-

lotlenség lokdlisan érvényes. Ekkor léteznek M1, ..., A\, € Ry konstansok, hogy
minden (yo,y) € Ip x I és £ € {1,...,n} esetén
Ao = 0eMg (yo) = Op M (y1) = -+ = Oe M () (23)

Ha rdaddsul néhdny o € {0, ..., k} és y, € I, esetén az M, kozép differencidl-
haté A, (Yo )-ban, akkor Ay + - -+ + A\, = 1 is fenndll.

Tétel. Legyenck n,k € N,k > 2 és minden o € {0, ... ,k} esetén M,,: I? — 1
egy n-vdltozds kozép, amely kétszer parcidlisan differencidlhato a diag(I7) dia-
gondlison, és legyen ®: I — Iy egy sziirjektiv, kétszer differencidlhato, nemnulla
elsdrendii parcidlis derivdltakkal rendelkezd fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az (20)
egyenlétlenség lokdlisan érvényes. Ekkor léteznek A1, ..., \, € R, konstansok,
hogy M + -+ + A\, = 1, és minden (yo,y) € Io x I és ¢ € {1,...,n} ese-
tén a (23)-beli egyenldségek fenndllnak. Ha rdaddsul minden y € I esetén az
((nk) x (nk))-tipusii mdtrix, amelynek (£ + n(i — 1),m +n(j — 1))-edik eleme,
aholi,j € {l,...,k}ést,me{l,...,n}, a

8;0;@(y) AmAe — Oe.mAm) — 0i®(y)0; @ (y) Do ME (2(y))
+ 05,;0;0(y)0e O M (y5)

maodon adott, pozitiv szemidefinit.
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4.2. Altalanositott Bajraktarevi¢-kozepekre vonatkozé Holder- és Minkowski
tipusi egyenlGtlenségek. Az aldbbi tétel azt irja le, elsd, illetve masodrendd dif-
ferencidlhatdsagi feltétel mellett, hogy (21) lokalis érvényessége esetén mi telje-
siil sziikségszerien.

Tétel. Legyenek n,k € N,k > 2 és minden o € {0,...,k} esetén fo: I, — R
egy differencidlhato, nemnulla elsd derivdlttal rendelkezd fiiggvény, legyen tovdb-
bd p* = (pf,...,p5): In — R folytonos és p§ = p{ + --- + pi. Legyen
b: I — Iy sziirjektiv, differencidlhato, nemnulla elsérendii parcidlis derivdltak-
kal rendelkezd fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a (21) egyenldtlenség lokdlisan érvé-
nyes. Ekkor léteznek M1, ..., A, € Ry konstansok, hogy \1 + -+ + A\, = 1 és

minden o € {0, ..., k}, illetve ¢ € {1,...,n} esetén
P = \py (24)
fenndll az I, intervallumon. Ha rdaddsul minden o € {0,...,k} esetén f,

kétszer differencidlhato, p™ folytonosan differencidlhato és ® kétszer differenci-
dlhato, akkor a

0\/ "
I(y) = ( — 0,0,0(y) - 5j<1>(y)8z—<1>(y)< e 0) n fo) (@)

+5i7j8j¢>(y)(2(p0) +J;’/>( >>k,j—1

képlettel adott (kx k) tipusii T'(y) mdtrix pozitiv szemidefinit minden y € I esetén.

(25)

Az alabbi eredmény egy konvexitasi tulajdonsdg formdjaban djrafogalmazza
a fenti tétel pozitiv szemidefinitségi feltételét.

Tétel. Legyenek n,k € N,k > 2 és minden o € {0,...,k} esetén fo: I, — R
egy kétszer differencidlhato, nemnulla elsd derivdlttal rendelkezd fiiggvény, le-
gyen tovdbbd p* = (p%,...,p5): I — RN folytonosan differencidlhaté és
pg = pf + -+ po. Legyenk ®: I — Iy egy sziirjektiv, kétszer differencidl-
hatd, nemnulla elsérendil parcidlis derivdltakkal rendelkezd fiiggvény. Tegyiik fel,
hogy a (21) egyenlétlenség lokdlisan érvényes. Végiil, minden o € {0,... k}
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esetén defindljuk a @ : I, — R és aztan a o: I — RF fiiggvényeket az aldbbiak
szerint:

pai= [GEPL & o= (ea).e e nm).
Ekkor @1, . .., @1 és  kétszer differencidlhato, invertdlhato fiiggvények, és a

U (u) = po(®(¢ ™" (u)))

Sormuldval definidlt U: o(I) — R leképezés konkdv, ha f} > 0, és konvex, ha
fo<o.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a ¥ segédfiiggvény konkavitdsa nem csupan
egy kovetkezménye a I' matrixértéki fliggvény pozitiv szemidefinitségének, ha-
nem igazdbdl ekvivalens azzal. Masfel6l, ha minden sulyfiiggvény a konstans 1
fuggvény, akkor ¢, = f,, és a kvaziaritmetikai k6zepek elmélete szerint (1d. [7])
ebben az esetben W konkdavitasa elégséges is az (21) egyenlStlenség globalis tel-
jesiiléséhez.

Az alabbi két tétel elégséges feltételeket ad az (21) egyenlStlenség lokalis,
illetve globdlis fennalldsara.

Tétel. Legyen k € N és minden o € {0, ... ,k} esetén fo: I, — R egy diffe-
rencidlhato, nemnulla elsd derivdlttal rendelkezo fiiggvény, py : I, = Ry, és le-
gyen tovdbbd ®: I — Iy parcidlisan differencidlhato. Tegyiik fel, hogy az aldbbi
egyenlétlenség lokdlisan teljesiil az I? halmazon, azaz létezik egy V. C I? nem-
iires, nyilt halmaz, amely tartalmazza a diag(I?) diagondlist, és minden (u,y) €
V esetén

Po(®()) (fo(®(y) — fo(® z’“: po y;i) (fi(ys) — fi(uy))
po( (u)) fo(® (u)) =1 po(uj)f (UJ)

fenndll. Ekkor minden n € N és olyan A\ € R} konstansok esetén, amelyekre
A+ -+ Ay = 1 érvényes, az

(26)

A (@), @) < @Al (@h),. A (@) @7)

egyenldtlenség lokdlisan teljesiil.
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Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az (21)-ben elSfordulé dltalanositott Bajraktare-
vic-kozepek sulyfiiggvényei sziikségszertien olyan alakdak, mint (24)-ben. Ezért
a (21) egyenldtlenség lokalis, illetve globdlis teljesiilése azonnal kovetkezik a (27)
egyenl6tlenség lokdlis, illetve globdlis érvényességébdl.

Tétel. Legyen k € N és minden o € {0,...,k} esetén fo: I, — R egy dif-
Sferencidlhato, nemnulla elsé derivdlttal rendelkezd fiiggvény, pg: I, — R4, és
legyen ®: I — Iy parcidlisan differencidlhato. Tegyiik fel, hogy (26) globdlisan,
azaz minden w,y € I esetén teljesiil az I? halmazon. Ekkor minden n € N és
olyan \ € R} konstansok esetén, amelyekre Ay + - -- + X, = 1 érvényes, a (27)
egyenlétlenség globdlisan teljesiil.

Az alabbi eredmény egy sziikséges feltételt ad a (26) egyenl6tlenség lokdlis
fennéllasara.

Tétel. Legyen k € N és minden o € {0,...,k} esetén fo: I, — R egy kétszer
differencidlhato, nemnulla elsé derivdlttal rendelkezd fiiggvény, pg: I — Ry
pedig egy kétszer differencidlhato fiiggvény. Legyen tovdbbd ®: I — I kétszer
differencidlhato. Tegyiik fel, hogy a (26) egyenlétlenség lokdlisan teljesiil, azaz
létezik olyan V' C I? nemiires, nyilt halmaz, amely tartalmazza a diag(1?) C 'V
diagondlist, és (26) fenndll minden (u,y) € V esetén. Ekkor a (25) dltal definidlt
I': T — R¥*F mdtrixértékii fiiggvény értékei pozitiv szemidefinit mdtrixok.

A fenti allitdsa megforditdsa altaldnossdgban nem igaz. A feltételeken szigo-
ritani kell, nevezeten pozitiv definitséget kell feltételezni pozitiv szemidefinitség
helyett.

Tétel. Legyen k € N és minden o € {0,...,k} esetén fo: I, — R egy két-
szer folytonosan differencidlhato, nemnulla elsé derivdlttal rendelkezd fiiggvény,
06 In — Ry pedig egy kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvény. Legyen
tovdabbd ®: I — Iy kétszer folytonosan differencidlhato. Tegyiik fel, hogy minden
y € I esetén a (25) szerint adott (k X k)-tipusi I'(y) mdtrix pozitiv definit. Ekkor
mindenn € N és olyan A € RY} esetén, amelyekre A1 + - - - + A, = 1 érvényes, a
(27) egyenldtlenség lokdlisan teljesiil.

4.3. Silyozott Gini-kozepekre vonatkozé Holder- és Minkowski-tipusi
egyenlGtlenségek. Ebben a fejezetben k € N« € {1,...,k} esetén I, az R
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halmaz egy nemiires, nyilt részintervallumat jeloli, legyen [ := I3 X -+ X I, és
a fenti eredményeket alkalmazzuk a (20) egyenl6tlenség néhany fontos specidlis
esetére. El8szor olyan egyenlStlenségekkel foglalkozunk, amelyeket tgy kapunk
(20)-bdl, hogy, minden « € {0,. .., k} esetén, az M,, kdzepeket konkretizaljuk,
aztdn pedig az olyan esetekben vonunk le kovetkeztetéseket, amikor (20)-ben a ¢
figgvényt a k-valtozos Osszeadasnak, illetve szorzasnak valasztjuk.

Definicié. Legyen n € N és elevenitsiik fel adott € R esetén az n-vdltozos A €
R, AL+ -+ A = Lsiilyvektorral silyozott r-edig hatvdny vagy r-edik Holder
kézép, adott (r, s) € R? esetén pedig az n-vdltozds X € R A+ -+ X, =1
siilyvektorral siilyozott, (r, s) € R? paraméterii Gini-kozép fogalmat:

1

()\11{ +~~-—+—)\nx;)"’ har #0

H[fl)]\(xl,...,a:n) =
" e har =0,
1
(Alfci 1 1 Anﬁg) st
Gl (@, zy) = N n¥n

ox Araf In(xy) + - - 4+ Azl In(zy,) har— s
P ATt + - 4 Al ’

Megjegyzés. Vildgos, hogy a s = 0 specidlis esetben GL"Q ! HT[,”/]\ kozepet adja
vissza. Azt is megjegyezziik, hogy minden n € N és e {1,’. ..,n} esetén
ape(t) = At® és f(t) := t""°, har # svagy f(t) := In(t), har = s
valasztasokkal AEZ:’ZL = GLnl 5 adédik.

Az alabbi 4llitas egy, a silyozott Gini-kézepekre vonatkoz6 éltalanos egyen-
I6tlenség lokalis fennallasara ad sziikséges, illetve elégséges feltételt.

Tétel. Legyenek n,k € N,k > 2, A € R} és minden o € {0,... k} esetén

legyen (ro,s4) € R2. Legyen tovabbd ®: I — R, kétszer differencidlhatd,
nemnulla elsérendii parcidlis derivdltakkal rendelkezd fiiggvény. Ekkor a

Gl (@(z1),. ., @(z,)) < @GN (@Y. G (@h) @8)
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egyenldtlenség lokdlis teljesiiléséhez sziikséges, hogy a

7‘0—|—80—1 Tj+8j—1>k
—— + 6, i0;®(y) ——"——

@(y) Y (y) yj et
Sormuldval definidlt (k x k)-tipusii T'(y) mdtrix pozittv szemidefinit legyen minden
y € I esetén. Megforditva, ha ez a mdtrix pozitiv definit minden y € I esetén,
akkor (28) lokdlisan fenndll I-n.

I(y) = ( — 0:0,9(y) — 0,8(y)0:D(y)

Az aldbbi tétel egy elégséges feltételt ad a (28) egyenlbtlenség globalis érvé-
nyességére.

Tétel. Legyen k € Nk > 2 és minden o € {0, ...k} esetén legyen (14, 54) €
R2. Legyen tovdbbd ®: I — R egy parcidlisan differencidlhatd fiiggvény. Te-
gyiik fel, hogy

P (5 ) < gafmu)um,% ()

globdlisan, azaz minden (u,y) € I?-re teljesiil. Ekkor mindenn € N és olyan \ €
R esetén, amelyre Ay + - -- + A, = 1 fenndll, a (28) egyenlétlenség globdlisan
érvényes I-n.

Azon specidlis esetek vizsgdlatdhoz, amikor ® az 0sszeg-, illetve a szorzat-
fliggvény, sziikségiink lesz az aldbbi segédallitasra.

Lemma. Legyen k € N és minden i € {0,...,k} esetén c; € R. Ekkor a

E
€= (et
mdtrix pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha vagy ¢; > O minden i € {0, ..., k}

esetén, vagy léteziki € {0, ..., k}, hogy ¢; < 0ésc; > Ominden j € {0,...,k}\
{3} indexre, és

1 1 1

— =4 — <0 (29)

Co C1 Ck
Tovdbbd C pontosan akkor pozitiv definit, ha vagy ¢; > 0 minden i € {0, ..., k}
esetén, és c¢; = 0 legfeljebb egy i € {0,...,k} indexre teljesiil, vagy létezik
i€{0,...,k}, hogyc; <0ésc; > 0mindenj € {0,...,k}\ {i} esetén és (29)
szigoru egyenldtlenséggel dll fenn.
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Az aldbbi eredmény karakterizélja a stlyozott Gini-kdzepekre vonatkozé Min-
kowski-tipust egyenl6tlenséget a lokalis esetben.

Tétel. Legyenek n,k € N,k > 2 és A € R",. Minden i € {0,...,k} esetén
legyen tovdbbd (r;, s;) € R2 ésyi=r;+s— 1A

G [n]

70, So)\

(@t dad ot al) S GUL @)+ G )

(30)
egyenlétlenség I-n valo lokdlis fenndlldsdhoz sziikséges, hogy az aldbbi esetek
koziil pontosan egy teljesiiljon:

(i)

(ii) v; > O minden i € {0, ..., k} indexre, és

3 (l _ i) supl; < 3 (— ~ l) inf I;; (32)

ey Yi 70 ier. S0 T

(iii) ~vo < 0 és létezik i € {1,...,k}, hogy v; < 0, minden j € {1,... k}\ {i}
esetén y; > 0, és a (32) egyenldtlenség fenndll,

ahol, az utolso két esethez definidljuk az aldbbi halmazokat:

1 1 1 1
Jyp=4qi¢€ 1,...,k:>} és J_:—{iG 1,....k}: >}
" { { ! i Yo { SA Yo Vi

K3

Megforditva, ha vagy (31) teljesiil és emellett y; = 0 legfeljebb egyi € {0, ..., k}
index esetén teljesiil, vagy vo # e valamilyen € € {1,. ..k} indexre és (ii) vagy
(iii) koziil az egyik feltétel teljesiil, akkor (30) lokdlisan érvényes I-n.
Kovetkezmény. Legyenek n,k € N,k > 2 és A € R'}. Minden i € {0, ..., k}
esetén legyen tovdbbd (r;,s;) € R% Minden o € {1,...,k} index esetén te-
gyiik fel, hogy az 1, C R, nemiires, nyilt intervallum kielégiti az inf I, = 0
megszoritdst. Ekkor ahhoz, hogy a (30) egyenldtlenség lokdlisan fenndlljon az I
intervallumon, sziikséges az, hogy

max (1,79 + so) < min(ry + $1,..., 7% + Sk)-

Megforditva, ha ez az egyenldtlenség szigor, akkor (30) lokdlisan teljesiil I-n.
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Az kovetkez6 éllitas a Minkowski-tipusi egyenltlenség globalis érvényessé-
gére ad egy sziikséges feltételt.

Tétel. Legyen k € N,k > 2 és minden i € {0,...,k} esetén legyen (r;,s;) €
R2. Tegyiik fel, hogy minden (u,y) € I? esetén a

k
TREREITS u (1)
— | < —_— Xy s | —
XT0’50<u1—|—~~~—|—uk _;u1+"'+ukXT”’SJ u;

egyenlotlenség igaz. Ekkor minden n € N és olyan \ € R} esetén, amelyre A +
-+ A\, = 1teljesiil, a (30) egyenldtlenség globdlisan fenndll az I intervallumon.

A mogottes intervallumot specializdlva egy konkrétabb allitast is meg tudunk
fogalmazni.

Kovetkezmény. Legyen k € N,k > 2 és minden i € {0,...,k} index esetén
legyen (r;, s;) € R Tegyiik fel, hogy minden z € R% és olyan t1, ...t} € [0,1]
esetén, amelyre t1 + - - - + t, = 1 teljesiil, az aldbbi egyenldtlenség fenndll:

k
Xrowso (121 + -+ tozg) < Z X (25) (33)

Ekkor mindenn € N és olyan X € R} esetén, amelyre \1 +- - -+ \, = 1 teljesiil,
a (30) egyenldtlenség globdlisan érvényes az R’j_ halmazon.

Ahhoz, hogy az eredményeinket 6sszehasonlitsuk a mar meglévéekkel, felele-
venitiink két, a Minkowski-tipust egyenlGtlenség globdlis fenndllasdra vonatkozd
tételt. A 2-vdltozds Gini-kozepek esetében a Minkowski-tipusd egyenlStlenséget
Czinder és Péles karakterizdlta (1d. [3, Theorem 5] és egy specidlis esetért [9]).

Tétel. Legyen k € N,k > 2 és minden i € {0,...,k} esetén legyen (r;,s;) €
R2. Ekkor a

GLZ]SO(wl +F Tk, Y1 +-+ yk) < G’E‘1]S1 (‘rl?yl) et G'yz],sk (‘rkvyk)
(34
egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil minden x1, . .., %k, Y1,--.,Yx € R4 ese-
tén, ha
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(i) 0 < min(ry, s1,....Tk, Sk),
(ii) min(rg, so) < min(1,r1, $1,... .7k, Sk),
(iii) max(1,79 + so) < min(ry + s1,...,7% + Sk)-

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti tétel harmadik feltétele nem mds, mint a
(34) egyenlétlenség R -on valé lokdlis fennallasanak sziikséges feltétele. Az (i)
és (ii) feltételek azonban nem sziikséges feltételei (34) R -on val6 lokalis érvé-
nyességének.

Rogzitetlen véltozészdm mellett a Gini-kdzepekkel kapcsolatos Minkowski-
tipusu egyenl6tlenség globalis teljesiilésére vonatkozo sziikséges és elegendd fel-
tételeket Péles hatdrozta meg (1d. [10, Theorem 3.1]).

Tétel. Legyen k € Nk > 2 és minden i € {0,...,k} esetén legyen (r;,s;) €
R2. Ekkor a

70,50
(35)
egyenldtlenség pontosan akkor dll fenn minden n € N és x € Rim esetén, ha
(i) 0 < min(ry, $1,...,7k, Sk),
(ii) min(rg, so) < min(1,71,81,...,7%, Sk),
(iii) max(1,7,so) < min(max(ry,s1), ..., max(rg, si)).

P

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6z6 két tétel (i) és (ii) feltételezi megegyez-
nek, ezért ezek sziikséges feltételei lehetnek (35) globdlis teljesiiléséhez minden
rogzitett n € N esetén. A harmadik feltétel alakja nem ismert rogzitett n € N
esetén. Azt is megjegyezziik, hogy a fenti tétel (i)-(iii) feltételrendszere sziiksé-
ges €s elégséges ahhoz, hogy a (33) egyenl6tlenség fennélljon minden 2z € Rﬁ_ és
olyan ty,...,t; € [0, 1] esetén, amelyre ¢t; + - - - + ¢, = 1 teljesiil.

Az aldbbiakban Gini-kozepekre vonatkozé Holder-tipusu egyenl6tlenségeket
karakterizdlunk mind a lokdlis, mind pedig a globdlis esetben.
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Tétel. Legyenek n,k € N,k > 2 és A € R'}. Legyenek (r9,50),...,("k, Sk) €
R? és y; := 1; + s; minden i € {0,...,k} esetén. Ekkor ahhoz, hogy a

Aatoah el ey <@t @) e @) 66)

egyenldtlenség lokdlisan fenndlljon Rk -n, sziikséges az, hogy vagy ~v; > 0 min-
deni € {0,...,k}-ra, vagy létezik i € {0,...,k}, hogy v; < 0, minden j €
{0,...,k}\ {z} esetén y; > 0 és

1 1 1

—+—+--+—<0 (37)

Yo M Vi
teljesiil. Megforditva, ha vagy v; > 0 minden i € {0, ..., k} esetén és emellett

= 0 legfeljebb egy i € {0,...,k} index esetén dll fenn, vagy létezik i €

{0,...,k} hogy~; < 0, mindenj € {1,...,k}\{i} esetén~; > 0és (37) szigorii
egyenldtlenséggel teljesiil, akkor (36) érvényes lokdlisan az Ri halmazon.

Tétel. Legyen k € Nk > 2 és minden i € {0,...,k} esetén legyen (r;,s;) €
R2. Tegyiik fel, hogy minden zy € (I, /1), ...,z € (I/I},) esetén a

Xry.s5 (%) (38)

X—ro,—s0 (%

||M?r

fenndll. Ekkor mindenn € N és olyan X € R} esetén, amelyre Ay +- -+ A, =1
teljesiil, a (36) egyenldtlenség globdlisan érvényes [-n.

Rogzitetlen véltozészam mellett a globdlis esetben a (36) egyenlStlenséget
Péles karakterizdlta a [11, 12] dolgozatokban.

Tétel. Legyen k € Nk > 2 és minden i € {0,...,k} esetén legyen (r;,s;) €
R2. Ekkor a

Gl @k el adky <Gl (@) gl (k)

—T0,—50 71,51 TksSk
egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil minden n € N és x € RiXk esetén, ha

(i) minden i € {0, ...k} esetén max(s;,r;) > 0, és
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(ii) minden olyan i € {0,...,k} esetén, amelyre min(s;,r;) < 0 teljesiil,
max(sj,r;) > 0 érvényes minden j € ({0,...,k})\ {i} esetén és
1 . 1
min(s;, ;) + max(s;,7;)
AR =0 7207
J#i

<0.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az (i) és (ii) feltételek sziikségesek és elég-
ségesek ahhoz, hogy a (38) egyenl6tlenség fenndlljon minden 21, ...,z € Ry
esetén (I1d. [12]).
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Chapter 1 — Basic notions and results

In this chapter, I stands for a nonempty open real interval and we introduce the
definition of the generalized Bajraktarevi¢ mean and compute its partial deriva-
tives up to third-order. The results are contained in our paper [4].

1.1. Definition of generalized Bajraktarevi¢ means. To extend the notion of
Bajraktarevi¢ means, we shall need the following lemma about the existence and
properties of the left inverse of strictly monotone (but not necessarily continuous)
functions.

Proposition. Let f: I — R be a strictly monotone function. Then there exists
a uniquely determined monotone function g: conv(f(I)) — I such that g is the
left inverse of f, i.e.,

(gof)(x) =z (zcl). M

Furthermore, g is monotone in the same sense as f, continuous,

(feg)ly) =y  (ye f(I)), 2

and

liminf f(z) <y < limsup f(x) (y € conv(f(1))).
e=9() z—g(y)

Thus, if f is lower (resp. upper) semicontinuous at g(y), then f o g(y) < y (resp.
y< fogy))

Definition. The function g described in the above lemma is called the generalized
left inverse of the strictly monotone function f: I — R and is denoted by f(—1).

Remark. From (1) and (2), we get that the restriction of f(—1) to f(I) is the in-
verse of f in the standard sense. Therefore, f(~1) is the continuous and monotone
extension of the inverse of f to the smallest interval containing the range of f.

A fairly general mean, which includes numerous important means as particu-
lar cases, is the quasi-arithmetic mean, which is defined as follows.
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Definition. Let n € N. Given a strictly monotone, continuous function f: I —

R, let us introduce the n-variable quasi-arithmetic mean A;n] : I™ — I by the
following formula

Agcn](x) — f—l(f(xl) ++f(xn)) (J: c In).

n

We say that the function f is the generator of ABZL].

The following weighted extension of the quasi-arithmetic mean was intro-
duced and investigated by Bajraktarevi¢ in [1] and [2].

Definition. Let n € N. Given a strictly monotone, continuous function f: I — R
and a positive valued function p: I — R, let us define the n-variable Bajrak-

tarevi¢ mean B][Z,ZI]J: I — I'by

ro(@) =1 (p(xl)f(xl) R +p(xn)f(:nn)) (xelI"). (3)

p(z1) + -+ pln)
We say that the function f is the generator, while p is the weight function of B][c";.

Let us consider a possibly nonsymmetric generalization of the Bajraktarevi¢
mean.

Definition. Let n € N. Given a strictly monotone function f: I — R and an

n-tuple of positive valued functions p = (p1,...,pn): I — R7, we introduce

the n-variable generalized Bajraktarevi¢ mean A%): I — I by the following

formula

() := f(—l) (pl(ml)f(ml) +--- +pn($n)f<xn)> (xelm), @
pl(Il) + e +pn(zn)

and, to simplify the notations, we will use the following definitions

R (x) = pl(%;{gi)) iiz;nizn;f(mn) and po:=pi+--+ P

Similarly to the previous definitions, we say that the function f is the generator,

[n]
Af D

while p is the weight function of Al
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Remark. We emphasize that A["] is indeed a not necessarily symmetric gener-

alization of the symmetric mean B[ ; since, in the case when f is continuous,
choosing all the weight functions to be the same, i.e., p := p; = = p, in (4),
we get back (3).

Proposition. Let n € N, f: I — R be a strictly monotone function and p =
(p1,.--spn): I — R Then the function A[fni): 1" — I given by (4) is well-
defined and it is a mean, i.e.,

min(z) < A;"L(x) < max(zx) (xeIm™).

1.2. Partial derivatives of generalized Bajraktarevi¢ means. In the next result
we determine the partial derivatives of the generalized Bajraktarevi¢ means, up
to third-order at the diagonal points of the domain under tight regularity assump-
tions. For instance, as stated below in assertions (1), (2b), (3¢), for m € N, we
prove the existence of partial derivatives of the form 9! only assuming (m — 1)
times continuous differentiability of p;. The partial derivatives play an essential
role in the subsequent chapters as one of the tools that we use to prove the main
theorems is solving the differential equations obtained by differentiating the func-
tional equation on the diagonal of the domain in question.

Theorem. Let n € N, ¢ € {1,2,3}, let f: I — R be an { times differentiable
function with a nonvanishing first derivative, and let p = (p1,...,pn): I — R’}
Then we have the following assertions.

(1) If¢ = 1,4 € {1,...,n}, and p; is continuous, then the first-order partial
derivative 81»A£:i exists on diag(I™) and

Te Po
(2a) If ¢ =2,4,5 € {1,...,n} withi # j, furthermore, p; and p; are differen-
tiable, then the second-order partial derivative 0;0; A[fri exists on diag(I™)
and

A Y " "
9. Al _ (pzpj) _ bipj L
(aza]Af,P) - p(Q) p(2) f/ -
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(2b) If ¢ = 2, i € {1,...,n}, and p; is continuously differentiable, then the

[]
f

second-order partial derivative 02 A , exists on diag(I"™) and

(82A[n])A _oPipo—pi) | pilpo —pi) f"

B % o f

(3a) If ¢ = 3, 4,5,k € {1,...,n} withi # j # k # i, furthermore, p;, pj,
and py, are differentiable, then the third-order partial derivative 0;0;0), ABZZ]D

exists on diag(I™) and

PiDiPy, + DipiDy + DiDiPk o pipjpr)" f”
3 + 3 C e

Po 20 f

pipipk (o I 2_f’”)
TR (3(1"’) )

(3b) Ift =3,i,5 € {1,...,n}withi # j, furthermore, p; is twice differentiable
and pj is differentiable, then the third-order partial derivative (91-28]-14[;1
exists on diag(I™) and

(aiajakAﬁ,)A =2

(E)?E)-A["] )A 2009 (2pi — po) + p; (2(p})* — P po)
123 fp - 3
Py
(2pip; + pip;)(2p;i — po)  f”
+ 3 ra
Py f

pips (o (FN f)
+ 2 (<3pz Po)( f,) i),

(3c) If £ =3, i € {1,...,n} and p; is twice continuously differentiable, then
the third-order partial derivative O?AEZZ]D exists on diag(I™) and

A —pi " —2(ph)? (pg — 2p; — ) f
(opal)* = 4o —p )(pofgz (P)?)  4Pi(po pi)(po —pi) S
’ Po Do f

. — 7N\ 2 "
e p) (3, (1Y),
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Chapter 2 — Equality problem

The paper [4] contains the results of this chapter, in which we deal with the equal-
ity problem of n-variable generalized Bajraktarevi¢ means, i.e., we give necessary
as well as sufficient conditions in terms of the unknown functions listed below for
the functional equation

1) (Pr(@1) f(@1) + - 4 pal®n) f(2n)
_ e a@)g@) + -+ gn(wn)g(zn)
=g ( q1(11)+"'+4n($n) >

to be valid locally or globally, where n € N, n > 2 is fixed, I is a nonempty open
real interval, which will be the case in this entire chapter, the unknown functions
f,9: I — R are strictly monotone, furthermore, p = (p1,...,p,): I — R’ and
q=1(q1,--.,qn): I — R’} are also unknown functions.

This problem in the symmetric 2-variable case, i.e., when n = 2 and p; = p2,
was already investigated and solved under sixth-order regularity assumptions by
Losonczi in [8]. Later Pales and Zakaria reduced the severity of the differentiabil-
ity assumptions and obtained the same result under first-order restrictions in their
paper [14]. Apart from the aforementioned case, in this context, all other results
in the chapter were newly discovered in our paper [4]. More precisely, in the non-
symmetric 2-variable case, assuming three times differentiability of f, g and the
existence of ¢ € {1, 2} such that either p; is twice continuously differentiable and
ps_; 1s continuous, or p; is twice differentiable and ps_; is once differentiable, we
prove that the equality holds if and only if there exist four constants a, b, c,d € R
with ad # bc such that

_af+b

Cf+d>0, g—cf+da

and @ =(cf+dp. (Le{l,...,n}).

In the case n > 3, we obtain the same conclusion under weaker regularity as-
sumptions. Namely, we suppose that f and g are three times differentiable, p is
continuous and there exist 4, j,k € {1,...,n} withi # j # k # i such that
Di, Pj, Pk are differentiable.
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2.1. Sufficient conditions.

Theorem. Let f: I — R be a strictly increasing function, n € N, and let further
p = (p1,-..,pn): I — R Then, for all x € I", the equality y = AE:LL(J;)
holds if and only if, for z € 1,

n <0 ifz<
> @) (7 (E) - Fa) ’ ®

>0 ifz>y.

If f is strictly decreasing, then the inequalities in (5) hold with reversed inequality
sign.

Corollary. Let f: I — R be continuous, strictly monotone, n € N, and let
further p = (p1,...,pn): I — R Then, for all v € 1", the value y = A[fn;)(x)
is the unique solution of the equation

Zpi(mi)(f(y) — f(zi)) =0.

The next result establishes a sufficient condition for the equality of the n-
variable generalized Bajraktarevi¢ means. We will call this situation the canonical
case of the equality.

Theorem. Let f,g: I — R be strictly monotone functions, n € N, and let fur-
ther p = (p1,...,pn): I = RY, q = (q1,...,qn): I — R7. If there exist
a, b, c,d € R with ad # be such that

af +b

Cf+d>07 g:Cf+d7 and qZ:(Cf+d)pl (ZG{L,’I’L})
(6)

hold on I, then AEZ’LL = Agﬁ] is globally valid.

2.2. Necessary conditions. With the aid of the following lemma, we can reduce
the regularity assumptions in our statements.
Letn € N. Foralli € {1,...,n}, let e; € R™ denote the ith vector of

the standard base of R", i.e., let e; := (d;;)}_;. Given two weight functions
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p=(p1,...,pn): I = R} and g = (q1,...,¢n): I — R}, we will also use the
following notation:

@_ G+ +an

Po PLt+t e

Lemma. Let f,g: I — R be continuous strictly monotone functions, n € N;n >
2,andp = (p1,...,pn): I = R}, ¢ = (q1,...,qn): I — R. Assume that

To =

Agcn;) = Agﬂl is locally valid. Then the following two assertions hold.

(i) Foralli € {1,...,n}, the function p; is continuous if and only if the func-
tion q; is continuous.

(ii) Let k € N. Assume that f,g: I — R are k times differentiable (resp. k
times continuously differentiable) functions with nonvanishing first deriva-
tives. Then, for all i € {1,...,n}, the function p; is k times differentiable
(resp. k times continuously differentiable) if and only if q; is k times differ-
entiable (resp. k times continuously differentiable).

The following extension theorem is of basic importance since in the proofs
of the main theorems, first we can state the validity of the canonical case of the
equality only on a subinterval of the domain. Then the next main step of the proof
is to extend the validity to the entire underlying interval.

Theorem. Let f,g: I — R be continuous, strictly monotone, n € N, let further
p=(p1,---,pn): I — R bea continuous function and ¢ = (q1,-..,qn): I —
R . Assume that A%} = A_Ef;l is locally valid and that there exist a,b,c,d € R
with ad # bc and a nonempty open subinterval J of I such that (6) holds on J.
Then q is continuous and (6) is also valid on I.

The first- and second-order necessary conditions of the equality of two gener-
alized Bajraktarevi¢ means are detailed in the following two lemmas, respectively.

Lemma. Letn € N,;n > 2and f,g: I — R be differentiable functions with non-
vanishing first derivatives and i € {1,... ,n}. Let furtherp = (p1,...,pn): I —
R and ¢ = (q1,...,qn): I — R such that p; and q; are continuous. If

5‘1-A[f72) = 8iA5?(]1 holds on diag(I™), then

4 _ i

do  Po ™
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holds on 1.

Lemma. Letn € N,n > 2 and f,g: I — R be twice differentiable func-
tions with nonvanishing first derivatives. Let p = (p1,...,pn): I — R and
q = (q1,---,qn): I — R be continuous functions and assume that, for all
i € {1,...,n}, (7) holds on 1. Let j,k € {1,...,n}. Then the following two
assertions hold.
(i) Provided that j # k and pj, pr, qj, qr are differentiable functions, if
OjakA%]g = 0; akA[ﬁI holds on diag(I™), then there exists a nonzero con-
stant «y such that, forall i € {1,...,n},

4t =it ®)
is valid on I.

(ii) Provided that j = k and p;, q; are continuously differentiable functions, if

8]2 AB{LL = 8]2 A[gf,]l holds on diag(I™), then there exists a nonzero constant
such that, for all i € {1,...,n}, (8) is valid on I.

The following notion and a corresponding lemma play a basic role in the
proofs of the subsequent results since, by solving the differential equations ob-
tained by differentiating the functional equation at issue, one of the cases that we
get is exactly the equality for which the next lemma gives a necessary condition
under assuming only the regularity that is needed for the definition to be correct.

Definition. For a three times differentiable function f: I — R with a nonvan-
ishing first derivative, we introduce its Schwarzian derivative S¢: I — R by the

following formula:
" 3 ”\ 2
TN
froo2\f

Lemma. Let f,g: I — R be three times differentiable functions with nonvanish-
ing first derivatives. If Sy = Sy is valid on I, then there exist a,b,c,d € R with
ad # be such that cf + d is positive on I and

af +b
cf+d

holds on 1.
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Our first main result is contained in the following theorem. It completely
characterizes the equality of two generalized Bajraktarevi¢ means with at least
three variables.

Theorem. Letn € Nk > 3 and f,g: I — R be three times differentiable
functions with nonvanishing first derivatives. Let p = (p1,...,pn): I — R’} be
a continuous function and q = (q1,...,qn) : I — R.. Assume that there exist
i,5,k € {1,...,n} with i # j # k # i such that p;, p;, py, are differentiable
functions. Then the following assertions are equivalent.

(i) AL = AJ) holds globally.

(ii) A[n] A[”] holds locally.

(iii) The function q is continuous, the functions q;, q;, q are differentiable, and
the equalities

9 AT = 9,4l (te{1,... ,n—-1}),
0,0, = 9,0, A[g”]q,
0,0;00 A ”] = 0,0,0, Al
hold on diag(I™).
(iv) There exist a,b, c,d € R with ad # bc such that

_af+b
cf+d

hold on 1.

and g =(cf+d)pe  (Le€{l,...,n})

The second main theorem has two variants concerning the regularity assump-
tions and characterizes the equality of 2-variable generalized nonsymmetric Ba-
jraktarevié means.

Theorem. Let f,g: I — R be three times differentiable functions with nonvan-
ishing first derivatives. Let p = (p1,p2): I — R% and q = (q1,¢2): I — R2.
such that py # pa. Assume that there exists i € {1,2} such that one of the
following regularity conditions is satisfied.
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(a) p; is twice continuously differentiable and ps_; is continuous.
(b) p; is twice differentiable and ps_; is once differentiable.
Then the following assertions are pairwise equivalent.

(i) AR = APy holds globally.

(ii) AP = Ay holds locally.
(iv) There exist a, b, c,d € R with ad # bc such that

af +0b
= m=(eftdp ad g (o]

hold on 1.

In addition, if f and p are ¢ times continuously differentiable, then A?]p is also ¢

times continuously differentiable.

As we already mentioned, the symmetric 2-variable case was solved firstly
under sixth- and then under first-order regularity assumptions in [8] and in [14],
respectively.

Theorem. Let f,g: I — R be continuously differentiable functions with nonva-
nishing first derivatives. Let p: I — R be a continuously differentiable function
and q: I — R_.. Then the following assertions are equivalent.

o 4l2 _ 4l2
(i) Af’(p’p) = Ag’(q’q) holds globally.
o _ 4l2
(ii) Af’(p’p) = Ag’(q’q) holds locally.
(iv) Either there exist a, b, c,d € R with ad # be such that
af +b
I9=rd q=(cf+dp

are valid on I or there exist two polynomials P and @ of at most second
degree such that P and Q are positive on f(I) and g(I), respectively, and
there exist two constants o, 5 € R such that

g=Glo(aFof+p), p=P 20f, and  q=Q Zog
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hold on I, where F and G denote a primitive function of 1/P and 1/Q),
respectively.
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Chapter 3 — Comparison problem

The main goal of this chapter is to investigate the local and global comparison
problem of two n-variable generalized Bajraktarevi¢ means, i.e., to find necessary
as well as sufficient conditions in terms of the unknown functions listed below for
the functional inequality

o (@) f (@) + -+ pal@n) f(@0)
d < p1(z1) + -+ pnln) >
sy“”(m@”““)+“'+%@mmuu)

@ (xr) + -+ gn(wn)

(©))

to be valid locally or globally, where n € N,n > 2 is fixed, [ is a nonempty
open real interval, which will be the case in this entire chapter unless other-
wise stated, the unknown functions f,g: I — R are strictly monotone, and
p=(p1,...,pn): I = Rt and ¢ = (q1,...,¢n): I — R’} are also unknown
functions. The results of this section were first proved in our paper [5]. We note
that, as we discussed in Chapter 2, the equality of these means in the local and in
the global sense are equivalent properties. However, as we shall see, this is not
the case for the comparison problem.

Concerning the global comparison problem, the main result of the chapter
states that if f, g are differentiable functions with nonvanishing first derivatives
and, foralli € {1,...,n},

pi _ g, Po@)f(@) ~ f) - w0(z)(9(z) —9(y))

o Q po(y)f'(y) 20(y)9'(y)
are satisfied (where py := p1 +---+p, and g9 := q1 + - - - + ¢,,), then the above
comparison inequality holds for all z1,...,x, € I.

3.1. Local comparison.

Definition. Let n € N,n > 2 and U € R" be a nonempty open set. A function
f: U — R is called partially differentiable at a € U with respect to its ith

variable if the limit L
o fla e = £(0)
h—0 h
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exists and finite. We say that f is partially differentiable at a € U if it is par-
tially differentiable with respect to all its variables. Finally, f is called partially
differentiable on U 1if it is partially differentiable at each point of U.

In order to investigate inequality (9) in the local sense, we recall the following
result from [13].

Theorem. Letn € Nyn > 2 and let M, N: I"™ — I be n-variable means
such that M is locally smaller than N. Assume that M and N are partially
differentiable on diag(I™). Then, foralli € {1,...,n},

O;M”> = 9;N». (10)

If, in addition, M and N are twice differentiable on the diagonal diag(I™), then
the symmetric ((n — 1) x (n — 1))-type matrix

n—1

(8;0;N® — 0,0;M*™) (1D

ij=1
is positive semidefinite.

On the other hand, if (10) holds for all i € {1,...,n}, furthermore, M and
N are twice continuously differentiable on diag(I™) and the symmetric ((n—1) x

(n — 1))-type matrix given by (11) is positive definite, then M is locally smaller
than N.

Our first main result of this chapter establishes necessary and sufficient con-
ditions for the local comparability of generalized Bajraktarevi¢ means.

Theorem. Letn € N,n > 2 and let f,g: I — R be differentiable functions
with nonvanishing first derivatives and p,q: I — R’} be continuous functions.

Assume that AEZ’L]]D is locally smaller than Agf(]]. Then

Pi di .
—_ = — ie{l,...,n}). 12
o w (1ef ) (12)
If, in addition, f,g are twice differentiable and p,q are continuously differen-
tiable, then the function
19|
p3lf|

(13)
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is increasing.
On the other hand, if f,g and p, q are twice continuously differentiable, (12)

holds and the function (13) has a positive derivative, then AEZ”L is locally smaller

than A[g%.

In what follows, we consider the local comparison problem of generalized
Bajraktarevi¢ means when [ is a nonempty open subinterval of R and the weight
functions p1,...,p, and q1, . . ., g, are proportional to power functions.

Corollary. Let I C R, be a nonempty open interval and let f,g: I — R be
differentiable functions with nonvanishing first derivatives. Let n € N,n > 2,
(At An) (s ooy ) €ERY, (Qnye vy an), (B, - -+, Bn) € R™ and define

pi(x) == Naz™ and qi(z) = i’ (te{l,...,n},xel). (14)

Assume that AEZLL is locally smaller than A[gﬂ]. Then there existy > 0 and § € R
such that

i = YN and Bi=o; +0 (te{1,...,n}). (15)
If, in addition, f and g are twice differentiable, then the map

5|9/ (@)] ]
(@) (16)

=T

is increasing on I.
On the other hand, if f, g are twice continuously differentiable, (15) holds and
the function (16) has a positive derivative, then AE?L is locally smaller than Aﬁl.
As an immediate consequence of the above corollary, we can characterize the
local comparison of generalized power means.

Corollary. Let I C R, be a nonempty open interval and a,b € R. Define
f,9: I —>Rby

z® ifa#0 xb ifb#0
f(z) = and  g(x):= (17)
log(z) ifa=0 log(z) ifb=0.
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Letn € Nyn > 2, (Aq,...,\n), (ul,...,un) GR_,_, (a1,...,0a), (51,...,[3")
€ R" and define p,q: I — R} by (14). IfA 1.p 18 locally smaller than A £ ! then
there exist v > 0 and 6 € R such that (15) holds and a < b —I— 25

On the other hand, if (15) holds and a < b + 20, then Af,p is locally smaller

than A[qnl,

3.2. Global comparison. If AEC"L is globally smaller than A"}, then AEZL;L is

locally smaller than A% and hence the necessity of (12) follows and the function
(13) must be increasing. However, these conditions are not strong enough to
imply the global comparability of the aforementioned means. The first theorem
of this subsection deals with how the condition (12) needs to be augmented to
yield global comparability.

Theorem. Let f,g: I — R be strictly monotone, differentiable functions with
nonvanishing first derivatives, n € N,n > 2, and p,q: I — R, Assume that
(12) holds and

po(@)(f(z) = f(y) _ 20(@)(g(x) — 9(y)) (
po(y) f'(y) o( )

x,y €I). (18)

Then A[:]p is globally smaller than A[gﬂ].

Our second result discusses how the condition on the increasingness of the
function (13) needs to be tightened to imply global comparability. It turns out that
it is sufficient if all the multiplicative factors of the function (13) are increasing.

Theorem. Let f,g: I — R be strictly monotone differentiable functions with
nonvanishing first derivatives, n € N,n > 2, and p,q: I — R, Assume that
(12) holds and the functions

kil and —

Do |f']

are increasing. Then ABZ?L is globally smaller than Agf(]].
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We note that the sufficient condition (18) implies that the function (13) is
increasing. In general, the converse is not valid, however, in what follows, we

present two particular cases when it is. In the first setting, the weight functions p
and ¢ coincide.

Theorem. Let f,g: I — R be strictly monotone twice continuously differen-
tiable functions with nonvanishing first derivatives, n € N, n > 2, and let further

p: I — R be a continuous function. Then the following conditions are pairwise
equivalent.

(i) AE:?L is globally smaller than A[grf},.

(i) ABZ?L is locally smaller than AL},
(iii) The function |g'/ f'| is increasing.
(iv) The following inequality is valid on 1

1 1
/ <9

fr= g

(v) Provided that g is increasing (decreasing), the function g o f~' is convex
(concave) on f(I);

(vi)

f@) = fly) _ 9(x) —9(y)
ffly)y = 9

In the second setting, the functions f and g are the same.

(x,y €1).

Theorem. Let f: I — R be strictly monotone twice continuously differentiable
function with a nonvanishing first derivative, n € N,n > 2, and let further
p,q: I — R be continuous functions. Then the following conditions are pair-

wise equivalent.

(i) AEZZ]D is globally smaller than AE:?L,

(ii) ABZ?L is locally smaller than AEZZ]].
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(iii) The condition (12) holds and the function qo /po is increasing.

Corollary. Let I C R, be a nonempty open interval and let f,g: I — R be
differentiable functions with nonvanishing first derivatives. Let n € N,n > 2,
ALy M), (s ey i) € RY, (0,0 a), (Br, -+, Bn) € R™ and define
p,q: I — R by (14). Assume that there exist -y > 0 and § € R such that (15) is
satisfied and

fl@) = fly) _ 2°(9(z) —9(»))

) S v @y el

Then AEZZL is globally smaller than AE?(]Z.

Corollary. Let I C R, be a nonempty open interval, n € Nyn > 2, (A1,...,\,),
(B1y--spm) € RY, (a1,... an), (B1,--.,5n) € R™, and let further a,b € R.
Define p,q: I — R by (14) and f,g: I — R by (17). Assume that there exist
v > 0and 6 € R such that (15) and the inequalities

min(a,0) < ¢ 4+ min(b, 0) and max(a,0) < § + max(b,0)

are satisfied. Then A%) is globally smaller than A%.
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Chapter 4 — Local and global Holder- and Minkowski-type inequalities

The celebrated inequalities discovered by Holder and Minkowski can be formu-
lated in various contexts, for instance, in the setting of power means.

To recall the standard Holder(—Rogers) inequality, which was discovered by
Rogers in 1888 and by Holder in 1889, let p, ¢ > 1 with  + - = 1. Then, for all
n € Nand z,y € R, the inequality

Ty + o+ TuYn < (If+"'+xﬁ>’l’<yi’+---+yg)é
n n n

is valid. In the particular case p = ¢ = 2, this inequality reduces to the so-called
Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz inequality, which in the above form was estab-
lished by Cauchy in 1821. Given a real parameter p > 1, the standard Minkowski
inequality, that was discovered in 1910, states that the pth power mean is subad-
ditive, i.e., for all n € N and x, y € R”, the inequality

<(x1+y1)P+---+(mn+yn)P>P < <x’1’+---+xﬁ>P+(yf+-~-+yﬁ)”

n - n n

holds.

Briefly, the aim of this chapter is to investigate inequalities that are analo-
gous to the Holder and Minkowski inequalities by replacing the addition and the
multiplication by a more general operation, and instead of using power means,
generalized Bajraktarevi¢ means, and in particular, weighted Gini means, are con-
sidered. A further aim is to characterize such inequalities both in the local and in
the global sense. We are going to derive necessary as well as sufficient conditions
for the local as well as for the global validity of the functional inequality

Mo(®(21),. .., 0(zn)) < B(M; (1), .., My(z*)), (19)

where, n € Nyn > 2k € N, fora € {0,...,k}, I, € Ris a nonempty open
interval, [ := Iy X --- X I, My: I} = I, is an n-variable mean and ®: I — Ij.
In line with the terminology used in preceding chapters, if there exists an open
set U C I™ such that diag(/™) C U and (19) holds for all z € UT C H§:1 Iz,
then we say that (19) holds in the local sense. If (19) is valid for all z € (I")T =
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H§:1 17, then we say that (19) holds in the global sense. Clearly, the global
validity of (19) implies its local validity.
After that we consider the particular case of (19) when all the means are n-

variable generalized Bajraktarevi¢ means, i.e., we consider the inequality

AP (@), @) < @AVt AR (R, (20)
where, fora € {0,...,k}, fo: I, — Risastrictly monotone function, p*: I, —

R?'. We obtain necessary as well as sufficient conditions for its validity in the lo-
cal and also in the global sense.
We mention some important particular cases of (20).

1. Ifk=1,1y =1, =: J and ®(x) = z, then (20) reduces to the local and
global comparison problem of generalized Bajraktarevi¢ means on J.

2 IMfkeNEk>2Ig=h = =Ty, = J,®@1,...,3;) = t(x1+ - +
ag),and fo = fi = = fr = f,p° = p' = = p" =1 p, then 20)
means the Jensen convexity of A[;?L on J. In this case, (20) is said to be a
Jensen-type inequality.

3. Ifk € N,k >2,Iy=1 =---=1; = R+, (I)(l'l,...,fﬂk) = x1 +
cotagand fo = fr == fu = fp" =pt = =pF = p,
then (20) expresses the subadditivity of A[fﬂ) on R, which is often called
a Minkowski-type inequality.

4. ItkeNk>2,lh=5=-=1I;, =R, ®(xy1,...,2%) = T1 " Tk,
then (20) reduces to a Holder-type inequality for the means AE;,;{Z)O? sz}p“
A["] ’
B I A

With the exception three theorems, all the results of this chapter were first
proved in our paper [6]. Two of three theorems deals with the characterization
of the global validity of the Minkowski-type inequality for Gini means in the 2-
variable case and with unfixed number of variables. The third one gives a neces-
sary and sufficient system of conditions for the global validity of the Holder-type
inequality for Gini means with unfixed number of variables. Each of these three
theorems is preceded by an emphasis on the author(s) and publications in which
the result is found.
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4.1. Holder- and Minkowski-type inequalities in the local sense. In the current
and in the next subsection, for k € Nand a € {0,...,k}, let I, C R stand for
a nonempty open interval and set [ := I; X --- X Ii. For the investigation of
inequality (19), let us introduce the function F': IT* x --- x I} — R by

F(z) = F(z!,...,2") == (M (ab),. .., Mp(z®)) — Mo(®(x1),...,D(z,)).

(2D
Remark. Observe that, for all y € I, we have F(AF(y)) = 0. Indeed, by using
the mean value property of My, M, ..., My, it follows that
F(AL () = F(An(y1)s- -, Anlyr))

M (1), - Mk< k) — ME(@(y))
y1,-..,yk) d(y) = 0.

(
(M (11)). . M B (3))) — Mo(An(®(3)
¥
@

For the computation of the partial derivatives of F" at points of the form A% (y),
we formulate the following lemma.

Lemma. Let n,k € N,k > 2 and, for o € {0,...,k}, My: I} — I, be an
n-variable mean, define F': I7 x --- x I' — R by (21), and let ®: I — I.

(i) For o €{0,...,k}, assume that M, is partially differentiable on diag(I7)
and that ® is differentiable. Then, for all i € {1,...,k}, £ € {1,...,n},
andy € I,

Opn(i—1) F (AL () = 0:®(y) (0eMP (ys) — 0 MG (2(y))).

(ii) For a € {0,...,k}, assume that M, is twice partially differentiable on
diag(I) and that ® is twice differentiable. Then, for all i,j € {1,...,k},
tme{l,...,n},andy € I,

a€+n(i—1)am+n(j—1)F(AZ(y)
= 0;0;(y) (Om M (y;) 06 M (yi) = So.m O MG (2 (y)))
— 0;9(y) (0P (y) 0p0m M§ ((y)) — 6i,;000m M (y;))-
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The next two results describe the first- and second-order necessary conditions
for the validity of (19) in the local sense, respectively.

Theorem. Let n,k € Nk > 2 and, for o € {0,...,k}, My: I} — I, be
an n-variable mean which is partially differentiable on diag(I?) and let further
®: I — Iy be a surjective and differentiable function with nonvanishing first-
order partial derivatives. Assume that inequality (19) holds in the local sense.
Then there exist constants A1, ..., A, € Ry such that, for all (yo,y) € Iy x I
and € {1,...,n},

Ae = 0uME (yo) = O M (y1) = -+ = e ME (y). (22)

If, additionally, for some o € {0, ..., k} and y, € I, the mean M, is differen-
tiable at A,,(Yo), then A1 + -+ - + X\, = 1 also holds.

Theorem. Let n,k € NJk > 2 and, for « € {0,...,k}, My: I? — I be an
n-variable mean which is twice differentiable on diag(I}}) and let ®: I — I, be
surjective and twice differentiable with nonvanishing first-order partial deriva-
tives. Assume that inequality (19) holds in the local sense. Then there exist con-
stants A1, ..., Ap € Ry with Ay + -+ X\, = 1 such that, for all (yo,y) € Io x I
and ¢ € {1,...,n}, the equalities in (22) hold. In addition, for all y € I, the
((nk) x (nk))-type matrix whose (¢ + n(i — 1),m + n(j — 1))th entry, where
i,j7€{1,....,k}and ¢,m € {1,...,n}, is given by

9;0;®(y) (AmAe — de.mAm) — 0;®(y)0;®(y)0p0p ME (D(y))
+ 5i,jaj¢(y)3g3mMjA (yj)

is positive semidefinite.

4.2. Holder- and Minkowski-type inequalities for generalized Bajraktarevic¢
means. Under first- as well as second-order differentiability condition, the fol-
lowing theorem describes what necessarily holds if (20) is satisfied in the local
sense.

Theorem. Letn,k € N,k > 2 and, fora € {0,...,k}, fo: Io — R be a differ-
entiable function with a nonvanishing first derivative and let p* = (p¢, ..., p%):
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I, — R be continuous, and set pg := p{ + -+ + py. Let &: I — Iy be
surjective and differentiable with nonvanishing first-order partial derivatives. As-
sume that inequality (20) holds in the local sense. Then there exist constants
Ayovoy An € Ry with A\ + -+ + A\, = 1 such that, for all o € {0,...,k} and
te{l,...,n},

pg = Aepg (23)
holds on 1. If, additionally, for o € {0,...,k}, fo is twice differentiable, p*

is continuously differentiable and © is twice differentiable, then the (k x k)-type
matrix I'(y) given by

(pO)/ "

I(y) = ( — 0,0,8(y) — ;9(4)0:0(y) (2 ) f0> (@)

+5i,j3j‘1’(y)(2( ) J;,/)( ))k

po i,j=1

(24)

is positive semidefinite for all y € 1.

In the next result, we reformulate the positive semidefiniteness condition from
the above theorem in terms of a convexity property.

Theorem. Let n,k € Nk > 2 and, for a € {0,...,k}, fo: I, — Rbea
twice differentiable function with a nonvanishing first derivative and let p® =
(%, ..., p%): Io = R be continuously differentiable, set p§ := p$ + - - - + pf.
Let ®: I — I be surjective and twice differentiable with nonvanishing first-order
partial derivatives. Assume that inequality (20) holds in the local sense. Finally,
for a € {0,. ..k}, define the function p,: I, — R and then o: I — R¥ by

o = / G2 and  (y) = (1 (1), - on(ur)-

Then 1, ..., and p are twice differentiable and invertible functions and the
map V: o(I) — R defined by

U (u) == o(@(p™" (u)))

is concave if fi > 0 and convex if fj < 0.
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Remark. We note that the concavity of the auxiliary function W is not merely a
consequence of the positive semidefiniteness of the matrix-valued function I" but,
in fact, it is equivalent to it. On the other hand, if all the weight functions are
equal to constant 1, then ¢, = f, and, in this case, according to the theory of
quasiarithmetic means (see [7]), the concavity of the function W is also sufficient
for inequality (20) to be valid in the global sense.

The following two theorems establish sufficient conditions for inequality (20)
to be valid in the local as well as in the global sense.

Theorem. Let k € Nand, fora € {0,...,k}, fo: Io — R be differentiable with
a nonvanishing derivative, and pg : I, — Ry. Furthermore, let ®: I — Iy be
partially differentiable. Assume that the following inequality is valid in the local

sense on 12, that is, there exists a nonempty open set V- C I? containing diag(I?)
such that, for all (u,y) € V,

Po(2(y))(fo(2(y)) — fo(® : po Yi) (5 (s) = f5(uj))
25
D) () E B )
holds. Then, for alln € Nand X\ € R with Ay + - - + \,, = 1, the inequality
AR o (@), @) S @AY @), AR @) )

is valid in the local sense.

Remark. We emphasize that the weight functions of the generalized Bajraktare-
vi¢ means appearing in (20) are necessarily of the form given by (23). Therefore,
the local as well as the global validity of (20) immediately follows from the local
as well as the global validity of (26), respectively.

Theorem. Let k € N and, for a € {0,...,k}, fo: Io — R be differentiable
with a nonvanishing derivative, pgy: I, — ]R+ and let ®: I — Iy be partially
differentiable. Assume that (25) is satisfied in the global sense on I?, that is, for
allu,y € I. Then, foralln € N, X € R with Ay +-- -+ \,, = 1, inequality (26)
holds in the global sense.

The next result establishes a necessary condition for (25) to be satisfied in the
local sense.
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Theorem. Let k € N and, for « € {0,...,k}, fo: Io — R be twice differen-
tiable with a nonvanishing first derivative and p§: 1, — Ry be twice differen-
tiable. In addition, let ®: I — Iy be twice differentiable. Assume that inequality
(25) is satisfied in the local sense, that is, there exists an open set V C | 2 with
diag(I?) C V such that it holds true for all (u,y) € V. Then the matrix-valued
function T2 T — R¥** defined by (24) takes positive semidefinite values.

The converse of the above statement is generally not valid. The conditions
must be tightened, namely, positive definiteness must be assumed instead of pos-
itive semidefiniteness.

Theorem. Let k € N and, for « € {0,...,k}, fo: I — R be twice continu-
ously differentiable with a nonvanishing first derivative, p§ : I, — R be twice
continuously differentiable. Furthermore, let ®: I — Iy be twice continuously
differentiable. Assume, for all y € I, that the (k X k)-type matrix T'(y) defined by
(24) is positive definite. Then, for alln € N, A € R with Ay +---+ Xy = 1,
inequality (26) holds in the local sense.

4.3. Holder- and Minkowski-type inequalities for weighted Gini means. In
this section, fork € N, € {1,..., k}, let I, denote a nonempty open subinterval
of Ry,let ] :=1I; x --- x I, and we apply the above results to some important
particular cases of the inequality (19). First, we deal with inequalities obtained by
specializing the means M, in (19) for all « € {0, ..., k} and then we draw some
conclusions by choosing the function @ in (19) to be the k-variable addition and
multiplication.

Definition. Let n € N and, for r € R, let us recall the definition of the n-variable
weighted rth power or rth Holder mean with weight vector A\ € R}, A1 + -+ +
An = 1 and, for (r,s) € R?, the n-variable weighted Gini mean with pair of
parameters (r,s) € R? and weight vector \ € R, Ay + -+ + A, = 1

1
r

(Mal 4+ Xpzh) " ifr#0

A1 An : _
it xy, ifr =0,

Hin)]\(xl, ey X)) =
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1
Mol 4 Azt \ T ‘
( i T x") ifr#£s

Axs 4+ A

G7[“”,Ll;)\(x17 sy mn) =

Remark. It is clear that in the particular case s = 0, the mean GL"J 5 simplifies

to Hi")]\ We also note that, forn € Nand ¢ € {1,...,n}, with ps(¢) := \st® and

f(t) :==t"=%if r # sor f(t) := In(t) if r = s, we can see that A[fﬂ) = G[:l;x
The next result consists of a necessary as well as a sufficient condition for a

general inequality corresponding to weighted Gini means to be valid in the local
sense.

Theorem. Letn,k € N,k > 2, A\ € R?, and, for a € {0,...,k}, (ra, o) € R?
and ®: I — Ry be twice differentiable with nonvanishing first-order partial
derivatives. Then, for the inequality

G (®(z1), ..., B(x,) < OGN (@),...,GM . () @D

70,803 71,813 7 T Tk Sk
to be valid in the local sense it is necessary that the (k x k)-type matrix T'(y)
given by

7’0—|—80—1 Tj+8j—1 k
I(y) == | —0:0;®(y) — aj¢(y)3i¢(y)w + 5:',.7'3]"1)(?!)T
J i,j=1

be positive semidefinite for all y € I. Conversely, if this matrix is positive definite
forall y € I, then (27) holds in the local sense on 1.

The theorem below gives a sufficient condition for the inequality (27) to be
valid in the global sense.

Theorem. Letk € N k > 2, fora € {0,...,k}, (Ta,84) € R and let &: [ —
R be partially differentiable. Assume that the inequality

P (w)Xro,s0 (igi;) < gaj@(u)ujx%sj (1%)
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is valid in the global sense, that is, for all (u,y) € I12. Then, foralln € N and
A € R} with Ay + -+ + Ay = 1, the inequality (27) holds in the global sense on
1.

For the investigation of the particular cases when @ is the sum and the product
function, we will need the following auxiliary result.

Lemma. Letk € N, fori € {0,...,k}, ¢; € R. Then the matrix

k
C .= (57,',jci + C())Z.J.:1
is positive semidefinite if and only if either ¢; > 0 for all i € {0, ..., k}, or there

exists i € {0,...,k} suchthat c; < 0and cj > 0 forall j € {0,...,k}\{i} and
1 1 1
— 4 =t — <0 (28)
€o C1 Ck

Furthermore, C' is positive definite if and only if either ¢; > 0 for all i €
{0,...,k} and ¢; = 0 can hold for at most one index i € {0,...,k} or there
exists i € {0,...,k} suchthat c; < 0andcj > 0 forall j € {0,...,k}\ {i} and
(28) is valid with a strict inequality.

Our next result characterizes the Minkowski-type inequality for weighted Gini
means in the local sense.

Theorem. Let n,k € N,k > 2 and A\ € R}. Fori € {0,...,k}, let further
(ri,8;) € R? and ~y; := r; + s; — 1. For the inequality

Gtk el k) <G @6 ()

70,805\ 71,813 TkySk;
(29)

to hold in the local sense on I, it is necessary that exactly one of the following
cases be valid:

(i)
Y0 <0 <min(yy, ..., 7%); (30)

(ii) vi > Oforalli € {0,...,k} and

Z (l - i) sup [; < Z (% - %) inf I;; 31

ieq, i 0 icd_
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(iii) vo < 0 and there exists i € {1,...,k} such that v; < 0, for all j €
{1,...,k}\ {i}, v; > 0, and inequality (31) is also valid,

where, for the last two cases, we define
1 1 1 1
J+:—{i€{1,...,k}:>} and J:—{ie{l,...,k}:>}.
i Yo Yo Vi

Conversely, if either (30) is valid and v; = 0 can hold for at most one i €
{0,...,k}, or yo # e for some ¢ € {1,... k} and one of the conditions (ii)
or (iii) hold, then (29) is valid in the local sense on 1.

Corollary. Let n,k € N,k > 2and A € R}, Fori € {0,...,k}, let further
(ri,s;) € R%. For a € {1,...,k}, assume that the nonempty open interval
I, C Ry fulfills inf I, = 0. Then, in order that the inequality (29) be valid in the
local sense on I, it is necessary that

max(1,79 + so) < min(ry + s1,...,7% + Sk).
Conversely, if this inequality is strict, then (29) holds in the local sense on 1.

For the global validity of the Minkowski-type inequality the theorem below
establishes the following sufficient condition.

Theorem. Letk € N,k > 2 and, fori € {0,...,k}, (ri,s;) € R% Assume that,
for all (u,y) € I?, the inequality

k
y1+-~-+yk> u; (yj)
e (I o3y (2
XO’O(UlJF"'Jruk ;u1+‘..+ukij u;
holds. Then, for all n € N and A\ € R} with Ay + -+ + A\, = 1, the inequality

(29) holds in the global sense on I.

By specializing the underlying intervals, we can formulate a more specific
statement.
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Corollary. Let k € N,k > 2 and, fori € {0,...,k}, (15,8;) € R% Assume
that, for all z € RX and t1, ...ty € [0,1] witht1 + - - - + t, = 1, the following
inequality is valid

k
Xro,s0 (tlzl +-+ tkzk Z jXr] sj Z] (32)

Then, for alln € Nand A € R} with Ay +---+ X, = 1, the inequality (29) holds
in the global sense on Rﬁ.

In order to compare our results above to existing ones, we recall two theorems
related to the global validity of the Minkowski-type inequalities. In the setting of
two-variable Gini means the Minkowski inequality was characterized by Czinder
and Péles in [3, Theorem 5] (see also [9] for a particular case).

Theorem. Let k € N,k > 2 and, fori € {0,...,k}, (r;,s;) € R Then the
inequality

Gy[?(,] oo (@1 F T,y + o Fyr) < G[rzl] s (@, y1) 0+ GTQ,C] s (Ths i)
(33)
isvalid forall x1, ..., 2,91, ..,Yx € Ry if and only if
(i) 0 < min(ry, s1,....Tk, Sk),
(ii) min(rg, so) < min(1,r1, $1,... .7k, Sk),
(iii) max(1,79 + so) < min(ry + s1,...,7% + Sk ).

Remark. Observe that the third condition in the above theorem is the necessary
condition for the local validity of (33) on R, . The conditions (i) and (ii) are,
however, not necessary for the local validity of (33) on R,..

Necessary and sufficient conditions for the global validity of the Minkowski-
type inequality for Gini means with arbitrary number of variables was established
by Péles in [10, Theorem 3.1].
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Theorem. Let k € N,k > 2 and, fori € {0,...,k}, (r;,8;) € R Then the
inequality
el (I%+...+Ilf,.."x/}l+...+$]:’l) <G

70,80 T1,81

(') +--+ G, (@)
(34)
is valid for allm € Nand x € RﬁXk if and only if

(i) 0 < min(ry, s1,...,7k, Sk),
(ii) min(rg, so) < min(1,71,81,...,7%, Sk),
(iii) max(1,79,sp) < min(max(rq, s1), ..., max(rg, S))-

Remark. Observe that conditions (i) and (ii) of the above two theorems are iden-
tical, therefore they may be necessary for the global validity of (34) for any fixed
n € N. The form of the third condition related to any fixed n € N is not
known. We also note that conditions (i)-(iii) of the above theorem are also nec-
essary and sufficient for the validity of the inequality (32) for all z € Ri and
t1,...,tx € [071} witht; +-- -+t = 1.

Our next results characterize Holder-type inequalities for Gini means in the
local and in the global sense.

Theorem. Letn,k € N,k > 2and X\ € R'}. Let further (1o, 50), . - ., (Tk, Sk) €
R2, 7; :=1; + s; fori € {0,...,k}. Then, in order that the inequality
G[”]

77“07*50;)\('7"%'.'1‘]1{:?"'7331 xk) SG[n] )\(xl)G[n] (xk) (35)

n n 1,813 ThySkiA

be valid in the local sense on R’j_ it is necessary that either v; > 0 for all
i € {0,...,k}, or there exists i € {0,...,k} such that v; < 0, for all j €
({0, kD) \ {i}, % > 0 and

1 1 1
—+ — 4+ —<0 (36)
Yo M1 Vi
holds. Conversely, if either y; > 0 for alli € {0, ..., k} and ~; = 0 can hold for
at most one index i € {0,...,k}, or there exists i € {0, ..., k} such that v; < 0,

forallj € {1,...,k}\{i}, v; > 0and (36) is valid with a strict inequality, then
(35) holds in the local sense on Ri.
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Theorem. Let k € N,k > 2 and, fori € {0,...,k}, (ri,s;) € R% Assume that,
forall zy € (I1 /1), ...,z € (I/Iy), the inequality

k
Xror—so (21 2k) <) Xy, (25) (37)
j=1

holds. Then, for alln € N and A € Ry with Ay + -+ + A\, = 1, the inequality
(35) holds in the global sense on I.

The global validity of (35) with an unfixed number of variables was charac-
terized by Péles in [11,12].

Theorem. Let k € N,k > 2 and, fori € {0,...,k}, (r;,8;) € R Then the
inequality

el (xbak, bk < GL?],sl(fl) G ()

—r0,—50 TSk
is valid for allm € Nand x € Rim if and only if
(i) foralli € {0,...,k}, max(s;,r;) >0, and
(ii) for alli € {0,...,k} with min(s;,r;) < 0, we have max(s;,r;) > 0 for
allj € ({0,...,k})\ {i}, and

1 k 1

- +
min(s;, ;) = max(s;j,r;)
J#i

<0.

Remark. We note that the conditions (i) and (ii) are necessary and sufficient for
the validity of inequality (37) for all 2y, ..., 2, € Ry (cf. [12]).
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