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Bevezeto

Tanuldim tanulasi gondjai €s specidlis nyelvi igényei 0sztondztek arra,
hogy egy olyan mddszert probaljak kifejleszteni az algebra alapjainak tani-
tasara az altalanos iskola hetedik osztalyaban, amely lehet6vé teszi a tanulok
szamara, hogy az algebrai fogalmakat képességeik, tapasztalataik és a mar
elsajatitott ismereteik felhasznalasaval épitsék fel.

Tézisek:

A tanitasi kisérleteim tervezésében és kivitelezésében alkalmaztam a
dolgozatom elsd fejezetében bemutatott elméleti hatteret (tanulaspszicholo-
giai alapok; matematika-didaktikai alapok; a nyelv és a kétnyelviiség a mate-
matikaoktatasban), melyekbdl most a kdvetkezdket emelném ki.

—  Afejleszt6 kisérletem soran nagy hangsilyt helyeztem a tanulok
relaciés megértésének fejlesztésére, melyet Skemp definialt.

A valtozo fogalmanak relacios megértését segitette a hajlithato ceruza
alkalmazasa. Az algebrai kifejezésekben megjelend zardjelek szerepének
relacios megértését eldresegitették a gyakorlatok melyben hasznaltuk az al-
gebrai kifejezések sémait. Az osszeg (illetve kiilonbség) hozzaadasanak (il-
letve kivonasanak) relacios megértéséhez hozzajarultak a megfeleld ,,mesék”
¢és a ,,szalag aritmetika” is. Az algebrai kifejezések dsszevonasanak relacios
megértésében kulcsfontossaguiak voltak a kifejezések képi reprezentacioi. A
kéttagu kifejezés szorzasat egytaguval és a kiemelés relacios megértését segi-
tette a kifejezések reprezentacioi téglalapokkal. A mérlegelv relacios megér-
tés¢hez nagymeértékben hozzajarult a valodi mérlegek alkalmazasa.

— Az algebra tanitasa rendszerint a szimbolikus szinten zajlik.

— Kovetve Erich Wittmann, Dienes Zoltian, Varga Tamas, Pélya
Gyorgy és Szendrei Julianna gondolatait és utmutatasait, igyekeztem a
kisérleti tanitisom soran az enaktiv és az ikonikus reprezentaciokat a
Magyarorszagon megszokottnal hosszabb ideig alkalmazni, természete-
sen nem elhanyagolva a szimbolikus sikot.

A konkrét és képi reprezentaciok (gépmodell, mérleg, lépcsés modell,
batyu modell, séma) segitenek a tanuloknak, abban hogy egy-egy fogalom
absztrakt matematikai tartalmat minél inkabb megragadhassak (Dienes). A



tanulok elobb tapasztalatokat szereztek a konkrét reprezentaciokkal (szaka-
szos ¢és téglalapos reprezentaciok) vald tevékenységekbdl és ennek alapjan
tudtak altalanositani (megfogalmaztak, hogyan vonjuk 0ssze az egynem al-
gebrai kifejezéseket).

— Az altalunk hasznalt modelleknél a Filloy altal meghatarozott
matematikai modellezés f6 komponenseire (leforditas és elkiilonités) kii-
16n is odafigyeltiink.

A modellekkel val6 munkaval parhuzamosan az algebrai szimbolizaciot
is hasznaltuk (példaul: az egyenletek megoldasanal lapocskak felhasznalasa-
val), és a modellek hasznalatanak elhagyasat mindig kovette a munka, kiza-
rolagosan szimbolikus sikon.

— AKkisérleti tanitas soran igyekeztem lehetéséget biztositani a ta-
nulék szimara minden algebrai fogalom minél gazdagabb fogalomkép-
zetének megalkotasara.

Az algebrai kifejezés fogalmanal erre kiilon felfigyeltem. A tanulok az
algebrai kifejezéseknek numerikus és szituacios jelentéseket adtak. Ezzel az
algebrai kifejezés fogalma kapcsolatba keriilt mas fogalmakkal a tanulok
kognitiv sémajan beliil ami késdbb megkdnnyitette az algebrai kifejezések
alkalmazasat, példaul a szoveges feladatok megoldasanal. A vonatkoztato je-
lentések segitettek a tanuloknak az azonossagok értelmezésében is.

— A modern agykutatas alapjan az oktatds szamara Josef Kraus
altal megfogalmazott kovetelményeket a kisérleti tanitasok soran meg-
probaltam teljesiteni.

A konkrét és vizualis reprezentaciokkal valo manipuldlas a tanuldkat ak-
tivizalta. A manipulaciokat a tanulok jatéknak élték meg és nagy érdekldodeést
mutattak irantuk.

A tanitas-tanuldsi folyamat tébbcsatornds volt. A tanuldk az informaciok
nagy rész¢ét a sajat maguk altal végzett tevékenységekbdl szerezték meg (az
ilyen informacidk 90%-a marad meg az emlékezetiinkben).

Az algebrai technikakat nem hanyagoltuk el. A modelleket elhagyva a
tanulok a gyakorlast folytattak szimbolumokkal. Ez kiilondsen fontos volt az
algebrai kifejezések dsszevonasanal és az egyenletek megoldasanal.

A tanulas folyaman a tanulok szamara ismert szavakat hasznaltunk (gép,
mese, batyu), mindenki azon a nyelven beszélhetett és irhatott, amelyiket va-
lasztotta. Ez biztonsagérzetet ny(jtott a tanuldknak és megkonnyitette a tanulast.



Igyekeztem a tanulok figyelmét provokalni meglepd, varatlan szituaciok
haszndlataval (a vakutca példaja vagy a megadott hibas megoldas javitasa a
szakaszos reprezentacioknal).

Nagyra becsiiltiink minden megfogalmazott valaszt. Megbesz¢ltiik a ta-
nuldkkal, hogy éppen a sajat és masok hibainak tisztdzasakor lehet legtobbet
tanulni. 4 jatékos szituaciok nagyban hozzajarultak a jokedvvel végzett szo-
rongasnélkiili tanulashoz.

—  Tanitasi kisérleteim alatt a realisztikus matematikaoktatas alap-
elveit hasznaltam.

A tanulas a kezdeti szakaszaban egy konkrét kontextusban torténik (pél-
daul: ,,mesék” és a szalag aritmetika; szakaszok és téglalapok hasznalata a
kifejezések dsszevondsanal). Ez a konkrét szituacio alapjat képezi az absztra-
halasnak és az attérésnek az informalis, kontextus fliggd szintrdl a formalis
szintre (a szabalyok megfogalmazasa).

A tanulok lehetoséget kaptak sajat megoldasi stratégidik alkalmazasara.

Példaként emlithetem, hogy a tanulok 6nalléan fogalmaztak meg, hogy
hogyan kell 6sszevonni az egynem algebrai kifejezéseket. Legtobben kom-
binalva hasznaltak a kétfajta reprezentaciot: a szamokat és az elséfoku ki-
fejezéseket szakaszokkal reprezentaltak; a masodfoku kifejezéseket téglala-
pokkal (példaul a 4ab-t négy egyforma téglalappal). Voltak tanuldk, akik a
szamokat és az els6foku kifejezéseket is téglalapokkal reprezentaltak. A két
csoportbdl csak egy tanuld nem reprezentalta a kifejezéseket szakaszokkal
vagy téglalapokkal. O a valtozoknak numerikus jelentést adott és ily médon
konnyebbé tette az Gsszevonast.

— Az egyén tanulasat az osztaly tobbi tagja segitette.

A tanulok helyes ¢és a helytelen megoldasokat is bemutattak a tobbiek-
nek (példaul az aritmetikai kifejezések lejegyzésénél), 6sszehasonlitottak és
megyvitattak megoldasaikat (példaul a zarojelek szerepének vizsgalatanal) és
segitettek egymasnak a megoldas helyesbitésében (T a kifejezések dsszeada-
sanal segitett tarsainak).

— Az 1j fogalmak beépiiltek a tanulék kognitiv sémaiba és kapcso-
latba Kkeriiltek mas fogalmakkal.

Ezt f6leg az algebrai kifejezések vonatkoztatd jelentések meghatarozasa
¢és a relacids megértés segitette.



— Mindharom, Kieran altal megfogalmazott, iskolai algebra tevé-
kenység megjelent a tanitasi kisérletekben.

A tanuldk a geometriai mintak és a szamok kozotti dsszefiiggések alapjan
dltalanositottak. A szoveges feladatoknal egyenleteket allitottak fel melyek a
mennyiségek viszonyat fejezték ki.

A tanulok transzformdcios tevékenységeket végeztek a kiemelésnél, az
algebrai kifejezések dsszevonasakor, és az egyenletek megoldasanal, amikor
ekvivalens atalakitasokat végeztek.

A tanulok globdlis, meta szintii tevékenységeket végeztek, amikor a szo-
veges feladatoknal az azonos strukturat vették észre, amikor magyarazatokat
¢és indoklasok fogalmaztak meg (példaul az algebrai kifejezések dsszevona-
sdnal) és a forditott okoskodas alkalmazasanal is (a kifejezések lehetséges
jelentésének meghatarozasa; kiemelés).

— Az iskolai algebra mind a négy dominans megkozelitést (altala-
nositasokon keresztiil, probléma megoldasokon keresztiil; modellezése-
ken keresztiil kifejezve a mennyiségek kozti viszonyokat és a fiiggvény-
szeri megkozelitést, tablazatokat hasznalva) alkalmaztuk a kisérleti
tanitasok soran.

—  Malle az alsébb osztalyokra vonatkozé algebra tanitasaval kap-
csolatos kovetelményeinek prébaltam eleget tenni.

A valtozd két aspektusat hasznaltak a tanulok a kisérleti tanitas alatt:
a behelyettesitési aspektust a gépmodellnél és a targyi aspektust az egyen-
letek megoldasanal, ahol a valtozo egy ismeretlen szam. A tanulok sokfé-
le tevékenységet végeztek a valtozokkal (atalakitasokat, szituaciok leirasat,
jelentéseket adtak). A gépmodellnél az algebrai kifejezések fliggvényszerii
aspektusa keriilt el6térbe. Az algoritmusok és a szabalyok relacios megértése
volt a cél.

— A procept fogalmanak megértése és alkalmazasa kulcsfontossa-
gu volt a kisérleti tanitasban.

Az eljarasok elsajatitasa mellett hangsujt helyeztem a folyamatok
eredményeire is (fogalmak).

—  Aszoveges feladatok megoldasanal a Pélya féle kérdéseket kicsit
atfogalmazva sikeresen hasznaltuk és kiegészitettiik 6ket konkrétabb, az
azonos struktiraju feladatok megoldasat segité kérdésekkel:



Altalanos kérdések:

Mit kell meghatarozni?

Hogyan jeloljiik?

Hogyan viszonyulnak a meghatarozando szamok egymdshoz és a feladat-
ban megjelené szamokhoz?

Ird le az dsszefiiggéseket matematikai jelekkel!

Specialis azonos strukturaju feladatok kérdései:

1. Milyen tevékenységrol van szo a feladatban, és ki végzi a tevékenysé-
get?

2. Milyen mértékegységben mérjiik a tevékenység idotartamat? vagy
Milyen egységben torténik a tevékenység?

3. Mennyi a tevékenység idotartama? vagy
A tevékenység mennyi egységbdl all?

4. Mennyi a tevékenység produktuma (eredménye) egy idoegység alatt?
vagy
Mennyi a tevékenység egységének produktuma (eredménye)?

5. Mennyi az ossztevékenység produktuma (eredménye)?
Hogyan szamoljuk ki az dssztevekenység produktumat (eredményét)?

A tanuldk a feladatok megoldasanal hasznaltak a kérdéseket (Oliver ilyen
fajta megoldasat bemutattam a dolgozatban).

— A mérlegelv hatékony elsajatitasaban a tanuléknak segitettek a
kék és zold kartonlapocskakra leirt célok, illetve megengedett tevékeny-
ségek az egyenleten.

A lapokat a tanulok az asztalon tartottak és a lapokon leirtak segitségével
tudtak felidézni a megfelel6 gondolatsort és megoldani az egyenletet.

—  Wittman problémamegoldas képességek fejlesztésének alapfel-
tételeit probaltam nagymértékben biztositani tanul6im szamara.

A valtozé fogalmanak elsajatitasa, a kifejezések 0sszevonasa, a kieme-
1és, az egyenletek megoldasa mérlegelvvel, a konkrét (gépmodell, mérleg) és
képi reprezentaciok (szakaszok; téglalapok) hasznalata révén kijelenthetjiik,
hogy a tanulés felfedeztetd tanulas volt.

A tanuldkat 0sztondztem a divergens gondolkozdasra. Tobb iranybdl ko-
zelitettiik meg ugyanazt a problémat. Példaul az 6sszeg (illetve kiilonbség)
hozzaadasanal (illetve kivonasanal) a ,,mes¢k” mellet hasznaltuk a szalag-



aritmetikat is. A kéttagt algebrai kifejezés szorzasanak eldkészitésénél az
aritmetikai kifejezések numerikus és szituacios jelentéséit is targyaltuk.

Igyekeztem 6sztondzni a tanulokat, hogy maguk is vessenek fol proble-
mdakat. Példaul a tanuldk alkottak 01j szoveges feladatokat melyeknek struk-
taraja azonos volt az el6bbi feladatok struktarajaval, vagy olyan feladatokat
alkottak melyeknél altalanositani kellett és meghatarozni a szabalyt (ekdzben
a szines radkészletet hasznaltak).

Az 6rakon a tanuldknak argumentalni, indokolni kellett (példaul a fel-
adatnal mely a zardjelek szerepére vonatkozik).

A tanuldkban igyekeztem kialakitani az igényt arra, hogy ellendrizzék
a megkapott eredményeket és helytelen megoldas esetén probaljak ezt kor-
rigalni.

A diszkussziok kialakulasa és a vélemények szabadon nyilvanitasa szer-
ves részeit képezték a tanitasi éraknak.

— Goncz eredményeinek tudataban fokozott torekvésiinkké valt
tanuloim kiegyensiilyozott kétnyelviiségének megkozelitése.

A szerb helyes beszéd és a szerb szakkifejezéseken kiviil a mondatokba
foglalt magyar szakkifejezéseket is tanultak a tanulok az orakon.

A kovetkezd részben a kisérleteim eredményeit 6sszegzem roviden.

— Az altalam krealt eloteszt eredményeinek alapjan megallapit-
haté milyen eléismeretekkel rendelkeznek a tanulék néhany alapveté
algebrai fogalommal kapcsolatosan.

Az els6 két feladatban a ,,=" jelet kellett helyesen értelmezni. A 2. fel-
adatnal az egyenldségjel két oldalan levd kifejezések Osszeadandoit kellett
Osszehasonlitani és észrevenni, hogy van koztiik két egyenld értékd. A 3.
feladatban a zarojel felbontasara kérdeztem ra. A 4. és 5. feladatban altala-
nositani kellett és leirni a megfeleld algebrai kifejezéseket. A 6.,a 7., és a 8.
feladatban a tanulonak 6ssze kellett kapcsolni a geometriai €s az algebrai is-
mereteit. A szimbolikus reprezentacié alapjan meg kellett hatarozni a kifeje-
zések szakaszos reprezentacioit és forditva. A 9. feladatban a szoveget kellett
értelmezni, leirni a megfeleld algebrai kifejezéseket és ezeket dsszeadni. A
10. feladatban jelentést kellett adni az algebrai kifejezéseknek. A 11. feladat-
ban értelmezni kellett az egyenldségeket és a 12. feladatban a szamegyenesen
kellett a kifejezések helyét meghatarozni.



— Az utéteszt feladatai analég feladatok voltak az eléteszt felada-

taival, az eltérés csak annyi volt, hogy az utétesztet bovitettem még egy
szoveges feladattal.

— Az altalanos iskola hetedik osztilyos kétnyelvii tanulok kor-
ében a konkrét és képi reprezentaciok hasznalata hozzajarul az algebra
alapjainak hatékony elsajatitisahoz, kiilonosen a valtozé fogalmanak
kialakulasahoz, az algebrai kifejezések lehetséges jelentésének meghata-
rozasahoz, az algebrai kifejezésekkel valé miiveletek elvégzésének és az
azonos struktiraju szoveges feladatok megoldasanak elsajatitasahoz.

A gépmodell ¢s a hajlithatoé ceruza alkalmazéasa hasznosnak bizonyult
a valtoz6 fogalmanak bevezetésénél. A 1épcsés modell, a batyu modell, és a
séma hasznalata kulcsfontossagu volt az algebrai kifejezések strukturajanak
megértésében. A képi reprezentalast megeldzte a konkrét (targyakkal valo)
reprezentalas (a tablazat reprezentalasanal a szamokat eldszor konkrét tar-
gyakkal, majd képekkel és végiil szimbolumokkal reprezentaltuk; eldbb a
Iépcsds modellt hasznaltuk és csak ezt kovetden a sémat). A konkrét repre-
zentaciod fontos a tanulok szdmara, mint a ,,jaték” eszkoze. Ebbdl adodoan a
megfeleld képi, illetve szimbolikus reprezentaciot is természetesnek tekin-
tik, mint a targyi reprezentaciok rajzait vagy jeleit. A séma esetében a targyi
reprezentacionak kdszonhetden a tanulok konnyebben megértették magat a
sémat.

A tanuldok elészor a szamokat, késébb a valtozok szorzatat racionalis
szammal és végiil az emlitett kifejezések 0sszegeit is reprezentaltak megfe-
lel6 szakaszokkal. Az azonos struktiiraji egyenletek megoldasara vezethetd
szoveges feladatok megoldasanal a szakaszos reprezentaciokat hasznaltak
a tanuldk. Az ilyen feladatok megoldasanal hasznosnak bizonyult a segéd-
kérdések megfogalmazasa és alkalmazasa. Eldszor az azonos struktiraju
szoveges feladatokkal foglalkoztunk, melyeknél észre kellett venni, hogy
ugyanazzal az algebrai kifejezéssel lehet 6ket modellezni. Ezt kdvetden fo-
kozatosan nehezebbé valtak a feladatok: a kifejezés helyett, egyenletet kellett
felallitani, ezt megoldani, és az adott kontextusban interpretalni a megoldast.
A tanulok elsajatitottak a raciondlis szamok, az elsd és masodfoku egytagu
algebrai egész kifejezések reprezentalasat téglalapokkal. Az egytagu kife-
jezések szakaszokkal és téglalapokkal vald reprezentalasa lehet6vé tette a
tanulok szamara, hogy kdnnyebben absztrahaljanak. A mérlegelv megértését
¢s elsajatitasat elésegitette a valodi mérleg hasznalata, begyakorlasa soran az



egyenletek papirlapokkal valoé reprezentalasa bizonyult hasznosnak. A kétta-
gu algebrai kifejezések egytaguval szorzasanal, és a kiemelésnél a téglalapos
reprezentaciokat hasznaltak a tanulok. Fontos kihangsulyozni, hogy végiil a
tanulok elhagytak a konkrét és képi reprezentaciok haszndlatat és a szimboli-
kus sikon folytattak az algebrai feladatok megoldasat.

A targyi és a képi reprezentaciok hasznalatdnak hatékonysagarol értesiil-
hetiink az alabbi tablazatbol mely az eldteszt és az utdteszt helyes megolda-
sainak szamat mutatja:

FELADAT 1. KISERLETI CSOPORT 2. KISERLETI CSOPORT
SORSZAMA ELOTESZT UTOTESZT EJOTESZT UTOTESZT
1. 7 8 6 7
2. 2+2szamolassal | 8 1+1 szamolassal | 7
3. 2+2szamolassal | 7+1 magya- 4 szamolassal 6
razat nélkiil
4. els6 tablazat 1 4+4 magya- 0 5+2 magya-
razat nélkiil razat nélkiil
4. masodik 1 3+4 magya- 0 5+2 magya-
tablazat razat nélkil razat nélkiil
5. els6 képsor 2 8 2 7
5. masodik 6 1 6
képsor
6. 3 8 2 6
7. 343 méréssel 8 3+4 méréssel 7
8. 5 8 5 7
9. 1 7 0 6
10. 25 29 17 22
11. l.egyenldség | 4 6; 8 magyarul | 5 6; 6 magyarul
11. 2.egyenléség | 2 8;8 magyarul 3 7; 6 magyarul
11. 3.egyenldség | 2 7; 8 magyarul | 3 6; 6 magyarul
11. 4.egyenloség | S 8; 8 magyarul |5 7; 6 magyarul
12. 2 6 1 5
13. 442 leirt 5
ellendrzés
nélkiil




A kovetkeztetéseket a tanulok algebrai tudasanak gyarapodasarol a ko-
vetkezéképpen vontam le: egyenként hasonlitottam 0ssze a tanulok eld- és
utéteszt analdg feladatainak megoldésait, elemeztem az utoteszt 13. feladata-
nak megoldasait és a tanulok munkajat a tanérakon. Ezekbdl levonhatd egy-
értelmtien, hogy a tanuldk algebratudasa nagymértékben fejlodott.

Megjegyzés:

Mind a két tanitasi kisérlet kismintas volt, ezért a tesztek kiértéke-
lésében a szokasos statisztikai eljardsokat nem hasznaltam. Ehhez joval
nagyobb elemszamu kisérletek sziikségesek.

— A szerb kisebbségi iskola tizenkettedikes tanulék nyelvhaszna-
lataban léteznek szakkifejezések, melyek hasznalatianal megfigyelhetok
a nyelvi interferenciak.

A tizenkettedikes tanulok szamara, tobb éves megfigyelés alapjan elké-
szitett kérddiv azokat a kifejezéseket tartalmazta, amelyek hasznalatanal gya-
koriak a nyelvi interferenciak. Ezt bizonyitjak a tanuloi valaszok is, hiszen
mindegyik kifejezésnél a tizenkettedikes tanulok korében is jelentkeztek az
interferenciak.

— A tanitdsi m6d melyet a kutatisom el6tt hasznaltam a Szerb
Tanitasi Nyelvii Altalanos Iskoliban és Gimnaziumban nem volt eléggé
hatékony a nyelvi interferenciiaktél mentes szaknyelv és a helyes beszéd
elsajatitisaban. Ez kiilonosen a magyar szaknyelvre vonatkozik, melynél
a tanuldi teljesitmények sokkal gyengébbek voltak, mikézben a tanulok
magyar nyelvtudasa jobb volt a szerb nyelvtudasanal.

Ezt az allitast a kérd6iv eredményei tdmasztjak ala: a legtobb interferen-
cia a magyar nyelvben jelentkezett. A 23 tanulobol, akikkel magyar nyelven
beszélgettem 21-en redlis szamok halmazdnak nevezte a R-t; 21-en a hd-
romszor annyi helyet a haromszor tobb-et hasznaltak. Fontos kiemelni, hogy
az els6 harom példanal 10 most is dominansan magyar nyelvi tanuld (kik
magyar altalanos iskolaba jartak és a gimnazium el6tt biztosan hasznaltak a
helyes magyar kifejezéseket), ,,atvette” a szerb kifejezéseket.

A kisérleti tanitasom alatt a kévetkezd 1j modszereket hasznaltam:

— Azon Kkiviil, hogy leirtuk a kifejezéseket mindkét nyelven, ki-
hangsulyoztuk, hogy a kifejezések egymas tiikorforditasai, vagy sem.



Ha nem, felhivtam a tanulék figyelmét, hogy melyek a kiilonbségek, s
elmondtam, hogy altaldban milyen hibikat vétenek a megnevezéskor a
tanulék.

— Nemcsak a kifejezéseket neveztem meg magyar nyelven, hanem
egész mondatokat magyarul mondtam el; azoktol a tanuloktol, kik tud-
tak magyarul, vissza is kértem magyar nyelven.

Az 1ij tanitasi mod hatékonyabbnak bizonyult a korabbinal. Ezt dolgo-
zatomban bemutattam példaul a kitélteni a tablazatot és a kifejezések szam-
érteke szakkifejezések elsajatitasa kapcsan.

Tervezem a kutatas folytatasat a kdvetkezo problémak korében:

— Atananyag ,kipétlasa” (kidolgozasa és az egész kiprébalisa egy
0j csoporttal) a linedris fiiggvény bevezetése témakorbal.

— A kisérletben szereplé tanulok tovabbi algebra tanuldasanak és
az algebrai tudasuk 6sszehasonlitisa mas iskola hasonlé koru tanuléké-
val.

—  Tesztelni a dolgozatomban targyalt tanitasi modszer jésagat mas
iskoldkban (nagyobb Kkisérleti csoportokkal). Tokéletesiteni ezt, hogy al-
kalmazhato legyen széles korokben az algebra alapjainak tanitasiaban.

—  E mddszer alkalmazasa a felzarkéztaté foglalkozasokon a hete-
diknél magasabb osztalyokban, melyeken részt vesznek a matematikatol
idegenkedd és az algebra alapfogalmait nem érté tanulok.

— A nyelvi konstrukcié hatasa az algebra tudasara az egynyelvii
tanuloknal. Kénnyebb-e egy feladat az egyik, mint a masik nyelven,
azért mert az egyik nyelvi szerkezet esetleg megkonnyiti a megoldast.
Példaul a valahdnyszor annyi (magyar kifejezés) és a valahdanyszor tobb
(szerb kifejezés: broj puta vise).
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Introduction

I was motivated by my students’ learning difficulties and special needs to
make an effort to develop a method for teaching the fundamentals of algebra
which enables students to build up the concepts of algebra on the basis of
their ability, experience and previously acquired knowledge.

The abstract of the thesis:

The planning and execution of my teaching experiments were carried out
on the basis of the theoretical background, the fundamentals of the psychol-
ogy of learning introduced in the first chapter of my thesis, the fundamentals
of the didactics of mathematics and language and bilingualism in mathemat-
ics teaching, from which I would highlight the following ones:

—  During my developmental experiments I put great emphasis on
developing the students’ relational understanding, concept that was de-
fined by Skemp.

The relational understanding of the concept of the variable was helped
by the application of the flexible pencil. The relational understanding of the
parentheses appearing in algebraic expressions was helped by the exercises
where we used the schemes of the algebraic expressions. The relational un-
derstanding of adding (or subtracting) the sum (or the difference) was helped
by some appropriate stories (tales) and the stripes-arithmetics. In the rela-
tional understanding of the simplification of algebraic expressions the visual
representations of the expressions were of key importance.

The relational understanding of the multiplication of binomial expres-
sions with monomial ones and factorizing was helped by the representation
of the expressions with rectangles. The relational understanding of the prin-
ciple of scales was significantly helped by the use of real scales.

—  The teaching of algebra usually takes place on a symbolic level.

—  During my teaching experiment, following the ideas and guide-
lines of Erich Wittmann, Zoltan Dienes, Tamas Varga, Gyorgy Pélya and
Julianna Szendrei, I made every effort to apply the enactive and iconic
representations longer than it had been usual in Hungary, without ignor-
ing the symbolic level in the meantime.
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The concrete and visual representations (the model of a machine, the
scales, the staircase-model, the bundle-model, the scheme) can help students
grip the abstract mathematical content of a concept (Dienes). The students
first gained experience in activities with concrete representations (represen-
tations with segments and rectangles) and on the basis of this, they learned
how to make generalizations (they formulated how to simplify homogenous
algebraic expressions).

—  We paid extra attention to the two main components of math-
ematical modeling (transition and separation) - defined by Filloy - at the
models we used.

Parallel with our work with the models, we introduced the algebraic
symbolization (for example: when solving equations we used small pieces of
cardboard paper) the use of models was always followed by work - exclusively
on the symbolic level.

—  During the experimental teaching I was eager to make sure that
students have enough opportunity to create an as-rich-as-possible con-
cept-formation in case of each algebraic expression.

At the concept of the “algebraic expression” I paid extra attention to this.
Students gave numeric and situational meaning to the algebraic expressions.
With this, the concept of the “algebraic expressions” became connected to
other concepts within the cognitive schemes of the students, which, accord-
ing to our expectations, later facilitates the application of algebraic expres-
sions, for example when solving word problems. The referential meanings
might help students to interpret identities.

—  During the experimental teachings I tried to meet the require-
ments for education, formulated by Josef Kraus on the basis of modern
brain research.

Manipulating with concrete and visual representations was quite acti-
vating for students. The students experienced these manipulations as games
and they showed great interest in them. The teaching-learning process was a
multi-channel one. Students received most of the information from activities
that they carried out themselves (90% of such information remains in their
memories).

We did not neglect the algebraic techniques. Leaving the models behind
students continued to practice using symbols. This was especially important
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when simplifying algebraic expressions and solving equations.

During the process of learning we used words and expressions that the
students were acquainted with (such as: machine, tale, bundle ...) and every-
body was allowed to use the language they had chosen. This provided the
students with the sense of security and as such facilitated the learning itself.

[ tried to provoke students’ attention with using surprising, unexpected
situations (the example of the dead-end-street or the correction of the given
wrong solution of a task at segmental representation).

We appreciated every answer given. We discussed with the students what
we could learn from classifying the mistakes of our own or of other peo-
ple. These playful situations highly contributed to the cheerful, anxiety-free
learning.

— During my teaching experiments I applied the principles of re-
alistic mathematics teaching.

In its initial phase learning takes place in a particular (concrete) con-
text (for example: “tales”, and stripes-arithmetics, the use of segments and
rectangles when simplifying expressions). This particular (concrete) situation
serves as a basis for abstraction and moving further from an informal, con-
text-dependent level to a formal one (formulating rules).

Students were provided the opportunity of applying their own solution-
strategies.

Let me mention the example of a student of mine individually expressing
how to simplify homogenous algebraic expressions. Most students combined
the two kinds of representations: they represented numbers and linear expres-
sions with rectangles (for example they represented 4ab with four similar
rectangles). Some students represented both numbers and expressions with
rectangles. From the two groups there was only one student who did not use
segments or rectangles for representing the expressions. He gave numeric
meaning to the variable and in this way facilitated the simplification.

—  The learning of the individual was helped by other members of
the class.

The students presented both their correct and wrong solutions to the oth-
ers (for example when taking notes of arithmetic expressions), then compared
and discussed each other’s solutions (for example when examining the role of
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parentheses) and finally helped each other in correcting the wrong solutions
(T helped his classmates when we were practicing adding up expressions).

— The new concepts worked their way into students’ cognitive
schemes and correlated with other concepts.

This process was mostly helped by the definition of the referential mean-
ings and the relational understanding.

—  All the three school-algebra activities - formulated by Kieran
- appeared in the teaching experiments.

On the basis of geometric patterns and the relationship between num-
bers, students carried out generalizations. In case of word problems they
set up equations, which represented the relationship between the quantities.
Students carried out transformational activities when factorizing, simplify-
ing algebraic expressions, and doing equivalent transformations for solving
equations.

Students performed global, meta-level activities when noticing the simi-
lar structure of word problems, when formulating explanations and justifica-
tions (for example at the simplification of algebraic expressions) and when
performing reverse-reasoning (defining the possible meaning of expressions,
factorizing).

—  During the experimental teachings we applied all four dominant
approaches to algebra (through generalizations, through problem-solv-
ing, expressing the relations between quantities through modeling and
the function-like approach using tables).

— I attempted to meet Malle’s requirements concerning algebra
teaching in lower primary classes.

During the experimental teaching students used two aspects of the vari-
able: the substitutional aspect at the model of a machine and the material
aspect at solving equations where the variable was an unknown number. The
students carried out all sorts of activities with the variables (transformations,
describing situations, giving meanings). At the model of a machine the func-
tion-like aspect of the algebraic expressions was emphasized. The aim was to
develop the skill of relational understanding of algorithms and rules.

— Understanding the concept of the procept as well as putting it
into practice was of pivotal importance.
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Besides the acquisition of the procedures I also put emphasis on the re-
sults of the process (concepts).

—  When solving word-problems we successfully employed Pélya’s
questions in a slightly re-formulated way. In order to help solving similar
structured tasks, we also supplemented them with more concrete ques-
tions:

General questions:

— What is to be determined?

— How shall we indicate it?

— How do the numbers to be determined relate to each other and to the
other numbers appearing in the task?

— Describe the relationships using mathematical symbols.

Questions for special similar-structured tasks:
1. What kind of activity is described in the task and who performs it?
2. What unit is to be used for measuring the duration of the activity? or
In what unit does the activity happen?
3. What is the duration of the activity? or
How many units does the activity consist of?
4. What is the product of the activity during one unit of time? or
What is the product of the unit of the activity?
5. What is the product of the total activity?
How can we calculate the product of the total activity?

Students used these questions when solving the tasks (such a solution of
Oliver’s is presented in the thesis).

—  The students’ effective acquisition of the principle of scales was
helped by the aims, written down on blue and green pieces of cardboard
paper, as well as the permitted activities on the equation.

Students kept these sheets on their desks, and with the help of the things
written down on the sheets they could recall the appropriate chain of ideas
and solve the equation.

— I extensively tried to provide my students with Wittman’s pri-
mary conditions for the development of problem-solving skills.
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Through the acquisition of the concept of the variable, the simplification
of expressions, the factorizing, the use of the principle of scales for solving
equations, the use of concrete (the model of a machine, the scales) and visual
representations (segments, rectangles) we can state that the learning was ex-
ploration-learning.

I encouraged students to use divergent thinking. We approached the same
problem from a number of different directions. For example when adding
(or subtracting) the sum (or the difference), besides using tales we applied
stripes-arithmetics as well. When preparing for multiplications of binomial
algebraic expressions we discussed both the numerical and the situational
understandings of the arithmetical expressions.

I tried to encourage students to come up with problems themselves. For
example they created new word-problems, where the structure was similar
to the structure of the previous tasks or they created tasks where generaliza-
tions had to be carried out or the rule had to be formulated (they used sets of
coloured plastic sticks for this).

In the lessons students had to justify and give reasons (for example in
case of the task which was about the role of parentheses).

I tried to develop the students’ need to check their results and in case of
a wrong solution try to correct it.

The development of discussions and the free expressions of opinions were
integral parts of the lessons.

—  Considering the results of Goncz, approaching my students’
well-balanced bilingualism became my increased ambition.

Not only did students learn appropriate Serbian speech and Serbian ter-
minology in the lessons but they also learned Hungarian technical expres-
sions within sentences.

In the following part I am going to try to give a brief summary of the
results of my experiment.

—  On the basis of the results of the pre-test I prepared, we can de-
termine what kind of preliminary knowledge do students possess about
some basic algebraic concepts.

In the first two tasks the symbol “=" had to be interpreted correctly. In
the second task the addable sums of the expressions on the two sides of the
equals sign had to be compared and it had to be observed that there were two
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of equal value on either side. The 3™ task was about undoing parentheses. In
the 4™ and 5™ tasks students had to make generalizations and write down the
appropriate algebraic expressions. In the 6", 7" and 8" tasks students had to
link their geometric and algebraic knowledge. Based on the symbolic repre-
sentation they had to define the segmental representation of certain concepts
and the other way round. In the 9" task a text had to be interpreted, students
had to write down the appropriate algebraic expressions, and add them up. In
the 10" task meaning had to be given to the algebraic expressions. In the 11*
task equalities had to be interpreted and in the 12 task places of the expres-
sions had to be determined on the number-line.

—  The tasks of the post-test were analogous with the tasks of the
pre-test. The only difference was that the post-test was extended with one
more word problem.

—  The use of concrete and visual representations for seventh-grade
bilingual students contributes to the efficient acquisition of the funda-
mentals of algebra, especially to the development of the concept of vari-
able, to the definition of the possible meanings of the algebraic expres-
sions and acquiring the skills of carrying out operations with algebraic
expressions and solving similar-structured word problems.

Applying the model of a machine and the flexible pencil proved to be
useful when introducing the concept of the variable.

For the understanding of the structure of the algebraic expressions the
use of the staircase-model, the bundle-model and the scheme was of essential
importance. The visual representation was preceded by the concrete represen-
tation using certain objects (when representing the table, we represented the
numbers first with particular objects, then with images and finally with sym-
bols; first we used the staircase-model and the scheme came only after that).

The concrete representation is important for the students, since it is the
means of playing games. That is why they accept the appropriate visual or
symbolic representation as the drawings or signs of material representation.

In case of the scheme, thanks to the material representation it was much
easier for the students to understand the scheme itself.

Using appropriate segments students first represented numbers, then the
product of the multiplication of variables and rational numbers and finally the
sums of the listed expressions.
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The students used segmental representations for solving word problems
that could be reduced to solving similar structured equations. Formulating
and applying questions-to-help proved helpful for solving such tasks. First
we were engaged in solving similar-structured word problems, where it had
to be observed that they could be modeled using the same algebraic expres-
sion. Following this, tasks gradually became more and more difficult: instead
of an expression an equation had to be set up, solved, and its solution had to
be interpreted in a certain context.

Students acquired the ability to represent rational numbers and linear and
quadratic monomial algebraic expressions (integers as constants) using rect-
angles. Representing monomial expressions using segments and rectangles
made abstraction easier for students.

Understanding and acquiring the principle of scales was helped by the
use of real scales and during the practice, representing the equations with
sheets of paper proved useful, too.

Students used rectangles as a means of representation while doing mul-
tiplications of binomial algebraic expressions with monomial ones and while
factorizing. It is important to emphasize that the students abandoned the use
of concrete, visual representations and continued solving algebraic tasks on
a symbolic level.

We can get information about the efficiency of the use of material and
visual representations from the table on the next page. This table presents the
numbers of correct solutions in case of the pre-test and the post-test.

According the students’ progress in their algebraic knowledge I drew the
conclusions as follows:

I compared the students’ solutions of the analogues tasks one-by-one
both in the pre-test and the post-test; I analyzed the solutions of the 13" task
of the post-test as well as the students’ classroom activity. From all this it is
clearly declarable that the students had made considerable progress in their
knowledge of algebra.

Note:

Both of my teaching experiments were on small samples, therefore |
did not employ usual statistical procedures for the evaluation of the tests.
In order to do so, it would have been necessary to perform experiments on
the basis of a much bigger sample.
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NUMBER OF 1 EXPERIMENTAL GROUP 2" EXPERIMENTAL GROUP
THETASK [ ppprEsT | POST-TEST PRE-TEST POST-TEST
1. 7 8 6 7
2. 2+2 with 8 1+1 with 7
counting counting
3. 2+2 with 7+1 without 4 with counting | 6
counting explanation
4. Ist table 1 4+4 without 0 5+2 without
explanation explanation
4. 2nd table 1 3+4 without 0 5+2 without
explanation explanation
5. Ist sequence | 2 8 2 7
of pictures
5.2nd sequence | 2 6 1 6
of pictures
6. 3 8 2 6
7. 3+3 with 8 3+4 with 7
measuring measuring
8. 5 8 5 7
9. 1 7 0 6
10. 25 29 17 22
11. 1st equality | 4 6; 8 in Hungarian | 5 6; 6 in Hungarian
11. 2nd equality | 2 8;8 in Hungarian | 3 7; 6 in Hungarian
11. 3rd equality | 2 7; 8 in Hungarian | 3 6; 6 in Hungarian
11. 4th equality | 5 8; 8 in Hungarian | 5 7; 6 in Hungarian
12. 2 6 1 5
13. 4+2 without 5
written checking

— In the language usage of the 12"-grade students of the Serbian
minority school there are technical expressions where linguistic influ-
ences can be observed.

The questionnaire, for 12"-grade students; compiled on the basis of
many years of observation, contained expressions at the use of which linguis-
tic interferences are quite frequent. This is also supported by the students’
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answers, since the interferences appeared among the 12"-grade students in
case of each expression.

—  The teaching methods I used to apply at the Serbian Language
Primary and Secondary Grammar School prior to my research was not
efficient enough for the acquisition of the technical language and the ap-
propriate speech devoid of linguistic interferences. This is particularly
true concerning the Hungarian technical language, in case of which stu-
dents’ performance proved to be much weaker, while the students’ Hun-
garian language skills were better than their Serbian language skills.

This argument is supported by the results of the questionnaire: most in-
terference arose in the Hungarian language. Out of the 23 students whom
I spoke Hungarian to, 21 called “R” the “set of realistic numbers” (“realis
szamok halamaza”). Instead of using the term “three times as many/much”
(“haromszor annyi”) they used “three times more” (“haromszor tobb”). It is
important to point out that at the first three tasks 10 dominantly Hungarian-
speaking students (who used to go to Hungarian primary schools, and must
have used the proper expressions before the beginning of their secondary
studies) adopted the Serbian expressions.

During my experimental teaching I applied the following new methods:

— Besides writing down the concepts in both languages, I empha-
sized whether they were each other’s loan translations or not. In case
they weren’t, I draw students’ attention to their differences and explained
other students’ common mistakes in specifying them.

— Not only did I specify concepts in Hungarian, but I also pro-
nounced entire sentences in Hungarian; and those students who spoke
Hungarian were examined in them in Hungarian.

The new method of teaching proved more effective than the one I had
used before. This is presented in my thesis, for example in connection with
the acquisition of the technical expressions: “fo fill in the table” and the “nu-
merical value of the expressions”.

I intend to continue the research in the area of the following problems:

—  Supplementing the syllabus (designing and trying out the entire
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experiment on a new group of students) on the topic of the introduction
of the linear function.

— Comparing and contrasting the further algebra studies and the
algebraic knowledge of the students performing the experiment on the
same-aged students from another school.

—  To test the suitability of the teaching method discussed in my
thesis in other schools (preferably with larger experimental groups).
Bringing the method to perfection, so that it would be applicable for a
more widespread teaching of the fundamentals of algebra.

—  Applying the method above in the seventh grade in school-reme-
dial courses on those students who do not understand the basic concept
of algebra, or generally have aversions towards mathematics.

—  The effect of the linguistic construction on the knowledge of
algebra for monolingual students. Investigating whether the same task
can be easier in one language than in the other due to the fact that one
of the linguistic structures facilitates its solution. For example: “x-times
as much/many” (“valahanyszor annyi” - Hungarian expression) and “x-
times more” (“broj puta vise” - Serbian expression).
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