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1. fejezet

Bevezetés

A hatéarérték-tételekhez tartozo témakorok a valoszintiségszamitas legfontosabb,
legtobbet kutatott fejezetei kozé tartoznak. Dolgozatomban hatarérték-tételeket
bizonyitok kiilonbo6zé feltételek esetén. A konnyebb kévethetGség kedvéért a tézi-
sekbeli tétel, definici6 szamozas megegyezik a disszertaciomban hasznalt szamo-
zéssal.

Az értekezés els6 részében autoregresszios tipusd martingal mezdket tanulmé-
nyozok. Kozismert, hogy a martingaloknak sokfajta altalanositasa létezik. A Doob-
féle martingal konvergencia tételt tébbparamétert esetre Cairoli altalanositotta
(lasd [Cai70]). Vektor értéki martingalokra pedig Chatterji terjesztette ki (lasd
[Cha68]). Az 6 eredményeit Fazekas Istvan altalanositotta tobbparaméterd esetre
(lasd [Faz83]).

MacQueen 1973-ban bevezette a linearis martingal fogalmat ([MQ73]). Meg-
mutatta, hogy az altala vizsgalt folyamat sokkal kozelebb &ll a martingalokhoz,
mint a stacionarius folyamatokhoz, ha az egyiitthatokra bizonyos feltételek telje-
slilnek. Az &ltala tekintett specialis esetben a Doob-féle martingal konvergencia
tétel is teljestil.

Kétparaméterd esetre valo kiterjesztésével Fazekas Istvan foglalkozott a 80-as
évek kozepén. Kiindulva Fazekas Istvan korabbi eredményeibdl ([Faz87], [Faz88|),
sikeriilt kiterjeszteni az autoregresszios tipust martingalokra vonatkozé eredmé-
nyeket d-paraméterd esetre is. Itt mar maganak a d-paraméteres autoregresszios
tipust martingal mezd fogalmanak a kialakitasa is sajat eredmény, nemcsak ezen
folyamat alkalmas reprezentacioja és a konvergencia tételek igazolasa. A bizonyi-
tasban 1j oOtleteket kellett felhasznalni, mert a korabbi eredményekben hasznélt
modszerek nem voltak alkalmazhatoak a d-paraméterd esetben. A 2-nél magasabb
dimenzios paramétertér esetén bevezetett Gj formalizmus a vec operatoron és a
Kronecker-szorzaton alapul. Felhasznaltam tovabba a Burkholder-egyenlStlenség
altalanos alakjat is, amely Fazekas Istvan cikkében talalhato meg (lasd [Faz05]).

A disszertacié masodik és harmadik részében hatarérték-tételeket bizonyitok



2 1. BEVEZETES

ugynevezett ,stirtisods-novekvs” séméara. Az aszimptotikus eredmények altalaban
névekvs tartomanyra vonatkoznak, mikézben a megfigyelési helyek tavolsaga fix.
Véletlen mezsk esetén azonban szamos esetben adott tartomanyon beliil tekintenek
egyre tobb megfigyelést. Lahiri kezdeményezte a két fenti hozzaallas egyesitését.

A stirtis6d6-névekvs” tartomany esetén a megfigyeléseink egyre stirtibbek, mi-
kozben a tartomany ,mérete” is tart a végtelenhez. Ezt a gondolatot ilyen explicit
formaban elGszor Lahiri vetette fel, majd egyre tobben kezdtek foglalkozni ezzel
a témaval, hiszen ez a megkozelités hasznos lehet a foldtudoméanyok, meteorold-
gia, kornyezetvédelem, képfeldolgozas stb. teriiletein is. Ezen tudoményteriileteken
szamos olyan folyamatot tanulméanyoznak, amely térben vagy idében folytonosan
valtozik. Viszont a gyakorlatban nem tudjuk folytonosan megfigyelni a folyamato-
kat, ezért véges adathalmazokat és diszkrét becsléseket hasznalunk.

Ezekben a fejezetekben gyengén fliggd valdsziniiségi mez6 1étezését feltételez-
ziik. Ehhez hasznéljuk az dgynevezett a-kevers tulajdonsagot.

Az els6 kozponti hatareloszlas-tételeket véletlen kevers sorozatokra Rosenblatt
bizonyitotta ([Ros56]) a-keverd esetre, valamint Ibragimov ([Ibr62]) a ¢-keverd
esetre. A dolgozatom szempontjabol fontos elézmény, hogy Ibragimov és Linnik
([IL71]) a-kevers folyamatokra, Guyon ([Guy95]) a-kevers mezdkre, Fazekas és
Kukush ([FK00]) pedig a-kevers mezsk esetén ,strtis6d6-névekvs” séméara bizo-
nyitanak hatarérték-tételeket. Fazekas és Kukush nem ko6zol részletes bizonyitast,
ezért jelen munkdm masodik részében régzitem a bizonyitas lépéseinek részleteit,
valamint foglalkozom a tétel p-dimenzids kiterjesztéseivel is.

A dolgozatom harmadik részének téméja a regresszids fiiggvény magfiiggvé-
nyes becslése. A magfiiggvényes becsléseket széles korben tanulmanyozza a szak-
irodalom. Nadaraya és Watson ([Nad64]|, [Wat64]) 1964-ben kozolt eredményeit
szamos cikkben feldolgoztak és altalanositottak. Ezeket az eredményeket tobbek
kozott Rao ([Rao83]), Devroye és Gyorfi (|[DG85]), valamint Bosq ([Bos98]) fog-
lalta Gssze. A magfiiggvényes becslések egy fontos tulajdonsiga az aszimptotikus
normalitas, melyet tobb cikkben is tanulmanyoztak. Példaul 1972-ben Schuster
([Sch72]) diszkrét esetben bizonyitott aszimptotikus normalitast, mig 2001-ben
Cai ([Cai01]) folytonos esetben latott be hasonlé eredményt. A regresszios fiigg-
vény magfiiggvényes becslésének vizsgalata szorosan kapcsolodik a strtségfiige-
vény becsléséhez (lasd [CL86], [BMP99], [FC06]). Ezen eredményekbdl kiindulva
sikeriilt a regresszios fiiggvény aszimptotikus normalitasat bizonyitani a- keverd
mezdkre ,stirtisdd6-névekvs” tartomanyt tekintve (4.1. Tétel). Ezen tételt tekin-
tem a dolgozat legfontosabb eredményének. Dolgozatombol, illetve Fazekas Istvan
korabbi eredményeibsl ([FCO06]) kideriil, hogy ez az eset a diszkrét és a folytonos
ideji esetek kozott helyezkedik el. Pontosabban szolva, a hatareloszlas kovariancia
strukturaja a diszkrét és a folytonos ideji hatéareloszlasok linearis kombinacioja-
ként adodik. Dolgozatomat két példaval zarom, melyen keresztiil szemléltetem a
hatareloszlast. A numerikus példak jol mutatjak az el6bb jelzett specialis kovari-
ancia struktirat.
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Autoregresszios tipusu
martingal mezdk

A disszertaci6 els6 részében a linearis martingalok tobbparaméteres kiterjesztésével
foglalkozom, és f6 eredményként majdnem mindeniitti konvergenciat bizonyitok.
Ez az eredmény specialis esetként tartalmazza Fazekas Istvan eredményeit is (lasd
[Faz87], [Faz88]).

Legyen (Q, F,P) valoszintiségi mez6, Xn,n € N?, valoszintiségi valtozok egy
d-paraméterti sorozata, és legyen Fp, C F o-algebra minden n € N-re.

Tegyiik fel, hogy Fn C Fpn minden m < n-re. Tovabba, hogy X,, Fn-mérhets
és integralhaté minden n € N%re. Azt mondjuk, hogy (X,,Fn) martingal, ha
E(Xnix |Fan) = Xn teljesiil m.m., minden n € N? ¢s k € Ng esetén.

Hasznaljuk a kovetkezd feltételt. Tetszoleges véges varhato értékid n-ra:

(2.3) E(n|Fa)=E ( E (77 | fr(jl)) ] fr(fd))
az (1,...,d) minden (i1,...,7) permutacioja esetén, ahol FY = o{F : l; = n;}

minden rogzitett n-re és i-re (az f,f(li) képletben (i) a megfelel§ koordinata).
Els§ eredményem tobbparaméterd B-értékid martingalok egyenletes konvergen-

ciajarol szol. Ez a tétel a [Faz83] Theorem 4.4. egy valtozata, melyben az egyenletes
konvergenciat nem vizsgaltak.

2.6. TETEL. Legyen B egy valds szepardbilis Banach-tér. Legyen (Xn,Fn), n €
N¢, B-értéki martingdl. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonsdggal vagy le-
gyen Xn = E(X|F,), n € N? alaki, valamely X € L'(F, B)-re. Tegyiik fel, hogy

sup E[| Xy | (log™ | Xa[|*7") < cc.

Ekkor létezik egy olyan A esemény, melyre P(A) = 1 és minden w € A-ra tel-
jesil a kévetkezd: ha az n tetszdleges koordindtdi konvergdlnak a oco-hez, mig a
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maradék koordindtdk rogzitettek maradnak, akkor X,(w) egyenletesen konvergdl.
(A hatdrérték egy, a rogzitett koordindtdktdl fiiggd valdszindségi vdltozd.)

Ahhoz, hogy leirjuk a vizsgalando &,,n € N, véletlen mez6 strukturajat, sziik-
séges a Kronecker-szorzat (jelolje ®) és a vec operator fogalma (lasd [MN88]).
Maganak a d-paraméteres autoregresszios tipust martingal mez6 fogalménak a
kialakitasa is sajat eredmény.

2.9. DEFINICIO. A {&n, Fn}, n € N9, folyamatot autoregressziv tipusi martingdl
mezdnek neveziink, ha teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

1. & Fn-mérhetd és integrdalhaté minden n € N? esetén,
2.
E (¢l 7, ) = af (n))6nc,
+as) (n)en—20; + - + a9 (1)) n—mee,

minden n-re és j-re, ahol m egy rogzitett pozitiv egész szdm, n; > m,
j =1,...,d, tovibbd e; = (0,..., 1 ,...0) € N¢ a j-edik egységuvektor,

(2.10)

J
(n;) nem negativ, nem véletlen egyitthatdk, amelyekre

> P (nj) =1
=1

mindenn; =m-+1,m+2,..., j=1,...,d esetén.

)

j=1,...,d, ésa
teljesiil, hogy

Ha az a,(j )(Z) értékek nem fiiggnek [-t6l, akkor &,-t homogén autoregressziv
martingdl mezdének nevezzik.

2.10. ALLITAS. Legyen (&n, Fn) a 2.9. Definicidban bevezetett autoregressziv mart-
ingdl mezd és Xy a €n-bdl szdarmazo tombértékd véletlen mezd. Ekkor

(2.11) vec {]E (Xn | f,(,@ej)} - (l®~~®l®A§"j) ®1®~~®1) -vee(Xn_e,)

d—j j—1
teljesil minden n-re, ahol n; > m, j = 1,...,d, és A;l) minden 7 = 1,...,d,
l=m-+1,m+2,... esetén a kovetkezd m x m-es mdtrizot jeléli
0 1 o - 0
0 0 1 0
O]
A7 =
0 0 0 1



2.11. ALLITAS. Legyen Xy, tombértéki véletlen mezd, ami teljesiti a (2.11) egyen-
l6séget. Feltessziik tovdbbd, hogy (2.3) is teljesil. Ekkor az (Xn, Fn) folyamatra a
kovetkezd egyenldség teljestil:

vec [E(Xnit|Fn)] = (Aa(na + ta, na) @ - -

(2.16) ® Aa(ng +ta,n2) @ A1(ny +t1,n1)) - vee(Xy),
ahol

(2.17) Aj(ng +ty,ny) = AT Al ()

mindenn; >m, j=1,...,d ésn € Ne t € Ng esetén.

Altalanositva a (2.16)-os tulajdonsagot, a kévetkezd fogalmat kapjuk.

2.12. DEFINICIO. Egy témbértéki (Xn, Fn), n € N9, folyamatot A-martingdl
mezdnek neveziink, ha teljestilnek a kévetkezdk:

1. Xn Fn-mérhetd és integrdalhaté minden n € N¢-re,

2. a (2.16) egyenldség teljesiil minden n,t € Ne-re, ahol az Aj(n; + t;,n;)
mdtrizok kielégitik a (2.17)-et. (Minden vizsgdlt A;lj) m X m tipusi mdtriz
nem véletlen.)

2.15. ALLITAS. Legyen X, A-martingdl mezd, mely teljesiti (2.3)-at. Ekkor
vec(Xyn) elddllithato a kovetkezd alakban:

vec(Xy) = Zl: i Zd Ag(ng, kq) @ - -

(2.20) ki=lko=1  kg=1
® Ay(ny, k1) - vee(Ay), k € N?, k <n,

ahol Aj(kj k;) =1, j =1,...,d, Ay jeloli az Xy, A-martingdl mezd martingdl
differencia mezdjét.

A kovetkezs feltételekre sziikségiink lesz a tételeinkben.
Tegyiik fel, hogy

(2.21) Aj(ij + tj, ij) — Aj(OO,ij), ha tj — oo, minden ij,j eN
és a konvergencia ,,gyors” a kévetkezs értelemben:

(2.22) 14;(00,) — Aj i+t i)l < e, Vig,j €N,

ahol Z cgj) < oo minden j-re.

ti=1
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Az Aj(o0,kj) = tlim Aj(kj + tj, k) hatarérték matrixokrdl feltessziik, hogy
j—00
létezik egy olyan porzitiv C' konstans tgy, hogy
(2.23) I[Ad(00, kq) @ -+ @ A1 (00, k1)] vee(Ax) || = Cf| vec(Ak)],

teljesiil, minden k-ra.
Tovabba tegyiik fel, hogy

(2.24) | D2 Aalo0, ka) ® Aama(00, ham) @+ @ A (00, k) - veo(Aw) |
kg<ng
>C- H Z Dy, @ Diy_y ® - ® Dy “vee(Aw) |,
ks<ng

ahol kg a k € N? olyan koordinatait tartalmazza, amelyek S C {1,...,d} elemei,
tovabba Dy, = I, ha l ¢ S, illetve Dy, = A;(c0,k;), hal € S.

2.17. TETEL. Tegyiik fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingdl mezd teljesiti a (2.3),
(2.22), (2.23) és (2.24) feltételeket. Ha

]d—l

(2.25) supdEH vee(Xy)|| [long(H vee( X)) < 00,
keN

akkor Xy, konvergens m.m., ha n; — oo minden j esetén. Tovdbbd, ha d > 2,
akkor Xy, konvergens Li-ben, ha n; — oo minden j esetén.

2.20. TETEL. Tegyiik fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingdl mezd teljesiti a (2.3),
(2.22) és (2.24) feltételeket, valamint

(2.30) 145 (i, u) || < K < o0,
ha i; > u;, j = 1,...,d. Ha supE| vec(Xp)||® < oo, ahol a > 1, akkor X,
n
konvergens Lq-ban, n — 0o esetén.
Végiil kimondhatjuk a disszertécio elsé részének f6 eredményét.

2.21. TETEL. Legyen (&n, Fn) homogén autoregressziv martingdl mezd és tegyiik

fel, hogy (2.3) teljesil. Tovabbd tegyiik még fel, hogy ad) > 0, minden j=1,...,d
esetén és a {k:1 <k <m, a,(j) > 0} szdmok legnagyobb kizds osztdja 1.

a) Ha supE|&,| [log+ |§n|]LF1 < o0, akkor &, konvergens m.m. ha n — oo,
tovdbll;d ha d > 2, akkor &, konvergens Lq-ben is.

b) Legyen o > 1. Ha sup E[¢,|* < o0, akkor &, konvergens L, -ban (és m.m.),

ha n — oo.



3. fejezet

Kozponti hatareloszlas-tételek
keverd véletlen mezdkre

A fliggetlen valoszintségi valtozok sorozataira vonatkozd hatéarérték-tételek fiiggs
esetre torténd kiterjesztésével szamos mi foglalkozott. A gyenge fliggség kozis-
mert feltételei koziil a keverési feltételek fontos szerepet jatszanak. Ibragimov és
Linnik 1971-ben ([IL71]) kdzponti hatareloszlas-tételt igazoltak olyan stacionérius
sorozatokra, amelyek bizonyos a-kevers feltételeket teljesitenek. Az eredményiiket
Bolthausen ([Bol82]) és Guyon ([Guy95]) terjesztette ki a-keverd véletlen mezdk-
re. Guyon eredményeit Fezekas és Kukush vitte at ,stris6dé-névekvs” séméra.
Fazekas Istvan (|[Faz03]) korlatos, Fazekas-Kukush ([FKO00]) az egyenletesen integ-
ralhato esettel foglalkozott. Ezek a cikkek nem tartalmazzak az emlitett tételek
részletes bizonyitasait, hanem csak révid vazlatot kozolnek.

Disszertaciom méasodik részében az emlitett tételek részletes bizonyitésaval fog-
lalkozom. Az emlitett bizonyitasok tanulsaga az, hogy Ibragimov és Linnik ([IL71]),
valamint Guyon (|Guy95|) eredeti gondolatmenete csak akkor alkalmazhato, ha a
véletlen mezore teljesiil egy bizonyos egyenletesen integralhatosagi feltétel. Guyon
nem tette fel az egyenletesen integralhatosagot, s6t nem is irta le a korlatos eset-
t6l az altalanos esethez vezetd lépéseket. Ezért nem vilagos, hogy az eredménye
teljestil-e az altalanos esetben is. Megjegyezziik, hogy Ibragimov és Linnik feltéte-
lezte a stacionaritast, tehat az § bizonyitasuk teljes.

A megfigyelések séméaja az alabbi. Legyenek T1, T, . . ., és Th tartomanyok R%-
ben. Tegyiik fel, hogy Ty C To C T35 C ..., Uie; T; = T, és T; kompakt minden
i-re, tovabba T, Lebesgue-meértéke végtelen. Legyen {e(x), x € Too} egy véletlen
mez8. Az n-edik megfigyelés halmaz (minta) az e(x) mez§ xx € T, pontokban
felvett értékeibsl all, ahol k € D, C Z%. Az xy pontok kivalasztasa a kovetkezd.
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Osszuk fel R%-t az alabbi téglakra

a0 = [T (. 51
j=1

J

ahol k = (ki,...,kq) € Z% d-dimenzios egész koordinataja pont, {N;,} pedig
pozitiv egészek névekvs, nem korlatos sorozata minden rogzitett j = 1,...,d-re.
Az n-edik mintavételi helyeket, azaz az {xx, k € D, }, halmazt agy kapjuk, hogy
egy Xx pontot valasztunk minden nem iires A, (k) N 7, halmazbol. Valojaban
minden x, = xin) fligg n-t6l is. Azért, hogy elkeriiljiik a bonyolult jeloléseket,
gyakran elhagyjuk az (n) felsindexet. Tegyiik fel, hogy lim, o |D,| = co.

Ha a megfigyelések helyei egyre stirtibbek és stirtibbek lesznek a tartoményok
egy novekvd sorozata esetén, akkor ezt a sémat ,stris6dé-névekvs” séménak ne-
vezzik.

Definialjuk a diszkrét paramétert Y,, (k) vektor mez6t a kovetkezé modon. Min-

denn =1,2,..., és minden k € D,, esetén legyen
(3.1) Y, (k) az e(xl((n)) Borel-mérhetd fiiggvénye.

c 0.

algebra F-ben. Az A és I halmazok a-keverési egyiitthatdjanak nevezziik az
a(A, B) = sup{|P(A)P(B) —P(AB)| : A€ A, B € B}
érteket. Az {e(x) : x € T} mez8 a-keverési egyiitthatoja pedig:
O‘(Tauav) = Sup{a(]:ha}—l‘z) : Q(Il,IQ) 2T, |Il‘ <u, ‘IQ| < U}v

ahol a szuprémum a T,, minden [; és I, véges részhalmazéira veends, tovabbé
Fr,=0fe(x) : xe;},i=1,2.

Azt mondjuk, hogy az {e(x)} véletlen mez6 a-keverd, ha a keverd egyiittha-
tok kielégitenek bizonyos feltételeket. Ezen feltételek mindegyike a mez6 gyenge

fliggGségét jelenti, azaz azt, hogy «(r,u,v) kicsi, ha r nagy.
A tételeinkben felhasznaljuk a kovetkezs feltételeket:

(3.2) / s la%7 (5,1,1)ds < 0o, ha 0<7T<1,
0

(3.3) / 57 a(s,i,j)ds < 0o, ha i+j <4,
0

(3.4) a(s,1,00) =o(s~%), ha s— oo,



(3.5) A, =0(\,), ha n— oo,

ahol

(3.6) A, = max Nj,, A, = min Nj,.
1<j<d 1<j<d

Elgljaroban a f6 eredményiink altal leirt szituaciorol a kovetkezsket jegyezziik
meg. Egyrészt arra az esetre koncentralunk, amikor €(x) és e(y) nem fiiggetlenek,
ha x és y kozel vannak egyméshoz, ezért a tétellink nem fedi le azon eseteket, ami-
kor Y,, (k)-k fiiggetlenek és azonos eloszlastuak. Masrészrol, ha £(x) egy stacionérius
mezd folytonos kovariancia fliggvénnyel és pozitiv szorassal, akkor a kovariancia
kozel van egy rogzitett pozitiv szamhoz egy kicsi hipertéglalapon beliil. Ezt a szi-
tuaciot tételezziik fel a hattérben. Emlékeztetsiil, D,, véges halmazok sorozata
Z%-ben, ahol lim,,_, |Dy| = oo teljesiil.

3.5. TETEL. Legyen e(x) véletlen mezd és legyen Y, (k) az E(Xl((n)) Borel-mérhetd

figgvénye, k € D,,. Legyen az {|Yn(k)| : k € Dp,n=1,2,...} csaldd egyenletesen

korldtos. Legyen S, = Z Yo(k), n=1,2,..., valamint 02 = var(S,). Tegyiik fel,
KED,

hogy (3.3), (3.4) és (3.5) teljesil. Tovabbd tegyiik fel, hogy

2

(3.15) lim inf

n
_In__ <
W Ad[D,]

teljesiil. Ekkor 'S, = N(0,1), ha n — oo.

3.6. TETEL. Legyen {e(x) : x € Too} véletlen mezd és legyen Y, (k) az 5(x£(n))
Borel-mérhetd figgvénye, k € D,,. Tegyiik fel, hogy EY, (k) = 0 minden k € D,,
n = 1,2,... esetén. Legyen Sy = >y cp Yu(k), n = 1,2,..., valamint legyen
o2 =var(S,,). Tegyiik fel, hogy létezik olyan T > 0, hogy teljesiil (3.2) és

(3.20) {Vo(k)**™ : k€D,,n=1,2,...} egyenletesen integrdlhato.

FEkkor

. 1
(3.21) lim sup AL[Dy] Zk,le’Dn | cov(Yy,(k), Y (1)| < oc.

n—oo
Ha még a (3.8), (3.4), (3.5), és (3.15) feltételek is teljesiilnek, akkor
o, tS, = N(0,1),
ha n — oo.

Disszertaciom mésodik részének végén a 3.5. Tétel és 3.6. Tétel p-dimenzids
kiterjesztéseivel foglalkozom. A 3.9. Tétel lényegében [Faz03] Theorem 3.1.
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3.9. TETEL. Legyen e(x) véletlen mezd és Y, (k) p-dimenzids véletlen vektor
5(x£n)) egy Borel-mérhetd figgvénye, k € D,. Legyen EY, (k) = 0 és || Yn (k)|
keD,, n=1,2,... egyenletesen korldtos. Legyen S,, = Z Yo(k),n=1,2,...,

keD,
Y, =var(Sy). Tegyiik fel, hogy teljesil (3.3), (3.4), (3.5) és létezik a

lim (A, 4D,|'8,) =%

n—oo
hatdgrérték. Ekkor (A%|D,|)25, = N(0,%), ha n — .
A 3.10. Tétel megegyezik a [FK00] Remark 4.3. megjegyzésével.

3.10. TETEL. Legyen e(x) egy véletlen mezd. Legyen Yy, (k) egy centrdlt p-dimen-

zi0s véletlen vektor, amely 5(x1(("))—mé7"het6 mindenn =1,2,..., és mindenk € D,

esetén. Legyen Sp = > ycp Ya(k), n=1,2,..., ¥, = var(Sy,). Tegyiik fel, hogy
teljesiil (3.3), (8.4), (3.5) és létezik olyan T > 0, ami kielégiti (3.2)-t és

{IYVu®)|?T" : k€D,,n=1,2,...} egyenletesen integrdlhato .
Ezenkivil tegyiik fel, hogy

lim inf Apin (A, 4| Dn| 7' E5) > 0.

n—oo

Ekkor £ 8, = N(0, 1), han — oo.



4. fejezet

A regresszids fuggvény
becslésének hatareloszlasa
véletlen mezokre

A magfiiggvényes becsléseket széles korben tanulményozza a szakirodalom. A strt-
ségfiiggvény magfiiggvényes becslésérsl Parzen ([Par62]) és Rosenblatt ([Ros56b])
ért el alapvets eredményeket. A regresszios fliggvény magfiiggvényes becslésérsl
Nadaraya és Watson ([Nad64], [Wat64]) 1964-ben kézolt eredményeit szamos cikk-
ben feldolgoztak és altalanositottak. Ezeket az eredményeket tobbek kozott Rao
([Rao83]), Devroye és Gyérfi ([DG85]), valamint Bosq ([Bos98]) foglalta dssze. A
magfiiggvényes becslések egyik fontos tulajdonsaga az aszimptotikus normalitas,
melyet t6bb cikkben is tanulmanyoztak (lasd [Sch72], [Cai01]).

Tekintsiink most egy (X, Y:),t € T, erdsen stacionérius véletlen mez6t (Too
az R? tér egy tartoméanya, X; és Y; valos értéki valoszintiségi valtozok.) Célunk
az r(x) = E(® (V)| Xt = x) regresszios fiiggvény becslésének hatéreloszlasanak
meghatarozéasa, ahol ® ismert, korlatos és mérhetd fiiggvény. Legyen (X¢, Y;),t €
D,, az adathalmazunk, ahol D,, jelsli a T}, racspontjait és T,, C R%. Tekintsiik a
regresszios fliggvény magfiiggvényes becslését

PRI (=5™)
S K(:Ehxt) :

teD,

ro(z) =

ahol K egy magfliggvény (lasd [Nad64], [Wat64]). (rn(z1),...,7n(zm)) egylittes
aszimptotikus normalitasa fliggetlen megfigyelések esetén jol ismert (lasd [Sch72]).

11



12 4. A REGRESSZIOS FUGGVENY BECSLESE

Az altalunk tekintett mintavételezési séma azonban eltér az altalanosan hasz-
naltaktol. A megfigyelésiink helyei egyre stirtibbek lesznek a tartomany néveke-
désével. Ezt a jelenséget ,stirtisdd6-novekvs” (infill-increasing) séménak nevezték
el a szakirodalomban (lasd [LKC99|, [Faz03]). Feltessziik, hogy a megfigyelt va-
loszintiségi mez6 gyengén fiiggs, pontosabban a valdszintiségi mezdre teljesiil az
tgynevezett a-kevers feltétel. F6 eredményiink az r,, (z) aszimptotikus normalita-
sédnak bizonyitasa. Az eredmény kiilon érdekessége a szokatlan kovariancia méatrix.
Pontosabban szolva (r,, (1), ..., (zm)) vektor aszimptotikus kovariancia métri-
xa, egy diagonalis matrix és egy a feltételes kovarianciak integraljait tartalmazo
métrix 0sszegébol all (lasd 4.1. Tétel).

A vizsgalataink motivaciojaként meg kell emliteni még a szdmos helyen al-
kalmazott mintavételi sémakat is. A mintavételezés torténhet véletlen vagy de-
terminisztikus idépontokban. A legtobb 1étez6 eredmény a nem siirtis6ds esetre
vonatkozik (lasd [Mas83|, [BC93]). A [Bos98| konyvben a mintavételi séma fon-
tossaga bemutatasra keriil, de nem emlit explicit eredményt regresszi6 esetén. A
[Bos98] 140. oldalan a kdvetkezd utalas szerepel: ,,A regresszios és stirtiség becslések
egymaéashoz hasonléan viselkednek mintavételi sémak esetén”.

Tovéabbra is jelolje |D| egy D véges halmaz szamossagat, valamint |T'| a T
tartomany térfogatat (Lebesgue-mértékét).

A megfigyelések az alabbi sémat kovetik. Az egyszertiség kedvéért a d-dimenzi-

0s téglak legyenek a megfigyelési tartomanyok. Legyen A > 0 rogzitett. Jeldlje

(%)d az Re-beli A-hal6 pontjait, azaz a halopontok tavolsaga 1/A:

(f)d:{(’j\l,...,@;(kl,...,kd)ezd}.

Legyen T korlatos, zart téglalap R%-ben, élei parhuzamosak a tengelyekkel. A
T-beli A-racspontokat jeldlje D, azaz D = TN(Z/A)?. A hatareloszlas leirasahoz te-
kintsiik az el6z6 objektumok egy sorozatat, azaz legyenek T7,T5, ... zart, korlatos
R-beli téglak egy sorozata. Tegyiik fel, hogy Ty CTo C T3 C ..., Uie, Ti = Tro.

Feltessziik még, hogy T,, minden élének hossza egész és tart a oo-hez, amint
n — oo (példaul T, = R? vagy Too = [0,00)%). Legyen {A,} a pozitiv egész
szamok egy novekvs sorozata (a nem egész szamok esetét lényegében azonos modon
kezelhetjiik) és a Tj,-be es6 A,-rédcspontok halmaza legyen D,,.

Legyen {& = (X, Y:),t € T} erGsen stacionarius kétdimenzios véletlen mezd.
A megfigyelések n-edik halmaza az (X, ;) véletlen mez6 minden t € D,, pontban
felvett értékeibdl all. Ezekbdl az adatokbol egy becslést konstrualunk a regresszios
fiiggvényre. Valojaban, minden t = t(™ fiigg n-t6l de, hogy elkeriiljiik a bonyolult
jeloléseket, elhagyjuk az (n) fels§ indexet. Feltessziik, hogy lim, o |Dy| = oo.

Ezen megfigyelések helyei egyre stirtibbek és stirtibbek lesznek a tartoményok
egy novekvs sorozata esetén, ezért ezt a sémat ,stirtis6dé-névekvsd” sémanak ne-
vezzik.

Hasznalni fogjuk az el6z6 fejezetben bevezetett a-keverési egylitthatot is.
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Sziikségiink lesz a kovetkezs feltételre: valamely 1 < a < oo esetén
(4.1) / st_la%l(s)ds < 00.
0

A K :R — [0,00) fiiggvényt magfiiggvénynek nevezziik, ha K korlatos, folyto-
nos, szimmetrikus strtségfiiggvény (a Lebesgue-mértékre nézve), melyre

(4.2) lim |u|K(u) =0, /00 K (u)du < oc.

|u|—o0 oo

Legyen g(z) az X (ismeretlen) perem-stirtiségfiiggvénye. Feltételezziik, hogy
g(z) mindeniitt pozitiv. Legyen K magfliggvény és legyen h,, > 0. Ekkor a g(x)
(Parzen-Rosenblatt-féle) magfiiggvényes becslése

1 1 1‘—Xi
n(x) = — K , x€R.
)= iy & (%)

Legyen
a(z) =E (®*(Y3)| Xy = 2) .

R¢ jelolje az R4\ {0} halmazt. Legyen gy (z,y) az Xg és X, egyiittes stirtiségfiige-
vénye, ha u € Rg és z,y € R és

au(z,y) = E{[2(Yo) — r(Xo)] [2(Yu) — r(Xu)] [Xo = z, Xu = y}.
Feltessziik, hogy minden régzitett u esetén
(4.3) au(y.), guls ), a(),7(),9(), 7" (), 9 (), 7" (), g"(.) korlatos és folytonos

fiiggvények. Tovabba feltessziik, hogy

valamint
(4.5) lim |T,,|ht = 0.

n— oo

Arra az esetre koncentralunk, amikor & és & valoszintiségi valtozok fiiggdek,
ha t és s kozel vannak egyméshoz.

Elgszor tekintsiik a strtségfliggvény g, becslésének aszimptotikus normalité-
sat.

Legyen ly(z,y) = gu(z,y) — g(2)g(y),u € RY és z,y € R. Jeldlje I, az ly(z,y)
fiiggvényt, mint [ : Rg — C(R?) leképezést, azaz egy olyan fiiggvényt, mely a
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C(R?) térbél veszi fel értékeit (itt C(R?) az R?-en értelmezett valos értéki folytonos
fiiggvények tere). Legyen

(4.6) [lull = sup |lu(z,y)|
(z,y)ER?
az l, normaja. Legyenek x1, ..., x,, kilonb6z§ valos szamok.
Legyen ¥; = ( fRd lu(xi,xj)du) , legyen tovabba D’ diagonalis matrix
o 1<i,j<m

Lg(z;) ffooo K?(u)du, i = 1,...,m diagonalis elemekkel. Vezessiik be a Y =
Y+ D jellést.

A. TETEL. ([FC06] Theorem 1.) Tegyiik fel, hogy ly (mint u vdltozoji | : R —
C(R?) fiigguény) Riemann-integrdlhaté minden korldtos zdrt d-dimenzids R C R
tégldn, tovdbbd ||ly|| direkt Riemann-integrdlhats (||l : RE — R fiiggvényként te-
kintve). Legyenek x1,. .., Ty, egymdstol kilonbézd valds szamok és tegyiik fel, hogy
Y pozitiv definit. Tegyiik fel, hogy létezik 1 < a < oo, melyre teljesil (4.1) és

a‘Z
(4.7) (hy) ™ < ¢|T,|®D@=D  minden n esetén.

Ha (4.4) és (4.5) fenndll, akkor

2
AG

(4.8) {(gn(@i) — g(z:),i=1,....m} = N(0,%), ha n— .

A fenti el6zmények utan kimondhatjuk a {6 eredménytinket.
Legyen v(z) = a(x) — r?(x). Rogzitett m pozitiv egész és rogzitett, egymastol

kiillonb6z6 x1, xa, . . ., T, valos szamok esetén vezessiik be a kovetkezd jeloléseket.
(4.9) o(xe,xs) = / ay (T, Ts)gu(Te, xs)du, t,s=1,...,m,
Rg
(4.10) $(m) _ (J(xt’xs)> )
g(we)g(zs) 1<t,s<m

Feltessziik, hogy

(4.11) lim 23|K(2)| =0

|z|—00
teljesiil.

4.1. TETEL. Legyen (Xt,Y:),t € T, erdsen staciondrius kétdimenzids véletlen
mezd, r(x) = E(® (Yi) | Xt = x) a regresszids figguény, ahol ® korldtos, mérhetd
fligguény és K eqy magfiigguény. Teqyik fel, hogy az A. Tétel feltételei teljesiilnek az
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lu fiigguényre, tovdbbd legyen Y pozitiv definit. Tegyik fel, hogy az X peremsdri-
ségfiigguénye pozitiv, valamint awgu Riemann-integrdlhato (egy a - g : RE — C(R?)
fiigguényként tekintve) minden korldtos zdrt d-dimenzids R C R téglin. To-
vdbbd, ||auwgu|| direkt Riemann-integrdlhaté (mint egy |la - g|| : RE — R fiigg-
vény), ahol a norma (4.6) szerint definidlt. Tegyiik fel tovdbbd, hogy létezik olyan
1 < a < oo, hogy (4.1) és (4.7) teljesiil. Legyen %™ + D matriz pozitiv definit, ahol
D egy diagondlis mdtriz, melynek a diagondlis elemei: Lv(x;) [0 K2(t)dt/g(x;),
i =1,...,m. Ha a fentieken felil még (4.3), (4.4), (4.5) és (4.11) teljesiilnek,
akkor

Izz;'{(rn(xi)_r(xi))ai: 1,...,m} = N(0,2), ha n— oo,

ahol
Y =x0m 4 p.

4.2. MEGJEGYZES. Megmutattuk, hogy a 4.1. Tételbeli ¥ aszimptotikus kovari-
ancia-métrix egy diszkrét és egy folytonos esetnek megfelels aszimptotikus kovari-
ancia-matrix kombinacioja. Schuster igazolta (lasd [Sch72]), hogy (fiiggetlen, azo-
nos eloszlast megfigyelések esetén) r,(x1),...,m, (2, ) aszimptotikusan normalis
diagonalis kovariancia-matrixszal. Pontosabban v/nhy, (r, (x;) — r(z;)) = N(0, ¢;),
ahol ¢; = v(z;) [75 K*(t)dt/g(x;), ezért a 4.1. Tételben a D diagondlis rész meg-
felel a diszkrét esetbeli hatérérték kovariancia-matrixnak.

Dolgozatom utolso fejezetében szimulaciokon keresztiil néhany egyszeri példat
adok az elméleti allitas bemutatasara.

Legyen Xy, u € R?, stacionarius Gauss-féle véletlen mez6 nulla varhato értékkel
és pu kovariancia fiiggvénnyel. A kovetkezs példaban ugyanazt az X, véletlen
mez6t vizsgaljuk, amelyeket Fazekas és Chuprunov mar tanulmanyoztak ([FC06],
[Faz07]). Legyen

D(Yy) = 10sin(Xy) + 100 + by,

ahol 6, = 5{“’ és Zl olyan stacionarius véletlen mez&, hogy Zl és X, eloszlésa
megegyezik, valamint legyenek X, és X, fiiggetlenek.

4.7. PELDA. Tekintsiink egy X (u),u € R, Gauss-folyamatot nulla varhato érték-
kel és p, = e 1“4 € R kovariancia fiiggvénnyel. Ezt a folyamatot figyeljiilk meg
a T = [0,t] tartomany 1/A-héalopontjaiban, ahol A = 40 és ¢ = 60. Azaz a minta
z1 = X (1/40),...,2z, = X(2400/40), ahol s = 2400. Ennek a minta vektornak a
kovariancia-métrixa (p‘i_j‘)f’ j=1, ahol p = e~V/A, Ezért az adatok a szimulaciohoz
kénnyen generalhatoak. Valoban, legyenek vy, ...,y fliggetlen, azonos eloszlasu
standard normalis valoszintségi valtozok és legyen

i
zi=p" "ty + V1 fpzz,oiijj,i =1,...,s.
=2



16 4. A REGRESSZIOS FUGGVENY BECSLESE

Ezeket az adatokat felhasznalva, meghataroztuk az r, regresszids fliggvény
becslését az 1 = —0.5, xo = —0.25, x3 = 0, 4 = 0.25, és 5 = 0.5 pontokban.
Savszélességnek két értéket hasznaltunk, hy = 0.025-6t és ho = 0.005-6t. Tovabba
a K magfiiggvénynek a standard normaélis eloszlas strtiségfliiggvényét hasznaltuk.

A szimuléaciokat MATLAB programcsomag segitségével hajtottuk végre. Az el-
jarast 5000-szer ismételtiik. Mindkét sévszélesség (hy és ho) hasznéilata esetén az
adathalmazok megegyeztek. A regresszios fiiggvény elméleti értékeit és becsléseinek
atlagat az alabbi 4.1. tablazat mutatja. Megallapithatjuk, hogy mindkét savszéles-
ség esetén az elméleti érték és a kozelits értékek atlaga kozel vannak egyméshoz.

4.1. tablazat. A regresszios fiiggvény elméleti értékei és becsléseinek atlaga a 4.7. Példa
adataira.

T —-0.5 —0.25 0 0.25 0.5
r(x) 95.2057 97.5260 100.0000 102.4740 104.7943
rn(z), ha hi=0.025]95.2039 97.5220 99.9953 102.4684 104.7929
rn(z), ha ho =0.005|95.1970 97.5229 99.9939 102.4707 104.7976

A %(rn(ﬂcl) —r(x1),...,rn(x5) — r(xs)) standardizalt becslésekre (a stan-
dardizalé faktor \/‘AE = 7.7459) kiszamitottuk a ¥y (hy savszélesség esetén) és Xy
(ho savszélesség esetén) empirikus kovariancia-matrixokat. A ¥; és Yo méatrixok
csak a féatlokban térnek el jelentGsen, tobbi elemiik majdnem megegyezik.

Hatéarozzuk most meg a 4.1. Tételben leirt kovariancia-matrix D diagonélis
méatrixanak elemeit. Esetiinkben, a Dy, diagonalis matrix elemei hy (k = 1,2-re)
savszélesség esetén a kovetkezdk:

11 1 B 11 1 1
Ahkv(xl)g(xi) /_OOK (u)du = W0h 1- PEAEN

A ,stirtis6d6-névekvd” eset miatt a kovariancia-méatrixban csak a féatloban le-
het kiilonbség kiilonb6z6 savszélesség hasznalata esetén. A 4.2. tablazatban be-
mutatjuk, hogy az empirikus kovariancia-méatrixok féatlobeli elemei kiilonbsége
(diag(Xo — X)) és az elméleti kovariancia-matrixok kiilonbsége (diag(Ds — D1),
hogyan viszonyul egyméshoz.

Az eredmények azt mutatjak, hogy a 4.1. Tételben szereplé D diagonalis métrix
jol magyarazza a hatarérték kovariancia-métrix fiiggGséget a savszélességtsl, mivel
az arédnyok kozel vannak egyhez.

Végiil, a 4.1. dbra az r(xz3 = 0) pontbeli becslések relativ gyakorisagat mutatja
h1 = 0.025 (bal oldali 4bra) és he = 0.005 (jobb oldali abra) savszélességek esetén.
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4.2. tablazat. Az empirikus és az elméleti kovariancia-matrixok f64tlobeli elemei kiilonb-
ségének aranya a 4.7. Példa adataira.

T —-0.5 —0.25 0 0.25 0.5

diag(D2—51)
% 1.0428 1.0316 0.9812 1.0397 1.0465

A hisztogramokra rahelyeztiik azt a normaélis eloszlast, melynek a varhato értékét
és szorasat a mintabol becsiiltiik. A 4.1. Tételben kimondott regresszios becslés k6-
zelit6 normaélis eloszlasa lathato ezekben az abrakban. A kiilonb6zo savszélességek
kiilénb6z normalis eloszlasokat eredményeznek.

o _ o _
o h; =0.025 o h, =0.005
n [Te}
- 7 — 7
2 2
[%2] o [%] o
g = g =
[a] [a]
n n
o o
o _| o |
o
[ T T T T T 1 [ T T T T T 1
98.5 99.0 995 100.5 101.5 98.5 99.0 995 100.5 101.5
r(x3=0) r(x3=0)

4.1. abra. Az r(z3 = 0) pontbeli becslések relativ gyakorisaga h1 = 0.025 (bal abra)
és ha = 0.005 (jobb abra) sévszélességek esetén, valamint a hozzajuk tartozé becsiilt
normaélis eloszlasok strtiségfiiggvényei.
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Chapter 1

Introduction

This Ph.D thesis contains new results in the field of limit theorems of probability
theory and statistics. It consists of three parts, which can be treated separately.
In this summary the numeration of our theorems and definitions are the same as
those used in the dissertation.

In the first part of the dissertation we deal with autoregressive type martingale
fields. This is in this part a generalization of d-index martingales is studied.

A d-index process is called an autoregressive martingale field if it satisfies
certain autoregressive type stochastic difference equations. An almost sure conver-
gence theorem is proved for autoregressive martingale fields.

There are several extensions of the notion of a martingale. The so called linear
martingales were studied in [MQ73], [Hey80] and [Faz87]. The notion of a linear
martingale was extended to the two indexes case in [Faz88]. We mention that a
lot of papers are devoted to the study of multiindex martingales (e.g. [Cai70],
[Faz83]). It is well-known that the almost sure (a.s.) convergence of a multiindex
sequence (in particular a martingale) requires stronger conditions than that of a
single index sequence. The a.s. convergence of multiindex martingales is described
in [Cai70].

We extend the notion of a linear martingale to the multiindex case. The con-
struction of the notion of d-index autoregressive type martingale fields is also
our own result for d > 2. Then we obtain an a.s. convergence result for it (Theo-
rem 2.21.). This theorem contains previous results of [Faz87] and [Faz88]| as special
cases.

In the second part of our dissertation we deal with central limit theorems for
mixing random fields.

Ibragimov and Linnik ([IL71]) proved a central limit theorem for stationary
sequences satisfying certain a-mixing conditions. Bolthausen ([Bol82]) and Guyon
([Guy95]) extended it to a-mixing random fields. Fazekas ([Faz03]) and Fazekas
and Kukush ([FKO00]) presented so called infill-increasing versions of Guyon’s re-

19



20 1. INTRODUCTION

sult for the bounded and the uniformly integrable cases, respectively. These papers
do not contain the proofs of the theorems mentioned, just a sketch of the proof
is given. In the second part of our dissertation detailed proofs for the above men-
tioned theorems are given. The importance of the detailed proof is the following.
It turns out that the original method by Ibragimov and Linnik ([IL71]) and Guyon
([Guy95]) can be applied if the random field satisfies a certain uniform integrabil-
ity condition. Guyon (|[Guy95]) does not assume uniform integrability but he does
not describe the step from the bounded case to the general case. Therefore we do
not know if his result is valid in the general case. We mention that Ibragimov and
Linnik ([IL71]) assumed stationarity so their proof is complete.

In the third part of our dissertation we deal with asymptotic normality of kernel
type regression estimators for random fields.

Kernel type regression estimators have been widely studied in the literature.
The original results by Nadaraya ([Nad64]) and Watson ([Wat64]) have been ex-
tended in several papers, and they are summarized for example in [Rao83], [DG85],
and [Bos98]. One important issue for kernel type regression estimators is their
asymptotic normality, which has been studied in several papers, like in [Sch72]
and [Cai01].

The asymptotic normality of the Nadaraya-Watson regression estimator is stud-
ied for a-mixing random fields. The infill-increasing setting is considered, that is
when the locations of observations become dense in an increasing sequence of do-
mains. This setting fills the gap between continuous and discrete models. In the
infill-increasing case the asymptotic normality of the Nadaraya-Watson estimator
holds, but with an unusual asymptotic covariance structure. It turns out that this
covariance structure is a combination of the covariance structures that we observe
in the discrete and in the continuous case (Theorem 4.1.).



Chapter 2

Autoregressive type
martingale fields

Let (9, F,P) be a probability space, X,,n € N, a d-index sequence of random
variables, and let F,, C F be o-algebras for all n € N,

Recall the notion of a martingale. Suppose that F, C F, for every m < n.
Assume that X,, is F,-measurable and integrable for every n € N¢. We say that
(Xn, Fn) is a martingale if E(Xpik |Fn) = Xn a.s., for all n € N? and k € N&.

We shall use the following condition. For any n with finite expectation

(2.3) E(|Fa) = E ( L E (n\f,@) . |f§jd))

for any permutation (iy,...,4q) of (1,...,d), where F = of{F : l; = n;} for
any fixed n and i (in the notation ]—',(f) superscript (¢) shows the appropriate
coordinate).

In order to prove our result we have to use a new martingale convergence
theorem (Theorem 2.6.). Theorem 2.6. is a uniform a.s. convergence result for
Banach space valued multiindex martingales.

More precisely, we have the following theorem.

Theorem 2.6. Let B be a real separable Banach space. Let (X, Fn),n € N¢, be
a B-valued martingale. Let B have Radon-Nikodym property or let X, be of the
form X, = E(X|Fn),n € N¢, for an X € L'(F, B). Assume that

sup E|| Xn | (log™ | Xa[ ") < 0.

Then there exists an event A with P(A) = 1 such that for w € A we have: if
arbitrary coordinates of n converge to oo while the remaining coordinates remain
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fized then Xyu(w) converges uniformly. (The limit is a random variable depending
on the coordinates remaining fized.)

To describe the structure of the random field &,,n € N?, we shall use the
Kronecker product (denoted by ®) and the vec operation (see, e.g. [MN88]). The
construction of the notion of d-index autoregressive type martingale fields is also
our own result.

Definition 2.9. The process {&n, Fn}, 1 € N is called an autoregressive mar-
tingale field if &, is Fu-measurable and integrable for every n € N,

E (&l ) = o ()60,

(2.10) _ 4

+ agj)(nj)fnf%ej +...+ a%) (nj)gnfm-ej
for every m and j, with n; > m, j=1,...,d, where m is a fized positive integer,
ej = (0,..., 1 ,...0) € Nd is the jth unit vector, j = 1,...,d, and agj)(nj)

jth
are non-negative non-random coefficients with > aEJ)
m+1lm+2,..., j=1,...,d.
If the coefficients al(j)(l) do not depend on I, then &, is called a homogeneous
autoregressive martingale field.

Let &4, n € N?, be a d-index random field. Using &,, we shall construct another
random field X,,. The values of this new field are d-index arrays. For any fixed
m € N and n € N? (with n; > m,i = 1,...,d) X, denotes the elements of the

random field & with indices being in a hypercube of size m x m x ... x m.
—_——

(n;) =1 for every n; =

d
Proposition 2.10. Let (&, Fn) be the autoregressive martingale field introduced
in Definition 2.9. Let X, be the array valued random field corresponding to &,.
Then

(2.11) vec {]E (X,, | J—',(ﬂej)} = (I®~~~®I®A§"j) ®I®~~~®I) -vee(Xn_e,)

d—j j—1
for every m with n; > m, j = 1,...,d, where Agl) denotes the following m x m
matric
0 1 0 0
0 0 1 0
)
A7 = ,
0 0 . 0 1
a? (1) aply () - - e )

foreveryj=1,....,dandl=m+1,m+2,....
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Proposition 2.11. Let X, be an array-valued random field satisfying (2.11).
Assume that (2.3) is valid. Then for the process (Xy, Fn) the equation

vec [E(Xntt|Fn)] = [Aa(na +ta,na) © -
(2.16)

®Aa(ng + t2,n2) ® A1(ny + t1,n1)] vee(Xn)
holds, where

(2.17) Aj(ng +ty,ny) = AT Al gl

for every n; >m, j=1,...,d and n € N, t € N&.

Above and in the following A;(n;,n;) = I (the unit matrix).

Generalizing property (2.16), we get the following notion.

Definition 2.12. An array-valued process (Xpn,Fn), n € N4, is called an A-
martingale field if

1) X, is Fa-measurable and integrable for every n € N9,

2) equation (2.16) is satisfied for every n,t € N, where the matrices A;(n; +

tj,n;) are given by (2.17). (All matrices A;lj ) considered are nonrandom and
of type m x m.)

Proposition 2.15. Assume (2.3). For the A-martingale field X,,, we have the
representation:

ni na ng
(2200 vee(Xa)= D> > -+ Y [Aa(na,ka) ® - ® Ar(ny, k1)) vee(Ay),
k1:1 k)zzl kd:1

where Aj(kj,kj) = I, ] = 1,. . .,d.
The following conditions will be used in our theorems. Suppose that

(2.21) Aj(i; +1t5,15) = Aj(o0,4;), as t; — oo, for every i;,7 € N
and that the convergence is 'fast’ in the following sense:

(2.22) 14;(00,) — Aj i+t i)l < e, Vig,j €N,

oo
where Z cg) < oo for every j.
tj:l
For the limit matrices A;(oc0, k;) = tlim Aj(k; +t;,k;), we assume that there
j 00

exists a positive number C such that

(2.23) [[Aa(00, ka) @ - - @ Ay (o0, ky)] vee(Ax) || = O vec(Ax)]],
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for every k = (k1,...,kq).
For arbitrary S C {1,...,d} and arbitrary n

(2.24) | D2 Aalo0, ka) ® Aama(00, ham1) @+ @ A (00, k) - veo( M) |
kg<ng
>C. H S Di,® Dryy @+ @ Dy, - vec(Aw)||,
ks<ng

where the matrix Dy, = A;(co, k) ifl € S and Dy, =T ifl ¢ S.
Theorem 2.17. Assume that the A-martingale field (Xy, Fp), n € N% satisfies
(2.3), (2.22), (2.23) and (2.24). If

d—1
(2.25) supd E| vec(Xk)|| [log+(|| vec(Xk)H)] < 00,
keN

then X, converges a.s. as n; — oo for all j. If, moreover, d > 2 then X, converges
in £1, as n; — oo for all j.

Theorem 2.20. Suppose that for the A-martingale field (Xn, Fn),n € N%, con-
dition (2.3), (2.22) and (2.24) hold, and

(2.30) 145, ui)|| < K < oo

ifi; >wj, j=1,...,d. If sup E|| vec(Xy)[|* < oo, where o > 1, then X, converges
n

in L, as n — oo.
Finally, the main result is the following.
Theorem 2.21. Let (&n, Fn),n € N9 be a homogeneous autoregressive martingale

field and suppose that (2.3) is satisfied. Assume, for each j = 1,...,d, a%) > 0,
and the greatest common divisor of {k:1 <k < m, a,(g) > 0} is equal to 1.

d-1
a) If supE|&,| [log"“ |§n|] < 00, then &, converges a.s, if moreover, d > 2,
n
then &, converges in L1, as n — 0.

b) Let be a > 1. If supE|&n|* < o0, then &, converges in Lo (and a.s.), as
n — oo. "



Chapter 3

A central limit theorems for
mixing random fields

Ibragimov and Linnik ([IL71]) proved a central limit theorem for stationary se-
quences satisfying certain c-mixing conditions. Bolthausen ([Bol82]) and Guyon
([Guy95]) extended it to a-mixing random fields. Fazekas ([Faz03]) and Fazekas
and Kukush ([FKO00]) presented so called infill-increasing versions of Guyon’s re-
sult for the bounded and the uniformly integrable cases, respectively. These papers
do not contain the proofs of the theorems mentioned, just a sketch of the proof
is given. In the second part of our dissertation detailed proofs for the above men-
tioned theorems are given. The importance of the detailed proof is the following.
It turns out that the original proof by Ibragimov and Linnik ([IL71]) and Guyon
([Guy95]) can be applied if the random field satisfies a certain uniform integrabil-
ity condition. Guyon (|Guy95]) does not assume uniform integrability but he does
not describe the step from the bounded case to the general case. Therefore we do
not know if his result is valid in the general case. We mention that Ibragimov and
Linnik ([IL71]) assumed stationarity so their proof is complete.

The scheme of observations is the following. Let T1,T5, ..., and T, be domains
in R?. Supposethat Ty C Tob C 13 C ..., Uf; T; = T.. Assume that T; is compact
for each i, T, is of infinite Lebesgue measure. Let {¢(x), x € T} be a random
field. The n-th set of observations consists of values of the random field e(x) taken
at points xx € T},, where k € D,, C Z%. The choice of points xj is the following.
Divide R? into hyperrectangles

d
ki ki +1
An) = T (555
]1;[1 Njn Njn
where k = (ki,...,kq) € Z% is a d-dimensional integer lattice point and {N;,} is

25



26 3. A CENTRAL LIMIT THEOREMS FOR MIXING RANDOM FIELDS

an increasing and unbounded sequence of positive integers for each 7 = 1,...,d.
Now, select the n-th data sites xx, k € D,, by choosing an arbitrary point xjy
from each A,,(k) N7, which is non-empty. Actually, each xx = xl((") depends on n
but to avoid complicated notation we often omit superscript (n). We suppose that
limy, 00 | Dp| = 0.

As the locations of the observations become more and more dense in an in-
creasing sequence of domains, we call our setup infill-increasing.

We need the notion of a-mixing (see e.g. Doukhan [Dou94|, Guyon [Guy95]).

Let A and B be two o-algebras in F. The a-mixing coeflicient of A and B is
a(A,B) = sup{|P(A)P(B) —P(AB)| : A€ A,B € B}.
The a-mixing coefficient of {e(x) : x € T} is
a(ryu,v) = sup{a(Fr,, Fr,) : oI, I2) > r, |Ii| <wu, |2 <wv},

where I and I are finite subsets in Too, Fr, = 0{e(x) : x € I;}, i =1,2. We list
the conditions that will be used in our theorems.

(3.2) / sd_laﬂ%(s, 1,1)ds < oo, forsome 0<7 <1
0
(3.3) / s a(s,i,§)ds < oo, for i+ j<4.
0
(3.4) afs,1,00) =o(s7%), as s— 0.
(3.5) A, =0(\,), as n— oo,
where
(36) Ay = 11%1;2((1 Nin, An = 1I§nj1£d Njp.

Actually (3.4) means that lim,, .. a(sp, 1, k,)s? = 0 if s,, — oo and k,, — co.

In the following theorems we concentrate on the case when & and & are de-
pendent if t and s are close to each other.

Theorem 3.5. Let e(x) be a random field and let Y, (k) be a Borel measur-
able function of E(Xl((n)),k € D,,. Suppose that EY,, (k) = 0 and |Y,(k)| k € D,,
n =1,2,... are uniformly bounded. Let S, = ZkeDn Yo(k), n=1,2,..., 02 =
var(Sy). Suppose that the conditions (5.3), (3.4) and (3.5) are satisfied. Assume
that

2

(3.15) lim inf

— " >0
n— o0 A%"Dn‘ ’
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hold. Then o,;1S, = N(0,1), as n — oco.

Theorem 3.6. Let £(x) be a random field and let Y, (k) be a Borel-measurable
function of 5(x§(”)),k € D,. Suppose that EY, (k) =0 fork € D,, n =1,2,....
Let Sy =3 yep, Yn(k), n=1,2,..., o2 = var(S,). Suppose that there ezists a
T > 0 such that (8.2) is satisfied and

{|YVn(k)[**™ : k€ D,,n=1,2,...} are uniformly integrable.

Then
lim sup
n—roo

If additionally, conditions (3.3), (3.4), (3.5), and (3.15) are satisfied, then
o 1S, = N(0,1), as n — co.

Now we turn to p-dimensional extensions of Theorem 3.5. and Theorem 3.6.
Our Theorem 3.9. is the same as Theorem 3.1. of Fazekas ([Faz03]).

Theorem 3.9. Let e(x) be a random field and let the p-dimensional random

1
ATBL] Doneren, |0V (alk) Ya(D)] < oo.

vector Y, (k) be a Borel measurable function of E(xf(n)),k € D,. Suppose that
EY, (k) =0 and |Y,(k)|| k € Dn, n = 1,2,... are uniformly bounded. Let S, =
> kep, Yu(k), n =1,2,..., %, = var(S,). Suppose that conditions (3.3), (3.4)
and (3.5) are satisfied. Assume that the limit

lim (A,;4D,|'S,) =%
n— oo
exists. Then (A2|D,])"2S, = N(0,%), as n — co.
Our Theorem 3.10. is the same as Remark 4.3. in Fazekas and Kukush ([FK00]).
Theorem 3.10. Let e(x) be a random field. For each n = 1,2,..., and for
each k € D,, let Y, (k) be a centered p-dimensional random vector that is 5(x§{n))—
measurable. Let Sy, = >y cp Yu(k), n = 1,2,..., ¥, = var(Sy,). Assume that

conditions (3.83), (3.4), and (3.5) are satisfied. Moreover, assume that there exists
a T > 0 such that (3.2) is satisfied, and

{IYu(k)|**™ : k€ Dy,n=1,2,...} are uniformly integrable.
Assume that

Hm inf Apin (A, 4| Ds|7'S,) > 0.

n—oo

Then 528, = N(0,1,), as n — oc.



Chapter 4

Asymptotic normality of
kernel type regression
estimators for random fields

Kernel type regression estimators have been widely studied in the literature. The
original results by Nadaraya ([Nad64]) and Watson ([Wat64]) have been extended
in several papers, and they are summarized for example in [Rao83], [DG85], and
[Bos98]. One important issue for kernel type regression estimators is their asymp-
totic normality, which has been studied in several papers, like in [Sch72| and
[Cai01].

We consider (Xg,Y:),t € T, to be a strictly stationary random field. (Here
T is a domain in R, X¢ and Y; are real-valued.) We want to estimate the regres-
sion function r(z) = E(® (Y;) | Xt = =), where @ is a known bounded measurable
function. The data set is (X¢, Y3),t € D,,. We consider the well-known kernel type
regression estimator

() = 2eDa POVE (2=X)
n Etepn K (J)—hXt) )

where K is a kernel function (see [Nad64], [Wat64]). However, our sampling scheme
is unusual. The locations of observations become dense in an increasing sequence
of domains. It is called the infill-increasing setting, see, for example, [LKC99|
and [Faz03]. We suppose that the observed random field is weakly dependent,
more precisely, the random field satisfies a certain a-mixing condition. The main
result is that 7, (z) is asymptotically normal with an unusual covariance structure.
That is, the asymptotic covariance matrix of (r,,(x1),..., 7 (2y)) is the sum of a
diagonal matrix and a matrix containing integrals of the conditional covariances,
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see Theorem 4.1.

Concerning the motivation of our studies we have to refer to the sampling
schemes. Continuous time processes can be observed at deterministic or random
time. Most of the existing results concern the non infill case (see [Mas83], [BC93]).
In [Bos98] the importance of the sampling schemes is expressed, however no explicit
result is mentioned for regression. In [Bos98], p. 140 only the following hint is
given: "regression and density estimators behave alike when sampled data are
available". Actually, for kernel type density estimators there are several results
for infill-increasing type sampling schemes. We refer to [Bos98], pp. 118-127 and
[BP03].

|D| denotes the cardinality of the finite set D and at the same time |T'| denotes
the volume of the domain 7.

The scheme of observations is the following. For simplicity we restrict ourselves

. . d
to rectangles as domains for the observations. Let A > 0 be fixed. By (%) we
denote the A-lattice points in R%, i.e. lattice points with distance %:

<f)d:{(lj\1]2d) :(kh...,kd)eZd}.

T will be a bounded, closed rectangle in R? with edges parallel to the axes,
and D will denote the A-lattice points belonging to T, i.e. D = T N (Z/A)?. For
describing the limit distribution we consider a sequence of the previous objects.
Le. let Ty, T5,... be bounded, closed rectangles in R, suppose that Ty ¢ T, C
T5C..., Ui Ti = Two.

We assume that the length of each edge of T}, is an integer and converges to oo,
asn — oo (e.g. Too = R% or To, = [0,00)9). Let {A,,} be an increasing sequence of
positive integers (the non-integer case is essentially the same) and let D,, be the
A,,-lattice points belonging to T,.

Let {& = (X4, Y:),t € To} be a strictly stationary two-dimensional random
field. The n-th set of observations involves the values of the random field (X4, Y:)
taken at each point k € D,. We shall construct the estimator from the data
(Xk, Yi), k € D,,. Actually, each k = k(™ depends on n, but to avoid complicated
notation we omit the superscript (n). By our assumptions, lim,,_, |Dp| = 0.

As the locations of the observations become more and more dense in an in-
creasing sequence of domains, we call our setup infill-increasing.

We list the conditions that will be used in our theorems.

Let

(4.1) / szd*laaTﬂ(s)ds < oo, forsome 1<a< oo
0

A function K : R — [0, 00) will be called a kernel if K is a bounded, continuous,
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symmetric density function (with respect to the Lebesgue measure),

(4.2) lim |u|K(u) =0, /Oo uw? K (u)du < .

|u|—o00 — o

Let g(z) be the (unknown) marginal density function of X;. We assume that
g(x) is positive. Let K be a kernel and let h,, > 0, then the kernel-type (or Parzen-
Rosenblatt-type) estimator of g is

1 1 Z*Xi
W(2)= —— ST K , R.
(D)=, 7y 2 (557): =

Let
a(z) = E (®*(Y;)|Xe = 2) .

Denote by R¢ the set R?\ {0}. Let gyu(,y) be the joint density function of Xg
and Xy, if u € R and z,y € R. Let

au(z,y) = E{[®(Yo) — r(X0)] [®(Yu) — r(Xu)] | Xo = z, Xu = y}.
We shall assume that for each fixed u the functions
(4.3) au(., ), 9uls,.),a(),r(),9(), 7 (),d" (),7"(),¢"(.) are bounded and continuous.

Furthermore we shall suppose that

(4.4) HILH;O m =L < o0, nl;ngo A, = oo and nl;rréo h, =0
and
(4.5) lim |7}, |hs = 0.

n—oo

We concentrate on the case when & and & are dependent if t and s are close
to each other.

First recall the asymptotic normality of the density estimator g,,.

Let ly(7,y) = gu(z,y) — g9()g(y),u € RE and x,y € R. Let l,, denote l,(z,vy)
as a function [ : R — C(R?), i.e. a function with values in C(R?) the space of
continuous real-valued functions over R?. Let

[lull = sup |lu(z,y)|
(z,y)ER?

be the norm of [.
Let x1,..., 2, be given distinct real numbers.

Let X; = </ lu(zi, xj)du> and let D’ be a diagonal matrix with diagonal
Rg 1<i,j<m
elements Lg(z;) [~ K?(u)du, i=1,...,m.Let ¥ =%, + D",
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Theorem A. (Theorem 1. in [FCO06].) Assume that ly is Riemann integrable
(as a function | : RE — C(R?)) on each bounded closed d-dimensional rectangle
R C R, moreover ||ly|| is directly Riemann integrable (as a function ||l| : R —
R). Let x1,...,x, be given distinct real numbers and assume that Y s positive
definite. Suppose that there exists 1 < a < 0o such that (4.1) is satisfied and

a2
(4.7 (hy) ™t < ¢|T,| D@D for each n.

If (4.4) and (4.5) are satisfied then

|Dul

n

Now we can state our main result. Let v(z) = a(x) — r?(z).
For a fixed positive integer m and fixed distinct real numbers x1,zo,..., Ty
we introduce the notation

(4.9) oz, z5) = / an (T4, Zs)gu(xs, xs)du, t,s=1,...,m,
Rg
(4.10) sm) _ <0'<fw>> ,
g(we)g(ws) 1<t,s<m

We assume that

(4.11) lim 2*|K(z)| = 0.

|z| =00

Theorem 4.1. Let (X¢,Y:),t € Too, be a strictly stationary two-dimensional
random field and let r(z) = E(® (V) | X¢ = x) be the regression function, where ®
is a bounded measurable function. Let K be a kernel. Assume that the conditions
of Theorem A. on the function l, are satisfied, and that Y s positive definite.
Furthermore, assume that the marginal density function of X is positive, and that
augu is Riemann integrable (as a function a - g : RS — C(R?)) on each bounded
closed d-dimensional rectangle R C R3. Moreover, ||augul| is directly Riemann in-
tegrable (as a function ||a-g|| : RE — R). Suppose there exists 1 < a < 0o such that
(4.1) and (4.7) are satisfied. Assume that the matriz X(™) + D is positive definite
where D is a diagonal matriz with diagonal elements Lu(x;) [7o K2(t)dt/g(;),
i=1,...,m. If the conditions (4.3), (4.4), (4.5) and (4.11) hold then

2
AG

{(rn(z;) —r(z;)),i=1,...,m} =N (0,), as n — oo,
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where
Y =xMm 4D,

Remark 4.2. We see that the asymptotic covariance matrix 3 in Theorem 4.1.
s a combination of the asymptotic covariance matrices in the discrete and the
continuous cases. In [Sch72] it is shown that (for independent identically dis-
tributed observations) ry(x1), ..., (xm) is asymptotically normal with diagonal
covariance matriz. In particular, v/nhy,(r,(z;) — r(x;)) = N(0,¢;), where ¢; =
v(x) [T K2(t)dt/g(x;). Therefore, in Theorem 4.1. the diagonal part D corre-
sponds to the limiting covariance matrix in the discrete case.

In the last section we present simple examples that give numerical evidence
for the phenomena described in Theorem 4.1. The results show that the diagonal
matrix D of Theorem 4.1. explains well the dependence of the limit covariance
matrix on the bandwidth.
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