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Introduction

Precise theoretical predictions for energetic particle collisions provide an essential tool
for testing the limits of the currently prevalent model of the subatomic world, the
standard model of particle physics. The centerpiece of such tests is the Large Hadron
Collider (LHC). Since LHC processes are initiated by nucleons, the strong interaction
plays a crucial role in every event. Furthermore, at energies relevant at the LHC the
strength of the strong interaction is nearly ten times greater than the strength of
the electromagnetic interaction. As a consequence, the final state of every collision is
dominantly composed of strongly interacting matter, thus a highly precise description
of the strong interaction is necessary.

My work is focused on obtaining precise theoretical predictions to highly energe-
tic particle collisions with the use of quantum chromodynamics (QCD), that is the
quantum field theory of the strong interaction. The strength of the interaction is
determined by the strong coupling «g which depends on the collision energy. This
behavior can be computed within the framework of QCD, however, to fully determine
the numerical value of ag, it must be measured at one fixed energy scale. This extrac-
tion of the coupling from measurement data is indispensable for obtaining theoretical
predictions from QCD.

In order to describe particle collisions we compute QCD cross sections in pertur-
bation theory as a series in ag. The first term in the perturbative expansion with
respect to the coupling (also called the fixed-order expansion) is called the Leading
Order (LO) contribution. The subsequent terms are the first and second radiative
corrections which we refer to as the Next-to-Leading Order (NLO) and Next-to-Next-
to-Leading Order (NNLO) contributions respectively. These days in many situations,
achieving satisfactory precision requires the calculation of the second radiative cor-
rection.

The fixed-order prediction, however, can break down in certain kinematical regions
due to the presence of all-order effects associated with the emission of soft and/or
collinear radiation. These effects typically manifest as a logarithmic enhancement for
some values of the observable, spoiling the convergence of the fixed-order series in tho-
se regions. Predictions can still be obtained in such regions by another perturbative
method, namely the resummation of logarithmic contributions. Such results are also
computed on an order-by-order basis. The first term in this alternate perturbative
expansion is called the Leading Logarithmic (LL) contribution and subsequent cor-
rections are labelled Next-to-Leading Logarithmic (NLL), Next-to-Next-to-Leading
Logarithmic (NNLL) and so on.

The most precise theoretical description of observables can be achieved by com-
bining fixed-order and resummed results, thus producing predictions that are valid



in a wide kinematical range. Then, these results, supplemented with hadronization
corrections, can be confronted with measurement data.

The strong coupling

The strong coupling g is one of the important parameters of the standard model. It is
affected by renormalization which introduces a dependence of the coupling on energy
scale referred to as the running of the coupling. One of the interesting characteristics
of QCD is that the value of ag decreases as the energy scale increases. This implies
multiple important features. On one hand QCD possesses asymptotic freedom which
means that at high energies the interaction weakens and quarks and gluons become
the relevant degrees of freedom in high energy particle processes. On the other hand,
as the strength of the interaction grows on low energy scales partons (i.e. quarks and
gluons) become confined into hadrons. This is why only hadrons can be observed
in particle experiments but a theory based on partons is capable of describing the
outcome of highly energetic collisions.

The behavior of the strong coupling can be computed in perturbation theory,
however, due to the reasons discussed above such a description is valid only at suffi-
ciently high energies. Going towards low energies the perturbative running predicts
that the coupling becomes infinite at some energy. This is the so-called the Landau
pole which marks the point where the perturbative approach finally breaks down.

Although the scale dependence of the coupling can be computed within the frames
of the standard model, it can be fully specified only if measured at some fixed energy
scale. Typically, this scale is set to the mass of the Z-boson (Mz = 91.2 GeV). The
extraction of the precise value of ag(Mz) from measurement data is a significant task
and relies on the precise theoretical description of measurements. As of 2019 the
world average of the strong coupling is ag(Myz) = 0.1179 £ 0.0010 [1,2].

Computing cross sections

The computation of accurate predictions in perturbative QCD is plagued by the
appearance of divergent behavior in intermediate stages of the calculation. Even
after renormalization, the components of the cross section contain singularities of
infrared origin starting at NLO. The first radiative correction can be divided into real
and virtual contributions. The real contribution contains an additional particle in the
final state which integrated over the phase space gives rise to divergent behavior due to
degenerate kinematical configurations. The virtual contribution also contains infrared



singularities in the form of loop integrals. This problem appears in every subsequent
order of the perturbative series. However, according to the Kinoshita-Lee-Nauenberg
theorem the infrared singularities of the loop integrals cancel the divergences of the
phase space integrals order by order in the ag expansion for observables that are
inclusive enough.

Although each term in the series expansion is certainly finite for sufficiently inclu-
sive observables, the computation of corrections is made progressively more difficult
by the emergence of singularities in intermediate steps. At NNLO accuracy, the cross
section has three major constituents. These are the double real, real-virtual and do-
uble virtual corrections. Each term in itself is divergent which makes direct numerical
calculations unfeasible. In order to tackle this problem we reorganize the constituents
into mathematically well-behaved finite terms using the so-called CoLoRFulNNLO
(Completely local subtraction for fully differential predictions at NNLO) subtracti-
on scheme [3-5]. This method has been fully worked out for processes that contain
partons only in the final state and its capabilities were shown in the computation
of the decay of Higgs boson into a pair of b-quarks [6], and three-jet production in
electron-positron annihilation [5,7].

The extension of the CoLoRFulNNLO scheme to hadron-initiated processes is an
important step forward which, however, is a major effort as it requires the definition
and integration of new counterterms.

Thesis points

The results described in my dissertation are organized into four points.

1. T have implemented the matching of NNLL resummed results and our NNLO
fixed-order predictions of energy-energy correlation (EEC) for three-jet produc-
tion in electron-positron annihilation in a C++ program code. Previously, the
observable was known only at NLO+NNLL precision in the literature thus I was
able to provide the most accurate theoretical prediction of EEC [P1]. Further-
more, I assessed the impact of the NNLO correction on the extraction of avg (M)
from measurement data by performing several fits of the NNLO+NNLL accura-
te prediction to measurement data using ag(Myz) as a fit parameter. These fits
were based on the x? method and I have incorporated the MINUIT2 software
in my program to find the optimal value of ag(Mz). Although the effect of
including the NNLO term on the central value is moderate, the obtained un-
certainty is significantly decreased compared to the NLO+NNLL fit. Thus the
NNLO correction is necessary for a precise determination of ag(Myz) based on
this observable. I have also observed that the analytic hadronization model



used in this analysis is insufficient for completely describing non-perturbative
contributions thus a better alternative is needed for a more detailed analysis. I
have presented these results at the QCD at LHC 2017 conference.

. Building on my previous results I performed a more extensive analysis of EEC
which incorporated the use of modern Monte Carlo event generators for est-
imating non-perturbative effects [P2]. For the fits we used my original C++
framework. The obtained value of ag(Mz) was in agreement with the 2017
world average of ag(Mz)ppaaoir = 0.1181 4+ 0.0011 that was available at the
time of this work. The final value of the coupling we obtained is

as(Mz) = 0.11750 = 0.00287.

This is one of the most precise determinations of ag(Myz) so far among those
based on the analysis of event shapes in electron-positron using Monte Carlo
hadronization models. The significance of this achievement is underlined by the
fact that it was included in the most recent world average of as(Myz)ppa2o19 =
0.1179 4+ 0.0010 [1,2] along with the result discussed in the following point. I
have presented this result at the Loops and Legs in Quantum Field Theory 2018
conference [8].

. Using the C++ framework developed for the extraction of aig(My) from measure-
ment data based on EEC we performed a similar analysis using jet rates [P3].
The determination of the value of the strong coupling was based on two- and
three-jet rates measured in electron-positron annihilation. The two-jet rate was
computed at N3LO+NNLL accuracy while the three-jet rate was calculated at
NNLO accuracy. The obtained value of

as(Myz) = 0.11881 £ 0.00131

is also in agreement with both the 2017 world average and its updated value.
Furthermore, it is the most accurate measurement of ag(My) so far from an
analysis of jet rates in electron-positron collisions. This result along with the
one based on EEC was also included in the calculation of the current world
average which I repeat here: ag(My)ppaaoio = 0.1179 + 0.0010.

. I 'have also worked on developing the CoLoRFulNNLO subtraction scheme with
the aim of extending its applicability to processes with hadronic initial states.
We have constructed all the necessary subtraction terms with a consistent para-
metrization required to regularize the double real emission in hadron-initiated
processes. We have performed a number of checks to verify that the regularized
double real contribution of the cross section is finite [P4]. The analytic integra-
tion of these subtraction terms is an ongoing effort which once done will enable
us to produce highly accurate physical predictions for LHC observables.



Bevezetés

A nagy energiaju részecskelitkozések pontos elméleti leirdsa egy lényeges eszkoz a
szubatomi vilag jelenleg uralkodé modelljének, a részecskefizika standard modelljének
ellenérzéséhez. E vizsgéalatok f6 kelléke a Nagy Hadroniitkoztet6 (Large Hadron Colli-
der, réviden LHC). Tekintve, hogy az LHC nukleonokat iitkoztet, az erés kdlesonhatés
lényeges szerepet jatszik minden eseménynél. Tovabba, az LHC-ndl relevans ener-
gidkon az eros kolcsonhatas kozel tizszer erésebb az elektromagneses kélcsonhatdsnal.
Mindezek kovetkeztében az Gsszes litkozés végallapotat nagyrészt erdsen kolesonhato
anyag alkotja, ennélfogva az erts kolcsonhatas felettébb pontos leirasa nélkiil6zhetet-
len.

Munkédm a nagyenergias részecsketitkozésekre vonatkozo, kvantum szindinamika-
val (quantum chromodynamics, réviden QCD), azaz az erés kolesonhatas kvantumtér-
elméletével torténo pontos elméleti joslatok eldallitasara osszpontosit. A kolesonhatas
erésségét az aig erds csatolas hatarozza meg, amely fiigg az iitkozési energiatol. Ez
a viselkedés kiszamolhatd a QCD keretein beliil, azonban az ag szamszeri értékének
meghatarozasahoz a csatolast meg kell mérni egy rogzitett energiaskaldn. A csatolds
mérési adatokbdl torténd kinyerése nélkiilozhetetlen ahhoz, hogy a QCD-vel elméleti
joslatokat allithassunk elo.

Részecskeiitkozések leirasara a QCD hataskeresztmetszeteket perturbaciészami-
tast hasznalva ag szerinti sorként szamoljuk ki. A csatolas szerinti perturbativ sor
(azaz a rogzitett rendi kifejtés) els6 tagja a vezetd rendii (Leading Order, réviden LO)
jarulék. Az ezt koveto két tag az elso és masodik sugarzasi korrekcid, amelyeket vezeto
renden tuli els6 (Next-to-Leading Order, roviden NLO) és masodik (Next-to-Next-
to-Leading Order, roviden NNLO) jaruléknak neveziink. Napjainkban a kielégito
pontossag eléréséhez sok esetben ki kell szamolnunk a méasodik sugarzasi korrekciot
is.

Ez a rogzitett rendii jéslat azonban bizonyos kinematikai tartoményokban elromlik
a minden rendben jelen 1év6, lagy és/vagy kollinedris sugarzashoz kapcsolddé hatasok
miatt. Ezek a hatasok jellemzoen logaritmikus novekményként nyilvanulnak meg a
mérheté mennyiség bizonyos értékeinél, ezzel elrontva a rogzitett rendii kifejtés kon-
vergenciajat a szoéban forgd tartomanyokban. Ezekben a tartomanyokban tovabbra
is adhatunk joslatot a hataskeresztmetszetre egy masik perturbativ médszert, a loga-
ritmikus jarulékok felosszegzését hasznalva. Ezeket az eredményeket szintén rendrol
rendre hatarozzuk meg. Ennek az alternativ perturbativ kifejtésnek az els6 elemét ve-
zetd logaritmikus (Leading Logarithmic, roviden LL) jaruléknak nevezziik, a tovdbbi
tagokat pedig vezetd logaritmikus renden tuli els6 (Next-to-Leading Logarithmic,
roviden NLL) és méasodik (Next-toNext-to-Leading Logarithmic, réviden NNLL) ja-
ruléknak hivjuk.



A mérhet6 mennyiségek legpontosabb elméleti lefrasa a rogzitett rendii és felosszeg-
zett eredmények kombinalasaval érhetd el, amely széles kinematikai tartomanyban
érvényes joslatot szolgaltat. Ezt kdvetden a kapott eredményeket, hadronizacios kor-
rekciék modellezésével kiegészitve, 0ssze lehet hasonlitani a mérési adatokkal.

Az eros csatolas

Az ag erds csatolas a standard modell egyik legfontosabb paramétere. Renormalds
kovetkeztében a csatolds energiafiiggové valik, amire a csatolas futasaként hivatko-
zunk. A QCD egy érdekes jellegzetessége az ag értékének az energiaskala novelésével
torténd csokkenése. Ez a viselkedés tobb lényeges kovetkezménnyel is jar. Egy-
részt azzal, hogy a QCD egy aszimptotikusan szabad elmélet, tehat nagy energidn a
kolesonhatas gyenge és a kvarkok és gluonok valnak a nagyenergias részecskeiitkozések
szabadsagi fokaiva. Masrészt, ahogy alacsony energiak felé haladva no a kolesonhatas
erdssége, a partonok (azaz a kvarkok és gluonok) hadronokba zarédnak be. Emiatt
részecskefizikai kisérletekben csak hadronokat lehet észlelni, azonban egy partonokra
épiilo elmélet képes leirni a nagyenergias iitkozések kimenetelét.

Az eréGs csatolas viselkedése meghatarozhato perturbacidszamitassal, viszont a fent
targyalt okokbdl kifolydlag egy ilyen leirds csak kelléen nagy energian érvényes. Ala-
csony energiak felé haladva a perturbativ futds azt jésolja, hogy a csatolas egy bizo-
nyos energian végtelen naggya valik. Ezt nevezzilkk Landau-pdlusnak, amely azt az
energiat jeloli, amin a perturbativ megkozelités teljesen elromlik.

Bar a csatolas skalafliggése kiszamolhaté a standard modell keretein beliil, a
teljes meghatarozasahoz meg kell mérni egy rogzitett energiaskdlan. Ezt a skélat
jellemz6en a Z-bozon tomegéhez allitjdk (My; = 91.2 GeV). Az ag(My) pontos
értékének mérési adatokbdl torténo kinyerése lényeges feladat, amely a mérések pon-
tos elméleti lefrdsara tdmaszkodik. 2019-ben az erés csatolds vildgatlaga ag(Myz) =
0.1179 4+ 0.0010 [1,2].

Hataskeresztmetszetek szamitasa

Perturbativ QCD-ben az elméleti jéslatok pontos szamitéasat a koztes lépésekben
megjelend divergens viselkedés tovabb neheziti. A hataskeresztmetszet elemei NLO-
tol kezdve, még a renormalas elvégzését kovetden is, infravoros eredetli szingula-
ritasokat tartalmaznak. Az NLO korrekcié feloszthaté valds és virtualis jarulékra. A
valés jarulék egy tovabbi végallapoti részecskét tartalmaz. Ennek a fazistér feletti
integralja az elfajult kinematikai konfigurdciék kovetkeztében divergens viselkedést



eredményez. A virtualis jarulék szintént tartalmaz infravoros szingularitasokat hu-
rokintegralok alakjaban. Ez a probléma megjelenik a perturbativ sor minden tovabbi
rendjében, azonban a Kinoshita-Lee-Nauenberg tétel értelmében a hurokintegralok
infravoros szingularitasai az ag szerinti sorfejtésben rendrél rendre kompenzéljak a
fazistérintegralok divergens viselkedését olyan mennyiségek esetén, amelyek kell6en
inkluzivak.

Bar a sorfejtés egyes tagjai bizonyosan végesek kellen inkluziv mennyiségek esetén,
a korrekcidk szamitasat a koztes 1épésekben feltiing szingularitasok fokozatosan ne-
hezebbé teszik. NNLO pontossagndl a hataskeresztmetszet harom nagy alkotéelemre
bonthaté. Ezek a duplan valds, valos-virtudlis és duplan virtudlis korrekciok. Az egyes
tagok kiilon-kiilon divergensek, ami a kozvetlen numerikus szamolasokat kivitelezhe-
tetlenné teszi. A probléma kezelése céljabdl ezeket az alkotéelemeket az tigynevezett
CoLoRFulNNLO levonési séma [3-5] segitségével atrendezziik matematikailag jol vi-
selkedd, véges tagokkd. Ez a modszer korabban teljesen ki lett dolgozva olyan fo-
lyamatokra, amelyek csak a végallapotban tartalmaznak partonokat, tovabba a séma
hatékonysdga meg lett mutatva a Higgs-bozon b-kvarkokra torténé bomldsédnak [6]
és az elektron-pozitron iitkozésben torténé harom hadronzépor keletkezésének [5, 7]
kiszamolasaval.

A CoLoRFulNNLO séma hadronos kezdeti allapoti folyamatokra torténd kiter-
jesztése egy lényeges elorelépés, azonban nagy erdfeszitést igényel, ugyanis 1j ellenta-
gokat kell definialni és integralni.

Tézispontok

A disszertaciémban targyalt eredményeket négy tézispontra osztottam fel.

1. Megvalésitottam az elektron-pozitron iitkozésben torténd harom jet keletkezés
energia-energia korreldcidjara (EEC) vonatkozé NNLL pontossdgu felosszeg-
zett eredmények és NNLO pontossagu rogzitett rendii joslataink kombinélasét
C++ alapu programomban. Korabban ez a mennyiség a szakirodalomban csak
NLO+NNLL pontossaggal volt ismert, tehat az EEC-re az eddigi legpontosabb
joslatot adtam meg [P1]. Tovabba felmértem az NNLO korrekcié hatdsat az
as(Mz) mérési adatokbdl torténd kinyerésére azéltal, hogy az NNLO+NNLL
pontossagu joéslatot mérési adatokhoz illesztettem az ag(Myz)-t illesztési pa-
raméterként hasznalva. Ezek az illesztések a x? mdédszerre épiiltek és vég-
rehajtasukhoz beépitettem a MINUIT2 szoftvert a programomba, hogy meg-
taldljam az ag (M) optimélis értékét. Ambér az NNLO tag figyelembevételének
hatasa a kozépértékre mérsékelt, a kapott bizonytalansag lényegesen csokkent az
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NLO+NNLL pontossagu illesztés esetéhez képest. Ennélfogva az NNLO korrek-
ci6 sziikségesnek bizonyult az ag(My) EEC-re épiilé pontos meghatérozasahoz.
Tovabba észrevettem, hogy az analizisben hasznalt analitikus hadronizaciés
modell alkalmatlan a nemperturbativ jarulékok teljes kori leirdsara, igy egy
részletes analizishez jobb alternativara van sziikség. Eredményeimet bemutat-
tam a QCD at LHC 2017 konferencian.

. Korabbi eredményeimre épitve egy szélesebb korti analizist végeztem az EEC-n,
amely a nemperturbativ hatasok becslésére modern Monte-Carlo eseménygene-
ratorok hasznalatat foglalta magédba [P2]. Az illesztésekhez a kordbban kifej-
lesztett C++ alapui keretrendszeremet hasznéltuk. Az ag(Myz)-re kapott érték
egyezést mutatott az akkoriban elérhet$ 2017-es, ag(Myz)ppaooir = 0.1181 £
0.0011 vilagatlaggal. Az altalunk a csatolasra kapott érték

as(Mz) = 0.11750 £ 0.00287,

amely jelenleg a legpontosabb meghatarozas az elektron-pozitron tutkozésben

mérhet6 eseményalakokon alapuld, Monte-Carlo hadronizaciés modellezést al-

kalmazé mérések kozott. Az eredmény jelentGségét hangsulyozza, hogy a kovet-

kez6 pontban targyalt eredménnyel egytitt bekeriilt a legutébbi avs(Mz) ppaoote =
0.1179 £ 0.0010 [1,2] vilagatlagba. Eredményeimet bemutattam a Loops and

Legs in Quantum Field Theory 2018 konferencian [8].

. Az ag(Mz) EEC-n alapuld, mérési adatokbdl torténd kinyerésére fejlesztett C++
keretrendszert felhasznélva elvégeztiink egy hasonld, jet ratakra épiil6 vizsgalatot
[P3]. Az erds csatolds értékének meghatarozasa elektron-pozitron iitkozésben
mért két és harom jet ratan alapult. A két jet ratat N*LO+NNLL pontossaggal,
mig a harom jet ratat NNLO+NNLL pontossaggal szamoltuk ki. A csatolasra
kapott

ag(Mz) =0.11881 + 0.00131

érték szintén osszhangban all mind a 2017-es, mind az 4j vilagatlaggal. Tovabba
az analizisiink az er0s csatolas eddigi legpontosabb, jet ratakon alapulé meg-
hatarozasa. Ez a munka és az EEC-re épiilo eredmény részét képezte az aktualis
as(Mz)ppaaote = 0.1179 £ 0.0010 vildgatlag meghatarozasanak.

. A tovabbiakban a CoLLoRFulNNLO levonasi séma fejlesztésével foglalkoztam,
aminek a célja a séma alkalmazhatdsaganak kiterjesztése hadronos kezdeti alla-
pott folyamatokra. Kovetkezetes paraméterezést hasznalva, felépitettiik a had-
ronos kezdeti allapoti folyamatok duplan valds jarulékanak regularizacidjahoz
sziikséges Osszes levonasi tagot, majd szamos ellenérzést hajtottunk végre, hogy
igazoljuk a hatdskeresztmetszet duplén valds jarulékanak végességét [P4]. A le-
vonasi tagok analitikus integralasa egy folyamatban 1évé munka, amely lehet6vé
fogja tenni az LHC-nal mérheté mennyiségek pontos elérejelzését.
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