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1. Eredmények

A dolgozatban rendszertelen adatokra torténé feliiletillesztéssel foglalkoztunk. A
Kohonen-hélézat alkalmas arra, hogy rendszertelen adatok esetén, rendezett ada-
tokat, pontsorozatot illetve négyszog topoldgidji pontracsot allitsunk vele el6. Ez-
utdn a Bézier- vagy NURBS-feliilethez hasonlé standard eljardsokat tudunk al-
kalmazni feliilet interpolacié vagy approximécié céljgbol. Célunk az volt, hogy
javitsunk a Kohonen-halé alkalmazdsdnak mdédszerén illetve kiterjessziik alkalmaz-
hatoésagat vonal- és kifejthetd feliiletekre.

1.1. A dinamikus Kohonen-halé alkalmaziasa ponthalmazra
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illesztett szabad formaju feliiletek el6allitasara.

A Kohonen-féle neurdlis hélézat kivdléan alkalmazhaté szabad forméju feliiletek
approximéciéjdban. Az eredeti algoritmus megtaldlhaté a [43]-ben, ezért itt csak
a valtoztatdsokat kozoljiik.

1.1.1. A dinamikus Kohonen-hdlé

Az eredeti Kohonen-hal6 a neuronok két rétegébdl dll. Az input réteg harom ne-
uronbdl &ll, ezen neuronok kapjdk inputként a térbeli pontok koordindtdit. Az
output réteg neuronjainak a szdama m fiigg az input pontok n szdamatol, altalaban
m = 4n. Nagyon nagy szamu input pont esetén alkalmas m-et kell vdlasztani. A
két réteg neuronjai teljes dsszekottetésben vannak egymadssal, tehdt minden input
neuron minden output neuronnal, és a kapcsolatokhoz silyokat rendeliink. Ezeket
a stlyokat tekinthetjiik az elére definidlt topoldgidji négyszog kontrollhald csics-
pontjainak a térbeli koordindtdiként. Szemléletesen is lathatd, hogy m értékének
megvélasztdsa kritikus pontja az algoritmusnak.

Az alapotlet az, hogy az output neuronok szdma, ennél fogva a silyok szama,
azaz a kontrollhdlé csicspontjainak szdma noévekedjen dinamikusan a tanuldsi fo-
lyamat sordn. Minden iterdciéban kivdlasztunk egy aktiv neuront, amely a legkoze-
lebb van az input ponthoz. Ezt a csicspontot és a szomszédjait mozgatjuk az input
pont felé. Feltételezziik, hogy a kivdlasztott neuront vagy a neuron kornyezetében

1o

1évé neuronokat igen siir{in aktivdljuk. Ez geometriailag azt jelenti, hogy ha a halé
ezen része nem elég siirli, vagyis nagyon sok input pont taldlhaté ezen neuron vagy
a neuron kornyezetében 1év6 neuronok kozelében, akkor megoldasként extra neuro-
nok beszirasaval prébédlkozunk a leggyakrabban valasztott neuron mellett. Mivel
egy neuron beszirdsa deformdlns a kontrollhdlé szerkezetét, ezért vagy neuronok
egy sordt, vagy egy oszlopat szirjuk be. Az aktiv neuron azon oldaldra szurjuk be
az 1j neuronokat, amely oldalon a szomszéd neuronok legkevésbé aktivak. Ezzel

a modszerrel a kontrollhdlé dinamikusan fog néni, és a tanuldsi algoritmus végére



megfelel méretli lesz.

1.1.2. Uj neuronok beszirasa

A kovetkez6kben bemutatjuk a beszurds algoritmusdnak formaélis megaddsat. Le-
gyen az output neuronok szdma k x [ (az eljards elején k = 2,1 = 2). Rendel-
junk A, (¢ = 1,...,k;5 = 1,...,1) aktivitdsi véltozét minden output neuronhoz.
Az (ig, jo) aktivitési valtozé értékét noveljitk 1-gyel, amikor (ig, jo) output neuron
aktiv. Ezenkiviil meg kell adni a A;; aktivdlasi vdltozé A felsé korldtjat is. Ha
valamelyik aktivdldsi valtozo értéke egyenld A-val (azaz ez a neuron A-szor volt
kivdlasztva), akkor egy sort, vagy egy oszlopot szirunk be a kivdlasztott neuron
mellé.

A korabbi tanuldsi lépések utdn (lasd [43]), a kovetkezd lépéseket kell végre-
hajtani:

1. Minden aktivitdsi véltozot osszehasonlitunk a hatdrértékkel. Ha barmilyen
17 indexpér esetén igaz, hogy

akkor

2. Vilasszuk ki a neuron legkevésbé aktiv szomszédjit, azaz hatdrozzuk meg a
min (Aj—1,Aij—1,Ai+15,Aij41) -

szamot. (Ha a neuron a rdcshalé hatdrdn helyezkedik el, akkor eléfordulhat,
hogy a zardjelen beliil valamelyik érték nem létezik.)

3. Tegyiik fel, hogy a megtaldlt neuron az (i, j — 1) neuron. Ekkor egy oszlopot
szirunk be a (j — 1) és a j oszlopok kozé. A keletkezd 1j oszlop minden egyes
neuronjihoz tartozé silyok értéke egyenld lesz a két szomszédos neuronhoz
tartozé silyok atlagaval. A silyok atlagoldsat az indokolja, hogy a kapott 1j
neuronok a szomszédos neuronok szakaszfelezOpontjaiban vannak. A k és [
értéke megfelelden novekszik, jelen esetben [ =1+ 1.

4. Az osszes aktivaldsi valtozot alaphelyzetbe &llitjuk vissza

Tovébbi elénye a beszirasnak, hogy k és [ értéke, azaz a kontrollhdlé alakja
automatikusan védltozik a tanuldsi folyamat sordan. Az eredeti médszer (ldsd [43])
megalldsi feltételét is megvaltoztathatjuk. Ha az input pontok szdma viszonylag
kicsi, akkor az eredeti algoritmusban akkor mondjuk, hogy a neurdlis halé ta-
nult, vagy kiképzett, ha minden input pont illeszkedik a kontrollhdléra. Ebben



az esetben olyan interpolaciés mdédszert és feliiletet taldlhatunk, amelyre az 6sszes
input pont illeszkedik. Ha az input pontok szdma szdzas nagysdgrendii, vagy az
adatok bizonyos eloszldssal vannak megadva, amelyek pontfelhds (scattered data)
problémaknal fordulnak eld, akkor a neurdlis halét kiképzettnek mondjuk, ha a
kontrollhdlé valtozdsa egy elére megadott értéknél kisebb. Az utébbi esetben a
dinamikus Kohonen-hal6 tanuldsi folyamata akkor is befejez6dhet, ha az output
neuronok szama elér egy elére meghatdrozott értéket, s6t ez az érték az input
pontok szamandl kisebb is lehet.

1.1.3. Az 4j algoritmus hatékonysdga

Az 1j algoritmusnak két elénye van. Az elsd az, hogy lényegesen cstkken a tanuldsi
iterdciok szdma, azaz, hogy hanyszor adjuk meg az input pontok koordinétdit. Igaz,
igényel, igy a dinamikus véaltozat gyorsabb, mint az eredeti. A ma&sodik elény az,
hogy a tanulds utdn megkapott kontrollhalé csicspontjainak szama jéval kevesebb
lesz, és ez dltaldban simédbb feliiletet eredményez. Az aldbbi tdbldzat az iterdcick
szaménak vdltozdsdt mutatja (ezerszer ismételt futtatds utdni atlagértékek). Még
egyszer meg kell jegyezniink, hogy a Kohonen-h&lé egy kontrollhélét allit elé pont-
felh6bdl, azaz bizonyos rendezést hajtunk végre a pontfelhd pontjain. Tehdt az
eljards szempontjabdl teljesen irrelevans, hogy késébb milyen standard feliilet app-
roximécids vagy interpoldciés médszert alkalmazunk, amely a kontrollhédlé alapjén
elééllitja a szabad formdju feliiletet.

1.2. B-spline vonalfeliiletek konstruidldsa Kohonen-hdl6 se-
gitségével

Béarmilyen tipusu spline feliilet szokdsos megaddsa négyszogalapi kontrollhdléval
torténik, amely a vonalfeliiletek esetében (2, n) tipusi. Az ismert médszerek legfon-
tosabb feladata éppen e kontrollh&lé létrehozédsa. Az dltalunk hasznélt médszerben
Kohonen-féle neuralis hél6t haszndlunk az input adatok el6feldolgozasa sordan, hogy
el6allitsuk ezen kontrollh&lét.

A mi esetiinkben az eredeti input adatstruktira adott egyenesek halmazat tar-
talmazza, amelyet alkotéknak (rulings) neveziink. Elényds szémunkra ezen egye-
nesek és a neurdlis hdlé megaddsa homogén koordindtakkal, amely egy jol ismert
eljards a projektiv geometridban.

1.2.1. Vonalfeliilet konstrudldsa elére megadott egyenesekbdl

Tekintsiik a kovetkez6 problémét. Legyen adott egyenesek tetszéleges halmaza, és
keressiik meg egy vonalfeliiletet, amely illeszkedik ezen egyenesekre, azaz a mega-
dott egyenesek a vonalfeliilet alkotéi lesznek.



Pontosabban, interpolélni szeretnénk a megadott egyeneseket valamilyen CAD,
Bézier, B-spline, vagy NURBS feliilettel. A dolgozatban B-spline feliiletet hasz-
nélunk, megemlitve, hogy minden feliilet kontrollpontok illetve kontrollhdlé dltal
definidlt, amely altaldban négyszoghdlo, és igény szerint interpolalhatjuk vagy app-
roximdlhatjuk ezen pontokat.

1. Tétel. Ha egy B-spline feliilet kontrollhdldjanak pontjai az egyik iranyban egy
egyenesre illeszkednek, azaz a hdlé (2,n) tipusd, akkor a konstrukcié sordn keletke-
zett B-spline feliilet, vonalfeliilet lesz.

A fenti tétel alapjan létre kell hoznunk egy olyan (2,n) tipusi négyszogha-
16t, amelynek cstcspontjai egyenesekre illeszkednek kiinduldsként elére megadott
egyenesek irdnydban. Ha a kontrollpontokat interpolédljuk, akkor ezek az egyenesek
lesznek az alkot6i a késdbbi feliiletnek, és ez a feliilet, vonalfeliilet lesz. Min-
demellett a Kohonen héléra épitett mdédszert moédositanunk kell, mert az input
struktura pontok helyett most egyeneseket tartalmaz, és a racsszerkezetnek a fen-
tebb emlitett tulajdonsaggal kell rendelkeznie. Megolddsként fel kell hasznalnunk
a Pliicker-koordinédtakat.

Tekintsiik a P3 haromdimenziés projektiv teret. Itt minden pontnak négy ho-
mogén koordindtdja van (a1, zs,x3,x4), amelyb8l meghatdrozhatéak a Descartes-
koordindtak, feltéve, hogy nem végtelen tavoli pontrél van sz6. Azaz, ha x4 # 0,
akkor (z,y, z) koordindtdk esetén x = x1 /x4,y = x2/x4, 2 = x3/24. Tekintsiik azt
az | € P3 egyenest, amely illeszkedik (21, T2, 23, 24) és (Y1, Y2, Y3, ya) koordindtdkkal
megadott pontokra. Ezen [ egyenes hat Pliicker-koordindtdja a kovetkezOképpen
adaédik:

(Lo le) o= (lan, laz, las, lo3, I3, L), Ly = @3y — x5y (1)

Ezen koordindtak fiiggetlek az egyenesre illeszkedd két pont kivdlasztasatol, és ki-
elégitik a Pliicker-féle azonossagot:

l1ly + Isl5 + 13lg = 0. (2)

Ilymédon egy kolesonosen egyértelmit megfeleltetést hoztunk létre a valds szamok
hatosa és a P? egyenesei kozott, amely egy mésik kolcsonosen egyértelmti megfelel-
tetést eredményez a P? egyenesei és az P° stdimenziés projektiv tér pontjai kozott.
Az utobbi leképezés segitségével tudjuk bedgyazni az adott egyeneseket a késébbi
feliilet kontrollhdléjsgba. Ezzel a médszerrel a Kohonen-halét a P° tér pontjaival
tanitjuk, azaz az input réteg hat neuront fog tartalmazni, mialatt az output ré-
teg P°-ben poligon lesz. Amikor a tanuldsi folyamat befejezédott, az eredményiil
kapott poligon dthalad a megadott P°-beli pontokon. Visszatranszformalva P3-ba
megkapjuk az adott egyeneseket és a négyszoghdlot, amely tartalmazza a kiindu-
lasként megadott egyeneseket.



1.2.2. Az algoritmus bemutatdsa

Legyen adott az [*,i = (1,...,n) egyenesek halmaza. Hatdrozzuk meg ezen egye-
nesek Pliicker- koordindtait:

') i=1,...,n j=1,...,6.

Legyen adott egy n = 6 input neuronbdl és m(= 4n) output neuronbdl 4ll6
Kohonen-héls. Jelolje w;; a j-dik output neuron és az i-dik input neuron Ossze-
kottetéséhez rendelt sulyt. Azokat a (w;,;), (j =1,...,6) silyokat, amelyek az
output neuronokhoz tartozé Gsszekottetéshez vannak rendelve, tekinthetjik a P°
projektiv tér egy V; output pontjadhoz tartozé koordindtdinak

Elkezdve a Kohonen-halé tanitdsét el6szor inicializdljuk a w;; silyokat kis
véletlen értékekkel. A t = 1 kezddértéket rendeliink a tanuldsi id6hoz, mig a
véletlenszertien kivalasztott (lj.o) ,(j=1,...,6) input pont koordindtai adottak.
Meghatdrozzuk minden output pont d,, euklideszi tdvolsdgat az input ponttdl,

6 3
A = (Z (1% — wps) 2) :
s=1
Viélasszuk ki azt az aktiv neuront, amely legktzelebb van az input neuronhoz,
majd véltoztassuk meg a neuron és kdrnyezetében 1évé neuronokhoz tartozé silyait,
a kovetkez6 osszefiiggés szerint:

wig (t+1) = wij (£) +n () (I —wi (),

ahol az n(t) fliggvény egy idében cstkkend tanuldsi hanyados.

Miutan megviltoztattuk a silyokat, a tanuldsi folyamat végéig 1ij véletlen mo-
don kivélasztott inputtal dolgozunk tovdbb. Akkor tekintjiik befejezettnek a tanu-
lasi folyamatot, ha minden input egyenes a kontrollhdlén taldlhaté. Ha az input
halmaz egyenesek szdzait tartalmazza, akkor nagyon megnévekedhet a futdsi ido,
ezért hasznos ledlldsi feltételnek tekinthetjiik azt is, ha a silyok viltozasa egy elére
meghatérozott kiiszobérték ala esik.

Amikor a tanuldsi folyamat befejez6dott, akkor az eredmény egy poligon P°-
ben, amelynek csticspontjai

Vi(wi), (i=1,...m), (j=1,..,6).

Ezen csticspontokat visszatranszformalva P3-ba a (w;;) Pliicker-koordindtakkal meg-
adott v; projektiv egyeneseket kapjuk. A Pliicker-koordinatdk definiciéja alapjan
kiszéamithatjuk ezen egyenesek pontjait. Az ilyen médon kiszdmolt egyenesek hal-
mazit az eredetileg megadott input egyenesekbél nyertiik.

A tanulési periédus alatt mindig kiszamithatjuk a teljes racshdlét minden egyes
t idépontban, felhasznalva a v; egyenesek pontjait, mint csicspontok, amelyeket



Osszekotiink a masik irdnyban is. Tehdt a tanuldsi folyamat utédn az alkoték mel-
lett az alkotdkat tartalmazoé négyszoghdlst is megkapjuk. Ezen hélé csicspontjai
input kontrollpontként szolgalhatnak barmilyen standard szabad forméju feliiletet
el6allité algoritmus szdmédra. Ennélfogva, interpoldlni vagy approximélni tudjuk
ezeket a pontokat és alkotdkat.

1.2.3. Megjegyzések

Nyilvédnvaléan végtelen sok vonalfeliilet illeszkedhet megadott térbeli egyenesek hal-
mazdra. Az is valészinii, hogy a szakirodalomban szerepld eltérd médszerek kiilon-
boz6 feliileteket eredményeznek. Osszevetve az altalunk kifejlesztett médszert mas
algoritmusokkal a kovetkez6 elénysket tudjuk megfogalmazni. Figyelembe véve a
Kohonen-hél6 ontanulé tulajdonsdgét, a hdlé igyekszik az adatok nyujtotta lehe-
toségen beliil legkisebb feliileti energidval rendelkez6 alakot felvenni, azaz megpro-
bélja minél sziikebben approximélni az adatokat a legkisebb felszini alak felé tartva.
Ezen tulajdonsdgot szokds minimal energy propety (ldsd [54]) néven emliteni. Ezért
a végeredményként kapott rdcshédlérdl, kontrollhalérdl gy beszéliink mint a ”leg-
simdbb” hélézatrél. A halé tartalmazza az Osszes elére megadott alkotét, ezzel
szemben m&s maédszerek nem garantaljik ezen tulajdonsagot. A fent ismertetett
moédszer alkalmazhaté kifejthet6 feliiletek esetén is, amelyet a kovetkezd fejezetben
ismertetiink.

1.3. Kifejthet6 feliiletek konstrudldsa Kohonen-hilé segitsé-
gével

A vonalfeliiletek és specidlis részhalmazuk, a kifejthet® feliiletek, jol ismert terti-
letek a klasszikus geometridban. Errél a teriiletrél szdmos komputergeometriai és
CAD-CAM alkalmazést ismeriink. Az utébbi teriileten szokdsos eljards feliiletek
megaddsdra a kiilonbozé tipusi spline feliiletek, mint példdul a Bézier, B-spline
vagy a NURBS feliilet alkalmazédsa. Ebbol kovetkezik, hogy igen hasznos a vonal
és kifejthetd feliilletek megaddsa, illetve konstrudlasa spline feliiletek segitségével.

A vonalfeliiletek egyparaméteres egyenessereggel, alkotékkal burkolt feliiletet
jelentenek. Ezen alkoték rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy az alkot6 min-
den pontjdban a feliilet érint6sikjara illeszkednek. Ez a tulajdonsdg fontos a vo-
nalfeliiletek egy specidlis részhalmaza, a kifejthet® feliiletek esetében. A kifejthet&
feliiletek definicidja a kovetkezo:

1. Definicié. Egy feliiletet B> -ban kifejthetd feliiletnek neveziink, ha a feliilet
izometrikusan leképezhetd a sikra.

2. Tétel. A vonalfelilet akkor és csak akkor kifejthetd, ha a felilet barmely érin-
tésikja a feliletet eqy teljes alkoté mentén érinti.



Ez azt jelenti, hogy ha egy vonalfeliilet érintéfeliiletét vessziik figyelembe, ak-
kor a kifejthetd feliilet nem mé&s, mint egyparaméteres siksereg burkoldja (enve-
lope). Emellett dltaldban véve a vonalfeliileteket az érintésikok seregének van egy
mdsodik paramétere is az alkotok mentén.

A dolgozat szempontjdbél a haromdimenziés P? projektiv térben alkalmazzuk
a dualités elvét.

A dualités elve alkalmazhaté a kifejthet NURBS feliiletetek esetében is, ameny-
nyiben a kovetkez6 definicié szerint, térbeli NURBS gorbék dudlisainak tekintjiik
Oket.

2. Definicié. A NURBS girbe megadhaté a kovetkezd homogén alakban
s(t) =Y N (O)ps,
i=0

ahol az NE(t) k-adrendii normalizdlt B-spline alapfiigguény. A csomdvektor tq =
b = o =ty <t < oo <ty <ty = oo = tpsks,a Pi(Wi, Wi, WiYs, wi2;) a gorbe
kontrollpontjai.

Ezen gorbe dudl formdja

U; (w;, wixs, wiys, w;z;) a pi-hez dudlis stkokat jeloli.

Ezen duél alak egyparaméteres siksereg burkoléjaként értelmezhetd, igy ez lesz
a kifejhet6 NURBS feliilet.

A definicié azt eredményezi, hogy ha adott egy siksereg, akkor a dudlis térben
végrehajtott ponthalmaz gorbe approximécidjdval taldlhatunk kifejtheté NURBS
feliiletet, mint ezen siksereg burkolgjat A dudlis térben a sikokat pontokkal helyet-
tesitjiik, mindemellett az dltalunk alkalmazni kivdnt technikdhoz sziikségiink van
sikokon értelmezhet® tdavolsiag fogalomra is. FErre azért van sziikségiink, mert a
neurdlis hélézat tanuldsi folyamatdnak egy el6feldolgozé 1épése a megadott és az
dltala el6allitott output adatok kozotti eltérés, tdvolsdg mérése.

1.3.1. Tavolsagfiiggvény a sikok terében

Hivatkozunk Pottmann és tdrsainak mostandban megjelent munkdira (ldsd [71]).
A sikok Euklidészi tdvolsaganak meghatédrozasa két sik szogén alapszik, amely szé-
munkra nem megfeleld, mert nekiink csak a vizsgalt tartomdny felett kell megha-
tdaroznunk két sik tdvolsdgdt, kiillonbségét, amely tetszblegesen nagy lehet, annak
ellenére, hogy a két sik szoge valéjaban tetszblegesen kicsi.



3. Definici6é. Ha U; (ugp,1,u1,1,u2,1) €5 Ug (ug2,u1 2, uz,2) két stk A*-ban, akkor
a tavolsdguk D tartomdny folott a kovetkezd

du(Ula U,) = H(U0,1 — UO,Q) + (U1,1 — U1,2)-'E + (U2,1 — U2,2)y||Lz(#) )

azaz, L*(p) azon linedris fiigguények tdvolsdga, amelyek grifja Uy-ban és Us-ban
van, ahol p pozitiv mérték R2-ben. (A linedris figgvények létezését mindig feltéte-
lezziik L*(p)-ben,).

A p mérték tobbféle médon is definidlhaté (lasd [71]). Szémunkra megfeleld
forma, amikor p egyenld az (x;, y;).-pontokban t6moriil szamos pont Ssszegével

du(Ur, U2)2 = Z((Uo,l —up,2) + (u1,1 — u12)z; + (u2,1 — U2,2)yz‘)2- (3)

1.3.2. Approximicié Kohonen-hiléval

Megadjuk a Kohonen-hdl6 alkalmazdasdanak azon mddositdsait, amely alkalmassd
teszi sikok halmazdat burkoldjdval, azaz kifejtheté NURBS feliilettel torténé appro-
ximéciéjéra. Ebben az esetben, tekintsiik az input adatokat az U;(ug;, w14, us2,;)
sikok koordindtdinak. Azonban a leglényegesebb kiilonbség abban a lépésben lesz,
ahol az eredetileg a d;(p;,,q;) tdvolsdgot hasznaljuk. Az dltaldnos algoritmusban
és alkalmazdsaiban ez a tdvolsig a szokdsos Euklideszi tdvolsdg (lasd [43]), de a
jelenlegi szitudciéban, mivel a dudlis P* térben vagyunk, a specidlis d,, tdvolsdgot
kell hasznédlnunk, amelyet (3)-ban definidltunk. Ezekkel a valtoztatdsokkal az algo-
ritmus automatikusan produkalni fogja a duadl NURBS gorbe ,kontrollpoligonjat”,
amelyet 4t tudunk alakitani normal tenzorszorzattal megadott feliiletté. Tehat
a sikok kezdeti halmazat (seregét) standard kifejtheté NURBS feliilettel tudtuk
modellezni.

Meg kell emliteniink, hogy a & elénye a mddszernek az, hogy az eléallitott fe-
lillet az adott lehetéségen beliil legkisebb feliileti energidval rendelkezé alakot fogja
felvenni, azaz megprobalja minél szitkebben approximélni az adatokat a legkisebb
felszini alak felé tartva, amely a legtobb esetben foloslegessé teszi egyéb javito tech-
nikdk alkalmazédsédt. Tovabbi eldnye a médszernek az, hogy egyardnt alkalmazhaté
meglehetdsen kevés input adat és eloszldssal megadott nagyszami elvileg végtelen
sok input adat esetében is.
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2. Results

The purpose of this dissertation is to improve and extend the method of modeling
scattered data by free-form surfaces. In that method an artificial neural network,
the Kohonen-network was used for order the data and form a quadrilateral control
grid from the scattered points, hence the standard free-form methods, like Bézier-
surface or NURBS, could be applied to approximate or interpolate the data. The
next part of the dissertation contains a further application of the previous method
for ruled and developable surfaces.

2.1. Improved free-form modelling of scattered data by dy-
namic neural networks

Since the original method has been described in [43], now we discuss only the
development of the network, the modification of the algorithm and the results
which prove the increase of the effectiveness of the algorithm.

2.1.1. The Dynamic Kohonen Network

The original Kohonen network consists of two layers of neurons. The input layer
has three neurons, since the network will be trained by the coordinates of the 3D
input points, while in the output layer the number m of neurons depends on the
number n of input points, generally m = 4n, or an appropriate number, if n is
large. The two layers are totally interconnected, and a weight is associated to
every connection. These weights can be considered as the spatial coordinates of
vertices of a grid, the predefined topology of which is quadrilateral. During the
training process the weights will be changing, hence this grid will move slowly in
the three dimensional space toward the input points, meanwhile the topology of
the grid will remain the same.

As we can see, the number of output neurons is a crucial point of the network
and the choice of m has some uncertainty. To avoid this problem, the dynamic
version of the Kohonen network is applied, in which the number of the output
neurons, and hence the number of the vertices of the grid is growing dynamically
during the training session.

The basic idea of the dynamic change of the net is the following: in every
iteration of the training an active neuron is chosen, which is the closest vertex of
the grid to the input point. This vertex and its neighbors is moved toward the input
point. Suppose, that a certain neuron, or the neurons of a neighborhood is active
very frequently. This means that geometrically this part of the grid is not dense
enough, there are several input points around this neuron or this neighborhood.
So extra neurons will be inserted next to the most frequently chosen neuron.
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Since the insertion of one neuron would deform the topology of the grid, we will
insert a row or a column of neurons instead. This row or column will be inserted
to that side of the neuron, on which the neighbor neuron is the least active. This
way the grid will grow dynamically, and will reach the most appropriate size to the
end of the training.

2.1.2. Insertion of new neurons

Now we give the formal description of this insertion algorithm. Let the number of
output neurons kxl, (k = 2,1 = 2 at the beginning of the procedure). A resource
variable Ai;, (1 = 1,...,k;j = 1,...,1) is associated to every output neuron. The
(i0jo)™" resource variable will be increased by 1 when the (igjo)™ output neuron
will be active. Moreover, a constant A is defined as an upper limit of the A;;. If
one of the variables will be equal to this limit (i.e. this neuron has been chosen
Lambda times), a row or a column will be inserted next to the associated neuron.
After the former training steps the following steps must be executed:

e STEP 1. Compare the resource variables with the limit. If there is an index
17, for which
Aij = A,

then

e STEP 2. Choose the least frequent neighbor of this neuron, that is find
min(Ni—1,5, Nij—1, Nit1,55 Aijr1)
(some of them may not exist, if the neuron is on the border of the grid)

th
)™ neuron.

e STEP 3. Suppose, that the neighbor we found is the (i,7 —1
Then a column will be inserted between the (j — l)th and the j** columns.
The weights of the neurons of this new column, as the coordinates of the
new vertices of the grid, will be chosen as the average of the weights of their
two neighbors, hence geometrically these new vertices will be the midpoints
of the sections of their neighbors. k or [ has to increase accordingly, in this
example [ =1+ 1.

e STEP 4. Reset all the resource variables: \j; =0, (i =1,....k;j = 1,...,1).

A further advantage of this insertion, that the ratio of k and [, i.e. the shape
of the grid is changing automatically and will be the most advantageous after the
training procedure.

The original method can also be modified in terms of stopping criteria. If
the number of input points is relatively small, then the original network is said to
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be trained if all the input points are on the grid. If we have hundreds of input
points, or data given by a distribution, as in some of the scattered data problems,
then the network is said to be trained if the changes of the grid is under a certain
predefined limit. In this latter case the dynamic network would be also stopped
by exceeding of a predefined limit for the number of neurons (hence the number of
output neurons can even be smaller than the number of input points).

2.1.3. Efficiency of the new algorithm

The new algorithm improves the method in two ways. First of all, the training
iterations, that is the number of presenting input values decreases dramatically.
Since the insertion needs only very limited computing time, finally the new algo-
rithm is much faster, than the original one. The table below shows the changes of
the number of sufficient iterations (average after several runs). On the other hand,
the number of vertices of the final grid is also decreases, which yields a smoother
surface.

After the training session a grid will be obtained produced by the Kohonen
net. This grid can be considered as the control mesh of the future surface. Either
interpolation or approximation can be executed by the standard NURBS surface
or Bézier-surface method and at this time of the procedure it is irrelevant, that the
starting points were scattered so we can consider them as regular, ordered vertices
of a control mesh. We have to notice, this algorithm is modified and by using the
dynamic version of the Kohonen algorithm, which allows to change the number
and structure of the output neurons during the training session. This possibility
yields less computing time and output neurons, while the shape of the grid also fits
better to the input points. These advantages help to model the scattered points
with a better free-form surface.

2.2. Construction ruled B-spline surfaces by Kohonen neural
network

Ruled surfaces and their special subclass, developable surfaces are well-known in
classical geometry, but also have extended applications in computer geometry and
graphics as well as in computer aided manufacture. In these latter fields, however,
the standard way of descripting surfaces is the different types of spline-surfaces, like
Bezier, B-spline or NURB surface. The standard definition of any type of spline
surfaces uses a quadrilateral control grid as input data. The main purpose of most
of the known methods is to construct this control grid. In our method the Kohonen
neural network has been applied in a preprocessing step to produce a control grid
from the original input data. In our paper original input data structure consists
of a set of given lines, called rulings. In this case the description of these lines
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and the neural network by homogeneous coordinates will be advantageous, which
is a well-known technique in projective geometry. The Pliicker coordinates of the
projective lines will be also applied.

2.2.1. Construction ruled surfaces with given rulings

Consider the following problem: an arbitrary set of lines are given, find a ruled
surface passing these lines, that is a surface for which the given lines are rulings.
More precisely, we would like to interpolate these given lines with one of the
standard spline surfaces of CAD, a Bézier, a B-spline or a NURB surface. In this
paper the B-spline surface will be used, but all of these surfaces are defined by a
control grid of points, called control points. This grid regularly has a quadrilateral
topology, and one can chose to approximate or to interpolate these points.

1. Theorem. If the points of the control grid of a B-spline surface form straight
lines in one direction and the type of the grid is (2,n), then the result surface is
ruled surface.

Thus we need to form a quadrilateral grid in which the vertices form straight
lines in the direction of the given lines. These lines will be the rulings of the future
surface, if it will interpolate the control points, and the theorem mentioned above
yields it will be a ruled surface. To find this grid the Kohonen neural network will
be applied. This tool will produce the desired grid from the given lines, and then
this grid will be the input control grid of the standard interpolation method of the
B-spline surface.

Here we have to introduce a very effective tool for handling spatial lines: the
Pliicker-coordinates. Let us briefly overview this classical part of geometry.

Consider the three dimensional projective space P3. Here every point has four
homogeneous coordinates (1, z2, T3, €4), which correlate the Cartesian coordinates
(x,y,2) as * = z1/x4,y = x2/T4,2 = x3/x4 if the point is not at infinity. Now
consider a line | of P? passing two points (1, 22,3, 74) and (y1,y2,y3,y4). The
six Pliicker coordinates of this line will be

(L oosle) o= (lan, laz, las, lo3, I3, L), Ly = @3y — x5y

These coordinates do not depend on the choice of the two points on the line [ and
fulfill the Pliicker identity:

l1lg + lols + I3l = 0.

This 1-1 correspondence between the homogeneous 6-tupels of real numbers and
the lines of P3 yields another 1-1 correspondence between the lines of P? and the
points of the five dimensional projective space P°. With the help of this latter
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mapping we can embed the given rulings and the lines of the future grid of the
surface. This way the Kohonen network will be trained by points from P°, that
is the input layer will contain 6 neurons, while the output layer will be a polygon
in P>. When the neural network is trained, the result polygon passes through the
given points of P5. Transforming this situation back to P3 the given lines and a
quadrilateral grid will be received, which grid contains the given lines and consists
of straight lines at that direction.

2.2.2. The algorithm

Let a set of lines I*, (i = 1,...,n) be given. Compute the Pliicker coordinates of
these lines:
') i=1,..n j=1,..6

Consider a Kohonen neural network with 6 input neuron and m(= 4n) output
neuron. Denote the weights of the connection from the j** input neuron to the i‘"
output neuron by w;;. Thus the weights (wj,;), (j = 1,...6) of the connections to
an output neuron can be considered as the coordinates of an output point V; in
P5.

Now we train the Kohonen neural network. Initializing the weights w;; as
small random values around the average of the coordinates of the input points and
setting the training time ¢ = 1, the coordinates (l;»o), (j = 1,...6) of a randomly
chosen input point is presented. The Euclidean distance of all output points to this
input point is computed:

6
dn =3 (1 — wins)”
s=1

Finding the winning unit, that is the output point closest to the input one, the
weights of the connections to this point and to its neighbors are updated by

wij(t+ 1) = wi;(t) + n(t) (120 — wq;(t))

where t denotes the training time. After updating the weights a new randomly
selected input is presented until the network is trained. The network is said to
be trained, if all the input lines are on the grid. If the input structure consists of
hundreds of lines, then this requirement would yield long computing time, hence in
this case the network is trained if the changes of the weights fall under a predefined
limit.

When the training process finished, the result is a polygon in P° with the
vertices V;(w;j), (¢ = 1,...,m),(j = 1,...,6). Transforming these vertices back to
P3 the projective lines v; are received, with the Pliicker coordinates (w;;). Using
the definition of these coordinates backwards, the points of these lines can be

14



computed. Thus a set of lines is gained among which the all the original input
lines can be found.

During the training session one can compute the whole grid at every training
time t, using the points of the lines v; as vertices connected also in the other
direction. Hence after the training procedure beside the rulings a quadrilateral
grid containing these rulings is also received. The vertices of this grid can be
applied as input control points to any of the standard free-form surface algorithm.
Hence we can interpolate or approximate these points and the rulings.

2.2.3. Remarks

Obviously there are infinitely many ruled surface passing through a set of given
spatial rulings, and probably each of the methods would produce a different one.
Comparing our method with other algorithms the main advantage is the following;:
beside the self-organizing ability of the Kohonen network it also has a minimal
energy property, that is the network tries to minimize the strain energy during the
training session. Hence in a sense the result grid is the "smoothest" grid containing
all the given rulings, while other methods cannot guarantee this property.

2.3. Developable surface modelling by Kohonen network

Ruled surfaces and especially developable surfaces are well-known and widely used
in computer aided design and manufacture. Since these fields apply B-spline or
NURBS surfaces as de facto standard description methods, it is highly desired to
use these methods to construct ruled and developable surfaces from any type of
data.

The a ruled surface is covered by a one parameter set of lines, the rulings.
These lines has the following property: a ruling line lies in the tangent plane of
the surface at every point of the ruling. This property is important in terms of the
special ruled surfaces, called developable surfaces. The original definition of these
surfaces is the following.

1. Definition. A surface in B3 is called developable surface, if it can be isometri-
cally mapped (i.e., developed) onto a plane.

Considering the property of the ruled surfaces mentioned above and this latter
definition, one can easily see the following, well-known result.

2. Theorem. A ruled surface is developable, if and only if the tangent planes at
all points of an arbitrary ruling coincide.

If the tangent planes vary along the ruling (i.e., they are different), the surface
is called general (non developable) ruled surface. This means that considering
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the tangent planes of a surface, the developable surface can be described as an
envelope of a one parameter family of planes, while the set of tangent planes of a
ruled surface has a second parameter along the rulings.

The principle of duality can be applied to describe developable NURBS surfa-
ces as dual spatial NURBS curves, as we can see from the following definition.

2. Definition. A nonuniform rational B-spline, i.e., NURBS curve s(t) can be
written in the following homogeneous form

s(t) =Y Nf(t)pi
i=0

where Ni’C (t) are the normalized B-spline functions of order k over a knot vector ty =
= =t <tlpyr < .. <tp <tpy1 = ... = typit1, while pi(wi, wizs, wiy;, wiz;)
are the control points of the curve.

The dual form of this curve is

with planes U; (w;, w;z;, w;y;, w;z;).

This dual form can be interpreted as an envelope of a one parameter set of
planes, i.e., this is a developable NURBS surface.

The above mentioned definition yields, that if a set of planes are given one can
find the developable NURBS surface as an envelope of these planes with a curve
approximation technique of scattered points in the dual space. In this space, howe-
ver, first an appropriate measure has to be found, which can produce a distance-like
value for planes in an area of interest. This is necessary for us because in the prep-
rocessing step the neural network has to compare the given data with its own data
by their distance.

2.3.1. Distance function in the space of planes

The idea described in this section has been recently developed by Pottmann et al
([71]). Euclidean distance and invariants of planes, based on the angle of the two
planes are inappropriate for our purpose, because we have to measure the difference
between two planes only in an area of interest, and this difference can be arbitrarily
large meanwhile the angle between the planes is arbitrarily small.

3. Definition. If U (ug,1,u1,1,u2,1) and Us (ug 2, u1,2, u2,2) are two planes in A*,
then their distance over D is the following

du(U1, Us) = [[(uo,1 — uo,2) + (u1,1 — u12)z + (uz,1 — U2,2)y||Lz(#) )
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i.e., the L?(p)-distance of the linear functions whose graphs are Uyand Us, where
W is a positive measure in R2.(These linear functions are supposed to be always in

L*(u)).

The measure p can be defined in different ways (see also [8]). For our purpose
the simple form

du(Ula U2)2 = Z((Uo,l —up2) + (1,1 —ur2)x; + (u21 — u2,2)yz')2 )

g

has been chosen, i.e., the sum of some point masses at points (z;, y;).

2.3.2. The approximation by Kohonen-network

Now, we give the changes of the general algorithm (described in [43]) in case of
the approximation of a set of planes by their envelope, a developable NURBS
surface. Here, the input data will be the coordinates of the planes U, (ug i, u1 4, u2,;).
The main difference, however, appears in step 3. where originally the distance
d;(piy,q;) is used. In the general algorithm and applications it is the standard
Euclidean distance, but in our case, since we are in the dual space P*, the special
distance d,, is used which has been defined in the previous section. With this change
the neural network algorithm automatically produces the ”control polygon” of the
dual curve, which can be transformed to the normal tensor product surface. Hence,
the scattered set of input planes is modelled by a developable standard NURBS
surface.

We have to mention that one of the main advantages of this method is that the
neural network has a kind of minimal energy property, which yields a fairly smooth
control grid and surface without any additional smoothing and fairing techniques.
The other advantage is that, this method can handle rather few input data as well
as infinitely many data given by a distribution
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