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1. Eredmények

A dolgozatban rendszertelen adatokra történő felületillesztéssel foglalkoztunk. A
Kohonen-hálózat alkalmas arra, hogy rendszertelen adatok esetén, rendezett ada-
tokat, pontsorozatot illetve négyszög topológiájú pontrácsot állítsunk vele elő. Ez-
után a Bézier- vagy NURBS-felülethez hasonló standard eljárásokat tudunk al-
kalmazni felület interpoláció vagy approximáció céljából. Célunk az volt, hogy
javítsunk a Kohonen-háló alkalmazásának módszerén illetve kiterjesszük alkalmaz-
hatóságát vonal- és kifejthető felületekre.

1.1. A dinamikus Kohonen-háló alkalmazása ponthalmazra
illesztett szabad formájú felületek előállítására.

A Kohonen-féle neurális hálózat kiválóan alkalmazható szabad formájú felületek
approximációjában. Az eredeti algoritmus megtalálható a [43]-ben, ezért itt csak
a változtatásokat közöljük.

1.1.1. A dinamikus Kohonen-háló

Az eredeti Kohonen-háló a neuronok két rétegéből áll. Az input réteg három ne-
uronból áll, ezen neuronok kapják inputként a térbeli pontok koordinátáit. Az
output réteg neuronjainak a száma m függ az input pontok n számától, általában
m = 4n. Nagyon nagy számú input pont esetén alkalmas m-et kell választani. A
két réteg neuronjai teljes összeköttetésben vannak egymással, tehát minden input
neuron minden output neuronnal, és a kapcsolatokhoz súlyokat rendelünk. Ezeket
a súlyokat tekinthetjük az előre definiált topológiájú négyszög kontrollháló csúcs-
pontjainak a térbeli koordinátáiként. Szemléletesen is látható, hogy m értékének
megválasztása kritikus pontja az algoritmusnak.

Az alapötlet az, hogy az output neuronok száma, ennél fogva a súlyok száma,
azaz a kontrollháló csúcspontjainak száma növekedjen dinamikusan a tanulási fo-
lyamat során. Minden iterációban kiválasztunk egy aktív neuront, amely a legköze-
lebb van az input ponthoz. Ezt a csúcspontot és a szomszédjait mozgatjuk az input
pont felé. Feltételezzük, hogy a kiválasztott neuront vagy a neuron környezetében
lévő neuronokat igen sűrűn aktiváljuk. Ez geometriailag azt jelenti, hogy ha a háló
ezen része nem elég sűrű, vagyis nagyon sok input pont található ezen neuron vagy
a neuron környezetében lévő neuronok közelében, akkor megoldásként extra neuro-
nok beszúrásával próbálkozunk a leggyakrabban választott neuron mellett. Mivel
egy neuron beszúrása deformálná a kontrollháló szerkezetét, ezért vagy neuronok
egy sorát, vagy egy oszlopát szúrjuk be. Az aktív neuron azon oldalára szúrjuk be
az új neuronokat, amely oldalon a szomszéd neuronok legkevésbé aktívak. Ezzel
a módszerrel a kontrollháló dinamikusan fog nőni, és a tanulási algoritmus végére
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megfelelő méretű lesz.

1.1.2. Új neuronok beszúrása

A következőkben bemutatjuk a beszúrás algoritmusának formális megadását. Le-
gyen az output neuronok száma k × l (az eljárás elején k = 2, l = 2). Rendel-
jünk λij , (i = 1, ..., k; j = 1, ..., l) aktivitási változót minden output neuronhoz.
Az (i0, j0) aktivitási változó értékét növeljük 1-gyel, amikor (i0, j0) output neuron
aktív. Ezenkívül meg kell adni a λij aktiválási változó Λ felső korlátját is. Ha
valamelyik aktiválási változó értéke egyenlő Λ-val (azaz ez a neuron Λ-szor volt
kiválasztva), akkor egy sort, vagy egy oszlopot szúrunk be a kiválasztott neuron
mellé.

A korábbi tanulási lépések után (lásd [43]), a következő lépéseket kell végre-
hajtani:

1. Minden aktivitási változót összehasonlítunk a határértékkel. Ha bármilyen
ij indexpár esetén igaz, hogy

λij = Λ,

akkor

2. Válasszuk ki a neuron legkevésbé aktív szomszédját, azaz határozzuk meg a

min (λi−1j,λij−1,λi+1j,λij+1) .

számot. (Ha a neuron a rácsháló határán helyezkedik el, akkor előfordulhat,
hogy a zárójelen belül valamelyik érték nem létezik.)

3. Tegyük fel, hogy a megtalált neuron az (i, j − 1) neuron. Ekkor egy oszlopot
szúrunk be a (j − 1) és a j oszlopok közé. A keletkező új oszlop minden egyes
neuronjához tartozó súlyok értéke egyenlő lesz a két szomszédos neuronhoz
tartozó súlyok átlagával. A súlyok átlagolását az indokolja, hogy a kapott új
neuronok a szomszédos neuronok szakaszfelezőpontjaiban vannak. A k és l
értéke megfelelően növekszik, jelen esetben l = l + 1.

4. Az összes aktiválási változót alaphelyzetbe állítjuk vissza

λij = 0, (i = 1, ..., k; j = 1, ...l).

További előnye a beszúrásnak, hogy k és l értéke, azaz a kontrollháló alakja
automatikusan változik a tanulási folyamat során. Az eredeti módszer (lásd [43])
megállási feltételét is megváltoztathatjuk. Ha az input pontok száma viszonylag
kicsi, akkor az eredeti algoritmusban akkor mondjuk, hogy a neurális háló ta-
nult, vagy kiképzett, ha minden input pont illeszkedik a kontrollhálóra. Ebben
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az esetben olyan interpolációs módszert és felületet találhatunk, amelyre az összes
input pont illeszkedik. Ha az input pontok száma százas nagyságrendű, vagy az
adatok bizonyos eloszlással vannak megadva, amelyek pontfelhős (scattered data)
problémáknál fordulnak elő, akkor a neurális hálót kiképzettnek mondjuk, ha a
kontrollháló változása egy előre megadott értéknél kisebb. Az utóbbi esetben a
dinamikus Kohonen-háló tanulási folyamata akkor is befejeződhet, ha az output
neuronok száma elér egy előre meghatározott értéket, sőt ez az érték az input
pontok számánál kisebb is lehet.

1.1.3. Az új algoritmus hatékonysága

Az új algoritmusnak két előnye van. Az első az, hogy lényegesen csökken a tanulási
iterációk száma, azaz, hogy hányszor adjuk meg az input pontok koordinátáit. Igaz,
hogy az új neuronok beszúrása plusz feladat, de ez elhanyagolható számítási időt
igényel, így a dinamikus változat gyorsabb, mint az eredeti. A második előny az,
hogy a tanulás után megkapott kontrollháló csúcspontjainak száma jóval kevesebb
lesz, és ez általában simább felületet eredményez. Az alábbi táblázat az iterációk
számának változását mutatja (ezerszer ismételt futtatás utáni átlagértékek). Még
egyszer meg kell jegyeznünk, hogy a Kohonen-háló egy kontrollhálót állít elő pont-
felhőből, azaz bizonyos rendezést hajtunk végre a pontfelhő pontjain. Tehát az
eljárás szempontjából teljesen irreleváns, hogy később milyen standard felület app-
roximációs vagy interpolációs módszert alkalmazunk, amely a kontrollháló alapján
előállítja a szabad formájú felületet.

1.2. B-spline vonalfelületek konstruálása Kohonen-háló se-
gítségével

Bármilyen típusú spline felület szokásos megadása négyszögalapú kontrollhálóval
történik, amely a vonalfelületek esetében (2, n) típusú. Az ismert módszerek legfon-
tosabb feladata éppen e kontrollháló létrehozása. Az általunk használt módszerben
Kohonen-féle neurális hálót használunk az input adatok előfeldolgozása során, hogy
előállítsuk ezen kontrollhálót.

A mi esetünkben az eredeti input adatstruktúra adott egyenesek halmazát tar-
talmazza, amelyet alkotóknak (rulings) nevezünk. Előnyős számunkra ezen egye-
nesek és a neurális háló megadása homogén koordinátákkal, amely egy jól ismert
eljárás a projektív geometriában.

1.2.1. Vonalfelület konstruálása előre megadott egyenesekből

Tekintsük a következő problémát. Legyen adott egyenesek tetszőleges halmaza, és
keressük meg egy vonalfelületet, amely illeszkedik ezen egyenesekre, azaz a mega-
dott egyenesek a vonalfelület alkotói lesznek.
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Pontosabban, interpolálni szeretnénk a megadott egyeneseket valamilyen CAD,
Bézier, B-spline, vagy NURBS felülettel. A dolgozatban B-spline felületet hasz-
nálunk, megemlítve, hogy minden felület kontrollpontok illetve kontrollháló által
definiált, amely általában négyszögháló, és igény szerint interpolálhatjuk vagy app-
roximálhatjuk ezen pontokat.

1. Tétel. Ha egy B-spline felület kontrollhálójának pontjai az egyik irányban egy
egyenesre illeszkednek, azaz a háló (2, n) típusú, akkor a konstrukció során keletke-
zett B-spline felület, vonalfelület lesz.

A fenti tétel alapján létre kell hoznunk egy olyan (2, n) típusú négyszöghá-
lót, amelynek csúcspontjai egyenesekre illeszkednek kiindulásként előre megadott
egyenesek irányában. Ha a kontrollpontokat interpoláljuk, akkor ezek az egyenesek
lesznek az alkotói a későbbi felületnek, és ez a felület, vonalfelület lesz. Min-
demellett a Kohonen hálóra épített módszert módosítanunk kell, mert az input
struktúra pontok helyett most egyeneseket tartalmaz, és a rácsszerkezetnek a fen-
tebb említett tulajdonsággal kell rendelkeznie. Megoldásként fel kell használnunk
a Plücker-koordinátákat.

Tekintsük a P3 háromdimenziós projektív teret. Itt minden pontnak négy ho-
mogén koordinátája van (x1, x2, x3, x4), amelyből meghatározhatóak a Descartes-
koordináták, feltéve, hogy nem végtelen távoli pontról van szó. Azaz, ha x4 6= 0,
akkor (x, y, z) koordináták esetén x = x1/x4, y = x2/x4, z = x3/x4. Tekintsük azt
az l ∈ P3 egyenest, amely illeszkedik (x1, x2, x3, x4) és (y1, y2, y3, y4) koordinátákkal
megadott pontokra. Ezen l egyenes hat Plücker-koordinátája a következőképpen
adódik:

(l1, ..., l6) := (l41, l42, l43, l23, l31, l12), lij = xiyj − xjyi. (1)

Ezen koordináták függetlek az egyenesre illeszkedő két pont kiválasztásától, és ki-
elégítik a Plücker-féle azonosságot:

l1l4 + l2l5 + l3l6 = 0. (2)

Ilymódon egy kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést hoztunk létre a valós számok
hatosa és a P3 egyenesei között, amely egy másik kölcsönösen egyértelmű megfelel-
tetést eredményez a P3 egyenesei és az P5 ötdimenziós projektív tér pontjai között.
Az utóbbi leképezés segítségével tudjuk beágyazni az adott egyeneseket a későbbi
felület kontrollhálójába. Ezzel a módszerrel a Kohonen-hálót a P5 tér pontjaival
tanítjuk, azaz az input réteg hat neuront fog tartalmazni, mialatt az output ré-
teg P5-ben poligon lesz. Amikor a tanulási folyamat befejeződött, az eredményül
kapott poligon áthalad a megadott P5-beli pontokon. Visszatranszformálva P3-ba
megkapjuk az adott egyeneseket és a négyszöghálót, amely tartalmazza a kiindu-
lásként megadott egyeneseket.
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1.2.2. Az algoritmus bemutatása

Legyen adott az li, i = (1, . . . , n) egyenesek halmaza. Határozzuk meg ezen egye-
nesek Plücker- koordinátáit:

li
¡
lij
¢

i = 1, . . . , n j = 1, . . . , 6.

Legyen adott egy n = 6 input neuronból és m(= 4n) output neuronból álló
Kohonen-háló. Jelölje wij a j-dik output neuron és az i-dik input neuron össze-
köttetéséhez rendelt súlyt. Azokat a (wi0j) , (j = 1, . . . , 6) súlyokat, amelyek az
output neuronokhoz tartozó összeköttetéshez vannak rendelve, tekinthetjük a P5

projektív tér egy Vi output pontjához tartozó koordinátáinak
Elkezdve a Kohonen-háló tanítását először inicializáljuk a wij súlyokat kis

véletlen értékekkel. A t = 1 kezdőértéket rendelünk a tanulási időhöz, míg a
véletlenszerűen kiválasztott

¡
li0j
¢
, (j = 1, . . . , 6) input pont koordinátái adottak.

Meghatározzuk minden output pont dm euklideszi távolságát az input ponttól,

dm =

Ã
6X

s=1

¡
li0j − wms

¢
2

! 1
2

.

Válasszuk ki azt az aktív neuront, amely legközelebb van az input neuronhoz,
majd változtassuk meg a neuron és környezetében lévő neuronokhoz tartozó súlyait,
a következő összefüggés szerint:

wij (t+ 1) = wij (t) + η (t)
¡
li0j − wij (t)

¢
,

ahol az η(t) függvény egy időben csökkenő tanulási hányados.
Miután megváltoztattuk a súlyokat, a tanulási folyamat végéig új véletlen mó-

don kiválasztott inputtal dolgozunk tovább. Akkor tekintjük befejezettnek a tanu-
lási folyamatot, ha minden input egyenes a kontrollhálón található. Ha az input
halmaz egyenesek százait tartalmazza, akkor nagyon megnövekedhet a futási idő,
ezért hasznos leállási feltételnek tekinthetjük azt is, ha a súlyok változása egy előre
meghatározott küszöbérték alá esik.

Amikor a tanulási folyamat befejeződött, akkor az eredmény egy poligon P5-
ben, amelynek csúcspontjai

Vi(wij), (i = 1, ...,m), (j = 1, ..., 6).

Ezen csúcspontokat visszatranszformálva P3-ba a (wij) Plücker-koordinátákkal meg-
adott vi projektív egyeneseket kapjuk. A Plücker-koordináták definíciója alapján
kiszámíthatjuk ezen egyenesek pontjait. Az ilyen módon kiszámolt egyenesek hal-
mazát az eredetileg megadott input egyenesekből nyertük.

A tanulási periódus alatt mindig kiszámíthatjuk a teljes rácshálót minden egyes
t időpontban, felhasználva a vi egyenesek pontjait, mint csúcspontok, amelyeket
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összekötünk a másik irányban is. Tehát a tanulási folyamat után az alkotók mel-
lett az alkotókat tartalmazó négyszöghálót is megkapjuk. Ezen háló csúcspontjai
input kontrollpontként szolgálhatnak bármilyen standard szabad formájú felületet
előállító algoritmus számára. Ennélfogva, interpolálni vagy approximálni tudjuk
ezeket a pontokat és alkotókat.

1.2.3. Megjegyzések

Nyilvánvalóan végtelen sok vonalfelület illeszkedhet megadott térbeli egyenesek hal-
mazára. Az is valószínű, hogy a szakirodalomban szereplő eltérő módszerek külön-
böző felületeket eredményeznek. Összevetve az általunk kifejlesztett módszert más
algoritmusokkal a következő előnyöket tudjuk megfogalmazni. Figyelembe véve a
Kohonen-háló öntanuló tulajdonságát, a háló igyekszik az adatok nyújtotta lehe-
tőségen belül legkisebb felületi energiával rendelkező alakot felvenni, azaz megpró-
bálja minél szűkebben approximálni az adatokat a legkisebb felszíni alak felé tartva.
Ezen tulajdonságot szokás minimal energy propety (lásd [54]) néven említeni. Ezért
a végeredményként kapott rácshálóról, kontrollhálóról úgy beszélünk mint a ”leg-
simább” hálózatról. A háló tartalmazza az összes előre megadott alkotót, ezzel
szemben más módszerek nem garantálják ezen tulajdonságot. A fent ismertetett
módszer alkalmazható kifejthető felületek esetén is, amelyet a következő fejezetben
ismertetünk.

1.3. Kifejthető felületek konstruálása Kohonen-háló segítsé-
gével

A vonalfelületek és speciális részhalmazuk, a kifejthető felületek, jól ismert terü-
letek a klasszikus geometriában. Erről a területről számos komputergeometriai és
CAD-CAM alkalmazást ismerünk. Az utóbbi területen szokásos eljárás felületek
megadására a különböző típusú spline felületek, mint például a Bézier, B-spline
vagy a NURBS felület alkalmazása. Ebből következik, hogy igen hasznos a vonal
és kifejthető felületek megadása, illetve konstruálása spline felületek segítségével.

A vonalfelületek egyparaméteres egyenessereggel, alkotókkal burkolt felületet
jelentenek. Ezen alkotók rendelkeznek azzal a tulajdonsággal, hogy az alkotó min-
den pontjában a felület érintősíkjára illeszkednek. Ez a tulajdonság fontos a vo-
nalfelületek egy speciális részhalmaza, a kifejthető felületek esetében. A kifejthető
felületek definíciója a következő:

1. Definíció. Egy felületet E3 -ban kifejthető felületnek nevezünk, ha a felület
izometrikusan leképezhető a síkra.

2. Tétel. A vonalfelület akkor és csak akkor kifejthető, ha a felület bármely érin-
tősíkja a felületet egy teljes alkotó mentén érinti.
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Ez azt jelenti, hogy ha egy vonalfelület érintőfelületét vesszük figyelembe, ak-
kor a kifejthető felület nem más, mint egyparaméteres síksereg burkolója (enve-
lope). Emellett általában véve a vonalfelületeket az érintősíkok seregének van egy
második paramétere is az alkotók mentén.

A dolgozat szempontjából a háromdimenziós P3 projektív térben alkalmazzuk
a dualitás elvét.

A dualitás elve alkalmazható a kifejthető NURBS felületetek esetében is, ameny-
nyiben a következő definíció szerint, térbeli NURBS görbék duálisainak tekintjük
őket.

2. Definíció. A NURBS görbe megadható a következő homogén alakban

s(t) =
nX
i=0

Nk
i (t)pi,

ahol az Nk
i (t) k-adrendű normalizált B-spline alapfüggvény. A csomóvektor t0 =

t1 = ... = tk−1 < tk < ... < tn < tn = ... = tn+k, ,a pi(wi, wixi, wiyi, wizi) a görbe
kontrollpontjai.

Ezen görbe duál formája

U(t) =
nX
i=0

Nk
i (t)Ui,

Ui (wi, wixi, wiyi, wizi) a pi-hez duális síkokat jelöli.

Ezen duál alak egyparaméteres síksereg burkolójaként értelmezhető, így ez lesz
a kifejhető NURBS felület.

A definíció azt eredményezi, hogy ha adott egy síksereg, akkor a duális térben
végrehajtott ponthalmaz görbe approximációjával találhatunk kifejthető NURBS
felületet, mint ezen síksereg burkolóját A duális térben a síkokat pontokkal helyet-
tesítjük, mindemellett az általunk alkalmazni kívánt technikához szükségünk van
síkokon értelmezhető távolság fogalomra is. Erre azért van szükségünk, mert a
neurális hálózat tanulási folyamatának egy előfeldolgozó lépése a megadott és az
általa előállított output adatok közötti eltérés, távolság mérése.

1.3.1. Távolságfüggvény a síkok terében

Hivatkozunk Pottmann és társainak mostanában megjelent munkáira (lásd [71]).
A síkok Euklidészi távolságának meghatározása két sík szögén alapszik, amely szá-
munkra nem megfelelő, mert nekünk csak a vizsgált tartomány felett kell megha-
tároznunk két sík távolságát, különbségét, amely tetszőlegesen nagy lehet, annak
ellenére, hogy a két sík szöge valójában tetszőlegesen kicsi.
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3. Definíció. Ha U1 (u0,1, u1,1, u2,1) és U2 (u0,2, u1,2, u2,2) két sík A∗-ban, akkor
a távolságuk D tartomány fölött a következő

dµ(U1,U2) = k(u0,1 − u0,2) + (u1,1 − u1,2)x+ (u2,1 − u2,2)ykL2(µ) ,

azaz, L2(µ) azon lineáris függvények távolsága, amelyek gráfja U1-ban és U2-ban
van, ahol µ pozitív mérték R2-ben. ( A lineáris függvények létezését mindig feltéte-
lezzük L2(µ)-ben).

A µ mérték többféle módon is definiálható (lásd [71]). Számunkra megfelelő
forma, amikor µ egyenlő az (xi, yi).-pontokban tömörülő számos pont összegével

dµ(U1,U2)
2 =

X
i

((u0,1 − u0,2) + (u1,1 − u1,2)xi + (u2,1 − u2,2)yi)
2. (3)

1.3.2. Approximáció Kohonen-hálóval

Megadjuk a Kohonen-háló alkalmazásának azon módosításait, amely alkalmassá
teszi síkok halmazát burkolójával, azaz kifejthető NURBS felülettel történő appro-
ximációjára. Ebben az esetben, tekintsük az input adatokat az Ui(u0,i, u1,i, u2,i)

síkok koordinátáinak. Azonban a leglényegesebb különbség abban a lépésben lesz,
ahol az eredetileg a dj(pi0 ,qj) távolságot használjuk. Az általános algoritmusban
és alkalmazásaiban ez a távolság a szokásos Euklideszi távolság (lásd [43]), de a
jelenlegi szituációban, mivel a duális P ∗ térben vagyunk, a speciális dµ távolságot
kell használnunk, amelyet (3)-ban definiáltunk. Ezekkel a változtatásokkal az algo-
ritmus automatikusan produkálni fogja a duál NURBS görbe „kontrollpoligonját”,
amelyet át tudunk alakítani normál tenzorszorzattal megadott felületté. Tehát
a síkok kezdeti halmazát (seregét) standard kifejthető NURBS felülettel tudtuk
modellezni.

Meg kell említenünk, hogy a fő előnye a módszernek az, hogy az előállított fe-
lület az adott lehetőségen belül legkisebb felületi energiával rendelkező alakot fogja
felvenni, azaz megpróbálja minél szűkebben approximálni az adatokat a legkisebb
felszíni alak felé tartva, amely a legtöbb esetben fölöslegessé teszi egyéb javító tech-
nikák alkalmazását. További előnye a módszernek az, hogy egyaránt alkalmazható
meglehetősen kevés input adat és eloszlással megadott nagyszámú elvileg végtelen
sok input adat esetében is.
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2. Results

The purpose of this dissertation is to improve and extend the method of modeling
scattered data by free-form surfaces. In that method an artificial neural network,
the Kohonen-network was used for order the data and form a quadrilateral control
grid from the scattered points, hence the standard free-form methods, like Bézier-
surface or NURBS, could be applied to approximate or interpolate the data. The
next part of the dissertation contains a further application of the previous method
for ruled and developable surfaces.

2.1. Improved free-form modelling of scattered data by dy-
namic neural networks

Since the original method has been described in [43], now we discuss only the
development of the network, the modification of the algorithm and the results
which prove the increase of the effectiveness of the algorithm.

2.1.1. The Dynamic Kohonen Network

The original Kohonen network consists of two layers of neurons. The input layer
has three neurons, since the network will be trained by the coordinates of the 3D
input points, while in the output layer the number m of neurons depends on the
number n of input points, generally m = 4n, or an appropriate number, if n is
large. The two layers are totally interconnected, and a weight is associated to
every connection. These weights can be considered as the spatial coordinates of
vertices of a grid, the predefined topology of which is quadrilateral. During the
training process the weights will be changing, hence this grid will move slowly in
the three dimensional space toward the input points, meanwhile the topology of
the grid will remain the same.

As we can see, the number of output neurons is a crucial point of the network
and the choice of m has some uncertainty. To avoid this problem, the dynamic
version of the Kohonen network is applied, in which the number of the output
neurons, and hence the number of the vertices of the grid is growing dynamically
during the training session.

The basic idea of the dynamic change of the net is the following: in every
iteration of the training an active neuron is chosen, which is the closest vertex of
the grid to the input point. This vertex and its neighbors is moved toward the input
point. Suppose, that a certain neuron, or the neurons of a neighborhood is active
very frequently. This means that geometrically this part of the grid is not dense
enough, there are several input points around this neuron or this neighborhood.
So extra neurons will be inserted next to the most frequently chosen neuron.
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Since the insertion of one neuron would deform the topology of the grid, we will
insert a row or a column of neurons instead. This row or column will be inserted
to that side of the neuron, on which the neighbor neuron is the least active. This
way the grid will grow dynamically, and will reach the most appropriate size to the
end of the training.

2.1.2. Insertion of new neurons

Now we give the formal description of this insertion algorithm. Let the number of
output neurons kxl, (k = 2, l = 2 at the beginning of the procedure). A resource
variable λij , (i = 1, ..., k; j = 1, ..., l) is associated to every output neuron. The
(i0j0)

th resource variable will be increased by 1 when the (i0j0)th output neuron
will be active. Moreover, a constant Λ is defined as an upper limit of the λij . If
one of the variables will be equal to this limit (i.e. this neuron has been chosen
Lambda times), a row or a column will be inserted next to the associated neuron.

After the former training steps the following steps must be executed:

• STEP 1. Compare the resource variables with the limit. If there is an index
ij, for which

λij = Λ,

then

• STEP 2. Choose the least frequent neighbor of this neuron, that is find

min(λi−1,j , λi,j−1, λi+1,j , λi,j+1)

(some of them may not exist, if the neuron is on the border of the grid)

• STEP 3. Suppose, that the neighbor we found is the (i, j − 1)th neuron.
Then a column will be inserted between the (j − 1)th and the jth columns.
The weights of the neurons of this new column, as the coordinates of the
new vertices of the grid, will be chosen as the average of the weights of their
two neighbors, hence geometrically these new vertices will be the midpoints
of the sections of their neighbors. k or l has to increase accordingly, in this
example l = l + 1.

• STEP 4. Reset all the resource variables: λij = 0, (i = 1, ..., k; j = 1, ..., l).

A further advantage of this insertion, that the ratio of k and l, i.e. the shape
of the grid is changing automatically and will be the most advantageous after the
training procedure.

The original method can also be modified in terms of stopping criteria. If
the number of input points is relatively small, then the original network is said to
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be trained if all the input points are on the grid. If we have hundreds of input
points, or data given by a distribution, as in some of the scattered data problems,
then the network is said to be trained if the changes of the grid is under a certain
predefined limit. In this latter case the dynamic network would be also stopped
by exceeding of a predefined limit for the number of neurons (hence the number of
output neurons can even be smaller than the number of input points).

2.1.3. Efficiency of the new algorithm

The new algorithm improves the method in two ways. First of all, the training
iterations, that is the number of presenting input values decreases dramatically.
Since the insertion needs only very limited computing time, finally the new algo-
rithm is much faster, than the original one. The table below shows the changes of
the number of sufficient iterations (average after several runs). On the other hand,
the number of vertices of the final grid is also decreases, which yields a smoother
surface.

After the training session a grid will be obtained produced by the Kohonen
net. This grid can be considered as the control mesh of the future surface. Either
interpolation or approximation can be executed by the standard NURBS surface
or Bézier-surface method and at this time of the procedure it is irrelevant, that the
starting points were scattered so we can consider them as regular, ordered vertices
of a control mesh. We have to notice, this algorithm is modified and by using the
dynamic version of the Kohonen algorithm, which allows to change the number
and structure of the output neurons during the training session. This possibility
yields less computing time and output neurons, while the shape of the grid also fits
better to the input points. These advantages help to model the scattered points
with a better free-form surface.

2.2. Construction ruled B-spline surfaces by Kohonen neural
network

Ruled surfaces and their special subclass, developable surfaces are well-known in
classical geometry, but also have extended applications in computer geometry and
graphics as well as in computer aided manufacture. In these latter fields, however,
the standard way of descripting surfaces is the different types of spline-surfaces, like
Bezier, B-spline or NURB surface. The standard definition of any type of spline
surfaces uses a quadrilateral control grid as input data. The main purpose of most
of the known methods is to construct this control grid. In our method the Kohonen
neural network has been applied in a preprocessing step to produce a control grid
from the original input data. In our paper original input data structure consists
of a set of given lines, called rulings. In this case the description of these lines
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and the neural network by homogeneous coordinates will be advantageous, which
is a well-known technique in projective geometry. The Plücker coordinates of the
projective lines will be also applied.

2.2.1. Construction ruled surfaces with given rulings

Consider the following problem: an arbitrary set of lines are given, find a ruled
surface passing these lines, that is a surface for which the given lines are rulings.

More precisely, we would like to interpolate these given lines with one of the
standard spline surfaces of CAD, a Bézier, a B-spline or a NURB surface. In this
paper the B-spline surface will be used, but all of these surfaces are defined by a
control grid of points, called control points. This grid regularly has a quadrilateral
topology, and one can chose to approximate or to interpolate these points.

1. Theorem. If the points of the control grid of a B-spline surface form straight
lines in one direction and the type of the grid is (2, n) , then the result surface is
ruled surface.

Thus we need to form a quadrilateral grid in which the vertices form straight
lines in the direction of the given lines. These lines will be the rulings of the future
surface, if it will interpolate the control points, and the theorem mentioned above
yields it will be a ruled surface. To find this grid the Kohonen neural network will
be applied. This tool will produce the desired grid from the given lines, and then
this grid will be the input control grid of the standard interpolation method of the
B-spline surface.

Here we have to introduce a very effective tool for handling spatial lines: the
Plücker-coordinates. Let us briefly overview this classical part of geometry.

Consider the three dimensional projective space P 3. Here every point has four
homogeneous coordinates (x1, x2, x3, x4), which correlate the Cartesian coordinates
(x, y, z) as x = x1/x4, y = x2/x4, z = x3/x4 if the point is not at infinity. Now
consider a line l of P 3 passing two points (x1, x2, x3, x4) and (y1, y2, y3, y4). The
six Plücker coordinates of this line will be

(l1, ..., l6) := (l41, l42, l43, l23, l31, l12), lij = xiyj − xjyi.

These coordinates do not depend on the choice of the two points on the line l and
fulfill the Plücker identity:

l1l4 + l2l5 + l3l6 = 0.

This 1-1 correspondence between the homogeneous 6-tupels of real numbers and
the lines of P3 yields another 1-1 correspondence between the lines of P3 and the
points of the five dimensional projective space P5. With the help of this latter
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mapping we can embed the given rulings and the lines of the future grid of the
surface. This way the Kohonen network will be trained by points from P5, that
is the input layer will contain 6 neurons, while the output layer will be a polygon
in P5. When the neural network is trained, the result polygon passes through the
given points of P5. Transforming this situation back to P3 the given lines and a
quadrilateral grid will be received, which grid contains the given lines and consists
of straight lines at that direction.

2.2.2. The algorithm

Let a set of lines li, (i = 1, ..., n) be given. Compute the Plücker coordinates of
these lines:

li(lij) i = 1, ..., n j = 1, ..., 6

Consider a Kohonen neural network with 6 input neuron and m(= 4n) output
neuron. Denote the weights of the connection from the jth input neuron to the ith

output neuron by wij . Thus the weights (wi0j), (j = 1, ...6) of the connections to
an output neuron can be considered as the coordinates of an output point Vi in
P 5.

Now we train the Kohonen neural network. Initializing the weights wij as
small random values around the average of the coordinates of the input points and
setting the training time t = 1, the coordinates (li0j ), (j = 1, ...6) of a randomly
chosen input point is presented. The Euclidean distance of all output points to this
input point is computed:

dm =
6X

s=1

(li0s − wms)
2

Finding the winning unit, that is the output point closest to the input one, the
weights of the connections to this point and to its neighbors are updated by

wij(t+ 1) = wij(t) + η(t)(li0j − wij(t))

where t denotes the training time. After updating the weights a new randomly
selected input is presented until the network is trained. The network is said to
be trained, if all the input lines are on the grid. If the input structure consists of
hundreds of lines, then this requirement would yield long computing time, hence in
this case the network is trained if the changes of the weights fall under a predefined
limit.

When the training process finished, the result is a polygon in P5 with the
vertices Vi(wij), (i = 1, ...,m), (j = 1, ..., 6). Transforming these vertices back to
P 3 the projective lines vi are received, with the Plücker coordinates (wij). Using
the definition of these coordinates backwards, the points of these lines can be
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computed. Thus a set of lines is gained among which the all the original input
lines can be found.

During the training session one can compute the whole grid at every training
time t, using the points of the lines vi as vertices connected also in the other
direction. Hence after the training procedure beside the rulings a quadrilateral
grid containing these rulings is also received. The vertices of this grid can be
applied as input control points to any of the standard free-form surface algorithm.
Hence we can interpolate or approximate these points and the rulings.

2.2.3. Remarks

Obviously there are infinitely many ruled surface passing through a set of given
spatial rulings, and probably each of the methods would produce a different one.
Comparing our method with other algorithms the main advantage is the following:
beside the self-organizing ability of the Kohonen network it also has a minimal
energy property, that is the network tries to minimize the strain energy during the
training session. Hence in a sense the result grid is the "smoothest" grid containing
all the given rulings, while other methods cannot guarantee this property.

2.3. Developable surface modelling by Kohonen network

Ruled surfaces and especially developable surfaces are well-known and widely used
in computer aided design and manufacture. Since these fields apply B-spline or
NURBS surfaces as de facto standard description methods, it is highly desired to
use these methods to construct ruled and developable surfaces from any type of
data.

The a ruled surface is covered by a one parameter set of lines, the rulings.
These lines has the following property: a ruling line lies in the tangent plane of
the surface at every point of the ruling. This property is important in terms of the
special ruled surfaces, called developable surfaces. The original definition of these
surfaces is the following.

1. Definition. A surface in E3 is called developable surface, if it can be isometri-
cally mapped (i.e., developed) onto a plane.

Considering the property of the ruled surfaces mentioned above and this latter
definition, one can easily see the following, well-known result.

2. Theorem. A ruled surface is developable, if and only if the tangent planes at
all points of an arbitrary ruling coincide.

If the tangent planes vary along the ruling (i.e., they are different), the surface
is called general (non developable) ruled surface. This means that considering
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the tangent planes of a surface, the developable surface can be described as an
envelope of a one parameter family of planes, while the set of tangent planes of a
ruled surface has a second parameter along the rulings.

The principle of duality can be applied to describe developable NURBS surfa-
ces as dual spatial NURBS curves, as we can see from the following definition.

2. Definition. A nonuniform rational B-spline, i.e., NURBS curve s(t) can be
written in the following homogeneous form

s(t) =
nX
i=0

Nk
i (t)pi ,

where Nk
i (t) are the normalized B-spline functions of order k over a knot vector t0 =

t1 = ... = tk < tk+1 < ... < tn < tn+1 = ... = tn+k+1, while pi(wi, wixi, wiyi, wizi)

are the control points of the curve.
The dual form of this curve is

U(t) =
nX
i=0

Nk
i (t)Ui ,

with planes Ui (wi, wixi, wiyi, wizi).

This dual form can be interpreted as an envelope of a one parameter set of
planes, i.e., this is a developable NURBS surface.

The above mentioned definition yields, that if a set of planes are given one can
find the developable NURBS surface as an envelope of these planes with a curve
approximation technique of scattered points in the dual space. In this space, howe-
ver, first an appropriate measure has to be found, which can produce a distance-like
value for planes in an area of interest. This is necessary for us because in the prep-
rocessing step the neural network has to compare the given data with its own data
by their distance.

2.3.1. Distance function in the space of planes

The idea described in this section has been recently developed by Pottmann et al
([71]). Euclidean distance and invariants of planes, based on the angle of the two
planes are inappropriate for our purpose, because we have to measure the difference
between two planes only in an area of interest, and this difference can be arbitrarily
large meanwhile the angle between the planes is arbitrarily small.

3. Definition. If U1 (u0,1, u1,1, u2,1) and U2 (u0,2, u1,2, u2,2) are two planes in A∗,
then their distance over D is the following

dµ(U1,U2) = k(u0,1 − u0,2) + (u1,1 − u1,2)x+ (u2,1 − u2,2)ykL2(µ) ,
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i.e., the L2(µ)-distance of the linear functions whose graphs are U1and U2, where
µ is a positive measure in R2.(These linear functions are supposed to be always in
L2(µ)).

The measure µ can be defined in different ways (see also [8]). For our purpose
the simple form

dµ(U1,U2)
2 =

X
i

((u0,1 − u0,2) + (u1,1 − u1,2)xi + (u2,1 − u2,2)yi)
2 ,

has been chosen, i.e., the sum of some point masses at points (xi, yi).

2.3.2. The approximation by Kohonen-network

Now, we give the changes of the general algorithm (described in [43]) in case of
the approximation of a set of planes by their envelope, a developable NURBS
surface. Here, the input data will be the coordinates of the planesUi(u0,i, u1,i, u2,i).
The main difference, however, appears in step 3. where originally the distance
dj(pi0 ,qj) is used. In the general algorithm and applications it is the standard
Euclidean distance, but in our case, since we are in the dual space P ∗, the special
distance dµ is used which has been defined in the previous section. With this change
the neural network algorithm automatically produces the ”control polygon” of the
dual curve, which can be transformed to the normal tensor product surface. Hence,
the scattered set of input planes is modelled by a developable standard NURBS
surface.

We have to mention that one of the main advantages of this method is that the
neural network has a kind of minimal energy property, which yields a fairly smooth
control grid and surface without any additional smoothing and fairing techniques.
The other advantage is that, this method can handle rather few input data as well
as infinitely many data given by a distribution
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