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1. fejezet

Bevezetés

Motivacid, eltolasinvarians fliggvények

Boros Zoltan 2004-ben megjelent [9] dolgozataban bizonyitotta a kovetkezs
allitast: ha D C R? nyilt, 6sszefiiggd tartomény, valamint F : D — R foly-
tonos, legaldbb egyik viltozojaban szigordan monoton, agy az F' fiiggvény
pontosan akkor megoldasa az

F(z+t,y) =& (F(z,y),t) & F(z,y+s)=2(F(z,y),s)

fliggvényegyenletek alkotta rendszernek valamilyen ismeretlen @1, &5 fligg-
vényekkel, ha F' felirhat6 egy folytonos, szigoriian monoton valds fiiggvény
és egy linearis funkcional kompozicidjaként. Ezen eredmény szolgalt moti-
vacidként ahhoz, hogy tekintsiik a fenti kéttagi Gsszetett fliggvényegyenlet-
rendszer altalanositasat n > 2 valtozo esetén is. A disszertéacio 3. Fejezeté-
ben az

F(ml—i—tl,ajz,...,xn):<I)1(F(x1,x2,...,xn),t1) (1)
Foi,m+ta,...,2n) = Qo (F(z1,22,...,25),12)  (2)

F(zy, @y, @0 +tn) = @n (F (21,22,...,20) ) ()
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Osszetett fiiggvényegyenlet-rendszer vizsgalata az egyik kozponti probléma.
Ennek eredményeként a fenti felbontasi tétel |9, Theorem 1| analog valto-
zatét igazoljuk az (1) — (n) egyenletrendszer folytonos megoldasaira.

A [9] cikk gondolatmenetétsl eltérden az értekezésben az egyenletrend-
szer geometriai tartalmat helyezziik el6térbe. Ugyanis az (1) — (n) egyen-
letrendszer strukturaja garantalja, hogy amennyiben F' megoldas, akkor az
F(x) = F(y) egyenlGség maga utan vonja, hogy F(x +t) = F(y + t) szin-
tén teljesiil minden olyan t € R™ vektorra, mely parhuzamos valamelyik
koordinatatengellyel (feltéve, hogy z,y,x + t,y + t elemei az értelmezési
tartomanynak).

Ha F nem csak a koordinatatengelyekkel parhuzamos eltoldvektorok,
hanem minden ¢ € R™ esetén rendelkezik a fenti tulajdonsaggal, akkor el-
toldasinvaridns fiigguénynek nevezziik. Ezt a fogalmat, illetve annak lokalis
valtozatat a 2. Fejezetben vezetjiik be. A 2. Fejezet f6 eredménye, hogy
barmely, R™ nyilt, osszefiiggé halmazan értelmezett folytonos, (lokalisan)
eltolasinvarians fiiggvény elall egy homeomorfizmus és egy linearis funkci-
ondal kompozici6jaként.

Az eltoldsinvarians fiiggvényekhez hasonl6é koncepcié t&bb teriileten is
felbukkan a matematikdban. Példaként emlithetjiik Blackwell és Girschik [8]
jatékelmeélet témaju monografiajat, valamint Trockel [49] cikkét. Ezekben
az eltolasinvariancia R"-en értelmezett preferencia-relaciokra vonatkozdan
keriil bevezetésre. A [8] és [49] dolgozatokban szerepld eredményeket tGbb
szempontbol is jelentésen altalanositjuk illetve kiterjesztjiik.

Osszetett fiiggvényegyenlet-rendszerek

A folytonos, eltolasinvaridns fiiggvényekre nyert eredménynek birtokaban
karakterizalhatjuk az (1) — (n) fiiggvényegyenlet-rendszer folytonos megol-
désait is. Specidlis esetként a mér emlitett |9, Theorem 1] tétel egy erésebb
valtozata is adodik, a monotonitéasi feltétel kikiiszobolése altal. Mindezen
eredmények a 2. és 3. Fejezetben keriiltek Osszefoglalasra, a [46] dolgozat
tartalmara tamaszkodva.

Ezutdn az egyenletrendszer egy altaldnositasat tekintjiik, ahol az egyes
valtozokban az Osszeadast mas kétvaltozos miveletekkel helyettesitjiik. Te-
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hat az

U(Fl (l‘l,tl),l‘g,...,.rn) :\111 (u(xl,wg,...,;rn),tl) (G—l)
u(xl,Fz ($2,t2),...,$n) :\1’2 (’LL(:L‘l,iL'Q,...,l'n),tg) (G—Q)

w(ry, 22, Fy (Tn,tn)) =Yy (u (21, 22,...,2) ,tn)  (G-n)

fliggvényegyenlet-rendszert vizsgaljuk, ahol Wy, ..., ¥, ismeretlen fliggvé-
nyek, tovabba Fi,..., F, adott folytonos, asszociativ, egyszertsitéses mii-

veletek nyilt intervallumokon.

A valtozobeli miiveletekre vonatkozo feltételeket Aczél Janos [1], [3] foly-
tonos csoportmiveletekre vonatkozé reprezentacios tétele motivalja, melyet
kés6bb Robert Craigen és Pales Zsolt [12] altalanositottak. A 3. Fejezet
legaltalanosabb eredménye, hogy a (G-1) — (G-n) Gsszetett fliggvényegyen-
let-rendszer folytonos megoldasai elgallnak

w(xr,. .. xn) = glarfy (@) + -+ anfy Han))

alakban, ahol aq , ..., a, valds konstansok, g, f1, ..., f, pedig homeomorfiz-
musok, melyek (g kivételével) éppen a valtozokban megjelend miiveleteket
generaljak a [12]| cikkben szerepld reprezentacio értelmében.

Kvaziosszegek, regularitas-elmélet

A (G-1) — (G-n) megoldasainak strukturaja szolgalt motivacioként az ér-
tekezés 4. Fejezetében Osszefoglalt kutatdsokhoz. A fenti alakil Osszetett
fliggvény ugyanis egy un. kuvdzidsszeg. A kétvaltozods kvaziosszegek fogal-
méat Maksa Gyula vezette be [32] dolgozataban, majd a fogalmat kettonél
tobb valtozo esetére is kiterjesztették (1d. [34]). Egy n > 2 valtozos kvazi-
Osszeg alatt

F(mlﬂ"'vwn):g(fl(x1)+"'+fn(xn>) (1'1)

alaku fliggvényt értiink, ahol g, f1, ..., fn nyilt intervallumokon értelmezett
valés homeomorfizmusok. Ezeket a fliggvényeket az F' kvazidsszeg generd-
torfiigguényeinek (vagy roviden generdtorainak) hivjuk.
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A kvaziosszegek osztélya szamos nevezetes tobbvaltozos fliggvénycsala-
dot magaban foglal, tobbek kézott a folytonos csoportmiiveleteket (1d. [3]),
altalanositott és sulyozott kvazi-aritmetikai kézepeket (1d. [36]), illetve az
altalanositott biszimmetria-egyenlet folytonos megoldasait (1d. [5, 32, 34]).
Utobbi egyenlet a konzisztens aggregacio 13| kozgazdasagtani probléméja-
val ekvivalens.

A disszertacioban a kvazitsszegeket elsGsorban regularitasi szempontboél
kivanjuk vizsgalni: els6dleges célkitiizésiink annak koriiljardsa, hogy egy
kvaziosszeg regularitdsa miként 6roklgdik a generdtorfiiggvényeire. Vizsga-
latainkat az is indokolja, hogy az (1.1)-hez hasonlé osszetett fiiggvényegyen-
letek regularitidsanak elmélete joval kevésbé kidolgozott, mint az ismeretlen
fliggvények Gsszetételét nem tartalmazd egyenleteké.

A nem 0Osszetett fiiggvényegyenletek regularitas-elméletének legjelents-
sebb eredményeit Jarai Antal [27] monografidja tartalmazza. Ebben, to-
vabba a [26, 28] dolgozatokban szédmos, igen édltalénos eredmény talalhato,
melyekre azonban az értekezésben nem tdmaszkodunk, ugyanis nem tiinik
kivitelezhet6nek ezeknek az (1.1) egyenletre valo kiozvetlen alkalmazésa.

A 4. Fejezetben belatjuk, hogy ha a kvazidsszeg (mint vektorvaltozos
fiiggveny) p-szer folytonosan differencialhaté Fréchet értelemben, akkor ge-
neratorfiiggvényei is p-szer folytonosan differencidlhatok. Ezt a tulajdonsa-
got fogjuk a késébbiekben regularitds-megdrzésként emlegetni. Kitériink a
generatorfiiggvények szigori monotonitasara és folytonossagara vonatkozo
feltételek sziikségességére, valamint egy alkalmazéast is bemutatunk, mely
a korabban hivatkozott Craigen-Péles-tétel [12]| kibdvitése a generatorok
differencialhatosagara vonatkozo allitassal. A fejezet eredmeényei a [48] dol-
gozatban is megtaldlhatéak.

Hasznossagi fiiggvények

Az 5. Fejezetben a korabbi szakaszok eredményeit a hasznossagi fiiggvények
elméletében alkalmazzuk. A hasznossagi fiiggvények az egyéni fogyasztoi
magatartas jellemzésének egyik f6 matematikai eszkézei. A szakirodalom-
ban a legtdbb esetben hasznossigi fiiggvény alatt egy f : X — R fiiggvényt
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értenek, mely rendelkezik a kovetkezs tulajdonsaggal:

fl@) < fly) ==z =2y (z,y € X),

ahol X a fogyaszté szamara elérhetd alternativak halmaza, < pedig egy
un. preferencia-reldcié X-en (azaz tranzitiv és dichotéom). Ugyanakkor
megjegyezziik, hogy tobbek kozott Wold [53] illetve Debreu [14] klasszikus
eredménye, hogy nem lehetséges minden preferencia-relaciot ilyen médon
hasznossagi fliggvénnyel reprezentalni. Emiatt a reprezentalhatésag kérdés-
kore maig aktivan kutatott teriilet, aminek kapcsin az olvasé figyelmébe
ajanljuk a [10, 18, 20, 25, 37| dolgozatokat.

A disszertacioban a preferencidkat és hasznossagi fliggvényeket R™ rész-
halmazain értelmezziik. A vektorok ekkor természetes moédon megfeleltet-
hetGek fogyasztoi kosaraknak (avagy jdszdgkosaraknak): a koordinaték az
egyes termékekbdl vasarolt mennyiségnek felelnek meg. Talan a legelterjed-
tebb hasznossagi fiiggvények a Cobb—Douglas tipusu fiiggvények (1d. [11]),
valamint a CES tipusu fiiggvények (1d. [6]). Utébbiak osszetettebb struk-
tarajuk révén alternativat kindlnak a Cobb-Douglas fiiggvények helyett,
amikor azok nem hasznalhatok jol a modellezésre (1d. 35, 50]).

Meglep6 modon a szakirodalomban nem taladlunk egyértelmi valaszt a
kovetkezs egyszerii kérdésre: ha adott egy fogyasztd preferencia-relacioja,
akkor hogyan dontsiik el, hogy Cobb—Douglas vagy CES tipust hasznos-
sagi fliggvénnyel célszeribb azt reprezentilni? Emiatt a disszertaciéban a
két fiiggvénycsalddot a hattérben 1évs preferencia-relidcidokon keresztiil jel-
lemezziik ahelyett, hogy konkrétan a definialé formulakbol kiindulva vizs-
galodnank. Utobbi megkozelitésre péelda Wang és Fu [52] dolgozata, mig a
preferencidk tulajdonsagaival (a Cobb—Douglas fiiggvények esetén) tobbek
kozott Trockel [49] és Faro [19] foglalkozik.

Az értekezés 5. Fejezetében szerepld jellemzési tételekhez a (G-1)—(G-n)
figgvényegyenlet-rendszerben szerepl§ Fi, ..., F, miveleteket valasztjuk
meg oly moédon, hogy a folytonos megoldésok halmaza éppen valamelyik
hasznossagi fiiggvény osztily legyen. Ezutan a karakterizal6 egyenletrend-
szereket értelmezve olyan kvalitativ jellemzését adhatjuk meg ezen osztéa-
lyoknak, melyekben a fiiggvény pontos alakja nem szamit, csupan a generalt
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preferencia-reldcié relevans. Az értekezésben ezt a Cobb—Douglas és a CES
tipusu fliggvények mellett hasznossigi fiiggvényeknek egy olyan csalddjara is
kidolgozzuk, melyet Madi-Nagy és Prékopa javasolt a [31] cikkben. Emellett
a kétvaltozos esetben kiemelt figyelmet forditunk a preferencidk kdzémbés-
ségi goérbéire is: meghatarozzuk azokat a sikbeli transzformaciokat, melyek
kézombosségi gérbét kézombosségi gérbébe visznek 4t.

Mindezeken tul az 5.2. szakaszban a kvéazidsszegek regularitasa kapcsan
bizonyitott eredmények egy alkalmazasat mutatjuk be szepardbilis hasznos-
sdgi fiigguényekre (1d. [15, 23, 48]). Belatjuk, hogy ha egy folytonosan
differencidlhat6 hasznossagi fiiggvény felirhatd kvazidsszeg-alakban, akkor
ekvivalens egy szeparabilis hasznossagi fliggvénnyel, melynek parcialis hasz-
nossagi fliggvényei p-szer folytonosan differencidlhatok.



2. fejezet

Eltolasinvarians fiiggvények

Ebben a fejezetben bevezetjiik az eltolasinvarians illetve lokalisan eltolas-
invarians fiiggvények fogalmat, majd ratériink ezen fliggvényosztalyok vizs-
galatara folytonossig mellett.

2.1. Jelolések, sziikséges elGismeretek

A kovetkezokben 6sszefoglalunk néhany alapvets fogalmat, jeldlést és Gssze-
fliggést a konvex geometria illetve metrikus terek nevezetes részhalmaza-
inak témakorében. R"™ jeldli az n dimenziés euklideszi teret a standard
belsGszorzattal. Amennyiben mést nem allitunk, mindig feltételezziik, hogy
a dimenzié n > 2. A szdmegyenes nyilt intervallumaira az alabbi jel6lést
hasznaljuk:

Ja,b[={z€R : a<z<b}.

Ez nem kifejezetten standard jeldlés, hasznalhatnank kerek zarédjeleket is.
Viszont ez utébbit azért mellézziik, mert igyeksziink elkeriilni, hogy ugyan-
ugy jeléljiik R nyilt intervallumait illetve a rendezett parokat. Ertelemsze-
riien a csak egyik oldalrél nyilt intervallumokat példéul

Ja,b]={z€eR : a<z<b}

modon jeloljiik. Tovabba Ry :=]0,+o0 [ a pozitiv valos szamok halmaza.

7
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Az affin/konvexr halmazok, affin/konver kombindcié valamint affin/kon-
vex burok fogalmat a szokasos értelemben hasznéljuk. Speciélis affin /konvex
halmazok, mint példaul egyenesek, szakaszok illetve hipersikok szintén a jol
ismert és megszokott értelemben szerepelnek. Ezek a fogalmak megjelennek
példaul Lay [30] monografiajaban, de az attekintés céljabol szintén ajanljuk
Vincze Csaba [51] tankényvét.

2.1. Jelolés. Az xz,y € R™ pontokon atmend egyenest ¢(x,y) modon jeloljiik,
mig az x és y pontokat Gsszekotd szakaszt s(x,y) jeloli. Azaz

Lz,y) ={(1 =Nz + Xy : XeR}
s(z,y) ={(A=Nz+Xy : Xe [0,1]}.

Legyen emellett
ints(z,y) ={(1—-Nz+Ay : A€]0,1[}

a szakasz belseje. Tovabbé, barmely rogzitett z € R™ és 0 # a € R"™ vektor
esetén az x-en atmend, a normalvektoru hipersikot H(x,a) modon jeloljiik,
azaz

H(z,a)={yeR" : (y —z,a) =0}.

Megjegyezziik, hogy ha = = y, akkor a fenti fogalmakban az egyenes,

szakasz valamint szakasz belseje egyetlen pontbol all: /(x,z) = s(z,z) =
ints(x,z) = {z}.
2.2. Megjegyzés. Ha adott véges sok pont, z1,...,zr € R”, akkor ezek
affin /konvex burkat rendre aff(xy,...,zy) illetve conv(zy,...,z;) modon
jeloljiik. Jol ismert tény, hogy az S C R™ halmaz affin /konvex burka éppen
az S-beli pontokbdl képzett Gsszes affin/konvex kombinacié halmaza (1d.
[30, Theorem 2.22]). Kovetkezésképpen véges sok pont affin/konvex burka
az aldbbi moédon is felirhato:

k k
aﬁ($1,---,xk)={Zijj : )‘jER’Z)‘jzl}’
Jj=1 j=1

_k
Aj=1}.
=1

k
conv(zy,...,T) = { Z)\jxj © A €[0,1],
Jj=1 J
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Szintén koézismert, hogy R™ affin részhalmazai éppen a lineéris sokasa-
gok, vagyis R™ linearis altereinek eltoltjai. Nevezetesen, ha A C R™ affin,
akkor egyértelmiien létezik egy L C R"™ linearis altér, amelyre A = p+ L tel-
jesiil tetszoleges p € A esetén (1d. [30, Theorem 2.13|). Ennek fényében R”
linearis sokasigaira hasznélni fogjuk az affin altér megnevezést is, ahogyan
ez a téma szakirodalméban jellemzd.

Egy A affin altér dimenzidja alatt annak az (egyértelmt) linearis alt-
érnek a dimenzi6jat értjiik, melynek eltoldsaval az A halmaz elall. Spe-
cidlisan, az R™ vektortér n — 1 dimenzios affin alterei éppen a hipersikok.
Tekintettel arra, hogy egy S C R™ részhalmaz affin burka garantaltan egy
affin altér, igy erre az affin burokra az S dltal generdlt affin altérként is
hivatkozunk.

Végezetiil felidézziik az affin fiiggetlenség fogalmat, valamint felsorolunk
ezzel ekvivalens feltételeket, melyek szamos érvelésben fel fognak bukkanni
a késébbiekben.

2.3. Definicid. Legyen k € N, és legyenek adottak az xy,...,x2, € R”
vektorok. Azt mondjuk, hogy ezek affin fiiggetlenek, amennyiben tetsz6leges
olyan Ay, ..., \x € R skaldrokra, melyekre a

k k
D Nzi=0 6 Y A=0
=1 j=1

osszefiiggések egyidejtileg fennédllnak, sziikségképpen A; = 0 teljesiil minden
7 =1,...,k index esetén.

2.4. Allitas. Legyen k € N és legyenek x1,...,x, € R adott vektorok.
Ekkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

i) x1,...,xk affin figgetlenek;
i) minden i € {1,...,k} esetén az
{ej—x - j=1,...k ésj#i}

vektorrendszer linedrisan flggetlen;



2. FEJEZET. ELTOLASINVARIANS FUGGVENYEK 10

iil) az w1, ...,z vektorok dltal generdlt affin altér dimenzidja k — 1.

Az iménti allitas megtalalhato a [30], monografiaban, kiilonboz6 felada-
tok (példaul [30, Exercise 2.27]) és megjegyzések formajaban. Nyilvanvalo,
hogy az allitdsban a k < n + 1 feltétel is szerepelhetne, hiszen R”-ben
legfeljebb n + 1 darab affin fiiggetlen vektor van. Megfogalmazunk egy ko-
vetkezményt is, melyet a kés6bbiekben fontos eszkézként fogunk hasznalni
bizonyitasainkban.

2.5. Lemma. Legyen k € N, tegyik fel, hogy az x1,...,x € R™ pontok
affin figgetlenek, valamint legyen adott eqy

y ¢ aff(xy,...,xp)

pont. Tovdbbd tekintsink tetszéleges A\1,..., A\, € R\ {0} skaldrokat, és
definidaljuk az

yji =y + Xz —y) (G=1....k)
pontrendszert. Ekkor y,vy1,...,yr affin figgetlenek.

Bizonyitds. Mivel xy ...,z affin fiiggetlenek és y ¢ aff(zy,...,zy), igy
kovetkezik, hogy az x1, ...,z pontrendszer y-nal kiegészitve szintén affin
fliggetlen. Kovetkezésképpen

1 —Y,.-.., T — Y

linedrisan fiiggetlen pontrendszer. Ennek vektorait nem nulla skaldrokkal
szorozva tovabbra is meg6rzédik a rendszer linedris fliggetlensége. Fz azt
jelenti, hogy

yi —y =Xz — ) (G=1....k)

linearisan fiiggetlenek, azaz y,y1, ...,y affin fiiggetlen pontrendszer. O
A folytatasban 6sszefoglalunk néhany fontos topoldgiai fogalmat és ered-

ményt. A kovetkezd allitasokban metrikus terekre szoritkozunk ahelyett,
hogy a lehetd legaltalanosabb formajukban emlitenénk az eredményeket. A
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nyilt halmaz, zdrt halmaz illetve kompakt halmaz és dsszefiiggd halmaz fo-
galmat a szokasos értelemben hasznaljuk, ahogyan példaul Rudin [43] vagy
Sutherland [44] népszerti monografidjaban is bevezetésre keriilnek.

Az x kézépponta, r > 0 sugari nyilt gombot B(z,r) jeloli, azaz

B(z,r)={yeR" : |y —=z| <r}.

Gyakran kihasznaljuk majd azt a tényt, hogy 0sszefiiggé halmaz folytonos
fiiggvény altali képe Osszefiiggd, valamint kompakt halmaz folytonos fiigg-
vény altali képe kompakt. Utébbi allitas jol ismert kivetkezménye, hogy
ha X metrikus tér, ) # K C X kompakt halmaz, valamint f : K — R
folytonos fiiggvény, akkor f felveszi szélsGértékeit a K halmazon. Ezen
Osszefliggéseket bizonyitas nélkiil alkalmazzuk, azok megtalalhatoak szinte
barmely, topologiat targyalo tankényvben vagy monografidban, példaul [44,
Proposition 13.15, 12.13 és Corollary 13.18|.

Végezetiil felsorolunk két allitast, melyek kulcsfontossaguak a fejezet {6
eredményeinek igazolasa soran. Az eredmények ismerGsek lehetnek klasszi-
kus komplex fiiggvénytani tételek bizonyitésabol.

2.6. Allitas. Legyen (X,d) metrikus tér, tovdbbd legyen K C X kompakt
halmaz, valamint ) # C C X zdrt halmaz gy, hogy K N C = 0 teljesiiljon.

Ekkor létezik v > 0 sugdr gy, hogy bdrmely x € K esetén fenndll, hogy
B(z,r) C X\ C.

Az allitas tehat arrol szol, hogy egymastol diszjunkt kompakt illetve zart
halmaz tavolsdga pozitiv.

2.7. Allitas. Legyen O # D C R™ nyilt, dsszefiiggd halmaz, valamint legye-
nek adottak az x,y € D pontok. Ekkor létexik véges torottvonal, mely a D
halmazban halad és dsszekdti az x és y pontokat.

2.8. Megjegyzés. Egy D-ben haladd, x-et és y-t Osszekdts véges torottvonal
alatt veges sok (m € N darab) olyan

s(zg—1,2k) C D (k=1,...,m)
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szakasz egyesitését értjiik, melyekre zg, 21, ... 2m € D oly médon, hogy zg =
T 63 z, =y teljesil.

Megjegyezziik tovabba, hogy a 2.7 Allitashoz hasonls, annal valamivel
gyengébb tétel (|44, Proposition 12.25]) szerepel Sutherland monografidja-
ban. Nevezetesen, hogy R™ nyilt, 6sszefliggd tartomanyai {vszertien Gssze-
fliggbek, vagyis barmely két pont kdzott 1étezik Sket Gsszekots egyszertl,
zart gorbe, mely teljes egészében a tartomanyban halad. A szerzé azonban
megemliti, hogy az ott szerepl6 bizonyitas érdemi modositas nélkiil atvihetd
arra az esetre is, amikor az 0sszekotd gorbérdl megkoveteljiik, hogy véges
torottvonal legyen.

2.2. Eltolasinvarians fiiggvények affin halmazokon

A fejezet hatralévs részében bevezetjiik a (lokalis) eltolasinvariancia fogal-
mét, majd karakterizaljuk a folytonos, (lokélisan) eltolasinvarians fuggvé-
nyeket. Az eredmények megtalalhatoak a [46] és [45] dolgozatokban.

2.9. Definici6. Legyen () # S C R"™ egy halmaz. Azt mondjuk, hogy az
F : S — R fiiggvény eltoldsinvaridins, ha az F(x) = F(y) egyenl6séghol
F(zx +t) = F(y + t) kovetkezik, barmely olyan z,y,t € R™ vektorokra,
melyekre z,y,z +t,y +t € S teljesiil.

Szamos esetben hasznos, ha egy ennél gyengébb feltételt szabunk a defi-
niciéban. Ezért bevezetjiik a lokélisan eltolasinvarians fiiggvények fogalmét
is.

2.10. Definici6. Legyen ) # S C R™ egy halmaz, F : S — R pedig egy
fliggvény. Tegyiik fel, hogy barmely x,y € S pontpérra és barmely olyan 0 <
r € R sugarra, mellyel igazak a B(z,r) C S és B(y,r) C S tartalmazasok,
a kovetkezo feltétel teljesiil: ha F(x) = F(y), akkor F(x +t) = F(y 4+ t) is
fennall minden ¢t € B(0,r) esetén.

Ekkor az F fiiggvényt lokdlisan eltoldsinvaridnsnak nevezziik.

Felidéziink egy standard jeldlést az alsd- és felsG egészrészekre, melyek
tobb késébbi bizonyitasban is el6keriilnek majd.
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2.11. Jelolés. Legyen x € R tetsz6leges valos szdm. Ekkor
|z] = max{k € Z : k <z} az x also egészrésze, tovabba
[z] =min{k € Z : z <k} az z fels§ egészrésze.
A kovetkezs egyszert észrevétel megmutatja, hogy nyilt, konvex tarto-

ményon értelmezett fiiggvények esetén az eltoldsinvariancia illetve a lokalis
eltolasinvariancia egyméssal ekvivalens fogalmak.

2.12. Allitas. Legyen 0 # K C R” nyilt, konvex halmaz, tovibbi F : K —
R lokdlisan eltoldsinvaridns fliggvény. Ekkor F eltoldsinvaridns.

Bizonyitds. Legyenek xz,y € K és 0 # t € R" tetsz6leges vektorok tugy,
hogy z+t,y+t € K illetve F(x) = F(y) teljesiiljon. Ekkor K konvexitésa
garantalja, hogy s(z,z +t) C K és s(y,y +t) C K. Ezek a szakaszok
kompakt halmazok, mig R"\ K zirt halmaz. Ezért, a 2.6 Allitas értelmében
létezik r > 0 szam oly moédon, hogy

T, = U B(z,r)C K ¢é T,:= U B(z,r) C K
z € s(x,z+t) z € 5(y,y+1)

egyarant fenndall. Vezessiik be most az N pozitiv egész szamot, valamint a
h € R™ vektort az alabbiak szerint:

2]|¢]| 1
No= |2 s = g
[ r s N

A konstrukcioboél adodik, hogy

1 1 T
7] 1 tH Sl < gl = £ <
.

1
¥
Ekkor a lokalis eltolasinvariancia miatt F'(z + h) = F(y + h). S6t, az r po-
zitiv szdm megvalasztisa miatt, a lokilis eltolasinvarianciat véges sokszor
hasznélva megismételhetjiik a h vektorral val6 eltoldst N alkalommal, min-
dig a megfelel§ x + kh, y+ kh pontpért véve alapul (ahol k =1,..., N —1).
Kévetkezésképpen az

F(x+t)=F(x+ Nh)=F(y+ Nh) = F(y + 1)
Osszefiiggést kapjuk. Ezéltal éppen F eltolasinvariancidjat lattuk be. O
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A soron kovetkez6 lemma kulcsfontossagu lesz a késébbiekben. Az alli-
tas kimondja, hogy ha F' folytonos, eltolasinvarians, akkor F' konstans bar-
mely két, azonos fliggvényértéki pontot Osszekotd szakaszon, feltéve, hogy
a szakasz teljes egészében az értelmezési tartomanyba esik.

2.13. Lemma. Legyen ) # S C R"™ egy halmaz, F : S — R pedig egy
folytonos, eltoldsinvaridns fiiggvény. Tovdbbd legyenek adottak az x,y € S
pontok gy, hogy F(x) = F(y) = « teljesiljon valamilyen o € R szdmra.
Tegyiik fel tovdbbd, hogy s(x,y) C S. Ekkor F(p) = a minden p € s(z,y)
pontra.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy x # y, kiillénben a lemma &llitasa trivialis. A
legelss 1épésben megmutatjuk, hogy barmely 0 < r € R szamhoz taladlhaté
olyan u,v € s(x,y) pontpar, melyre F(u) = F(v), u € s(z,v), valamint
0 < ||lv —wu|| < r. Vezessiink be két jelolést, legyen

y—x

T:=s(x,y) és =
ly — ||

Mivel a T' szakasz kompakt, igy a folytonos F fiiggvény felveszi szélsGértékeit
a T halmazon. Tovabba, mivel F(x) = F(y), létezik m € ints(x,y) ugy,

hogy
F(m)=max{F(z) : z€T} vagy F(m)=min{F(z) : z €T}

teljesiil. Csupan az elsd esetet vizsgaljuk, a masik eshetség analdog mddon
targyalhato. Valasszunk tehat e € )0, r[ pozitiv szamot gy, hogy

S_ :zs(m—ge,m) CT és Sy ::s(m,m+§e) cT

teljesiiljon. Ekkor I_ := F(S_) és I, := F(S;) zart részintervallumai
a val6s szadmok halmazénak, mivel az F' folytonos fliggvény altali képei
kompakt, 0sszefiiggd R™-beli szakaszoknak. Vegyiik észre, hogy ha I_ =
{F(m)}, akkor u = m — Se és v = m megfelels megvalasztasa a kivint
tulajdonsagn pontpéarnak. Hasonloképpen, ha I, = {F(m)} akkor pedig
élhetiink az uw = m és v = m + Se valasztassal. Végezetiil, amennyiben
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I_ =[a_,F(m)] és Iy = [ay,F(m)] teljesiil valamilyen a_ < F(m) és
ay < F(m) valés szamokra, akkor léteznek u € S_ és v € S; pontok,
amelyekre igaz, hogy

F(u) = max{a_,a4} = F(v).

Nyilvanvaléan 0 < |lu —v| < e < r illetve u € s(x,v), tehat ebben az
esetben is talaltunk egy kivant tulajdonsidga pontpart.

A bizonyitas mésodik részében megmutatjuk, hogy megadhatjuk a T
szakasz egy felosztasat véges sok olyan rész-szakaszra, melyek mindegyiké-
nek hossza legfeljebb r, valamint ezen rész-szakaszok végpontjaiban az F'
figgvény a értéket vesz fel.

Ezzel kapcsolatban elsé észrevételiink, hogy ha kihasznéljuk az eltolésin-
varianciat az imént kapott u és v alkotta pontparra az x — u eltolévektorral,
akkor az

Fea+v—u)=Flv+z—u)=F(ut+z—u)=F(z) =« (2.1)

ly — ||
[o = ull

Osszefiiggéshez jutunk. Legyen most N := { J és vezessiik be az

alabbi pontrendszert:
zpi=x+k(v—u) (k=0,1,...,N) illetve zn41:=y.

Mivel |lv — u| < 7, igy nyilvanvalo, hogy ||zk—1 — 2zk|| < r teljesiil minden
k=1,...,N esetén. Tovabba, N definici6ja alapjan kénnyen lathato, hogy
llzn—vy|| < r szintén fennall. Masfeldl a (2.1) egyenldséghsl méar lattuk, hogy
F(z9) = F(z1) = a. Az eltolasinvariancia miatt minden k € {1,..., N — 1}
esetén F(zp_1) = F(zr) = a maga utan vonja, hogy

F(zp1) = Fzp +v—u) = F(zp—1 + v —u) = F(z) = a.

Kovetkezésképpen indukciéval adoédik, hogy minden £ = 0,1,...,N + 1
index esetén F(zr) = « teljesill. Azaz, a 29,21,...,2N4+1 0sztopontok-
kal éppen a T szakasz egy kivant felosztasat kapjuk. Vegyiik észre, hogy
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tetszéleges p € T pont benne van valamely rész-szakaszban, vagyis léte-
zik j € {0,1,..., N} index, amire [|z; — p|| < 7 teljesiil. Valéban ha

j = { ”i : i’} J , akkor elemi szamolassal lathato, hogy p € s (2, zj+1).

A bizonyitas utolso lépéséhez rogzitsiink egy tetszéleges p € T pontot.
Hajtsuk végre az eddigi konstrukciét az r = % véalasztassal minden n € N
esetére. Ezaltal kapunk egy (x,) : N — T pontsorozatot, melynek minden
elemére F(z,) = a és ||z, — p|| < % teljesiil. Ekkor persze x,, — p, tehat
az F folytonossagat kihaszndalva azt kapjuk, hogy

F(p) = F(lim z,) = lim F(z,) = lim a=a.
n—o00 n—00 n—00
Mivel p tetsz6leges pontja volt az s(z,y) szakasznak, ezennel a lemma &lli-
tasat igazoltuk. O

Az iménti lemmat az alabbi kévetkezményben altalanositjuk.

2.14. Kévetkezmény. Legyen ) # S C R™ egy halmaz, F : S — R pedig
egy folytonos, eltoldsinvaridns figguény. Legyenek tovdbbd x,y € S olyan
pontok, melyekre fenndll az s(x,y) C S tartalmazds. Ezen feltételek mellett,
ha léteznek egymdstdl kilonbozé u,v € s(x,y) pontok, melyekre F(u) =
F(v) = « teljesil valamilyen a € R szammal, akkor minden p € s(z,y)
esetén F(p) = a.

Bizonyitds. Mivel u # v, igy a p pont felirhatd u és v affin kombinéciojaként
egy alkalmas A € R skalarral:

p=(1—XNu+ .

Az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjitk, hogy A > 0 (sziikseg esetén
felcserélve u és v szerepét). Legyen most

k= |\ é pu=\—k.

Nyilvanvaloan ekkor p € [0,1[. A kovetkez6 lépésben definialjuk az s(z,y)
szakasz néhany kitiintetett pontjat:

zi=u+jv—u) (1=0,1,...,k) ¢é w:=(1—p)u+ pv.
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Fz a konstrukcié garantélja, hogy az imént bevezetett pontok valéban az
s(x,y) szakaszon taldlhatok. Valojaban az is konnyen lathato, hogy a pontok
az s(u, p) szakasz elemei, specidlisan p = w + k(v — u) is fennall.

Az allitasban szerepls feltételek értelmeében F(zp) = F(z1) = «, igy
indukcioval belatjuk, hogy F'(z;) = « teljesiil minden j = 0,1,...,k esetén.
Valoban, F' eltolasinvariancidja azt jelenti, hogy amennyiben F(z;_1) =
F(zj) = o, tigy

F(zjt1) =F(zj+ (v —u)) = F(zj-1+ (v—u)) = F(z;) =«

is teljesiil minden j = 1,...,k — 1 indexre. Mindemellett w € s(u,v), tehat
a 2.13 Lemmat hasznélva F(w) = a adédik. Igy az eltoldsinvariancidt még
egyszer hasznalva

Fp)=Fw+k(v—u)=Flu+k(v—u)) =F(z)=a,
adédik, amit bizonyitanunk kellett. O

2.15. Megjegyzés. Amennyiben az F' fliggvény értelmezési tartoménya kon-
vex, akkor az el6bbi két Allitads az alabbi médon foglalhaté Gssze.

Legyen K C R" konvex halmaz, F': K — R folytonos, eltolasinvarians
figgvény. Tegyiik fel, hogy =,y € K olyan pontok, melyekhez létezik u,v €
s(x,y) tgy hogy u # v valamint F'(u) = F(v) = « valamilyen o € R szamra.
Ekkor F'(p) = « teljesiil minden p € s(x,y) pontban.

A szakaszt egy olyan tétellel zarjuk, mely tovabb altaldnositja az els-
z6 eredményeinket. Az el6bb megfogalmazott allitdsokban ugyanis olyan
szakaszokat illetve egyeneseket tekintiink, melyeken létezik két kiilonbozo
pont, amelyekben a fiiggvényértékek megegyeznek. Ezen 6tletet tovabbgon-
dolva, két pont helyett immaron véges sok, azonos fiiggvényértéki pontot,
illetve azok affin burkat tekintjiik. Ezuttal rdadasul lokalis eltolasinvari-
anciat feltételeziink, mely sokkal kézenfekvébb lesz a késébbi alkalmazasok
szempontjabol.

2.16. Tétel. Legyen ) # K C R™ egy nyilt, konvex halmaz, valamint
F : K — R egy folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns figgvény. Tovdbbd
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legyen adott k € N illetve eqy k elemd pontrendszer: xi,z9,...,x € K.
Amennyiben valamely o € R szdmra

F(:L'l) :F($2) - ... :F(l'k) = q,
akkor F(p) = « teljesil minden p € aff(xy ,x2,...,2) N K pontban.

Bizonyitds. Feltételeztiik, hogy K nyilt, konvex halmaz, igy a 2.12 Allitas
kovetkeztében az F' fiiggvény eltolasinvariins.

A k = 1 elemi ,pontrendszer” esetén nincs mit bizonyitanunk, ezért
a tovabbiakban feltételezziik, hogy k > 2. Vegyiik észre, hogy Ky :=
conv(zy,...,z,) € K, hiszen K konvex. Els6ként megmutatjuk, hogy F

konstans « értéket vesz fel a konvex burok egészén. FEzt k szerinti teljes in-
dukcidéval végezziik. Ha k = 1, akkor az 4llitas nyilvanval6. Tegyiik fel tehat,
hogy k > 2 és az F fiiggvény « értékkel konstans a C' := conv(zy,...,Tk_1)
halmazon. Vilagos, hogy Ko = conv(C, {x}), igy a csepp-tétel miatt

Ky =conv(zy,...,x5) = U s(e, xg).
ceC

De F(zy) = «, igy az indukcids feltevés illetve a 2.13 Lemma szerint F
konstans « értékkel az s(c, xy) szakaszokon minden ¢ € C esetén. Emiatt F
valoban « értékkel konstans a conv(zy ,. .., zx) konvex burkon.
Végezetiil tekintsiink tetszéleges ¢ € aff(z;,...,x;) N K pontot. Ha
q € Ky, akkor F(q) = «. Ha viszont q ¢ Ky, akkor létezik A € R, amellyel
elgall
g=(1—-Nc+ My

affin kombinacié alakban, ahol a ¢ pont a K relativ bels§ pontja (példaul Ky
sulypontja jo valasztés), y pedig a Ky relativ hatarpontja (az aff(xq , ..., xg)
altér topologiajaban). Alkalmazzuk a 2.14 Kovetkezményt az s(c, q) szakasz-
ra illetve annak « fiiggvényertékd ¢ és y pontjaira. Eszerint F(q) = « is
teljesiil. Mivel g € (aff(z1,...,z,) N K) \ Ko tetszbleges volt, ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik. O
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2.3. Eltolasinvarians fiiggvények dekompoziciéja

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy ha egy nyilt, konvex halmazon értel-
mezett folytonos, (lokalisan) eltolasinvarians F' fliggvény ugyanazt a fiigg-
vényértéket veszi fel az értelmezési tartomanyanak néhany pontjaban, ak-
kor F' konstans az ezen pontok altal generdlt affin altérnek az értelmezési
tartomanyba es6 részén. Ennek az affin altérnek a dimenziéja kulcsfontos-
sagu lesz majd a késGbbiekben. Az ezzel kapcsolatos eredmények igazolasa
el6tt azonban egy egzisztenciatételt bizonyitunk tobbvaltozos, valés értékid,
folytonos fiiggvényekre. Kiemeljiik, hogy a soron kdvetkezd allitdsban nem
hasznalunk semmilyen eltolasinvariancia-tulajdonsagot.

2.17. Tétel. Legyen n € N, D C R" nyilt halmaz, F : D — R pedig egy
folytonos fiigguény. Ekkor léteznek x1,...,x, € D pontok oly modon, hogy
T1,...,Ty affin figgetlen pontrendszer, valamint

F(z1) == F(zy).

Bizonyitds. Az allitdst az értelmezési tartomany dimenzidja szerinti teljes
indukcidval bizonyitjuk. Az egydimenzids eset trividlis, ezért a tovabbiak-
ban tegyiik fel, hogy n 4+ 1 > 2 és a tétel teljesiil R"-ben.

Ennek megfelelGen rogzitsiink egy tetszéleges p = (p1,...,0n,Pnt1) €
R™! pontot és e > 0 sugarat gy, hogy B(p,e) C D teljesiiljon. Vezessiik
be tovabba az alabbi jeldléseket:

B:=B(p,e) ¢ B:={(x1,...,2,) €R" : (x1,...,2n,pns1) € B}.

Mindenezek mellett definidljunk egy F:B—R fliggvényt is az alabbi
modon:

ﬁ(xl,...7x‘n) =F(x1,...,%n,Dnt1) -

Egyszertien ellenérizhetjiik, hogy valdjaban
B= B(p,e) CR", ahol p= (p1,.-.,Pn),

is fennall. Ekdzben F' folytonossiga garantalja, hogy F szintén folytonos
fliggveny. Kovetkezésképp hasznalhatjuk az indukcios feltevést a B korla-
pon, az F' : B — R fliggvényre. Egész pontosan, eszerint 1éteznek affin
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fuggetlen g1,...,0n € B CR" pontok, melyekre

F(j)=-=F ().

Jeldlje A az R™beli (n — 1 dimenzi6s) hipersikot, mely éppen ezeket a
pontokon halad at. Vezessiik be az

Yj = (gjﬂp”-Fl) GR”+1 (]:17777‘)
pontokat, valamint az
U:={(#,pns1) R : 2€ B} & A:={(z,pps1) €R"! : 2z € A}

halmazokat. Nyilvanvalé, hogy az y1,...,yn € U pontok affin fiiggetlenek
I@”“—ben, illetve hogy az &ltaluk generalt affin altér éppen A. Tovabba az
F fiiggvény definici6jabol

F(y1) == F(yn)

kovetkezik. Jelblje ezt a kozos fiiggvényértéket a € R.

Ha most létezik z € B\ A vektor, amire F(z) = «, akkor kész a bizo-
nyitas. Valéban, a 2.5 Lemma allitdsa szerint a z,y, ..., y, pontrendszer
affin fliggetlen, és természetesen n + 1 olyan pontot tartalmaz, melyekben
F értéke azonos.

Emiatt a kdvetkez6 1épésben tekinthetjiik azt az esetet, amikor nincs «
fiiggvényeértékd pont a B \ A halmazban. Ekkor feltehetjiik, hogy létezik
z € U\ Augy. hogy F(z) > «a teljesiiljon. (Gondoljuk meg, hogy ellenkezd
esetben, vagyis ha minden U \ A halmazbeli pontban az F fiiggvény értéke
a-nél kisebb volna, akkor folytathatnank a bizonyitast a —F fliggvénnyel,
mig « szerepébe —a 1épne.)

A bizonyitas héatralévs részéhez rogzitsiink tehat egy z € U\ A-beli
pontot, amire F(z) > «. Ha most létezik w € B\ U oly mddon, hogy
F(w) < a teljesiil, akkor a kovetkez6 gondolatmenet szerint érvelhetiink.
Mivel B konvex, fennall a s(w,z) C B tartalmazis. Tovabba, mivel a
s(w, z) szakasz Osszefiiggs, F' pedig folytonos, igy az F (s(w,z)) halmaz
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R egy intervalluma. Emiatt sziikségképpen létezik v € ints(w, z), melyre
F(v) = a.

Ekkor viszont z € U és w ¢ U maga utan vonja, hogy v ¢ U. Errdl
kénnyd meggy6z6dni, hiszen v € U azt jelentetné, hogy w € affU, amely
viszont — figyelembe véve, hogy af UNB = UN B — ellentmond a w € B\ U
feltevesnek. Emiatt a v vektorra egyrészt annak valasztasa miatt, F(v) = «
teljesiil, masrészt az imeént latottak miatt v ¢ U is igaz. Ez utobbi miatt
nyilvin v ¢ A is fennall, ami viszont ellentmondas. Idézziik fel ugyanis,
hogy a bizonyitas korabbi pontjdn méar arra az esetre szorftkozunk, amikor
a B\ A halmazban nincsen « fliggvényértéki pont.

Azt kaptuk tehét, hogy ha létezik w € B\ U melyre F(w) < «, akkor
az az iménti ellentmondésra vezet. Az egyetlen eshetdség igy az marad, ha
F(w) > a teljesiil minden w € B\U pontra. F folytonossagat az el6z6ekhez
hasonlé moédon felhasznalva adodik, hogy ekkor létezik v € B\ U pont,
melyre igazak az a < F(v) < F(z) egyenl6tlenségek. Szintén egyszerd
folytonossagi érveléssel adddik az alabbi tulajdonsagi pontok létezése:

xj € ints(z,y;) amelyekre F(z;) = F(v) (j=1,...,n).

Ez éppen azt jelenti, hogy minden j = 1,...,n index esetén léteznek \; €
10, 1] valos szamok ugy, hogy

zj =z +Ai(y; — 2)-

A bizonyitas utolsé lépésében ismét a 2.5 Lemmat hasznaljuk. Egyrészt az
Z1,...,T, pontrendszer affin fiiggetlen, ugyanis z az A halmaz komplemen-
terében (igy aff A komplementerében) szerepelt. Hasonlo okbol kifolyolag
(nevezetesen, v € B\U miatt) av,z1,...,x, pontrendszer is affin fiiggetlen.
A konstrukcioboél kovetkezik azonban, hogy ezen n + 1 pont mindegyikében
az F fuggvény értéke F(v)-vel egyezik meg. Ezzel a tétel allitasat igazol-
tuk. O

Ezt a tételt a 2.2. szakasz eredményeivel kombinalva igazolhatjuk a
folytonos lokélisan eltolasinvarians fiiggvények aldbbi fontos tulajdonsagat.
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2.18. Jelolés. Legyen () # S C R™ tetsz6leges halmaz, F' : S — R pedig egy
konstans fiiggvény. Azaz tegyiik fel, hogy létezik a € R, amelyre F(z) = «
teljesiil minden x € S esetén. Ekkor ezt a tulajdonsigot réviden F' = «
moédon irjuk le.

2.19. Kovetkezmény. Legyenek p € R™ és 0 < € € R tetszdlegesek, va-
lamint legyen F : B(p,e) — R egy folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns
fliggvény. Ekkor létezik 0 # a € R™ wvektor, amellyel teljesiil, hogy

Fly (p,a) N B(p,e) konstans.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy mivel a B (p,¢) nyilt gomb konvex halmaz,
igy az F fiiggvény valojaban eltolasinvarians. Az el6z6 2.17 Tétel értelmé-
ben létezik

€
xl,...,xn€B<p,§)

affin fiiggetlen pontrendszer, amire F(x1) = --- = F(zy,) teljesil. Jelolje H
az aff(z1,...,x,) hipersikot, tovabba legyen az a vektor a H hipersik egy
normalvektora. Most a 2.16 Tétel allitasa szerint

FlanB@pe) = F(z1).

Ha most p € H, akkor H = H(p,a) és igy kész a bizonyitas: az F' fiiggvény
F(p) = F(x1) értékkel konstans a H(p,a) N B(p,¢) halmazon. Ellenkezs
esetben, amikor p ¢ H, akkor tekintsiik a kovetkezs pontokat:

yj =xj+ (p— 1) (j=1,...,n).

FEl6szor is vegyiik észre, hogy

e €
ly; = pll = llzj +p =21 = pll < llaj = pll +llz1 = pll < 5 + 5 =€,
vagyis y; € B(p,e). Masrészrdl y = p vilagos. Kévetkezésképpen, az elto-
lasinvarianciat felhasznalva, a j = 1,...,n indexek mindegyikére F(y;) =
F(p) teljesiil. Szintén nyilvanvalo, hogy vy ,...,y, is affin figgetlen rend-
szer, mikozben ennek a pontrendszernek az affin burka éppen H+(p—x1) =
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H(p,a). Emiatt még egyszer alkalmazhatjuk a 2.16 Tételt, és igy azt kap-
juk, hogy

F‘H(p,a)ﬂB(p,a) = F(p),
mely Osszefiiggést bizonyitanunk kellett. O

Az iménti tétel azt garantalja, hogy ha adott egy folytonos, lokalisan
eltolasinvarians F' fiiggvény, mely R"™ valamilyen részhalmazan van értel-
mezve, akkor az értelmezési tartomény béarmely p belsé pontja koril van
olyan n — 1 dimenzi6s nyilt korlap, melyen F' konstans. Azonnal megje-
gyezziik, hogy ezek a ,nyilt korlapok” persze nem valédi nyilt halmazok R"
gémbok és n — 1 dimenzids hipersikok metszetérsl beszéliink. Az egyszeri-
ség és szemléletesség kedvéért viszont tovabbra is haszndlni fogjuk az n — 1
dimenziés nyilt kérlap megnevezést, amennyiben ez nem kelt zavart.

A kovetkezSkben azt szeretnénk belatni, hogy bizonyos koriilmények k-
z0tt ennél a lokalis tulajdonsédgnal tobbet is garantidlhatunk. Nevezetesen,
hogy folytonos, lokalisan eltolasinvaridns fiiggvények globdlisan is konstan-
sak parhuzamos hipersikok mentén, feltéve, hogy az értelmezési tartomany
Osszefiiggd, nyilt halmaz. A bizonyitashoz azonban sziikségiink lesz a lenti,
technikai jellegli lemmara.

2.20. Lemma. Legyen n eqy pozitiv eqész szdm, és tekintsik az
@75]1 = [al,bl] QR, ,@75] = [an,bn] QR

kompakt intervallumokat ugy, hogy bdrmely két szomszédos indext I; és I; 11
intervallum rendelkezzen kézds végpontial, vagyis

{ai,bi} N{ait1,bis1} #0 (i=1,...,n—1)

teljesiiljon. Tegyiik fel még, hogy I és I, szintén rendelkezik kozds végpont-
tal, azaz {a1,b1} N{an,bn} # 0.

Legyen tovdibbd X tetszdleges halmaz, valamint minden k = 1,...,n
index esetén tekintsink olyan fi : I — X fiiggvényeket, melyekre bdrmely
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i=1,...,n—1 esetén az f; és fiy1 figgvények értéke megegyezik az I; és
I; 11 intervallumok legaldbb eqy kizds végpontjdban, vagyis

Jv € {ai, bz} N {ai+1, bi+1} : fl(U) = fi+1(v) (Z =1,...,n— 1).

Végiil tegyiik még fel, hogy barmely két killonbozd i,j € {1,...,n} indexre a
kovetkezd igaz: ha I; N 1; # 0 és fi(x) = fj(x) teljesil valamely x € I; N I;
elemre, akkor

filting, = filnn, -
Mindezen feltételek mellett azt d@llitjuk, hogy ha w kizds végponitja I1-nek és
I,-nek, akkor fi(w) = fn(w).

Még a bizonyitas el6tt megjegyezziik, hogy a lemmaban nem zartuk ki,
hogy az intervallumok kozott szerepeljenek egyelemii halmazok is. Ez a tény
fontos szerepet kap majd késGbbi érvelésekben.

Bizonyitds. Els6ként egy segédallitast igazolunk.

Segédallitas. Barmely két kiillonbo6z6 ¢ és j indexre fennall, hogy ha I; N
I; # 0, akkor létezik p € I; N I;, melyre fi(p) = f;(p).

A segéddllitas bizonyitdsa. Két tetszbleges i # j index esetén vezessiik be
az m = |i — j| jelolést. A bizonyitast m szerinti teljes indukcioval végezziik.

Az m = 1 eset kizvetleniil a lemma feltételeibsl adodik: I; és Iy
garantaltan rendelkezik olyan kozos végponttal, melyben a megfelels fiigg-
vényértékek azonosak (i =1,...,n —1).

Legyen tehat m > 2, és tegytiik fel, hogy a segédallitas az Gsszes, m-nél
kisebb pozitiv egész szamra teljesiil. Tekintsiink tetszéleges olyan I; és I;
intervallumokat, melyekre egyrészt j = i + m, masrészt M := I; N I; # ().
Meg fogjuk mutatni, hogy létezik olyan k index, amire fenndll, hogy i <
k < jilletve M NI, # 0.

Négy esetet kiilonboztetiink meg, az I; és I; intervallumok végpontjai-
nak rendezettségi viszonyatol fiiggéen. ElSrebocsatjuk, hogy ez a négy eset
nem teljesen diszjunkt egyméstol, viszont egyiittesen minden eshet&séget
lefednek.
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1. a; < a; < bj < b;. Ebben az esetben M = [a;,b;], igy Ij—1 N
M # () adédik a lemma feltételeibél, hiszen I;_;1-nek legalabb az egyik
végpontjat tartalmazza [; , igy tartalmazza azt M is.

2. a; < a; < b <bj. Ekkor M = [a;,b;] és igy az el6bbivel analog
indokléas atjan kapjuk, hogy I 11 N M # (.

3. a; < a; <b; <bj. Ez esetben M = [a;,b;]. Ha b; kozos végpontja
I;+1-nek és I;-nek, akkor k = 141 megfelel§ valasztas. Hasonldképpen,
ha a; kozos végpontja I;_1-nek és Ij-nek, akkor k = j — 1 megfelels
véalasztas. Amennyiben ezek egyike sem teljesiil, az azt jelenti, hogy
a; € Ijy1 és bj € I;_1 biztosan igaz. Nyilvanvaléan ez azt is maga
utan vonja, hogy

j—1
a;, bj € U 1.
I=i+1
Vegyiik észre, hogy ha két nemiires, zart intervallumnak van kozos

pontja, akkor egyesitésiik szintén egy zart intervallum lesz. Vilagos,
hogy ennek kovetkeztében az U?;IH I; halmaz is egy zart intervallum.

Emiatt viszont a; € Ug;zlﬂ I; is fennall, hiszen ebben az esetben a; <
a; < bj van feltéve. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy létezik a
keresett ¢ < k < j index, amire I N M # (). S6t, barmely olyan
i < k < j index megfelel, amire a; € I}, hiszen a; € M is igaz.

4. aj < a; <bj <b;. Ez azt jelenti, hogy M = [a;,b;]. Az el6z6 esetben
latottal analég érvelést hasznélhatunk itt is. Ha a; k0z6s végpont-
ja Ij11-nek és I;-nek, akkor k = ¢ + 1 jo valasztds. Hasonloképpen,
ha b; kozos végpontja I;_q1-nek és Ij-nek, akkor k = j — 1 jo vélasz-
tas. Maskiilonben biztosan a; € I;_1 és b; € I;41 teljesiil, aminek
kévetkeztében

7j—1
aj, bz € U Ilv
l=i+1

ahol a zart intervallumok egyesitése szintén egy zart intervallum. Emi-
att a; € U{:_Zl_s_l I; tehat létezik i < k < j amire a; € I,. Erre az
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indexre a; € M miatt I, N M # () is fennall.

Ezaltal minden lehet&séget megvizsgaltunk és arra jutottunk, hogy valé-
ban létezik a keresett tulajdonsigi Iy, intervallum. Legyen most p € IpNM.
Alkalmazzuk az indukcios feltételt, elészor az I; és Iy, intervallumokra, majd
az I}, és I; intervallumokra. Eszerint 1éteznek x € I; N Iy, illetve y € I, N I;
szamok, amelyekre f;(z) = fr(z) illetve fr(y) = fi(y) teljesiil. Igy alkal-
mazhatjuk a lemma feltételeit, miszerint

fi|]¢ﬁ]k :fk‘|17;ﬁ]k il]-etve fk‘|[;€ﬂ]j :fj|1kﬁ]ja

specidlisan fi(p) = fi(p) = f;(p)- X.

Ezéltal belattuk a bizonyitas legelején megfogalmazott segédallitast. A
lemma Aallitdsa ennek kozvetlen kovetkezménye. Hiszen, mivel feltettiik,
hogy Iy N I, # 0, a segédallitas miatt létezik olyan p € Iy N I, pont, amire
filp) = fu(p). A lemma feltételei szerint az fi és f, fuggvények I) N I,
metszetre vett megszoritasai megegyeznek,

filbnn, = falnnr,
specidlisan fi(w) = f,(w) is teljestil I és I, barmely kozos végpontjara. [

A bizonyitasbol latszik, hogy az iménti lemméban kimondott allitasnal
egy erdsebb tulajdonsagot igazoltunk. A késébbiekben viszont specifikusan
a lemmaban jelenleg megfogalmazott &llitast fogjuk alkalmazni (vagyis a
végpontokban vett fliggvényértékek egyenlSségét), emiatt nem torekedtiink
arra, hogy a lemma a lehets legergsebb formajaban szerepeljen az érteke-
zésben.

A tovabbiakban barmely a € R™ vektor esetén p, : R — R fogja
jelolni az a-val valo belsGszorzéast (mint linearis funkcionalt):

pa(z) = (T, a) (x € R™).

A soron kovetkezd allitas a disszertacioé technikailag legnehezebben iga-
zolhat6 eredménye, mely kimondja, hogy egy folytonos, lokalisan eltolds-
invarians fiiggvény parhuzamos hipersikok mentén globélisan konstans. A
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f6 nehézséget az okozza, hogy konvexitas helyett csupan OsszefiiggGséget
teszlink fel az értelmezési tartomanyrol.

2.21. Allitas. Legyen () # D C R™ nyilt, dsszefiiggd halmaz, F : D — R
pedig folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns figguény. FEkkor létezik 0 #£ a €
R™ wvektor, melyre po(x) = pa(y) esetén F(x) = F(y) teljesiil, barmely x,y €
D pontokra.

Bizonyitds. El6szor is, legyen x,y € D két tetszbleges, egyméastol kiilonbozd
pont. Mivel D nyilt, 6sszefiiggé halmaz, igy létezik az x-et és y-t 6sszekdts,
D-ben halad6 véges tordttvonal (a 2.7 Allitas értelmében). Azaz léteznek
20,21 ,---,2m € D pontok, melyekre

20=2, 2m =Yy és Sp:=s(zk-1,2k) C D (k=1,...,m).

Az S = S U---US, toréttvonal kompakt, mig az R™ \ D halmaz zért.
Kovetkezésképpen, a 2.6 Allitasbol kapjuk, hogy létezik » > 0 szam, melyre

T:=|JB(s,r)cD
seS

teljesiil. Vegyiik észre, hogy a

Ty = UB(S,T) (k=1,...,m)

nyilt halmazok konvexek, ezért az F-nek ezekre vett F|p, megszoritasai a
2.12 Allitas szerint eltolasinvaridnsak. Ezutan a 2.19 Koévetkezményt hasz-
néalva adodik, hogy létezik olyan 0 # a € R™ vektor, amelyre igaz, hogy F'
konstans az n — 1 dimenziés H (z0,a) N B (zo,r) korlapon.

Meg fogjuk mutatni, hogy ez egy olyan a vektor, amellyel az &allitas
teljesiil. Els6ként az eltolasinvariancia a 77 halmazon azt vonja maga utén,
hogy minden s € 57 esetén az F fliggvény konstans az imént bevezetett
korlap H (s,a) N B (s,r) eltoltjan. Specialisan,

FlH(z )N B(z ,r) konstans.
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Analég érveléssel a Ty, T3, ... T,, halmazokon, azt kapjuk, hogy
FlH (2 ,0) 0 B(zm ,r) konstans.

vagyis F|f(y.a)n B(y,r) konstans. Mivel z régzitése utdn y € D tetszdlegesen
valaszthato, igy azt kaptuk, hogy minden z € D ponthoz 1étezik € > 0 agy,
hogy Flp(2a)n B(z,) konstans. Megjegyezziik, hogy itt az a vektor csak
x-t6l fligg, az € sugar viszont fligg a z pont valasztasatol.

Ebbél a 2.16 Tétel azonnali kévetkezménye, hogy minden olyan z € D
pont és r > 0 sugar esetén, amire B (z,r) C D teljesiil, igaz, hogy

F|H(z,a) A B(z,r) konstans.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy p.(x) = pa(y), és tekintsiik az S toréttvo-
nal valamint ennek T nyilt kornyezetének a bizonyitas korabbi részében is-
mertetett konstrukciojat. Minden k = 1,...,m esetén az I, := p,(Si) C R
halmaz a kompakt, Osszefiiggs Sj, szakasz képe a folytonos p, fiiggvény al-
tal. Kovetkezésképpen I maga is kompakt, dsszefliges, vagyis egy korlatos,
zart intervallum.

A bels@szorzat bilinearitdsaboél

Pa((1 = N)zp—1 + Azi) = (1 = N)pa(2p—1) + Apa(zr)

(2.2)
= pa(zk-1) + A (Pa(2k) — Pal2k-1))

adodik barmilyen A\ € [0, 1] konstans mellett. Ezért ha p, (zx—1) < pa (2k)
all fenn valamely k € {1,...,m} indexre, akkor vildgos, hogy
Pa(zk-1) < pa(2) < pa(zk) teljesiil minden z € Sy pontban.

Hasonl6 okokbdl, ha p, (z—1) > pa (2) all fenn egy k € {1,...,m} indexre,
akkor

Pa(2k) < pa(2) < palzk—1) teljesiil minden z € S pontban.
Ha pedig pa(2zk—1) = pa(21), akkor nyilvan

Pa(2k) = Da(2) = pa(zk—1) teljesiil minden z € Sy pontban.
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Ezt a harom esetet agy foglalhatjuk &ssze, hogy minden k = 1,...,m index
esetén igaz, hogy

Iy = [ min{pa(2k-1), pa(zr) } , max{pa(2k-1), Palzr)} |- (2.3)

A bizonyitast ezen Ij, intervallumok harom tipusanak tovabbi vizsgalataval
folytatjuk.

1. Ha pa(zr—1) < pa(zx) akkor Iy, = [pq (2k—-1) , Pa (2x) |- Ezekre az inter-
vallumokra a (2.2) egyenletbdl azonnal adodik, hogy a pqls, : Sk —
I, figgvény bijektiv. Kovetkezésképpen az

eIy — R fr(e) == F(p; ' (c))

fliggvény definiciéja értelmes. Jegyezziik meg, hogy az Ij intervallum
végpontjaiban az alabbi egyenletek teljesiilnek:

Je(Pa (ze=1)) = F (zk—1) ¢ fr(pa (z1)) = F (21) -

2. Ha pg (2k—1) > pa (2i) akkor I = [pa (2k) , Pa (2—1)]. Az €l6z6 esettel
analog modon py|s, : Sk — Ij bijekcio, tehat ugyanazzal a képlettel
definidlhatjuk az

fe oDy — R fi(e) = F(p; ' ().
fliggvényt. Specidlisan, I}, végpontjaiban fennall, hogy
Jr(pa (1)) = F (z1) és fe(pa (zr-1)) = F (z6-1) -
3. Ha pa(zx—1) = pa(zk), akkor

Iy = [pa(2k-1); Palzk-1) | = [Pa(2k); Pa(2k) | = {Pa(2r-1)}-

Ezek az egyelemd intervallumok csak abban az esetben léphetnek
fel, amikor az Sy szakaszt teljes egészében tartalmazza egy a nor-
mélvektord hipersik. Ilyenkor viszont alkalmazhaté a 2.16 Tétel a
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Ty = Uses, B(s,r) konvex halmazra: mivel I konstans az n — 1 di-
menzios H (zi,a) N B (zx,r) halmazon F(zy) értékkel, igy a 2.16 Té-
tel szerint F|g, = F(z1). Tehat ebben a specialis esetben is érvényben
maradhat f; korabban latott megadési médja,

fk : Ik — R fk (pa(zk)) = F(Zk)

Osszegzésiil tehat azt mondhatjuk, hogy minden k& = 1,...,m index
esetén a fent definialt Iy, intervallum (nem feltétlentil kiilonb6z6) végpontjai
éppen az Sy szakasz végpontjaiban felvett értékei a p, linearis funkcional-
nak, a megfelels sorrendben. Tovibba, az fi fiiggvény értéke I barmelyik
végpontjaban ugyanaz, mint I értéke az Si szakasz ennek megfelel§ vég-
pontjaban.

A bizonyitas soron kévetkezd részében azt fogjuk megmutatni, hogy az
I}, intervallumok és fi fliggvények teljesitik a 2.20 Lemma feltételeit.

El6szor is, a (2.3) oOsszefiiggés értelmében az I; és I;1q intervallumok
rendelkeznek kozos végponttal, nevezetesen p,(z;) egy ilyen végpont (min-
den i = 1,...,m — 1 esetén). Tovabba, mivel zg = z és z,, = y, az is
fennall, hogy pa(20) = pa(2zm), vagyis hogy I és I, rendelkezik kozos vég-
ponttal. Az is vilagos, hogy szomszédos index( intervallumok egy alkalmas
kozbs végpontjaban a megfelels fiiggvényértékek megegyeznek, hiszen a fenti
konstrukciobél

fi (pa(zi)) = F<zz) = fir1 (pa(zz)) (l =1...,m- 1)

adodik. A 2.20 Lemma utols6 feltételének ellendrzéséhez tekintsiik barmely
két kiilonb6zs intervallumot. Azaz legyen

I = pa(s(zi-1,2)) és Ij = pa(s(zj-1,%)),

ahol 4,5 € {1,...,m} ugy, hogy i # j valamint fj(c) = f;(c) teljesiil vala-
milyen ¢ € I; N I; valoés szamra.

Igazolnunk kell, hogy filr,n1; = fjlr,n1; - Ha akir I;, akar I; egyelemd
halmaz, akkor ez automatikusan igaz. Az egyetlen nemtrividlis eset, amikor
mindkét intervallum valodi (legaldbb 2 elemii), és metszetiik szintén valodi.
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Legyen d € I; N I, amelyre d # c. Ekkor (egyértelmiien) léteznek
v,V ES; és  w,w €S
pontok, amelyekre v # ¥ és w # W, illetve p,(v) = pa(w) = ¢ és pa (V) =
pa(w) = d. Emellett vezessiik még be az alabbi két egységvektort:

1 1

b1 (f} — 1}) és bg

(0 — w).

o=l |l — ]

Egyszertien lathato, hogy (b1,a) # 0 illetve (b2 ,a) # 0. Méskiilonben S;
vagy S; részhalmaza lenne egy a normdlvektori hipersiknak, kovetkezéskép-
pen a megfelel§ szakasz p, altali képe egy egyelemtd halmazza zsugorodna,
amit viszont ebben az esetben méar kizartunk. Tekintsiik az alabbi szdmo-
lasokat:

1 (0,a) — (v, a) d—c

(b1,a) = — (5 —v,a) = 2 _ &
[ — vl 15— 15— o]

(by,a) = 1 (Ib—wa>:<w’a>_<w’a>: d—c .

7 [0 — w]| ’ | — wl| [@ — w]|

Ebbdl az adodik, hogy (b1, a) és (be,a) elGjele azonos. Az altalanossag
sérelme nélkiil feltehetd, hogy |(b1,a)| < |(ba,a)| (ha sziikséges, definidljuk
a két egységvektort forditott sorrendben, vagyis a by vektort konstrualjuk az
S, -beli pontokkal, b2 -t pedig az S;-beli pontokkal. Ezaltal bevezethetjiik a

<b1 } a>
<b2 ) a>
mennyiséget. Vegyiik észre, hogy ez minden s € S vektorra azt eredményezi,
hogy

A= € 10,1]

s+gb1€B(s,r)CT és s+)\gb2€B(s,T)CT.

Tovabba az is teljesiil, hogy

<w+)\gb2 — (w—i—%bl) , a> =

<)\b2 — b1 ,a>

(et =) =0

NS N3
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mely éppen azt jelenti, hogy w + A5bs € H (w + 501 ,a). F lokalis eltolas-
invariancidjat alkalmazva kapjuk, hogy

F<v+gb1) :F(w—kgbl).

Tartsuk észben, hogy a bizonyitas korabbi részében mar megallapitottuk,
hogy F konstans az n — 1 dimenzios B (w + 5b1 ,T) NnH (w + 5b1 ,a) kor-
lapon. Egyszerd szadmolassal adodik, hogy

r r r
(o )=
0+ 2500 = (w+ Sb1)|| = Slbs = Aeal
r r
<3 (ol + [[Ab2]l) = 5(1 +A) <.
Vegyiik észre, hogy itt az elsd egyenlétlenség szigord, hiszen egyenléség csak

akkor allhatna fenn, ha by = v(—M\bg) teljesiilne valamilyen v > 0 skalarral.
Viszont ez azt eredményezné, hogy

0< \= <b17a> _ <7(_>\b2)7a> :7(_)\) <0,

<b27 CL> <b2’ CL>

ami ellentmondés. Tehat valojaban w + Afby € B (w + 501 ,r) is fennall,
ami a korabban levezetett w+ A5by € H (w + 501 ,a) Osszefliggéssel egyiitt
implikilja, hogy

W+ Aby eB(w+5b1,r) n H(w+5b1,a) ,
2 2 2
kovetkezésképpen
r r r
F(w+)\§bz> —F(w+§b1> —F(v+§b1).

Nyilvinvaloan a most térgyalt eljaras nem csak 5 esetén miikddik, hanem
barmilyen 0 < o < § val6s szamra megkapjuk, hogy

F(w + Aobz) = F(w + 0b1) = F(v + gb1).
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Az el6bbiekkel analdg, elemi szamolasok utjan meggy6zédhetiink rola, hogy
F (w+ Agbg) = F (v + ob1) mellett pg (w + Aoba) = pg (v + 0b1) is teljesiil

minden p € ]0 T] szamra.
won | He2l
r

'3
Vezessiik most be az

jelolést. Az el6bb targyalt eltolast hajtsuk végre N alkalommal, mindig

az 5 valasztdssal, minden egyes lépésben a legutoljara kapott v + %bl és

w + )\%Tbl vektorok alkotta pontparra (itt [ =0,1,..., N —1). Ezaltal

N N
F <U + 2rb1> =F (w + )\;b2>

adodik. Ha sziikséges, akkor hajtsunk végre még egy utolsé 1épést, de ezut-
tal 5 helyett valamilyen megfelel6 0 < § < § skalart hasznalva azért, hogy
ennek az eltoldsnak eredményeként F' (0) = F (w) adodjon.

Végezetiil hasznaljuk ki, hogy I; és I; valodi (nem egy pontbdl 4llo)
intervallumok. Eszerint az f; és f; fiiggvények a p, linearis funkcional pq|sg,
illetve po|s; bijektiv megszoritasai altal keriiltek definialasra. Tehat az al-
talunk tekintett d € I; N I; szamra

fi(d) = F((pals,) ™ (d)) = F(3) = F(@) = F((pals,) " (d)) = f;(d)

teljesiil. Mivel d tetszéleges elem volt az [; N1 intervallumbol, igy fi(d) =
fj(d) azt jelenti, hogy a 2.20 Lemma Gsszes feltételérdl ellendriztiik, hogy
azok teljesiilnek. A Lemma allitdsat ekkor az I; és I, intervallumok Kko6-
708 pa(20) = pa(zm) végpontjara alkalmazva kapjuk, hogy fi (pa(z0)) =
fm (Pa(zm)). Idézziik fel, hogy zo = = és z,, = y, tehat ez éppen az

F(z) = f1 (pa(2)) = f1 (Pa(20)) = fm (Pa(2m)) = fm (Pa(y)) = F(y)

Osszefiiggéssel ekvivalens. Mivel x és y tetszéleges olyan pontok voltak,
melyekre p,(x) = pa(y) teljesiil, igy allitasunkat igazoltuk. O
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A bizonyitasboél szamos részlet kideriil folytonos, lokalisan eltolasinvari-
ans fliggvények viselkedésérsl. Ezek koziil egyet érdemesnek tartunk kiilon
is kiemelni.

2.22. Kovetkezmény. Legyen ) # D C R"™ nyill, dsszefiiggd halmaz, vala-
mint ' : D — R folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns fiigguény. Ha létezik
v € D ése > 0 gy, hogy B(x,e) € D és F|p.) konstans, akkor F
konstans a teljes D halmazon.

Bizonyitds. Legyen y € D \ {x} tetszGleges pont, és valasszunk egy 0 #
b € R" vektort gy, hogy (b,y — x) = 0 teljesiiljon. Igy persze fennall a
po() = po(y) egyenldség is.

A 2.21 Allitas bizonyitasaban lattuk, hogy barmely z € D, 0 # a € R"”
és r > 0 esetén, amennyiben B (z,r) C D és F konstans az n — 1 dimenzi6s

H (z,a) N B(z,r)

kérlapon, akkor F' globalisan konstans az a normalvektort hipersikok men-
tén. Most a feltétel szerint F'|p(, ) konstans, tehat specialisan a b vektort
tekintve azt kapjuk, hogy pp(z) = pp(y)-bol F(z) = F(y) kovetkezik. Mivel
y tetszoleges D\ {x}-beli pont volt, igy az adodik, hogy F' konstans a teljes
értelmezési tartomanyan. O

Miel6tt ratériink a fejezet {6 eredményére, felidéziink egy kdzismert tényt
valos fliggvényekrdl.

2.23. Tétel. Legyen I C R egy intervallum, f : I — R pedig injektiv,
folytonos fiigguény. Ekkor [ szigorian monoton.

Az 4llitas szerepel a [42] monografidban, folytonos valos fiiggvények to-
vabbi alapvetd tulajdonségai mellett (1d. [42, Theorem 8.1]). A bizonyitas
6 eszkoze a folytonos valos fiiggvények kozbeesGérték-tulajdonséga.

2.24. Tétel. Legyen 0 # D C R™ nyill, ésszefiiggé halmaz, F : D —
R pedig folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns fliggvény. FEkkor létezik a =
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(a1,...,ayn) € R™ vektor és egy szigorian monoton, folytonos f : pa(D) —
R fiiggvény, amivel

F(zy,...,zp) = f(a121+ -+ apzy)
teljesil minden (x1,...,x,) € D esetén.

Bizonyitds. A 2.21 Allitas értelmében létezik 0 # a € R™ vektor, amelyre
minden x,y € D esetén a pu(x) = po(y) egyenldséghdl F(z) = F(y) ado-
dik. A po(D) C R halmaz 6sszefiiggs, hiszen p, folytonos és D Gsszefiiggd.
Vagyis pq(D) egy nemiires intervallum. Nyilvan ez az intervallum valodi.
Miéskiilonben, ha p, (D) egyelemt, az azt jelentené, hogy D részhalmaza egy
n — 1 dimenziés hipersiknak, ami viszont ellentmond D nyiltsdganak.

Minden ¢ € p,(D) esetén tekintsiink egy x. € D elemet, amire py(z.) =
c. Definidljuk az f : po(D) — R fliggvényt az aldbbi modon:

f(e) == F(x.) (cepa(D)).

Vegyiik észre, hogy az a vektor imént emlitett tulajdonsidga biztositja, hogy
f joldefinidlt, vagyis fliggetlen az z. reprezentans valasztasatol. Valéban,
ha egy mésik @, vektort haszndlnank az f definicidjaban x. helyett, akkor
Pa (Zc) = pa () miatt F (2.) = F (z.) = f(c), tehat f valtozatlan.
Megmutatjuk, hogy f folytonos is. Ebbél a célbdl régzitsiink egy tetszs-
leges ¢y € pq(D) szamot és valasszunk yo € D vektort ugy, hogy pa(vo) = co
teljesiiljon. Mivel D nyilt, igy létezik ro > 0 ugy, hogy B (yo,70) C D le-
gyen. Kovetkezésképpen, ha r < ‘ﬁTO”, akkor yg + Aa € D teljesiil minden

A € [—r, 7] esetén. Ez azt jelenti, hogy az
S :=s(yo — ra,yo + ra)

szakaszra S C D teljesiil, igy ¢y bels6 pontja p,(S) intervallumnak. Tovab-
b4, mivel S kompakt, Osszefiigg halmaz, igy p,(S) egy zart intervallum.
S6t, az intervallum valédi, hiszen S parhuzamos az a normélvektorral, vagy-
is nem tartalmazhatja egy a normalvektora hipersik. Ezen feliil kénnyen
lathato, hogy pals : S — pa(S) bijekcio. Emiatt

fle)=F (p3'(c))
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teljesiil minden ¢ € p,(S) szamra. Nyilvan p,|s egy linearis fiiggvény meg-
szoritasa, igy folytonos. Ertelmezési tartomanya a kompakt S szakasz, igy
Pals inverze szintén folytonos. Mivel f két folytonos fiiggvény Osszetétele,
igy maga is folytonos a pu(S) zart intervallumon. Mint megallapitottuk,
cp belss pontja p,(S)-nek, tehat f folytonos a ¢y egy nyilt kornyezetében.
Viszont ¢y € pa(D) tetszleges volt, vagyis azt kaptuk, hogy f folytonos a
teljes pq (D) értelmezési tartomanyon.

A kovetkez$ lépésben azt igazoljuk, hogy ha f nem injektiv, akkor F
konstans. Ha tehat létezik s,t € po(D) gy, hogy s < t és f(s) = f(t),
akkor ez azt jelenti, hogy léteznek x,,x; € D vektorok, melyekre

Pa(s) # pal(xy) viszont F(xzs) = F(xy).

Ha most f|(s4 konstans, akkor persze F' is konstans egy nyilt gdmbén, ami
a 2.22 Kovetkezmény szerint azt implikalja, hogy F' konstans ez egész D
halmazon. Ekkor a = 0 valasztassal adodik a tétel allitdsa. Ha nem ez
a helyzet, akkor f valamelyik szélsGértékét az [s,t] intervallum belsejében
veszi fel. Elegendd azzal foglalkozni, amikor ez a szélséérték a maximum (a
minimum esete analdég modon kezelhetd).

Tegyiik fel tehat, hogy létezik u € |s, t] ugy, hogy

f(u) =max{f(c) : cé€ [s,t]}.

Legyen z,, € D olyan vektor, amire p, (z,) = u. Ekkor létezik ¢ > 0 ugy,

hogy
B:=B(zy,c|la]|) C D

teljesiiljon. Ekkor T := s(z, — €a, x,, + €a) C B. Tovabba u lokilis maxi-
muma f-nek, igy a folytonos f|,, (1 fiiggvény Darboux-tulajdonsdga miatt
léteznek x1,29 € T pontok és ¢ € p,(D) szdm, amelyekre fennall, hogy
Pa(z1) < u < pg(x2) valamint

F(x1) = f (pa(1)) = ¢ = f (pa(2)) = F(22) .

Ebbél az kiévetkezik, hogy

F’H(xl ,a)NB =c= F‘H(a:g,a)ﬁB'
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Vagyis F' ugyanazt a konstans c értéket veszi fel két, egymassal parhuzamos
n — 1 dimenzi6s koérlapon. Emiatt 1étezik n + 1 darab affin fliggetlen pont
a B halmazban, amelyek mindegyikében F értéke c. A 2.16 Tétel szerint
emiatt F' konstans a B nyilt gombon (ugyanis az konvex halmaz), emiatt
pedig az egész D halmazon konstans.

Ezéltal belattuk, hogy ha F' nem konstans, akkor f sziikségképpen in-
jektiv. De f folytonos is, kdvetkezésképpen szigortian monoton kell, hogy
legyen a 2.23 Tétel miatt. Végiil vegyiik észre, hogy ha F' konstans (azaz
létezik § € R, amire F' = ), akkor valaszthatjuk az a = 0 € R™ vektort.
Ekkor a po(D) = {0} egyelemi halmazon f(0) :=  modon értelmezett
fliggvényre teljesiil a tételben szerepld elGallitds. Fzzel a bizonyitast befe-

jertiik.
O

2.25. Megjegyzés. Trivialis szamolas, hogy a 2.24 Tétel megforditasa is igaz.
Tegyiik fel, hogy valamely x,y € D esetén

F(z) = f (pa(@)) = [ (Pa(y)) = F(y).

Ekkor f szigort monotonitasa miatt p,(z) = pa(y) is teljesiil. Amennyiben
valamely t € R™ vektorra « +t,y +t € D, akkor

F(ﬂf + t) =f (pa(x + t)) =f (pa(x) +pa(t))
= [ (Pa(y) +pa(t)) = f (paly +1)) = F(y +1),

azaz I (lokalisan) eltolasinvarians.

Kapcsolat szakirodalmi el6zményekkel

Ahogyan a Bevezetésben emlitettiik, az eltolasinvariancia megjelenik pél-
daul a [8] monografidban és a [49] dolgozatban. Elébbiben az eltolasinva-
riancia R™-en értelmezett preferencia-relacidkra vonatkozik: egy =< reldcid
eltolasinvarians, ha

r3y<=—zc+z3y+z (r,y,z € R").
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A [8, Theorem 4.3.1] tétel azt allitja, hogy ha < az eltolasinvariancia mellett
gyengén monoton névekvs is (vagyis ha x < y koordinatanként teljesiil, ak-
kor x < y), abban az esetben létezik egy a = (a1 ,...,a,) € R” nemnegativ
koordinataja egységvektor, amivel fennall

a1+ . Ty < aryr + ot anyn = (1,0 Tn) S Y1y, Yn)

minden x = (z1,...,2,) és y = (y1,...,Yyn) vektorra. Természetesen, ha
az eltolasinvarians =< preferencia-relaciot egy F' : R™ — R hasznossagi
fliggvény reprezentalja

Xy F(z) < F(y) (z,y € R")
moédon, akkor F-re igaz az
Fz)<F(y) <= F(x+2) < F(y+2) (z,y,z € R") (2.4)

Osszefiiggés, mely az altalunk definialt eltoldsinvariancidhoz hasonlé, de an-
nal megszoritobb kévetelmény. Lényeges viszont, hogy még ez a formalisan
ergsebb eltolasinvariancia és a gyenge monotonitas egyiittesen sem garantal-
ja, hogy a preferencia-relacio (illetve az azt reprezentalo valos értékd fiigg-
vény) szinthalmazai hipersikok legyenek. Ehhez valamilyen folytonossagi
feltételre is sziikség van, mint ahogyan ez az eredményeinkben is megjelent.

Ugyanebben a (2.4) értelemben, preferencia-relaciokon keresztiil buk-
kannak fel eltolasinvarians fiiggvények Trockel [49] dolgozataban is, folyto-
nossagi feltételekkel kiegészitve. Ezekrsl mar kideriil, hogy szinthalmazaik
parhuzamos hipersfkok.

Hangstlyozzuk azonban, hogy mind [8]-ban, mind [49]-ben az értelme-
zési tartomany a teljes R™ tér. Masrészt, ennek megfelelGen, a (2.4) elto-
lasinvariancia kovetelmény minden ¢ € R™ eltold vektorra vonatkozik. Har-
madrészt, az dltalunk a 2.9 definicidban tekintett eltolasinvariancia feltétele
gyengébb, mint a (2.4)-ben szerepld, hiszen mi azt csak egyenldség eseté-
re koveteljiik meg. A 2.24 Tétel és 2.25 Megjegyzés értelmében folytonos
F esetén egyenértékii a két feltétel, de ennek kozvetlen igazolasa bonyolul-
tabb értelmezési tartoményok esetén technikailag kifejezetten nehézkes lett
volna.



3. fejezet

Osszetett
fliggvényegyenlet-rendszerek
folytonos megoldasai

Ebben a fejezetben a lokélisan eltolasinvaridns fiiggvényekre kapott eredmé-
nyeket alkalmazva karakterizaljuk a Bevezetésben emlitett [9] cikkben sze-
repls egyenletrendszer magasabb dimenzids megfelelgjének folytonos megol-
déasait. Ezutan az egyenletrendszert altalanositjuk, majd ebben az esetben
is jellemezziik a folytonos megoldasokat. A bemutatott eredmények el6zetes
valtozatai megtalalhatoak a [47] OTDK-dolgozatban illetve a [46] cikkben.

3.1. Egy Osszetett fliggvényegyenlet-rendszer

Legyen ) # S C R™ adott halmaz, F' : S — R pedig egy fliggvény. Minden
kE =1,...,n esetén definidljuk az Ej (S, F) C R? halmazokat a kovetkezs
moédon:

Ei (S, F) = { (u,v) € R? : létezik (z1,...,2,) € S 1gy, hogy

F(z1,...,2p)=ués (T1,...,Tk—1,Tk + 0, Tps1,...,Tpn) €S }.

39



3. FEJEZET. FUGGVENYEGYENLET-RENDSZEREK 40

Tegyiik fel tovabba, hogy minden k = 1,...,n indexre 1éteznek olyan
Oy : By (S, F) — R
fliggvények, melyekre fennallnak az

F(ml—l—tl,xg,...,xn):®1(F(a:1,x2,...,:cn),t1) (1)
F(l‘l,fbg—l—tg,...,xn):(I)Q(F(xl,mg,...,a}n),tg) (2)

F(z1,20,...,20 +1ty) = O (F(z1,22,...,2n),tn) (n)
egyenletek minden olyan (z1,...,z,) € S és t; € R esetén, amire
(1, 1, T+t Thg1, .-, Tn) €S

Ekkor azt mondjuk, hogy F' megoldasa az (1) — (n) fiiggvényegyenlet-rend-
szernek. A kovetkezd lemmaban megmutatjuk, hogy a fenti egyenletrendszer
megoldésai lokalisan eltolasinvaridnsak. A tovabbiakban tébbszor eléfordul,
hogy adott v € R™ vektort az R™ standard bazisara vonatkozé koordinatai-
nak (vy,...,vy) vektoraval reprezentilunk.

3.1. Lemma. Legyen ) # D C R"™ nyilt halmaz, F : D — R pedig
megolddsa az (1) — (n) figgvényegyenlet-rendszernek. FEkkor F lokdlisan
eltoldsinvaridns.

Bizonyitds. Legyen x,y € D két tetsz6leges pont, amire F'(z) = F(y) telje-
siil. Legyen tovabba 0 < r € R tetsz6leges olyan sugar, amivel a

B(z,r)Cc D ¢és B(y,r)CD

tartalmazasok fennallnak. Ezen feliil legyen h € R" tetszéleges olyan vektor,
amire ||h|| < r teljestil. Az r és h valasztasa miatt az

(wl,...,:ck_l,xk—l—hk,...,xn+hn)GD és
(ylr"uykfl7yk'+hk7"'7yn+hn)ED
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tartalmazasok is igazak, barmely k = 1,...,n indexre. Mivel F' megoldasa
az (1) — (n) rendszernek és F(z) = F(y), az alabbi modon szamolhatunk:

F(zx+h)=F(x1+hi,x2+ho,...,xn + hy)
:<I>1( (z1,22+ha,...,Tn + hy), ha)
:<I>1(<I>2( xl,:cg,x3+h3,...,xn+hn),h2),h1):...
=&y (P2(... (Pn(F (w1, 22,...,20)  hn) ... ), h2), h1)
=1 (Po(... (P (F (y1,92,---sYn), hn)...), ha), 1) =
= @1 (Do (F (y1,y2,y3+ hg, ..., Yn + hn) , ha), h1)
=1 (F(y1,y2+ho,...,yn+hyn), h)
—F(y1+hiyo+ha, . yn+hn)=F(y+h).

Ez viszont definicié szerint azt jelenti, hogy F' lokalisan eltolasinvariéns.
O

3.2. Tétel. Legyen () # D C R"™ nyilt, dsszefiiggd halmaz. Az F: D — R
folytonos figgvény pontosan akkor megolddsa az (1) — (n) figgvényegyenlet-
rendszernek, ha létezik a = (ay,...,a,) € R™ vektor és egy szigorian mo-
noton, folytonos f : pa(D) — R fiiggvény, amivel

F(z1,...,zn) = f(a121 4+ -+ apzy)
teljestil minden (x1,...,x,) € D esetén.

Bizonyitds. A 3.1 Lemma szerint F' lokalisan eltolasinvarians. Igy a 2.24
Teétel alkalmazhatd, mely szerint vagy F' konstans, vagy

F(zi,...,2n) = f(a121 + - - + anzp) (3.1)

valamely a = (a1 ,...,a,) nemnulla vektorra. Viszont vegyiik észre, hogy
ha F konstans, akkor a (3.1) alaku felbontéas szintén fennall, csak ekkor az
a = 0 € R" valasztas mellett (ilyenkor f a {0} halmazon értelmezett, értéke
pedig a F altal felvett konstans). A sziikségességet ezzel belattuk.
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Az elegend@ség egyszert szamolas. Tegyiik fel, hogy F' a (3.1) képlettel
definialt. Legyen ekkor barmely kK =1,...,n esetén

(I)k(svt) ::f(f_l(s)"i'akt) ((S,t) EEk(D>F))
Ekkor lathatjuk, hogy

F(oy, .. Tp—1,%% +th, Tpy1,- -, Tn)
(ar@1 + -+ ap_1@p—1 + ag (T + tg) + Qpp1Tpgr + -+ + AnTp)
arxry + -+ anxn) + ak‘tk)

(
( ( 1317.. xn)) +aktk)
k(F(z1,...,20), 1)

=

S
f
f
®

miatt F' valoban megoldasa az (1) — (n) fiilggvényegyenlet-rendszernek. [

3.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az F' megoldésrol a folytonossidgon ki-
viil mast nem tettiink fel. Igy tehat specidlis esetként a Boros [9] cikk
eredményének javitasa is adoédik, hiszen ott az F' legalabb egy valtozéban
vald szigortt monotonitésa is szerepelt a feltételek kozott.

3.2. A fiiggvényegyenlet-rendszer altalanositasa

A kovetkez6kben az (1) — (n) egyenletrendszert altalanositjuk oly modon,
hogy a valtozékban az 6sszeadas helyett dltalanosabb miiveleteket engediink
meg. A kovetkez6 szakaszban Gsszefoglaljuk a sziikséges algebrai el6zménye-
ket.

3.2.1. Egyszeriisitéses félcsoportmiiveletek reprezentacioi

A szamegyenes egy intervallumén értelmezett folytonos, asszociativ, egysze-
riisitéses miiveletek reprezentacios tételét Craigen és Péles igazoltdk 1989-
ben megjelent [12] dolgozatukban. Miel6tt ismertetnénk a tétel allitasat,
felidézziik az egyszeriisitéses félcsoportmiivelet fogalmat.
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3.4. Definici6. Legyen X nemiires halmaz, H : X x X — X pedig egy
kétvaltozos miivelet. Ekkor az (X, H) part egyszerisitéses félcsoportnak
nevezziik, ha

e H asszociativ, vagyis minden z,y,z € X esetén H (H (x,y),z) =
H (z,H (y, z)), illetve

o H egyszerisitéses, vagyis minden x,y, 2 € X esetén teljesiilnek a
H(z,y)=H(z,2) = y=2 ¢ H(y,x)=H(z,2)=—=y==2
implikacidk.

3.5. Tétel (Craigen-Pales, 1989). Legyen I C R wvalddi intervallum, va-
lamint legyen H : I x I — I eqy folytonos, asszociativ, egyszerisitéses
mivelet. FEkkor létezik eqy dsszeaddsra nézve zdrt, nem korlitos J C R
intervallum, valamint eqgy h : J — I folytonos bijekcid, amellyel

H(z,y) = h (h™(z) + b~ (y)) (32)
teljesiil minden x,y € I esetén.

3.6. Megjegyzés. Valodi intervallum alatt tovabbra is azt értjlik, hogy az in-
tervallum tartalmaz legaldbb két kiilonb6z6 pontot. 1dézziik fel, hogy a 2.23
Tétel szerint a bijektiv, folytonos h : J — [ fliggvény szigoriian monoton.
Nyilvan inverze is ugyanilyen tulajdonsigi, tehat topolégiai értelemben A
valojaban homeomorfizmus a J és I kozott. A tovabbiakban ennek meg-
felelen azokat a folytonos, szigorian monoton, sziirjektiv fiiggvényeket,
melyek nyilt intervallumot nyilt intervallumra képeznek, homeomorfizmu-
soknak hivjuk.

A 3.5 Tétel azonnali kévetkezménye, hogy a H miivelet kommutativ.
Tovabba az is trivialis szamolassal adodik, hogy a tétel megforditasa is igaz.
Nevezetesen, a (3.2) formulaval értelmezett H miivelet folytonos, asszociativ
és egyszertisitéses.

Hasonlo allitast talalunk Aczel Janos |1, 4] munkaiban. Tovabba érde-
mes megjegyezni, hogy egy valamelyest gyengébb karakterizacios tétel, mely
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folytonos csoportmiiveletekre vonatkozik, szintén Aczél nevéhez fizédik. A
[3] monografidban talaljuk annak bizonyitasat, hogy ha ) = I C R nyilt
intervallum, agy az F : I x I — [ fliggvény akkor és csak akkor folytonos
csoportmivelet az I halmazon, ha létezik egy folytonos, szigorian monoton,
sziirjektiv f : R — I fiiggvény, amelyre

F(z,y) = f (7 (2) + ' (y)

teljesiil minden x,y € I szdm esetén.

3.2.2. Az Altalanositott egyenletrendszer

Legyen minden k = 1,...,n esetén () # I;; C R nyilt intervallum, valamint
legyen Fy : I x I, — Ij, folytonos, asszociativ egyszeriisitéses mivelet.
Legyen tovabba S C I; X - - - X I, egy nemiires halmaz, u : S — R pedig egy
fiiggvény. Ertelmezziik a Gy, (F}, S,u) C R? halmazt minden k = 1,...,n
esetén a kovetkezSképpen:

G (Fg,S,u) ={(a,b) € R x I}, : létezik (x1,...,x,) € S ugy, hogy
u(zy,...,on)=a és (x1,...,25-1,Fk (zx,0),2p11,...,2n) € S}.

Tegyiik fel tovabba, hogy léteznek Wy : Gy (Fy,S,u) — R fiiggvények

(minden k = 1,...,n indexre) gy, hogy teljesiilnek az
U(Fl (:Iil,tl),l’g,...,a?n) = \Ill(u(xl,xg,...,a:n),tl) (G—l)
u(a:l,FQ (arg,tg),...,afn) = \I/Q(u(xl,xg,...,xn),tQ) (G-2)
u(:cl , T2, ..., Fy (:I:n,tn)) = \I/n(u(azl y Xy ey X)) ,tn) (G-n)

egyenletek. Ekkor azt mondjuk, hogy u megoldasa a (G-1) — (G-n) fiigg-
vényegyenlet-rendszernek.

3.7. Megjegyzés. Amennyiben Iy =--- =1, =R ésaz Fy, ..., F, miveletek
mindegyike az Osszeadas, akkor Gy (Fy, S, u) = Ey (S,u), és igy az (1) — (n)
fliggvényegyenlet-rendszert kapjuk vissza. Az ismeretlen fiiggvényt azért
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nem F' jeloli, mivel ezt az altalanosabb fiiggvényegyenlet-rendszert fogjuk
hasznosséagi fiiggvények osztalyainak karakterizaciojara alkalmazni. Igy ér-
demesnek latszik a megoldasokat mar most u-val jeldlni, mely a hasznossagi
fliggvényeket illetGen egy standard jel6lés.

3.8. Jelolés. Legyenek H C R™ és Hy,...,H, C R tetsz6leges halma-
zok, fr : Hy — R pedig tetszbleges fliggvények (kK = 1,...,n). Ekkor
P(H, f1,..., fn) jeloli a H halmaz (f1,..., f,) altali 6sképét, vagyis

PH, fi,...ifn) ={ (W1,...,yn) € R" : létezik (x1,...,2,) € H
amelyre fi(y1) =1, ..., falyn) =0 }.

Ekkor a 3.2 Tétel és a 3.5 Tétel alapjan jellemezhetjiik a (G-1) — (G-n)
rendszer folytonos megoldésait nyilt, 6sszefliggd halmazokon.

3.9. Tétel. Legyen ) # I, C R nyilt intervallum, Fj, : I x I, — I
pedig folytonos, asszociativ, egyszeridsitéses mivelet minden k = 1,...,n
esetén. Legyen tovdbbd ) # D C R™ nyilt, ésszefiiggd halmaz, melyre D C
L x---x1I,.

Az u : D — R fiigguény akkor és csak akkor folytonos megolddsa
a (G-1) — (G-n) figgvényegyenlet-rendszernek, amennyiben létezik olyan
a = (ay,...,a,) € R™ vektor, dsszeaddsra nézve zdrt Ji, C R intervallu-
mok, tovdbbd fy, : Jp — I, homeomorfizmusok €s eqy szigorian monoton,
folytonos g : po (P (D, f1,...,fn)) — R fiigguény, amelyekre eqyrészt

Fy (z,y) = fu (fy (@) + f () (z,y€li),
mdasrészi

w(Ty, .oy y) = g(alfl_l(azl) + - +anf,;1(a:n))
teljesil minden k=1,...,n és (x1,...,x,) € D esetén.

Bizonyitds. ElGszor is, a 3.5 Tétel értelmében 1éteznek az 6sszeadédsra nézve
zart, nem korlatos () # J, C R nyilt intervallumok, illetve f : Jp — I
homeomorfizmusok, amelyekkel

Fy (z,y) = fr (f @) + £ ' () (z,y € Iy)
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teljesiil minden k& = 1,...,n esetén. Tovabba P (D, fi,..., fn) nyilt rész-
halmaza R™-nek, mivel éppen a D nyilt halmaznak az

(1,...,2p) — (fl(xl), .. ,fn(wn))

folytonos fiiggvény altali 6sképe.
Ugyanakkor P (D, f1,..., fn) egyben a D 06sszefliggé halmaznak az

(xl PR 7$n) = (fl_l(xl)) ceey f;l(xn))
folytonos fiiggvény altali képe, tehat osszefiiggs. Ertelmezziik most a
v:P(D,f1,....fn) —R

fliggvényt a
VY1, .. Yn) = u(fl(yl), .. .,fn(yn))

képlettel. Tovabba, minden k£ = 1,...,n esetén a kordbban bevezetett spe-
cidlis Ey és G halmazok definiciobol kézvetleniil 1athato, hogy

(a,b) € Ex, (P (D, f1,..., fn),v) pontosan akkor, ha
(a, fk<b)) € Gy (Fk , D, u) .

Ezért a @ : Ex (P (D, f1,..., fn),v) — R fiiggvényeket értelmezhetjiik a

Py (a,b) := Vg (a, fr(b))

formulaval, és a definicié minden k = 1,...,n esetén értelmes. Ezek utan a
kovetkezdképpen szamolhatunk:

VW1, Y1 Uk T s Yhtl s+ -5 Yn)
=u(f1(y1)s s Feo1(We—1)s Fe(ur + th)s ferr(Uken), - -5 fulyn))
=u(frw1), - Sem1(Wr—1)s Fi (e (ur)s fr(tr))s fea1(Wrs1)s - - - fu(yn))
= Uy (u (i), -5 fulyn)) >fk(tk))
:q)k(v(yl,...,yn),tk).
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Mivel ezen Osszefiiggések minden k = 1,...,n index, tovibb4 minden

(y1>"'7yn)EP(valv--'afn)

vektor és alkalmas ¢ € R esetén igazak, ez pontosan azt jelenti, hogy v
folytonos megoldasa az (1) — (n) fiiggvényegyenlet-rendszernek.

A 2.24 Tétel szerint létezik a = (ay,...,a,) € R™ vektor és folytonos,
szigortian monoton g : p, (P (D, f1,..., fn)) — R fiiggvény, amikre

VY1, Yn) = g(a1y1 + - + anyn)

teljesiil minden (y1,...,yn) € P (D, f1,..., fn) esetén. Végezetiil vegyiik
észre, hogy emiatt barmely (z1,...,2z,) € D vektorra igaz, hogy
u (-rl g 7~Tn) = U(fl_l(xl)> RS fn_l(xn))
= g(anfi (@) + -+ anfy, H(zn)).

Az elegenddség igazolasahoz definialjuk a Uy : Gy (Fy , D,u) — R fuggvé-
nyeket

Ui(a,b) :==g (97" (a) + arfy (b))

moédon, minden k£ =1,...,n esetén. Ekkor

u(zl,...,xk_l,Fk (mk,tk),xk+1,...,xn)
=g(arfy (@) + -+ apor fi ) (@re1) + arfy ' (Fr(zn, te)
+ ak+1fk_+11 (Ths1) + -+ anfy Hzn))
= g(arfy (@) + -+ a1 fi ) (@r—1) + ag (fy o) + £t ()
+ g1 i (Trgr) + o 4 anf (@)
=g (g (9 (afi (@) + - +anfy ' (20))) + anfi ™ (t))
=g(g (w1, ..., 2)) +arfy ' (t))
= \I/k(u(:nl,...,xn),tk).
Ami viszont pont azt jelenti, hogy ha u a tételben szerepl6 alaki, akkor

valoban megoldéasa a (G-1) — (G-n) fiiggvényegyenlet-rendszernek. Tovabba
nyilvanvald, hogy u folytonos fiiggvény. O
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3.10. Megjegyzés. A bizonyitasbol kideriil, hogy a (G-1) — (G-n) egyenlet-
rendszer barmely v megoldasira az

u(xy,...,oy) :g(alffl(:m)+---+anfn_1(:nn))

reprezentacié barmely olyan fi : Jy — I homeomorfizmusok esetén fenn-
all (alkalmas g homeomorfizmust valasztva), amelyre

Fy(z,y) = fi (f; @) + £ ' () (z,y € Ii)

teljesiil minden £ =1,...,n esetén.



4. fejezet

Kvaziosszegek
regularitas-megorzési
tulajdonsagai

A fejezetben ismertetjiik a kvazidsszegek fogalméat, majd igazoljuk, hogy
a kvéaziosszeg (magasabb rendt) differencialhatosagi tulajdonsagai 6roklsd-
nek annak generdtorfiiggvényeire. Végiil bemutatjuk az eredmények egy
alkalmazésat.

4.1. El6zmények

A Bevezetésben emlitettiik, hogy a fogalom bevezetése Maksa Gyula ne-
véhez koéthets, de megjegyezziik, hogy bizonyos kétvaltozos kvazidsszegek
Aczél Janos korai munkaiban |1, 2| is megjelentek. Maksa [33] cikke szerint
magat a terminologiat is Aczél vetette fel elsGként.

4.1. Definicié. Legyen n € N, n > 2 valamint legyen ) # I, C R
ny{lt intervallum minden & = 1,...,n esetén. Tegyiik fel tovibba, hogy
fr : I — R folytonos, szigortan monoton fiiggvény minden £k =1,...,n
esetén, g : f1([1) + -+ fn(I) — R pedig szintén folytonos, szigorian

49
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monoton. Ekkor az

F(z1,...,2p) = g(fi(z1) + - + fu(zn)) (xr1€lh,...,zyp € 1)
(4.1)
modon értelmezett F': [1 X --- x I, — R fliggvényt kvdzidsszegnek nevez-
ziik. A g, fi,..., fn fliggvényeket az F kvazitsszeg generdtorfiiggvényeinek
(vagy roviden generdtorainak) hivjuk.

A kovetkezSkben tobbvaltozos, valos értéki fliggvények (magasabb ren-
di) parcialis derivaltjaival fogunk szédmolni, a differencialhatosagi fogalma-
kat a szokasos értelemben hasznaljuk. Ha m,p pozitiv egészek, valamint
) # U C R™ nyilt halmaz, akkor azt mondjuk, hogy az F : U — R
fligegvény p-szer folytonosan differencidlhaté, ha a p-ed rendd parciélis de-
rivaltak, vagyis az

un—>8“82282pF(u) (UEU és il,ig,...,ipe{1,2,...,m})

fliggvények mindegyike létezik és folytonos a teljes U tartomanyon. Amikor
azt mondjuk, hogy egy fliggvény parcidlisan differencidlhatd, akkor ez alatt
azt értjlik, hogy az els6rendd parcidlis derivaltak mindegyike 1étezik, de nem
sziikségképpen folytonos.

Az alabbiakban két elemi észrevételt idéziink fel valos fiiggvényekrdl.
A fejezet 16 tételeinek igazolasakor ezek fontos segédallitasok lesznek, ezért
kimondjuk ket és kozoljiik a bizonyitasokat is. Megjegyezziik viszont, hogy
mindkét soron kdvetkezs allitast szamtalan moédon lehetne altalanositani.

4.2. Lemma. Legyen () # I C R egy nyilt intervallum, D C I pedig eqy
I-ben strd halmaz. Tegyik fel, hogy az f : I — R fiigguény folytonos és
szigorian monoton. Ekkor f(I) szintén nyilt intervallum, valamint f(D)
strd halmaz f(I)-ben.

Bizonyitds. Mivel f homeomorfizmus [ és J kozott, igy megérzi a topologiai
tulajdonsagokat. Specidlisan f(I) = J nyilt és Osszefliggs, tehat egy nyilt
intervallum. Masrészrél f(D) strtisége f(I)-ben szintén a folytonossiaghol
kévetkezik.
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Legyen ugyanis yo € f(I) tetsz6leges. Ekkor létezik xo € I ugy, hogy
f(xo) = yo teljesiiljon. Mivel D stird I-ben, igy létezik (x,) : N — D
sorozat, melyre z, — xzo. Ekkor f(x,) — f(xo) = yo is igaz, hiszen f
folytonos. Kovetkezésképpen f(D) lezartja (az f(I) altértopologidjéban)
éppen f(I). Azt kaptuk tehat, hogy f(D) stird f(I)-ben. O

4.3. Lemma. Legyenek ) # I; C R és ) # Iy C R nyilt intervallumok.
Tegyiik fel, hogy D1 C I nyilt halmaz, mely sird I, -ben, tovdbbd Dy C I
strd Iy -ben. Ekkor D1+ Doy =11 + I5 .

Bizonyitds. El6szor is, D1 + Dy C I + I5 nyilvanvalo. A forditott iranya
tartalmazashoz legyen z € I + Iy tetszéleges. Ekkor léteznek z; € I és
x9 € Iz szdmok 1gy, hogy z = x1 + x2 legyen. Mivel I; nyilt, igy létezik
e > 0 agy, hogy

}x]——a,xj—i—s[glj

teljestil j = 1,2 esetén. Mivel Dy egy I -ben stird nyilt halmaz, létezik
olyan d; € D1 és 6 > 0 ugy, hogy

]d1—5,d1+(5[g]a}1—€,$1+5[ﬂDl.

[gy tehét |z1 — di| < €, kovetkezésképpen o + 1 —dy € |22 —&,20 + €[ C
I . Tehat, mivel Dy stirti az I> nyilt halmazban, 1étezik

d2€]$2+1‘1—d1—(5,$2+$1—d1+5[ﬁDQ.

Veégezetill | (z1 +xo2 —do) — di| = |(x2+ 21 — d1) — do| < ¢ adodik a dy
megvalasztisa miatt. Tehdt 1 + x9 — do € D1 ami azt jelenti, hogy

SE1+ZL‘2=(ZL‘1—|—3§2—d2)+d2€D1—|—D2,

amit bizonyitanunk kellett. O
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4.2. Elsérendii (folytonos) differencidlhat6sag meg-
Orzése

4.4. Tétel. Legyen n € N, n > 2 és tegyiik fel, hogy a (4.1) egyenlettel defi-
nidlt n vdltozds F kvdzidsszeg parcidlisan differencidlhato. Ekkor generdtor-
figgvényei differencidlhatéak. Tovdbbd, ha F folytonosan differencidlhato,
akkor generdtorfiiggvényei folytonosan differencidlhatéak.

Bizonyitas. A bizonyitasban a 4.1 Definici6 jeldléseivel éliink mind a fiiggve-
nyekre, mind az értelmezési tartomanyokra vonatkozoéan. El&szor is vegyiik
észre, hogy elegendd a kétvaltozods esetre bizonyitani. Val6ban, ha rogzi-
tlink egy tetszéleges k € {2,...,n} indexet és egy tetszéleges y; € I; elemet
minden j € {2,...,n}\ {k} esetén, akkor tekintsiik az

FyQ yeesYk—1 sYk+1 oo sYn (xl vl'k) =g fl(l'l) + fk(mk) + Z fj(yj>
JE{2,..,n\{k}

kétvaltozos fliggvényt az I; x I halmazon. Ez a fliggvény megorokli F'
regularitasi tulajdonsagait, igy (feltéve, hogy a tétel igaz n = 2 valtozo
esetén) az f1 és fi generatorfiiggvények (folytonosan) differencidlhatoak.
Tovabba, szintén az n = 2 esetre vonatkozo6 allitds értelmében, ekkor g is
folytonosan differencidlhaté az

A+ @)+ > filyy)
je{2,...n\{k}

nyilt intervallumon. Ahogyan y; befutja az I; intervallumot, azt kapjuk,
hogy ez a nyilt intervallum lefedi g teljes értelmezési tartoményat, az-
az g (folytonosan) differencidlhat6. Tovabba, ahogy a k index végigfut a
{2,...n} halmaz elemein, adodik, hogy mindegyik f; fiiggvény (folytono-
san) differencidlhato.

Ezért a tovabbiakban a kétvaltozos esetre koncentralunk, illetve kezdet-
ben csak annyit tesziink fel, hogy F' parcilisan differencidlhatd. Nyilvan
az s — F (s,xq) és t — F (x1,t) figgvények szigorian monotonak barmely
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rogzitett ©1 € 1 és xo € Iy esetén, a generdtorok szigortt monotonitasabol
kovetkezéen.
Kovetkezésképpen, rendre az

s+ O1F(s,x9) illetve t— oF(21,1)

fliggvény nem lehet azonosan nulla az I illetve I intervallum egyetlen
nemiires nyilt részintervalluman sem.

Lebesgue differenciadlhatosagi tétele értelmében az fy , fo és g szigorian
monoton fliggvények az értelmezési tartoményaik majdnem minden pont-
jaban differencialhatok. Az egyszertiség kedvéért tegylik fel, hogy f1 szigo-
rian monoton névekvs. A szigortian monoton cstkkend eset analog modon
targyalhato.

Segédallitas. g: fi(I1) + f2(I2) — R differenciélhato.

A segéddllitdas bizonyitdsa. Barmely rogzitett y € Io esetén tekintsiik az
alabbi differenciahanyadosokat:

F(z,y) — F(20,y)
Tr — X0
_9(hilx) + ) = 9 (fi(zo) + f2(y)  f1(z) = f1(z0)
(fi(@) + fo()) = (fi(zo) + f2(y)) T — 2o

Megjegyezziik, hogy a generatorfliggvények szigori monotonitisa garantal-
ja, hogy x # xg esetén sehol sincs 0 a nevezében. Vegyilkk az x — xg
hataratmenetet. Ekkor a bal oldali hanyadosok 01 F (z¢,y)-hoz tartanak.
Ekozben a jobb oldalon az elsé tényezs ¢’ (f1(zo) + f2(y))-hoz, a masodik
tényezd pedig fi(xo)-hoz, feltéve, hogy ezek a derivéaltak léteznek.

Vegyiik észre, hogy amennyiben az

f1(zo) = lim M

T—T0 Tr — X

derivilt értéke egy pozitiv szdm, vagy pedig +oo, akkor g differencidlhatd
az f1(xo) + fo(y) pontban. Ez definicié szerint adodik, kihasznalva, hogy
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f1 folytonos. S6t, az is lathato, hogy

g (Aa) + £w) = 22D gy g (fi(w) + o) =0
fi(zo)
rendre azokban az esetekben, amikor fi(zg) € Ry illetve fi(zg) = +oo.
Mivel az y € Iy tetszbleges volt, igy azt kaptuk, hogy g differencialhat6 az
f1(zo) + f2(I2) nyilt intervallumon, valahényszor f{(zg) pozitiv vagy +oo.
Vezessiik be a

K :={z el : fi(z) >0 vagy fi(z) =400}

halmazt. Vilagos, hogy f1(K) nem més, mint azon pontok halmaza fi([;)-
ben, melyekben az f;° ! fiiggvény differencialhaté (azaz derivaltja véges).
Lebesgue tétele szerint viszont fi° 1 az értelmezési tartomanyanak (tehét
az fi([1) nyilt intervallumnak) majdnem minden pontjiban differencialha-
t6. Vagyis f1(K) strd részhalmaza fi(I)-nek. Kovetkezésképpen f1(K) +
fa(I2) = fi(I1) + fo(I2) teljesiil, hasznalva a 4.3 Lemméat. Mint mar meg-
allapitottuk, a g fiiggvény differencidlhat6 ezen halmaz pontjaiban. X

Segédallitas. Az f : I, — R fiiggvények differencialhatoak (k = 1,2
esetén).

A segéddllitds bizonyitdsa. Mivel g differencialhaté és szigordan monoton,
az

L:={z€ fi(ly) + fo(I2) : ¢'(z) # 0}

halmaz stri az fi(I1) + f2(I2) intervallumban. Legyen most z € I; tetsz6-
leges. Kihasznalva, hogy fo folytonos, valamint L stird az f1(I1) + f2(I2)
intervallumban, garantaltan létezik yo € Iy ugy, hogy fi(x) + fa(yo) € L
teljesiiljon. De ez azt vonja maga utan, hogy fi differencialhaté x-ben. Mi

tobb, valéjaban
alF (3?;90)

fila) =
A ACES )
kovetkezik. Mivel x € I tetsz6leges volt, belattuk, hogy f1 : [1 — R dif-

ferencialhato. Analog érveléssel az fo differencialhatosaga az 0o F parcialis
derivalt 1étezésébsl adodik. X
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Eddig azt mutattuk meg, hogy ha F parcialisan differencialhato, akkor a
generatorfiiggvényei differencidlhatoak. Az utols6 lépésben igazoljuk, hogy
ha az F : I} x Iy — R kvézidsszeg folytonosan differencialhato, akkor a
generatorok derivaltjai szintén folytonosak. Az Gsszetett fliggvény derivalasi
szabélya szerint

WF (z1,22) = g (fi(x1) + faz2)) - fr(zk)

teljestil kK = 1,2 és tetszbleges x1 € I1,x9 € I3 szdmok mellett. Ha most
fi(z0) # 0, akkor

O F (x0,x2)
fi(xo)

A jobb oldal folytonos az xo valtozoban, emiatt ¢’ folytonos az f1(zg) +
fa(I2) nyilt intervallumon, barmely olyan rogzitett xg € I; pontra, amely-
ben fi(xg) # 0. Ismételten hasznaljuk ki, hogy azon pontok halmaza, ahol
fi nem ttinik el, strd I;-ben. Igy a 4.2 és 4.3 Lemmak értelmében azt
kapjuk, hogy ¢’ folytonos az egész fi(I1) + f2([2) intervallumon, azaz g
folytonosan differencidlhato.

Végezetiil legyen xg € 7 tetszSleges, és valasszuk az yg € I pontot 1gy,

hogy

g (fi(zo) + falza)) =

g (fi(zo) + falyo)) #0

teljesiiljon. Az el6bbi érveléssel, fo folytonossagat hasznalva kénnyen ellen-
6rizhets, hogy ilyen yo valéban 1étezik. Ekkor

alF‘ (x ) yO)
9" (fi(z) + f2(y0))
teljesiil az xg egy kornyezetében. Nevezetesen, azon x € Iy szdmokra, me-
lyekre az f1(x) + f2(yo) pontban a folytonos ¢’ fliggvény kiilonbozik 0-t6l.

Ezen z-ek halmaza viszont egy nyilt halmaznak (ahol ¢’ nem nulla) a foly-
tonos

filz) = (4.2)

s = f1(s) + f2(yo)

fiiggveny altali sképeként all eld, igy nyilt. Mivel (4.2) jobb oldala folytonos
az x valtozoban, specialisan az is kovetkezik, hogy f{ folytonos az o € I
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pontban. Azonban z( tetsz6leges volt, ezéltal fi folytonossagat belattuk.
Analog érveléssel gy6zodhetiink meg arrél, hogy f4 szintén folytonos.
Ezennel tehédt belattuk a tételt a kétvaltozos esetre. A bizonyitas els6
észrevételeinek megfelel§en ebbdél méar adodik az 4llitds barmilyen n > 2
valtozos kvazidsszegre. d

4.3. Magasabb rendi folytonos differencidlhatésag
megoOrzése

Ebben a szakaszban az iménti 4.4 Tételt terjesztjiik ki, az els6rendd folyto-
nos differencialhatosagot barmilyen magasabb rendd folytonos differencial-
hatosagra cserélve.

Tetsz6leges h : I — R fliggvény esetén mindazon pontok halmazat,
ahol h nem tinik el, supp h moédon jeldljiik. Vagyis bevezetjiik a

supph={zel:h(zx)#0}

halmazt, melyet a h fliggvény tartdjdnak neveziink. Felhivjuk ra a figyel-
met, hogy ebben az értelemben a tartd definicidjaban nem kiveteljiik meg
ennek a halmaznak a lezarasat (utobbi megkozelités inkabb altalanosabb
koriilmények kozott, példaul a funkcionélanalizisben szokvanyos).

4.5. Tétel. Legyenek p,n € N pozitiv egészek gy, hogy n > 2 és tegyik
fel, hogy a (4.1) egyenlettel definidlt n wvdltozés F kvdziosszeg p-szer foly-
tonosan differencidlhaté. Ekkor gemerdtorfiiggvényei is p-szer folytonosan
differencidlhatoak.

Bizonyitds. A bizonyitasban a 4.1 Definici6 jeldléseivel éliink mind a fligg-
vényekre, mind az értelmezési tartoményokra vonatkozéan. Ahogyan a 4.4
Tétel bizonyitasaban megallapitottuk, barmely tébbvéltozos eset az n = 2
valtozos esetre vezethet§ vissza, ezért a bizonyitast csak ez utobbira végez-
ziik el.

A p = 1 eset pontosan a 4.4 Tétel masodik allitdsa. Ezért p szerinti
teljes indukciot alkalmazunk. Tegyiik tehat fel, hogy az allitas teljesiil vala-
milyen rogzitett p € N egészre. A feltétel most az, hogy F egy (p + 1)-szer
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folytonosan differencidlhaté fliggvény. Az indukcios feltételbdl kovetkezo-
en az f1, fa, g generatorfiiggvények p-szer folytonosan differencialhatok. A
Faa di Bruno formuldt hasznalva az Osszetett fliggvény magasabb rendd
derivaltjainak kiszdmolasara

a§P)F(a;1 ,Tg) = g(p) (f1(961) + f2($2)) : (f{(fﬁl))p

p—1
+ 3 gW (fu@) + fo(@2)) - Pe(Fi(a1), f (21), o P (@) (43)
s

adodik, ahol minden k = 1,...,p—1 esetén Py egy p viltozos, egész egyiitt-
hatés polinom, melynek fokszama legfeljebb p — 1.

Specidlisan P (z1,...,2,) = 2, minden (21 ,...,2,) € R™ esetén. Ter-
mészetesen, ha p = 1, akkor (4.3) jobb oldalan csupéan ¢’ (f1(x1) + fo(z2)) -
f1(z1) az egyetlen tag. Ebben az esetben a tovabbi szamolésokban egy iires
Osszegzeés is meg fog jelenni.

Mivel f; szigortian monoton, supp f egy strd, nyilt halmaza az I inter-
vallumnak. Rogzitsiink most egy tetszleges xo € suppf; pontot. A (4.3)
egyenletbdl (f](xg))P-nel valo osztas, majd dtrendezés utan a

®) (£ (1 __ 1 aw T
9P (fi(zo) + f2(y)) (F1(@0))” 07 F (z0,y)
L P(fo) - AP (@)
T ey 0 0 RG)
(4.4)

kifejezés adodik, minden y € I esetén. A jobb oldal folytonosan differenci-
alhato az y € Iy valtozoban, ugyanis az F' fliggvény (p + 1)-szer folytonosan
differencidlhatd, az fo,g fliggvények pedig p-szer folytonosan differencial-
hatoak az indukciés feltevés miatt. Ez pontosan azt jelenti, hogy ha a
¥ Iy — R fiiggvényt a

U(y) = g (filzo) + f2(y)) (y € I2)

képlettel definialjuk, akkor 1 folytonosan differencidlhat6.
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Masfelsl fp szigorian monoton, igy létezik a ¢ := fy inverzfiiggvénye.
Tovabba, ha yo € suppfy, akkor az Inverzfiiggvény-tétel garantalja, hogy
o=fy ! folytonosan differencialhat6 az f2(yo) pont egy kérnyezetében.

Kovetkezésképpen, ha xg € suppf] és yo € suppfy rogzitett szamok,
akkor a o : fo(ls) — R fiiggvény folytonosan differencialhato az fa(yo)
pont egy kornyezetében. A 1 és ¢ értelmezése szerint barmely z € fao(I2)
esetén

(o) (2) = g (fi(wo) + f2 (#(2))) = 97 (f1(wo) + 2).

A 1 és o differencidlhatosagaval kapesolatos iménti észrevételeket Osszegez-
ve : azt vezettiik le hogy ha xo € suppf] és yo € suppf} akkor ¢(?) folytono-
san differencialhato az fi(zo) + f2 (yo) pont egy kornyezetében. Masképpen
fogalmazva, g folytonosan differencialhaté az fi (suppf]) + fa (suppfs)
halmazon.

A 4.2 Lemmat hasznalva a supp f;, nyilt halmazra, mely strd az I}, inter-
vallumban, azt kapjuk, hogy fi (suppf;) szintén strd fi(I))-ban (mindkét
k = 1,2 index esetén). Tovabba fi (suppf;) nyilt halmaz az fj () nyilt
intervallumban, hiszen f; homeomorfizmus (k = 1,2). Emiatt alkalmazhato
a 4.3 Lemma ezekre a str( ny{lt halmazokra, és ezaltal

f1 (suppfi) + fa (suppfs) = f1 (I1) + f2 (I2)

adodik. Azt kaptuk tehat, hogy ¢(®) a teljes értelmezési tartomanyéan foly-
tonosan differencialhato.

Végezetiil meg kell mutatnunk, hogy f1, fo egyarant (p 4+ 1)-szer foly-
tonosan differencidlhatoak. Szimmetriai okokbdl elegendd csak fi-re bi-
zonyitani. Hajtsunk végre egy csoportositast a (4.3) egyenletben, hozzuk
azt

6§p)F (:U1 s 1‘2)

Z V(fi(an) + o)) Pe(fi@), (), HP D ()

( (1) + fa(w2)) - FP (1)
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alakra, ahol minden k = 2, ..., p esetén Py egy p—1 véltozos, egész egylittha-
tos polinom, melynek fokszama legfeljebb p. Legyen x¢ € I egy tetszélege-
sen rogzitett szam. Mivel g szigortian monoton, a supp g’ halmaz nyilt és si-
ri g értelmezési tartomanyaban. Emiatt, kihasznélva, hogy fa(I2) nyilt in-
tervallum, valaszthatunk yo € I3 elemet tigy, hogy f1(xo) + f2(y0) € supp ¢’
teljesiiljon. Ekkor létezik xg-at tartalmazé K C I; nyilt részintervallum,
amire

g (fi(x) + fa(yo)) # 0

all fenn minden x € K pontban. Ilyen K létezését az garantalja, hogy ¢’ és
f1 folytonos fiiggvények. Ha ilyen nemnulla szdmmal végigosztjuk a (4.5)
egyenletet, akkor az

(p)(x) a(p)F (J; 3/0)

! 9/(f1( )+f2(y0))

£ z) + fa(yo)) _
+f2(yo))

Pe(fi(z), fl(z) ... PV (@) (45)

M

osszefiiggéshez jutunk, minden z € K esetén. A jobb oldal folytonosan dif-
ferencidlhat6 az x € K valtozéban, hiszen az f1 , fo fliggvények p-szer folyto-
nosan differencialhatoak, mig F' és g a bizonyités elsd fele szerint (p+1)-szer
folytonosan differencidlhatoak. Emiatt fl(p ) folytonosan differencidlhat6 a
K részintervallumon. Mivel g € I tetsz6leges volt, egy ilyen tulajdonsagn
K intervallum minden z € I; pont koriil valaszthato, és azon (p + 1)-szer
folytonosan differencialhato lesz az f; fiiggvény.

Ez pontosan azt jelenti, hogy az f1 : [ — R fiiggvény (p + 1)-szer
folytonosan differencidlhato. Analdg érveléssel ugyanezt vezethetjiik le fo -
r6l, hiszen a kvazidsszeg belsejében 1évE Osszeget alkoto fliggvények szerepei
felcserélhetSk. O

4.4. Alkalmazas, példak

Az elébbiekben igazolt két tétel alkalmazasaként elsGként a 3. Fejezetben
bemutatott 3.5 Craigen—Pales-tétel egy kiegészitett verzidjat kozoljiik foly-
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tonos, asszociativ, egyszertsitéses miiveletek kvaziosszeg-reprezentacidjéval
kapcsolatban. A 4.4 és 4.5 tételeket alkalmazva erésebb regularitast allitha-
tunk a h generatorfiiggvényrsl, amennyiben maga a mivelet kell6en sima.

4.6. Kovetkezmény. Legyen p € N és legyen ) £ I C R nyilt intervallum.
Tegyiik fel, hogy H : I x I — I eqy p-szer folytonosan differencidlhatd,
asszociativ, egyszerisitéses mdivelet. FEkkor létezik egy dsszeaddsra nézve
zart, nem korlatos J C R nyilt intervallum, valamint egy h : J — 1
folytonos bijekcid, melyre a h™" fiigguény p-szer folytonosan differencidlhatd,
hljtg szintén p-szer folytonosan differencidlhatd, tovdbbd

H(z,y)=h (hil(a:) + hil(y)) (x,yel). (4.6)

Bizonyitds. A (4.6) egyenletben szereplé reprezentaciot biztosito h : J —
I folytonos bijekcio létezését a 3.5 Tétel garantalja. J = h~1(I) nyilvan nyilt
intervallum. A h folytonossaga és injektivitasa egylittesen azt vonja maga
utan, hogy h szigortian monoton, igy emiatt h~! is folytonos, szigortian
monoton. Ez azt jelenti, hogy a 4.5 Tétel feltételei teljesiilnek: a 4.5 Tétel
jeloléseit atvéve most n = 2, valasszuk fi-et és fo-t egyarant h~!-nek,
valamint g-t h|sqs-nek.

Ekkor tehat a 4.5 Tétel értelmében h~! és h| ;s egyarant p-szer folyto-
nosan differencialhatoak. O

4.7. Példa. Az el6bbi Kovetkezményben nem allithatjuk, hogy h : J — [
folytonosan differencialhaté lenne. Példat adunk arra, amikor h még csak
nem is differencialhaté, mikézben a generalt miivelet folytonosan differen-
cialhato.

Legyen J := 2,400 és h(z) = /x — 3 minden = € J esetén. Ekkor
I = h(J) = ]-1,+00][ valamint h~!(y) = y* + 3 minden y € I esetén.
Ekkor h nem differencidlhaté az zg = 3 pontban, viszont

H(z,y)=h(h ) +h ' (y)) = Va’ + 43 + 3 (z,y €]—1,+00])

folytonosan differencidlhaté fiiggvény.
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4.8. Megjegyzés. A Bevezetésben megemlitett szakirodalmi el§zményekkel
valé kapcsolat bemutatasa jegyében kiemeljiik, hogy h™1 és h|s, s regulari-
tasi tulajdonsagai méas eszkozokkel is levezethetk. Ugyanis a (4.6) egyenlet
struktaraja olyan szempontbél specialis, hogy csupan h és h ™! jelenik meg a
kvaziosszeg generatorfiiggvényeként. Ez garantilja, hogy ebben az esetben
Jéarai [26, 27| eredményeire is tAmaszkodhatunk. Példaul, ha a h~! fiigg-
vényt alkalmazzuk a (4.6) egyenlet mindkét oldalara, majd atrendezziik a
kapott egyenletet, akkor a

-l (z) = h~ (H(z,y)) — b~ (y)

kifejezéshez jutunk. Erre viszont teljesiilnek a [26, Theorem 5.3| tétel felté-
telei. Eszerint h~!1-rél belathato, hogy lokalisan Lipschitz, amibdl aztan [26,
Theorem 6.1]-ra hivatkozva azt kapjuk, hogy h~! folytonosan differencial-
haté. Lépésrdl lépésre, h~! magasabb rendi folytonos differencialhatosaga
is levezethetd |26, Theorem 7.1] hasznalataval. Kiemeljiik azonban, hogy
altalanossagban tobb valtozoval és/vagy tobb generatorfiiggvénnyel rendel-
kez8 kvazidsszegekre nem tiinik alkalmazhatéonak ilyen jellegli megkozeli-
tés. Szintén nem taladltunk kviziosszegekre jol hasznosithatd eredményeket
Osszetett fliggvényegyenletek regularitasat targyalé dolgozatokban és Ossze-
foglalo cikkekben (példaul [22, 38]) sem.

4.5. A generatorokra vonatkozo feltételek

Az alabbi példaban alatamasztjuk, hogy a generatorfiiggvényekrsl okkal té-
teleziink fel valamilyen jellegd regularitast. Prezentalunk egy konstrukciot,
mely ravilagit arra, hogy ha csupan annyit tesziink fel, hogy F' kvdzidsszeg
alaki, azaz

F(xlw" ,I'n) :g(fl(x1)+"'+fn(xn))

de a generatorokrdl semmilyen elézetes regularitdst nem koveteliink meg,
akkor F' regularitasa egyaltalan nem o6roklédik. Magat a példat Laczkovich
Miklos javasolta az Aczél 100 konferencian [41] tartott el6adasom utani
diszkusszionk, illetve azt kovets {izenetvaltésaink soran.
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4.9. Példa (Laczkovich, 2025). Legyen n € N valamint legyen B az R egy
Hamel-bézisa. Valasszuk mega By, ..., B, C B részhalmazokat oly médon,
hogy mindegyik kontinuum szadmossigu legyen, valamint egyiittesen a B
egy particiojat adjak. Legyen toviabba minden j =1,...,n esetén A; a B;
halmaz Q f6l6tti linearis burka. Ekkor nyilvdn minden y € R valés szamnak
van egy egyértelmi béziselgallitasa:

y=ai+ -+ an, ahola; € A1,...,a, € A,.

Mivel A; szamossdga kontinuum, létezik f; : R — A, bijekci6, minden
j=1,...,n esetén. Kovetkezésképpen, ha a ¢ : R — R fiiggvényt

P (@1, @) = filzn) + - 4 fa(zn)

mo6don definidljuk, akkor ez egy R™ és R kozotti bijektiv leképezés. Vége-
zetiil, barmely adott F' : R” — R fiiggvényhez definidljuk a ¢ : R — R
fiiggvényt az aldbbi modon:

9(y) = F (¢ '(v)) (y €R).

Ekkor speciélisan

F(ml,...,:z:n):g(cp(xl,...,mn)) :g(fl(ml)—|—~--+fn(xn))

is teljesiil. Vegylik észre, hogy itt fi,..., fn fliggetlen az F valasztasa-
tol, viszont ezen fiiggvények egyike sem folytonos (példaul amiatt, mert
fj(R) = A; nem 0Osszefiiggd), még akkor sem, ha F' akdr végtelen sokszor
differencidlhato.



5. fejezet

Hasznossagi fuggvények
karakterizaciol

A fejezetben a korabbi szakaszok alkalmazésait mutatjuk be. Ezen a ponton
megjegyezzilk, hogy fiiggvényegyenletek gyakran megjelennek a gazdasagi
matematikiban. Egy mar emlitett példa a konzisztens aggregacié problé-
méja, mely az altalanositott biszimmetria-egyenlettel ekvivalens (I1d. [5]).
Az olvaso figyelmébe ajanljuk Eichhorn [17] monografiajat, mely attekintést
ad a témakor szamos alapvetd eredményérsl.

5.1. Hasznossagi fiiggvények

A bevezetésben utaltunk ra, hogy az altalunk vizsgalt hasznossigi fliggveé-
nyek értelmezési tartomanya minden esetben R™ valamilyen részhalmaza.
Jelolje R} a pozitiv valos szamok onmagaval vett n-szeres Descartes szor-
zatat:

RY ={(21,...,2p) €ER" : 21 >0,...,2, >0}.

A kovetkezokben felelevenitiink néhény kézismert fogalmat a gazdasagi ma-
tematika témakdrébdl, melyeket megtalalunk a mikrotkonoémia alapjait fel-
dolgoz6 tankonyvek barmelyikében (I1d. példaul [50]).

63
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5.1. Definici6. Legyen D C R} nemiires halmaz és u : D — R egy
fiiggveny. Ekkor a D halmaz elemeit (n joszagbol allo) jészdgkosaraknak,
az u fliggvényt pedig hasznossdgi fiigguénynek nevezziik. Tovabba az

T 2y = u(@) < uy) (z,y € D)

modon definialt <, € D x D relaciét az u fliggvény altal generdlt preferencia
reldcionak hivjuk.

5.2. Megjegyzés. A mikrookonémidban a 20. szazad elején, példaul Pare-
to 39, 40] munkai nyoméan dominanssd valé ordindlis hasznossagszemlé-
let keretében a hasznossagi fiiggvények kézenfekvs eszkoznek bizonyultak
a fogyasztéi viselkedés, valasztasi szokasok szamszertsitésére. Hasznossagi
fliggvények szerepében ezért igen sokféle valos értékd fiiggvény eléfordul a
szakirodalomban. Specidlisan, a fiiggvényekre megkovetelt regularitas mér-
téke is széles spektrumon mozog.

A tovibbiakban mindig feltessziik, hogy a hasznossagi fliggvények szi-
gordan monoton ndévekvSek minden valtozdjukban. Kz azt a — szamos
esetben természetes — feltételt rogziti, hogy nagyobb mennyiség fogyasz-
tasa nagyobb hasznossagot eredményez. Szintén feltételezziik a hasznossigi
fliggvények folytonossagat, mely gyakran felbukkan preferencidk hasznossé-
gi fiiggvénnyel val6 reprezentéicidival kapcsolatos eredményekben. Példaul,
az alabbi klasszikus tételt Debreu igazolta 1954-ben [14].

Ve

Tétel. Legyen D C R"} dsszefiiggd halmaz, < C D x D pedig egy reldcio. A
= reldcio pontosan akkor reflexiv, tranzitiv, teljes és folytonos ha létezik egy
u: D — R folytonos fliggvény gy, hogy

x <4y <= u(z) < uly) (x,y € D).

A bizonyitas megtalalhato Gall Jozsef és Pap Gyula [21] tankényvé-
ben is. A hasznossagi fliggvények és a preferencia relaciok kapcsolatat a
gazdasdgi matematika szakirodalma tobbféle megkozelitésben is targyalja
(pl. [23]). Vilagos azonban, hogy amennyiben u hasznossagi fiiggvény és
¢ : u(D) — R szigortian monoton névekvs, akkor < oy = =,. Valoban,
barmely x,y € D esetén

z 2y y <= u(z) <uly) <= e(u)) < eu(y) <= 2 Zpou -
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Ezen Osszefiiggés megforditasa is igaz.

5.3. Allitas. Legyen O # D C R" egy halmaz, valamint v : D — R és
v : D — R két hasznossdgi fiiggvény gy, hogy =, ==y . FEkkor létezik
¢ :u(D) — R szigordan monoton névekvd figguény gy, hogy v = @ ou.

Bizonyitds. A preferencia-relaciok definicidja alapjan <, = =<, azt jelenti,

hogy
u(z) < uly) <= v(x) <o(y)

minden z,y € D esetén. Ebbdl kozvetleniil adodik, hogy u(z) = u(y) akkor,
és csak akkor teljesiil, ha v(z) = v(y). Kovetkezésképpen az u(x) < u(y)
egyenl6tlenség is ekvivalens a v(x) < v(y) egyenl6tlenséggel, minden x,y €
D vektorra.

A kovetkezs lépésben definidljunk egy ¢ : u(D) — D fiiggvényt a
kovetkez6képpen: minden ¢ € u(D) szamhoz vélasszuk a ¥(c) € R™ vektort
olyannak, hogy v¥(c) € u=!({c}) teljesiiljon. Ezutin értelmezziik a ¢ :
u(D) — R fiiggvényt az alabbi képlettel:

o(c) :=v (Y(c)) (c € u(D))

A 1) definici6ja miatt u(z) = w(1(u(2))) teljesiil minden z € D esetén,
ami azt jelenti, hogy v(z) = v (¢¥(u(z))) = ¢ (u(z)), azaz v = @ ou. Vé-
gezetiil tetsz6leges olyan c¢,d € u(D) szamokra, melyekre ¢ < d teljesiil, az
igaz, hogy u (¢ (c)) < w(¢(d)). Viszont ez ekvivalens a v ((c)) < v (¢(d))
egyenl6tlenséggel, ami éppen azt jelenti, hogy ¢(c) < ¢(d). Ezaltal belat-
tuk, hogy ¢ val6ban szigortian monoton novekvé. O

5.4. Megjegyzés. Ugyanazon osztalyba tartozé hasznossagi fiiggvé-
nyek.
Az iménti észrevételek utan tehat azt allapitjuk meg, hogy az u és v hasznos-
sagi fliggvények pontosan akkor generaljak ugyanazt a preferencia-relaciot,
ha v = ¢ o w &ll fenn valamilyen szigorian monoton novekvs ¢ valds fiigg-
vénnyel.

Kovetkezésképpen, amikor a generalt preferencia-relacié altal meghata-
rozott jelenségeket — példaul a racionalis fogyaszto viselkedését (1d. [35]) —
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vizsgaljuk, akkor nincs értelme kiilonbséget tenni az u és ¢ o u hasznossagi
fliggvények kozott, amennyiben ¢ szigortian monoton névekvs. A kévetkezd
szakaszokban néhény jol ismert hasznossigi fiiggvény osztalyt vezetiink be,
és vizsgaljuk kiilénb6z6 tulajdonsigaikat. Ezeket az osztalyokat adott for-
mulakkal definialjuk majd, viszont ezeknek a specidlis alaku fliggvényeknek
béarmilyen, szigorian monoton névekvé valos fiiggvénnyel vett kompozicio-
jat agy tekintjiik, hogy ugyanabba a fiiggvényosztalyba tartozik.

Ezen a ponton kiemeliink egy alapvetd kiilonbséget hasznossagi fliggveé-
nyek és az Gn. termelési fiiggvények kozott. Egy termelési fiiggvény értékei
onmagukban is jelentéssel biré szamadatok: adott termelési tényezsk fel-
hasznalasa mellett megadjak a termelés volumenét. Ez a viselkedés jelentd-
sen eltér a hasznossagi fliggvényekre megfigyelt monoton transzformaciokra
val6 invarianciatol. Az értekezésben szerepld, hasznossagi fiiggvényekre vo-
natkozo eredményeink kihasznaljak ezt az invariancia-tulajdonsagot, emiatt
vizsgalatainkat hasznossagi fliggvényekre korlatozzuk.

5.2. Szeparalhaté joszagok

5.5. Definici6é. Egy v : D — R hasznossagi fliggvényt szepardbilisnek
neveziink (avagy azt mondjuk, hogy w szepardlja a joszdgokat), ha minden
k =1,...,n index esetén léteznek I, C R, nyilt intervallumok, valamint
ug : I, — R folytonos, szigortian monoton névekvs an. parcidlis hasznos-
sdgi fiigguények oly médon, hogy D C Iy x --- x I, illetve

u(mla"'vxn> :ul(xl) + —I—un(xn)
teljesiil barmely (z1,...,z,) € D vektorra.

5.6. Megjegyzés. A szeparabilis hasznossagi fliggvények kiemelt jelentGséggel
birnak a hasznosségi fiiggvények kozott, a gazdasagi matematikiban elGsze-
retettel alkalmazzik ezt a tipust. Ez részben annak is kdszonhetd, hogy
specialis alakjuk miatt kényelmesen lehet veliik szdmolni.

Sokkal lényegesebb viszont az, amit egy szeparabilis hasznossagi fligg-
vény a hattérben 1év§ preferencia-relacié kapcsan rogzit. A pontos allitas
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Debreu [15] nevéhez fiiz6dik. Amennyiben a fogyasztoi kosarakat legalabb
harom joszag alkotja, egy folytonos, teljes preferencia-relacié akkor és csak
akkor reprezentalhato szeparabilis hasznossagi fliggvénnyel, ha az alabbi
feltétel teljesiil: barmely I C {1,...,n} indexhalmaz esetén a preferencia-
relacionak azon kosarakra valé megszoritasa, melyek csak I-beli indext jo-
szdgokat tartalmaznak, fiiggetlen a kimarado (azaz j ¢ I indext) josza-
gokhoz tartozé x; mennyiségektSl. A szeparabilitast tovdbbi szempontok
alapjan részletesen targyalja Gorman [23].

Az 5.4 Megjegyzés alapjan a szepardbilis hasznosségi fiiggvények va-
l6jaban éppen a kvizidsszeg alaku hasznossigi fliggvényekkel esnek egy-
be. S6t, a 4. Fejezet f6 eredményei segitségével azt is kapjuk, hogy ha
egy preferencia-relaci6é reprezentalhaté olyan, kvazidsszeg alakii hasznossa-
gi fiiggvénnyel, mely (magasabb rendii) folytonos differencialhatosagi felté-
teleket teljesit, akkor reprezentalhatd olyan szeparabilis hasznossagi fiigg-
vénnyel is, melynek parcialis hasznossagi fliggvényei ugyanilyen fokd regu-
laritassal rendelkeznek. Mindezt a kovetkezd allitasban fogalmazzuk meg.

5.7. Tétel. Legyen n € N, n > 2, és tegyiik fel, hogy minden k =1,...,n
esetén O # I, € R nyilt intervallum, valamint vy : I, — R folytonos,
szigorian monoton novekvd figgvény. Legyen tovdibbd ¢ : ui(Iy) + -+ +
un(I,) — R szintén folytonos, szigorian monoton névekvd, valamint p € N
jeloljon egy rogzitett pozitiv eqész szamot. Legyen a v : Iy X --- x I, — R
hasznossdgi fiigguény az aldbbi kvdzidsszeg alakban adott:

v(azl,...,xn):gp(ul(ﬂsl)+---+un(xn)) (rre€lr,...,zn€1l,).

Ekkor ha v p-szer folytonosan differencidlhatd, dgy azu , ..., uy fiigguények
szintén p-szer folytonosan differencidlhatdak. Tovdbbd az

u(xl,...,xn) :u1<$1)+"'+un(xn) (wl €l,...,zy eIn)

mddon értelmezett u : I1 x - - - X I, — R szepardbilis hasznossdgi fligguényre
=u ==y teljesiil.

Bizonyitds. A 4.5 Tételt alkalmazva a v kvazidsszegre, azonnal adodik,
hogy a ¢, u1,...,u, homeomorfizmusok p-szer folytonosan differencidlha-
toak. Masrészrél ¢ szigortan monoton ndvekvd. Kihaszndalva, hogy v =
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@ owu, az 5.3 Allitast hasznélva azt konstataljuk, hogy <, = Spou= =y all
fenn. O

Megjegyezziik, hogy bar az el6z6 Tétel allitdsa magatol értetddének 1at-
szik, valdjaban kozel sem trividlis. Csabité lehetdségnek tiinik egyszertien
csak a ¢! fiiggvénybe irni v-t, ezaltal az u szeparabilis hasznossagi fiigg-
vényhez jutva, ennek az Osszegnek a tagjairdl pedig kézvetleniil bizonyitani
uy, ..., Uy regularitasi tulajdonsigait. Vegyiik azonban észre, hogy ez nem
miikodhet altaldban, mivel nem varhato el a ¢! o v sszetett fiiggveny-
t6l, hogy ez sima legyen. Valbjaban az is lehet, hogy ez az sszetétel még
csak nem is parcialisan differencialhato, amennyiben példaul ¢’ nem léte-
zik, vagy 0-val egyenl§ valamilyen pontban. Tehét a bizony{tas alapvet&en
tdmaszkodik a 4.5 Tételre.

5.3. Hasznossagi fliggvények karakterizacioi fiigg-
vényegyenlet-rendszerek folytonos megoldasai-
ként

A kovetkez$ szakaszban harom nevezetes hasznossagi fliggvény tipust ka-
rakterizalunk fiiggvényegyenlet-rendszerekkel.

5.3.1. Cobb—Douglas tipust hasznossagi fiiggvények

5.8. Definici6. Legyen D C Rl nemiires halmaz és legyenek adottak az
Ajaq,...,an € Ry konstansok. Ha az v : D — R hasznossagi fiiggvény
az

w(@y,...,xn) =A- i .. xpn ((z1,...,2n) € D)
képlettel értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy u Cobb-Douglas tipusi hasz-

nossdgi fiigguény.

A Cobb és Douglas 1928-as [11] dolgozataban valdé megjelenése utan a
20. szazad sordn népszertivé valo fliggvényeket kiilonféle kontextusban al-
kalmazta tobbek kozott Samuelson, Solow, Nerlove és sok tovabbi neves
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kozgazdéasz (az érdeklsds olvaso figyelmébe ajanljuk Douglas [16] attekintd
dolgozatéat a témarol). Népszertiségiik egyik oka az egyszerd strukturajuk,
melyek nagyban megkonnyitik egyrészt a veliik valé szamolast, masrészt
megfigyelt adatokra illesztésiik esetén a paraméterek becslését. A fiigg-
vényosztaly ezen jo tulajdonsagaira vilagit ra Koji¢ [29] dolgozata, mely-
ben a hasznossag maximalizilasdnak problémajat lényegében elemi algeb-
rai egyenl6tlenségek segitségével oldja meg, a fliggvény egyszeri szerkezetére
tamaszkodva.

Az 5.4 Megjegyzés alapjan Cobb—Douglas tipust hasznossagi fliggvény-
nek tekintjiik egy fenti alaku fliggvény barmely, szigoriian monoton névekvs

e,

5.9. Példa (A Cobb-Douglas hasznossdgi figgvények szepardljdk a joszd-
gokat). Konnyd latni, hogy a Cobb—Douglas hasznossagi fiiggvények ek-
vivalensek bizonyos szepardbilis hasznossagi fiiggvényekkel. Valéban, ha

I, ..., I, nemiires nyilt intervallumai R -nek, akkor
w(y,...,zn) =A-af . oafm =A-exp(ar-In(z1) + ... +apn - In(zy))
teljesiil minden x1 € I1,...,x, € I, esetén. Azaz u egy kvazidsszeg, igy

ekvivalens a szepardbilis
v(z1,...,zp) =a1-In(z1) + - 4 oy - In(zy)

hasznossagi fiiggvénnyel.

A folytatasban megadunk egy fiiggvényegyenlet-rendszert, melynek foly-
tonos megoldasai éppen a Cobb-Douglas tipusid hasznossagi fiiggvények.
Miel6tt erre sor keriilne, megjegyezziik, hogy a szokasos szorzas miivelete,
melyet - médon jeloliink, egy folytonos, asszociativ, egyszertisitéses miivelet
Ry -on. Ezért ha ) # S C R”} adott halmaz, u : S — R pedig adott fiigg-
vény, akkor a 3.2.2. szakaszban bevezetett jeloléssel Gy (-, S, u) joldefinialt
halmaz, minden k = 1,...,n index esetén.

5.10. Tétel. Legyen O # D C R} nydt, dsszefiiggs halmaz, u : D — R
pedig folytonos, minden wvdltozdjdban szigorian monoton novekvd. Az u
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hasznossdgi fligguény pontosan akkor Cobb—Douglas tipusi, ha minden k =
1,...,n esetén létezik

\Pk:Gk(',D,u)—>R

fiigguény a kovetkezd tulajdonsdggal:
minden olyan (z1,...,z,) € D pontra és t, € Ry szdmra, amelyre

(1, Th—1, Tk "ty Thg1 s+ &Tn) €D
teljesdl, fenndll az
U(T1 ooy Tt Tty Tpg1 sy Tp) = Vi (w (1,00 2n) , tr)
egyenlet.

Bizonyitds. ElGszor is, ha u Cobb-Douglas tipust hasznossagi fiiggvény,
akkor barmilyen szigordan monoton névekvé valos fiiggvénnyel vett kompo-
zicidja is az. Ezért feltehetd, hogy v alakja éppen

w(xy,...,zn) =@ (@ - ...-apm),
valamilyen a1 ,...,a, pozitiv kitevSkkel és egy ¢ szigorian monoton no-
vekv6 homeomorfizmussal. A 3.9 Tétel jeloléseivel élve, ha feltessziik, hogy
L) =--- =1, =R, valamint az F} = --- = F,, miiveletek mindegyike a
szokésos szorzés, tovabba az f; = --- = f,, homeomorfizmusok mindegyike

az exponencialis fliggvény, végiil pedig g = ¢ o exp, akkor

w(zy,....,zn) =@ @ ... 20" =poexp(In(z(* - ... -20m))
=po exp(og In(z1)+ ... +an ln(azn))
:g(alfl_l(xl)+"'+anf7:1(xn))

teljesiil minden (x1,...,2,) € D vektorra. Kovetkezésképpen, a 3.9 Tétel
szerint v megoldasa az

u(a:l,...,xk,l,:ck-tk,xk+1,...,xn):\I/k(u(xl,...,xn),tk)
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fliggvényegyenletnek minden k = 1,...,n esetén.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy az u folytonos fiiggvény megoldésa
ennek az egyenletrendszernek. Felhasznalva, hogy z-y = exp (In(x) + In(y)),
a 3.9 Tétel és az azt kdvets 3.10 Megjegyzés garantalja, hogy létezik a =
(1,...,ap) € R™ vektor, valamint egy szigortian monoton, folytonos g :
pa (P (D, f1,...,fn)) — R fiiggvény (ahol f; =--- = f,, = exp), amellyel

u(zy,...,2n) =gl In(@y) + -+ apn(z,)) = goln(z* - ... - a0)

teljesiil minden (x1,...,x,) € D vektorra. Mivel g szigordan monoton,
In szigoriian monoton novekvs, u pedig minden valtozdjaban szigortan
monoton névekvd, nyilvanvaldéan azt kapjuk, hogy az ap,...,a, konstan-
sok mindegyike 0 -t6] kiilonb6z6 valos szam, melyek el6jelei megegyeznek.
Amennyiben negativak volnanak, akkor mindegyiket (—1)-gyel szorozva, g
helyett pedig a t — g(—t) fliggvényt valasztva a generalt u fiiggvény val-

tozatlan marad. Tehat feltehetjik, hogy ay,...,an, € Ry, és ebben az
esetben nyilvan g o In szigortan monoton névekvs. Tehat azt kaptuk, hogy
u valoban egy Cobb-Douglas tipusd hasznossagi fiiggvény. O

5.11. Megjegyzés. A Cobb—Douglas tipust hasznossagi fiiggvények
jellemzése

Mint ahogyan a Bevezetéshen utaltunk ra, a fenti fiiggvényegyenlet-rendszer,
illetve a tovidbbiakban bemutatasra keriil6 analég viltozatai a széban forgd
nevezetes hasznossagi fliggvény osztalyok kvalitativ jellemzését is megad-
jak. Azaz olyan kritériumokat rogzitenek, melyek konkrét fogyasztoi piacok
esetén a megfigyelt preferencidk alapjan ellendrizhetsk, és ezaltal segitenek
annak elddntésében, hogy a piacot észszerii-e az adott tipust hasznossagi
fliggvénnyel leirni.

Az 5.10 Tétel szemléletesen azt fejezi ki, hogy egy hasznossagi fiiggvény
pontosan akkor Cobb-Douglas tipust, ha a kovetkez§ teljesiil: tetszéleges,
rogzitett joszédgkosar esetén, ha valamely joszag mennyiségét adott ardnyban
megvaltoztatjuk, akkor az igy kapott 4j joszagkosar hasznossaga csupan az
eredeti kosar hasznossidgatol és a valtoztatas ezen aranyatél fligg, a koséar
tényleges tartalmatol nem.
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Két joszagbol allo kosarak esetén a fenti észrevétel a kozombosségi gor-
bék (vagyis a hasznossagi fiiggvény szintvonalai, 1d. [50]) segitségével is
megfogalmazhato: egy hasznossagi fliggvény pontosan akkor Cobb—Douglas
tipusd, ha az

(xl ,.’L’g) —> (tlxl ,tzxg)

transzformacio barmilyen ¢ ,t2 > 0 esetén kézombdsségi gorbét kdzdmbds-
ségi gbrbébe visz &t. Természetesen magasabb dimenziéban is igaz az, hogy
az

(1‘1,1‘2,...,:13n) — (tlwl,tgl‘g,...,tnwn) (5.1)

transzformacio tetszsleges t1,ta2,...,t, > 0 esetén a hasznossagi fiiggvény
barmely szinthalmazét egy méasikba viszi 4t. Viszont ebben az esetben nyil-
van nem kézombosségi gorbékrdl, hanem ,kézémbosségi feliiletekrsl” kellene
beszélniink, ami nem egy standard fogalom a gazdasigi matematikaban.

5.12. Megjegyzés. Kiilon kiemeljiik, hogy a Cobb—Douglas hasznossagi fiigg-
vények most leirt jellemzéséhez nagyon hasonlo allitas szerepel Trockel [49]
cikkében. Ebben kdltséguetés-invariancidinak nevezi a szerzé azt a tulaj-
donsagot, hogy egy preferencia-relacio invarians az (5.1) alaka transzfor-
mécidkra, minden ¢1,...,t, > 0 esetén. Kzt a terminolégidt hasznalva
beldtja, hogy barmely R’ -en értelmezett, koltségvetés-invarians, feliilrsl
félig folytonos preferencia-reldcié reprezentalhaté egy Cobb—Douglas tipusa
hasznossagi fiiggvénnyel.

Osszehasonlitva ezt az 5.10 Tétellel és az 5.11 Megjegyzéssel, Trockel
eredményében a koltségvetés-invariancia formélisan erésebb kdvetelmény,
mint az altalunk tekintett fiiggvényegyenlet-rendszer teljesitése, masrészrél
a feliilrdl félig folytonossidg nyilvan gyengébb feltétel, mint a folytonossag.
A 6 kiilonbséget mégis az értelmezési tartoményok okozzak: az 5.10 tétel-
ben az egész R’} helyett annak csupan egy D résztartomanyan értelmezett
hasznossagi fliggvényekre is tudunk jellemzést adni.

5.3.2. CES tipusi hasznossagi fliggvények

Az el6z6 szakasz mintajara most az ugynevezett CES (Constant Elasticity
of Substitution) tipust hasznossagi fliggvényeket tekintjiik. A CES tipust
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fiiggvenyeket (elGszor termelési fliggvényekként alkalmazva) Arrow, Che-
nery, Minhas és Solow mutatték be [6] munkajukban.

5.13. Definici6. Legyen D C R’ nemiires halmaz, és legyenek A > 0,
0 € R\ {0} és minden i = 1,...,n esetén o; > 0 adott konstansok. Ha az
u: D — R hasznossagi fiiggvény az

u(wl,...,xn):A-<Zaix5>g ((z1,...,2n) € D)
i=1

képlettel értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy uw CES tipusi hasznossdgi
fligguény.

5.14. Megjegyzés. Az ilyen tipusu fliggvények specialis alakja miatt szamos
lényeges tulajdonsidgukat az x — x¢ hatvanyfiiggvény viselkedése hatarozza
meg, mely természetesen a o paramétertsl fiigg. Egyszerden ellenérizhets,
hogy ha ¢ < 1, akkor egy o paraméterd CES tipusd hasznossagi fiiggvény
szigoruan kvazi-konkav. A kvazi-konkavitast Sydsseter, Hammond, Strgm
és Berck is mikrookonémiai vizsgélatok hasznos matematikai eszkozeként
emlitik |7, 24| monografidikban. Ennek oka, hogy egy hasznossagi fiiggvény
kvézi-konkavitasa azt jelenti, hogy azon joszagkosarak, melyek elérnek egy
adott hasznossagi szintet, konvex halmazt alkotnak. Ez pedig annak a jelen-
ségnek felel meg, hogy két, azonos hasznossaga kosar konvex kombinaciéjat
véve a kombinalt kosar hasznossaga nem csokkenhet. Egy diverzifikdlasra
torekvd fogyaszto esetén ez a feltétel teljesen természetes.

Kovetkezésképpen eléfordul, hogy a CES tipusa hasznosséagi fiiggvények
paraméterére a o < 1 feltételt is megkovetelik. A szakasz 6 eredményének
megfogalmazédsaban és bizonyitasaban viszont ez semmilyen jelent&séggel
nem bir: amennyiben a szigortian kvézi-konkidv CES hasznossagi fliggvé-
nyeket kivanjuk karakterizalni, akkor a kovetkezd allitasokban a o € R\ {0}
feltételt a p € | —00,0[ U ]0,1] feltételre cseréljiik.

A CES tipusu hasznossagi fiiggvények fiiggvényegyenlet-rendszerrel vald
jellemzésére szintén a 3.9 Tételt hasznaljuk. Ehhez rogzitett o # 0 para-
méter esetén értelmezziik az R, : Ry x Ry — Ry fliggvényt a kovetkezo
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modon: )
Ry(u,v) = (u® +v?)e (u,v € Ry). (5.2)

5.15. Allitas. Az (5.2) egyenlettel értelmezett R, : Ry x Ry — R fiigg-

vény eqy folytonos, asszociativ, egyszerdsitéses mivelet, minden o # 0 pa-
raméter esetén.

1
Bizonyitds. Az r,(x) = xe modon értelmezett r, : Ry — Ry fiiggvény
folytonos, s6t differencidlhaté. Derivaltfiiggvénye
1 14
()

ro(z) = Ex@ ,
ami o > 0 esetén pozitiv, p < 0 esetén pedig negativ. Barmelyik is tel-
jesiiljon, r, garantaltan szigortian monoton, igy invertalhato, és inverze a
szintén folytonos = — x¢ fiiggvény. Ezért r, : R — R, homeomorfizmus.
Tovabba minden u,v € R4 esetén

1 _ _

Ro(u,v) = (uf +v9) e = ro(ry  (u) + 1,7 (v)),
tehat a 3.6 Megjegyzés szerint R, folytonos, asszociativ, egyszertsitéses
miivelet. O

Ezen a ponton valik vildgossa, hogy a 3.9 Tétel el6készitése soran mi-
ért volt sziikség a Craigen—Péles-tételre ahelyett, hogy Aczél valamelyik,
folytonos csoportmiiveletekre vonatkoz6 reprezentacids tételére hivatkoz-
tunk volna. Vegyiik ugyanis észre, hogy az (Ry,R,) félcsoportnak nincs
egységeleme.

5.16. Tétel. Legyen O # D C R} nyilt, dsszefiiggs halmaz, u : D — R
pedig folytonos, minden wvdltozdjdban szigorian monoton novekvd. Az u
hasznossdgi fiigguény pontosan akkor CES tipusi, ha valamilyen alkalmas
0 € R\ {0} paraméter mellett minden k = 1,...,n esetén létezik

\I/k : Gk (RQ,D,U) — R

fiigguény a kovetkezd tulajdonsdggal:
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minden olyan (x1,...,x,) € D pontra és ty, € Ry szdamra, amelyre
(xl,...,xk,l Ry (xg 5 tr) ,xkﬂ,...,xn) eD
teljestil, fenndll az
u(x17...,xk_1 Ry (xg s tr) ,xk+1,...,xn) =V (u(zy,...,zn),tk)
eqyenlet.

Bizonyitds. A korabbihoz hasonldéan, ha u CES tipusd hasznossagi fligg-
vény, akkor barmilyen szigortian monoton névekvs valos fliggvénnyel vett
kompozicidja is ilyen. Ezért feltehets, hogy u éppen

1
e

n
w(Ty,...,x,) = ¢ Zajzz:;’ ((z1,...,2,) € D)
j=1
alakut, valamilyen o € R\ {0} és aq,...,a, € R konstansokkal, illetve ¢
homeomorfizmussal.

A 3.9 Tétel jeléléseivel élve, ha I; =R, , Fj = R,, tovabba f;(z) = ze
1
valamint g(z) = ¢ (acE) (ahol j =1,...,n és z € Ry ), akkor

n ¢
u(xl,...,wn)zw Zaj:E? :g(alfl_l(xl)+"'+04nfn_1(xn))
j=1
teljesiil minden (z1,...,2,) € D vektorra. Igy tehat a 3.9 Tétel szerint u
val6ban megoldasa az
w(zy, ... xp1, Ro Tk, t) , Thg1 5o -, Tn) = U (u (@1, .., 20) , i)
fliggvényegyenletnek, minden £ = 1,...,n esetén.

A megforditas igazolasahoz tegyiik most fel, hogy u megoldasa ennek
a fiiggvényegyenlet-rendszernek. Ekkor a 3.9 Tétel és a 3.10 Megjegyzés
szerint
w(zr,...,xn) =g(a1zf 4+ + apa?)



5. FEJEZET. HASZNOSSAGI FUGGVENYEK 76

teljesiil egy a = (a1, ...,a,) € R vektorral és g : po (P (D, f1,..., fn)) —
R homeomorfizmussal a D halmazon (itt f; = --- = f,, éppen az % kite-
vGs hatvanyfiiggvény). Vilagos, hogy az x — x¢ hatvanyfiiggvény illet-
ve ¢ is szigortan monotonak, mig u a feltétel szerint szigoriian monoton
novekvé minden valtozéjaban. FEgyszertien végiggondolhatd, hogy emiatt

ai, ..., ay nullatoél kilonbo6z6, azonos elGjeld valés szamok. Ezért feltehetd,
hogy a1 ,...,a, € Ry (sziikség esetén mindegyiket (—1)-gyel végigszorozva,

a g fiiggvényt pedig t — g(—t)-re cserélve). Ezaltal az u fiiggvény
0 1\0
u(zy,...,Tn) =g (((alxl +'--+anm,‘;)9> )

alakba frhat6. Itt (a2 + - + anwﬁ)% biztosan névekvé minden valtozoja-
ban (a p eljelétsl fliggetlentil), hiszen az aq, ..., a, egyiitthatok pozitivak.
Viszont mivel u minden valtozdjaban névekvs, igy a kiilsg fliggvény, vagyis
g és az x — x¢ hatvanyfiiggvény kompozicioja szigordan monoton noévek-
v§ kell, hogy legyen. Ez éppen azt jelenti, hogy u valéban CES tipusta
hasznossagi fliggvény.

O

5.17. Megjegyzés. CES tipust hasznossagi fiiggvények karakterizaci-
dja
Az 5.16 Tétel az alabbi modon értelmezhets. Egy u hasznossagi fiiggvény
pontosan akkor CES tipusu (o paraméterrel), ha barmely két azonos hasz-
nossagu (r1,...,Tpn) és (y1,...,yn) joszagkosar esetén a kovetkezd telje-
siil: barmely ¢t > 0 esetén, ha egy adoltt termék zy illetve yp mennyiségét
rendre (m,ﬁ + tg) . -ra illetve (y,‘; + tQ) ¢ -ra valtoztatjuk, akkor az ujonnan
kapott két joszagkosar hasznossaga is meg fog egyezni egymassal (barmely
k=1,...,n esetén).

Két joszaghol allo kosarak esetén atfogalmazhatjuk el6bbi észrevételiin-
ket a kézombosségi gorbékre tdmaszkodva. Egy u hasznossagi fiiggvény
pontosan akkor CES tipusu (o paraméterrel), ha az

1 1
(w1,@2) = ((f +1)2 (a5 +19)2 )
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transzformécié barmilyen ¢y ,ts > 0 esetén kézémbosségi gorbét kbzombos-
ségi gbrbébe visz at.

5.3.3. Standardizalt Madi-Nagy—Prékopa tipusa hasznossagi
fiiggvények

Madi-Nagy Gergely és Prékopa Andras [31] cikkiikben javasoltak a kovet-
kez$ hasznossagi fiiggvényt. Legyenek £k > 1, a; >0,a; >0 (i=1,...,n)
adott konstansok és definialjuk az

S={(x1,...,2,) ER™ : ¥%iT% > 2 =1 ... n}
halmazt. Ekkor tekintsiik a U : § — R filiggvényt az alabbi mdédon:
n
U(z1,...,2p) =1In (kz . H (eo‘i“ﬁ“i — 1) — 1) ((xl,...,xn) € S).
i=1

Megjegyezziik, hogy szigortan monoton transzforméciokkal az U fiiggvény

Z In (eaixﬁai - 1)
i=1

alakra hozhat6. Amennyiben ebben a fliggvényben az a; konstansokat az
exponencidlis fliggvénybdl eltavolitjuk és azokat az Osszeg tagjainak szor-
z6iként szerepeltetjiik, akkor egy olyan fiiggvényosztalyt kapunk, aminek
tagjai az egész R’} -en értelmezve vannak, és speciélis esetként tartalmazzak

n
Z In (e®® — 1)
i=1

alakt Madi-Nagy—Prékopa tipust hasznossagi fliggvényeket. Ez motivél
benniinket a standardizalt Madi-Nagy—Prékopa tipust hasznossigi fiiggve-
nyek bevezetésére.

a

5.18. Definici6. Legyen D C R”} nemiires halmaz és legyenek ay , ..., a, €
R4 valamint ay,...,a, € Ry rogzitett konstansok. Ekkor az vw: D — R
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hasznossagi fliggvényt standardizdlt Mdadi- Nagy—Prékopa tipusi hasznossdgi
fligguénynek nevezziik, ha

n
u($17...’$n) = Zailn(eaixi o 1)
=1

alakban all el§, minden (z1,...,2z,) € D esetén.

Nyilvanvalé, hogy a fiiggvény folytonos. Vilagos tovabba, hogy szepara-
bilis is. Az ugyanis trividlis, hogy egyvaltozos fiiggvények 6sszege, rdadasul a
parcialis hasznossagi fliggvények derivaltjait kiszamolva minden ¢ =1,...,n

esetén
a;

e¥iTi — ]
adodik, ugyanis z; > 0, igy e*® > 1. Vagyis u minden valtoz6jaban
szigoriian monoton névekva.

A toviabbiakban erre a hasznossagi fliggvényre is szeretnénk a korabbiak-
hoz hasonlo jellemzést adni. A 3.9 Tételen alapuld, Osszetett fliggvényegyen-
let-rendszerrel térténd karakterizacioé soran a viltozokban szerepl6 transzfor-
méciok igy egy-egy paramétert fognak tartalmazni. Ezen transzformaciokra
bevezetiink egy kiilon jelolést.

(ai In (e — 1))/ = c e > ()

5.19. Jelolés. Tetsz6leges b € R esetén értelmezziik az My, : Ry x Ry —
R, fiiggvényt az

My(u, v) = %m (@ -1 -n+1)  (wveRy)

képlettel.

5.20. Allitas. Minden b € Ry esetén M, : Ry x R, — Ry folytonos,
asszociativ, egqyszerisitéses mivelet.

Bizonyitds. Tekintslik az my, : R — Ry fiiggvényt az aldbbi médon:

my(z) = %ln(ex +1)
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Ez nyilvan folytonos, s6t differencidlhaté is, tovabba

1

e$+1-e$>0.

1
my(x) = b

Tehat my szigortian monoton névekvs. Emellett vegyiik észre, hogy barmely
y € R, esetén e > 1, tehdt értelmezhets az mljl : Ry — R inverzfiigg-
vény:
- b
m; ' (y) = In(e™ — 1).

Nyilvan az mb_1 szintén folytonos, szigoriian monoton névekvs. Vagyis my :
R — R, valdjaban egy homeomorfizmus, amivel rdadasul

%ln(exp(ln (ebu — 1) +In (eb” — 1)) + 1)
1

2 ln(<ebu — 1) (eb” - 1) +1) = M (u,v) ,

my, (my H(u) +my (v) =

igy a 3.6 Megjegyzés értelmében M, folytonos, asszociativ, egyszertsitéses
muvelet. O

5.21. Tétel. Legyen O # D C R nyilt, dsszefiiggd halmaz, u : D —
R pedig folytonos, minden wvdltozdjdban szigorian monoton névekvd. Az
u hasznossdgi fligguény pontosan akkor standardizdlt Mddi-Nagy—Prékopa
tipusi, ha minden k =1,...,n létezik olyan oy € Ry konstans és

Uy, Gk<Mak,D,u) — R

fiigguény, mely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal:
minden olyan (z1,...,x,) € D pontra és t, € Ry szdmra, amelyre

(z1,.., @p—1, Moy (Th , ti) , Thog1 - -, Tn) €D
fenndll, teljesil az
u(x17"'7xk717Mak (xk,tk),$k+1,---,xn) :\Ijk(u<$1,.--,xn),tk)

egyenlet.
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Bizonyitds. A sziikségességhez elGszor idézziik fel, hogy az 5.20 Allitas bi-
zonyitasaban latottak szerint minden k£ = 1,...,n és barmely u,v € R
esetén

Mo, (u,v) = mq, (m;kl (u) + m;kl (v)) )

ahol mq, (z) = aikln(ex + 1). Tovabba, ha u standardizalt Madi-Nagy—

Prékopa tipusi, akkor felirhaté

w(xy, ..., xp) =@ (Z ag In (e*** — 1)) = (Z akmgkl(:pk)>
k=1 k=1

alakban is, ahol ¢ szigordan monoton névekvé homeomorfizmus. FEzért a
3.9 Tétel szerint u minden k =1,...,n esetén megoldasa az

w(@i,...,xp—1, Mo, (T, tk) , Thg1,-- -, 2n) = Y (w(zr,...,2pn), tk)

fliggvényegyenletnek, alkalmas Uy, fliggvénnyel.

Megforditva, legyenek aq,...,a, € Ry adott konstansok és tegyiik fel,
hogy u egy megoldasa a fenti fliggvényegyenlet-rendszernek. Ekkor hasz-
naljuk a 3.9 Tételt és a 3.10 Megjegyzést. Mivel teljesiil az My, (u,v) =
My, (Mg (u) +mg ! (v)) feliras az mq, : R — Ry homeomorfizmussal, igy
u elGall

1

U(.Z'l g 71.71) =g (alm;1 (1'1) e anm;i(xn))

alakban, ahol a = (a1,...,a,) € R" ésa g:p, (P(D,mqay ..., Ma,)) —
R fiiggvény szigortian monoton, folytonos. Az 5.20 Allitas igazolasa soran
lattuk, hogy az m,, fiiggvény szigortian monoton novekvs. Azonban u a
feltevés szerint minden véltozojaban szigorian monoton névekvs, ezért g
monotonitasa miatt aq,...,a, mindegyike azonos el6jeld kell, hogy legyen.
Feltehetd, hogy mind pozitivak és g névekvd, kiilonben tekintsiik ellentett-
juket és a t — g(—t) figgvényt. Ekkor u a definici6 és az 5.4 Megjegyzés
alapjan standardizalt Madi-Nagy—Prékopa tipusa. O

5.22. Megjegyzés. Standardizalt Madi-Nagy—Prékopa tipusti hasz-
nossagi fiiggvények jellemzése
A korébbiakhoz hasonléan ezen éllitas azt fejezi ki, hogy ha (z1,...,z,) és
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(y1,...,yn) azonos hasznossagu joszagkosarak, akkor barmely k =1,...,n
és t > 0 esetén a k-adik joszag zj illetve yi mennyiségét M, (z ,t;)-ra
valamint My, (y ,tx)-ra valtoztatva a kapott kosarak ismét azonos hasz-
nossaguak lesznek.

Két joszag esetén kézombosségi gorbékkel lefrva mindez azt jelenti, hogy
egy u hasznossagi fliggvény pontosan akkor standardizalt Madi-Nagy—Pré-
kopa tipust ag , as egyiitthatokkal, ha az

(l’l ,.%'2) —> (Mak (xl ,tl) ;Mak (xQ ,tg))

transzformécié barmilyen ¢y ,ts > 0 esetén kézémbosségi gérbét kbzombos-
ségi gbrbébe visz at.



Osszefoglald

A disszerticiéban a Bevezetés utan az eredményeket négy fejezetre tagol-
va mutatjuk be. A 2. Fejezetben folytonos, eltolasinvaridns fiiggvények, a
3. Fejezetben Osszetett fiiggvényegyenlet-rendszerek folytonos megoldasai,
a 4. Fejezetben kvézidsszegek regularitds-megérzése; végiil pedig az 5. Fe-
jezetben hasznossagi fiiggvények karakterizacioi keriilnek a kézéppontba. A
kozolt eredmenyek alapjaul a [46, 48] dolgozatok szolgalnak.

Motivacid, eltolasinvarians fiiggvények

A disszertiaciéban bemutatott kutatasokat els6dlegesen hasznossagi fiiggveé-
nyek vizsgalata motivalta, tekintve, hogy ezek jelentik a gazdasigi mate-
matikdban a fogyasztoi magatartas modellezésének {6 eszkézét. Alapvetd
celkitiizes, hogy a leggyakrabban alkalmazott hasznossigi fiiggvények (pl.:
Cobb-Douglas [11]|, CES tipusu [6] hasznossagi fiiggvények) esetén olyan,
kénnyen ellenérizhets kritériumokat adjunk, melyek segitségével egyszertien
eldénthetd, hogy egy adott fogyaszté magatartasat érdemes-e az adott ti-
pust hasznosségi fliiggvénnyel reprezentilni. Ehhez a f6 matematikai eszkoz
Osszetett fiiggvényegyenletek folytonos megoldasainak meghatarozéasa.

Az értekezésben tekintett Gsszetett fiiggvényegyenlet-rendszereket a Bo-
ros Zoltan [9] cikkében szerepld

F(x+ty) =P (F(z,y),t)
F($>y+3) = Py (F(l’,y),S)

egyenletrendszer motivalta. Itt F, ®;, ®5 egyarant ismeretlen, valés értékd
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fiiggvények. A [9] dolgozat {6 eredménye szerint a nyilt, osszefiiggd tartomé-
nyon értelmezett folytonos F' megoldéasok elGallnak egy folytonos, szigoriaan
monoton valos fiiggvény és egy linearis funkcional kompozicidjaként. Ennek
magasabb dimenzids analég valtozatat, az

F(ml,...,xj—i—tj,...,xn):<I>j(F(x1,...,xj,...,xn),tj)

egyenletrendszert vizsgaljuk és oldjuk meg az értekezés 3. Fejezetében. Be-
lathato, hogy ennek F' megoldéasai rendelkeznek az alabbi tulajdonsaggal:
barmely =,y € R" esetén, ha F(z) = F(y), akkor F(z +t) = F(y +t) is
igaz minden olyan ¢ € R" vektorra, ami parhuzamos valamelyik koordina-
tatengellyel. Ez a tulajdonsig motivalja a kévetkez& fogalmak bevezetését.

Definicio. Legyen S C R" egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az
F : S — R fliggvény eltoldsinvaridns, ha az F(x) = F(y) egyenléséghdl
F(x +t) = F(y + t) kovetkezik, barmely olyan z,y,t € R™ vektorokra,
melyekre x,y,z +t,y +t € S teljesiil.

Definici6é. Legyen S C R" egy nemiires halmaz, F' : § — R pedig egy
fliggvény. Tegyiik fel, hogy barmely x,y € S pontpérra és barmely olyan 0 <
r € R sugarra, mellyel igazak a B(z,r) C S és B(y,r) C S tartalmazasok,
a kovetkezo feltétel teljesiil: ha F(x) = F(y), akkor F(x +t) = F(y +
t) is fennall minden ¢ € B(0,r) esetén. Ekkor az F' fiiggvényt lokdlisan
eltoldsinvaridnsnak nevezziik.

Egyszertien belathat6, hogy nyilt, konvex tartomanyon értelmezett fiiggve-
nyek esetén az eltolasinvariancia ekvivalens a lokalis eltolasinvariancidval.

Allitas. Legyen 0 # K C R" nyilt, konvex halmaz, tovdbbd F : K — R
lokdlisan eltoldsinvaridns fliggvény. Ekkor F eltoldsinvaridns.

Folytonos, lokélisan eltolasinvarians fiiggvények struktirajanak megér-
téséhez kulcsfontossagt az alabbi észrevétel.

Tétel. Legyen ) # K C R™ egy nyilt, konvex halmaz, valamint F : K —
R egy folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns fliggvény. Tovdbbd legyen adott
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k € N illetve eqy k elemd pontrendszer: x1,xs,...,x € K. Amennyiben
valamely o € R szdmra

F(x) = F(x2) == F(xg) = a,

akkor F(p) = « teljesil minden olyan p € K pontban, mely benne van az
T1,...,%E pontok affin burkdban.

Ez a tétel akkor alkalmazhaté hatékonyan, ha garantélni tudjuk olyan,
kellen sok pontot tartalmazé affin fliggetlen pontrendszer létezését, mely-
nek tagjaiban F' ugyanazt az értéket veszi fel. A kovetkezs, folytonos (nem
feltétleniil eltolasinvarians) fliggvényekre vonatkozo altalanos egzisztencia-
tétellink értelmében ilyen pontrendszerek léteznek.

Tétel. Legyen n € N, ) # D C R" nyilt halmaz, F : D — R pedig egy
folytonos fiiggvény. Ekkor léteznek x1,...,x, € D pontok oly modon, hogy
T1,...,Ty affin figgetlen pontrendszer, valamint

F(z1) == F(zy).

Ezen allitasokat Osszekapcsolva adodik, hogy egy folytonos, lokalisan
eltolasinvarians fiiggvény globélisan konstans egymaéssal parhuzamos hiper-
sikok mentén. Az értekezésben mindezt nyilt, Osszefiiggd értelmezési tar-
tomany esetére igazoljuk, melybdl levezetjik a 2. Fejezet {6 eredményének
szamité dekompozicids tételt. A tovabbiakban p, : R” — R jeldli egy
rogzitett a € R™ vektorral valo belsGszorzast, mint linearis funkcionalt.

Tétel. Legyen O # D C R™ nyilt, dsszefiiggé halmaz, F : D — R pe-
dig folytonos, lokdlisan eltoldsinvaridns figgvény. Ekkor létezik olyan a =
(a1,...,ay) € R™ vektor és szigorian monoton, folytonos f : po(D) — R
fligguény, amivel

F(xy,...,zp) = f(a121+ -+ apzy)

teljesil minden (x1,...,2,) € D esetén.
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Osszetett fiiggvényegyenlet-rendszerek folytonos megoldasai

A 3. Fejezet elején az emlitett

F(xl—i—tl,mg,...,xn):CI)l(F(xl,mg,...,xn),tl) (1)
F(ml,xg—i—tz,...,xn):@Q(F(xl,xg,...,xn),tg) (2)

F(xy,20,...,20 +t,) = @ (F(x1,22,...,2,) ,tn) (1)

fliggvényegyenlet-rendszer nyilt, dsszefliggs tartomanyon értelmezett folyto-
nos megoldasait karakterizaljuk. Els6ként fontosnak tartjuk tisztazni, hogy
a megoldasokat milyen értelemben keressiik. Azt mondjuk, hogy F megol-
désa ennek az egyenletrendszernek, ha léteznek alkalmas kétvaltozos, valos
értekid @1, ..., d, fiiggvények, melyekkel az (1) — (n) egyenletek mindegyike
fennall.

Megmutathato, hogy az (1) — (n) egyenletrendszer megoldasai lokélisan
eltolasinvariansak, {gy a folytonos megoldéasok jellemzési tétele a 2. Fejezet
eredményeinek kévetkezménye.

Tétel. Legyen ) # D C R™ nyilt, sszefiiggéd halmaz. Az F : D — R
folytonos figgvény pontosan akkor megolddsa az (1) — (n) figgvényegyenlet-
rendszernek, ha létezik a = (ay,...,a,) € R™ vektor és egy szigorian mo-
noton, folytonos f : po(D) — R fiiggvény, amivel

F(xy,...,zn) = f(a121+ -+ + anzyp)
teljesil minden (z1,...,x,) € D esetén.

Ezutan az (1) — (n) egyenletrendszert altalanositjuk oly médon, hogy a
valtozokban az Osszeadas helyett altalanosabb miiveleteket engediink meg.
Legyen minden k = 1,...,n esetén () # I, C R nyilt intervallum, valamint
legyen Fy : I x I, — Ij, folytonos, asszociativ egyszertisitéses mivelet.
Legyen tovabba S C Iy x --- x I, egy nemiires halmaz, u : S — R pedig
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egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy u megoldédsa az

u(Fl (xl,tl),xg,...7a:n) = \Ifl(u(arl,a:zj...,xn),tl) (G-1)
u(xl,FQ (azg,tg),...,xn) = \I’Q(u(l’l,l‘g,...,ﬂfn),tg) (G-2)
u(azl,xg,...,Fn(xn,tn)) = \I'n(u(xl,xg,...,:pn),tn) (G-n)

fliggvényegyenlet-rendszernek, ha mindegyik fenti egyenlet teljesiil alkalmas
Uy, ..., ¥, kétvaltozos, valos értéki fliggvényekkel.

Az el6bbi jellemzési tételiinket a folytonos, asszociativ, egyszerisitéses
miiveletek reprezentéciojarol szolo Craigen—Péles-tétellel [12] 6tvozve ka-
rakterizalhatjuk a (G-1) — (G-n) egyenletrendszer folytonos megoldasait is.

Tétel. Legyenek O # I, C R nyit intervallumok, Fj : I x I, — I
pedig folytonos, asszociativ, egyszerdsitéses mdveletek minden k= 1,...,n
esetén. Legyen tovdbbd ) # D C R™ nyilt, dsszefiiggé halmaz, melyre D C
L x---x1,.

Az u : D — R fiiggvény akkor és csak akkor folytonos megolddsa
a (G-1) — (G-n) figgvényegyenlet-rendszernek, amennyiben létezik olyan
a = (a,...,an) € R" vektor, dsszeaddsra nézve zart J, C R intervallu-
mok, tovdbbd fy, : Jp — I homeomorfizmusok és eqy szigorian monoton,
folytonos g valds figgvény, amelyekre egyrészt

Fi (,y) = fi (fy (@) + f ' () (z,y € L),
mdsrészi

w(@r,ewn) = glafr @) + -+ anfy ()
teljesil minden k=1,...,n és (x1,...,x,) € D esetén.

Kvaziosszegek regularitas-megdrzési tulajdonsagai

Az el6z6 Tétel értelmében a (G-1) — (G-n) egyenletrendszer folytonos meg-
oldésai specidlis kvaziosszegek (1d. [32, 34]). Az értekezés 4. Fejezetében
ilyen tipusu fliggvények regularitési kérdéseivel foglalkozunk.
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Definicié. Legyen n € N, n > 2 valamint legyen () # I, C R nyilt interval-
lum minden £ = 1,...,n esetén. Tegyiik fel tovabba, hogy fr : [ — R
folytonos, szigortan monoton fiiggvény minden k = 1,...,n esetén, g :
filli) + -+ + fu(I,) — R pedig szintén folytonos, szigorian monoton.
FEkkor az

F(m,...,xn):g(fl(ml)—k'-‘—i—fn(xn)) (xr1€ly,...,2y € 1) (i)

modon értelmezett F: 1 x --- x I, — R fiiggvényt kvdzidsszegnek nevez-
zik. A g, fi,..., fn fliggvényeket az F' kvazitsszeg generdtorfiigguényeinek
hivjuk.

Kvaziosszegek gyakran felbukkannak kozgazdasagtani alkalmazasok so-
ran, példaul Maksa Gyula [5, 33] munkaiban. A disszertacioban valos fiigg-
vénytani érvelésekkel bebizonyitjuk, hogy a kvazidsszeg parcidlis derivaltja-
inak létezése (illetve folytonossédga) maga utan vonja a generatorfiiggvények
differencidlhatosagat (illetve a derivaltak folytonossagat).

Tétel. Legyen n € N, n > 2 és tegyiik fel, hogy az (i) egyenlettel definidlt n
valtozos F kvdzidsszeq parcidlisan differencidlhaté. Ekkor generdtorfiiggué-
nyei differencidlhatéak. Tovdbbd, ha F folytonosan differencidlhatd, akkor
generdtorfigguényei folytonosan differencidlhatoak.

Az allités analdg verzidja magasabb rendi folytonos differencidlhatoség
esetén is érvényben marad.

Tétel. Legyenek p,n € N pozitiv egészek gy, hogy n > 2 és tegyiik fel,
hogy az (i) egyenlettel definidlt n vdltozds F kvdziosszeg p-szer folytonosan
differencidlhato. Ekkor generdtorfiigguényei is p-szer folytonosan differenci-
dlhatoak.

Az elébbi Tételek alkalmazasaként a Craigen—Pales-tétel egy kiterjesztését
kapjuk.

Kovetkezmény. Legyen p € N és legyen ) # I C R nyilt intervallum.
Tegyiik fel, hogy H : I x I — I egy p-szer folytonosan differencidlhato,
asszociativ, egyszerisitéses mivelet. Ekkor létezik egy Osszeaddsra nézve
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zart, nem korldtos J C R nyilt intervallum, valamint egy h - J — 1
folytonos bijekcid, melyre a h™" fiigguény p-szer folytonosan differencidlhatd,
hljtg szintén p-szer folytonosan differencidlhatd, tovdbbd

H(z,y)=h (h_l(:v) + h_l(y)) (x,yel).

Hasznossagi fiiggvények karakterizacioi

A disszerticio 5. Fejezetében a korabbi szakaszok eredményeinek alkal-
mazasaként hasznossagi fliggvények nevezetes osztalyaira kapunk jellemzési
tételeket. R} jeloli azon n dimenzios vektorok halmazét, melyek minden
koordinataja pozitiv.

Definicié. Legyen D C R’} nemiires halmaz és v : D — R egy fiigg-
vény. Ekkor a D halmaz elemeit (n joszaghol allo) joszdgkosaraknak, az u
figgvényt pedig hasznossdgi fliiggvénynek nevezziik. Tovabba az

T =y = u(z) < uy) (z,y € D)

modon definialt <, € D x D relaciét az u fliggvény altal generalt preferencia
reldcionak hivjuk. Egy u : D — R hasznossagi fiiggvényt szepardbilisnek
neveziink, ha minden £ = 1,...,n index esetén léteznek I, C R, nyilt in-
tervallumok, valamint uy, : I, — R folytonos, szigoraan monoton névekvé
an. parcidlis hasznossdgi fiiggvények oly médon, hogy D C I1 x --- X I,
illetve

u (i, ..., on) =ur(xr) + -+ up(zn)

teljesiil barmely (z1,...,2zy,) € D vektorra.

A definiciéban szerepls fogalmakat a legtobb gazdasigi matematika té-
méju tankényvben (példaul [7, 24, 50|) megtaldlhatjuk. Az &dltalunk te-
kintett hasznossagi fliggvényekrdl feltessziik, hogy folytonosak és minden
valtozojukban szigorian monoton novekvek. KEzek a feltételek szamos,
hasznossagi fiiggvényekkel és reprezentaciokkal foglalkozo klasszikus dolgo-
zatban megjelennek (l1d. Debreu [14, 15| munkait). Koénnyen lathato, hogy
ha ¢ szigorian monoton névekvs, akkor u és ¢ o u ugyanazt a preferencia-
relaciot generalja. A disszertaciéban belatjuk ennek megforditasat is.
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Allitas. Legyen 0 # D C R egy halmaz, valamint v : D — R és v :
D — R két hasznossdgi fiigguény gy, hogy <y ==y. Ekkor létezik ¢ :
u(D) — R szigorian monoton névekvd fiigguény gy, hogy v = ¢ o u.

Ezen észrevételek utdn megmutatjuk, hogy a kvaziosszeg alakt hasznos-
ségi fiiggvények éppen a szepardbilis hasznossagi fiiggvényekkel ekvivalen-
sek. Tovibbé, a kvaziosszeg differencidlhatdségi tulajdonsagai 6roklédnek
a parcialis hasznosséagi fliggvényekre.

Tétel. Legyen n € N, n > 2, és tegyiik fel hogy minden k =1,...,n esetén
0 # I, C R nyilt intervallum, valamint ug : I, — R folytonos, szigorian
monoton novekvd fiiggvény. Legyen tovdbbd ¢ : ui(l) + -+ +un(l,) — R
szintén folytonos, szigordan monoton novekvd, valamint p € N jeldljon egy
régzitett pozitiv egész szdmot. Legyen a v : Iy X -+ X I, —> R hasznossdgi
fiiggvény az aldbbi kvdzidsszeg alakban adott:

'U(xl,...,l'n):@(Ul(x1)+"'+un($n)) (xl eIla"'vxTLEIn) .

Feltéve, hogy v p-szer folytonosan differencidlhatd, az uy , ..., u, fliggvények
szintén p-szer folytonosan differencidlhatoak.
Tovdbbd az

w(xy, ... xn) =ur(xr) + -+ up(zn) (xr1€l,...,zy € I)

mddon értelmezett u : Iy X - - - X I, — R szepardbilis hasznossdgi fiiggvényre
=u ==y teljesiil.

Végezetiil a 3. Fejezetben az Osszetett fliggvényegyenlet-rendszerek foly-
tonos megoldasaira kapott dekompozicios tételeink felhasznalasaval karak-
terizéljuk a Cobb-Douglas [11] illetve a CES tipusu [6] hasznossagi fliggve-
nyeket.

Definicié. Legyen D C R’} nemiires halmaz és legyenek A,aq,..., 0, €
R, adott konstansok. Ha az u : D — R hasznosségi fliggvény az

w(zy,...,xn) =A- 2 ..o xpn ((z1,...,2n) € D)

képlettel értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy u Cobb—Douglas tipusi hasz-
nossagi fligguény.
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Definici6é. Legyen D C R’} nemiires halmaz valamint legyenek A > 0,
0 € R\ {0} és minden i = 1,...,n esetén «; > 0 adott konstansok. Ha az
u : D — R hasznossagi fliggvény az

u(wl,...,xn):A-<Zaix5>g ((ml,...,xn)ED)
i=1

képlettel értelmezett, akkor azt mondjuk, hogy uw CES tipusi hasznossdgi
fliggvény.

Természetes feltételezés, hogy mindkét nevezetes osztily tartalmazza a
fenti definiciokban szerepld képletekkel adott fiiggvények barmely szigortan
monoton valds fiiggvénnyel vett kompoziciéit is, hiszen a generalt preferen-
cidkat ilyen jellegti transzformacié nem befolyasolja. Ebben az értelemben
teljesiilnek a kovetkezd karakterizécios allitasok.

Tétel. Legyen O # D C R nyilt, dsszefiggd halmaz, u : D — R pedig
folytonos, minden vdltozdéjiban szigorian monoton névekvd. Az u hasznos-

sdgt fliggvény pontosan akkor Cobb—Douglas tipusi, ha minden k =1,....n
esetén létezik alkalmas kétvdltozos Vi, figguény a kévetkezd tulajdonsdggal:
minden olyan (x1,...,2T,) € D pontra és t, € Ry szdmra, amelyre
(T1,e s Tt Tkt Thg1 -, Tn) €D

teljesil, fenndll az
U(T1 ooy Tt T ey Tpg1 sy Tp) = Vi (w (1, ..o 20) , tr)
eqyenlet.

Megjegyzés. A Tétel szemléletesen azt fejezi ki, hogy egy hasznosségi fligg-
vény pontosan akkor Cobb-Douglas tipusti, ha barmely két azonos hasz-
nossagt (T1,...,%5) és (y1,...,yn) joszagkosar esetén a kovetkezs teljesiil:
barmely ¢ > 0 esetén, ha egy adott termék zy, illetve yr mennyiségét rendre
t-xy -ra illetve t-yg -ra valtoztatjuk, akkor az ijonnan kapott két joszagkosar
hasznossaga is meg fog egyezni egyméassal (barmely k= 1,...,n esetén).
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Két joszagbol allo joszagkosarak esetén, azaz amikor a hasznosséigi flige-
vény kétvaltozos, a fenti észrevétel a kozombosségi gorbék (vagyis a hasznos-
sagi fliggvény szintvonalai, 1d. [50]) segitségével is megfogalmazhato: egy
hasznossagi fiiggvény pontosan akkor Cobb-Douglas tipusi, ha az

(x1,22) = (tiz1,tax2)

transzformécié barmilyen ¢y ,ts > 0 esetén kézémbosségi gorbét kbzombos-
ségi gbrbébe visz at.

A CES-tipust hasznossagi fiiggvényekre vonatkozé analog allitas meg-
fogalmazasahoz be kell vezetniink a R, : Ry x Ry — R, fliggvényt a
kovetkez6 modon:

Ry(u,0) = (u® +v9)e (w0 ERy),

ahol p # 0 adott paraméter. Egyszeriien belathato, hogy R, egy folytonos,
asszociativ, egyszertisitéses mivelet.

Tétel. Legyen O # D C R nyilt, dsszefiggd halmaz, u : D — R pedig
folytonos, minden vdltozéjdban szigorian monoton névekvd. Az u hasz-
nossagi fiigguény pontosan akkor CES tipusi, ha valamilyen o € R\ {0}
paraméter mellett minden k = 1,...,n esetén létezik alkalmas kétvdltozds
W, fiiggvény a kovetkezd tulajdonsdggal:

minden olyan (x1,...,x,) € D ponira és ty, € Ry szdmra, amelyre

(l‘l,...,l'k_l Ry (xg , tr) ,:Ek+1,...,a:n) eD
teljestil, fenndll az
u(a:17...,xk_1 Ry (xg s tr) ,xk+1,...,xn) =V (u(zy,...,zn), tk)
egyenlet.

Megjegyzés. A Tétel szemléletes jelentése, hogy egy u hasznosségi fliggvény
pontosan akkor CES tipusu (o paraméterrel), ha barmely két azonos hasz-
nossagu (z1,...,xy,) lletve (y1,...,yn) joszdgkosar esetén a kovetkezs tel-
jesiil: barmely ¢ > 0 esetén, ha egy adott termék xj illetve yr mennyiségét
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1 1
rendre (zf + ¢9)° -ra illetve (y{ + t2)° -ra valtoztatjuk, akkor az jonnan
kapott két joszagkosar hasznossaga is meg fog egyezni egymassal (barmely
k=1,...,n esetén).

Az 5. Fejezetben szerepeltetjiik ennek k6zombosségi gorbékre vonatkozd
kévetkezményeit, tovabba standardizalt Madi-Nagy—Prékopa tipusa hasz-
nossagi fiiggvényekre is kozliink az el6bbiekhez hasonld jellemzési tételt.



Summary — Angol nyelvii
osszefoglalo

After an Introduction, our results are contained in four main chapters in the
dissertation. Chapter 2 contains results concerning continuous, translation
invariant functions. In Chapter 3 we determine the continuous solutions of
particular systems of composite functional equations. Chapter 4 is about
regularity preservation of quasisums. Finally, Chapter 5 concerns charac-
terizations of important types of utility functions. The results presented in
the dissertation are based on the papers [46, 48].

Motivation, translation invariant functions

The primary motivation for the research summarized in this dissertation
was the investigation of utility functions. These are the prevalent tools in
mathematical economics for the modelling of an individual consumer’s be-
havior. Our fundamental objective is to provide certain criteria which are
relatively easy to check in order to decide whether a given utility function
of a well-known type (such as Cobb-Douglas [11] or CES type [6]) is app-
ropriate for the representation of a given consumer’s preferences. The main
mathematical tool for this endeavor is the characterization of continuous
solutions of particular systems of composite functional equations.

The systems of functional equations considered in the dissertation are

93
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motivated by the following system consisting of two composite equations:

F(‘T—i_t?y) = (F(xvy)7t)
F(z,y+s)=®2(F(z,y),s).

Here F, ®1 , ®5 are all unknown, real valued functions. This system of equa-
tions was considered by Zoltan Boros [9] under the assumption that F' is
defined on a restricted domain, namely on an open, connected subset of R2.
The main result of [9] is that any continuous solution F' can be written as
the composition of a strictly monotone, continuous real function and a linear
functional. In Chapter 3 we investigate the higher dimensional analogue of
this system:

F(Il,...,fl,‘j-f-tj,...,l‘n):‘bj(F(l‘l,...,xj,...,l‘n),tj)
(j=1,...,n)

Let us observe, that if F' is a solution of this system of functional equa-
tions, then the following holds: for any z,y € R™ such that F(x) = F(y),
the equation F(x +t) = F(y + t) is also fulfilled, for any vector ¢ € R"
which is parallel to one of the coordinate axes. This property motivates the
following notions.

Definition. Let () # S C R"™ be a set and F : S — R be a function.
We say that the function F' is translation invariant, if F(x) = F(y) implies
F(xz+t) = F(y+t), for any vectors x, y,t € R"™ such that z,y, z+t,y+t € S.

Definition. Let ) # S C R™ be a set and F : S — R be a function.
Suppose that for any z,y € S and for any 0 < r € R such that B(z,r) C
S and B(y,r) C S, the following assertion holds: if F(z) = F(y) then
F(z+1t) = F(y+1) is fulfilled for any ¢ € B(0,r). Then the function F is
said to be locally translation invariant.

It is easy to check that for functions defined on an open, convex domain,
translation invariance is equivalent to local translation invariance.

Proposition. Let ) # K C R™ be an open, convex set, moreover let F :
K — R be a locally translation invariant function. Then F is translation
mvariant.
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In order to understand the structure of continuous, locally translation
invariant functions, the following observation is crucial.

Theorem. Let ) # K C R"™ be open, convezx, and let F : K — R be a
continuous, locally translation imwvariant function. Moreoverletxy ...,z €
K be a given collection of points for some k € N. If

F(x1) = F(xg) = -+ = Fag) = a

holds for some number o € R, then F(p) = « is also fulfilled for such points
p € K which are contained in the affine hull of x1,..., 2k .

The full potential of this theorem can be exploited in situations when
there exist a "large" set of affinely independent points where the function
attains the same value. Our following, general existence theorem for conti-
nuous (not necessarily translation invariant) functions ensures the existence
of such systems of points.

Theorem. Letn € N and let ) # D C R™ be an open set. Suppose that F :

D — R s a continuous function. Then there exist points x1,...,x, € D
such that x1,...,x, are affinely independent, moreover
F(zy) =--+ = F(xp).

Merging these preliminary results we obtain that a continuous, locally
translation invariant function is globally constant on parallel hyperplanes.
In the dissertation this statement is proved for the case of open, connected
domains. Eventually, this proposition implies the following decomposition
theorem, which is the main result of Chapter 2. In the sequel, p, : R* — R
denotes the inner product with a fixed vector a € R™ (as a linear functional).

Theorem. Let ) # D C R™ be an open, connected set and let F': D — R
be a continuous, locally translation invariant function. Then there exist a
vector a = (a1, ...,a,) € R™ and a continuous, strictly monotone function
f:pa(D) — R such that

F(zy,...,zp) = f(a121+ -+ apzy)

holds for all vectors (x1,...,x,) € D.
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Continuous solutions of systems of composite functional equa-
tions

In Chapter 3 we characterize the continuous solutions of the already ment-
ioned system of composite functional equations

F($1+t1,$2,...,$n) =, (F(SL‘l,I‘Q,...,CL‘n),tl) (]_)
F($1,$2+t2,...,$n) = &, (F($1,£E2,...,$n)7t2) (2)

Fry, e, an+in) = @ (F (21,22, 520) ,t0) - (n),

We first need to clarify that in what sense are we looking for solutions.
We say that F' is a solution of the system (1) — (n), if there exist some
two-variable real valued functions @1, ..., ®,, such that all of the equations
above are fulfilled.

It turns out that the solutions of the system (1) — (n) are locally trans-
lation invariant, so the characterization theorem of the continuous solutions
is a consequence of our results from Chapter 2.

Theorem. Let ) # D C R™ be an open, connected set. The continuous
function F' : D — R s a solution of the system of functional equations
(1) — (n) if, and only if, there exist a vector a = (a1,...,a,) € R" and a
continuous, strictly monotone function f : p,(D) — R such that

F(zy,...,zp) = f(a121 4+ -+ apzy)
holds for all (x1,...,x,) € D.

In the next part we generalize the system of functional equations (1) —
(n). In each of the variables the addition is replaced by a more general
binary operation. That is, for all kK = 1,...,n, let 0 # Iz C R be an
open interval, moreover let F} : I, x I, — I be a continuous, associative,
cancellative operation. Suppose that S C I} x --- X [, is a nonempty set
and u : S — R is a function. We say that u is a solution of the system of
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functional equations

u(Fl (951,151)79627-~-7$n) =‘P1(U($1,9€2,--~,$n)7t1) (G-1)
u(wl,Fg (xg,tz),...,xn) :\Ifg(u<l'1,.%'2,...,l'n),t2) (G—Q)
u(:cl,ajg,...,Fn(xn,tn)) :\I/n(u(xl,a:g,...,xn),tn) (G-n)

if all of the equations above are fulfilled for some appropriate two-variable
real valued functions ¥q,...,¥,,.

Combining our previous characterization theorem with the represen-

tation theorem of continuous, associative, cancellative operations by Cra-
igen and Pales [12], we are able to describe the continuous solutions of
(G-1) — (G-n).
Theorem. Let () # I;;, C R be an open interval and let Fy, : Iy, x I, — I,
be a continuous, associative, cancellative operation, for all k = 1,...,n.
Moreover, suppose that ) # D C R"™ is an open, connected set such that
DCIL x---x1I.

Then the continuous function u : D —> R is a solution of the system
of functional equations (G-1) — (G-n) if, and only if, there exist a vector
a=(ai,...,ay) € R™, some open intervals J, C R closed under addition,
moreover some homeomorphisms fi : Jp — I and a continuous, strictly
monotone real function g such that

Fy (z,y) = fr (fy ' (@) + £ ' (v) (z,y € Ir)
and also

U(xl’--'al'n) = g(alffl(xl) + e +anf7:1(xn))
hold for allk =1,...,n and for all (x1,...,z,) € D.

Regularity preservation for quasisums

According to the previous theorem, the continuous solutions of (G-1)—(G-n)
are particular quasisums (see [32, 34]). In Chapter 4 of the dissertation we
discuss regularity properties of such functions.



98

Definition. Let n € N, n > 2 and suppose that () # I, C R is an open in-
terval for k =1,...,n. Moreover, let fi : I, — R be a continuous, strictly
monotone function for k =1,...,nandlet g : f1(L1)+- -+ fu(I) — R be
also continuous, strictly monotone. Then the function F': Iy x---xI, — R
defined by

F(m,...,xn):g(fl(ml)—k'-‘—i—fn(xn)) (xr1€ly,...,2y € 1) (i)

is called a quasisum. The functions ¢, f1,..., fn are called the generators
of F.

Quasisums often appear in mathematical economics, for example, in the
works [5, 33] of Gyula Maksa. Applying some classical results from real
functions theory we are able to prove that the existence (and, respectively,
continuity) of the partial derivatives of a quasisum implies the existence
(respectively, the continuity) of the derivatives of the generators.

Theorem. Let n € N, n > 2 and suppose that the n-vartable quasisum F
defined by the formula (1) is partially differentiable. Then the generators of
F are differentiable. Moreover, if F' is continuously differentiable, then its
generators are continuously differentiable.

The statement remains valid in the case of higher order continuous differen-
tiability.

Theorem. Let p,n € N be positive integers such that n > 2 and suppose
that the n-variable quasisum F defined by the formula (i) is p-times conti-
nuously differentiable. Then the generators of F are p-times continuously
differentiable as well.

Applying the previous two Theorems, we obtain an augmented version of
the Craigen—Péles theorem.

Corollary. Let p € N and let ) # I C R be an open interval. Suppose
that H : I x I — I is a p-times continuously differentiable, associative,
cancellative operation. Then there exist an unbounded open interval J C R
which is closed under addition, moreover a continuous bijection h: J — 1
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such that h=1 is p-times continuously differentiable, h|;y; is also p-times
continuously differentiable, moreover

H(z,y)=h (hil(x) + hfl(y)) (x,yel).

Characterization of utility functions

In Chapter 5 of the dissertation, applying the results of the preceding sec-
tions, we establish characterization theorems for notable classes of utility
functions. R’} denotes the set of n dimensional vectors having positive
coordinates.

Definition. Let D C R’} be a nonempty set and let u : D — R be a
function. Then an element of D will be called a bundle of goods (consisting
of n goods) and u will be called a wutility function. Furthermore, the relation
<u C D x D defined as

z 2y y = u(r) < uly) (z,y € D)

is the preference relation generated by the utility function u. The utility
function v : D — R is called additively separable, if there exist nonempty
open intervals I, C R, and so-called subutility functions up : I — R
which are continuous, strictly increasing for £k = 1,...,n such that D C
Iy x--- x I, and

u(z1,...,2n) =ur(xr) + -+ up(zy) ((z1,...,2zn) € D).

The previous concepts can be found in most of the textbooks concerning
mathematical economics (for instance, in [7, 24, 50]). We always suppo-
se that the considered utility functions are continuous, moreover they are
strictly increasing in each variable. These regularity assumptions appear in
many classical results concerning representations of preferences by utility
functions (for instance, in the works |14, 15| of Debreu). It is easy to see
that if ¢ is strictly increasing, then v and powu generate the same preference
relation. We prove the converse of this statement in the dissertation.
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Proposition. Let D C Rt be a nonempty set and let u : D — R and
v: D — R be two utility functions with <, ==, . Then there exists a
strictly increasing function ¢ : u(D) — R such that v = p o u.

After these observations we deduce that utility functions of quasisum
form are equivalent to additively separable utility functions. Moreover, the
differentiability properties of the quasisum are inherited by the subutility
functions.

Theorem. Let n € N, n > 2 and suppose that ) # I, C R is an open
interval for k = 1,...,n. Moreover, let up : I — R be continuous,
strictly increasing for k =1,...,n and let ¢ : ui(I1) + -+ +up(lp) — R
be also continuous, strictly increasing. Let p € N be a fized positive integer.
Suppose that the utility function v : I; X --- x I, — R defined by

v(xl,...,xn) :Qp(ul(xl>++un(xn)) (xl €l,...,z, eIn)

is p-times continuously differentiable. Then the functions uy,...,u, are
p-times continuously differentiable.

Moreover, for the additively separable utility functionu : Iy x---x I, —
R defined by

w(zy,. . my) =up(xy) + -+ up(zy) (xr1 €L,...,2y € Iy)
we have <, ==, .

Finally, applying the decomposition theorems obtained in Chapter 3
for continuous solutions of systems of composite functional equations, we
characterize the Cobb—Douglas type [11] and CES type [6] utility functions.

Definition. Let D C R’} be a nonempty set and let A, aq,...,a, € Ry be
given constants. If the utility function v : D — R has the form

w(ey,...,xp) =A-af - ... apn ((z1,...,2n) € D)

then w is called a Cobb—Douglas type utility function.
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Definition. Let D C R”} be a nonempty set, moreover let A > 0, o € R\{0}
and a; > 0 be given constants, for every ¢ = 1,...,n. If the utility function
u : D — R has the form

1
u(:rl,...,xn):A-<Zaixf> ((xl,...,xn)eD)
i=1

then u is called a CES type utility function.

It is natural to assume that these classes contain not only the functions
given by the particular formulas above, but any composition of those with
some strictly increasing real function (since the generated preference rela-
tion is invariant under such transformations). In this sense, the following
characterizations are valid.

Theorem. Let ) # D C R”} be an open, connected set and let u: D — R
be a continuous function which is strictly increasing in each variable. Then
u 15 a Cobb—Douglas type utility function if, and only if, for every index k =

1,...,n, there exist a two-variable function Vi with the following property:
for all points (z1,...,z,) € D and positive number t;, € Ry fulfilling
(xlv"-)xk—lpxk'tkaxk-‘rl)"'amn) €D7

the functional equation

W(T1 ooy Tt Tty Tpa1 sy Tp) = Vi (w1, ..oy 20) , tr)
holds.

Remark. In an illustrative sense, this Theorem expresses the fact that a
utility function is of Cobb—Douglas type if, and only if, for an arbitrary
pair of bundles (z1,...,2zy,) and (y1,...,yn), the following holds: for any
t > 0, if we modify the quantities x; and y; of the same good to the new
quantities ¢ - x and t -y, respectively, then the utility of the two newly
obtained bundles will again coincide with each other (for every k = 1,...,n).
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In the case of bundles consisting of two goods, this property can be
formulated via the level sets (or, in the context of utility, the indifference
curves as it is mentioned in e.g. [50]) of the function. Namely, a utility
function is of Cobb—Douglas type if, and only if, the mapping

(x1,22) — (tiz1,t2x2)

transforms any indifference curve into another indifference curve whenever
t1, to > 0.

Before formulating an analogous statement for CES type utility func-
tions, we have to introduce the mapping R, : Ry x Ry — Ry defined
as )

Ry(u,v) = (u? +v9)e (u,v € Ry),

where ¢ # 0 is a given parameter. It is easy to see that R, is a continuous,
associative, cancellative operation.

Theorem. Let ) # D C R”} be an open, connected set and let u: D — R
be a continuous function which is strictly increasing in each variable. Then
u 15 a CES type utility function if, and only if, there exists a parameter
0 € R\ {0} and, for every index k = 1,...,n, there exist a two-variable
function Uy with the following property:

for all points (z1,...,z,) € D and positive numbers t, € Ry fulfilling

(xl,-..,l'k_l,RQ(ka,tk) ,$k+1,...,$n) eD,
the functional equation

u(xl,...wk,l,RQ(:pk,tk) ,:L'kH,...,xn) =V (u(x1,...,Tn),tg)
holds.

Remark. This characterization theorem can be interpreted as follows. A
utility function u is of CES type (with parameter p) if, and only if, for
any two bundles (z1,,...,2,) and (y1,...,y,) with the same utility, the
following property holds: for any ¢ > 0, if we modify the quantities x
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1 1
and gy of the same good to the new quantities (mi + tg) ¢ and (y,f + tg) e
respectively, then the utility of the two newly obtained bundles will again
coincide with each other (for every k =1,...,n).

In Chapter 5 we present the corollary of the previous theorem for indiffe-
rence curves. We also provide a similar characterization of the standardized
Madi-Nagy—Prékopa type utility functions.
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