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A linedris programoz4si feladatok olyan feltételes optimali-
zalasi feladatok, amelyekben a célfiiggvény és a feltételi rend-
szer is linedris kifejezésekkel adott. A szisztematikus tanul-
manyozasuk a 20. szdzad els6 felében kezd6dott amerikai oldal-
r6l Dantzig [9], mig orosz (szovjet) oldalrél Kantorovich [16]
altal. Klee és Minty [19] megmutatta, hogy a Dantzig altal ki-
fejlesztett szimplex médszer [10] a Bland-szaballyal kiegészitve
exponencidlis ideji lehet. Tovdbb4d, azdta az is kideriilt,
hogy a szimplex moédszernek eddig valamennyi ismert varia-
cidja ugyanezzel a tulajdonsdggal bir, de tovabbra is nyitott
kérdés maradt, hogy esetleg létezik-e olyan valtozat, amely poli-
nomidlis ideji. A szimplex médszer mellett azonban més algo-
ritmusokat is kifejlesztettek, mint példaul Khachiyan ellipszoid
modszere [18] vagy Karmarkar belsé pontos mddszere [17].

A motivacionk egy masik algoritmuscsaldd adja, neve-
zetesen a bels6pontos-médszerek kozé tartozd logaritmikus
sorompo probléma djratdrgyaldsa. A belsé pontos mddszerekrdl
igazoltak, hogy van koztiik polinomidlis id6ben futé algoritmus,
vagyis a linedris programozasi feladatok polinomiélis komplexi-
tasdak. A linedris programozasi problémak specidlis geometriai
tulajdonsdgai tovdbbd lehetévé teszik geometriai feltételek és 4j
tipusti médszerek kifejlesztését. Az értekezés célja a linedris
programozdsi feladatoknak a konvex analizis és a konvex ge-
ometria eszkozeivel valé megkozelitése gy, hogy elkeriiljiik a
szimplex mddszer haszndlatdt. Megemlitjiik, hogy az értekezés
egyes fejezetei rendre az [5], [6] cikkekben k6zolt eredményekre
tdmaszkodnak.

Az értekezés elsd fejezetében 0Osszegydjtjik a konvex
analizis és a konvex geometria mindazon eszkozeit, amelyeket
vagy a legtobb fejezet sordn vagy az egész értekezésben dl-
taldnosan haszndlunk, mint példdul a konvex és konkdv fiigg-
vények definicidjat; a Bernstein—Doetch tételt [4]; illetve a hal-
mazok konvex és kip burkdnak definici6jat. Ebben a bevezetd



fejezetben alapvet6en Barvinok [1], Borwein és Lewis [7] és
Rockafellar [24] konyveire timaszkodunk.

Az elvalasztasi tételrdl dltalanosan elmondhatd, hogy jelen-
tOs szerepet jatszik az optimalizaldsi problémakorben. Az euk-
lideszi véltozata az aldbbi mdédon fogalmazhaté meg.

LEMMA. Euklideszi terekben bdrmely nem iires, zdrt és
konvex halmaz hipersikkal szigoriian elvdlaszthato bdrmely, a
halmazhoz nem tartozoé ponttol.

Erre a valtozatra szdmos bizonyitds is ismert, Barvinok
azonban egy alternativ megkozelitést javasol kitlizott fela-
datként, amelyre megolddst adunk ebben a fejezetben.

Jelolje L(R™,R™) az osszes R™-b8l R™-be haté linedris
leképezések terét. Az ilyen linedris transzformacidk még a leg-
egyszer(ibb esetekben is elronthatjdk a (konvex) halmazok zart-
sdgit. Azonban, ha a halmaz egy poliéder, akkor a linedris
transzforméltja is poliéder marad. Ennek a ténynek a bi-
zonyitdsa meglehetdsen bonyolult, de szerencsére elkeriilhetjiik
ezt a kellemetlenséget a kovetkezd egyszeri megfigyeléssel.

LEMMA. Vektorterekben bdrmely végesen generdlt kiip a
fiiggetleniil generdlt részkiipok egyesitése. Specidlisan, egy
véges dimenzios tér bdrmely végesen generdlt kiipja zdrt.

Ennek az dllitisnak a bizonyitdsa a Carathéodory-tétel
kipokrdl sz6l6 valtozatara [8] tdmaszkodik.

A feltételes optimalizalasi feladatokat és a hozzdjuk kapcso-
16d6 alapfogalmakat éltaldnosan az aldbbi mddon irhatjuk fel.

DEFINICIO. Legyenek X és'Y nemiires halmazok, tovdbbd
D C X ésbeY. Tekintsiik az
f(z) — max
g(x) = b
feltételes optimalizdldsi feladatot, ahol az f: D — R célfiigg-
vény ésa g: X — Y feltétel adottak. Azt mondjuk, hogy r € X



egy megengedett megoldds, ha © € D és g(x) = b teljesiil.
Tovdbbd, az osszes megengedett megolddsok halmazdt a prob-
léma megengedett halmazdnak nevezziik. Az x* € X elemet
megengedett optimélis megoldadsnak hivjuk, ha megengedett hal-
mazbeli és f(x) < f(z*) teljesiil minden v € X megengedett
megoldds esetén.

A linedris programozasi feladatokat az elébbi altalanos fel-
adatok specidlis eseteként vezetjiik be: a problémdnak mind a
célfiiggvényét, mind a feltételi rendszerét linedris kifejezésekkel
adjuk meg. Az el6z6 definiciéban legyen X = R" és Y = R™.
Ekkor a

(¢, x) — max
zeP
feltételes szélsbérték szamitasi feladatot linedris programozdsi
feladatmak hivjuk, ahol ¢ € R” egy adott vektor, P C R"
pedig egy poliéder, azaz véges sok féltér metszete. A tobbi kap-
csolodod fogalom analég médon vezethetd be az el6z6 definicid
alapjan.

A konvex halmazok recesszids irdnyai dontd szerepet jat-

szanak az értekezésben kit(izott céljaink megvaldsitdsadban.

DEFINICIO. Legyen X vektortér, D egy nemiires részhal-
maza X-nek, és legyen x € D rogzitett. Azt mondjuk, hogy
r € X a D halmaz x pontbeli recessziés irdnya, ha minden
a > 0esetén x + ar € D teljesiil.

Rockafellar azt az esetet vizsgalta, amikor D egy zdrt, kon-
vex halmaz. Kideriilt, hogy D recessziés irdnyai szamos fontos
tulajdonsaggal rendelkeznek. A receszszids irdnyok fiiggetlenek
az x € D megviélasztasatol és a recesszids irdnyok létezése
jellemzi D nemkorldtossdgat. Kovetkezésképpen D recessz-
i6s irdnyainak halmazdt jelolhetjiik egyszerdien rec(D) mo-
don. Tovdbb4a, a recesszids irdnyok kupot alkotnak: zartak
az 0sszeaddsra és a nemnegativ szdmmal val6 szorzdsra nézve.
Ezért a rec(D) halmazt D recesszids kiipjanak nevezziik.



A logaritmikus soromp6 probléma célfiiggvényének értel-
mezési tartomdnya azonban megkdveteli, hogy nyilt, konvex
halmazokat hasznaljunk. Szerencsére az el6bb emlitett tulaj-
donsédgok ebben az esetben is igazak maradnak, amit az aldbbi
lemmédban fogalalunk 6ssze. Az alapponttdl valé fiiggetlenség
miatt a D halmaz recessziés kipjat tovdbbra is rec(D) médon
jelolhetjik.

LEMMA. Ha D egy nemiires, nyilt, konvex részhalmaza egy
X Euklideszi térnek, tovabbd r € X, akkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:

(i) Létezik x € D ugy, hogy minden o« > 0 esetén x+ar € D
teljesiil;

(ii) Minden x € D és minden o« > 0 esetén x + ar € D
teljesiil.

Tovdbbd, D pontosan akkor korldtos, ha rec(D) trividlis.

A hasonlé tulajdonsdgok ellenére azonban a bizonyitds
sordn alternativ megkozelitést kell kdvetniink.

Megemlitjiik végiil a recesszids kipok kovetkez6 kalkulus
tulajdonsdgét is, amely mind a nyilt, mind a zart esetben is
érvényes, valamint a bizonyitdsukban 1év6 érvelés is nagyon ha-
sonld.

LEMMA. Legyen X Euklideszi tér. Ha A, B C X olyan
nyilt/zdrt, konvex halmazok, amelyek metszete nemiires, akkor

rec(AN B) =rec(A) Nrec(B).

A masodik fejezet célja a klasszikus logaritmikus sorompd
probléma kiterjesztése ugy, hogy az érvelések soran keriiljiik
a szimplex moédszer haszndlatat, emellett korrigaljuk Vander-
bei [29] hibas érvelését: A Heine—Borel tételt R™ egy nyilt
részhalmaza altal indukalt relativ topoldgidban alkalmazta. A
bizonyitas sordn a konvex analizis médszereit 6tvozziik Wright
[32] otleteivel. Ehhez tekintsiik az aldbbi linedris programozasi
feladatpart:



CT.I‘ —— max

Primdl: Az +w =0

r,w > 0;

y'b — min
Duil: ATy—2z =c¢

Y,z 20,

ahol A € L(R™,R™), ¢ € R™ és b € R™ adottak, valamint
a feltételrendszerbe mar bevezettik az w €s z nemnegativ
segédvaltozokat annak érdekében, hogy egyenldségi feltételeket
kapjunk. Ezt a problémapart standard alakban adott primdl—
dudl feladatpdrnak nevezziik. Ha a primdl célfiiggvényt pertur-
baljuk a véltozok logaritmusdval, melyet egy ¢ > 0 paraméterrel
is kiegészitiink, akkor a kapcsol6dé logaritmikus sorompo prob-
léma az alabbi egyparaméteres problémacsalad:

n m
cTa:+tZIngj —i—tZlong- — max
j=1 i=1
Az 4+w=1>
x,w > 0.

Ha az 4j céfiiggvénynek minden ¢ paraméter esetén
egyértelmd optimuma van, akkor az optimdlis megolddsok egy
paraméteres gorbét alkotnak, amelyet centrdlis ritnak neveziink.
Ahogy a t paraméter értéke tart nulldhoz, a sorompd prob-
Iéma célfiiggvénye megkozeliti az eredetit, igy a centrdlis Ut
varhatéan az eredeti linedris programozdsi feladat optimaélis
megolddsihoz tart.

Annak érdekében, hogy a centrdlis utat geometriai szem-
pontbdl vizsgélhassuk, bevezetjiik azt egy absztrakt kornyezet-
ben annak generdtorfiiggvényével egyiitt.

DEFINICIO. Legyenek T' és B nemiires halmazok. Azt
mondjuk, hogy az F: T x B — R leképezés teljesiti a



paraméteres globdlis maximum tulajdonsigot, ha mindent € T'
esetén egyértelmiien létezik egy h(t) € B gy, hogy

F(t,h(t)) > F(t,z)

teljesiil minden x # h(t) mellett. Ekkor, h: T — B valdban
fiiggvény. A h fiiggvényt ekkor centralis Utnak, az F' leképezést
pedig a centrdlis it generatordnak nevezziik.

Ha T metrikus tér és B egy FE euklideszi tér nemiires
részhalmaza, akkor az F': T' x B — R generator esetén tekint-
siik az aldbbi hatdrérték feltételeket: Minden ¢y € 7" €s minden
xo € B\ B esetén

lim F(t,x) = —oc.

t—to
Tr—xTQ

Valamint minden tg € T esetén
lim F(t,z) = —o0.

t—to
l[#]|—=+o00
Ezek a feltételek garantdljak a sorompd probléma centrdlis Utja-

nak folytonossdgat.

LEMMA. Legyen T' egy metrikus tér, B nemiires részhal-
maza egy E euklideszi térnek. Ha F': T' x B — R egy folytonos
lit generdtor, amely teljesiti a fenti hatdrérték feltételeket, akkor
a h: T — B it folytonos.

Emellett, specidlis alaki generator fiiggvények esetén a
centrdlis it mentén monotonit4s is biztosithato.

LEMMA. Legyen I C R intervallum, B nemiires részhal-
maza egy E euklideszi térnek, c € E, és g: E — R. Ha az
F(t,z) = cTa +tg(x)

modon definidlt F': I x B — R fiiggvény teljesiti a paraméteres
globdlis maximum tulajdonsdgot, akkor g o h egy monoton
novekvd fiiggvény.



A miésodik fejezet f6 eredményeit két tételben foglaljuk
Ossze. Az els6 elegendd feltételt ad ahhoz, hogy egy konkav
célfiiggvénnyel rendelkez6 problémanak 1étezzen megengedett
optimdlis megold4sa.

TETEL. Tegyiik fel, hogy X és Y Euklideszi terek, D C X
egy nemiires, nyilt, konvex halmaz, A € L(X,Y),ésbe€ Y. Ha
egy f: D — R konkdv fiiggvény teljesiti a

xllgclo f(z) = —oc0 agrfoof(:r + ar) = —oo
hatdrérték feltételeket minden xoy € 0D és minden r € rec(D)
esetén, valamint az

f(z) — max
Az =0

konkdv programozdsi problémdnak van megengedett megolddsa,
akkor létezik megengedett optimdlis megolddsa is.

A feltételek kozott szerepld hatarérték tulajdonsagok garan-
taljak, hogy a célfiiggvény ,,nagy” értékei az értelmezési tar-
tomany egy kompakt részhalmazdban csoportosulnak. Az al-
litas bizonyitasa a célfiiggvény nyilt szinthalmazain alapul, és
bizonyos ponton azok recesszids kipjai is kulcsszerepet kapnak.

A masodik f6 eredmény a logaritmikus sorompd probléma
altaldnositdsa. Ennek megfogalmazasa el6tt még bevezetjiik
a standard projekcié fogalmat is, amely szerepet kap a tétel
feltételei kozott.

DEFINICIO. Legyen X egy euklideszi tér és tekintsiik a stan-
dard bdzisdat. Ha 1 < k < dim(X), akkor a k-adik standard
projekci6 az a mp,: X — R fiiggvény, amely az xy, standard ko-
ordindtdt rendeli hozzd az 0sszes © € X elemhez.

TETEL. Legyen D C R'™ egy nemiires, nyilt, konvex hal-
maz, A € L(R™,R™), és b € R™, tovdbbd c € R"™. Tegyiik fel,



hogy g: D — R egy olyan folytonosan differendcidlhato, szigo-
rilan konkdv fiiggvény, hogy Oi.g nemnegativak, 7.0y g korldto-
sak, és az

(z,w) — Tz +tg(z,w)

o4z

leképezés teljesiti az el6z0 tételbeli hatdrérték feltételeket min-
dent > 0 esetén. Ha az eredeti primdl-dudl pdrnak létezik
D-beli megengedett megolddsa, akkor a

'z +tg(x,w) — max
Az +w=0»

konkdv programozdsi feladatcsalddhoz tartozo centrdlis iitja
létezik és folytonos. Tovabbd, a centrdlis ut grdfjanak min-
den t = 0 paraméterhez tartozo torléddsi pontja a kapcsolédo
primdl-dudl feladatpdr egy optimdlis megolddsa.

Megfigyelhetd, hogy az egyparaméteres problémacsaldd
at = 0 vélasztds mellett az eredeti standard formdban
adott linedris programozasi feladatra redukalodik. Az el6zé
eredmények biztositjdk a centrdlis ut létezését és annak
folytonossdgat, tovdbbd, a centrdlis Ut grafjdnak minden tor-
16d4si pontja az eredeti primdl-dudl feladatpdr egy optimadlis
megoldésa.

Az éltalanositasunk egyik jelentSs elénye, hogy nincs sziik-
ségiink masodrend(i tesztre az optimalitds ellenérzéséhez. A
célfiiggvényre ezért elegendd az egyszerti folytonos differencial-
hat6sagi feltétel a kérszeres differencidlhatésag helyett. Igy a
bizonyitidshoz elegendd csupan a Lagrange-féle multiplikator-
elvet és a linedris programozdasban jol ismert Komplementaritasi
tételt alkalmaznunk.

A f6 eredmények kozvetlen alkalmazdsaként megfogalmaz-
hatjuk a klasszikus logaritmikus sorompé probléma centralis
utjarol és optimalitdsardl sz616 allitast.



KOVETKEZMENY. Ha az eredeti primdl-dudl feladatpdr
mindegyikének van pozitiv megengedett meglddsa, akkor a kap-
csolodo sorompo probléma centrdlis iitja létezik és folytonos.
Tovdbbd, a centrdlis it grdfjanak bdrmely nullabeli tor-
loddsi pontja az eredeti problémapdr megengedett optimdlis
megolddsa.

Az allitas bizonyitdsdhoz mindossze annyit kell ellendrizni,
hogy a logaritmikus soromp6 probléma célfiiggvénye teljesiti
a masodik 6 eredményiinkben szabott feltételeket. Ez néhany
egyszerli szamolassal megtehetd.

A fejezet végén még kitériink arra, hogy a mp0rg fligg-
vények korlatossagabdl kiindulva magyarazhat6é a logaritmus,
mint perturbalé fiiggvény, haszndlata a klasszikus sorompd
probléma célfiiggvényében.

Tekintsiik most a linedris programozasi feladatok korabban
madr emlitett dltalanos alakjat:

(¢, x) — max
zeP.

Py

Ez a fajta felirds lehet6vé teszi a linedris programozési felada-
tok geometriai megkozelitését. A harmadik fejezet f6 ered-
ménye egy geometriai optimalitdsi feltételt ad lineéris prog-
ramozdsi feladatokhoz a j6l ismert grafikus modszer alapjdn.
(A linedris programozasi feladatok geometriai tulajdonsdgainak
részletesebb targyaldsat Schrijver [26] végezte.) A dimenzi-
Ofiiggetlen karakterisztikus tulajdonsdg, amire koncentralunk
nem mas, mint hogy a célfiiggvény egyiitthatovektoranak tom-
paszoget kell bezarnia azokkal a félegyenesekkel, amelyek tel-
jes egészében a megengedett halmazon beliil helyezkednek el.
Ezt a tulajdonsdgot rec(P) normdlkiipja segitségével irhatjuk le
pontosan.
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DEFINICIO. Ha D egy X vektortér konvex részhalmaza és
p € D, akkor az

Np(p) ={ye X |(y,2 —p) <0,z € D}
halmazt a D halmaz p pontbeli normdl kipjdnak nevezziik.

TETEL. A fenti linedris programozdsi feladatnak pontosan
akkor létezik optimdlis megolddsa, ha megengedett és

ceE MGC(P)(O)-

Ez az 4llitas jol ismert lehet a szakirodalomban, azonban a
bizonyitds a konvex analizis és a konvex geometria eszkdzeire
épiil, amit teljes indukcids 1épésekkel kombindlunk. Fontos
megjegyezni, hogy emiatt a bizonyitds egy algoritmust is java-
sol, amely eltérhet a szimplex médszertSl, hiszen oldalak men-
tén mozog, nem pedig csicsok kozott, ahogyan a szimplex mod-
szer teszi.

Figyelembe véve azt a tényt, hogy a P poliédert lineéris
egyenlOségek és egyenlbtlenségek vegyes rendszereként is
felirhatjuk, a f6 eredmény alkalmazdsaihoz a primal problémat
tekintsiik kanonikus, mig a dudlis problémat standard alakban:

(c,x) +—— max (y,b) +—— min
Primal: Ar =D Dudl: ATy > ¢,
x >0;

ahol A € R™*™ egy m X n-es matrix, tovdbbd ¢ € R és b €
R™ adott vektorok. Az ilyen médon adott feladatok optimalitési
feltételét azonnal megadhatjuk a {6 eredményiink segitségével
az alabbi médon.

KOVETKEZMENY. Egy kanonikus formdban adott maxi-
mum feladatnak pontosan akkor létezik optimdlis megolddsa, ha
megengedett és (c,r) < 0 teljesiil minden r € Ker(A) N R} e-
setén.
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KOVETKEZMENY. Egy standard formdban adott minimum
feladatnak pontosan akkor létezik optimdlis megolddsa, ha
megengedett és (b, q) > 0 teljesiil, valahdnyszor AT q > 0.

Mindkét allitds egy egyszeri szamolds eredménye, azon-
ban ezek a kovetkezmények jol alkalmazhaték annak gyors el-
lenbrzésére, hogy egy linedris programozasi feladatnak van-e
optimdlis megolddsa vagy sem.

Az erbs dualitasi tételt a linedris programozas egyik alap-
kovének tekinthetd.

KOVETKEZMENY. Ha egy primdl feladatnak Iétezik op-
timdlis megolddsa, akkor a dudl feladatnak is van optimdlis
megolddsa.

Az elvélasztasi tétel és f6 eredményiink segitségével alter-
nativ bizonyitdst adhatunk a szimplex mddszertdl fiiggetleniil.
Tovabb4, ha a primal-dudlis problémdk a fenti alakdak, akkor
levezethetjiik Farkas-lemmat [11] is, amelyr6l koztudott, hogy
ekvivalens az er8s dualitas tételével.

2

KOVETKEZMENY. Ha A € R™*™ és b € R™, akkor

(i) vagy az Ax = b és x > 0 rendszernek van megolddsa;
(ii) vagy az ATy > 0 és by < 0 rendszernek van megolddsa.

Megjegyezziik tovabba, hogy ezek bizonyitdsa lehet6vé
teszi a dualitdselmélet geometriai megkozelitését is az algorit-
mikusak mellett.

A Farkas-lemmanak szdmos ekvivalens valtozata ismert,
mint példaul Gordan [14], Motzkin [23], Stiemke [27], Tucker
[28] és Ville [30] eredményei. A Farkas-lemma bizonyitdsa-
konyvét ajanljuk. Illetve egy elegans megkozelités Komornik
[20] nevéhez kothetd.
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A negyedik fejezet célja egy olyan algoritmus bemutatésa,
amely eldonti a sikbeli linedris programozasi feladtok megold-
hatésagat. Ezt a médszert a harmadik fejezet f6 eredménye mo-
tivalja, valamint az a tény, hogy a hétkoznapi €letben felmeriild
problémdk sordn néha csupdn az adott linedris programozasi
feladat megoldhat6sagi kérdése szamit, és maga az optimadlis
megoldds (ha 1étezik) nem. Hangsulyozzuk, hogy ez az algo-
ritmus kiilonbozik attdl, amelyet az el6z6 fejezet f6 tételének
bizonyitasa javasolt.

A moédszer implementalasdhoz a sikbeli linearis programo-
zasi problémakat a kovetkez6 formdban kell megadnunk:

c121 + coxr9 — max

ainx1 + apxrs < by,

ahol ¢j, a;j,b; € R adott minden j € {1,2} ési € {1,...,m}
indexre. Az ilyen alakban adott megengedett linedris programo-
zasi feladatok megoldhatésidganak tesztelésére szolgalé mdd-
szeriink alapgondolata a kovetkezd.

ElGszor is, a megengedett halmazt meghatérozé (a1, a;2)
normalvektorokon osztilyozast végziink gy, hogy ezeket a vek-
torokat R? egységkorére normaljuk, majd minden osztilybol
egy reprezentativ elemet tartunk meg az R-rel jelolt redukalt
pontlistdban. Ezutdn R-bdl 6sszegyljtjik az ellenlakd pont-
pérokat (ha vannak) egy Uj N listdba. Az algoritmus {6 része
az E lista meghatdrozdsa, amely a megengedett halmaz nor-
madl kdpjat generdld extremdlisokat tartalmazza. Az algoritmus
itt mér tobb ponton megallhat az R és az N listaktol fiiggden.
Végezetiil, a fejezet f6 tétele donti el az adott sikbeli linedris
programoz4si probléma megoldhat6sdgat.

TETEL. Az el6bb bemutatott médszer matematikailag kor-
rekt és véges lépésben megdll. Tovdbbd, ha a probléma
megengedett és az algoritmus végén

(i) E tires, akkor létezik optimdlis megoldds;
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(ii)) E nemiires és ¢ € cone(E), akkor létezik optimdlis
megoldds, egyébként nem.
Specidlisan, ha ¢ ¢ cone(E), akkor a feladatnak nincs optimdlis
megolddsa.

Ez az éllitds geometriailag bizonyithatd, amely egyben a
modszeriink validdldsa is, és az N lista elemszama szerinti eset-
szétvalasztadson, valamint specidlisan valaszott egyenesek altali
szeparéldson alapul. Azonban minden esetben a megoldhatdsa-
got a harmadik fejezet f6 eredménye biztositja.

Ennek az algoritmusnak az egyik hatranya, hogy nem biz-
tositja az adott linedris programozasi feladat megengedettségét.
Igy 4ltalanosabban ez a médszer inkabb a linedris programozdsi
feladatok nemmegoldatésaganak ellendrzésére alkalmasabb!

A médszer magasabb dimenzidkba valo atiiltetése elképzel-
het lehet hasonl6 alapokra timaszkodva, azonban ezzel egyide-
jlleg tobb probléma is felmeriilhet. Nem alkalmazhatjuk két
pont ,,maximadlis szogének” koncepcidjat igy, ahogyan azt a két-
dimenziés esetben tettilk. Tovabba, ez a médszer nagymérték-
ben fiigg attdl a ténytdl, hogy a sikban minden konvex kipot (ha
az nem egy félsik) legfeljebb 2 extremalis vektor egyértelmtien
generdl, ami csokkentheti az algoritmus szdmolasi igényét. Vi-
szont, az extremalisok szdma tetsz6legesen nagy lehet, mar a 3-
dimenzids esetben is, igy a szdmolasi igény sem csokkenthetd!
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Linear programs are constrained optimization problems in
which the objectives and the feasible sets are given in terms of
linear expressions. Their systematic study has begun in the first
half of the 20th century by Dantzig [9] on the American side,
and by Kantorovich [16] on behalf of the Russians (Soviets).
Klee and Minty [19] illustrated that the simplex method devel-
oped by [10] supplemented with Bland’s Rule may terminate ex-
ponentially. Moreover, it turned out since then, that almost every
known variant of the simplex method has the same feature. An
unsolved problem is, whether there exists a version of the sim-
plex method that runs in polynomial time. However, other meth-
ods were also developed like the ellipsoid method developed by
Khachiyan [18] or interior point methods by Karmarkar [17].

Our motivation is to revisit one of the interior point methods,
namely the log-barrier problem, which has been proved to have
polynomial complexity. Moreover, the geometrical properties
of linear programs allow us to develop geometrical conditions
and new type of methods for these problems, as well. Our aim
is to approach linear programs via the tools of Convex Analysis
and Convex Geometry while we avoid the usage of the simplex
method. The chapters, in turn, are based on the materials of the
papers [S], [6].

In CHAPTER 1 we collect the basic tools of Convex Anal-
ysis and Convex Geometry that we use generally or in most of
the other chapters such as the basic definition of convex and
concave functions; the Bernstein—Doetch Theorem [4]; the defi-
nition of convex and conic hulls of sets. Further, we derive linear
programs as a special case of general constrained optimization
problems. Our basic references for this introductory chapter are
the books by Barvinok [1], by Borwein and Lewis [7], and by
Rockafellar [24].

The basic separation theorem plays a crucial role in opti-
mization and several proofs are known for its Euclidean version.
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In this chapter we prove this statement following the alternative
approach suggested by Barvinok.

LEMMA. In Euclidean spaces, any nonempty, closed and
convex set can be strictly separated by a hyperplane from any
point not belonging to the set.

Let £L(R™ R™) stands for the vector space of all linear
maps from R" to R". Linear transformations A € L(R", R™)
may destroy the closedness of (convex) sets even in very sim-
ple cases. However, if the set is a polyhedron, then its linear
transform still remains a polyhedron. The proof of this fact is
surprisingly complicated but fortunately, we can avoid inconve-
nience with the next observation.

LEMMA. Any finitely generated cone of a vector space is
the union of the independently generated subcones. In particu-
lar, any finitely generated cone of a finite dimensional space is
closed.

The proof of this statement relies on the conical Carathéodory
theorem [8].

The recessional directions of a convex subset D of a vector
space play crucial roles in the success of developing our goals.
Rockafellar investigated the case when D is a closed, convex
set, and it turns out that the recessional directions of D have
many important properties. They are independent on the choice
of x € D and the existence of recessional directions charac-
terize the unboundedness of D. Furthermore, the recessional
directions form a cone: they are closed on addition and mul-
tiplication with nonnegative real numbers. Thus, the set of all
recessional directions denoted by rec(D) is called the recession
cone of D. However, the objective’s domain of the log-barrier
problem requires us to use open, convex sets. But it turns out
that the same statements remain true in this case too.
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LEMMA. If D is a nonempty, open, convex subset of a Eu-
clidean space X, and r € X, then the next statements are equiv-
alent:

(i) There exists x € D, such that x + ar € D for all a« > 0;
(ii) Forall x € D and for all o > 0, we have that x +ar € D.

Moreover, D is bounded if and only if rec(D) is trivial.

Despite the similar properties of the two cases, we need to
follow an alternative approach in the proof.

Finally, we mention a calculus property of recession cones
which holds in both the open and closed cases. In fact, the rea-
soning in their proof is also very similar.

LEMMA. If A and B are intersecting open/closed, convex
subsets of a Euclidean space X, then

rec(AN B) =rec(A) Nrec(B).

The aim of CHAPTER 2 is to achieve an extension of the
classical log-barrier problem while avoiding the usage of the
simplex method and also correcting Vanderbei’s mistake (in
[29]): He used the Heine—Borel Theorem in the relative topol-
ogy induced by an open subset of R"™. In the proof, we use
the methods of Convex Analysis combined with some ideas of
Wright [32]. For this, we work with the particular form of linear
programs

'z +—— max
Primal: Ax+w =0
r,w > 0;
y'b — min
Dual: ATy—2z =c¢
y,z >0
where A € L(R™,R™), ¢ € R™ and b € R™ are given and we

have also introduced the nonnegative w and z slack variables to
achieve equality conditions in the constraint system. This pair
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of problems is termed the primal—dual pair in standard form. If
we perturb the objective function with the help of the logarithm
function and a parameter ¢ > 0, then the connected log-barrier
problem is

n m
CT:L‘+tZlog:Uj —I—thgwi — max
j=1 i=1
Ar+w=1>
z,w >0

which is a one-parameter family of problems.

If the perturbed objectives have a unique optimum for each
parameter, then the optimal solutions form a parametrized curve
called the central path. As the parameter shrinks to zero, the
perturbed objective approaches to the original one. Thus the
central path is expected to terminate in the optimal solution of
the original linear program.

To be able to study the central path in a geometrical point
of view, we introduce the path and its generator in an abstract
setting.

DEFINITION. Let T and B be nonempty sets. We say that
F: T x B — R fulfills the parametrized global maximum prop-
erty if, for all t € T there exists a unique element h(t) € B such
that

F(t,h(t)) > F(t,z)

holds for all x # h(t). In this case, h: T — B is a function,
indeed. The function h and the map F' are called the path and
its generator, respectively.

Now assume that 7" is a metric space and B is a nonempty
subset of a Euclidean space F, and consider the next limit g)ndi-
tions for F': T'x B — R: Forall ty € T"and for all xg € B\ B,

lim F(t,x) = —oc.

t—to
T—xQ
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Foralltg € T,
lim F(t,z) = —c0.

t—to
llz]|—=+o0
These requirements on the path generator ensure that the in-

duced central path is continuous:

LEMMA. Let T be a metric space, and B be a nonempty
subset of a Euclidean space E. If F': T'x B — R is a continuous
path generator which has the two limit conditions above, then
the path h: T — B is continuous.

For special generators, we have monotonicity along the cen-
tral path:

LEMMA. Let I C R be an interval, B be a nonempty subset
of a Euclidean space E, c € E, and g: E — R. If the function
F: I x B — R defined by

F(t,z) =z +tg(z)

satisfies the parametrized global maximum property, then g o h
is monotone increasing.

The main results of CHAPTER 2 are presented in two the-
orems. The first one gives a sufficient condition for a concave
program to have optimal feasible solution.

THEOREM. Assume that X and Y are Euclidean spaces,
D C X is a nonempty, open, convex set, A € L(X,Y), and
b € Y. If a concave function f: D — R satisfies the limit
conditions

xli}rgo f(z) = - all)g_loof(l‘ +ar)=—o0

for all xy € 0D and for all v € rec(D), and the concave pro-
gram
f(z) — max

Axr =10
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has a feasible solution, then it has a feasible optimal solution,
as well.

The limit properties involved guarantee that the “large” val-
ues of the objective are allocated in a compact subset of the do-
main. The proof of this statement is based on the open sublevel
sets of the objective function, and their recession cones also play
a key role.

Before the second main result of this chapter we need the
concept of standard projections.

DEFINITION. Let X be a Euclidean space and consider its
standard base. If 1 < k < dim(X), then the kth standard pro-
jection 7 : X — R is the function which assigns the standard
coordinate xy, to all x € X.

The second main result of this chapter is the extension of
the log-barrier problem.

THEOREM. Let D C Rfrm be a nonempty, open, convex
set, A € L(R™ R™), and b € R™, furthermore c € R". Assume
that g: D — R is a continuously differentiable strictly concave
function such that O g are nonnegative, 7.0y g are bounded, and
the function

(z,w) — 'z +tg(z,w)
satisfies the limit conditions in the previous theorem for all t >

0. If the original primal-dual pair has a feasible solution in D,
then the central path of the family of concave programs

'z +tg(z,w) — max
Az +w=1>
is well-defined and continuous. Moreover, each limit point at

t = 0 of the central path’s graph is an optimal solution of the
attached primal-dual pair.
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The one-parameter family of the concave problems reduces
to a linear program in standard form if we set £ = 0. The previ-
ous results in this chapter ensure that its central path exists and it
is continuous. Moreover, each limit point of its graph represents
an optimal solution of the original primal—dual pair.

One advantage of our result is that we do not need second
order tests to check optimality. Thus, simple continuous (instead
of twice) differentiability assumption is enough on the objective.
Therefore, Lagrange multipliers and the Complementary Slack-
ness Theorem from linear programming are sufficient for the
proof.

As a direct application of the main results we can formulate
the statement about the central path and the optimality of the
classical log-barrier problem.

COROLLARY. If the original primal-dual pair has a pos-
itive feasible solution, then the central path of the log-barrier
problem exists and continuous. Moreover, its each limit point at
zero is a feasible optimal solution of the original primal-dual
pair.

The only thing that needs to be checked for this statement is
that the log-barrier problem fulfills all the conditions of the pre-
vious theorem. This can be done with some simple calculations.

At the end of the chapter, we discuss that from the bound-
edness of the functions 7;0rg we can explain the usage of the
logarithm as the perturbation function in the objective function
of the classical barrier problem.

Consider now linear programs given in the general form

(¢, ) — max

re P

where P C R"™ is a polyhedron and ¢ € R" is a given vector.
This form allows us to focus on the geometric interpretation of
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linear programs. The main result of CHAPTER 3 gives a geo-
metrical optimality condition for linear programs based on the
well-known graphical method. (For a more detailed discussion
on the geometric properties of linear programming we recom-
mend the book of Schrijver [26].) The dimension-free charac-
teristic property which we focus on is that the coefficient vector
of the objective has to make an obtuse angle with those half-
lines that completely lie in the feasible set P. We can describe

this property in a convenient way with the so called normal cone
of rec(P).

DEFINITION. If D is a convex subset in a vector space X
and p € D, then the normal cone of D at the point p is the set

Np(p):={y € X | (y,x—p) <0,z € D}.

THEOREM. The linear program in the general form has an
optimal solution if and only if it is feasible and

ce fvrec(P) (0).

This statement might be well-known in the literature, how-
ever, our proof is based on the tools of Convex Analysis and
Convex Geometry combined with induction. Let us note that it
also suggests an algorithm that may differ from the usual sim-
plex method since it moves on facets (and not between vertices).

Considering the fact that we can describe the polyhedron
P as a mixed system of linear equalities and inequalities, for
applications of the main result, we shall use the primal problem
in canonical form while the dual problem in standard form:

(c,x) +— max (y,b) +—— min
Primal: Ar =b Dual: ATy >¢
z >0;

where A € R™*" is a given matrix, furthermore, ¢ € R™ and
b € R™ are given vectors. With the help of our main result, we
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can immediately give the optimality condition for these prob-
lems.

COROLLARY. A maximum problem in canonical form has
an optimal solution if and only if it is feasible and {c,r) < 0 for
all v € Ker(A) NRY.

COROLLARY. A minimum problem in standard form has an
optimal solution if and only if it is feasible and (b, q) > 0 when-
ever ATq > 0.

Their proof is the result of a simple calculation, however,
these corollaries may be applied to quickly check whether a lin-
ear program has an optimal solution or not.

The strong duality theorem is one of the most important
cornerstone of linear programming. With the basic separation
theorem and our main result we can give an alternative proof
avoiding the simplex method. Furthermore, if the primal-dual
problems have the above form, then we can also deduce Farkas’
lemma [11], which is well-known to be equivalent to the strong
duality theorem.

COROLLARY. If A € R™*" and b € R™ then

(i) either the system Ax = b and x > 0 has a solution;
(ii) or the system ATy > 0 and bTy < 0 has a solution.

Let us mention that their proof allow a geometric approach
to duality theory in linear programming besides the algorithmic
ones.

Farkas’ lemma, the iconic representation of the theorems of
alternatives, has many equivalents, like the results of Gordan
[14], Motzkin [23], Stiemke [27], Tucker [28] and Ville [30].
For further proofs of Farkas’ lemma, we recommend the books
of Borwein and Lewis [7] or Gale [13]. An elegant exposition is
due to Komornik [20].

The aim of CHAPTER 4 is to present an algorithm that de-
cides the solvability of planar feasible linear programs. This
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method is motivated by the main result in CHAPTER 3 and the
fact that in everyday life problems sometimes only the solvabil-
ity issue of a linear program counts in a practical application and
the solution itself (if it exists) does not. Let us emphasize that
this algorithm is different from the one that was suggested by
the proof of the main result in CHAPTER 3.

For the implementation of the method we need to work with
the planar linear programming problem in the form

C1x1 + Cox9 —— max

a;171 + aprs < b;

where c¢;,ai;,b; € R are given for all j € {1,2} and ¢ €
{1,...,m} indices. Our method for testing the solvability of
feasible linear programs given in this form is the following.

Firstly, we reduce the list of normal vectors (a;1, a;2) with
an equivalence classification such that we norm them to the unit
circle of R? and collect one representative of each class into the
reduced point list R. Then, from R we collect all the opposing
pair of points (if there is any) into a new list N. The main task
is to determine the list £/ containing the extremal vectors that
generate the normal cone of the feasible set. Depending on the
lists R and N, this part of the algorithm has several stopping
points when it can achieve its output value (the list ). Finally,
the main theorem in this chapter decides the solvability of the
given planar linear programming problem.

THEOREM. The previously presented method is mathemati-
cally correct and it stops in finitely many steps. Moreover, if the
problem is feasible and at the end of the algorithm

(i) E is empty, then there exists an optimal solution;
(ii) E is nonempty and ¢ € cone(E), then there exists an opti-
mal solution, otherwise not.

In particular, if ¢ ¢ cone(E), then there is no optimal solution.
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The proof of this statement, which is also a validation of our
method, can be done in a geometrical way. It is a separation
of cases based on the number of elements in the list /N and the
separation property by lines chosen in a special way. However,
in every case, the solvability is ensured by the main result in
CHAPTER 3.

One of the disadvantages of this algorithm is that it does
not ensure the feasibility of the given linear program. Thus,
this method might be more useful in general for determining the
non-solvability of the linear program.

Considering this method in higher dimensions, it might be
possible to formulate a similar one, however, some further prob-
lems might occur. We cannot apply the concept of “maximum
angle” of two points as we did it in the planar case. Moreover,
our method heavily depends on the fact that every convex cone
in R? (if it is not a half-plane) can be uniquely generated by
at most 2 extremal vectors and this might reduce the required
calculation steps. But this fact is not ensured even in the 3-
dimensional case since the number of extremals can be very
high.
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