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1. Bevezetés

Szamos gazdasagi, mérnoki probléma numerikus megoldasa sorén linedris egyenletrendsze-
rek megoldasdval taldlkozhatunk.

Dolgozatomban az Az = b egyenletrendszer megoldasaval foglalkozom, ahol A € R™*", b,
z € R™ és feltételezem, hogy a linedris egyenletrendszer egyértelmtien megoldhaté. Els6-
sorban iteratfv médszereket vizsgalok, ahol egy z(®) € R" kezd&vektorbdl kiindulva el&al-
litunk egy z(*), k = 1,2... vektorsorozatot, mely alkalmas feltételek mellett konvergil az
egyenletrendszer megolddsdhoz. A dolgozat elején az iterativ és a direkt modszerek kozotti
kiilonbségrol lesz szo, itt megemlitek az iterdciés mddszerek konvergencidjaval kapcsolatban
néhdny ismert tételt és definiciot. Ezt kdvetden kiilonbozé mddszereket mutatok be amelyek az
Az = b egyenletrendszer megolddséra szolgdlnak. A dolgozatban targyalt iterativ mdodszerek:
Jacobi-iteracié, Gauss-Seidel iterdcidé, SOR mddszer, egyszerii gradiens médszer, konjugéalt gra-
diens mddszer €s a prekondiciondlt konjugalt gradiens mddszer. Roviden leirom az inkomplett
Cholesky-felbontast, mert ezzel a felbontdssal j6 prekondicionédldsi matrixot tudunk 1étrehozni a
prekondiciondlt konjugélt gradiens szdmadra, igy a konjugélt gradiens mddszer konvergencidjat
felgyorsithatjuk. A moédszerek mindegyikét szimmetrikus, pozitiv definit matrixokkal tesztel-
tem. Osszehasonlitasképpen egy szimmetrikus matrixok esetén haszndlhaté direkt médszert,
az LDLT felbontast is vizsgdltam. Az algoritmusokat C programozasi nyelven implemen-
taltam. Mivel az iteraciés modszerek hasznalata, a direkt mddszerekkel szemben elsGsorban
ritka matrixok esetén hasznos, ezért a teszteléshez ritka méatrixokat hasznédltam. A példdkat
a Floridai Egyetem éltal szerkesztett http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/ oldalrol
vettem. Az itt talalhaté ritka matrixokat haromféle ritka matrix reprezentdidban lehet elérni
(Matlab(MAT), Matrix Market(MM) és Rutherford/Boeing (RB)), én az MM formatumot hasz-
naltam.

A teszteredményeket a dolgozat végén tdblazatban gy(ijtottem Ossze. Itt az egyes tesztmat-

rixok azonosité szdma mellett a 2-normdban becsiilt kondiciészamukat is megadtam.



2. Iteracios modszerek

Az Az = b linedris egyenletrendszer megolddsat két alapvetd modszerrel végezhetjiik: az
egyik a direkt mddszer, a mésik az iterdciés modszer. A direkt mdédszerek 1ényege, hogy a meg-
oldast egy 1épésben adjak, és elméletileg a pontos megoldast szolgdltatjdk. Hatranyuk az, hogy
nagy a memoriaigényiik. A feladatokban azonban sokszor olyan nagy méretd, tigynevezett ritka
matrixokkal taldlkozunk, melyekben az elemek jelentds része nullaval egyenld. Ilyenek példaul
a parcidlis differencidl egyenletek numerikus megoldédsa sordn keletkezd linedris egyenletrend-
szerek alapmatrixai.

Ha a métrixban a nemnulla elemek bizonyos j6l meghatdrozott struktira szerint helyezked-
nek el, akkor lehet6ség van arra, hogy a direkt mddszereket ilyen esetekre modositsuk, és ezzel
a memoria és miveletigényt csokkentsiik. Ilyen a helyzet példdul akkor, ha az A matrix igyne-
vezett sdvos matrix, azaz a nemnulla elemek a féatloval parhuzamos atlokban allnak (példaul
a matrix tridiagonélis). Ebben az esetben példdul az LU-felbontds médosithaté ugy, hogy csak
ezeket az értékeket taroljuk. Sokszor azonban a nemnulla elemek elhelyezkedése miatt ilyen
egyszerlsitésre nincs lehetdség, ugyanis az algoritmus sordn a nulla elemek is nemnullava val-
hatnak, a matrix feltoltédhet. Ilyenkor nem célravezetd a direkt médszer hasznélata. Az itera-
ciés modszereknél a tarigény kisebb lehet, viszont nem biztos, hogy a pontos megoldast adjdk,
és gondot okozhat, ha lassu a konvergencia. Ugyanakkor nem is biztos, hogy érdemes a pontos
eredményt kiszdmolni, mert dltaldban a métrix és a jobb oldal is hibas.

Az iteracios modszereket altalaban a kovetkez6 alakban szoktuk felirni:
™) = Bz(m 4§, m=0,1,... (1)

ahol a B és f alkalmas matrix és vektor, ezeket az A matrixbdl és b vektorbdl éllitjuk eld, az
adott médszernek megfelelden.

Ha a B matrix nem fiigg m-t6l, akkor az iterdciét staciondrius iterdcionak nevezziik. Az
iterdcié esetén egy iterdcids 1épés az egy mdrix-vektor szorzés, ami nzn-es matrix esetén n?
miveletet jelent (egy mivelet alatt 1 0sszeaddst és egy szorzast értve).

Iterdciés médszereknél fontos kérdés, hogy a médszer konvergil-e, erre hatdssal lehet z(%)
megvdlasztdsa. Ugyanakkor a kezddvektor megvalasztisaba sokszor nem érdemes tdl sok mun-
kat fektetni, altaldban kezd&vektornak a nullvektort szoktdk vélasztani. Rosszul kondicionalt
matrixokndl lehet érdemes a kezd6vektor kiszdmitasara id6t és energiat forditani, egyébként
nem.

A masik fontos kérdés, az iteracios modszerek alkalmazdsandl a leallasi kritérium. Altalaban

akkor szoktuk befejezni az iterdciot, ha a megoldds két egymds utdni kozelitése kelléen kozel



van egymashoz, azaz
Izt — g™ i< e 0)

teljesiil valamilyen vektornorméban, ahol az € pontossdgot bemenetként varja a program. Ez
a leallasi feltétel nem feltétleniil biztositja, hogy a megoldas e sugari kornyezetében sikeriil
megéllnunk.

Mivel az iter4cids eljards nem mindig konvergdl, ezért érdemes egy maximadlis iterdcidsza-
mot megadni, ha ezt elértiik, akkor a program befejezi a miikodését. Ilyenkor a || z(™) —
(™) || értékének ismeretében donthetiink a maximdlis iterdciészam emelésérdl vagy mds

kezddvektor valasztasarol.



3. A konvergencia vizsgalata

Ebben a fejezetben Osszefoglalok néhany ismert eredményt az iteraciés modszerek konver-

gencidjaval kapcsolatban.

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy (1) itericié adott £(®) € R” mellett konvergél, ha z(™)
sorozat konvergens az R" tér valamely norméjiban. Ha tetsz6leges z(®) € R™-re konvergil,
akkor konvergensnek hivjuk az iteracids eljarast.

Az iterdciés modszerek konvergencidjara egy elegend6 feltételt adhatunk a Banach-féle
fixpont tétel segitségével.

Tegyiik fel, hogy a B : R — R™ leképezés minden z, y € R"™ esetén eleget tesz a
| Bz — By || < gx|z—y]

feltételnek, ahol 0 < g < 1 rogzitett. Ekkor az ¢ = Bx + f egyenletnek létezik egyértelmi

z* € R™ megolddsa. Tetszdleges £ ¢ R™ esetén a (1) sorozat tart *-hoz, tovabba

m * qm
o™ —a* < <L |2 20 G
-4
illetve
m * q m m—
|2 —at || < T2 |2t - atm )| @
—4q
teljesiil.
Megjegyzés. Ha a B € R™™ matrix olyan, hogy || B ||=: ¢ < 1 a fenti vektornorma altal

indukalt matrxnormaban, akkor
Bz —Byl|l=[Blz-y)[[<|Bllxllz-yl=gtllz-yll
teljesiil minden z, y € R™ esetén, tehdt ekkor az iteracié konvergens.

Megjegyzés. Mivel R"-en barmely két norma ekvivalens, ezért a || B || < 1 feltételnek ele-

gendd egyetlen, indukdlt matrixnorméban teljesiilni.

Megjegyzés. A (3) egyenlbtlenség segitségével becslést adhatunk a sziikséges iteracios 1épések

szamdra, mig a (4) egyenldtlenség a ledllsi feltételnél hasznalhat6.

3.1. Tétel. (Staciondrius iterdcio sziikséges és elégséges konvergencia feltétele). Az (1)
iterdcio legyen staciondrius. llyenkor az iterdcios eljdrds pontosan akkor konvergens, ha a

p(B) spektrdl sugdrra teljesiil, hogy
p(B) = maz | \(B) |< 1.
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Megjegyzés.
1. A p(B) altalaban nem norma, kivéve szimmetrikus matrix esetén.

2. A p(B) < 1 feltétel nem mindig biztositja a numerikus konvergenciat: az itercié a
szamitogépen lehet, hogy nem konvergal, hanem tulcsordulas miatt leall, mivel a B™ — 0

konvergencia nem monoton.



4. LDLT felbontas

Az elsdként targyalt algoritmus egy direkt mddszer, mely szimmetrikus A esetén alkalmaz-
hat6é az Az = b linedris egyenletrendszer megolddsdra. Az algoritmus lényege, hogy a szim-
metrikus A matrixot felbontjuk A = LDLT alakban, ahol az L als6 hdromszdgmatrix, melynek
atlgjaban csupa egyes all, mig a D matrix diagondlis.

Felhaszndlva, az A matrix szimmetridjat, elegendd a matrix alsé haromszog részét tarolni, és
az L illetve D matrixok taroldsa ugyanennyi helyen megoldhatd. Ez koriilbeliil felére csokkenti
a mdveletigényt.

Az algoritmus az L matrix als6 hdromszogbeli elemeit oszloponként éllitja eld, és ehhez
A-nak csak a bal alsé hdromszdgbeli elemeit hasznalja fel. Az LDLT felbontds pszeudo kédja

a kovetkezo:

1. j:=1(1)n

2. [t:=73(1)n [r;i:=ay);, T;:=10;

3. k=1(1)j — 1

4. [t:=73(1)n [ri=ri—Lexre*lixls, T;:=T; — L *Telk

5. Ha r; = 0, akkor hibajelzés, j kozlése, és kiszallas. Egyébként d; := 1/r;.
6. 1:=7+11)n [l; = r*dj]i;

7. 1:=n(-1)1 [z;:=d; *z;
8. k=1 + 1(1)7’1, [{L‘i =T; — lk,; * xk]k]i

9. stop [eredmény: z]

4.0.1. Implementacio

Az LDLT felbontast LDLT.c néven implementédltam. A program n, A, b -t var bemenetként.
A kimenet pedig z, eltelt id6. A felbontds nem iterdcids felbontds. A tesztek sordn a médszer
koriilbeliil a Jacobi-iteracié-val €s a Gauss-Seidel-el azonos id6 alatt allitotta el6 a keresett

vektort.



5. Néhany alapvet6 iteracios eljaras

Az Az = b linedris egyenletrendszerbl az (**1) = Bz(¥) 4 f itericiéhoz példdul az dgy-
nevezett szétvagassal juthatunk el. Ez azt jelenti, hogy az A matrixot felbontjuk két matrix

kiilonbségére: A = P — @, ahol P reguléris.

Az =1 )

(P-Q)z =10 (0)

Pr=Qz +b /* P! (7)
t=P'Qz+P'b, ahol B:=P'Q é f:=P'b 8)

A felbontdst regulérisnak nevezziik, ha P reguldris és p(P'Q) < 1. Ekkor az iterdcids

eljaras konvergens.

5.1. Jelolések

Az egyes algoritmusok ismertetése el6tt egy rovid technikai rész kovetkezik.
Az implementdlds sordn azonos jeloléseket haszndltam a programok bemeneteihez és ki-
meneteihez. Ezek jelentését most leirom, és kés6bb mar csak hivatkozom rdjuk a médszerek

bemutatasandl. Ezek a jelek:
— bemenetekben:

n : az A métrix nxn-es lesz.

A : az A alinedris egyenletrendszer alapmaétrixa.
b : az Az = b egyenletrendszer jobb oldala.

x0 : a kezddvektor.

maxit : maximalis iterdciészdm. Ha a program eléri a maximadlis iterdcidoszamot, akkor

befejezi a mikodését.
e : pontossdg, ha az z(*) és z(+1) vektor kiilonbségének euklideszi normaja ett6l kisebb,
akkor a program ledll.

w : iteracids paraméter, csak a SOR iterdciondl fordul eld.

H : prekondiciondldsi métrix. Ezt a matrixot a prekondiciondlt konjugélt médszer hasz-
ndlja fel. Alkalmas prekondiciondldsi matrixot valasztva, kevesebb 1épésszdmban
ad a médszer eredmenyt. Az Inkomplett Cholesky felbontés is egy ilyen prekondi-

cionalasi matrixot allit eld.



— kimenetekben:

X : az Az = b egyenletrendszer megoldds vektora.
lépésszam : a mdédszer hany iterdcids 1€pés alatt talalt megoldast.

eltelt id6 : a program futdsanak ideje.

Ezeket irja ki minden program, ebben a sorrendben és kiilon sorokban.

5.2. Jacobi és Gauss-Seidel iteracio

Bontsuk fel az A matrixot harom maétrix 0sszegére: A = L+ D+U. Itta D matrix diagondlis
matrix, amely az A matrix diagondlisdban 4ll6 elemeket tartalmazza, az L matrix szigoru alsé
haromszog matrix, az A métrix diagondlisa alatt 4116 elemeket tartalmazza, mig az U matrix az

A szigordan vett felsd haromszog része.

1. Jacobi iterécio:
Ekkor A= D — (—L —U),ahol P := D, és Q := (—L — U). Akkor
D) = —D~Y(L + U)z® 4 D~'b. Igy az iterdcié soronként kiirva:

1 n
o = = (— > aija:§-’“)+bi> )

Bis \  j=1j7
2. Jacobi Seidel iterdcio:
Ekkor A = (D + L) — (=U), ahol P := (D + L), és Q := (—U). Igy az iteracio:

z*) = (D + L)"'Uz™ + (D + L)™', (10)

vagy soronként kiirva:

1 1—1 n
g = = <— S apzt - S gl ¢ bi> : (11)

Qi =1 j=itl

A Gauss-Seidel iterdciondl tulajdonképpen az torténik, hogy a (k + 1)-edik kozelitGvektor
1-edik koordinatdjanak kiszamitdsakor figyelembe vessziik, hogy az 1.,2., ..., (2 — 1). koordi-
natdkat mar kiszamitottuk, igy azokat felhaszndljuk. Emiatt a Gauss-Seidel iteraciondl az uj ko-
zelitovektor koordinatdit csak meghatdrozott sorrendben szamithatjuk, mig a Jacobi iteracional
ilyen megkotés nincs, az egyes koordinatakat, akar parhuzamosan is szamithatjuk. Ugyanakkor
a Seidel-iterici6 esetén az z(*1) vektorral azonnal feliilirhatjuk az £(*) vektort, mig a Jacobi
iteracio esetén ezt nem tehetjiik meg.

A modszerek konvergencidjanak vizsgélatanal a 3. fejezetben leirt tételeket alkalmazhat-
juk. Néhdny matrixosztalyban, példdul a domindns f64tl6ji matrixok esetén, mindkét mddszer

konvergens.



5.2.1. Implementaci6

A két médszert a Jacobi_iteracio.c és Jacobi_Seidel.c néven implementaltam. Mindkettd
ugyanolyan bemenetet var: n, A, b, 20, mazit,e. A kimenetiik pedig z, 1épésszam, eltelt ido.
Ez a két modszer elég kevés 1épésszamban, €s gyorsan ad eredményt. Az eredmény vektor

nagyon jol kozelit a keresett z vektorhoz.

5.3. SOR (Successive overrelaxation) iteracio

Ez az iterdci6 a Gauss-Seidel iteracié egy modosulata.

Az wAz = wb egyenletet, (ahol w egy alkalmasan megvalasztott paraméter) alakitsuk 4t:

= (1 -w)z—wD YL+U)x+wD b,

7

ahol az L, U és D matrixok megegyeznek az el6z6 két iterdcioban leirtakkal. Ebbdl a kovetkezd

iteracios eljarashoz juthatunk:
z* ) = (1 - w)z®™ —wD YL + U)z™® + wD b,

vagy koordinédtdnként kiirva:

1—1 n
w
o = (1wl - o (Z agzy ™+ Y aye - bi) :

1 \j=1 =141

aholt=1,...,n.

Ha w = 1, akkor a Gauss-Seidel eljarast kapjuk. Ha az w > 1 és az A matrix eleget tesz
bizonyos feltételeknek, akkor kevesebb 1€pésszamban €s gyorsabban taldl az iterdcié megoldast,
tehat felgyorsul a konvergencia. Az iterdcidt ekkor felsé relaxdcids eljarasnak hivjuk, ezért az
angol neve Successive overrelaxation. Ez az eljaras kombindlja a régi €s a Gauss-Seidel iterdcio
altal javasolt uj kozelitést. Ugy, mint a Gauss-Seidel iterdciénél, a SOR végrehajtdséhoz is

sziikséges, hogy arr # 0, K =1,...,n, teljesiiljon.

5.1. Tétel. Legyen D := diag(ax) reguldris. A SOR iterdcio csak 0 < w < 2, esetén lesz

konvergens.

5.2. Tétel. Legyen0 < w <2 A=D+ L+ LY € R és D := diag(ax) pozitiv definit.
Ebben az esetben a relaxdcios modszer akkor és csak akkor konvergdl, ha A is pozitiv definit.

A SOR iterdcidval alapvetden az a probléma, hogy bizonyos paraméterek helyes megva-
lasztdsan mulik az, hogy az iteracié jo eredményt ad e.

Az iteraci6 pszeudo kddja a kovetkezd:



l. fori=1:n
7 $5k+1) = (1- w)xEk) o a,l (E;‘: N k+1 —I— ZJ 11 G (k) _ bi)

3. end

Hasonl6an a Gauss-Seidel iterdciohoz itt is elegendd egyetlen vektort tarolni; a (k + 1)-edik
vektor éppen kiszdmitott koordindtdival feliilirhatjuk a k-adik vektor alkalmas koordin4tait.
5.3.1. Implementacié

A SOR iteraciét SOR_iteracio.c néven valdsitottam meg. A program bemenetként n, A, b,

z0, mazit, e, w -t var. A kimenet: z, 1épésszam, eltelt id6.

5.4. Egyszeri gradiens modszer

A SOR mddszer esetén felmeriilhet az a probléma, hogy hogyan valasszunk egy alkalmas
iterdcidés paramétert. A kovetkezd mddszer ilyen megvélasztandé paramétert nem tartalmaz.
Tovabbra is feltételezziik, hogy az A matrix szimmetrikus €s pozitiv definit.

Az Az = b linedris egyenletrendszer megoldédsat egy alkalmasan megvalasztott funkciondl

minimalizasara fogjuk visszavezetni. Ehhez el6szor a kovetkezd lemmara lesz sziikségiink:
5.1. Lemma. Ha A € R™*" szimmetrikus és pozitiv definit, akkor az

|z ||l = < Az,z >3 (12)
fiiggvény normdt definidl R™-en.

Bizonyitds. Ha A szimmetrikus €s pozitiv definit, akkor az A matrixnak 1étezik a Cholesky

felbontdsa: A = LLT, ahol L regularis alséhdromszdg métrix. Ekkor
|z|?=<Az,z>=<LLTz,z >=< LTz, LTz > = || L7z |3 (13)

teljesiil minden z € R =|| LTz ||5, ahol LT egy reguldris matrix, igy az

|| - ||« figgvény normét definidl R™-en.

Megjegyzés. Ha A € R™" szimmetrikus és pozitiv definit, akkor A~! is szimmetrikus €s
pozitiv definit, igy || z ||«:=< A~'z,z > is normdt definidl.

Mivel A reguldris, ezért az Az = b linedris egyenletrendszer megolddsa pontosan a

J(z) =] Az — b |? (14)

10



funkciondl minimumbhelye lesz, ahol a normét tetsz6legesen vélaszthatjuk. Legyen a norma

most az elobb definidlt norma % szerese:
1, !
lz | = §<A T,z >2. (15)
Ekkor

1 1
J(z) = || Az - b|f = §<A71(A$—b),Ax—b>: §<x—A’1b,A$—b>:

1
= 5(<x,Az>—<:c,b>—<A*1b,Aa:>+<A*1b,b>). (16)

Felhaszndljuk, hogy A € R™*" szimmetrikus, igy
<A Az > =< ATAT'b,z > =< AA7'b,z > =< b,z > . (17)
A valés euklideszi bels6 szorzat szimmetridja miatt
<bz>=<gzb>,

1 1 1 1
J(z) = g <TAT> - <z,b> 40 < A > = 5acTAa: —z7b + 5berlb. (18)

Ennek a J(z) funkciondlnak pontosan ott van minimuma, ahol a
1 r T
d(z) = 52 Az —z°b (19)

funkciondlnak. Igy az Az = b linedris egyenletrendszer megoldasat (ahol A szimmetrikus és

pozitiv definit) visszavezettiik a

1
#(z) = §$TA$ —zb

funkciondl minimumhelyének megkeresésére.

Az A matrix szimmetrikus, igy adott z. esetén

d(z.+0z.) = ;(:1:C + (53r,'C)TA(acC +dz.) — (z. + 6a:c)Tb =

= ;mfoc —zTb+ ;MfAéxc +6zT Az, —62Tb = P(z.)+ < Az.—b, 6T, > +;6xrfA6xc
(20)
teljestil.

Kis dz. > 0 esetén a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenségbdl latszik, hogy a ¢ fiiggvény a
0z = —(Az. — b) = b — Az, irdnyban csokken a legjobban. Ez pontosan a negativ gradiens
irdnya:

—Vé¢(z,) = b— Az.. (21)
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Ezutdn a negativ gradiens irdnydban, azaz az r. irdnyban megkeressiik a ¢ fliggvény mini-
mumbhelyét. A
1
¢(z. +ar.) = ¢(z.) —arlr, + §arfArc (22)

fliggvényt o szerint derivdlva azt kapjuk, hogy a minimumét

T
riT,
rT Ar,

(23)

esetén veszi fel.
A ¢(z) minimalizédlasdra a legegyszeribb mddszer, az egyszerti gradiens médszer. Ezt a
modszert ugy kell elképzelni, hogy feliileten vagyunk, s elindulunk a legmeredekebb irdnyba.

A legmeredekebb irdny a negativ gradiens irdnya lesz. A mddszer pszeudo kddja a kdvetkezd:
1. o =kezdbvektor
2. 19 =b— Az
3.k=0

4. while r, #0

5. k=k+1

6. Qap =T Tp 1 /7T ATy
7. Tp = Tp—1 + QgTr—1

8. r, — b — Az,

9. end

Belathat6, hogy a

<¢(mk) + ;bTA1b> < (1 _ K;A)) (¢(xk1) + ;bTA1b> 24)

osszefiiggés teljesiil, ahol ky(A) az A matrix ketténormaban vett kondiciészama. Ez az Gssze-

fiiggés a globdlis konvergencidt jelenti. Mivel A szimmetrikus és pozitiv definit, ezért ko(A) =

A1(A)
An(A4)°

nyados nagy, akkor a konvergencia lassu lehet. Geometriailag ez azt jelenti, hogy a ¢ fliggvény

ahol Ay, illetve A, az A matrix legnagyobb és legkisebb sajatértékét jeloli. Ha ez a ha-

szintvonalai nagyon elnyujtott hiperellipszoidok lesznek, és a minimalizdlds azt jelenti, hogy
meg kell taldlni a volgyek kozott a legkisebb pontot. Az egyszerli gradiens modszernél arra

kényszeriiliink, hogy keresztiil menjiink a volgyon.
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5.4.1. Implementacio

Az egyszerl gradiens modszert Steespest_Descent.c néven implementdltam. A program

n, A, b, 20, mazit -t vir bemenetként. A program kimenete: x, 1épések szdma, eltelt ido.

5.5. A Kkonjugalt gradiens modszer

7

Az el6z06 részben leirt eljardsnél gyorsabban konvergald eljardst kapunk, ha a keresési irdnyt
masképpen vélasztjuk meg.

A konjugalt gradiens médszer minden iterdcids 1épésében a d* keresési irdnyt keressiik,
annak érdekében, hogy a (k + 1).-edik iteracioban minél jobban kozelitsiik az Az = b linedris
egyenletrendszer pontos megoldasat. A d**! keresési irdny merdleges lesz az el6z8 d* keresési
irdnyra.

Tegyiik fel, hogy mar meghatdroztuk az z* értékét és a d* keresési irdnyt. Az %! kozelits
értéket ezek segitségével allitjuk eld: az * pontbdl a d* irdnyba 1épiink tigy, hogy a ¢ fiiggvény
értéke ekozben csokkenjen. Ez azt jelenti, hogy z*-et a kvetkezd alakban keressiik:
zFtl = g% 4+ A\kd*, ahol a -t, az el6z8 részben lefrtakhoz hasonl6an ugy keressiik meg, hogy a

¢ fiiggvényt minimalizaljuk a d* irdnyban.
1
p(zF) = ¢(zF + Ad¥) = @(zF) + X < rF,d* > +§)\2 < Ad*,d* > (25)
A szerint derivalva azt kapjuk, hogy

o <rkdh >

A=A = -~ 2= =
< Adk,dk >’

(26)

tehat £+t = zF + \kdF.

Mivel
TRl = APt — b= A(z® + A¥d¥) — b= AzF — b+ NFAdE = rF + AR AdE (27)

teljestil, ezért

<Pl db s = <P AR AR dF > = < R dE > AR < AdFLdE > (28)
Ha felhaszndljuk, hogy \* = _<<d7;cljfsk>>, akkor l4that6, hogy < r**! d* > = 0, tehdt az

z**1 beli maradék vektor (a gradiens) és az z*-beli keresési irdny merdlegesek.
Ahhoz, hogy az iterdciét folytathassuk, meg kell hatdrozni az z**1-beli keresési irdnyt, azaz

dFl-et. Az j keresési irdnyt gy fogjuk meghatarozni, hogy
<d"H AP >=0 (29)

13



teljesiiljon minden 0 < 7 < k esetén.

A fenti 0sszefiiggéseknek tobb keresési irdny is megfelel. Ez azt jelenti, hogy a lehetséges
dF*! keresési irdnyok koziil kell valasztanunk a legjobbat. Ezt a valsztdst segiti a kovetkezSek-
ben taglalt modszer.

Legyen V;, = span{d®,d},...,d* !, d*} halmaz, minden iterdci6s 1épés utén a d*** aktu-
alis keresési irdny vektordval boviil. Tegyiik fel, hogy a k-adik gradiens merdleges az dsszes

tobbi kordbbi keresési irdnyra, azaz

<rkf,d>=00<j<k-1, (30)
k+1 _

ahol £ > 1. Most a (k + 1)-edik gradienst szeretnénk vizsgdlni. A mér emlitett r
r* + Ak Ad* egyenlGség miatt

< ,rk+1,dj S =<k LN AdE > = < rk,dj > 4AF < Adk,dj > = (31)

=<k d > 4N < d* Ad > . (32)

Mivel feltételiink szerint < ¥, d? > = 0, ha 0 < 7 < k — 1, ezértha < d*, Ad’ > = 0
teljestil 0 < 3 < k esetén, akkor

<rFl @ >=0,0<j<k-1. (33)

Ha figyelembe vessziik azt is, hogy kordbban beléttuk az < r¥1, d* > = 0 egyenl8séget
is, akkor lathat6, hogy a (k + 1)-edik gradiens is merSleges az dsszes kordbbi keresési iranyra.

Ezért a (k + 1)-edik keresési irdnyt is ugy fogjuk meghatarozni, hogy
<d" AdF > =0 (34)

teljestiljon.
Az Uj keresési irdnyt a gradiensvektor és az el6z0 keresési irdny linedris kombindcidjaként
keressiik:
Al = Rl g (35)

(Feltételezziik, hogy d° = —7?)
A (34) feltétel akkor fog teljesiilni, ha

0 =< —r* 4 pd®, Ad* > = pp < d, Ad* > — < ¥t AdF > (36)
azaz k1 Adk
<r >
— ’ , 37
He = " gk Adk > 37)
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Be lehet latni, hogy ekkor
<d* LA >=0, 0<j<k (38)

is teljesiil.

Szintén be lehet latni, hogy
<rftlpi > =10, 0<j<k (39)
teljesiil: ugyanis abbdl, hogy
<r*hd >=0, 0<j<k, (40)
és abbdl, hogy & = —717 + p; 1d 7! igaz kovetkezik, hogy

0 =< —rlp, & > = — <r*h el > qp sy <ML AT S = — <P el >

41

Ez azt jelenti, hogy a gradiensvektorok ortogondlisak, igy ha nincsennek keresési hibdk, ak-

kor az algoritmus legfeljebb n 1épés utan megdll. Ez azért van, mert £™-en maximum n db
egymadsra kolcsonosen merdleges vektort tudunk eléallitani.

A gradiensvektorok ortogonalitdsabol kovetkezik az is, hogy a A\*¥ és u;, egyiitthatokat m4s-

képpen is kiszdamolhatjuk. Mivel d* = —r* + p;,_,d* 1, ezért

—<rhdE > =<kt > (42)
teljestil, tovabba igy
Pk gk
oo STLT > 43)
< Adk,d* >
Hasonl6an, felhasznalva, hogy r**1 = r*¥ + Ak Ad* kovetkezik
1 1
< rFL AR > = < pRFL pREL gk s — T ol gkl (44)
Ak Ak
azaz
< rktl Adk > 1 < rhfl pktl > < kAl pktl S ”
Be = " gk Adh > T A < dF, AdE S <R ks (45)

Az egyszerli gradiens mddszer a konjugdlt gradiens mddszer egyszrisitett véltozata, dm
kevésbé hatékony. Az egyszerli gradiens mddszernél u; nulldval egyenld.

Mivel d° = —7°, ezért V;, = span{r®,r,... r*}.
A konjugdlt gradiens pszeudé kédja a kovetkezd:
1. 7% := Az — b, d° := —1°
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2. k:=0(1)mazit

3. [?]|r*|[<e ? [stoperedmény : z¥]
4. e = 7% ||2 /(AdF, dF), 2*'1 = 2F + ApdE, rRTL =R 4 X AdP
S el R I i ],

Fontos megjegyezni, hogy az algoritmus minden 1épése j6l definidlt. Ugyanis, ha d* = 0,
akkor
0 =<rbd >= —<rfrf >, (46)

azaz T* = 0, igy a harmadik 1épésben a ledllasi feltétel teljesiil. Ekkor Az* = b, tehit z* az
egyenletrendszer megoldasa.

A harmadik 1épésben vdlaszthatunk tetsz6leges normét, nem kell, hogy euklideszi normét
alkalmazzuk. Az algoritmus minden 1épésben egy matrix-vektor szorzatot: (Ad*), két skaldr-

2, (Ad*, d¥), és hdrom Ad + z = w alakd vektorkombindciét kell kiszdmi-

szorzatot: || rFT1
tanunk. A konjugdlt gradiens mdédszert elsésorban nagyméretd, ritka matrixok esetén érdemes

hasznalni.

5.5.1. Implementacié

A konjugdlt gradiens moédszert konjugalt_gradiens.c néven implementdltam. A program
n, A,b, 20, mazit, e -t var bemenetként. A kimenet x, 1épésszam, eltelt id6. Ez a mddszer
kozel azonos 1épésszamban €s kozel annyi id6 alatt taldl megoldast, mint a Jacobi-iteracid,

vagy a Gauss-Seidel iterdcio.

5.6. A prekondicionalt konjugalt gradiens moédszer

A prekondiciondlt konjugdlt gradiens mddszer azért fontos, mert a rosszul kondicionalt mat-
rixd egyenletrendszerek megoldashoz a konjugélt gradiens mddszer lassan konvergal. Ezért cél-
szer( a perkondiciondlds alkalmazdsa. Ez azt jelenti, hogy az eredeti Az = b rendszer helyett
a P 'Az = P 'brendszert vizsgaljuk, ahol P! A kozel kell, hogy essen az egységmatrixhoz
P ~ A. Ha a matrix szimmetrikus, akkor olyan H madtrixot keresiink, melyre A ~ HH T

teljesiil, ahol H reguldris matrix. Ekkor az Az = b rendszer helyett a
(H'AHT)(HTz) = H ', 47)

azaz a
Az = b, (48)
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rendszert tekintjiik, ahol A = H-'AHT,Z = HTz, b= H'b.
A P~ A,illetve A ~ HHT teljesiilését olyan értelemben vérjuk, hogy

¢ = cond(P 3 AP %),

illetve
c=cond(H 'AHT)

kicsi legyen cond(A)-hoz képest (nem arrdl van sz6, hogy A és P illetve HHT elemei egymas-
hoz kozeliek legyenek).

A prekondiciondlt konjugélt gradiens modszer eldnye abban rejlik, hogy ha az Az = b
egyenletrendszerben A olyan matrix, aminek nagy a kondiciészama, akkor is megoldast kapha-
tunk. Persze a mddszer sikere a prekondiciondldsi métrix megvélasztdsan mulik. Prekondicio-
ndlasi matrixot el lehet allitani Inkomplett Cholesky felbontds, Jacobi iterdcid, szimmetrikus
Gauss-Seidel iterdicé vagy Successive overrelaxation (SOR) médszerek segitségével. En az
Inkomplett Cholesky felbontést valasztottam, amit a kdvetkezd fejezetben mutatok be részlete-
sen. A legegyszeriibb prekondiciondldsi matrix az olyan matrix aminek csak a diagonalis elemei

nem nullak, a tobbi elem nulla.

A prekondicionélt konjugdlt gradiens mddszer pszeudo kddja a kovetkezd:
1. g°:= Az® — b, HHTe® = ¢° R0 := —¢°

2. k:=0(1)mazit

3. [?]|¢F|I<€? [stop eredmény:z*]

4. e = (€F,g%)/(ARF, RF), zF1 = gk + A hE, g+t = gF AL ARF
5. HHTek+1 — gk+1

6. MKr = (ek+1:gk+1)/(ek:gk)1 h’k+1 = _ek+1 + :u’kh’k]k

A kédban az alahuzott kifejezések egy-egy linedris egyenletrenszer megoldasat jelentik.

5.6.1. Implementacio

A prekondiciondlt konjugélt gradiens médszert prekondicionalt_konjugalt_gradiens.c néven
implementdltam. A program n, A, H,b, 20, mazit, e -t var bemenetként. A kimenet z, 1épés-
szam, eltelt id6. A program HHTe® = g%t és HHTe**! = g**+l.-t a lin_e_r nevi fiiggvény
meghivisdval szamolja ki. Itt HHT egy mitrix, e® és e** jelenti a keresett z oszlopvektort és

g° és g* ! jelenti az egyenletrendszer jobb oldaldn 4116 b oszlopvektort. A lin_e_r fiiggvény az
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H matrixot, a b vektort, az n-t és egy int tipusu hiba paramétereket varja. Az eredményvek-
tornak dinamikusan foglalok helyet a hivé Prekondicionalt_Konjugalt _gradiens fiiggvényben
és a lin_e_r fiiggvény ebbe fogja visszadni a megolddst. Memoriatakarékossdg miatt ez az
eredményvektor a HHTe® = g° linedris egyenletrendszer g° vektora lesz.

A lin_e_r fiiggvény pszeudo kédja a kovetkezd:
1. *Hy = b*/

2. fori=l:n

3. forj=1:-1

4. bi="5b; — h;;*b;

5. end

6. b, ="b;/hy

7. end

oo

. [*HTz = y*/
9. fori=n:1

11.  forj=1:-1

12. bz = bz — hj,i * bj
13. end
14. end

ahol h;; a H matrix i. sordnak j. eleme. Itt a H matrix elemeit sorfolytonosan jarjuk be,
amire azért volt sziikkség, mert ezt a mddszert is a késébbiekben targyalt gyorsitdssal imple-
mentaltam. A mddszerek gyorsitasdanal a ritkamatrixot sorfolytonosan tarolom €s ahhoz, hogy
oszlopfolytonosan jarjam be, ahhoz a ritka métrix elemeit egyessével kellett volna lekérdeznem.
Ez megnévelte volna az algoritmus futdsi idejét. Am a lin_e_r fiiggvény hasznalatdval gyorsi-
tani lehetett a kddot, mivel abban a matrixot sorfolyotonosan kell bejarni. A lin_e_r fiiggvény
csak akkor haszndlhat6, ha H alsé hdromszog métrix, ami a prekondicionélt konjugélt gradiens

esetében igaz, mivel H prekondiciondlé matrix alsé haromszog matrix.
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A pszeud6 kéd miikodése a kovetkez6. A HHTz = b lineéris egyenletrendszer megolddsat
két részre bontjuk: Hy = bés HYz = y. A két linedris egyenletrendszert konnyen megoldhato,
mert a H alsé hdromszog matrix, illetve H? felsé hdromszog matrix. A lin_e_r fiiggvényben
is takarékoskodom a memoridval, mert az y vektort is a b vektorban tarolom, igy a megoldas is
a b vektorban all el6.

A teszteléseknél kétféle prekondiciondldsi matrixra teszteltem: az egyik amikor a f64tlé az

A matrix féatléjaval egyezik meg, a tobbi elem nulla, illetve a mdésik, amikor az inkomplett

Cholesky felbontéssal hatirozom meg a H matrixot.
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6. Inkomplett Cholesky felbontas

A prekondicionélt konjugdlt gradiens mddszernél, ha alkalmas prekondicionéldsi matrixot
valasztunk, akkor kevesebb 1épésszamban és kevesebb id6 alatt kapunk eredményt.

A prekondiciondldsi matrix meghatdrozdsara az egyik lehet6ség az inkomplett Cholesky
felbontds. A felbontds 1ényege, hogy szamoljunk ki egy H haromszogmatrixot amely az A
matrix eredeti Cholesky felbontdsdban szerepld L matrixhoz kozelit. Ezutdn a prekondiciondld
M mitrix legyen M = HHT. Az inkomplett felbontést tgy készitjiik el, hogy a Cholesky
felbontas 1épéseit csak az A matrix nem nulla elemeire hajtjuk végre. Az Inkomplett Cholesky

felbontds pszeudo kédja a kovetkezd:

l. fork=1:n

2. Ak, k) = /A(k, k)

3. fori=k+1:n

4. 1f A(i,k) #0

5. A, k) = A(r, k) /A(k, k)
6. end

7. end

8. fors=k+1:n

0. fori=79:n
10. of A(z,7) #0
11. Az, 7) = A(t,5) — A(s, k) x A(7, k)
12. end
13. end
14. end
15. end

Ennél a felbontasnal csak a nem nulla elemekkel szamolunk. Az eldallitott matrix alsé
haromszogmatrix lesz. Igy értékes elem a f&itléban és az alsé haromszogmatrixban lesz. A

tobbi elem nulla lesz.
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6.0.2. Implementacio

Az inkomplett Cholesky felbontast Inkomlett_Cholesky.c néven implementaltam. A prog-
ram n, A -t var bemenetként. A program kimenete egy nxn-es alsé haromszog matrix, mely a
prekondiciondlt konjugélt gradiens mddszernek lesz az alkalmas prekondiciondldsi matrixa. A
program a kapott A matrixot letdrolja, és az eredményt is ebben a matrixban allitja el6. Az A
matrixban értékes elemek az als6 haromszogrészében, és a f6atloban vannak. A tobbi elemet

kinulldzza a program.
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7. Az implementalt médszerek gyorsitasa

Ebben a fejezetben szeretnék bemutatni egy olyan mddszert, melyet ha adaptalunk egy itera-
tiv médszer implementacidjaba, akkor a programunk futdsi ideje, és memoria igénye egyarant
csokken. Ezt a modszer Noszédly Csaba tandr Ur javasolta szamomra. A mddszer neve compres-
sed row format melyet lancolt lista segitsegevel valositottam meg. A médszert C programozasi
nyelven implementaltam, majd adaptaltam az el6z6leg mar bemutatott iterativ modszerek imp-
lementacidjaba.

Igazan akkor latszik, hogy az ezzel a mdédszerrel implementalt program gyorsabb, mint
egy atlagos modon implementélt program, amikor az nzn-es matrixunk elég nagy €s kevés
nem nulla elemet tartalmaz. Az 4tlagos médon implementalt program alatt az olyan programot
értem, ahol nzn-es matrix minden elemét letdrolom, annak ellenére, hogy a matrix nagy része
nulla elemeket tartalmaz.

A modszer lényege, hogy ne taroljunk nulla elemeket és ne szamoljunk veliik, mert csak
feleslegesen pazaroljdk a processzor id6t és memdridt. Illetve ha 6sszeszeretnénk szorozni egy
matrixot egy vektorral, ne kérdezziik le folyamatosan a maétrix 7, 7-edik elemét, mert ez mind
egy-egy keresést eredményez a memdoridban.

Ezek helyett tegyiik a kovetkezdket. Taroljuk le a métrix minden sordnak nem nulla elemeit
egy vektorba, igy egy ilyen vektor a matrix egy sordt fogja helyettesiteni. A matrixot ilyen
formdban letdrolva, n db vektort kapunk, melyeket ha sorrendben egymads alatt képzeliink el,
akkor fésii alaku lesz, mivel csak a nem nulla elemeket taroltuk. Am ekkor egy elemrdl nem
tudjuk, hogy az eredeti métrixnak mely eleme volt, csak azt tudjuk, hogy mely sordban sze-
repelt. Ehhez kellene egy plusz informdcid, hogy mely oszlopban volt eredetileg. Ezt én ugy

oldottam meg, hogy a kovetkezd struktuirdt definidltam a programok elején:

typedef struct sor

{
int oszlop;
double ertek;
struct sor =xkov;

} SOR;

Egy ilyen struktira egy ritka métrixbeli elemet ir le. Egy ritka elem tdroldsara igy huszon-
négy byte sziikséges, mert az int tipus négy byte, a double tipusnak nyolc byte, a struct sor *
pedig négy byte, igy 0sszesen tizenhat byte memoridra van sziikség. Ez csak akkor igaz, ha a
szamitogéplinknek 32 bites processzora van.

Itt szeretném megemliteni, hogy milyen koérnyezetben implementéltam és futtattam a prog-

ramokat. Erre azért van sziikség, mert az a szamitogép, amelyen én teszteltem annak 64 bites
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processzora van €s ez befolydsolja a struktira méretét.

Processzor : AMD Athlon(tm)64 X2 Dual-Core Processor TK-55 1.8GHz,
Memoria : 2686 MB,

Operacios rendszer : Windows Vista Home Basic 32 bites.

Ekkor a struktira tdroldsdra huszonnégy byte-ra van sziikség.

A programok forditdsdra és futtatdsdra a Cygwin programot haszndltam, a gcc verzidja
3.4.4. Forditashoz a kovetkezd parancsot hasznéltam: gcc -ansi -Wall -0 nev nev.c

Minden sorhoz készitettem egy egyirdnyban lancolt listat, melynek minden eleme egy ilyen
struktdra lesz. Deklardltam egy Asora: nevii n elemi vektort, melyben a listdk fej mutatdit
taroltam. Ha példaul szeretnénk elvégezni egy matrix-vektor szorzdst, akkor ahelyett, hogy sor-

folytonosan bejarnank a matrixot, é€s a megfelel elemet a megfeleld elemmel 6sszeszoroznank,

egy for ciklusban k = 0, . . ., n-ig bejartam az dsszes listat.Ezen a for cikluson beliil egy ujabb
for ciklusban 3 = 0, ..., n-ig bejartam a vektort és néztem hogy ha j egyenld e a lista aktudlis

elemének oszlop értékével. Ha egyenld, akkor elvégezhet6 a szorzds, amit kiilon kell tdrolnom
egy véltozoba, majd Iéphetek a lista kovetkezd elemére, illetve 7-t is novelhetem eggyel. Ha
nem egyenld, akkor csak a 7-t kell novelni eggyel. A 7 vdltozé szerinti ciklussal addig megyek,
mig 7 < n, illetve nem értem el a lista végét.

Azért valasztottam vektorok helyett a lancolt listakat, mert elére nem tudom, hogy a métrix
egy sordban hiny db nem nulla elem van, s vektorok esetében ekkor vagy til nagy méretet
foglalok le, vagy mindig ujra helyet kell foglalni a realloc segitségével. Ez igy nem biztos,
hogy elég hatékony lesz memoria haszndlat terén. Viszont lancolt listdk esetében valéban csak
annyi helyet foglalok, amennyi ritka elem van a méatrixban.

Ha nem csupédn egy madtrix vektor szorzasrdl van sz6, hanem példaul a kovetkez6 vektort
szeretnénk kiszamolni:

g = gO+l*Ad0)

ahol gx, go, do azok vektorok, [ az egy szdm, és A az egy mdtrix. Ekkor az el6z6 matrix
vektor szorzdsba beépithetjiik azt is, hogy amikor az A matrix z-edik sordt megszoroztam a dj,
vektorral, akkor kapok egy szdmot, ezt megszorzom [-el, majd hozzdadom a g, vektor z-edik
elemét, s ezt érétkiil adom a g, vektor z-edik elemének. Mig hogyha kiilon vektorba szimolndm
ki Ad, matrix-vektor szorzatot, majd ezt a vektort megszorozndm [-el, aztin Osszeadndm g
vektorral, akkor ez sokkal tobb processzor id6t igényelne, mint az el6z6 esetben. Az elozd

példat a konjugdlt gradiens mdédszerbdl vettem, s ezt C nyelven egy eljardsban implementéltam:

void G_k ( SOR xxsorok, double xg0, double 1k, double =xdO0,
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int n, double xgk ) {

int 1, 3;
for (i=0; i<n; 1i++) {
SOR #*x=% (sorok+i);
double sum=0.0;
for ( 3=0; Jj<n && x!=NULL; j++ ) {
if ( x->oszlop==7 && d0[]j]!'=0.0 ) {
sum += x—->ertek « dO[J];
x=x->kov;
}
else if ( x->oszlop==7j )
x=x->kov;
}
gk[i] = gO0[i]+1lkxsum;

Ebben az eljardsban SOR **A_sorai lesz az a vektor ami a lancolt listdk fej mutatéit tartalmazza,
g0, d0 és | bemenetek. Illetve a gk vektorba adom vissza a szdmolds eredményét.

A madr emlitett Jacobi-iterdcid, konjugdlt gradiens és prekondiciondlt konjugdlt gradiens
moédszerek koziil csak az utdlsé két mddszert tudtam gyorsitani. Ez azért volt, mert a Jacobi-
iterciondl csak egyetlen helyen lehetett ezt a gyorsitdst implementalni. A masik két modszernél
viszont tobb olyan hely is volt, ahol a fenti matrix-vektor szorzdshoz gyorsitast tudtam elvégez-
ni. Ezért a tovdbbiakban a gyorsitott médszerek alatt ezt a két modszert értem.

Az el6bbi két modszerrel kapcsolatban az a tapasztalatom, hogy bar maga az algoritmus
gyors, de a beolvasdsi id6 tdl hosszd. Ez a probléma f6leg nagy méreti matrixokndl jelent-
kezik. Ezért a modszerek bemeneteit dtalakitottam ugy, hogy az A illetve H matrixok ritka
matrixformdban legyenek gy, mint a Matrix Market(MM) ritka métrix reprezentdcidban, azzal
a kiilonbséggel, hogy az indexek nem 1,...,n, hanem 0,...,n — 1 kozottiek lehetnek. Igy
a moédszerek bemenetei és ezzel a beolvasisi idejiik is drasztikusan lecsokkent. Am ehhez a
modszerek beolvasasit is meg kellett valtoztatni, tehat mostmér nem egy maétrixot kell beolvas-
ni, hanem adott szdmu sort ahol egy sorban egy elemhdrmas reprezentdl egy ritka elemet. A
beolvasott sorokat a megfelel6 médon le kellett tirolnom az egyirdnyban lancolt listdkba, gy,
hogy egy 1, 7, m elemhdrmas azt jelenti, hogy az :-edik sor 7-edik oszlopdban, illetve ha 2! = 7,

akkor 7-edik sor z-edik oszlopaban is m érték szerepel. De ahhoz, hogy mindig a megfeleld lista
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végére tudjak beszirni, mindig be kellett jdirnom a teljes listt, hogy eljussak a legégére. Ez még
mindig lassunak bizonyult, ezért ehelyett mindig a lista elejére szirtam be, az 4j elemet, majd
rendeztem a sorokat az elemek oszlop értéke alapjan. Mivel a memoriafoglalds és felszabaditas
id6igényes folyamat, ezért minden listdt ideiglenesen két vektorban tdroltam: kiilon az elemek
oszlop értékét, és kiilon az értékét. Ezutdn ezt a két vektort parhuzamosan rendeztem a besziré
rendezés algoritmusdval, majd a két vektort visszaillesztettem a listdba, feliilirva a benne 1év6
elemeket. Ezdltal a lista 4ltal lefoglalt memoria teriiletet nem kellett felszabaditanom, majd djra
lefoglalnom és egyben feltdltenem. A rendezést két eljarassal valdsitottam meg, amelyeknek a

C implementécidja a kovetkezd:

void rendez ( SOR x*x £, int n) {

int i;

for( 1=0; i<n; 1i++){
SOR x»x=f[1];
int sorhossz;
for( sorhossz=0; x!=NULL; sorhossz++ ) x=x->kov;
if ( sorhossz > 2 && sorhossz>0) {
int xrendezett_oszlop = (int *) calloc
( sorhossz, ( sizeof ( int ) ) );
double xrendezett_ertek = (double x)
calloc( sorhossz, ( sizeof ( double ) ) );
for( x=f[i], sorhossz=0; x!=NULL; sorhossz++, x=x—>kov ) {
rendezett_ertek[sorhossz]=x—->ertek;
rendezett_oszlop[sorhossz]=x->oszlop;
}
Beszuro_rendezes (rendezett_ertek,
rendezett_oszlop, sorhossz);
for( x=f[1i], sorhossz=0; x!=NULL; sorhossz++, x=x—->kov ) {
x—->ertek=rendezett_ertek[sorhossz];
x—>o0szlop=rendezett_oszlop[sorhossz];
}
free (rendezett_ertek);

free (rendezett_oszlop);

25



}

void Beszuro_rendezes (double =*A,

if (hossz<2) return;

int i,79;

double kulcs_e;

int kulcs_o;

for( j=1; j<hossz; J++ ){

kulcs_e=A[7];

kulcs_o=oszlop[]j];

i=9-1;

while ( i>=0 && oszlop[i]>kulcs_o

A[i+1]=A[1i];

oszlop[i+1]
i=i-1;

}

=oszlopl[i];

Ali+l]=kulcs_e;

oszlop[i+l]=kulcs_o;

7.1. A gyorsitott modszerek futasi ideje

Ebben az alfejezetben 6sszehasonlitottam a konjugdlt gradiens médszer és a prekondicionalt
konjugélt gradiens mddszer régi €s gyorsitottott valtozatit, néhany tesztesetre mutatott futdsi

idejét, illetve a bemenetek méretét. A gyorsitott modszerek bemenetei ritka matrix forméaban

vannak.

A madtrixokat a Bevezetésben emlitett http.//www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/ ol-

int *oszlop,

) |

dalrdl vettem és az ott megadott hivatkozasi szamokat hasznédltam.

Konjugalt gradiens modszer

int hossz) {

1401-es matrix

A bemenet mérete

futdsi idG(sec)

beolvasasi id6(sec)

alg. futési id6(sec)

régi modszer

gyorsitott modszer

110,8M
171k

82,673
31,903
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2208-as matrix

A bemenet mérete

futdsi id6(sec)

beolvasasi id6(sec)

alg. futési id6é(sec)

régi modszer

gyorsitott modszer

1,5M
66,5k

2,124
1,3

0,262
0,033

1,862
1,267

Lathato, hogy a gyorsitott mddszer ritka matrix bemenettel az két és félszer gyorsabb, mint

a régi médszer a 1401-es matrixra, illetve mésfélszer gyorsabb az 2208-es métrixra.

Az 1401-es matrix mérete 2541x2541 és 7361 db nem nulla elemet tartalmaz. A matrix nem

nulla elemeinek elhelyezkedését abrdzolja az 1. 4bra.

n, 1
™, |
N II
& i
Y i
™, l
., |
Y i
l"\-\. i
w1
1. abra.

A 2208-as matrix mérete 300x300 és 4678 db nem nulla elemet tartalmaz. A matrix nem

nulla elemeinek elhelyezkedését abrazolja a 2. abra.

Prekondicionalt konjugalt gradiens médszer

875-0s matrix

A bemenet mérete

futasi id6(sec)

beolvasasi id6(sec)

alg. futési id6(sec)

régi modszer 3,2M 643,836 0,499 643,337
gyorsitott moédszer | 40,9k 2,924 0,029 2,895

221-es matrix A bemenet mérete | futdsi id6(sec) | beolvasasi id6(sec) | alg. futdsi id6(sec)
régi médszer 7,5M 2121,044 1,229 2119,815
gyorsitott modszer | 101,5k 5,257 0,04 5,217

Itt is lathato a sebességnovekedés. A gyorsitott mddszer ritka matrix bemenettel a 875-0s

matrixra koriilbeliil kétszazhuszszor gyorsabb, illetve a 221-es matrixra koriilbeliil négyszazh4-
romszor gyorsabb, mint a régi mddszer.
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AN

2. abra.

A 875-6s matrix mérete 306x306 és 2018 db nem nulla elemet tartalmaz. A matrix nem

nulla elemeinek elhelyezkedését dbrazolja a 3. dbra.

3. abra.

Az 221-es matrix mérete 468x468 €s 5172 db nem nulla elemet tartalmaz. A matrix nem

nulla elemeinek elhelyezkedését dbrdzolja a 4. dbra.
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4. abra.

8. Tesztelés

Az iterdciés modszereket tobb nagy méretii ritka matrixszal is leteszteltem. A tesztesetek-
hez ilyen matrixokat a http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/ oldalrdl toltottem le.
Dr. Baran Agnes tanarnd segitségével kerestiink ezen matrixok koziil olyanokat, amelyeknek
viszonylag kicsi a kondiciészdma, nagyméreti ritka matrix, szimmetrikus és pozitiv definit.

Az emlitett weboldalon a matrixok haromféle ritka matrix reprezentdciéban vannak térolva:
Matlab mat-file, Matrix Market formatum, Rutherford/Boeing formatum. En a Matrix Mar-
ket formdtumot valasztottam. A Matrix Market formatumban megadott ritka matrix fajl .mtx
kiterjesztési. Ebben a fajlban az elején % karakterrel kezd6dnek a megjegyzések amelyek a
matrixra, és a tarolds médjara vonatkoznak. Ezutidn egy sorban van harom szdm: a matrix so-
rainak szdma, a métrix oszlopainak szdma és hogy a matrix hdny darab ritka elemet tartalmaz.
Majd minden sorban egy szdmhdrmas reprezentdl egy ritka elemet: %,7,d. Ami azt jelenti,
hogy a matrix 2-dik sordban €s j-edik oszlopdban egy d szam szerepel, vagyis a;; = d. Fontos
megemliteni, hogy a nem csak az a,; = d, hanem a;; = d. Ez azért van, mert a matrix szimmet-
rikus ezért a ritka matrix reprezentdciéban nem tarolédik dupldan ugyanaz a szam, hogy ezzel is
kevesebb helyet foglaljon az dllomany.

Ahhoz, hogy az altalam implementalt médszerek ezekkel a matrixokkal dolgozni tudjanak,
a ritka métrix reprezentdciot at kellett konvertélni, illetve olyan bemenetet késziteni bel6le, amit
az egyes modszerek varnak. Ezért megirtam az mm2matriz.c programot. Amely elsd argu-

z 7 2

mentumként megkapja, azt az .mtz kiterjesztésli dllomanyt, amiben a ritka matrix reprezenticio
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van letarolva. Mésodik argumentumként megkapja azt a fajlnevet, amibe a program le fogja ta-
rolni a ritka matrixot €s azokat a plusz informdacidkat, amelyeket az adott médszer var majd
bemenetként. A program futdsakor ki kell valasztani, hogy milyen médszerhez akarunk beme-
netet gyartani. Majd olyan dolgokat var bemenetként, mint mazimalisitericidszam, w, e,
stb. .. A tobbit dolgot a program kiirja pl.: az n érékét az .mtz kiterjesztési f4j1bol kiolvassa,
az z kezddvektor elemei egytdl n-ig felsorolva, a b vektor az dgy lett megvalasztva, hogy az
eredmény vektor csupa egyesekbdl 4ll. A tesztelés eredményeit az A) FUGGELEKBEN -ben
irtam le. Ebben a tdbldzatban jeldltem a mdtrixok sorszamat, méretét, kondiciéoszdmat és a
nem nulla elemek szamat. A tesztesetekhez felsoroltam, hogy a kiilonb6z6 médszerek milyen
pontossagu eredményt adtak a tesztelésen, hany 1épésben és mennyi id6 alatt adtak eredményt.
Azon matrixok esetén lett pontatlan az eredmény, amelyeknek til nagy a kondiciészama. Eb-
ben a fiiggelékben szemmellathaté a mdédszerek konvergencidja és gyorsasaga, egy adott matrix

esetében.

8.1. A tesztelésbol levonhato kovetkeztetések

Ebben az alfejezetben szeretnék felsorolni néhany kovetkeztetést, amelyeket az A) FUGGE-
LEKBEN -ben talalhat6 teszterdményekbdl vontam le. Ezek a kovetkeztetések a tesztmatrixok
kondiciészamaval és a mddszerek éltal adott megoldds pontossagédval €s az iteracids 1épések
szamaval fliggnek Ossze.

Az LDLT felbontés az egyetlen direkt mddszer, melyet a kiilonboz teszteseteknél a pon-
tossdg Osszehasonlitdsa miatt targyalok.

A konjugalt gradiens mddszer €s a prekondiciondlt konjugdlt gradiens mddszer, azoknal a
teszteseteknél, ahol a kondicidszam kicsi, ott kozel azonos pontossaggal és majdnem egyenld
iteracids lépéssel ad megoldast.

Kis kondiciészamu matrixok esetén, mint példaul 872-es és 873-as matrixok esetén a SOR
modszer pontosabb eredményt ad, mint az egyszer(i gradiens médszer. Illetve az egyszer( gra-
diens modszernek koriilbeliil kétszerannyi iteracios 1épésre van sziiksége. Nagy kondicidszamu
matrixok esetén, mint példdul a 876-os és 2206-0s matrixok esetén, az egyszeri gradiens mod-
szer adja a pontosabb eredményt. Viszont az iterdcids 1épések szdma méar a SOR mddszer
iteracios 1épéseinek szdmdnak sokszorosa.

A 872-es és 874-es matrixok esetén, melyek kis kondiciészamuiak, a SOR modszer és a
konjugélt gradiens mddszer kozel azonos pontossdggal és kozel azonos iterdcids 1épésben adnak
eredményt. Am nagy kondiciészdmi matrixoknal, mint példdul a 2204-es, a 2206-0s és a 2208-
as matrixok, a pontossag tekintetében a konjugdlt gradiens médszer a pontosabb, de el6fordul,

hogy az iteracids 1épések szama tobb.
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A SOR iterdcié minden esetben pontosabb eredményt szolgaltat, mint a Jacobi iteracié vagy
a Gauss-Seidel iteracio.

Kis kondiciészam esetén a konjugélt gradiens modszer, a prekondiciondlt konjugdlt gra-
diens mddszer a maximum egy-két tizedesjeggyel adnak pontosabb megolddst, viszont nagy
kondiciészam esetén mdr sokkal pontosabb megoldédst adnak, mint a Jacobi iteracié vagy a
Gauss-Seidel iterdcid.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a targyalt iterdciés médszerek koziil a prekondicionalt
konjugélt gradiens modszer az Osszes tesztesetre nézve a leggyorsabb és legpontosabb ered-
ményt szolgéltatd médszer. Ez az 4llitas kis és nagy kondiciészdmu matrixokra egyarant igaz.
De ennek az az dra, hogy amikor eldéllitom a sziikséges bemenetet, akkor a matrixbdl el
kell allitani a prekondiciondlé matrixot az inkomplett Cholesky felbontdssal, ami nagy matixok
esetén idGigényes lehet. A modszer pontossdga nagyon kozelit az LDLT direkt médszer pon-
tossagdhoz. De ha a métrix méretéhez képest sok nem nulla elem taldlhaté a méatrixban, mint
példaul a 2204-es és 2206-0s matrixok esetén, akkor az LD LT felbontds pontosabb eredményt
ad.

Vegyiik figyelembe azt, hogy az Osszes iterdcidés mddszer esetén a pontossdgot nagyban
befolydsolja a kezd6vektor, illetve a SOR modszernél a w helyes megvalasztdsa. Tesztelésnél
az Osszes modszernek ugyanazt a kezdévektort és pontossdgot, illetve a SOR mddszernél a w-t

1.3-nak valasztottam.
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9. Osszefoglalas

Dolgozatomban sikeriilt elmélyiilnom a lineéris egyenetrendszerek megoldédsaval kapcsola-
tos modszerekben. A dolgozat elején bemutattam ezen médszerek két nagy osztalyat: a direkt
mobdszereket és az iterdciés modszereket azok eldnyeivel €s hitranyaival egyiitt. Egyetlen di-
rekt médszert targyaltam, LDLT felbontast. Erre azért volt sziikség, hogy a tesztelésnél a
futdsi eredményeket 6ssze tudjam hasonlitani. Ahhoz, hogy a prekondicionalt konjugalt gradi-
ens mddszerhez el6 tudjuk éllitani a prekondiciondldsi matrixot, sziikségem volt az inkomplett
Cholesky felbontésra, igy ezt a modszert is implementaltam.

Ezt kovetden néhdny iterdciés mddszert targyaltam részletesen. Ismertettem a kiilonbo-
706 modszerek elméleti hatterét és pszeudd kodjat. A moédszerek mindegyikét pszeudé kodjuk
alapjdn implementaltam C programozdsi nyelven.

Mivel nagy méretd ritka matrixokkal foglalkoztam ezért a mddszerek bemenetei eseten-
ként tdl nagyok voltak és a futdsi id6k is hosszdak voltak. Emiatt a ritka métrix reprezentaciot
kihaszndlva az Gsszes iterdciés mddszer bemenetét dtalakitottam ritka maétrix formdjira és a
modszereket is dtirtam. A gyorsitds mddszerét Az implementdlt modszerek gyorsitdsa cimi
fejezetben frtam le. Osszehasonlitottam a régi és a gyorsitott médszerek futdsi idejét és a be-
menetek méretét néhdny tesztesetre. Ezutédn teszteltem a mar gyorsitott modszereket kiillonbozo
tesztesetekre és a futdsi eredményeket az A) fiiggelékben irtam le. Majd a futdsi eredmények
alapjdn az eltelt id6t, a métrix kondicdszamat és az elvégzett iterdcids 1épések szdmat figyelmbe
véve megfogalmaztam néhany kovetkeztetést.

Visszatekintve ugy gondolom, hogy a dolgozat irdsa és a mdodszerek implementédldsa koz-

ben, hasznos matematikai és programozasi tapasztalatokkal gazdagodtam.
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10. Koszonetnyilvanitas

Eziiton szeretnék koszonetet nyilvanitani konzulensemnek, Dr. Baran Agnes tanarnének, aki
egyetemi munkdja és sok egyéb teenddje mellett id6t szakitott a konzultacidkra, és a felmeriild
elméleti és implementalasi kérdések megolddsdban nyudjtott segitséget. Kiilon koszonom a ma-
tematikai €s tartalmi hibakkal kapcsolatos észrevételeit. Koszondm Noszaly Csaba tandr urnak,
hogy implementaldsi javaslataival segitett lecsokkenteni a médszerek futési idejét.

Természetesen koszonom sziileimnek, akik timogattdk egyetemi tanulmanyaimat.
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12. A) FUGGELEK

Id: meéret: nnz: cond: To — Tg: it.: | elteltid6(ms):
57 besstm02.mtx 66 66

LDLT 0.0000400388260575 | — | 30
Jacobi iteraci6 0.0000400388260576 | 1 | 67
Jacobi Seidel 0.0000400388260576 | 1 | 45
SOR iteraci6 0.0000399825798887 | 17 | 236
Egyszer( gradiens 0.0003538542930628 | 55 | 334
Konjugalt gradiens 0.0000400388260456 | 12 | 144
Prek. konj. grad. 0.0000400388170111 | 12 | 114
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000400388258724 | 1 | 78
60 besstm05.mitx 153 153 12.6981

LDLT 0.0000181719060634 | — | 118
Jacobi iteracid 0.0000181719060631 | 1 | 89
Jacobi Seidel 0.0000181719060631 | 1 | 47
SOR iteraci6 0.0000180936729073 | 18 | 187
Egyszer( gradiens 0.0000974930121703 | 91 | 536
Konjugalt gradiens 0.0000182873920699 | 19 | 207
Prek. konj. grad. 0.0000181762625804 | 20 | 201
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000181719060616 | 1 | 100
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64 besstm09.mix 1083 1083

104

LDLT 26.8700577266950020 | — 25655
Jacobi iteracid 26.8700577266950020 | 1 152
Jacobi Seidel 26.8700577266950020 | 1 97
SOR iteraci6 26.8700572193432627 | 20 498
Egyszerti gradiens 24.0008927327134494 | 3 178
Konjugalt gradiens 26.8700577266903728 | 2 153
Prek. konj. grad. 26.8700577059495842 | 2 227
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 26.8697823446894155 | 1 195
71 besstm21.mtx 3600 3600 23.71

LDLT 1.1140860942340953 | — 1800073
Jacobi iteracid 1.1140860942340960 | 1 542
Jacobi Seidel 1.1140860942340960 | 1 518
SOR iteraci6 1.1140858856974452 | 22 3709
Egyszer(i gradiens 0.7368551500630151 | 59 11653
Konjugalt gradiens 1.1140860939018637 957
Prek. konj. grad. 1.1140860941968171 | 3 1946
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 1.1140895818719629 | 1 951
72 besstm22.mitx 138 138 941.2946

LDL™ 0.0480190197776541 | — 99
Jacobi iteraci6 0.0480190197776542 | 1 44
Jacobi Seidel 0.0480190197776542 | 1 50
SOR iteraci6 0.0480189826995631 | 18 123
Egyszer( gradiens 0.7695706259063095 | 1277 | 2335
Konjugalt gradiens 0.0480045836693620 | 47 488
Prek. konj. grad. 0.0480437878499945 | 48 523
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0480190194117330 | 1 95
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74 besstm24.mix 3562 3562

1.8 %108

LDLT 8.1240396961258430 — 1527540
Jacobi iteracid 8.1240396961258430 1 469
Jacobi Seidel 8.1240396961258430 1 524
SOR iteraci6 8.1240396115339539 22 3722
Egyszeri gradiens 73977.1562781847169 1000 | 1474061
Konjugalt gradiens 26954.0602332219750 5000

Prek. konj. grad. 10997364.8564792908 4999 | 2153414
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 8.1240008295542 1 1008
221 nos5.mtx 468 5172 2.92 x 10*

LDLT 0.0000000000004103 — 3749
Jacobi iteracid 0.0004711223290056 7340 | 32994
Jacobi Seidel 0.0004711223290110 7340 | 41470
SOR iteraci6 0.0002524726564626 4114 | 24906
Egyszer( gradiens 44.3554731340985668 20000 | 149470
Konjugalt gradiens 0.0000000000118332 523 3839
Prek. konj. grad. 0.0000000000533866 389 4713
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000000003015971 59 1026
229 plat362.mtx 362 5786 7.08 x 10™

LDL™ 101843.7131520515104057 | — 430
Jacobi iteraci6 394.1550631977571584 10000 | 50267
Jacobi Seidel 394.1550631977584658 10000 | 50517
SOR iteraci6 667.7055136662153245 2000 | 11377
Egyszer( gradiens 671.5946520921041838 1000 | 7171
Konjugalt gradiens 601.3684335210467680 2000 | 13237
Prek. konj. grad. 328.4665917339290786 4999 | 43607
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 394.1550001077384554 10000 | 29123
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872 meshlel.mtx 48 306 8.1992

LDLT 0.0000005560889071 | — | 20
Jacobi iteracid 0.0000013087793348 | 16 | 146
Jacobi Seidel 0.0000013087793347 | 16 | 137
SOR iteraci6 0.0000007368669553 | 21 | 174
Egyszerti gradiens 0.0000033482501977 | 37 | 354
Konjugalt gradiens 0.0000005950104625 | 20 | 257
Prek. konj. grad. 0.0000005670958114 | 21 | 239
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000005767211340 | 7 117
873 meshleml.mtx 48 306 34.0191

LDLT 0.0000006321051073 | — | 22
Jacobi iteracid 0.0000028531797430 | 47 | 342
Jacobi Seidel 0.0000028531797429 | 47 | 360
SOR iteraci6 0.0000015349057353 | 19 | 219
Egyszer( gradiens 0.0000041483193911 | 123 | 474
Konjugalt gradiens 0.0000006537118863 | 33 | 299
Prek. konj. grad. 0.0000006263122963 | 46 | 505
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000006314217294 | 12 | 119
874 meshlem6.mtx 48 306 9.3026

LDL™ 0.0000007281815383 | — | 21
Jacobi iteracid 0.0000021854972061 | 23 | 149
Jacobi Seidel 0.0000021854972061 | 23 | 201
SOR iteraci6 0.0000008374455696 | 19 | 189
Egyszer( gradiens 0.0000061150312118 | 45 | 416
Konjugalt gradiens 0.0000007927677006 | 20 | 134
Prek. konj. grad. 0.0000007702646382 | 23 | 200
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000007287566702 | 8 134
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875 mesh2el.mtx 306 2018 422.03

LDLT 0.0000014120026332 | — 580
Jacobi iteraci6 0.0000302863301955 | 506 | 1843
Jacobi Seidel 0.0000302863301953 | 506 | 2135
SOR iteraci6 0.0000164871146757 | 284 | 1347
Egyszerti gradiens 0.0000057910165843 | 2332 | 8555
Konjugalt gradiens 0.0000014583534530 | 126 | 830
Prek. konj. grad. 0.0000014538301434 | 443 | 2923
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000014070672286 | 23 365
876 mesh2em5.mtx 306 2018 292.64

LDLT 0.0000026909226351 | — 589
Jacobi iteraci6 0.0000317652089619 | 535 | 1867
Jacobi Seidel 0.0000317652089617 | 535 | 2341
SOR iteracié 0.0000170126353928 | 301 | 1345
Egyszer( gradiens 0.0000076196803869 | 2133 | 8645
Konjugalt gradiens 0.0000027051616833 | 95 626
Prek. konj. grad. 0.0000026771695503 | 293 | 2046
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000026972246199 | 13 220
877 mesh3el.mtx 289 1377 9

LDLT 0.0000000000000106 | — 482
Jacobi iteracid 0.0000020043767378 | 37 384
Jacobi Seidel 0.0000020043767378 | 37 374
SOR iteraci6 0.0000003251625001 | 32 292
Egyszer( gradiens 0.0000068469785998 | 64 506
Konjugalt gradiens 0.0000003369793715 | 29 376
Prek. konj. grad. 0.0000002383460516 | 33 465
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000001394541236 | 10 224
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878 mesh3emS.mtx 289 1377

LDLT 0.0000000000000052 — 478
Jacobi iteracid 0.0000008985580648 28 337
Jacobi Seidel 0.0000008985580647 28 389
SOR iteracid 0.0000004126344354 25 304
Egyszer( gradiens 0.0000056410816213 42 562
Konjugalt gradiens 0.0000002474584416 20 219
Prek. konj. grad. 0.0000002289997117 22 339
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000000000575632 2 107
1207 t2dal_e.mtx 4257 4257 3.77 % 107

LDLT 50.037568027679377 — 4445058
Jacobi iteracid 50.0375680276793773 1 546
Jacobi Seidel 50.0375680276793773 1 700
SOR iteraci6 50.0375678306616791 22 5908
Egyszerti gradiens 15132.1814273899872205 | 10000 | 2789349
Konjugalt gradiens 1808.2846481383242008 | 718 188599
Prek. konj. grad. 50.3252165744738065 9999 | 7023608
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 50.0407634283183995 1 1180
1401 Chem97ZtZ.mtx 2541 7361 | 462.6457

LDL™ 0.0000000000000265 — 669995
Jacobi iteracid 0.0000025347492519 48 6130
Jacobi Seidel 0.0000025347492519 48 7266
SOR iteraci6 0.0000003088953639 23 3873
Egyszerl gradiens 0.0000013180491984 2896 | 561473
Konjugalt gradiens 0.0000000340811821 164 31270
Prek. konj. grad. 0.0000010771803105 233 69577
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000000000802223 1 710
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2203 Trefethen_20b.mtx 19 147

44.0660

LDLT 0.0000000000000014 | — 12
Jacobi iteraci6 0.0000004521992996 109
Jacobi Seidel 0.0000004521992996 87
SOR iteraci6 0.0000006456278917 | 17 141
Egyszer( gradiens 0.0000030573377073 | 197 | 498
Konjugalt gradiens 0.0000000000011042 | 19 204
Prek. konj. grad. 0.0000000004203342 | 21 205
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000000158225486 | 6 102
2204 Trefethen_20.mtx 20 158 95.8369

LDLT 0.0000000000000012 | — 11
Jacobi iteracid 0.0000007613692245 | 14 124
Jacobi Seidel 0.0000007613692245 | 14 124
SOR iteraci6 0.0000001853261975 | 18 217
Egyszer( gradiens 0.0000061949509804 | 379 | 843
Konjugalt gradiens 0.0000000000125510 | 20 189
Prek. konj. grad. 0.0000000019444911 | 23 250
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000000573616902 | 7 123
2206 Trefethen_200b.mtx 199 2873 | 727.11

LDL™ 0.0000000000000125 | — 254
Jacobi iteraci6 0.0000005034793111 140
Jacobi Seidel 0.0000005034793111 132
SOR iteracié 0.0000004701049934 | 21 301
Egyszer( gradiens 0.0000030863922617 | 3407 | 9871
Konjugalt gradiens 0.0000000066687440 | 129 | 695
Prek. konj. grad. 0.0000000019758392 | 99 850
Prek. konj. grad. ink. Cholesky 0.0000000032314352 | 7 166
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2208 Trefethen_300.mtx 300 4678

2.58 x 108

LDLT

Jacobi iteracio

Jacobi Seidel

SOR iteraci6

Egyszeri gradiens

Konjugalt gradiens

Prek. konj. grad.

Prek. konj. grad. ink. Cholesky
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0.0000000000000189
0.0000008247915578
0.0000008247915578
0.0000002581772172
0.0000002581772172
0.0000000043199790
0.0000000020245415
0.0000000003607824

15
15
22
22
182
139

559
218
200
237
237
1231
1337
209



