{iin
T g "."-':—1:1 :

KETLEPCSOS RIEMANN-NILSOKASAGOK
GEODETIKUSAIROL ES IZOMETRIAIROL

Doktori (PhD) értekezés

Homolya Szilvia

Debreceni Egyetem
Természettudomanyi Kar
Debrecen, 2006.






Ezen értekezést a Debreceni Egyetem TTK Matematika- és
szamitastudomanyi Doktori Iskola Matematika doktori prog-
ram Differencidlgeometria és alkalmazasai alprogramja keretében
készitettem a Debreceni Egyetem TTK doktori (PhD) fokozatdnak
elnyerése céljabol.

Debrecen, 2006. julius 7.
Homolya Szilvia
jelolt

Tantsitom, hogy Homolya Szilvia doktorjelolt 1999-2002. kozott
a fent megnevezett Doktori Iskola Matematika programjanak
keretében iranyitdsommal végezte munkajat. Az értekezés-
ben foglalt eredményekhez a jelolt 6ndllo alkotd tevékenységével
meghatarozdan hozzdjarult. Az értekezés elfogadasat javaslom.

Debrecen, 2006. julius 7.

Dr. Nagy Péter Tibor
témavezeto







KOSZONETNYILVANITAS

Ezuton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik a
disszertacié elkészitése soran segitséget nyujtottak.

Els6sorban témavezetémnek, Dr. Nagy Péter Tibornak, akinek
szakmal tandcsal és biztatasa nélkil ez a disszertdcid soha nem
készilhetett volna el.

A Miskolci Egyetem Matematikai Intézetének, hogy tamogattak a
PhD tanulmanyaim soran és lehetové tették dolgozatom megirasat.
A Debreceni Egyetem Matematikai Intézetének és Geometriai
Tanszékének a tudomanyos segitséget.

Végiil, de nem utolsésorban, koszonettel tartozom csaldadomnak,
azért, hogy mindenben tamogattak, lelkesen biztattak és nyugodt
hatteret biztositottak munkamhoz.






TARTALOMJEGYZEK

1

2

Bevezetés

Geodetikus vektorok

2.1 A tranzitiv normalizatori feltétel . . . . . . . . . . ..
2.2 A 6-dimenzids eset . . . . . ...
2.3 A 7-dimenzids eset . . . . . . ...

Szubmerzid

3.1 Riemann-szubmerzié . . ... ... .. ... .. ...
32 An:N— N/Zszubmerzié . . . . ... ... ....
3.3 A geodetikusok jellemzése . . . . ... ... .. ...
3.4 A médositott Heisenberg-sokasiagok geodetikusai . . . .

Izometria-csoportok

4.1 Kétlépcsos nilpotens Lie-csoportok . . . . . . . . ..
4.2 5-dimenziés kétlépcsos nilsokasagok . . . ... L.
4.2.1 1-dimenziés centrumu metrikus Lie-algebrak . .
4.2.2  2-dimenzids centrumu metrikus Lie-algebrak . .
4.2.3 3-dimenzids centrumu metrikus Lie-algebrak . .
4.2.4  Osztalyozas izometria erejéig . . . . . . . . ..

Osszefoglalas
Summary

Irodalomjegyzék

15
24
27
32

37
38
41
46
52

56
56
57
57
62
65
67

69

73

81






1 Bevezetés

A homogén terek elmélete a differencidlgeometria egyik fontos
fejezete, mivel ezen terek a 7jol kezelhetOségiik” miatt alkal-
mas példakat, illetve ellenpéldakat szolgdltatnak egyes problémak
vizsgalatanal, tovabba szoros Osszefliggésben allnak a Lie-csoportok
elméletével is.

A disszertacioban a topologikus csoportok egy nagyon specidlis
csoportjaval, a Lie-csoportokkal, ezen belil az igynevezett kétlépcsos
nilpotens Lie-csoportokkal foglalkozunk. A bevezetében a sziikséges
alapfogalmakat definidljuk, illetve az irodalombdl ismert olyan
eredményeket idéziink, melyekre a késébbi szamolasok, bizonyitasok
soran tamaszkodni fogunk. A bevezetd utan a disszertacié 3 részre
tagolddik. Az elsé részben specidlis 6- illetve 7-dimenzids kétlépcsos
nilsokasagok geodetikus grdafjat adjuk meg explicit mdédon. A
kovetkezé fejezetben a balinvarians (.,.) Riemann-metrikdval ellatott
kétlépcsés nilpotens N Lie-csoport geodetikusait jellemezziik, fel-
hasznalva a @ : N — N/Z fibrumnyaldb Riemann-szubmerzi6
struktirajat (ahol Z jeloli az N Lie-csoport centrumdt). Tovabba
megadjuk annak feltételét, mikor lesz egy kétlépcsos nilsokasag geode-
tikusainak Osszes projektdlt gorbéje az N/Z alapsokasigon (amely
egyben euklideszi tér is) sikgorbe. Az utols6 részben az 5-dimenzids,
egyszeresen Osszefliggd kétlépesos nilsokasagokat osztalyozzuk izomet-
ria erejéig, mikozben megadjuk a teljes izometria-csoportjaikat.

Az itt kozolt eredmények jelentos része publikalasra keriilt. A 2.2
alfejezet alapjaul a szerzd [11] dolgozata szolgélt, s ezt egésziti ki a
2.3 alfejezetben targyalt 7-dimenzids eset. A kovetkezo fejezet a [13]
munkédnk alapjan irédott. A 4. fejezet a [12] cikkiinkén alapul.

Lassunk el6szor néhany, a késobbiekben is sziikséges alapfogal-
mat. Emlékeztet6iil megemlitjiik, hogy egy M Riemann-sokasagot
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homogénnek neveziink, ha az M izometria-csoportja tranzitiv M-n.

Legyen a G egy topologikus csoport. Tegyiik fel, hogy adott a
csoporton egy, a topologiajanak megfelel6 analitikus struktira, amely
G-t egyben analitikus sokasagga teszi. Ekkor, ha az

(z,y) — wzy, GxG— G,

r — ' G—=G

leképezések analitikusak, akkor azt mondjuk, hogy G (a fenti anali-
tikus strukturaval egyiitt) Lie-csoport.

A definiciébdl kovetkezik, hogy az (z,y) — xy~! leképezés is anali-
tikus G x G-bdl G-be. Rogzitett g € G esetén definidljuk az L, (illetve
R,) baleltoléast (illetve jobbeltolast) a kovetkezé mddon:

Lyx = gv, Ryx = xg,

ahol z € GG. Ekkor a bal- illetve jobbeltoldsok a GG analatikus sokasag
analitikus diffeomorfizmusai.

Egy G-beli X vektormezét balinvaridns (jobbinvaridns) vek-
tormezének neveziink, ha invaridns minden L, (g € G) baleltoldsra
(illetve R, jobbeltoldsra), azaz L, X = X. (Hasonldé mddon
értelmezhetd bal- illetve jobbinvarians Riemann-metrika is a G cso-
porton.) A bal- illetve jobbinvaridns vektormezdk differencidlhatéak.

Tetszoleges g € G esetén az

Ad(g)x = gzg™"

(barmilyen = € G-re) Osszefiiggés altal definidlt Ad(g) leképezés a G
Lie-csoport belsé automorfizmusa. Az

Ad: g — Ad(g)

leképezést a G adjungdlt reprezentdciojdnak nevezziik.



A G Lie-csoport g-vel jelolt Lie-algebrdja alatt a G-beli
balinvarians vektormezok Osszességét értjiik, ellaitva a szokésos
Osszeadassal, skalaris szorzassal, valamint a [.,.] zdrdjel miivelettel.
(Azaz [X,Y]f = (XY —YX) f tetszéleges X,Y balinvaridns vek-
tormezok és f differencidlhaté fliggvény esetén.) Konnyen lathatd,
hogy ha a g Lie-algebrat vektortérként tekintjik, akkor g izomort T,.G-
vel, azaz az egységelembeli érintotérrel, ugyanis az

Xeg— X eT.G

leképezés vektortér-izomorfizmus. fgy a g Lie-algebra a vektormezok
X(G) Lie-algebrajanak n-dimenziés Lie részalgebrija (ahol dim G =
n). Lie-algebrat definidlhatunk &ltaldnosan, a Lie-csoport fogalma
nélkiil is.

Lie-algebra alatt egy véges dimenzids V' vektorteret értiink ellatva

a [.,.] bilinedris miivelettel, amelyre teljesiilnek a kévetkezok:
X, X] = 0¢és
(X, Y], Z]+ (Y, Z]),X]+[[Z,X],Y] = 0 (”Jacobi azonossig”)

tetszéleges X, Y, Z € V esetén. A definiciébdl latszik, hogy a [.,.] Lie-
zaréjel ferdén szimmetrikus, igy a Lie-algebra csak akkor kommutativ,
ha [X,Y] = 0 teljesiil minden X,Y € V esetén.

A kovetkezékben feltessziik, hogy a g valds, véges dimenzids Lie-
algebra. Tetsz6leges X € g esetén jelolje ad(X) a Lie-algebra

ad(X): Y —[X,Y] (Yeg)

endomorfizmusat. A Lie-algebra definicigjabdl kovetkezik, hogy az
ad(X) a g derivdcdja, igy az X +— ad(X) leképezés a g Lie-
algebra reprezentacidja onmagan, melyet a Lie-algebra adjungdlt
reprezentdciojdnak nevezink. A Lie-algebra pontosan akkor kom-
mutativ, ha ad(X) = 0 tetszileges X € g esetén. Az adjungalt
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reprezentacié magjat, azaz mindazon X € g elemek halmazat, melyre
[X, Y] = 0 teljestil tetszéleges Y € g esetén, a Lie-algebra centrumdnak
nevezzik.

Azt lattuk, hogyan adhaté meg egy Lie-csoport Lie-algebraja. A
Lie-elmélet masik fontos kérdése, hogyan rekonstrudlhaté egy G Lie-
csoport a g Lie-algebrajabdl, melyre a Lie-tétel ad valaszt. E tétel
szerint minden Lie-algebra valamely lokélis Lie-csoport Lie-algebraja.
Egy lokalis Lie-csoportot lokalis izomorfizmus erejéig meghataroz a
Lie-algebraja. Minden ¢ : g — gy Lie-algebra homomorfizmus
két lokalis Lie-csoport Lie-algebrdja kozott ¢ = (df), alakd, ahol
f + G — Gy differencialhaté homomorfizmus lokalis Lie-csoportok
kozott, melyet ez a feltétel egyértelmiien meghataroz.

Cartan bebizonyitotta, hogy a fenti allitas kiterjesztheto lokalis
Lie-csoportokrol egyszeresen Gsszefliggé Lie-csoportokra.

Tetszoleges G Lie-csoport esetén definialjuk az

exp:g— G

exponencialis leképezést a kovetkez6 mdédon. Adott X € g esetén
legyen ¢ : R — G az az egyértelmtt C*° homomorfizmus, melyre
22(0) = X. Ekkor

exp(X) = ¢(1).

Nyilvanval6an

exp(t; +t2)X = (expt;X) (expteX)
exp(—tX) = (exptX)".

Ekkor az exp : T.G — G leképezés analitikus, valamint a 0 € T,G
tetszoleges kornyezetét diffeomorf modon képezi le az e € G valamely
kornyezetére.

Legyen a g egy Lie-algebra. A g derivdlt sorozata alatt a Lie-
algebra D%, Dlg, ... ideédljainak csokkend lancét értjiik, melyeket in-



duktiv modon a

D% = g,
Drtlg = [Drg, D'g|
osszefiiggésekkel definidlunk. A g csokkend centralis sorozata pedig a
Lie-algebra C%g, C'g, ... idedljainak csokkend ldnca, melyeket a
C'g = g,
g = [g.C"g]

osszefiiggések definidlnak. Nyilvanvaloan DPg C CPg. Azt mondjuk,
hogy a g Lie-algebra Abel, ha D'g = 0; nilpotens, ha CPg = 0 valamely
p esetén (a legkisebb ilyen p-re p-lépcsés nilpotensnek nevezziik);
tovabba feloldhat6, ha DPg = 0 valamely p esetén. Ismert az is, hogy
a g Lie-algebra pontosan akkor nilpotens, ha ad(X) nilpotens operator
g-n minden X € g esetén.

A G Lie-csoportot (p-1épcsés) nilpotensnek hivjuk, ha a G csoport
g Lie-algebrédja (p-1épcsés) nilpotens.

Ha a G egy egyszeresen 0sszefiiggd nilpotens Lie-csoport, melynek
Lie-algebraja g, akkor az exp : g — G leképezés diffeomorfizmus,
melynek inverze log : G — g¢.

Ekkor tetszoleges X,Y € g esetén a Campbell-Baker-Hausdorff
formula szerint

exp(X)exp(Y) =exp (X +Y + P(X,Y)(X) + Q(X,Y)(Y)),

ahol P(X,Y) és Q(X,Y) véges polinomok ad(X)-ben, illetve
ad(Y')-ban.  Kétlépcsos nilpotens Lie-algebra esetén a kovetkezd
azonossagokat kapjuk:

exp(X)exp(Y) = exp <X +Y + % (X, Y]) :

log(gg™) = log(g)+log(9*)+%[log(g)>log(9*)],
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tetszoleges X, Y € g, g,9" € G esetén. Ha a g,g" € G elemek kom-
mutdtorat a [g,g*] = gg*g lg*~! azonossdggal definidljuk, akkor az

eloz6ekbdl kovetkezik, hogy
[exp(X), exp(Y)] = exp ([X,Y])

tetszoleges X, Y € g esetén.

Mivel vizsgalataink kozéppontjaban a homogén nilsokasdgok
allnak, a kovetkezdkben definidljuk mit értiink e fogalom alatt.
Jelolje az Osszefiigg6 M Riemann-sokasdg izometria-csoportjat G =
I(M), amely Lie-csoport a megfelel6 topolégiara vonatkozdan. Az M
sokasdgot homogén nilsokasignak nevezziik, ha a GG tartalmaz olyan H
nilpotens Lie részcsoportot, amely tranzitiv az M-n, azaz tetszoleges
x,y € M esetén van olyan p € H, hogy y = pz.

E. Wilson a [33] cikkében bebizonyitotta, hogy ennél erésebb tu-
lajdonsag is teljesiil homogén nilsokasagok esetén, mégpedig:

1. TETEL. Legyen M homogén nilsokasdg és H a G = 1(M) izometria-
csoportnak eqy nilpotens Lie részcsoportja, mely tranzitiv modon hat

a sokasdgon. Jelolje N a H-ban az eqység 0sszefiiggé komponensét.

1. Ekkor N egyszeresen tranzitiv M -n, valamint normalis részcso-
portja G-nek.

2. Tetszbleges pg € M esetén a G izometria-csoport az N €s a
Ky, ={k € G : kpo = po}
1zotropia-csoport szemidirekt szorzata.

3. Az N a G-nek az egyetlen olyan nilpotens részcsoportja, amely
egyszeresen tranzitiv a G-n.



Azt mondjuk, hogy egy (n,(,)) pdr egy egyszeresen dsszefiiggd
homogén nilsokasag adatpdrja, ha az n egy véges dimenzids valds
nilpotens Lie-algebra, (,) pedig egy skaldris szorzat n-en.

Az (nq,(,),) és az (ng, (,),) adatparokat ekvivalensnek nevezziik, ha
létezik olyan ¢ : n; — ny Lie-algebra izomorfizmus, melyre teljesiil,
hogy

(p(X),p(Y)), = (X,Y), tetszéleges X,Y € ny esetén.

Az utolsé fejezetben az egyszeresen Osszefiiggé 5-dimenzids
kétlépcesés nilsokasdgokat osztdlyozzuk izometria erejéig és egyben
megadjuk a teljes izometria-csoportokat. Ezen osztalyozds soran
felhasznaljuk majd a kovetkez6, E. Wilsontdl (ldsd [33]) szarmazd
eredményt.

2. TETEL. Kolcsonosen eqyértelmi megfeleltetés adhaté meg az
eqyszeresen 0sszefliggo homogén nilsokasdgok izometria ekvivalen-
ctaosztdlyai és az adatpdrok ekvivalenciaosztalyai kozott.

A nilpotens Lie-csoportok koziil a disszertacioban a kétlépcsés
nilsokasagok bizonyos tulajdonsagait vizsgaljuk. Tekintstink el6szor
néhany alapfogalmat a kétlépcsos Lie-algebrakkal illetve nilsokasagok-
kal kapcsolatban.

Egy n Lie-algebra kétlépcsds nilpotens, ha

[n,n] # {0} és [[n,n],n] = {0}.

A 3 jeloli a tovabbiakban az n Lie-algebra centrumét és a = 3+ pedig
a 3 centrum ortogondlis komplementumat. fgy az n Lie-algebrara az
n=a®j ortogonalis direkt Osszeg felbontdst kapjuk. Jelolje so(a)
az (n, (,)) metrikus Lie-algebra (a, (,)q) euklideszi alterében a ferdén
szimmetrikus endomorfizmusok Lie-algebrajat.
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3. DEFINICIO. Legyen (n,(,)) egy kétlépcsds nilpotens metrikus Lie-
algebra és n = a @ 3. Minden centrumbeli Z € 3 elemre definidlja a
Jj(Z) € so(a) endomorfizmust a

(1) ((2)X.Y) =({X,Y],2)
osszefiiggés X, Y € a esetén.

Ekkor a j : 3 — so(a) linedris leképezés.

Megforditva minden kétlépcsés nilsokasagot megadhatunk az
aldbbi médon. Legyenek (a,(,)q) és ( 3,(,);) metrikus Lie-algebrék,
tovabba rogzitsiink egy j : 3 — so(a) linedris leképezést. Jelolje az
(n,(,)) az (a,(,)a) és ( 3, (,);) metrikus Lie-algebrak direkt dsszegét.

A ferdén szimmetrikus [.,.] : n x n — 3 bilinedris leképezést (Lie-
zardjelet) a kovetkezé médon kapjuk meg. Eldszor definidljunk az
[a,a] C 3 feltétel és az (1) Osszefiiggés segitségével egy Lie-zdrdjelet az
a Lie-algebran. Ezutén az [n, 3] = {0} feltétel segitségével kiterjesztjiik
a Lie-zardjelet az egész n Lie-algebrara. Mivel [n,n] = [a,a] C 3 és
[n, 3] = {0}, {gy az n algebra kétlépcsds nilpotens.

Jelolje N a megfelel6 egyszeresen 6sszefiiggo Lie-csoportot ellatva a
(,) belso szorzat dltal indukalt (., .) balinvarians Riemann-metrikaval.
Az el6z6ek alapjén a (N, (.,.)) homogén nilsokasag is kétlépcsds
nilpotens. Az (a,3,7)-t az egyszeresen Osszefiiggé N Riemann-
nilsokasag adathdrmasanak nevezzik. Tovédbba, ha a 3 az n kom-
mutdtora (azaz [n,n] =3), a j: 3 — so(a) linedris leképezés injektiv
is.

Az (n, (,)) algebrai tulajdonsagai kifejezhetdek a j(Z) leképezések
segitségével.  Legyen adott két metrikus Lie-algebra (a,(,),) és
(3,(,);), valamint (n, (,),) a direkt Osszegiik. Rogzitsiink egy j : 3 —
so(a) linedris leképezést. A {j(Z): Z € 3} leképezések tartalmazzak
az " (N, (,)) geometridjat” abban az értelemben, hogy a kovarians de-
rivalas, a gorbiileti és a Ricci-tenzor kifejezheto a 7, a és 3 segitségével
(lasd [6]). Tovabba az izotrépia-csoport, valamint annak feltétele,



hogy az (N, {(.,.)) természetesen reduktiv vagy Riemann-geodetikus
palyatér, szintén leirhaté a {j(Z) : Z € 3} leképezések segitségével. Az
(N, (.,.)) nilsokaség

7(0) =e ésv(0) = X + Z,

(X € a,Z € 3) kezdetiértékkel adott y geodetikusa a [j(Z)]* kiilonbo-
76, nemzérus sajatértékeinek fliggvényében adhaté meg.

A balinvarians metrikaval ellatott kétlépcsds nilpotens Lie-
csoportok kozott a Heisenberg-tipusu Lie-csoportok kiilonos je-
lentdséggel birnak. A balinvaridns (.,.) metrikaval ellatott N Lie-
csoport Heisenberg-tipusi (H-tipusi) Lie-csoport, ha

[](Z)]2 = _<Z’ Z>ida

teljestil tetszoleges Z € 3 esetén. Ezen csoportok tulajdonsagait
tobbek kozott a geometridban, a harmonikus analizisben és a spektral-
geometridban is vizsgaljak, mivel a H-tipusi Lie-csoportok szamos
kérdésben példakat szolgaltatnak.

4. PELDA. Izomorfia erejéig a Heisenberg-csoport az egyetlen 1-

dimenziés centrumi kétlépesés nilpotens Lie-csoport. A (2n + 1)-
dimenzids Ho, 11 Heisenberg-csoport az dsszes (n +2) x (n + 2)

1 1 29 -+ x, =z
o 1 0 - 0
0
0 -«v «ov v 0 1
alaki matrix csoportja, ahol z;,y;,, 2 € R,e =1,...,n.

A Hy, 1 Lie-csoport by, Lie-algebraja egy (2n + 1)-dimenzids vek-
tortér
(X1, . X Ve, Y, 2}
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bézissal, ahol a nemzérus Lie-zardjelek

alakiak, 1 <17 < n esetén.

A Bop41 Lie-algebra 3 centruma 3 = spang {7} alakd. A ha, 1 algebran
egy (, ) bels6 szorzat rogzitése egy balinvaridns metrikat hatdroz meg a
Hs, 1 Lie-csoporton. A kovetkezOkben azt a természetes belso szorza-
tot valasztjuk, amely a fent emlitett bazist ortonormaltta teszi.

Az (1) egyenletet és az {Xy,...,X,,Y1,...,Y,, Z} bézist haszndlva
azt kapjuk, hogy

()X =Y, & j(2)Yi=-X;

1 < <n esetén.
Ebbdl kovetkezik, hogy

J(2))? = —ida,

ami azt jelenti, hogy a Heisenberg-csoport ellaitva a megfelel6
természetes balinvarians metrikaval H-tipusa Lie-csoport.

A H-tipusu feltétel gyengitésével kapta meg Lauret a kétlépcsos
nilsokasagok egy ujabb osztalyat (lasd [21]).

5. DEerINici6. Az (N,(.,.))-t mddositott H-tipusi csoportnak
nevezzik, ha

(2) [§(2))° = —h(Z)idq

teljesiil minden Z € 3 esetén, ahol h(Z) egy pozitiv definit kvadratikus
forma a 3 Lie-algebrdn.

Ezen sokasagok fogalmanak bevezetését az a tény is motivalta,
hogy ahhoz, hogy megértsiik a kétlépcsds nilsokasagok geometridjat,
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természetes elészor azt az esetet vizsgalni, ahol a [j(Z)]® csak egy
sajatértékkel rendelkezik tetszéleges Z € 3 esetén. Hiszen a geodetiku-
sok kifejezése anndl egyszeriibb, minél kevesebb kiilonb6zo sajatértéke
van a [j(Z)]*-nek.

A [20] dolgozatdban J. Lauret osztédlyozta a balinvaridns metrikaval
ellatott moédositott H-tipusi Lie-csoportokat izometria erejéig, bi-
zonyitva azt, hogy a médositott H-sokasdgok megadhatéak (N, (.,.)s)
alakban, ahol (N, (., .)) H-tipusu sokasédg és az (., .) s skalaris szorzatra
teljestl az

(X+AY +B)s=(X,Y)+ (SA, B)

Osszefliggés tetszoleges X,Y € a és A, B centrumbeli elemek esetén,
ahol az S a (3, (.,.)) egy szimmetrikus pozitiv definit transzformécidja.
Tovébba az (N, (.,.)s) akkor és csak akkor izometrikus az (N, (.,.)s)
maédositott H-tipusi csoporthoz, ha S és S’ konjugéltak 3-ben, azaz
ha létezik olyan ¢ € O (3, (.,.)), hogy

Sy = ¢Sep "t
Masrészt az (N, (., .)s) izometria-csoportjdnak izotrépia-csoportja
Kg={p € K:¢[;5 = S5¢|;}

alakban adhaté meg, ahol K az (N, (., .)) Heisenberg-tipusu nilsokaség
izometria-csoportjanak izotrépia-csoportjat jeloli.

Mivel a disszertacioban a geodetikus palyatereket is vizsgaljuk,
megjegyezzik, hogy a legfeljebb 6-dimenzids balinvaridns metrikdval
ellatott kétlépcsos nilpotens Lie-csoportok koziil azok, amelyek
Riemann-geodetikus palyaterek, egyben mddositott Heisenberg-tipusu
csoportok is.

Szenthe Jénos [31] dolgozataban tobbek koézott a természetes
torziémentes konnexiok geometriai jellemzésével is foglalkozik, mely
kiindulépontja a masodik fejezetiinknek. Azonban mig ¢ affin esetben
végezte vizsgalatait, mi csak a Riemann esetre szoritkozunk.
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A homogén sokasdgok invarians affin konnexidinak korszert
elmélete K. Nomizu [27] dolgozataval indult. E cikkben definidlta
a reduktiv struktura fogalmat is, amely fontos szerepet jatszik az
elméletben. Ugyanis nem minden homogén sokasagon lehet invaridns
affin konnexiot értelmezni, mikézben vannak olyan homogén sokasédgok
is, melyek tobb affin konnexiéval is rendelkeznek. De ha a homo-
gén sokasag reduktiv struktiraval rendelkezik, akkor e struktirahoz
mindig tartozik egy természetes torziémentes konnexié, amely nagyon
fontos geometriai szerkezettel rendelkezik.

A kovetkezdkben definialjuk mit értiink egy homogén sokasag re-
duktiv struktiraja alatt.

Legyen G egy Osszefliggé Lie-csoport, H a G zart Osszefliggd
részcsoportja, valamint jelolje M = G /H a H baloldali mellékosztalyai
altal alkotott homogén sokasagot. Legyen g a G csoport Lie-algebréja
és h C g a H részcsoportnak megfelel6 részalgebra. Ha adott egy
olyan m C g altér, melyre egyrészt fenndll a kovetkezd direkt Gsszeg
dekompozicio:

g=mdh,

masrészt
[h, m] C m,

akkor azt mondjuk, hogy m az M homogén sokasag egy reduktiv
struktiurdja.

Haam: G — M a természetes projekciot, az exp : g — G pedig
az exponencialis leképezést jeloli, akkor tetszéleges X € g esetén a

T—moexp(tX), T7€R

leképezés az X definidlta 1-paraméteres részcsoport o = w(H)
kezdéponti pélyaja.

Ha m a homogén sokasag egy reduktiv strukturdja, akkor a
sokasdgnak mindig létezik pontosan egy olyan invarians affin kon-
nexiéja (ez a fent emlitett természetes torzidmentes konnexid),
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melynek az o-kezdopontu geodetikusai az X € m elemekhez az el6z0
modon hozzarendelt palyakkal azonosak. Konnyen belathato az is,
hogy egy természetes torziomentes konnexié barmely geodetikusa a
G valamely 1-paraméteres csoportjanak palyaja. Viszont e tulaj-
donsag nem jellemzi dltalaban a konnexidkat, azaz vannak olyan ho-
mogén sokasagok, amelyek ugyan rendelkeznek olyan torziémentes in-
varians konnexiéval, melynek minden geodetikusa pélya, viszont sem-
milyen reduktiv struktira nem definialhat6 rajtuk. Szenthe Janos [30]
dolgozataval elinditott vizsgalatok nyomén bizonyitdst nyert, hogy
a Riemann-sokasagok szempontjabol érdekes bizonyos esetekben ez
ut6bbi jelenség nem kovetkezhet be. Ugyanakkor A. Kaplan [15] dol-
gozataban olyan homogén Riemann-tereket irt le, amelyeknél az el6bb
emlitett jelenség fennall. Szenthe Janos és A. Kaplan fenti munkai egy
maig intenziven vizsgélt kérdéskor kutatasat inditottak el.

Adott g = m @ b direkt Osszeg felbontds esetén jelolje a
tovabbiakban tetszbleges X,Y € m elemekre [X,Y]  az [X,Y] Lie-
zardjelnek az m altérre valé projekciéjat. Ekkor a g = m @ b re-
duktiv felbontésra vonatkozé V természetes torziémentes konnerid a
kovetkezd médon definidlhato:

— 1
(VXA”L::—ingh,

ahol XY € m. Az M sokasdgon adott homogén struktira egy (1,2)
tipusu T tenzormez6 ugy, hogy

Vg=VR=VT=0,

V :=V — T esetén, ahol V az (M, g) sokasdg Levi-Civita konnexidja
és R a megfelel6 Riemann gorbiileti tenzor.

A reduktiv homogén terek egy specialis osztalyat, a természetesen
reduktiv homogén Riemann tereket tobben is tanulmanyoztdk. fgy
S. Kobayashi és K. Nomizu ([16]), W. Ambrose és I. M. Singer ([1]),
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illetve F. Tricerri és L. Vanhecke ([32]) dolgozataibdl szérmazik ezen
terek kovetkezo jellemzése (azaz ekvivalens definicioi).

Az (M,g) homogén Riemann-sokasig akkor és csak akkor
természetesen reduktiv, ha az I(M) izometria-csoportnak van olyan G
Osszefiiggd Lie részcsoportja, mely tranzitiv és effektiv M-n, valamint
egy g = m® b reduktiv dekompozici6 (ahol b valamely M-beli pont H
izotropia-csoportjanak Lie-algebraja gy, hogy a koévetkezo feltételek
egyike teljestil:

1. g(X,Z2],,,Y) + g(X,[Y,Z],) = 0, tetszéleges X,Y,Z € m
esetén;

2. az (M, g) Levi-Civita konnexidja és a dekompoziciéra vonatkozo
természetes, torziomentes konnexio megegyezik;

3. minden M-beli geodetikus egy X € m elem altal generalt I(M)-
beli 1-paraméteres részcsoportnak a palydja.

Fontos megjegyezni, hogy egy M = G/H Riemann homogén
tér akkor is lehet természetesen reduktiv, ha valamely g = m & b
reduktiv felbontdsa az eldbbi feltételeket nem teljesiti. Mégpedig
akkor, ha létezik az I(M)-nek egy masik, megfelel6 G részcsoportja
ugy, hogy M = é/f[ és melyre vonatkozé reduktiv felbontas tel-
jesiti a megkivant feltételeket. A természetesen reduktiv terek
egyik fontos osztalya a Riemann szimmetrikus tereké. Mivel a Rie-
mann szimmetrikus terek osztalyozasat mar E. Cartan elkészitette,
az ujabb kutatasok (ldsd pl. [2]) a nemszimmetrikus természetesen
reduktiv terek felé iranyultak. fgy a 3-, 4- és H-dimenziés nem-
szimmetrikus természetesen reduktiv Riemann homogén terek explicit
megaddsa megtalalhaté példaul F. Tricerri és L. Vanhecke [32], il-
letve O. Kowalski [17] cikkében. J. E. D’Atri és W. Ziller [4] dolgo-
zatukban osztédlyoztak az Osszes természetesen reduktiv kompakt Lie-
csoportokat, C. Gordon pedig a nem-kompakt esetet vizsgalta (lasd

[9])-
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2 Geodetikus vektorok

Legyen (M, g) Osszefiiggd, homogén Riemann-sokasdg, melyen adott
egy g Riemann-metrika. Ha G az M sokasag izometridinak tetszéleges
Osszefiiggd, tranzitiv csoportja és H pedig egy p € M rogzitett pont-
beli izotropia-részcsoport, akkor M természetes modon azonosithatd
a G/H balinvaridns Riemann-metrikdval ellatott faktortérrel. Jelolje
a tovabbiakban g és h a G izometria-csoport, illetve a H izotrépia-
csoport megfelel6 Lie-algebrait.

6 . DeriNici6. A (G/H,g) homogén Riemann-sokasdgot geode-
tikus palyatérnek vagy geodetikus orbit térnek (réviden g.o. térnek)
nevezzik, ha minden M sokasdgbeli geodetikus G egyparaméteres
részcsoportjanak palydja. Azaz minden M -beli geodetikus exp (tX) - p
alakban dll eld, ahol X € g, p € M.

Az el6z6 definiciot most igy modositjuk, hogy nem rogzitjiik elore
az (M, g) sokasdg G/H homogén térként val6 eléallitasat.

7. DEFINICIO. Az (M, g) Riemann-sokasdgot geodetikus pdlyatérnek
vagy geodetikus orbit térnek (roviden g.o. térnek) nevezzik, ha a
mazximdlisan dsszefiiggé G izometria-csoport esetén (G = Iy(M)) a
G/H faktortér g.o. tér az el6zd definicid értelmében.

A G-invarians g Riemann-metrika olyan bels6é szorzatot indukal

T,M-en, melyre vonatkozéan az ad(X) leképezés ferdén szimmetrikus
minden X € b esetén.
A g Lie-algebra egy g = m @ b ortogondlis dekompoziciéjat reduktiv
dekompozicionak nevezziik, ha ad(H)m C m. Ebben az esetben azt
mondjuk, hogy a G/H tér reduktiv tér. Osszefiiged H izotrépia-
csoport esetén a g = m & b ortogonalis dekompozicié pontosan akkor
reduktiv, ha [h, m] C m.
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8. DEFINICIO. Az (M, g) Riemann-sokasdg természetesen reduktiv, ha
valamely G tranzitiv, osszefiggd izometria-csoport, és g = m & b re-
duktiv felbontds esetén az ad(X) leképezés ferdén szimmetrikus minden
X € m esetén, azaz teljesil a

<[Xv Y]m’ Z) = _<Yv [Xv Z]m>
eqyenldséq tetszoleges X, Y, Z € m esetén.

Ismeretes, hogy a g = m @ b ad(H)-invaridans dekompozicidval
ellaitott (G/H,g) homogén Riemann tér akkor és csak akkor
természetesen reduktiv (e felbontdst tekintve), ha tetszéleges X € m
esetén a

v(t) = exp(tX) - p

gorbe geodetikus a megfelel6 Riemann konnexiéra vonatkozéan. A
természetesen reduktiv (M, g) tér fent emlitett definicidja ekvivalens
a kovetkez6 feltétellel: az M = G/H természetesen reduktiv valamely
G C IyM izometria-csoport esetén.

A természetesen reduktiv homogén terek a g.o.  sokasagok
részhalmazat képezik, mivel a g.o. feltétel nyilvanvaléan gyengébb,
mint a természesen reduktiv terekre vonatkoz6. Néhany évtizeddel
ezelott a Riemann-geodetikus pélyatereket még azonositottdk a
természetesen reduktiv terekkel. Az els6 példat olyan geodetikus
palyatérre, amely semmilyen moédon sem természetesen reduktiv, A.
Kaplan adta (lasd [15]), s kiemelte a geodetikusok furcsa ”spiralis”
viselkedését. A legegyszeribb ilyen tipusu példa egy specidlis
balinvarians metrikaval ellatott 6-dimenzids kétlépcesos Riemann-
nilsokasdg, melynek centruma 2-dimenziés. (Ez egyébként egyike az
ugynevezett ”édltaldnositott” Heisenberg-csoportoknak.) A geodetikus
palyaterek részletes tanulmanyozasa A. Kaplan elobb emlitett cikkével
kezd6dott.
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Szamos szerzo a természetesen reduktiv tereket a Riemann szim-
metrikus terek természetes altalanositasaiként vizsgalta. A szakiro-
dalombol ismert a természetesen reduktiv terek teljes osztalyozasa
5-dimenzidig. O. Kowalski és L. Vanhecke a [18] cikkiikben bi-
zonyitottak, hogy a 6-nal alacsonyabb dimenziéju Riemann-geodetikus
palyaterek mindegyike természetesen reduktiv, vagy azza teheto.
Pontosabban szolva, a 4- vagy annal alacsonyabb dimenzids terek
természetesen reduktivak, az 5-dimenzids példak természetesen re-
duktivak vagy azza tehetoek. Tovabba osztalyoztak az Osszes olyan
6-dimenziés Riemann-geodetikus palyateret, amely semmilyen kiter-
jesztés esetén sem természetesen reduktiv.

A g.o. terek tanulmanyozdsanak egyik alapveto technikdja Szen-
the Janostdl szarmazik (lasd [30]). Ez utébbi szerzd fedezte fel a
nem természetesen reduktiv g.o. terek érdekes geometriai hatterét,
anélkiil, hogy ekkor konkrét példa ismert lett volna. A geodetikus
palyatereket ¢ nemcsak Riemann, hanem affin esetben is vizsgalta.
Muzsnay Zoltan és Nagy Péter Tibor [25] cikkiikben a geodetikus gréf
fogalméanak Finsler-konnexiéelméleti analégjat vizsgaltak.

A kovetkezo allitas Szenthe Janos {6 eredményének Riemann esetre
vonatkozo atfogalmazasa.

Legyen (M, g) = G/H geodetikus pélyatér és g = mdh egy ad(H)-
invaridns felbontas. Ekkor

1. Létezik legalabb egy olyan kanonikus ad(H )-ekvivaridns £ : m —
b leképezés (az ugynevezett ” geodetikus graf”) ugy, hogy minden
X € m\{0} esetén az

exp t(X + £(X))(p)
gorbe geodetikus.

2. A geodetikus graf vagy linedris (amely ekvivalens valamely
ad(H)-invaridns g = m' @ b reduktiv felbontdshoz tartozé
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természetes reduktiv struktiraval) vagy nem differencidlhat6 az
m origdjaban.

Az el6zéekben elmondottakbdl kovetkezik, hogy az A. Kaplan
altal bevezetett 6-dimenzids tér esetén a geodetikus graf nem linedris.
A kovetkezdekben expliciten megadjuk ez utébbi ad(H )-ekvivaridns,
nem linedris € : m — h leképezést. C. Gordon geodetikus palyaterekrol
alkotott elméletét felhasznalva ([9]) a geodetikus grafok vizsgalatét
kiterjesztjiik tetszoleges 2-dimenzids centrumu, 6-dimenzids, valamint
3-dimenzids centrumi, 7-dimenzios kétlépcsos g.o. térre is

Eloszor definialjuk mit értiink geodetikus vektor alatt, majd fel-
soroljuk néhany tulajdonsagat, amelyekre a késébbiekben tamaszkodni
fogunk.

Legyen M = (G/H,g) homogén Riemann-sokasig és rogzitsiik a
p € M béazispontot. Felhasznélva a geodetikus vektorokat, a G/H
geodetikus palyatérre vonatkozd szdmolasokat algebrai szamitasokra
redukalhatjuk.

9. DEFINICIO. A g Lie-algebra nemzérus X elemét geodetikus vektor-
nak nevezzik, ha az exp (tX) - p geodetikus.

A geodetikus vektorok kovetkezo jellemzése nagyon fontos a
tovabbi vizsgalatok soran (lasd [18]).

10. LEMMA. Legyen M egqy dsszefliggd homogén Riemann-sokasdg és
G az izometridk egy tranzitiv csoportja. Az X # 0 € g elem pontosan
akkor geodetikus vektor, ha az

<[X’ Y]m’ Xm> =0
eqyenloséq teljesil minden Y € m esetén.

Az el6z6 lemma és definicié kovetkezménye az aldabbi eredmény.
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11. AvLLiTAs.

1. Az M akkor és csak akkor természetesen reduktiv a G tranzitiv
1zometria-csoportra és a g = m @ b felbontdsra vonatkozéan, ha
az m minden zérustol kilonbozd eleme geodetikus vektor.

2. Az M sokasdg minden geodetikusa akkor és csak akkor a G egy-
paraméteres izometria-csoportjanak pdlydja, ha minden X € m
esetén létezik eqy A € b elem gy, hogy

([(X+A,Y]nX)=0

teljesil minden'Y € m esetén. (Azaz az X+A geodetikus vektor.)
Az M pontosan akkor g.o. sokasdg, ha az el6z0 feltétel teljestil a
G = Iy(M)-re, ahol az In(M) az M teljes izometria-csoportjinak
eqységet tartalmazo komponense.

A bevezetOben emlitett 1. Tétel alapjan, ha M egy homogén nil-
sokasag, akkor egyértelmiien létezik az I(M) izometria-csoportnak
olyan nilpotens N Lie-részcsoportja, mely egyszeresen tranzitiv M-
en és normdlis részcsoportja I(M)-nek. Ebbol kévetkezik, hogy az
M sokasdg azonosithaté a balinvarians metrikaval ellatott N Lie-
csoporttal. Ha az N egyszeresen Osszefiiggd sokasdg (és n jeldli az
N Lie-algebréjat), akkor az exp : n — N exponencidlis leképezés dif-
feomorfizmus.

C. Gordon [9] cikkébdl ismert, hogy minden g.o. nilsokaség
legfeljebb kétlépcsds nilpotens sokasag, igy mi csak a kétlépcsos nil-
sokasagokra korldtozzuk vizsgalatainkat.

A tovébbiakban feltessziik tehat, hogy n kétlépcsos nilpotens Lie-
algebra, melynek centrumét 3-vel jeldljiik, tovabba a = 3+ a centrum
ortogondlis komplementuma, igy az n Lie-algbra felirhato

n=aodj
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ortogonalis direkt Osszeg alakban. Emlékeztetiink ra, hogy minden
centrumbeli Z elemre definidlhatunk egy j(Z) € so(a) endomorfizmust
az (1) egyenliség segitségével.

E. Wilson a [33] cikkében bebizonyitotta, hogy az egyszeresen
osszefiiggé N Riemann-nilsokasag teljes g izometria algebraja g = h+n
szemidirekt Osszeg alakban all el6, ahol a b izotropia-algebra az n
Lie-algebra 0sszes olyan derivalasat tartalmazza, amely ferdén szim-
metrikus a Riemann belso szorzatra vonatkozdan. Azaz

h = Der(n) N so(n).

Tovabba két Riemann-nilsokasag (/N és N’) csak akkor izometrikus, ha
l1étezik koztiik olyan Lie-csoport izomorfizmus, amely egyben izomet-
ria is. Ekvivalens médon létezik olyan 7 : n — n’ linedris leképezés,
amely Lie-algebra izomorfizmus és egyben belsGszorzat-tér izometria
is (az n-n illetve n'-n adott bels6 szorzatra vonatkozéan). Ha az
(a,3,7), illetve (a',3,7') jeloli az N és N’ egyszeresen Osszefiiggd
nilsokasdgok adatharmasait, akkor ezen nilsokasagok pontosan akkor
izometrikusak, ha léteznek olyan

d:a—a ésV:3—3

ortogondlis linedris leképezések, melyre tetszoleges Z € 3 esetén tel-
jestl, hogy
J(U(Z))=Poj(Z)o@.

Az el6zoekben elmondottak szerint ahhoz, hogy leirjuk az N teljes
izometria-csoportjat, elegendd megtalalni az n Lie-algebra ferdén szim-
metrikus derivacioit. Ezen derivaciékat megkaphatjuk a kovetkezo
lemma alkalmazasaval.

12. LEMMA. Legyen N eqy egyszeresen o0sszefiggo kétlépcsos nil-
sokasdg és jeldlje (a,3,7) a megfelelé adathdrmast. Ekkor a ferdén
szimmetrikus D : n — n linedris leképezés akkor és csakis akkor de-
rivacio, ha a kovetkezo feltételek teljestulnek:
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(i) D invaridnsan hagyja az a és 3 Lie-algebrdkat, tovabbd
(1i)
J(D(Z)) = [Dya, §(Z))]
teljesil minden Z € 3 esetén, ahol a Lie-zdrdjel az so(a)-n
definidlt Lie-zdrojel. Ebbdl kovetkezik, hogy a by izotropia-algebra
izomorf a
{6 €s0(a):[0,7(3)] Cj(3) és 5" oad(d)oj € so(3)}
feltételekkel adott részalgebrdval.

13. TETEL. Az N egyszeresen 0sszefiiggd kétlépcsds nilsokasdg pon-
tosan akkor g.o. sokasdg, ha minden X € a és Z € 3 esetén lélezik
eqy olyan D ferdén szimmetrikus derivdcio, amelyre

D(Z) =0 és D(X) = j(2)X.

Bizonyitds. Legyen D € b és U € n. Attdl fiiggben, hogy a D-t a
g = b + n Lie-algebra elemének vagy n-beli derivacionak tekintjiik,
a D hatasat az U-ra [D, U], illetve D(U) alakban fogjuk jelolni. Az
X €aés Z € j3esetén a 10. Lemma alapjan az X + Z + D pontosan
akkor geodetikus vektor, ha

(X+Z+D)Y],,(X+2)=0

tetszoleges Y € n esetén.

1. Az eléz6ekben elmondottakbol kovetkezik, hogy barmilyen U €
a elemre

0 = (X+Z+D,U|,X+2Z)=
(X,U],2)+(D(U),X) = (j(2)X - D(X),U).

Azaz D(X) = j(Z2)X.
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2. Tovabba tetszileges W € 3 esetén teljesiill a kovetkezo
egyenldség:

0=(X+Z+D,W],X+2Z) =
Ami azt jelenti, hogy D(Z) = 0.
O

Szenthe Janos eredményeit felhasznalva O. Kowalski és L. Van-
hecke [18] dolgozatdban osztalyozta a g.o.  nilsokasdgokat. A
kovetkezokben a g.o. nilsokasdgok egy analdg jellemzését adjuk meg.

Legyen N = G/H reduktiv homogén tér ellatva egy ad (H)- in-
varians g = n + b felbontassal. Tetszdleges nemzérus X € n esetén
jelolje gx a b kovetkezo alterét:

(3) gx = {A€bh:[A X]=AX valamely A € R esetén}.

Konnyen belathatd, hogy a ¢x részalgebraja a b Lie-algebranak.
Legyen Nx a gx részalgebra normalizatora h-ban, azaz

(4) Nx ={B eb:[B,A] € q, minden A € gx esetén}.
Tovébba jeldlje ¢’y a gx részalgebra h-beli centralizatorat, azaz
(5) dy={Beb:|[B,A] =0 tetszbleges A € ¢, esetén} .

Nyilvanvaléan teljesiilnek a gx C N, és ¢y C Nx tartalmazésok.
Riemann esetben tetszéleges X € n \{0} esetén

(6) gx ={Aebh:[A X]=0}.

Ha N Riemann g.o. nilsokasdg, akkor tetszéleges X € n \{0}
esetén létezik olyan A € h elem, amelyre az X + A geodetikus vektor.
Megjegyezziik, hogy ekkor A € Nx teljesiil (lasd [31]). Az aldbbi
kévetkezmény a [19] cikkbél szdrmazik.
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14. KOVETKEZMENY. Legyen X € g\{0} geodetikus vektor és A € b.
Ekkor az X + A vektor pontosan akkor geodetikus vektor, ha [A, X, =
0.

Az el6z6 eredményeket felhasznalva kapjuk a kovetkezé allitdst

(lasd [31]).

15 . ALLiTAS. Ha o G/H Riemann-geodetikus pdlyatér, akkor
tetszdleges X € n\ {0} esetén létezik olyan B € c elem, melyre az
X + B geodetikus vektor.

Bizonyitds. Tekintsiink egy ad(H )-invaridns (,) skaldris szorzatot a
h algebran és legyen Ny = ¢x + cx a (,)-re vonatkozd ortogondlis
dekompozicié. Eldszor megmutatjuk, hogy cx C c.

Legyen A € qx és B € cx. Mivel B normalizatorbeli elem, [B, A] €
qx. Felhaszndlva, hogy (,) ad(H )-invaridns skaldris szorzat, konnyen
belathato, hogy

<[BuA]7[B7A]> = <37 [Av [BaA]D'

Az el6zé kifejezés zérus, hiszen B € cx és [A,[B, A]] € qx, azaz
[B,A] = 0. Ez utébbi a centralizdtor definicija alapjan éppen azt
jelenti, hogy B € ¢y, azaz cx C c.

A korédbban elmondottak szerint tetszéleges X € n\ {0} esetén
l1étezik olyan A € Ny elem, melyre az X + A geodetikus vektor. Legyen
az A = A1+ As, ahol Ay € gx és Ay € cx. A 14. Kovetkezmény alapjan
az X + Ay is geodetikus vektor. Mivel cx C cy, ezért A € . O

Megjegyezziik, hogy az A ortogondlis projekciéja a cx-re (melyet
As-vel jeloltiik) fiiggetlen az A megvalasztasatél. Definidljuk a & : n —
b leképezést (geodetikus grafot) a kdvetkezé médon:

(A haX#0€n
g(X)_{O, ha X = 0.
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16. ALLITAS. Létezik olyan € : n — b ad(H)-invaridns leképezés,
amelyre tetszdleges X € n\ {0} esetén az X + £(X) vektor geodetikus
vektor.

Fontos megjegyezni, hogy tébb olyan ad(H )-invaridns leképezés is
létezhet, amely eleget tesz az elobbi allitasban leirtaknak, de koziiliik
csak egy kanonikus, azaz specialis algoritmus szerint konstrualt. A £ :
n — b geodetikus graf vagy linearis vagy nem differencialhaté a 0 € n
helyen. A geodetikus graf linearitdsi tulajdonsiga ekvivalens azzal,
hogy a G/H természetesen reduktiv tér valamely ad(H )-invaridns g =
n @ h dekompoziciéra nézve.

2.1 A tranzitiv normalizatori feltétel

A bevezetében emlitett £ : n — b leképezés leirdsakor hasznani fogjuk
C. Gordon ugynevezett tranzitiv normalizatori feltételét (1dsd [9]). A
kovetkezd definicidk és allitasok tole szarmaznak.

17. DEFINICIO. Legyen a w az so(n) részalgebrdja. Azt mondjuk,
hogy a (,) belséd szorzat invaridns vw-n, ha minden X € ro esetén az
adwX ferdén szimmetrikus a (,)-ra vonatkozdan.

Az el6z6 feltétel ekvivalens azzal, hogy a to algebra bels6 automor-
fizmusainak csoportja invaridnsan hagyja (, )-t.

18. DEFINiCIO. Azt mondjuk, hogy az so(n) részalgebrdibdl dlld,
invaridns belsdszorzatokkal elldtott (w,(,)) és (w’,(,)") pdrok kon-
Jugdltak, ha a részalgebrak konjugaltak egy R™-beli ortogonalis transz-
formdcidra vonatkozoan, tovdbbd a konjugdcio dltal definidlt izomor-
fizmus egyben eqy belsdszorzat-tér izometria is vwo és w' kozott. Jelilje

C(n) a konjugdlt osztdlyok halmazdt és legyen C' = EleC'(n).
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19 . TETEL. Kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés adhaté meg
a C halmaz, valamint az egyszeresen 0sszefliggd természetesen re-
duktiv kétlépcsds nilsokasdgok izometria osztdlyai kozott, mégpedig a
kovetkez6 maodon:

A (w,(,)) € C(n)-hez hozzdrendelhetjik az a = R™ (elldtva a stan-
dard belsd szorzattal), 3 = (w,(,)) és j = Id adathdrmasnak megfeleld
eqyszeresen 0sszefliggo nilsokasdgot.

Hasonlé médon megadunk egy osztalyozasi tételt az egyszeresen
Osszefiiggd kétlépcsds g.o. nilsokasagok esetén is.

20. DEFINiCIO.

1. Legyen V. C so(n,R) és N(V) jelolje a V normalizatordt
so(n,R)-ben. Azt mondjuk, hogy V teljesiti a tranzitiv nor-
malizator: feltételt, ha tetszdleges o € V és x € R™ esetén létezik
olyan By, € N(V'), melyre

2. Teqyiik fel, hogy V teljesiti a tranzitiv normalizdtori feltételt. Azt
mondjuk, hogy a (,) belsd szorzat megengedett V-n, ha az o €
V,x € R"-re az elbzdekben megadott B, esetén az ad (ﬁaw)w
ferdén szimmetrikus (,)-ra vonatkozéan.

3. Legyenek V' és V' olyan so(n,R)-beli alterek, melyek teljesitik
a tranzitiv normalizdtori feltételt, ellitva a (), illetve (,)
megengedett belsd szorzatokkal. Azt mondjuk, hogy (V,(,)) ek-
vivalens (V',(,)")-vel, ha' V konjugdlt V'-vel egy O(n, R)-beli el-
emre vonatkozoan, tovdbbd a konjugdcio dltal definidlt izomorfiz-
mus egyben eqy belsGszorzat-tér izomorfizmus is V' és V' kézott.
Jeldlje E(n) az ekvivalencia osztdlyok halmazdt és legyen E =

OleE(n)
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Ha a V az so(n, R) részalgebrija, akkor V nyilvanvaléan teljesiti a
tranzitiv normalizatori feltételt. (Ekkor 3, , = o tetszdleges o € V' és
x € R" esetén.) Tovabbd a V' invaridns bels6 szorzata sziikségképpen
megengedett is. (Az allitds megforditdsa azonban nem igaz.) Fenndll a
N(V) C E tartalmazéas is, mivel a g.o. nilsokasdgok osztalya b&vebb,
mint a természetesen reduktivaké.

A 12. Lemmabdl és a 13. Tételbdl kovetkezik a g.o. nilsokasdgokra
vonatkozo osztalyozasi tétel.

Kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés adhaté meg az E halmaz,
valamint a kétlépcsés g.o. nilsokasdgok izometria osztdlyai kozott,
mégpedig a kovetkezé6 médon: A (V) (,)) -hez tartozé ekvivalencia
osztalyhoz hozzérendelhetjik az a = R™ 3 = (V,(,)) és j = Id
adatharmasnak megfelel6 nilsokasagot.

A 6-dimenziés esetre koncentralva, dima = 4 és

so(4) ~ s0(3) @ so(3).

A két idedl egymds konjugdltja az R* egy T ortogondlis transz-
forméaciojara vonatkozéan. Ha a V' 1-dimenzids, akkor a megfeleld
nilsokasag természetesen reduktiv, ezért a szamunkra érdekes esetben
a V legaldbb 2-dimenzi6s. Két tipusa van az so(4) 2-dimenziés alterei
koziil azoknak, melyek teljesitik a tranzitiv normalizatori feltételt. Az
egyik esetben az so(4) mindkét idedljat egy-egy 1-dimenzids altérben
metszik a kommutativ részalgebrak. Ekkor a megfelel6 nilsokasagok
természetesen reduktivak. A mdsik esetben az egyik so(3) idedlban
fekvo 2-dimenzids alterek teljesitik a tranzitiv normalizatori feltételt,
hiszen az Osszes (,,-t megvalaszthatjuk tgy, hogy azok a V cent-
ralizatordnak (azaz a masik idedlnak) az elemei legyenek. Mivel
minden ilyen altér konjugalt egymassal egy 4-dimenziés ortogonalis
transzforméaciora nézve, elegendé csak egy ilyen V alteret vizsgalni. A
B,z elemek kommutalnak V-vel, igy minden V-n adott belsé szorzat
megengedett. A megfelelé nilsokasagok geodetikus palyaterek, de nem
természetesen reduktivak.
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2.2 A 6-dimenzios eset

A kovetkezo fejezetben a 6-dimenzids kétlépesos nilsokasagok esetén
megadjuk az elézéekben leirt ad(H )-invaridns, nemlinedris £ : n — §
leképezést, kovetve a szerz6 [11] cikkében leirtakat. A vizsgdlatot
eloszor ezen sokasagok egy specidlis osztdlyandl kezdjik, majd az
eredményeket altalanositjuk.

Az els6 konkrét példa olyan geodetikus palyatérre, amely sem-
milyen Kkiterjesztésében sem természetesen reduktiv. A. Kaplantdl
szarmazik. Ez egyike az ugynevezett H-tipusu csoportoknak, egy 6-
dimenziés Riemann-nilsokasdg 2-dimenziés centrummal.

Legyen a tovabbiakban

a=R'=H,3=V%Cs0(4) = s0V(3) + 50?(3)

és j : 3 —so(a). Az eléz6ekben elmondottak szerint az so (4) olyan
kétdimenzids altereit, melyeknél a megfelel6 nilsokasag geodetikus
péalyatér, de nem természetesen reduktiv, csak az so(3) idedlok egyike
tartalmazhatja.

Valéjaban az R*-t tekinthetjiik gy, mint a kvaternidk szamteste,
melyen a két so(3) faktor bal- illetve jobbszorzasként hat. A két idedl
felirhaté a kovetkezd alakban:

soM(3) = AR+ MR+ MR, és
so?(3) = pR+ p;R+ piR,
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ahol
0 =1 0 0 0 -1 0 0
W |1 o000 ot o 00
= 1o o o011 "7 lo o o 1]
0 0 1 0 0 0 —10
0 0 —10 00 -1 0
o |00 0 oo 0o -1
i~ 110 ool PTl10 0 o |’
0 =1 0 0 01 0
00 0 -1 0 0 0 —1
v oo -1 0 o 0o 1 0
F= o1 0 o |0 PPT 10 =10 o0
10 0 0 1 0 0 0
Legyen

V2= AR+ \R C so(3)
egy 2-dimenziés altér, tovabba
n=a®;=R"+ V2
Mivel h = Der(n) N so (n), igy

0O a [ vy
s—| @ 0 X pu
-6 =X 0 v
-y —pu —v 0

21. TETEL. Tetszdleges (N,{.,.)) balinvaridns Riemann-metrikdval
ellatott 2-dimenzios centrumau, kétlépcsos 6-dimenzios homogén nil-
sokasdg esetén létezik olyan ad(H)-invaridns £ : n— b leképezés,
melynél tetszbleges Y = X + Z € n\{0} elem esetén (ahol X € a,7Z €
3) az Y + £(Y) geodetikus vektor, azaz az exp(t(Y + &(Y))) - p gorbe
geodetikus.
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Bizonyitds. (a) Legyen X az a algebra zérustdl kiillonbo6zé eleme, Z
pedig a 3 centrum eleme. A 12. Lemmanak megfeleléen a b izotropia-
algebra az so(4) kovetkezé médon adott részalgebrajaval izomorf:

{0 €s0(a):[0,5(3)] Cj(3) ésj~" 0ad(d)oj € so3)}.
Ebbdl kovetkezik, hogy
[0, ] €e M\R+NR és 6, N] € N\R+ \jR.
Ezen feltételek alapjan egyszert szamitasokkal igazolhatd, hogy
u=_p0 ésv=-—a,

azaz

0 a [ ~

= —-a 0 X g

h= -3 =X 0 —« ’
—y =06 a 0

ahol (a, 8,7, A) € R*.
i) Mivel a 6-dimenzi6s ” Kaplan-tér” esetén

[0, \i] = —(A+79)A; &[0, M] = (A + )N,

a b izotrépia-algebra a kovetkezo alakban all el6:

( 0 a [ 7w 0 0
—-a 0 X p 0 0
B 3 -A 0 —a 0 0
b= -y =6 a 0 0 0 ’
0O 0 0 0 0 v+ A
(\o 0 0 0 —(v+N 0o /|

ahol (o, 3,7, A) € R™.
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ii) Az altaldnos 6-dimenziés tér esetén:

C. Gordon (1d. [9]) geodetikus pélyaterekrdl alkotott altaldnos
elméletének megfeleléen minden skalaris szorzat megengedett. Tegytik
fel, hogy A; és A\; nem alkotnak ortonormalt bazist a (,) skaldris szorza-
tra vonatkozéan. Legyen

E = <)\27)\’L>7F = <)‘iv>‘j>7G = <)‘j7/\j>7

tovabba
e1 = TN\ +YN; €s ex = uN; + VA

alkosson ortonormalt bazist. Ekkor
(e1,€9) = Exu+ F(yu + xv) + Gyv.

Mivel ad(d);y ferdén szimmetrikus a (,) skalaris szorzasra
vonatkozdan, ezért

1. (A+7)E = (A +7)G, tovibbé
2. A+ F=0.

Azaz A 4+~ =0, ami azt jelenti, hogy

( 0O ao (B ~v 00
a0 —y B 00
B -6 v 0 —a 00
b= -y =68 «a 0 00 ’
0 0 0 0 00
\ o o0 0 0 00/]

ahol (a, 3,7) € R3.

Ez vagy a Kaplan-tér izotrépia-algebrdjanak a részalgebraja, vagy
E = G é F = 0, azaz \; és \; ortogonalis bazist alkot, amelybdl
kovetkezik, hogy (,) = c¢ - (,)*, ahol a ¢ egy konstans és a (,)*
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pedig a Kaplan-téren adott skalaris szorzat. A 6-dimenziés geodetikus
palyaterek izotropia-algebraja a kovetkezo alakban all el

)

( 0 a [ 7 0 0
—a 0 A 8 0 0
-8 20 —a 0 0
=9 =4 =8 a 0 0 0 )
0 0 0 0 0 v+ A
(\No 0 0 0 —(v+N 0o /]

ahol (a, 8,7,)) € RL

A 13. Tételnek megfeleléen N akkor és csakis akkor g.o. nilsokasag,
ha tetszéleges X € a és Z € 3 elemek esetén létezik az n algebranak
olyan D ferdén szimmetrikus derivacidja, hogy

D(Z)=0 é D(X) = j(2)X

egyenldségek teljesiilnek. A D(Z) = 0 feltételbél Z # 0 elem esetén
kovetkezik, hogy A = —v. A maésodik feltételbdl pedig a kovetkezo
linearis inhomogén egyenletrendszert kapjuk:

ary + Bro +yxr3 = —21T1 — 2909
—axg — YTy + fr3 = z21T0 + 2003
—0Bxo + YT —Qr3 = Z2okg — 21X3
—vxo — 1 + axy = —29x1 + 21 T9.

Mivel feltételeztik, hogy X # 0 € a, az el6z0 egyenletrendszer
egyértelmiien oldhaté meg, mégpedig

—21 (22 + 23 — 22 — 22) — 22 (2120 + T0T3)

@ = 3+ 23 + a3 + 23 ’

2o(23 + 2?2 — 22 — 22) — 221 (1179 — ToT3)
b= e g ’
v = 222($0$1 — .7?’21'3) — 22’1 (3301’2 + fﬂli[}g)

xf + a3 + 23 + 23
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a fenti inhomogén egyenletrendszer megoldasa.
(b) Abban az esetben, ha X = 0és Z € 3 Szenthe Janos, O. Kowal-
ski és L. Vanhecke bevezetoben emlitett koncepcidjat felhasznalva

0 0O 0 X

- 0 0 A O

c, = 0 -\ 0 0 , A€ R
-2 0 0 0

A 15. Allitdsnak megfelelden létezik olyan C € ¢, elem, hogy a
Z + C vektor geodetikus vektor.
Amennyiben 6 =0 a

0 0 0 A

0 0 A0
2t 0 Zxo0 0 | TE

A 0 00

invaridnsan hagyja az exp(Z+0)-t, ebb6l kdvetkezéen ebben az esetben
a geodetikus egy egyparaméteres csoport palyaja. O]

2.3 A 7-dimenzios eset

C. Gordon a [9] cikkében a 6-dimenzids esethez hasonléan olyan 7-
dimenzids g.o. nilsokasiagot konstrudlt, amely nem természetesen re-
duktiv. Ebben az esetben is megadjuk a geodetikus grafot.

A [9] alapjan belathatd, ahhoz, hogy a megfelel6 nilsokasdgok nem
természetesen reduktiv g.o. terek legyenek (azaz egyetlen megengedett
skaldris szorzat se legyen invaridns) az so(4) szébajohet6 3-dimenzids
altere csak valamelyik so(3) ideél lehet. fgy az altalanossag megsértése
nélkiil feltehetjiik, hogy

V3 =50 (3) = MR + R + MR
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Ebben az esetben V3 részalgebra és N(V) = so(4). A tranzitiv
normalizatori feltételnek megfelelden tetszoleges o € V, x € R™ esetén
a [a. a masik so(3) idedlban, azaz a V' centralizatordban fekszik.

Mint mar emlitettiik h = Der(n) N so(n), igy

0 o [ v
s— | @ 0 X pu
-6 —=XA 0 v
-y —pu —v 0

A b algebra az so(4)
6 € s0(4) : [5,7(3)] C j(3) 6 j~' 0ad(8) 0 € s0(3)
alakban adott részalgebrajahoz izomorf, igy
[0, As] € MR 4+ A R+MR

teljesiil s = 1; 7; k esetén. Tovabba

[0,M] = —(v+ X)X+ (8 — ),
[0,N] = (v XA = (a+ V),
60 = (=B + (a+v)A;.

Ezek alapjan az izotrépia-algebra

( 0 a [ 7~ 0 0 0 )
—a 0 A pu 0 0 0
-3 =X 0 v 0 0 0
h= -y —u —v 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 (v+A) —(B—n)
0 0 0 0 —(yv+2X) 0 (v +v)
(\ 0 0 0 0 pB-—p —(a+v) 0 )
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alakban &ll elé, ahol (o, 3,7, A\, u, v) € RE.
A 13. Tétel D(Z) = 0 feltételébdl (ahol Z € 3) addédik, hogy

)\:_%ﬁ:,ua’/:_ay

igy
0 o [ 7
_ —a 0 — f 3
h_ —/6 vy 0 — 7(a7677)ER
—y =8 a 0
Ha
0 —21 —RXk9 —Z3
Xecaez=| 2 0 —= = €3
Z9 23 0 —
zZ3 —2Z9 21 0

akkor a D(X) = Z(X) feltételbdl egy inhomogén egyenletrendszert
kapunk. Mégpedig

1. Ha X # 0, akkor

azo + Bry + e = =211 — 2T — 2373
—axg — YTo + fr3 = 21To — 23T + 2273
—fBxo+ YT —Qr3 = 20X+ 231 — 2123
—YTo — B+ awey = 23T — 22T1 + 21T2.

Mivel feltettiik, hogy X # 0 € a, az el6z6 egyenletrendszer
egyértelmii megoldésa:

—21 (23 + 23 — 22 — 12) — 229(w179 + To3) — 223(T173 — TOT2)

v 23+ 2%+ 23 + 13 ’
 z(af 4ot — ad — af) — 2z (2120 — wox3) — 223(T0w1 + Tow3)

s = 3+ 23 + 23 + 23 7

- z3(—22 + 22 + 23 — 22) + 229(wowy — Tow3) — 221 (ToTo + T173)

xd + a3 + 23 + 23
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fgy tetszéleges X + Z esetén az X+ 7 +&(X +7) geodetikus vek-
tor egyértelmiien meghatarozott és az «, 3, y-ra el6bb megadott
formulak definialjdk a megfelelé nemlinearis £ leképezést.

2. Ha X =0 és Z € 3, akkor a Z + ¢ pontosan akkor geodetikus

vektor, ha

([Z+6,Y]n, Z) =0

teljesiil tetszéleges Y € n\{0} esetén. Igy

amely alapjan

<[5’ Y]n’ Z> =0,

([0,U]n, Z) =0

all fenn barmely U € 3\{0} esetén, azaz

5I3

o5 | 22

0 THA =(B-n)
—(v+ AN 0 a+v
B—p —(a+v) 0
0 &1 —&9
—&1 0 3
£9 —E&3 0
E1R9 — E9%3 0
—E&121 + €323 = 0
E921 — E3%29 0

Az el6z6 homogén egyenletrendszernek létezik trivialistél kiilonbozo

megoldasa, mégpedig:

Z3

<2
€3 € R, Eg9g = —&3,&1 = —&3.
z

1 21

A fenti szamolésok alapjan kapjuk az alabbi eredményt.
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22. TETEL. Tetszbleges (N, {(.,.)) balinvaridns Riemann-metrikdval
ellatott 3-dimenzids centrumai, kétlépcsos T-dimenzios homogén mnil-
sokasdg esetén létezik eqy olyan ad(H)-invarians £ : n — b leképezés
gy, hogy tetszbleges Y € n\{0} elem esetén az'Y + &(Y) geodetikus
vektor, azaz az exp(t(Y +£(Y))) - p gorbe geodetikus.

Z. Dusek, O. Kowalski és S. Nikcevic [3] cikkiitkben bebi-
zonyitottak, hogy a C. Gordon altal bevezett, az el6bbiekben
jellemzett 7-dimenzids g.o. nilsokasdgok mellett, csak a G/H =
(SO(5) x SO(2)) JU(2), illetve a G/H = (SO(4,1) x SO(2)) /U(2)
alakd, g¢,, (p,q paraméterek) invaridns metrikdval ellatott homogén
g.0. Riemann-sokasagok azok, amelyek nem természetesen reduktivak.
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3 Szubmerzid

A balinvarians Riemann-metrikaval ellatott kétlépcsos nilpotens Lie-
csoportok geodetikusait szamos szerz6 vizsgalta az utobbi 20 évben.

A nilsokasdgok kiilonbozé osztalyai esetén megadtak a geode-
tikusok egyenletét (1dsd [2], [6], [14], [15], [20]), majd alkalmazték
a Riemann-sokasdagok spektralgeometridgjaban (lasd [5], [8], [22],
[24]). A balinvaridans Riemann-metrikaval ellatott kétlépesds nilpotens
Lie-csoporton bevezetiink egy természetes Riemann-szubmeriét és
megvizsgaljuk e szubmerzié alapegyenleteit (ldsd [28]). B. O’Neill
Riemann-szubmerzidk geodetikusaira adott differencidlegyenletei (lasd
[26], [29]) a kétlépcsds geodetikusok egyenleteit adjak meg olyan
formaban, melyet A. Kaplan megkapott a Heisenberg-tipusi csoportok
esetén ([14]) és P. Eberlein pedig az altaldnos esetre adott meg ([6]).
Ennek a résznek a f6 célja a modositott Heisenberg-tipusi Riemann-
sokasdgok jellemzése (mely fogalmat J. Lauret vezetett be a [20]
cikkében). A vizsgalat kozben felhasznéljuk a Riemann-szubmerzids
reprezentacié geodetikusainak tulajdonsagait. A fejezet eredményei a
szerzé Nagy Péter Tiborral k6zos cikkén ([13]) alapulnak.

Mint mar a Bevezetében emlitettiik egy balinvarians Riemann-
metrikaval elldtott (N, (.,.)) kétlépcsés nilpotens Lie-csoportot
Heisenberg-tipusi Lie-csoportnak nevezzik, ha [j(Z2)]? = —(Z, Z)id,
teljestil tetszoleges Z € 3 esetén. J. Lauret a [20] cikkében a H-tipusi
feltétel gyengitésével a Heisenberg-tipusu Lie-csoportok fogalmanak a
kovetkezo altalanositédsat vezette be.

23 . DEFINICIO.  Egy balinvaridns Riemann-metrikdval elldtott
(N, (.,.)) kétlépcsds nilpotens Lie-csoportot mddositott Heisenberg-
tipusti  Lie-csoportnak neveziink, ha [j(Z)]> = MNZ)id, tetszdleges
Z € 3 elem esetén valamely \(Z) < 0 fiigguénnyel.

A balinvaridans metrikdval ellatott moédositott H-tipusi Lie-
csoportokat izometria erejéig J. Lauret osztalyozta a [20]-ban, bi-
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zonyitva azt, hogy a médositott H-sokasdgok megadhatéak (N, (., .)s)
alakban, ahol (IV, (.,.)) H-tipust sokasdg és az (., .)s skaldris szorzatra
az

(X+AY +B)s=(X,Y)+ (SA, B)

Osszefiiggés teljesiil tetszdleges X, Y € a és A, B € 3 esetén, ahol az S
a (3,(.,.)) egy szimmetrikus pozitiv definit transzforméacidja.

3.1 Riemann-szubmerzid

A Riemann-szubmerzé fogalmét (ellentétben a parhuzamos fogalom-
mal, a Riemann-immerzééval, amelyet mar a Riemann-geometria
kezdeteit6l tanulmanyoznak) csak B. O’Neill 1967-es cikke ([29]) dta
vizsgdaljak alaposabban. Eloszor definidljuk mit értiink Riemann-
szubmerzi alatt, majd bevezetjiik B. O’Neill szubmerzéra vonatkozd
invariansait, az A és T tenzorokat.

24. DEFINICIO. Legyenck M és B Riemann-sokasdgok. Riemann-
szubmerzio alatt olyan az M sokasdgrol a B-re képezo simanw : M — B
leképezést értink, amely eleget tesz a kovetkezo axiomdknak:

(i) a w leképezés maximdlis rangi,
(ii) a 7. megdrzi az M horizontdlis érintévektorainak hosszat.

A 771(b) sokasigokat fibrumoknak nevezziik. Egy M-beli vek-
tormez6 (illetve az M sokasdg egy érintévektora) vertikdlis, ha min-
den esetben érintdje a fibrumoknak; horizontdlis, ha minden esetben
merdleges a fibrumokra.

A 7w : M — B szubmerzi6 esetén jelolje ) és U a horizontalis és
vertikalis vektoroknak az M érintétereire vonatkozd projekcidit. Meg-
jegyezzik, hogy a

Ty Ty M — Ty B
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érint6leképezés (ahol x € M és b = 7(z)) magja U,, a T, M-beli
7 1(b) = F, = F, fibrum érint§ altere és egy lineéris izomorfizmust
indukal a $),-r6l (amely a U, mag T, M érint6térbeli ortogonalis kom-
plementuma) a 7, B érint6térre.

A szubmerzié tulajdonsidgai megadhatéak az ugynevezett funda-
mentdlis tenzorainak a segitségével. Két ilyen alaptenzor 1étezik. Az
egyiket, amelyet a tovabbiakban T-vel jelolink a 7—!(b) fibrumok
mdsodik alapformdja hataroz meg. A masik tenzor, az A pedig az
M-beli $ horizontdlis disztribicié integralhatésagat jellemzi. Jelolje
V az M sokaség g Riemann-metrikajara vonatkoz6 Levi-Civita kon-
nexiojat, V pedig az 0sszes b € B esetén az F, fibrumok g, Riemann-
metrikaira vonatkoz6 Levi-Civita konnexidinak osszességét. Az U,V
vertikalis vektormezok esetén a Vi V' 7joldefinidlt” M-beli vertikalis
vektormezo, azaz:

Vi,V =0V, V.

Tovabba minden Fj fibrum az M sokasag egy zart részsokasaga, ezért
mindegyik fibrum egy mdsodik alapformat indukal. Egy M-beli F
vektormezOt levetithetének neveziink, ha létezik olyan B-beli £ vek-
tormez6, hogy m.(E,) = Ej teljesiil minden x € M esetén. Ekkor azt
is mondjuk, hogy az E és E vektormez8k m-viszonyuak.

Az M-beli E vektormez6t akkor nevezziik alapvektormezdnek, ha
levetitheté és horizontdlis. Megjegyezziik, hogy minden B-beli X
vektormez6 esetén pontosan egy M-beli X alapvektormez6 létezik,
amely m-viszonyban all X -szel. Tovébba, ha X és Y alapvek-
tormezok, akkor a $) [ X, Y] az az alapvektormezs, amely m-viszonyban

all [)N( , EN/] -mal és HDxY pedig a D )})N/—mal m-viszonyban allé alapvek-
tormezd. Bebizonyithaté az is, hogy ha X és Y alapvektormezdk,
akkor g(X,Y) = g(X,Y) konstans a fibrumokon, ha pedig U vertikalis
vektormez6, akkor [X, U] vertikélis. Az A és T tenzorok tetszéleges F
és F' vektormezok esetén az alabbi médon fejezhetoek ki:
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TeF = §Vap(TF) + BVap(HF),
ApF = BVep(HF) + HVep(TF).

A fenti tenzorok a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkeznek:

Tg és Ag ferdén szimmetrikus linearis operatorok, tovabba felcserélik
az M sokasag érintétereinek horizontalis és vertikalis altereit,

T wvertikdlis (azaz Tp = Tyg), az A tenzor pedig horizontdlis (azaz
AE = Aij)?

T szimmetrikus tenzor vertikdlis V és W vektormezdk esetén, azaz
TvW =TwV,

A ferdén szimmetrikus tenzor horizontdlis X és Y vektormezok
esetén, azaz AxyY = —Ay X,

1
AxY = 5%[)(, Y] egyenl6ség teljesiil horizontdlis X és Y vek-

tormezok esetén.

A vertikalis disztribtcié integralhatd, hiszen U a fibrumoknal
definidlt érintd disztribucié. De a $ horizontdlis disztribicié nem
feltétleniil integralhaté. Az elobb felsoroltak koziil az utolsé tulaj-
donsag jelenti azt, hogy az AxY a $ disztribicié integralhatésaganak
"természetes” akaddalyat méri.

A T és A alaptenzorok és a V kovarians derivalas kozotti kapcesolat

(7) VoW =Ty W + BV W, VX =9V X + Ty X,
(8) VxV = AxV +0VxV,  VxY = §VxY + AyY,
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egyenletekkel fejezheto ki X és Y horizontdlis, illetve V' és W vertikalis
vektormezok esetén.

Mivel a T tenzor a masodik alapformaval all kapcsolatban, a T
pontosan akkor azonosan nulla, ha az Gsszes fibrum totalgeodetikus.
A vizsgalt szubmerziénk esetén ez az eset all fenn, ezt lathatjuk majd
a kovetkezo alfejezetben.

Az A tenzor pedig akkor és csak akkor tiinik el azonosan, ha $)
integralhato.

3.2 A 7:N — N/Z szubmerzi6

Legyen N egy egyszeresen Osszefliggd kétlépesos nilpotens Lie-csoport
és jelolje n a megfelel6 Lie-algebrat. Az exp : n — N diffeomorfizmus
segitségével az n vektorteret az N Lie-csoporttal, az n X n szorzatteret
pedig a T'N érintényalébbal azonosithatjuk. Legyen a () egy bels6
szorzat az n =T, N-n, mely a

(X Y) = (01X, (A, 1).Y)

P

Osszefiiggés segitségével egy balinvarians Riemann-metrikat definial az
N sokasdgon (a A a baleltolds). Jelolje Z az n Lie-algebra 3 cen-

trumanak megfelel6 Lie-csoportot. A TM N horizontélis disztribiicié
balinvaridns és meréleges a (\;), T.Z-re. Felhasznédlva az n = a @ 3
ortogondlis direktosszeg felbontast, tetszoleges X, Y € a és U,V € 3
elemek esetén a kovetkezo azonossagok érvényesek:

XeUYaeV] = 0&[X,Y],
(XaeU)o(Y®V) = (X+Y)@<U+V+%[X,Y]).

Ebbol kovetkezik, hogy a Axqu baleltolasra teljesiil a

(9) (Axav), loso Y BV)=Y & (V + % (X, Y])



42 3 SZUBMERZIO

egyenléség. Igy a (A xav), loso (Y @ V) balinvaridns vektormez6t agy
is tekinthetjiik, mint az

1
X@UHY@<V+§[X,Y])

leképezést.
A TxguN érintotér direkt osszege a

1
TV N = {Y@ S XYY € a}

horizontéalis és a

Ty

VN ={0827;Z¢c3}

vertikalis altereknek, azaz
1

Mivel a T' )(%UN horizontalis altér fliggetlen az N Lie-csoport Z cent-

rumatol, a horizontalis disztribicié a 7 : N — N/Z fibrumnyalabban
egy 7 konnexiét hataroz meg. A kovetkezdkben a fibrumok megfelel6
parhuzamos eltoldsait irjuk le az N/ Z alapsokasag gorbéi mentén. Fel-
hasznalva az exp : n — N leképezés segitségével torténo azonositast,
beldthatd, hogy az N/Z faktortér mellékosztalyai megegyeznek az n/3
faktortér mellékosztélyaival az n additiv struktirdjara vonatkozdan.
Azaz az N/Z alapsokasdg pontjai azonosithatéak az a vektortér vek-
toraival.

25. LEMMA. Legyen X(t) az N/Z faktortér egy differencidlhato
gorbéje. Jelolje

Tiot - T (X (to) ®0) — 77 (X (t) ®0)
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az X(t) alapgirbe N-beli horizontdlis liftjei dltal meghatdrozott
leképezést. Ekkor tetszoleges Z € 3 esetén

i (X(t) @ Z) = X(1) & (7 + % (X (), X)),

Bizonyitds. A horizontalis disztribicié alakja azt jelenti, hogy az
X(t) ® Z(t) gorbe akkor és csak akkor horizontdlis liftje egy X(t)
gorbének, ha az érintévektorara érvényes az

Xt e 2'(t) = X'(1) @ 5[X (1), X'(1)]
Osszefiiggés. Ez ekvivalens a
2(t) = 3IX(0), X'(1)
egyenloséggel, amibdl az allitasunk kovetkezik. H

Most megmutatjuk, hogy az N/Z faktortéren bevezethetd egy
egyértelmii g euklideszi metrika gy, hogy a 7 : N — N/Z principalis
fibrumnyaldb Riemann-szubmerzié a ¢ és g Riemann-metrikakra
vonatkozoan. Mivel a horizontélis disztribucié fiiggetlen az U € 3
elemtdl, a

9p(X,Y) = (A, )X, (A 1).Y)

P

balinvarians Riemann-skaldris szorzat T’ )((e)sUN horizontdlis disztribu-

cidra torténd lesziikitése levetitheté a T'(N/Z) érintonyaldbra. Ez azt
jelenti, hogy a 7 : N — N/Z leképezés Riemann-szubmerzid.
Mivel tetszoleges X € a elem esetén a

{t(X®0); t e R}
egy l-paraméteres részcsoport exp(a)-ban, igy

exp(a) = a.
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Az N/Z faktorteret az
(X®0)oZ={(X®0)o(0aV)=XapV; Vest—X

alakban definidlt N/Z —a leképezés segitségével azonosithatjuk az a
vektortérrel.

Jelolje az X € aelem esetén a gx azt az a-beli Riemann-metrikat,
amely megfelel az N/Z-beli faktortérnek. Legyen Yi,Ys € a. Az Y]

elemek (i = 1,2) horizontélis liftjei a T)((he)sON -ra

Yo 51X, ¥)

alakuak, amelybdl a

_ 1
(Axtpo)«(Y: @ §[X7 V;)) =Y, @0

osszefliggés adodik. fgy

(1. Y5) = ( (ko) ( © 50X, ¥1), Oz (43 @ 5N D))

2
= <Y1 ®0,Y5 EBO> = <Y'17Yv2>ﬂ'

Az eloz6ekbdl kovetkezik, hogy a Riemann-skaldris szorzat konstans
az. N/ Z faktortéren, igy az N/Z euklideszi tér.

Az (N, (.,.)) balinvaridns metrikdval ellatott Lie-csoport VxY ko-
varians derivaltjara a kovetkezo Osszefiiggések teljestilnek:

1 1
(1) VxY =3[X.Y], VxZ=V.X=-3j(Z)X, VzZ'=0,

ahol az X,Y € a és a Z,Z* € 3 elemeket, mint N-beli balinvarians
vektormezoket tekintjiik (lasd [6]).
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26. LEMMA. A 7 : N — N/Z Riemann-szubmerzid e € N
egységelembeli T'|. és Al alaptenzoraira a

Tle = 0 és

(Al xw(Y +V) = (V)X @ [X,Y]

osszefiliggések teljesiilnek, ahol X,Y € TN = q és UV e TN 3.

Bizonyitds. Legyen XY € TWN = a6 UV € TYWN =~ ;
tetszoleges. Ezen vektorokat N-beli balinvaridns vektormezokké ter-
jesztjik ki és a tovabbiakban ugyanezt a jelolést alkalmazzuk rajuk.
Az A és T alaptenzorok illetve az (N, (.,.))-n adott V kovaridns de-
rivalas kozotti 6sszefiiggésbdl (lasd (8)), valamint a (10) egyenletekbdl
adodik, hogy

1
TvU =—-9VyU =0, TyY =-"0UVyY = §Q]j(V)Y =0.
Mivel a T' tenzor vertikalis,
TxwY+U)=Ty(Y +U)=Ty(Y)+Ty(U) = 0.

fgy ezzel allitasunk elso részét igazoltuk.
Az A tenzor horizontélis tulajdonsagabol kovetkezik, hogy az

Axu(Y + V) = Ax(Y + V).

Hasonl6an az eléz6 esethez a (7) és (10) egyenletekbél kapjuk az

1
AXY = %[Xa Y]

Osszefiiggéseket, ami éppen az allitasunk mésodik része. O
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Mivel a T tenzormez6 balinvarians, az el6z6 lemmabdl kovetkezik,
hogy T identikusan eltiinik.
Az A tenzormezé szintén balinvaridns, igy felhasznalva a (9)
Osszefiiggést az
(Alxev)viez (Y2 © Z2)

tetszoleges X @ U pontban kifejezheto, mégpedig a kovetkezé modon:
(Alxov)viaz (Y2 © Z2)
= (Axa0)«(Al050) (yap)m ez Axev)s (Yo @ Za).
Egyszerti meggondolas alapjan adodik:

27. LEMMA. A 7w : N — N/Z Riemann-szubmerzio totdlgeodetikus
fibrumokkal rendelkezik, azaz a T tenzormezd identikusan eltinik. Az
A tenzormezo tetszoleges X,Y1,Ys € a és U, Z1, Zy € 3 elemek esetén

(Alxev)viez (Yo © Z5)

_ (—%j(zm + 30X, mm)

o (50 ¥al - X2V + gX. X Vi)

alakban all eld.

3.3 A geodetikusok jellemzése
A kovetkezéekben B. O’Neill eredményeit (ldsd [29]) hasznaljuk.

28. TETEL. Legyen m: M — B szubmerzid és az E = H+V eqy
a gorbementi M -beli vektormezo, ahol H = HE és'V =*UBE. Ekkor

f) (E/) = Ei + AH (‘Zio/) + AYJa/ (V) + Ama/ (V) ,
V(E') = Ao (H)+ T (H) + B (V).
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Az N totélis tér geodetikusainak differencidlegyenleteire az el6z6
tételt felhasznélva és rendezve a kétlépcesds nilsokasagok geodetiku-
sainak egyenleteit (14sd [8], [14]) bebizonyithat6, hogy amw: N — N/Z
leképezés Riemann-szubmerzié. Mivel a T tenzormez6 identikusan
eltiinik, az N sokasdg «(s) differencidlhaté gorbéje pontosan akkor
geodetikus, ha kielégiti az

(11) o = —2A4,0a" és V(W) =0,

differencidlegyenleteket, ahol o jeloli az N/Z euklideszi térbeli m o «
projektalt gorbe (7 o «)” gyorsulasvektoranak horizontalis liftjét.
Hasonléan a kordbbiakhoz az N sokasdgot az n Lie-algebrajaval
azonositjuk, mig a T'N érintényalabot az n x n szorzattérrel. Az a(s)
geodetikust

a(s) = X(s)d U(s)
alakban irjuk, ahol tetszoleges s € R esetén X(s) € a,U(s) € 3. Ekkor

d(s)=X'(s)aU'(s)

és a sebességvektor horizontalis, illetve vertikdlis részére a kovetkezo
Osszefiiggések adddnak:

Ha'(s) = X'(s) & S[X

1
® 3 (s),
Ve (s) = 0 U'(s) — %

Tovébbé a (m o «)” horizontélis liftjére az

1

ol = X"(5) & 5[X (), X"(5)

egyenlet teljesiil.
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Felhasznalva az A tenzor 27. Lemmaban megadott alakjat,
valamint a (11) egyenleteket a kovetkezé egyenletrendszert kapjuk:

X'(s) @ SIX09. X5 = (U9 - 51X X)) X0
© 5 | X6 - S X)X
U(s) — %[X(s),X”(s)]:O.

A mésodik egyenlet azt jelenti, hogy az U’(s)—3[X (s), X’(s)] konstans.
Jelolje ezt a konstans vektort WW).
Az els6 egyenletet ekvivalens modon

(X7"(s) = (H (W) X'(s)) & %[X(S% (X"(s) =j(W)X'(s))] =0 0

formaban irhatjuk. fgy a geodetikusok egyenleteire az

(12) X"(s) = J(Wo)X'(5)
(13) U'(s)  5X(5), X'(s)] = Wy

egyenletrendszert kapjuk, ahol a W, € 3 a fent bevezetett konstans
vektor. Az el6z6 egyenleteket A. Kaplan bizonyitotta a H-tipusi nil-
sokasdgokra ([14]) és P. Eberlein altaldnositotta tetszéleges kétlépcsds
nilsokasagokra ([6]). A (13) egyenlet azt jelenti, hogy az N-beli a(s)
gorbementi érintovektormezo

Va'(s) = 0B (U’(s) — %[X(s%X’(s)])

vertikalis komponensét a 0@ W, konstans vektorral reprezentalhatjuk.
A W, konstans vektor tetszoleges 3 centrumbeli elem lehet, melyet a
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geodetikus érintévektorara vonatkozo kezdetiérték feltétel vertikalis
része hatédroz meg.

Mivel a 7 : N — N/Z szubmerzi6 fibrumai az N totdlgeodetikus
részsokasagai, a

Topos 17 (m(a(s0))) = 7 (m (o))

leképezések a 771 (m(a(sg)))-b6l a 7 (7 (a(s)))-re izometridk, ahol s €
R. Ebbdl kovetkezik, hogy a

YR xa (r(a(s0) = [ 7 (w(als))

seR

leképezés, melyet a

U(s,2) = Ty, 52
segitségével definidlunk (ahol s € R, 2z € 77 (7(a(sp)))), izometria az
R x 7 (m(a(so))) euklideszi szorzattérrél az | J, g w7 (m(a(s))) C N

Riemann-részsokasagra.
A kovetkez6 lemma a (13) egyenlet értelmezését adja meg.

29. LEMMA. Ha az X(s) @ U(s) gorbe az N kétlépcsés Riemann-
nilsokasag geodetikusa, akkor ez mem mds, mint a

{¥(s, sWo); s € R} = {715, .sWp; s € R}

képgorbe az R x (7~ H(X (s0) ®0)) euklideszi tér {(s, sWy); s € R}
egyenesének |, (X (s) ® 0) C N részsokasdgdban.

Bizonyitds. Az exp : n — N leképezéssel torténo azonosités
segitségével a 25. Lemmdabdl azt kapjuk, hogy az {(s,sWy); s € R}
egyenes képének

(s, sWo) = T s5Wo € 7 (X (5) ® 0)
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pontja
L s
X(s)pU(s)=X(s)® (5WQ + 3 fSO (X (u), X/(u)]du)

alaki. Ezen gorbe érintévektora

X(6) @ Us) = X' @ (o + 5X(9), X'(9)

forméban fejezheté ki, amely ekvivalens a (13) egyenlettel. O

A kovetkez6kben a (12) egyenletet elemezziik. Amint kordbban
lattuk, a W, konstans vektor a 3 centrum egy tetszéleges eleme, melyet
az a(s) geodetikus érintévektordra vonatkozo kezdetiérték feltétel ver-
tikalis része hatdroz meg. Az «a(s) geodetikus 7 o a(s) projekcidjat
a (12) egyenletet kielégité X (s) vektormez6 irja le, ahol tetszéleges
s € R esetén X (s) € a.

30. ALLITAS. Tetszdleges a(s) geodetikus woa(s) projekeidja konstans
gorbiletii az N/ Z euklideszi térben.

Bizonyitds. Legyen X(s) € a, amely az a(s) geodetikus 7 o a(s) pro-
jekcidjanak felel meg. Jeldlje az

XM (s) = j(Wo)" 1 X"

az X(s) n-dik derivéaltjat (n > 1), de az els6 és masodik derivéltak
esetén a szokdsos X' és X" jeloléseket alkalmazzuk. A (12) egyenletnek
megfelelel6en

LX), X (g)y = (XOH(5), X (s))

2
= (J(Wo)X™(s), X" (s)) =0,
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mivel a j(Wy) ferdén szimmetrikus operétor. fgy az « geodetikust a
7 o« gorbe t ivhosszdval paraméterezhetjik. Legyen e;(t) = X'(t).
Ekkor a 7o a(t) gorbe k; gorbiilete az

(X"(), X"(£))2 = (€} (£), i ()2
konstans. Ha k1 # 0, definidljuk es(t)-t az
e’l(t) = Hleg(t)

egyenlettel. Hasonléan rekurziv moédon definidlja a ki, ko, ..., Ky
Frenet-formulakat az

e;(t) = —ki_1€;_1(t) + Kie;1(t)

egyenlet, hai=2,...,n—1, és
e (t) = —kn_1€,_1(1).

Induktiv. médon feltehetjiikk, hogy k;_1 konstans és e;(t) az
X'(t),..., X9 (t) vektorok linedris kombinaciéja konstans egyiitthatokkal,
igy az €(t) = j(Wy)e;(t) hossza konstans. Mivel

e;(t) = —ri1ei1(t) + Kiep (1),
azt kapjuk eredményiil, hogy x; konstans és e; () az

X'(t), ..., XD(@)

vektorok linearis kombinacioja. O

31. KOVETKEZMENY. Az a(s) = X(s)®U(s) geodetikus mwoa(s) pro-

jektdlt gorbéje az N/ Z euklideszi térben akkor és csak akkor egyenes,
ha

J(U(s0)) X (s0) = 0

teljesil valamely sq pontban.
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3.4 A mobdositott Heisenberg-sokasagok geode-
tikusai

Ebben a részben azon kétlépcsos nilsokasdgokat jellemezziik, melyek
esetén a geodetikusok projekciéi pontok, egyenesek vagy korok.

32. ALLITAS. Legyen (N, (.,.)) eqy kétlépcsds nilpotens Lie-csoport.
Ekkor a geodetikusok N/Z-beli projektalt gorbéi akkor és csak akkor
pontok, egyenesek, korok, ha

J(U)? = —q(U)idy,
ahol a q(U) egy pozitiv szemidefinit kvadratikus forma a 3 centrumon.

Bizonyitds. Jelolje az n = a® 3 az (N, (.,.)) Lie-csoportnak megfelel6
Lie-algebrat. A projektalt gorbéket akkor és csakis akkor tartalmazza
az N/ Z alapsokasig egy kétdimenziés altere, ha ko = 0 minden ilyen
gorbe esetén. Ez pontosan akkor all fenn, ha

X"(t) = €\(t) = i(Wo)ei(t) = riea(?)
és
X"(t) = €{(t) = j(Wo)?er(t) = riey(t) = —riei(t).
Tetszoleges U € 3 és X € a esetén
JUPX = 2X

egy megfelelo A konstanssal. Mivel a j linedris operator ferdén szim-
metrikus, ezért igy a

(U)X, X) = (U)X, j(U)X)
azonossag teljesiil, amely ekvivalens azzal, hogy

. X2
NG
X]
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Konnyen beldthaté, hogy minden X € a vektor a j(U)? operdtor
sajatvektora, fgy a j*(U) operatornak minden U € 3 esetén csak
egyetlen sajatértéke van. Ennélfogva a \ fliggetlen az X vektortdl.
Ebbdl azt kapjuk, hogy

N GG

—q(U),
\XF q(U)

ahol a q(U) egy pozitiv szemidefinit kvadratikus forma a 3 centrumon.
]

A kovetkez8kben felhasznédljuk azt a P. Eberlein [8] cikkébél
szarmazé allitast, mely szerint minden kétlépcsos nilpotens Lie-
algebrabodl levalaszthaté egy Abel-faktor.

33. ALLiTAs. Legyen n eqy kétlépcsos nilpotens Lie-algebra, melynek
centrumat 3-vel jeloljik. FEkkor az w Lie-algebrdnak léteznek olyan n*
és & idealjar, ahol & C 3 és melyekre teljesilnek a kovetkezok:

I.n=n"®¢ és3=[nn]dE

2. n* kétlépcsds nilpotens Lie-algebra, mégpedig gy, hogy [n,n] =
[n*, n*] = 3* kommutdtor algebra az n*centruma.

3. Azn* és & idedlok izomorfizmus erejéig eqyértelmiien hatdrozhatoak
meqg az 1. pontban leirt modon.

Bizonyitas. A bizonyitast az utolso résszel kezdjiik. Tegytik fel, hogy
n=ny & =n;0E,

ahol {n}, &} és {n}, &} is teljesiti az 4llitdas 1. és 2. pontjaban leirt
feltételeket. Ha a v az n Lie-algebra egy olyan altere, melyre n = v @3,
akkor

n=o0®nn &,
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ahol 2 = 1,2. Legyen a
T:n—n

linedris izomorfizmus gy, hogy a T leképezés identikus a v @ [n, n]-n
és
T (&) = &.

Konnyen belathaté, hogy T Lie-algebra izomorfizmus. Ebbdl
kovetkezik, hogy T' egy

T5n/§1 —n/&

Lie-algebra izomorfizmust indukal. Emellett az is igaz, hogy
n/& ~ny és  n/é ~nl.

fgy n} =~ nj és mivel & és & megegyezé dimenzidju kommutativ Lie-
algebrak, ezért & ~ &.

Ahhoz, hogy belassuk az n* és £ idealok 1étezését, valasszuk meg &-t a
3 centrum tetszéleges altereként gy, hogy 3 = [n,n] @ &. Legyen v az
n Lie-algebra egy olyan altere, melyre n = v @ 3. Ha n* = v @ [n, n],
akkor konnyen bebizonyithatd, hogy n* és £ teljesitik az allitas 1. és
2. feltételeit. O

Az el6z6 allitasok kovetkezménye az alabbi eredmény.

34. TETEL. Legyen n eqy kétlépcsds nilpotens Lie-algebra, valamint
N a megfelelo egyszeresen osszefiiggd nilpotens Lie-csoport. Jelolje
Z az N centrumdt. Az N geodetikusainak az N/Z euklideszi térbeli
osszes projekcioja pontosan akkor sikgorbe, ha az N eqy modositott
Heisenberg-tipusi csoport direkt osszege az N euklideszi de Rahm-
faktordval. Ebben az esetben a geodetikusok projekcioi pontok, egye-
nesek vagy korok.
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Bizonyitds. Legyen az n Lie-algebra centruma 3. Ekkor n = n* @ £
és 3 = [n,n] @ &, ahol az n algebra n* (nem Abel-faktor) és £ (Abel-
faktor) idedljai egyértelmiiek és n* szintén egy kétlépcsés nilpotens
Lie-algebra, mégpedig igy, hogy az [n,n] = [n*, n*] kommutator al-
gebra az n*centruma.

Jelolje (.,.) az n-en adott bels6 szorzatot, valamint a megfelel6
balinvarians metrikdat N-en. Ha a ¢ dimenzidja p > 0,
akkor az (1) egyenlettel definidlt j linearis leképezés magjanak
dimenzidja p. fgy az (N, (.,.)) euklideszi de Rahm-faktoranak di-
menziéja megegyezik az n Lie-algebra n* Abel-faktoranak a di-
menziéjaval (1dsd [8]).

Az el6z6 allitasban igazoltuk, hogy a geodetikusok N/Z-beli projektalt
gorbéi akkor és csak akkor sikgorbék, ha

j(U)? = —q(U)ida,

ahol a q(U) egy pozitiv szemidefinit kvadratikus forma a 3 centru-
mon. Ha a ¢(U) egy pozitiv definit kvadratikus forma a 3-n akkor a
modositott Heisenberg-tipusu csoportok osztalyat kapjuk. Ha pedig
van olyan U # 0 € 3, amelyre ¢q(U) = 0, akkor a j leképezés nem in-
jektiv és ebben az esetben U meréleges az [n, n|-re. Ebbdl a ténybdl az
kovetkezik, hogy N egy moddositott Heisenberg-tipusi csoport direkt
osszege az N euklideszi de Rahm-faktoraval.

Megforditva az allitast, ha feltessziik, hogy N egy modositott
Heisenberg-tipusu csoport direkt osszege az N euklideszi de Rahm-
faktordaval, akkor a modositott H-tipusi csoport definiciéjabdl az
kovetkezik, hogy [j(U))* = —q(U)id,, ahol q(U) egy 3-beli pozitiv
szemidefinit kvadratikus forma. Ebb6l azt kapjuk, hogy az N/Z
hanyadostérre torténé kanonikus projekcié minden N-beli geodetikust
egy N/Z-beli sikgorbére vetit. ]



56 4 IZOMETRIA-CSOPORTOK

4 Izometria-csoportok

A balinvarians metrikaval ellatott kétlépcsos nilpotens Lie-csoportokat,
amelyeket gyakran kétlépcsos nilsokasdgoknak is neveznek, az utébbi
évtizedekben tobb kutatd is intenziven tanulmanyozta. A kétlépcsos
homogén nilsokasagok egy specialis osztalya a Heisenberg-tipusu cso-
portok osztalya, amelyet A. Kaplan vezetett be és tulajdonsagait
masok mellett & is tanulményozta (pl. [14], [15]). A Heisenberg-tipusu
csoportok a geometriai analizisben, a Lie-csoportok elméletében és a
matematikai fizikdban is fontos szerepet jatszanak. J. Lauret (lasd
[21]) lényegében ezt a fogalmat &ltaldnositotta, amikor bevezette az
ugynevezett modositott H-tipusu csoportok definiciéjat.

A [20] cikkben J. Lauret izometria erejéig az Osszes 3 és 4 di-
menziés homogén nilsokasdgot osztalyozta (nemcsak a kétlépesds
nilpotenseket) és kiszamitotta a megfelel6 izometria-csoportokat
is. Példaként tanulményozta a specidlis 2-dimenziés centrumu 5-
dimenzids kétlépcsos nilsokasagok szerkezetét. E fejezet célja az 0sszes
egyszeresen Osszefliggd 5-dimenzids kétlépcesds Riemann-nilsokasag
osztéalyozasa és a teljes izometria-csoportjainak meghatarozasa, melyre
vonatkozo eredmények a szerzo O. Kowalskival kozos cikkébol
szarmaznak ([12]).

4.1 Kétlépcsos nilpotens Lie-csoportok

Nilsokasdg alatt olyan Osszefiigg6 Riemann-sokasagot értiink, amely
az izometridk egy tranzitiv nilpotens Lie-csoportjat indukdlja. E. Wil-
son [33] cikkében bebizonyitotta, hogy ha adott egy M homogén nil-
sokasdg, akkor 1étezik az I (M) izometria-csoportnak olyan N nilpotens
Lie részcsoportja, amely egyszeresen tranzitivan hat M-en és normalis
részcsoportja az I(M)-nek. gy az M Riemann-sokasig azonosithaté
a balinvarians (.,.) metrikaval ellatott N csoporttal. Az N-beli balin-
varidns (.,.) metrika egy (,) bels6 szorzatot hataroz meg a megfeleld
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n = T,N Lie-algebrdn és ez forditva is teljesiil. A [33] cikknek
megfelelden az (N, (.,.)) teljes izometria-csoport kifejezhetd az

(14) (N, (,)=KxN

szemidirekt szorzat alakban, ahol a K = Aut(n) N O (n,(,)) az e
egységelembeli izotropia részcsoport és N baleltolasként hat. K az n
Lie-algebra 0sszes olyan automorfizmusait tartalmazza, amely megérzi
a (,) belsd szorzatot. Igy a K izotrépia-részesoport meghatérozza
a teljes izometria-csoport szerkezetét. Tovabba, ha N egyszeresen
osszefiiggd, akkor az exp : n — N exponencidlis leképezés diffeomor-
fizmus. fgy nem kell megkiilonboztetniink az n Lie-algebra automor-
fizmusait az N Lie-csoport automorfizmusaitol.

Emlékeztetiink az (n, (,)) kétlépesds nilpotens Lie-algebrdknak a
bevezetében elmondott jellemzésére, ahol az (a, 3, j)-vel jeloltiik a Lie-
algebra adathdrmasdt, a j : 3 — so(a) linedris leképezést pedig az (1)
Osszefliggés segitségével definialtuk.

4.2 5-dimenzidés kétlépcsos nilsokasagok

Ebben a fejezetben az 5-dimenzios egyszeresen 6sszefliggd nilsokasdgok
osztalyozasat adjuk meg izometria erejéig. Ez ekvivalens a megfelel6
metrikus Lie-algebrak osztalyozasaval. Vilagos, hogy az 5-dimenzids
kétlépcesos nilpotens Lie-algebrak centruma maximalisan 3-dimenzids.
fgy kiilon vizsgalunk harom esetet aszerint, hogy a centrum 1-,2- vagy
3-dimenzids.

4.2.1 1-dimenzioés centrumi metrikus Lie-algebrak

Jeloljon b5 egy olyan 5-dimenzids Lie-algebrat, melynek 3 centruma
1-dimenzids. Feltételezziik, hogy a bs algebra el van litva egy (,)
belsé szorzattal. (Az 1-dimenziés centrumu kétlépesds nilsokasagokat
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rendszerint Heisenberg-sokasagoknak nevezziik.) Legyen e; a 3 cent-
rum egy egységvektora. Tekintsiink egy olyan 2-dimenzidés vek-
torteret (és jeloljik ag-vel), amelyre [as, a5] = 3. Mivel a b5 cent-
ruma 1-dimenzids, egyértelmiien létezik egy bs, vektortér az a al-
gebraban, amely kiegésziti as-t az a-ban és kommutdl as-vel, azaz
by = Ker(ad(u)) N Ker(ad(v)) N a, ahol az {u,v} az ay egy bazisa.
Tegyiik fel, hogy az a, és by kiegészitd algebrdk nem merdlegesek.
Konnyen lathatd, hogy egy as-beli vektornak, valamint e vektor bs-
beli meroleges vetiiletének a szoge a maximalis és minimalis értéket két
egymasra meroleges iranyban veszi fel as-ben. Ez a szog lehet konstans
is, ekkor a merdleges iranyok tetszoleges moédon megvalaszthatdak.
Ebben az esetben az a, és by vektortereket izoklin sikoknak nevezzik.

Tehat mindig megadhatunk olyan {ey, ey, €3, €4} ortonormalt bazist
a-ban, hogy {e1,ea} az ay egy ortonormalt bézisa és {f; = cosae; +
sinaes, fo = cosfey + sinfey} a be-nek egy ortonormélt bézisa,
ahol a nemzérus «, ( jeloli a 2-dimenzids ay és by vektorterek bezart
szogének szélsoértékeit. Ekkor

le1, 0] = Aes és es,eq] = fnes,

ahol A\ # 0 és e5 a centrum egy egységvektora. Ekkor kiszamithaté a
bazisvektorok tobbi Lie-zardjele is, mégpedig

le1,e3] =0, e1, e4] = —ActgBes
[ea, €4] = 0, [ea, €3] = Actgaes.

Tovabba talalhato egy
e] =coste; +sintes, €5 = —sinte; + costes,

€, =cosses +sinsey, €)= —sinse;+ cossey

vektorokbdl all6 1j ortonormalt bazis ugy, hogy

[eh, €3] = 0 és [e}, €3] = 0.
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Ilyen béazist hataroznak meg a

(E\ +h)sin(t—s) = A Ectgﬁ — ctga) cos (t — s)
(A—p)sin(t+s) = =X (ctgB+ ctga)cos (t + s)

egyenletek {t,s € R} megoldasai. gy tehdt az a Lie-algebrdnak
létezik olyan {ey, ey, €3, €4} bazisa, hogy

(15) le1,€2] = —[ez,e1] = Aes,  [es,e4] = —[eq, €3] = pes,

(16) [61,63] = [61,64] = [62, 63] = [62,64] = 0.

Tovabba feltehetjiikk az altalanossag megsértése nélkiil azt is, hogy
A> > 0.

Egy metrikus (A, p)-tipusi Heisenberg-algebra alatt olyan 5-dimenzids
metrikus Lie-algebrat értiink, melynek egy {eq, s, €3, €4, €5} ortonormalt
bézisdra teljesiilnek a (15) és (16) Osszefiiggések, ahol A > u > 0. Az
el6z6 médon definiélt algebrét hs(A, p)-vel jeloljik.

35. ALLiTAs. Tetszoleges b-dimenzios kétlépcsds nilpotens nw metrikus
Lie-algebra esetén, melynek centruma 1-dimenzids, Iéteznek olyan
A > p > 0 valds szdmok gy, hogy az n izomorf a hs(\, u) metrikus
Heisenberg-algebraval.

A bs(A, 1) és bs(N, 1) metrikus Heisenberg-algebrdk akkor és csakis
akkor izometrikusan izomorfak, ha X = X és p = p'.

Bizonyitas. Az allitas elsé fele az elébb emlitett gondolatmenetbol
kovetkezik.

Az allitasunk mésodik felének bizonyitasahoz tekintsiik a bs(A, ) és
h5(N, ') metrikus Heisenberg-algebrakat, melyek ortonormalt bazisai
{e1,e9,€3,e4,e5}, illetve {€|, e}, e}, ey, et}t. Az (1) Osszefiiggés altal
definidljuk a megfelelels j(es) : a — a, illetve a j(ef) : o — o
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ferdén szimmetrikus linedris leképezéseket. Tetszbleges u, v € bhs(A, )
és u', v € bs(N, 1) esetén

[w, 0] = ((es)u, vy es és [u', 0] = (j(eg)u’, o) ef.

Egy ¢ : bs(\, 1) — bs(N, ) linedris izomorfizmus csak akkor
izometrikus Lie-algebra izomorfizmus, ha a span(es) centrumot a
span(es) centrumra, tovabba az a ortogonélis komplementumot pedig
az a' ortogondlis komplementumra vetiti. Ekkor

p(es) = ee;
és
pojles) o™ =ej(er),
ahol € = £1. A (15) és (16) egyenletek ekvivalensek a

jles)er = Xes, jles)ea =  —Xey, jles)es =  pey, jles)es = —pes,
Jeh)e = Neh dle)eh = —Neh, (eh)es = pleh ile)eh = el
osszefiiggésekkel. Igy a j(es)? 1 a — a és j(e})? : @ — o leképezések
onadjungalt endomorfizmusok, melyek sajatértékei —\2, —p?, il-
letve —N?, —p/*. A megfeleld sajdtalterek 2-dimenzidsak 6és az
{e1,e2},{es, eq}, illetve az {€), €5}, {e}, e} vektorok feszitik ki éket.
Ekkor teljesiil a

pojles) o™ = j(es)?
osszefiigeés.  Igy tetszéleges v bs(\,u) — bs(N, ') izometrikus
izomorfizmus a j(es)? sajtaltereit a j(ek)? megfeleld sajatértékéhez
tartozd sajataltereibe vetiti. Igy A= X és u = p'. ]

A fent emlitett szamitasokbdl és a [18] cikk segitségével kapjuk a
kovetkez6 eredményt.
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36. KOVETKEZMENY. Minden 5-dimenzids N Heisenberg-csoport,
amely eqy bs(\, u) metrikus algebrdnak felel meg, modositott H-tipusi
csoport és természetesen reduktiv is. Tovdbbd akkor és csakis akkor
H-tipusi csoport, ha A = p.

Ahhoz, hogy leirjuk a bhs(\, u) metrikus Lie-algebranak megfeleld
egyszeresen Osszefliggd nilsokasag teljes izometria-csoportjat, eloszor
meghatarozzuk a hs(A, 1) ortogondlis automorfizmusait. Az el6z6
allitas bizonyitdsabdl adédik, hogy a bhs(\, p) algebra ¢ ortogondlis
automorfizmusénak meg kell 6riznie a j(es)? linedris leképezés
sajataltereit.

fgy ha A # u, akkor a ¢ leképezés

pler) = dpcos(t)er + dysin(t) es, p(ea) = —sin (t) e; + cos (1) e,
p(es) = dycos(s)es+ dasin(s)eq, p(eq) = —sin(s) ez + cos () ey,
ples) = ces

alakd, ahol §; = £1,0, = +1,¢ = £1. Konnyen lathatd, hogy ez
a leképezés akkor és csakis akkor orzi meg a Lie-zardjelre vonatkozo
(15) és (16) osszefiiggéseket, ha 6; = 0o = . Igy a hs(A\, p) algebra
izometrikus automorfizmusainak csoportjat az

€ cost —sint 0 0 0

€sint cost 0 0 0
0 0 ecoss —sins 0 |, e==+l,5,t€R
0 0 g€sins coss O
0 0 0 0 €

alaku matrixok csoportja reprezentalja.

Abban az esetben, ha A = i, a ¢ ortogonalis transzformécié pon-
tosan akkor ortogonalis automorfizmus, ha az a-ra torténd lesziikitése
felcserélhet6 a J : a — a komplex strukturaval, melyet a

J(€1> = €é9, J(eg) = —¢&eq, J(63> = €ey, J(€4) = —cey
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osszefliggések hataroznak meg, tovabba
p(es) = ees, ahol e = £1.
Ebbdl kapjuk az aldbbi allitast.

37. ALLiTAs. A b5 (A, 1) metrikus Lie-algebra ortogondlis automorfiz-
musainak a csoportja ha X # p az O(2) x SO(2) csoporttal, ha X = p,
akkor az U(2) X Zy csoporttal izomorf.

4.2.2 2-dimenzioés centrumi metrikus Lie-algebrak

Jeloljon n; egy 5H-dimenzidés Lie-algebrat, melynek 3 centruma 2-
dimenziods és legyen N5 a megfelel6 egyszeresen Gsszefiiggo Lie-csoport.
Tegyiik fel, hogy ns el van latva egy (,) belsé szorzattal. Jeldljiik a-val
a 3 centrum ns-beli ortogonalis komplementumat. Mivel a 3-dimenzids
a vektortér izomorf az a A a kiils6 szorzathoz, az [.,.] : a Aa — 3
linearis leképezés magja 1-dimenzids, melyet egy u A v bivektor feszit
ki. A kétdimenziés a; = Ru + Ruv részalgebra egy egyértelmiien
meghatarozott kommutativ részalgebraja az a-nak. Legyen e; € a
egység hosszusagu vektor, amely merdleges az as-re és legyen az
{€), et} az ay egy ortonormélt bazisa. Ha az as-ben egy olyan 1]
{ea, e3} bazist tekintiink, amely

ea =coste, +sintey, e3= —sinte,+costey, tE€R,
alaku, akkor

<[617 62]7 [61, 63]>
(17) 1

= 5 (lew es]I” = lfex, ea][|*) sin 2¢ + {[er, eb], [er, €5]) cos 2t.

Nyilvanvald, hogy talalhaté olyan ¢ € R, amelyre

(18) ([e1, eal, [er, e3]) =0
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és igy az [e1, e9], [e1, e3] € 3 vektorok merdlegesek (mikozben [eq, €3] =
0 osszefiiggés tovabbra is teljesiil). Ebbél kévetkezik, hogy a 3 cent-
rumnak létezik olyan {e4,e5} bézisa, melyre

(19) le1,e2) = Aey, [e1,e3] = pes, ahol A > p > 0.

Jeloljiik a fent lefrt 5-dimenzids metrikus Lie-algebrat ns (A, p)-vel. Az
el6z6 szamoldsok alapjan bizonyithatjuk a kovetkezoket.

38. ALLITAS. Tetszoleges b-dimenzios kétlépecsds nilpotens n metrikus
Lie-algebra esetén, melynek centruma 2-dimenzios, léteznek olyan \ >
> 0 wvalds szamok, hogy az n izomorf az ns(\, i) metrikus algebrdval.
Az ng(A\, p) és ns(N,u') metrikus algebrak akkor és csakis akkor
izometrikusan izomorfak, ha A = X és p='.

A kovetkezéekben az ns(A, u) Lie-algebra ortogondlis automor-
fizmusait hatarozzuk meg. Tetszoleges ¢ ortogonalis automorfiz-
mus megoérzi a 3 centrumot, az a ortogondlis komplementumot, a 2-
dimenziés kommutativ as részalgebrat és ennek Re; ortogonalis komp-
lementumat a-ban.

Ha A > p > 0, akkor mivel a ¢ ortogondlis automorfizmus megorzi
a (18) és (19) osszefliggésket, invaridnsan kell hagynia az Res, Reg, Rey
és Res 1-dimenziés altereket. Ebb6l kovetkezik, hogy o(e;) = ¢;e;
(1t =1,...,5), ahol ¢, = £1. Mivel a ¢ felcserélhet6 a Lie-algebrén
adott operatorral, €169 = g4 és €163 = &5 egyenldségek teljesiilnek.
fgy az ny algebra ortogonalis automorfizmusai

eg 0 0 0 0

0 e2 0 O 0

0 0 €3 0 0 , &1, E9, &3 = +1
0 0 0 £18&2 0

0 0 0 0 E1€3

matrix alakban fejezhetéek ki.
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Abban az esetben, ha A = u > 0, a ¢ ortogonalis leképezés, amely
kielégiti a

p(er) €1€r,
p(ey) = egcostey + egsintes,
p(es) = —egsintey +e3costes

egyenleteket, ahol (1) = (2)® = (e3)> = 1, csak akkor automorfiz-
mus, ha a (19) Osszefiiggéseket megérzi ¢, azaz

p(ey) = epegcostey + e1egsintes,
90(‘35) = —cie3sintey + 13 cost es.

Ebbol kovetkezik, hogy az nj algebra ortogondlis automorfizmusai a
kovetkezd matrix formajaban adhatoak meg:

€1 0 0 0 0

0 epcost —egsint 0 0

0 eg9sint egcost 0 0 ,
0 0 0 €169c08t —eie38int

0 0 0 €1€98int  e1e3cost

ahol €1,¢e9,63 = £1,t € R.

39. ALLiTAS. Az n5(\, 1) metrikus Lie-algebra ortogondlis automor-
fizmusainak a csoportja a N # p esetben a Zo X Lo X Zso csoporttal,
A = esetén az O(2) X Zg csoporttal izomorf.

Felhaszndlva az (1) és (19) Osszefiiggéseket lathatjuk, hogy
tetsz6leges Z = aeq+fes € 3 esetén a j(Z), illetve a j2(Z) leképezések

0 —aX —0u
j(z) = ax 0 0 :

B 0O 0

—a?\? — (2P 0 0
i2(Z) = 0 —a?\? —afBu

0 —af\ =3
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alakban fejezhetoek ki.

Kénnyen belathatd, hogy az ns(A, p) metrikus Lie-algebraknak
megfelel6 5-dimenzids csoportok nem modositott H-tipusu csoportok.
Tovébba a [18] cikk eredményei alapjén az is kovetkezik, hogy ezek a
terek semmilyen esetben sem természetesen reduktivak.

4.2.3 3-dimenzioés centrumi metrikus Lie-algebrak

Legyen az 5-dimenziés n metrikus Lie-algebra centruma 3-dimenziods.
Vildgos, hogy az n Lie-algebra [n,n] kommutdtordanak dimenzidjara

a dim{[n,n]} = 1 Osszefiiggés teljesiil. Jelolje b az [n,n] kom-
mutatorra vonatkozo ortogonalis komplementumot a 3 centrumban.
Ekkor [n,n] = [a,a] és a h; = a @ [a, a] részalgebra egy 3-dimenzids

metrikus Heisenberg-algebra. Az n metrikus Lie-algebra felbomlik a
b3 metrikus Heisenberg-algebra és a b kommutativ metrikus algebra
direkt Osszegére, azaz n = h3 & b.

Egy ¢ : n — n linearis leképezés akkor és csak akkor ortogondlis
automorfizmusa az n = b3 & b metrikus Lie-algebranak, ha ¢ a
hs metrikus Heisenberg-részalgebran ortogonalis automorfizmust in-
dukal, a 2-dimenziés b euklideszi téren pedig ortogondlis operator.
Legyen {e1, €2} az a egy ortonormélt bazisa és e3 € [a, a] egységvektor
gy, hogy

(20) [e1,€2] = — [eg,€1] = Neg

teljestil valamely A > 0 esetén. Tovabba jeloljikk {e4,es5}-tel a b
egy ortonormalt bazisat, az el6zéekben leirt Lie-algebrat pedig jeldlje
(h3) (A) & R

Felhaszndlva a [20] cikkben szereplé eredményeket, illetve egyszert
szamolasok alapjan kapjuk:

40. ArvLiTAs. Tetszoleges b-dimenzios kétlépcsds milpotens n metrikus
Lie-algebra esetén, melynek centruma 3-dimenzids, létezik olyan A > 0
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valds szam, amelyekre az n izomorf a hz(\) & R? metrikus algebrdval.
A bh3(\) @ R? és h3(\) @ R? metrikus Heisenberg-algebrdk akkor és
csakis akkor izometrikusan izomorfak, ha A = X.

Bizonyitds. Az allitdas elsé része az el6z6 gondolatmenet alapjan
adddik.

A masodik rész bizonyitdsdhoz tekintsiik a (b3 x R?) (\) és
(b3 x R?) (\') metrikus Lie-algebrakat, melyek ortonormdlt bazisai
{e1, eq,e3,e4, €5}, illetve {e], €}, e}, €}, el }. Feltehetjiik az dltalanossag
megsértése nélkil, hogy A, A > 0. A

@ (hs x R?) (A) — (hs x R*) (X)

linearis leképezés akkor és csak akkor izometrikus izomorfizmus, ha

o(es) = eej, ahole? =1,
p(e]) = cosae] +sinae,, (ey) = —sinae] + cos e, és
¢ (ler,e2]) = [pler), p(e2)].
Innen kapjuk, hogy A = \'. O

A Lie-algebra ortogondlis automorfizmusa megérzi a (20) Osszefiig-
gést, igy a ¢ a kovetkezd alakban &ll elo:

p(e;) = ejcoste; +ersintey, p(ey) = —eysinte; + g cost ey,
p(es) = eiezes,
p(ey) = e3zcossey+ezsinse;, (es) = —e4sinsey + 408 s €5,

ahol ey = £1, g9 = +1, g3 = 1, ¢4 = £1.

41. ALLITAS. A b3 & R? metrikus Lie-algebra ortogondlis automorfiz-
musainak csoportja izomorf az O(2) x O(2) csoporttal.
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A kovetkezokben azt fogjuk bebizonyitani, hogy azon 5-dimenzids
csoportok, melyek a h3(\) @ R? metrikus algebranak felelnek meg, nem
modositott Heisenberg-tipust csoportok. Felhasznalva az (1) és (20)
formuldkat, a j(es),j(es) és j(es) leképezésekre a kovetkezd métrix-
reprezentacios alakokat kapjuk:

e = 5 5 ) =it =(g )

Lathatjuk, hogy tetsz6leges Z = aes+ feq+yes € 3 esetén a j2(2)

leképezés
22
.2 o —Q )\ 0
J (Z) = ( 0 —a?)\? )

alakban all el6. fgy a —j2(7Z) leképezés pozitiv szemidefinit. Masrészt
ismeretes, hogy az Gsszes ilyen tér természetesen reduktiv.

4.2.4 Osztalyozas izometria erejéig
Az eléz6 alfejezetekben elmondott eredményeket a kovetkezo tételben
Osszegezziik, mely az utolsé fejezet {6 eredménye.

42. TETEL. Az 5-dimenzids eqyszeresen 0sszefliggd kétlépécsds ho-
mogén nilsokasdgok izometria erejéig az alabbiak lehetnek:

(H57 <'7 '>)\,u) DA 2 M > 07
(N57 <'7 '>)\,u) DA 2 H > 0,
(Hs xR* (,.)n) : A>0.
Tovabba a megfelelo nilsokasagok teljes izometria-csoportjai
(U(2) X ZZ) X H57 ha A = s
105, ) = { (o) SO o o a7
_ (O(2> XZQ) X N5> ha)\:ﬂa
I o) = { (Zs X T x L) x N5, ha A+ pi.
I(Hs xR (.,.),) = (0(2) x O(2)) x (Hs x R?)
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alakban fejezhetoek ki.

Bizonyitds. A tétel az egyszeresen 0Osszefiiggd kétlépcsds nilsokasagok
és metrikus Lie-algebraik kozotti egyértelmii kapcsolatbol kovetkezik.
Igy a bizonyitds soran elegend6 a 35-41. Allitdsokat hasznélni. O
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5 Osszefoglalés

A disszertacié 3 részbdl all. Az irodalmi elézmények bemutatasa utan
az elso részben az A. Kaplan éltal bevezetett 6-dimenzids kétlépcsos
nilsokasdg, e tér altalanositasa, illetve a C. Gordon altal bevezetett
7-dimenzios kétlépcsos nilsokasag esetén megadtuk a

:n—bh
ad(H)-invaridns leképezést, amelyre tetsz6leges X € n\ {0} esetén az
X +¢(X)

vektor geodetikus vektor (21. Tétel és 22. Tétel).

Az értekezés masodik részében a [13] cikk irdnyvonaldt kévetve a
balinvarians (.,.) Riemann-metrikaval ellatott kétlépesos nilpotens N
Lie-csoportok geodetikusait irtuk le, felhasznalva a

7T:N—>N/Z

Riemann-szubmerziét, ahol Z jeloli az N centrumét. Elsoként meg-
mutattuk, hogy az N/Z alapsokasag euklideszi tér.

Mivel a szubmerzidkat a két alaptenzor T és A jellemzi, megadtuk
a vizsgalt esetben a kérdéses tenzorokat (26. Lemma):

Am: N — N/Z Riemann-szubmerzid e € N egységelembeli T,
és Al. alaptenzoraira teljesiilnek a

Tle = 0 ¢és
1 1
(Ale)x+vY +V) = —5i(V)X @ 5[X, Y]
Gsszefiiggések, ahol X,Y € TN ~a és U,V € TN = 3.
A T tenzormez6 balinvaridns tulajdonsaga miatt az el6z6
eredménybol az is kovetkezik, hogy a T identikusan elttinik. Az A
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tenzormezo balinvarians tulajdonsagat felhasznalva, tetszéleges X U
pontban kifejeztiik az (A|xev)vioz, (Yo & Z2)-t is (27. Lemma).

Az N kétlépcsos Riemann-nilsokasdg tetszéleges a(s) geodetikusa
esetén a 7 o «a(s) projektélt gorbe ki, Ko, ..., K, gorbiileteit kifejezve
megmutattuk, hogy 7 o a(s) konstans gorbiiletli az N/Z euklideszi
téren (30. Allitas).

Az elébbi allitasbol adodott a 31. Kovetkezmény:

Az a(s) = X(s) ® U(s) geodetikus m o «(s) projektdlt girbéje az
N/Z euklideszi téren akkor és csak akkor egyenes, ha

J(U(s0)) X (s0) = 0

teljestul valamely sq pontban.

Végiil bizonyitottuk e fejezet f6 eredményt (34. Tétel), mely a
32. Alh’tésbo’l, valamint abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy minden
kétlépesos nilpotens Lie-algebrabdl levalaszthaté egy Abel-faktor:

Legyen n kétlépcsds nilpotens Lie-algebra, valamint N a megfeleld
egqyszeresen 0sszefliggod nilpotens Lie-csoport. Jelolje Z az N cen-
trumdt. Az N geodetikusainak a N/Z euklideszi térbeli dsszes pro-
jekcioja pontosan akkor sikgorbe, ha az N eqy maodositott Heisenberg-
tipusu csoport direkt osszege az N euklideszi de Rahm-faktordval.
Ebben az esetben a geodetikusok projekcioi pontok, egyenesek wvagy
korok.

Az utolsé fejezetben izometria erejéig osztalyoztuk az Osszes, bal-
invarians metrikaval ellatott, egyszeresen Osszefiiggd, 5-dimenzids,
kétlépesos nilpotens Lie-csoportot. E. Wilson tétele alapjan (lasd
2. Tétel) ez ekvivalens a megfelel6 kétlépesés nilpotens Lie-algebrak
osztalyozasaval. Mivel egy 5-dimenzids kétlépcsds nilpotens Lie-
algebra centruma legfeljebb 3-dimenziés lehet, igy kiilon vizsgaltuk
ezt a harom esetet.

Az els6 esetben bebizonyitottuk a 35. Allft4st:

Tetszoleges 5-dimenzios kétlépesos nilpotens n metrikus Lie-algebra
esetén, melynek centruma 1-dimenzids, léteznek olyan A\ > pu > 0
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valds szamok ugy, hogy az n izomorf a hs(\, u) metrikus Heisenberg-
algebradval.

A bs(\ ) és hs(N, i) metrikus Heisenberg -algebrdk akkor és csakis
akkor izometrikusan izomorfak, ha A =X és u = p'.

Tovabbad megmutattuk azt is, hogy minden 5-dimenziés N
Heisenberg-csoport, amely egy hs(\, 1) metrikus algebranak felel meg,
modositott H-tipusit csoport és természetesen reduktiv is. Tovabba
akkor és csakis akkor H-tipusi csoport, ha A = pu (36. Kovetkez-
mény). A j?(Z) lineéris operator explicit megaddsat felhasznalva bebi-
zonyitottuk, hogy a bh5(A, 1) metrikus Lie-algebra ortogonélis automor-
fizmusainak a csoportja a A # u esetben az O(2) x SO(2) csoporttal,
A = p esetén az U(2) X Zsy csoporttal izomorf (37. Allitas).

Hasonléan az el6zoekhez, a 2-dimenzids centrumu Lie-algebrak
esetén a kovetkezé eredményt kaptuk (38. Allités):

Tetszoleges 5-dimenzios kétlépcsos nilpotens n metrikus Lie-algebra
esetén, melynek centruma 2-dimenzids, léteznek olyan A > p > 0 valds
szamok, hogy az n izomorf az ns(\, ) metrikus algebrdval.

Az ng(A\ ) és ng(N, ') metrikus algebrak akkor és csakis akkor
izometrikusan izomorfak, ha A = X és u = p'.

Az ns(A\, 1) metrikus Lie-algebraknak megfelel6 5-dimenzids csopor-
tok nem moédositott H-tipusu csoportok, tovabba belattuk, hogy az
n5(\, 1) metrikus Lie-algebra ortogondlis automorfizmusainak a cso-
portja a A # pu esetben a Zs X Zs X Zs csoporttal izomorf, ha pedig
A =y, akkor az O(2) x Zs csoporttal (39. Allitds).

Az utolsé esetet vizsgalva megadtuk a 40-41. Allitdsok bi-
zonyitasat: Tetszoleges 5-dimenzids kétlépesos nilpotens n metrikus
Lie-algebra esetén, melynek centruma 3-dimenziés, 1étezik olyan A > 0
valés szam, hogy az n izomorf a hz(\) @ R? metrikus algebrdval. A
hs(\) ®R? és h3(\) @ R?metrikus Heisenberg-algebrak akkor és csakis
akkor izometrikusan izomorfak, ha A = . A b3 @ R? metrikus Lie-
algebra ortogondlis automorfizmusainak csoportja izomorf az O(2) x
O(2) csoporttal.
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Végill felhasznalva az egyszeresen Osszefiiggé kétlépesos nil-
sokasdgok és metrikus Lie-algebraik kozotti egyértelmii megfeleltetést
a fejezetben bizonyitott eredményeket a 42. Tételben Osszegeztiik:

Az 5-dimenzids egyszeresen 6sszefiiggo kétlépécsds homogén nil-
sokasdgok izometria erejéig az aldbbiak lehetnek:

(H57<'7'>>\:H) : )\Z,U>0,
(Nsy (s ) A>pu>0,
(Hs xR* (.,.)n) = A>0.

Tovabba a megfeleld nilsokasagok teljes izometria-csoportjai
(U(Q) X Z2) X H57 ha A = ;s
T(Hs, {rhan) = { (0(2) x SO(2)) x Hs, ha A+ s,

B (O(2) X Zg) X N5, ha A = 2
I(Ns, (., oapn) = { (Zy X 7oy X Zy) x N5, ha X\ # pu,

I(Hs xR (.,.)) = (0(2) x O(2)) x (Hs x R?)

alakban fejezhetoek ki.
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6 Summary

The aim of this PhD dissertation is to investigate geodesics and iso-
metries of some two-step Riemannian nilmanifolds.

It is known that naturally reductive spaces form a proper sub-
class of the class of geodesic orbit (g.0.) spaces, the difference can
be described in terms of ”geodesic vectors” and ”geodesic graphs”. If
(G/H,g) is a Riemannian g.o. space, then a vector X € g\ {0} is
called a geodesic vector if the curve exp(tX)(p) is a geodesic, where p
is a fixed point. A geodesic graph is an ad(H )-equivariant map

£:n—bh
such that for any X € n\ {0}
X +¢4(X)

is a geodesic vector. This map is either linear (and the space is
naturally reductive with respect to some reductive decomposition
g =1n' + b) or it is non-differentiable at the origin.
In the first part we describe the geodesic graphs of some two-step
Riemannian nilmanifolds, namely in the case of a 6-dimensional two-
step nilmanifold with 2-dimensional center (which was introduced by
A. Kaplan, c.f. [15]), in the case of its generalization in dimension
6 and in the case of a 7-dimensional two-step nilmanifold, which was
constructed by C. Gordon (c.f. [9]) in the framework of the general
theory of g.o. spaces. These manifolds are examples for Riemannian
geodesic orbit spaces which are in no way naturally reductive, hence
the geodesic graphs are non-linear, more precisely (21. Tétel):

If (N,{.,.)) is a 6-dimensional Riemannian two-step nilmanifold
with a 2-dimensional center, then there exists an ad(H )-equivariant
€ :n — b map such that for any X + Z € n\{0} the curve

exp(t(X +2) +&(X + 2))) - p
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s geodesic, i. e.
(X+2)+&X +2)

1s a geodesic vector. Namely

Lo
. T o 21
1. If X = #0€aand Z = € 3 then
T2 <2
x3
( 0 o B ~v 0 0Y))
—a 0 —y (6 00
B -6 v 0 —a 00
f(X + Z) - — _ﬁ a 0 00 )
0O 0 0 0 00
\ o 0 0 0 00/
where
. —2z1 (2 + 2% — 22 — 22) — 22 (2120 + T0T3)
xg+ af + a3 + 23 ’
5 - 2o(23 4+ 2?2 — 22 — 22) — 221 (1179 — ToT3)
N 3+ a? + a3 + 2 ’
v = 222(%01’1 — ZL’QZ’g) — 221($0$2 + 371512'3)

xd + 2% + 23 + 23

9. IszOEaandZ:<Z1)€3then

22
(/0 0 0 A0 O0\)
0 0 A D000
0 —A 00 00
§(2) = AN 0 0000 |( MR
0 0 0000
0 0 0000
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Similar to the above-mentioned case we can give the explicit ex-
pression of the ad(H)-equivariant £ : n — b map of the 7-dimensional
two-step nilmanifold with 3-dimensional center which was introduced
in [9] (22. Tétel).

In the second part of the dissertation we describe (according to the
paper [13]) the geodesics of two-step nilpotent Lie groups N with re-
spect to left invariant Riemannian metrics (.,.) using the Riemannian
submersion structure of the fiber bundle

m:N— N/Z,

where Z denotes the center of N. We can see that the points of the
base space N/Z can be identified with the vectors of the space a.
Moreover we show that the Riemannian scalar product on the factor
space N/ Z is constant, hence N/Z is an Euclidean space. In the proof
of this fact we use our following result (25. Lemma):

Let X(t) be a differentiable curve in the factor space N/Z. We
denote by

Tiot - T (X (to) ®0) — 77 H(X(t) ®0)

the map which is determined by the horizontal lifts to N of the base
curve X(t). Then we have for arbitrary Z € 3

Tio t(X (o) © Z) = X (1) @ (Z + % I [X(u),X’(u)]du) .

The character of a submersion can be described by its fundamental
tensors T and A. The tensor T is determined by the second funda-
mental form of the fibers 771(b) and A is the integrability tensor of
the horizontal distribution $ on M. Using the properties of T" and A
one can express these tensors in our case. More precisely we have the
following proposition (26. Lemma):
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The fundamental tensors T|. and Al. of the Riemannian submer-
sion m: N — N/Z at the identity element e € N satisfy

Tle=0 and (Al)xsv(Y+V)= —%j(V)X o %[X, Y]
forall X,Y e T"'N 2 a and U,V € TN =~ 3.

Since the tensorfield T is left invariant, it follows from the above-
mentioned result that 7' vanishes identically. The tensorfield A is
also left invariant, hence one can express (A|xov)viaz (Y2 @ Z2) at an
arbitrary point X & U using the shape of the left multiplication map
(cf. 27. Lemma). This map satisfies the following relation:

(Axav)oso(Y @ V) =Y @& (V + %[X, Y]).

Using the shape of the tensors T respectively A and the results of
B. O’Neill on the differential equations of geodesics of the total space
Nofm: N — N/Z (cf. [28]), we obtain (29. Lemma):

If the curve X (s) ®U(s) is a geodesic of the Riemannian two-step
nilmanifold N then it is the image

{(s,sWp); s € R} = {75, ssWo; s € R}

in the submanifold
U '(x(s)@0)c N
seR
of a line
{(s,sWy); s € R}

of the Euclidean space
R x 7 (7 (X (s0) ®0)).

Then we define the curvatures kq, ko, . .., Kk, of the curve 7o a(s)
recursively and we can show the following result (30. Allitas).
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The projection moa(s) of any geodesic a(s) has constant curvatures
in the Euclidean space N/Z.

Moreover we obtain (31. Kovetkezmény):

The projection o a(s) of a geodesic « = X(s) @ U(s) into the
Euclidean space N/Z is an FEuclidean line if and only if

J(U(s0))X (s0) = 0

is satisfied in a point tg.

To characterize two-step nilmanifolds (N, (.,.)) which have the
property that the projections of geodesics of N onto the factor space
N/Z are points, Euclidean lines or circles, we prove (32. Alh’tés):

The projections of geodesics are points, lines or circles in the Eu-
clidean space N/Z if and only if

J(U)? = —q(U)idq,

where q(U) is a positive semidefinite quadratic form on 3.

We apply the previous proposition and the fact that one may al-
ways split off an Abelian factor from a two-step nilpotent Lie-algebra
and we are able to prove one of our main result (34. Tétel:

All projections of the geodesics of N onto the Euclidean space N/ Z
are planar curves if and only if N is a direct sum of a modified H-
type group with the Euclidean de Rahm factor of N. In this case the
projections of geodesics are points, lines or circles.

In the third part of our dissertation we have classified all simp-
ly connected two-step nilpotent Lie groups of dimension 5 equipped
with left-invariant metrics (”two-step nilmanifolds”) up to isometry.
According to Wilson’s Theorem (cf. 2. Tétel) this is equivalent to
the classification of the corresponding metric Lie-algebras. Clearly,
the dimension of the center of a 5-dimensional two-step nilpotent Lie-
algebra is not greater than 3, we consider separately the cases where
the dimension of the center is 1,2 or 3.
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In the first case we denote by b5 a 5-dimensional Lie-algebra the
center 3 of which is one-dimensional. We assume that 5 is equipped
with an inner product (,). Let e; be a unit vector in 3 and let a
be the orthogonal complement of 3 in hs. We show there exists an
orthonormal basis {ej, ez, €3, e4} of a such that

le1,e2] = —[ea,e1] = Aes, [es,eq] = — [es, €3] = pes,

le1, e3] = [e1, 4] = [ea, €3] = [e2, €4] = 0.

Moreover we can assume that A > p > 0. A metric Heisenberg algebra
of type (A, p) is defined as a 5-dimensional metric Lie-algebra having
an orthonormal basis {ej, €9, €3, €4, €5} satisfying the commutation re-
lations (15) and (16), where A > > 0. We will denote it by b5 (\, p).
Then we get the following proposition (35. Alh’tés):

For any 5-dimensional 2-step nilpotent metric Lie-algebra n with
1-dimensional center there exist real numbers A > p > 0 such that n
is isomorphic to the metric Heisenberg algebra bs(\, p).

The metric Heisenberg algebras bhs(A, p) and bs(N, p') are isometri-
cally isomorphic if and only if X=X and p = p'.

Moreover from the computations of the proof and also from [18]
we get the following (36. Kovetkezmény):

FEach 5-dimensional Heisenberg group space N corresponding to a
metric algebra hs(\, 1) is a modified H-type group and it is naturally
reductive. It is an H-type group if and only if A = p.

Using the shape of the linear operator j2(Z) we obtain (37. Allitds):

The group of orthogonal automorphisms of the metric Lie-algebra
B5(\, i) is isomorphic to the group O(2) x SO(2) for X\ # p, and it is
isomorphic to the group U(2) X Zy for X = p.

Let n; denote a 5-dimensional Lie-algebra the center 3 of which
is two-dimensional. We assume that ns is equipped with an inner
product (,). One can show there is an orthonormal basis {e4, e5} of 3
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such that
le1,e2) = ey, [er,esl =pes, A>pu>0.

We denote a 5H-dimensional metric Lie-algebra described above by
ns(\, ). Similar to the first case we obtain at once (38. Allitas):

For any 5-dimensional 2-step nilpotent metric Lie-algebra n having
a 2-dimensional center there exist real numbers X > u > 0 such that
n is isomorphic to the metric algebra ns(\, p). Moreover the metric
Heisenberg Lie-algebras ns(\, u) and ns(N, ') are isometrically iso-
morphic if and only if X=X and p= .

We see that the 5-dimensional group spaces corresponding to the
metric algebras ns(\, 1) are not modified H-type groups. From [18] we
also see easily that these spaces are never naturally reductive. More-
over we prove (39. Allitas):

The group of orthogonal automorphisms of the metric Lie-algebra
ns(\, p) is isomorphic to the group Zo X Zy X Lo for X\ # u, and it is
isomorphic to the group O(2) X Zy for A = pu.

Finally we deal with 5-dimensional metric Lie-algebras with 3-
dimensional center. In this case the metric Lie-algebra n decomposes
into the orthogonal direct sum n = h3 @& b of the metric Heisenberg
subalgebra h3 and of the abelian metric algebra b, where b denotes
the orthogonal component of [n, n] in the center 3.

Let {e1, €2} be an orthonormal basis for a and e3 € [a, a] a unit vector
such that

(21) [61;62] = - [62, 61] = Aes

with A > 0. Moreover we denote by {e4, e5} an orthonormal basis for
b. The corresponding Lie-algebra will be denoted by (h3) (\) & R2.
Then we get (40. Allités and 41. Allités):

For any 5-dimenstonal 2-step nilpotent metric Lie-algebra n having
a 3-dimensional center there exist a real number \ > 0 such that n is
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isomorphic to the metric algebra h3(N\) @ R%. The metric Heisenberg
Lie-algebras h3(N\) @ R? and h3(N') @ R? are isometrically isomorphic
if and only if A= N.

The group of orthogonal automorphisms of the metric Lie-algebra f3 &
R? is isomorphic to the group O(2) x O(2).

Using the one-to-one correspondence between simply connected
two-step nilmanifolds and metric Lie-algebras we can summarize our
results in the main theorem of the last section (42. Tétel):

The simply connected two-step homogeneous nilmanifolds of dimen-
sion b are, up to isometry,

(H57 <'7 '>)\,/,L) DA Z w> 07
(NSa <'7 '>>\,u) A Z H > 07
(Hs xR* (.,.)n) = A>0.

Furthermore the full isometry groups of the corresponding nilmanifolds
are expressed by:

1(Hs, (. ) {(W(?“Zzwﬂs, if A=

O(2) x SO(2)) x Hy, if X\ # p,

B (O(2) X Zz) x N5, if A=p,
I(Ns, (- hap) = { (Zy X Zy X Zy) X N5, if A # p,

I (Hs xR? (., .))) (0(2) x O(2)) x (H3 x R?).
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