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Preliminaries and aims of the dissertation

1. A. On the equality problem for two variable means

Let I be an open real interval, and let CM(]) denote the class of real
valued continuous strictly monotone functions defined on /.

DEFINITION. Given ¢ € CM(I), the two variable quasi-arithmetic
mean generated by ¢ is the function M, : [* — I defined by

My(e9) = My(o) = o7 (BT e,

where ¢! denotes the inverse if the function .

The systematic treatment of quasi-arithmetic means was first given by
Hardy, Littlewood and Pdlya [13]. The most basic problem, the characteri-
zation of the equality of these means, is solved by the following theorem.

THEOREM A. (Hardy-Littlewood—Pdlya) Let v, € CM(I). Then the
means M, and My, are equal to each other if and only if there exist two
real constants a # 0 and b such that ) = ap + b.

Another class of means whose definition is related to the Lagrange
mean value theorem were introduced by Berrone and Moro [6], [S].

DEFINITION. A two-variable function M : I? — [ is called a Lag-
rangian mean on [ if there exists a continuous strictly monotone function
¢ : I — R such that

M(z,y) = Lo(z,y) == @_1(21 i x/xygp(t)dt) e sy (z,y € 1).

x ifr=y

The equality of Lagrangian means is characterized by the following
result of the paper.

THEOREM B. (Berrone—Moro) Let ¢, € CM(I). Then the means L.,
and Ly, are equal to each other if and only if there exist two real constants
a # 0 and b such that ) = ap + b.

1. B. Invariance equation for two variable means

The invariance equation involving three two-variable means M, N, K :

I? — I is the following identity

K(M(z,y), N(z,y)) = K(z,y)  (z,y € ).
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If this equation holds then we say that K is invariant with respect to the
means M, N. The particular case, when K is the arithmetic mean and
M, N are quasi-arithmetic mean, i.e., when

M(z,y)+ N(z,y) =z +y (r,y € 1)

holds, was investigated by Sutd [30], [31] and Matkowski in several papers
[22], [23], therefore the above equation will be called the Matkowski—Suto
equation in the sequel.

The simplest example when the invariance equation holds is the well-
known identity

9($79> :S(A(m,y),ﬂ-f(x,y)) ($7y>0)>

where A, G, and JH stand for the two-variable arithmetic, geometric, and
harmonic means, respectively. Another less trivial invariance equation is
the identity

A®G(z,y) =A® G(A(z,y),5(z,v)) (z,y > 0),

where A ® G denotes Gauss’ arithmetic-geometric mean defined by

2 (3% dt -
A®9x,y:(—/ ) x,y > 0).
(@) T Jo \/a?cos?t +y?sin’t ( )

The invariance of the arithmetic mean A with respect to two quasi-
arithmetic means was first investigated by Matkowski [22] under twice
continuous differentiability assumptions concerning the generating func-
tions of the quasi-arithmetic means. These regularity assumptions were
weakened step-by-step by Dardczy, Maksa, and Pales in the papers [8], [9],
and finally in 2002 Daréczy and Pales proved ([10]) that the solutions are
equivalent either to linear or to exponential functions.

We consider the common generalization of quasi-arithmetic and Lag-
rangian means. The one of the aims of the dissertation is to investigate
the equality and invariance problem of generalized quasi-arithmetic means.
These results can be found in the papers [20], [21].

2. Lipschitz perturbation

The stability theory of functional inequalities started with the paper of
Hyers and Ulam [14] (cf. also [12]). They discovered that the so-called §-
convex functions can be decomposed as the sum of a convex and a bounded
function if the underlying space is of finite dimension. A more general
form of this stability theorem has recently been obtained in [29], where
the stability of convex functions was investigated under Lipschitz pertur-
bations. A useful auxiliary concept introduced in [29] was the notion of
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e-monotonicity which leaded to the stability properties of monotonic func-
tions. A function p : I — R is called e-increasing if

p(x) <ply) +e¢

holds for all x < y. It turned out in [29] that e-increasing functions are
closely related to increasing functions, more precisely, p is e-increasing if
and only if p = ¢ + h, where ¢ is an increasing function and A is a bounded
function with ||h|| < €/2.

Motivated by the above theorem, we investigate when a function p can
be written in the form p = ¢ + ¢, where ¢ is increasing and ¢ is d-Lipschitz
(i.e., it satisfies

[{(z) — L(y)| < d(z,y)
for z,yy € I.) Here d : I?> — R is assumed to be a semimetric on I. Our
main results offer necessary and sufficient conditions for the above decom-
posability in the cases of general semimetrics and concave semimetrics.
The results can be found in the paper [19].
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New results of the dissertation

1. On the equality and invariance problem of generalized
quasi-arithmetic means

One of the aims of the dissertation is to investigate the equality and
invariance problem of generalized quasi-arithmetic means. We define the
generalized quasi-arithmetic means as follows.

DEFINITION. Given a continuous strictly monotone function ¢ : I —
R and a probability measure ;. on the Borel subsets of [0, 1], the two vari-
able mean M, , : I? — I is defined by

M, (2, y) = (pl(/ol pltr+ (1= ty)du(t))  (myel).

If p= % ; ! , then M, ,, = M.

If ;o = Lebesgue measure on [0, 1], then M,, , = L.

The first part of the first chapter contains the most important notations
and basic results, which we need to present our results.

Given a Borel probability measure y on the interval [0, 1], we define the
kth moment and the kth centralized moment of y by

i [ tau), e [@=m)dut) (ke N,

The reflection of the measure p with respect to the point 1/2 is defined
by

fi(A) = p(A),

where A is an arbitrary Borel subset of [0,1] and A :=1— A := {1 — z |
x € A}

To formulate the main results of this chapter, we consider the cases
when the first » moments of the measures 1 and v in the equality problem
are identical. For n € NU{0, oo}, we say that the nth-order moment condi-
tion M, holds if p, v are Borel probability measures on [0, 1], furthermore,

=, forall 1<k<n.

Thus the M, condition means that all the moments of x4 and v are equal,
whence, by well-known results of measure and approximation theory, the
equality of the two measure 1 and v follows. On the other hand, the con-
dition M, simply means that y, v are probability measures on the Borel
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subsets of [0, 1]. For n € N U {0}, we say that the exact nth-order moment
condition NU;, holds if M,, is valid but M,,;, fails, i.e.,

i =1, forall 1<k<n and Hni1l 7 Upit-

In order to describe the various regularity conditions on the two un-
known functions ¢ and v, for € N U {co}, we say that the nth-order re-
gularity condition C,, holds if ¢, : I — R are n-times continuously dif-
ferentiable functions with non-vanishing first-order derivatives. For con-
venience, we also say that Cy holds if ¢, : I — R are just continuous
strictly monotone functions.

In our first result, we compute the first partial derivatives of the mean
M, ,, at a point of the diagonal of I x I under a weak regularity assumption.

LEMMA. Let u be a Borel probability measure, let ¢ : I — R be a
continuous strictly monotone function and assume that ¢ is differentiable
ata point p € [ and ¢'(p) # 0. Then O, M., ,(p,p) = Ji1.

In the second part of the first chapter we characterize those pairs (¢, 1)
and (¢, v) such that

Mcp,u(xay) =My, (z,y) (z,y€l)

holds.

In the following result we obtain the first necessary condition for the
equality of the generalized quasi-arithmetic means. This shows that, under
weak regularity assumptions, there is no solution of the equality problem if
the exact moment condition M holds.

COROLLARY. Assume Cy and My. Suppose that there exists a point
p € I such that ¢ and 1) are differentiable at p and ¢'(p)V'(p) # 0. Then,
in order that M, = My, ,, be valid, it is necessary that

/71 - /V\17
i.e., My be satisfied.

In our next result, assuming C;, we obtain a characterization of the
equality problem that does not involve the inverses of the unknown func-
tions ¢ and ).

THEOREM. Assume C; and My. Then M, ,, = My, , holds forall x,y €
I if and only if

/0 /0 (t = s)¢' (tz + (1 = t)y) ¢’ (sz + (1 — s)y)du(t)dv(s) = 0.
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Assuming C,,, 1, we now deduce further conditions that are necessary
for the equality problem.

THEOREM. Assume C,, .1 for some n € N and M. Then, in order that
My . = My, be valid, it is necessary that
(i+1)  qp(nt1-i)

W Z (:L> (it 1Vn—i = Hitns1-i) g090/ Y =0.

=0

Conversely, if p, 1) are analytic functions and (1) holds for all n € N, then
My, = My, is satisfied.

In this section we solve the equality problem, if the two measures y and
v coincide.

THEOREM. Assume Cy and M. Then M, ,, = My, ,, holds if and only
if
(i) either n = v = 6, for some T € [0, 1] and , 1 are arbitrary,
(ii) or u = v is not a Dirac measure and there exist constants a # 0 and
b such that
v =ap+D>.

If at least the first two moments of the measures ;. and v are the same
but the measures are not identical. The investigation of this case requires
twice continuous differentiability of the unknown functions ¢ and ).

THEOREM. Assume Cy and M, for some 2 < n < oo. Then M, =
My, holds if and only if there exist constants a # 0 and b such that
Y =ap+0b
and p is a polynomial with deg ¢ < n.

In the investigation of this case we consider two subcases according as
tovs = 0, respectively oy # 0.

THEOREM. Assume Co and M7 with psve = 0. Then My, = My,
holds if and only if
(i) either jv and 1) are arbitrary, v = 05,, and there exist constants a # 0
and b such that
o) =ar+b (x e),

(ii) or v and @ are arbitrary, | = 05,, and there exist constants ¢ # 0 and
d such that
U(z) =cr+d (xel).
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In the following result we derive further necessary conditions for the
equality problem.

THEOREM. Assume Cq and Ny with pisvs # 0 and assume that M, , =
My, holds. Then

" /1

¥
VQW = #2? =0
If C3 is valid then the function ® : I — R introduced above satisfies the
differential equation

(- 2oy (4 - L) -0
H2 V2 My V3

If C4 is also valid, then ¢ and 1) are analytic functions and ® satisfies the
differential equations

3 3 — 32 — 32
(&_ﬂ)@//+(#_i;)@@/+(ﬂ4 Sy v 3'/2)@3:0.
Mo V2 125 vy H2 Va

If My holds then the three coefficients in this equation do not vanish simul-
taneously.

In the main result of this part, we obtain a necessary and sufficient con-
dition for the equality problem under the additional assumption that ¢ sa-
tisfies a first-order polynomial differential equation.

P’
11 d)/
,ug% =: ® holds and that there exists integer numbers 0 < 2n < k and a
constant vector (co, ..., ¢,) # (0,...,0) such that the function ® : I — R

satisfies the following first-order polynomial differential equation

THEOREM. Assume C3 and My with psvy # 0. Suppose that vy

n

S ot () = 0.

i=0
Then M, ,, = My, ,, holds if and only if
(i) either there exist real constants a, b, ¢, d with ac # 0 such that
o(r) =axr+b and  Y(x)=cx+d (x e I);

(ii) or there exist real constants a,b, c,d, p,q with ac(p — q) # 0, pg > 0
such that

o(x) = aeP” +b and  Y(x) =ce®™ +d (xel)
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and, forn € N,

n n .

Z (Z.)qun (/Jz‘+17/n—i - ,uz'Vn+1—z‘) = 0;

i=0

(iii) or there exist real constants a,b,c,d,p,q with ac(p — q) # 0, (p —
1)(g—1) > 0, and xo & I such that, for x € I,

alr —xolP +0b, ifp#0
p(r) = oo
aln|x —xo|+0, ifp=0

cle —zo|?+d, ifg#0
() = i
cln|z — x| +d, ifqg=0
and forn € N,

~(p—1\[q—1

g . . (Ui+17/n—i - ,Ui’/n+1—z') = 0.

— 7 n—1

By solving of the following examples we apply our main result.

EXAMPLE. Consider the functional equation
9 1
0
where ¢, 1 : I — R are continuous strictly monotone functions.

If C3 is assumed, the generating functions ¢, : I — R satisfy this
functional equation if and only if there exist real constants a, b, ¢, d with
ac # 0 such that

(i) either ¢(x) = ax+band p(x) = cx+d, i.e., they are affine functions,
(i) or () = alnz + band ¥ (r) = cx™3 + d.

EXAMPLE. Consider the functional equation
L 200@) +ey)) | (@) + () +Y(y)
v \7T 3 )~ (& 9 5
where p, 1 : I — R are continuous strictly monotone functions.

If C3 is assumed, the generating functions ¢, : [ — R satisfy this
functional equation if and only if
(i) either there exist real constants a, b, ¢, d with ac # 0 such that p(z) =
ax + band () = cx + d, i.e., they are affine functions,
(ii) or there exist real constants a, b, ¢, d, p with acp # 0 such that p(x) =
aeP* + band ¢ (z) = ce?® + d.
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In the third part of the first chapter of the dissertation we characterize
the continuous strictly monotone functions ¢, 1) and Borel probability mea-
sures i, v such that

M@’#(Z‘,y>+Mw7y(fL’,y):l’+y (l’,yEI)

holds.
The first result present a necessary condition of first-order.

COROLLARY. Let i and v be a Borel probability measures. Assume C,.
Suppose that there exists a point p € I such that ¢ and 1) are differentiable
at p and @' (p)Y'(p) # 0. Then, in order that the invariance equation be
valid, it is necessary that

i+ =1

To obtain necessary conditions of higher-order, we need the following
result.

LEMMA. Let u be a Borel probability measure. For & > 1, M, , is
k-times continuously differentiable if C;, holds. If C, is valid then, with the
notation ®(z) := 9iM,, ,(z, x), we have

/! "

B(x) = (s - ﬁ?)%(m) — uz%(x) (@),

If C3 and o # 0 hold, then

35
PM (7)) = P2 T Mgy 4 Bg2y)  (pe 1),
H2 H3
Finally, if €4 and 5 # 0 hold, then for all z €
6712 A0 1
8;13\/[%07”(&7’ .ZC) _ M7 2 + M1 3 + 22 @H({E)
K2
81tz + 3 — 312
BT @)@ (o) + H 20 @)
Ha Ha
In the solution of the invariance equation, we consider two subcases
according as a1y = 0, respectively psry # 0.

THEOREM. Let i1 and v be a Borel probability measures with jiov5 = 0.
Assume Cy. Then the invariance equation holds if and only if
(i) either ;. = 0,, v = 61, for some T € [0, 1] and ¢, 1) are arbitrary,
(ii) or pn = &, for some T € [0,1], vy # 0, )y = 1 — 7, @ is arbitrary and
there exist constants a # 0 and b such that

(xr) =ax+0b (xel),
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(iii) or v = 01_, for some T € [0,1], s # 0, iy = 7, ¥ is arbitrary and
there exist constants a # 0 and b such that

o(r) =ar+b (xel).

Our first main result in this part offers a necessary condition for the
validity of the invariance equation in terms of two differential equations for
the second-order partial derivative 9M,, ,, of the mean M, ,,.

THEOREM. Let i1 and v be a Borel probability measures with jisvs # 0

and assume that the invariance equation is satisfied. If C3 holds then the
function ® : [ — R defined by

D(a) = OM, (. )
satisfies the differential equation

30 .~ 30 ) :
( Pipi2 + pi3 V1V2+V3)¢/+(M_§+V_;)¢2:0
2 Vo Hy V3

and if
3 — 1), o
(:udayd) 7é i + Vo ( M27V2)7

then the coefficients in this equation do not vanish simultaneously.
If, in addition, C4 holds then ® also satisfies the differential equation

H2 Vo
8A1 3+3 4 8/V\1V3+31/4 4—3 2 V4—3l/2
H2 vy Ha V3

By our second main result, under three times continuous differentiabi-
lity assumptions and certain non-degeneracy conditions on the second and
third centralized moments of the two measures, the solutions of the in-
variance equation fall into three different classes. The unknown generator
functions ¢ and 1) are either linear, or exponential or power functions.

(6,3%/12 + 4 s + [ 67//\12V2 + 4vv3 + V4><I>”

THEOREM. Let 1 and v be a Borel probability measures with piov5 # 0

and (p3,v3) # %(—u%, v3). Assume also C3. Then the invariance

equation holds if and only if iy + 7 = 1 and

(i) either there exist real constants a, b, c, d with ac # 0 such that

o(r) =axr+b and  Y(x)=cr+d (x e I);
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(ii) or there exist real constants a,b,c,d,p,q with ac # 0, pqg < 0 such

that
o(x) = aeP” +b and  Y(x) =ce®™ +d (xel)
and, forn € N,
Z (?) P'q" " (Wi 1 Vi + PiVnr1—i) = 0;
i=0

(iii) or there exist real constants a, b, c,d, p, qwithac # 0, (p—1)(g—1) <
0, and x¢ & I such that, for x € I,

alr —xo|P+b, ifp#0
p(z) = ol
aln |z — x|+ 0, ifp=0,

cle —xo|l?4+d, ifqg#0
(x) = o
cln|z —xo|+d, ifqg=0

and, with the notation

(Ra+tpdun)’.  ipro0

Fypu(z) = 1 ,

exp (fo In(1 + tz)d,u(t)), fp=0 (2>-1),
the identity

Fou(2) +F(2)=2+=% (z>—-1)
holds.

THEOREM. Let i, v be a Borel probability measures with iy + vy = 1,
fo = vy # 0, p3 = —us, such that

ps #3(5 — i )

Assume also C3. Then the invariance equation is satisfied if and only if

(i) either there exist real constants a, b, c, d with ac # 0 such that
o(r) =axr+b and  Y(x)=cx+d (x e I);

(ii) or there exist real constants a, b, ¢, d, p with acp # 0, such that

o(x) = ae’” +b and  Y(x)=ce P +d (x el

and v is the reflection of | with respect to the point 1/2.
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THEOREM. Let 1, v be a Borel probability measures with i, = U; = %,
fo = vy # 0, u3 = —u3, gy = v4. Assume also C4. Then the invariance
equation is satisfied if and only if one of the alternatives of previous theorem

holds.

In the next result we consider the particular case of the previous theorem
when p = v is a symmetric measure.

COROLLARY. Let iu be a Borel probability measure with (1o # 0 which
is symmetric with respect to the point 1/2. Assume also C4. Then the in-
variance equation

Mo u(@,y) + My p(z,y) =z +y  (,y€l)
is satisfied if and only if
(i) either there exist real constants a, b, c, d with ac # 0 such that
o(x) =ax +b and  Y(x)=cr+d (x € I);
(ii) or there exist real constants a, b, ¢, d, p with acp # 0, such that
o(x) = ae’” +b and P(x) =ce P +d (x €1).

In the subsequent examples we demonstrate how some known results
of the literature follow from ours.

EXAMPLE. Consider the functional equation

= (M) + ot (M) =r+y,

where ¢, 1 : I — R are continuous strictly monotone functions and z,y €
1.

If G, is assumed, the generating functions ¢ and ) satisfy this functional
equation if and only if

(i) either there exist real constants a, b, ¢, d with ac # 0 such that p(z) =
ax +band (x) =cx +d(x €1);

(ii) or there exist real constants a, b, ¢, d, p with acp # 0, such that p(x) =
ae?* +band Y(z) = ce P +d (x € I).

This statement was first proved by Sut6 [30], [31] assuming analyticity
and by Matkowski [23] who supposed twice continuous differentiability.
After some preliminary regularity improving steps [8], [9], the main goal
of the paper [10] was to show that the same conclusion can be obtained
without any superflouos differentiability assumptions.
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The result so obtained has been discovered by Jarczyk and Matkowski
[16] and has recently been proved without any continuous differentiability
assumptions by Jarczyk [15].

EXAMPLE. Consider the functional equation

! (y_% Lyw(t)dt) +w1<y_% /:w(t)dt) =TTy,

where ¢, 1 : I — R are continuous strictly monotone functions and z,y €
I, x#y.

If C, is assumed, the generating functions ¢ and v satisfy this functional
equation if and only if

(i) either there exist real constants a, b, ¢, d with ac # 0 such that p(x) =
ax +band (x) =cx +d (x € 1);
(ii) or there exist real constants a, b, ¢, d, p with acp # 0, such that p(x) =
aeP* +band Y(r) = ce P +d (x € 1).
This result has been discovered with stronger regularity assumptions by
Matkowski [24].

2. On the Lipschitz perturbation of monotonic functions

In the second part of the dissertation we investigate when a function
p : I — R can be decomposed as a sum of an increasing and a d-Lipschitz
function.

Letd : I? — I be a semimetric,i.e., d is a nonnegative symmetric two
variable function satisfying also the triangle inequality. A function ¢ : [ —
R is said to be d-Lipschitz if |((z) — ((y)| < d(x,y) for x,y € I. The
notation 2 will stand for the positive part of 2 € R, i.e., 1 := max(0, ).

The next theorem contains our main result that gives the first characte-
rization for Lipschitz perturbations of increasing functions. The proof of
the sufficiency will directly utilize the theorem of Kindler [17].

THEOREM. A function p : I — R can be written in the form p = q + (,
where q is increasing and { is d-Lipschitz if and only if

+
> ((si) = p(t) = dltss:)) " <> (plvy) = pluy) + d(ug,v;))
i=1 j=1
is fulfilled for all real numberst; < s1,...,t, < spanduy < vi,..., U, <
U in 1 satisfying Z?:l 1}%‘,81} = Z:il 1}%7%].
Using this lemma, we obtain another characterization of the decompo-
sability p = ¢ + /.
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LEMMA. Lett; < s1,...,t, < spand u; < v1,..., U, < Uy in [
satisfying > " 1 1150 = D ie1 Luiv,]- Then
Z (p(si) — p(ts) — d(ts, s:) T < Z p(u;) + d(uz, v;))
i=1
holds for a function p : I — R if and only if

m

0< me (ti, 1), p(s:) — p(t;)) + Zd(uj,vj).

=1

THEOREM. A function p : I — R can be written in the formp = q+ ¢,
where q is increasing and { is d-Lipschitz if and only if

0< 2; d(t;, ;) + Z; d(uy, v;) + Jp<z; Ly — 2 o)
i= j= j= i=

for all real numbers t; < si,...,t, < spand u; < V1,...,Up, < Uy in [

satisfying
D s € Ty
i=1 j=1

In this section, provided that the semimetric d possesses further proper-
ties, we are going to obtain simpler necessary and sufficient conditions in
order that a function p could be decomposed as ¢ + ¢ where ¢ is monotone
increasing and ¢ is d-Lipschitz.

DEFINITION. A semimetric d : [ X I — R is called concave if, for all
r <y <z<winl,itsatisfies
d(x,w) +d(y, z) < d(x,z) + d(y,w).
The main result of this section is contained in the following theorem
which characterizes the decomposability p = ¢ + ¢ in case of concave
semimetrics. In the case of when the semimetric coincides with the ordi-

nary distance function, our condition simplifies to a two variable inequality
only.

THEOREM. A function p : I — R can be written in the form p = q + (,
where q is increasing and { is d-Lipschitz if and only if

0< Z d(wop—1, Tor) + d(zo, Tony1) + Z (p(z2r11) — plaar))
—1 k=0

holds forall vy < x1 < -+ < X9, < Topyy € 1.
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THEOREM. If the metric d is given by d(z,y) = |y — x| (z,y € I), then

0< Z d(Tok—1, Tor) + d(T0, Tapi1) + Z (p($2k+1) - p@zk))

k=1 k=0
holds for all xo < x1 < -+ < To, < Tops1 € [ if and only if

p(z) < ply) +d(z,y)
forallx <y e I
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Az értekezés elozményei és célkitiizései

1. A. Kétvaltozos kozepek egyenloségi problémajarol
Legyen [ valés nyilt intervallum. Az M : I? — I kétvaltozds
fliggvényt kozépnek nevezziik I-n, ha

min(z,y) < M(z,y) < max(z,y) (x,yel)

teljesiil.
A legismertebb kozép az

Tr+y
2
szamtani kozép, melynek 4ltaldnositdsa a kvazi-aritmetikai kozepek

osztélya.
A tovdbbiakban jelolje CM(I) az I-n definidlt, vals értékd, folytonos,
szigorian monoton fliggvények halmazat.

Az, y) =

(z,y €1)

DEFINICIO. Legyen ¢ € CM(I), az éltala generdlt M, : I? — I
fliggvényt, melyre

My(e9) = My(o) = o7 (BDTED) e,

kétvdltozés kvdzi-aritmetikai kozépnek nevezziik, ahol !

inverz fliggvényét jeloli.

a  fliggvény

A kvazi-aritmetikai kdzepek rendszerezését eloszor Hardy, Littlewood
¢€s Polya adta meg 1934-ben megjelent konyviikben [13]. A legalapvet6bb
probléma megoldasat az alabbi tétel adja, mely a kvazi-aritmetikai kozepek
egyenldségét jellemzi.

TETEL. (Hardy-Littlewood—Pdlya) Legyen o, € CM(I). A M, és
M, kozepek akkor és csak akkor egyenldek egymdssal, ha léteznek a # 0
és bvalos konstansok 1igy, hogy v = ap + 0.

Kvazi-aritmetikai kozepek jellemzését egymdstol fiiggetleniil tobb
matematikus is megadta: Kolmogorov [18], Nagumo [27], de Finetti [11].
Kétvaltozos esetben Aczél [1], [2], [3], [4] adta meg a jellemezési tételt a
biszimmetria fogalmat felhaszndlva.

A kozepek egy masik osztdlyat a Lagrange kozepek alkotjak, melyek
fogalmat Berrone €s Moro [6], [S] vezették be.

DEFINICIO. Az M : I? — I kétvaltozos fiiggvényt Lagrange kézépnek
nevezziikk I-n, ha létezik ¢ : I — R folytonos, szigorian monoton
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fliggvény, hogy

o 1 4 £
M(z,y) = Ly(z,y) = i (y—x/wsp(t)dt) o7y (z,y €1).
x ifx =y

A kvazi-aritmetikai és a Lagrange kozepek osztalya is gazdag irodalom-
mal rendelkezik: Borwein—Borwein [7], Mitrinovi¢c—Pecari¢—Fink [25],
[26], Niculescu—Persson [28].

A Lagrange kozepek egyenldségére vonatkozo eredményt a kovetkezd
tétel tartalmazza.

TETEL. (Berrone-Moro) Legyen ¢, € CM(I). A L, és L, kizepek
akkor és csak akkor egyenldek, ha léteznek a # 0 és b valds konstansok gy,
hogy ) = ap + 0.

1.B. Az invariancia egyenlet kétvaltozos kozepekre
A
K(M(2,y),N(z,y)) = K(x,y)  (v,y €1)
azonossagot invariancia egyenletnek nevezziik, ahol M, N, K : I? — [
kétvaltozds kozepek. Azt az esetet, amikor K a szamtani kozép, M és N
kvézi-aritmetikai kdzepek, azaz

M(z,y) + N(z,y) =x+y  (z,yel),

Sutdé [30, 31] és Matkowski [22, 23] vizsgaltdk, ezért az egyenletet
Matkowski—Sut6 egyenletnek nevezziik.

A legegyszeriibb példa az invariancia egyenlet teljesiilésére a kovetkezd
azonossag:

S(z,y) = (Alz,y), H(z,y))  (z,y>0),
ahol A, G, és H a kétvaltozds szamtani, mértani és harmonikus kozép.

A szamtani kozép két kvazi-aritmetikai kozépre vonatkozé invari-
ancidjat eldszor Matkowski [22] vizsgalta kétszeri folytonosan diffe-
rencidlhatosagi feltételek mellett.  Ezeket a regularitasi feltételeket
Daréczy, Maksa, és Pales [8], [9] gyengitették, és végiil 2002-ben Dardczy
és Pales [10] bebizonyitottdk, hogy a megoldasok linearis vagy expo-
nencidlis alaku fliggvények.

A kvézi-aritmetikai €s a Lagrange kozepek kozos altalanositdsaként
kapjuk az dltalanositott kvazi- aritmetikai kozepek osztalyat. A disszerticid
egyik célja éltaldnositott kvazi-aritmetikai kozepek egyenl6ségi és invari-
ancia problémdjanak vizsgdlata. Az ezzel kapcsolatos eredmények meg-
taldlhatok a [20] €s a [21] publikacidkban.
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2. Monoton fiiggvények Lipschitz perturbaciojarol

A filiggvényegyenldtlenségek stabilitds elméletének vizsgdlata 1952-
ben indult Hyers és Ulam cikkével [14]. Hyers és Ulam felfedezték, hogy
az Un. J-konvex fiiggvények felbonthatok egy konvex és egy korlatos
fliggvény Osszegére véges dimenzids terek folott. E stabilitdsi tétel még
altalanosabb formajat Pales adta meg 2003-ban [29]. Bevezette az ¢-
monotonitds fogalmét, amely elvezetett a monoton fiiggvények stabilitasi
tulajdonsagaihoz. A p : I — R fliggvényt e-ndvekvének nevezziik, ha

p(x) < ply) + €

minden z < y esetén. Péles ebben a cikkében megmutatta, hogy egy
fliggvény akkor és csak akkor e-ndovekvd, ha felbonthatd egy novekvd és
egy korlatos fiiggvény 0sszegére.

A disszertacié masik célja annak vizsgdalata, hogy egy fiiggvény mikor
bonthat6 fel egy novekvd és egy d-Lipschitz fiiggvény Osszegére. A f6
eredményeket a [19] publikaci6 tartalmazza.
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Az értekezés uj eredményei

1. Altaldnositott kvazi-aritmetikai kozepek egyenléségi és invariancia
problémajaral
A klasszikus kvazi-aritmetikai kozepek fogalmat sulyfiiggvények és
paraméterek hozzdadasa révén tobbféleképpen is dltalanosithatjuk. A disz-
szertacié egyik célja altalanositott kvéazi-aritmetikai kozepek egyenldségi
€s invariancia problémdjanak vizsgdlata. A disszertdcioban vizsgalt
altalanositott kvazi-aritmetikai kozepeket a kovetkez6képpen definidljuk.

DEFINICIO. Legyen ¢ : I — IR egy folytonos, szigortian mono-
ton fliggvény, u egy, a [0,1] intervallum Borel halmazain értelmezett
val6szintiségi mérték. Ekkor az M, , : I? — I fliggvényt altaldnositott
kvazi-aritmetikai kozépnek nevezziik, ha

Moutra) =7 ([ olir+ (1= )iu@)  wyen

do+ 0
Hap = — i L. akkor M, = M,. Ha ;1 Lebesgue mérték a [0, 1]

intervallumon, akkor M, ,, = L.

Az elsd fejezet elsd részében Osszefoglaljuk az eredmények bemu-
tatdsahoz sziikséges jeloléseket és alapvetd eredményeket. Definidljuk egy
1 Borel valészintiségi mérték k-adik momentumdt és k-adik centrdlis mo-
mentumdt,

ﬁwzltwmm MMZA(FﬁmwMﬂ (k€ NU{0}),

és az % pontra vonatkoz6 tiikorképét,

p(A) = p(A),
ahol A a [0,1] intervallum Borel részhalmaza és A=1-A =
{1 —z | = € A}. Az édltaldnositott kvézi-aritmetikai kozepek

egyenldségi problémajara vonatkoz6 eredményeket a kiilonboz6 rendd mo-
mentum feltételek teljesiilése szerint mutatjuk be, ehhez sziikségiink van a
kovetkezd definiciokra:

Azt mondjuk, hogy az n-ed rendii momentum feltétel M,, valamely n €
N U {0, 00} esetén teljesiil, ha p, v a [0, 1] intervallumon definialt Borel
valészintiségi mértékek, és

ir =7 minden 1<k <n,



1. EGYENLOSEGI ES INVARIANCIA PROBLEMA 21

illetve, hogy az egzakt n-ed rendii momentum feltétel N, teljesiil, ha M,
teljesiil, de M,, 11 nem teljesiil, azaz

[r =7V, minden 1<k<n és Hni1 # Upy1

A kvézi-aritmetikai kozepek generdtor fiiggvényeire vonatkozé kiilon-
bozd regularitasi feltételek megadasdhoz bevezetjiik az n-ed rendii regu-
laritdsi feltétel C,, definicidjat. A ¢, : I — R fiiggvények teljesitik az
n-ed rend( regularitasi feltételt, ha n-szer folytonosan differencialhatoak,
€s az els6-rendl derivéltjuk seholsem tiinik el.

Az alabbi lemma megadja az els6 sziikséges feltételt az altalanositott
kvazi-arimetikai kozepek egyenldségi és invariancia problémdjara:

LEMMA. Legyen p Borel valoszintiségi mérték, ¢ : I — R folytonos,
szigorian monoton fliggvény, €s tegyiik fel, hogy ¢ differencidlhatéap € [
pontban és ¢'(p) # 0. Ekkor 0, M., ,,(p, p) = 1.

A fejezet tovdbbi részeiben megadjuk azoknak a (o, ) és (i, v)
paroknak a jellemzését, amelyek megolddsai az 4ltalanositott kvazi-
aritmetikai kozepek egyenldségi, illetve invariancia probléméjanak. Az
elsé fejezet masodik részében az egyenl8ségi problémat, azaz a kovetkez6
egyenletet vizsgaljuk:

M%M(xa y) = M¢7V<x> y)

Az elsd sziikséges feltétel azt mutatja, hogy gyenge regularitdsi
feltételek mellett, ha az n-ed renddi egzakt momentum feltétel M teljesiil,
akkor az egyenl6ségi probléménak nincsen megoldésa.

KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy €y és M, teljesiil, és hogy 1étezik
egy p € [ pont ugy, hogy ¢ és v differencidlhaté a p pontban és
©'(p)Y'(p) # 0. Ekkor az M., , = My, ,, egyenlet teljesiilésének sziikséges
feltétele

H1 = 1,

azaz, M, teljesiil.

A kovetkezd eredményben az egyenlOségi probléma egy ujabb
jellemzését kapjuk.

TETEL. Tegyiik fel, hogy Cy és M, teljesiil. Ekkor az My, = My,
egyenlet akkor és csak akkor teljesiil barmely x,y € I esetén, ha

/0 /0 (t = s)¢' (tz + (1 = t)y) ¢’ (sz + (1 — s)y)du(t)dv(s) = 0.
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Feltételezve, hogy az n + 1-ed rendd regularitasi feltétel teljesiil, egy
ujabb sziikséges feltételt kapunk az egyenldségi probléma teljesiilésére.

TETEL. Tegyiik fel, hogy C, .1 (n € N) és M, teljesiil. Ekkor az
My, = My, egyenlet teljesiilésének sziikséges feltétele, hogy

g0(z’+1) ¢(n+1—i)

(1) Z (T;) (Hti41Vn—i — HiVps1—;) bl -0

=0

Megforditva, ha ¢, analitikus fiiggvények, és (1) teljesiil minden n € N
esetén, akkor M, ,, = My, ,, teljesiil.

Ha a két mérték egyenld, az egyenlGségi problémara a kovetkezd
megoldast kapjuk.

TETEL. Tegyiik fel, hogy Cy és M, teljesiil. Ekkor M, , = My, akkor
és csak akkor igaz, ha
(i) vagy n = v = 0, valamely T € [0,1] esetén és p, 1 tetszbleges
fiiggvények,
(ii) vagy p = v nem Dirac mérték és léteznek a # 0 és b konstansok iigy,
hogy
Y =ap+ 0.
Ha a két mérték nem egyenld, de legaldabb az elsdé két momentumuk
megegyezik, akkor az egyenl&ségi problémdra az aldbbi jellemzést kapjuk.

TETEL. Tegyiik fel, hogy Cq és NU, teljesiil valamely 2 < n < oo esetén.
Ekkor M,,, = My, akkor és csak akkor dll fenn, ha léteznek a # 0 és b
konstansok 1igy, hogy

V=ap+0b

és p n-tol nem nagyobb fokszdamii polinom.

Ha M teljesiil, akkor két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy
MUolVy = 0, illetve 195129 7A 0.

TETEL. Tegyiik fel, hogy Co, Mj és jiovs = 0 teljesiil. Ekkor M, ,, =
My, akkor és csak akkor igaz, ha
(i) vagy | és 1 tetszdleges, v = 05,, és léteznek a # 0 és b konstansok
gy, hogy
o) =ar+b (xel),
(ii) vagy v és p tetszOleges, |1 = 03, és léteznek ¢ # 0 és d konstansok

ugy, hogy
U(z) =cr+d (xel).
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Abban az esetben, amikor povy # 0, tovabbi sziikséges feltételeket
kapunk az egyenl&ségi probléma teljesiilésére.

TETEL. Tegyiik fel, hogy Co, My, iovo # 0 teljesiil, és tegyiik fel, hogy
fenndll az M, , = My, , egyenlet. Ekkor
" S0//
VQW = /12? =: P,
Ha teljesiil a 3-ad rendii regularitdsi feltétel is, akkor a fenti ® : [ — R
fiiggvény kielégiti a kovetkezd differencidlegyenletet:

(@ . ﬁ)cbur (“—3 - ”—3)@2 —0.
H2 V2 Hy V3

Ha még a 4-ed rendii regularitdsi feltétel is teljesiil, akkor p és 1) analitikus
fiiggvények és P kielégiti az aldbbi differencidlegyenletet.

(& B Q)(D,,+ (3_/124 B 3_?)@@,+ <u4 —33u% 2 —33V22)®3 _o
Mo Vo 125 D) o V2

Ha teljesiil az elsé rendii momentum feltétel, akkor az utobbi diffe-
rencidlegyenlet egyiitthatoi egyszerre nem tiinnek el.

A kovetkez6 eredmény sziikséges és elégséges feltételt ad az
egyenldségi problémara, azzal a feltétellel, hogy a @ fiiggvény kielégit egy
elsérendd differencidlegyenletet.

TETEL. Tegyiik fel, hogy C3, My és v # 0, tovdbbd

2 iz
LA
Vzv = M?E =0

teljesiil, léteznek 0 < 2n < k egész szamok és egy (co, . .., c,) # (0,...,0)
konstans vektor ugy, hogy a ® : I — R fiiggvény teljesiti a kovetkezd
polinomidlis differencidlegyenletet:

3ok (@) =o.
1=0

Ekkor M, ,, = My, ,, akkor és csak akkor teljesiil, ha
(i) vagy léteznek valds konstansok a, b, ¢, d, ac # 0 gy, hogy
o(x) =ar+b és Y(z) =cr+d (x € 1),
(ii) vagy léteznek valds konstansok a,b,c,d, p,q, ac(p — q) # 0, pg > 0
gy, hogy
(2) o(xr) =ae™ +b  és () = ce®™ +d (xel),
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ésn € N esetén

2:(?)ﬁ¢h%NHﬂ%%_ﬁhW+k0:=Q
1=0

(iii) vagy léteznek valds konstansok a,b,c,d,p,q, ac(p — q) # 0, (p —
1)(g—1) >0, ésxg & I uigy, hogy x € I esetén

alr —xol? +b,  hap#0
p(r) = _
aln |z — x| +b, hap=0

clr — z|? + d, ha q # 0
wla) = § 17 .
cln|z — a9l +d, haq=0

ésn € N esetén

~ (p—1\(a-1
Z < ‘ ) < ) (Hit1Vn—i — piVns1-:) = 0.
P 7 n—1

Ha piorn # 0 €s (u3,v3) # (0,0), vagy pavs # 0, (us,v3) = (0,0) és
faVs = Vajiy vagy pata # 0, (3, v3) = (0,0) €s pavy # vopia és (s, vs) #
(0,0), akkor a megfelel§ regularitdsi és momentum feltételek teljesiilése
mellett azt kapjuk, hogy az M, ,, = M, ,, egyenlet akkor és csak akkor igaz,
ha az el6z6 tétel allitdsai koziil valamelyik teljesiil, azaz a (¢, 1)) megoldds
par vagy linedris, vagy exponencidlis, vagy hatvanyfiiggvény. Ezen ese-
tek mindegyikében megmutathatd, hogy ® kielégit egy polinomidlis diffe-
rencidlegyenletet.

Az utolsé alfejezetben példakat mutatunk be arra vonatkozdan,
hogy eredményeink segitségével hogyan kaphatjuk meg kiilonboz6
fliggvényegyenletek megoldésait.

PELDA. Tekintsiik a

¢4<%ﬁ@§ﬁ&2>:¢4<1T%¢@V+ﬂ—ﬂwﬁ>

fliggvényegyenletet, ahol ¢,1) : I — R folytonos, szigorian monoton
fliggvények.

Ha Cj3 teljesiil, a ¢ és 1 generdtorfiiggvények akkor és csak akkor
megoldasai a fenti fliggvényegyenletnek, ha 1éteznek olyan a, b, ¢, d valés
szamok, melyekre ac # 0 ugy, hogy

(i) o(x) = ax + bés(x) = cx + d, azaz v és 1 affin fiiggvények,
(i) vagy o(z) = alnz +bés(x) = cx™3 + d.
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PELDA. Tekintsiik a

o1 (2s0(a?);r w(y))

o (41/)(56) + 4y E;T“’) + w(y))

fliggvényegyenletet, ahol ¢,¢ : I — R folytonos, szigorian monoton
fliggvények.

Ha Cj teljesiil, a ¢ és 1 generdtorfiiggvények akkor és csak akkor
megoldasai a fenti fliggvényegyenletnek, ha

(i) léteznek olyan a, b, c,d valés szamok, melyekre ac # 0 tgy, hogy
o(z) =ar +bés () = cr +d,
(i1) vagy léteznek a, b, ¢, d, p, olyan valés szamok, melyekre acp # 0 Ggy,
hogy p(x) = aeP” + b és (x) = ce®™ + d.
Az elsd fejezet harmadik részében a Matkowski-Sutd problémat, azaz a
kovetkez6 egyenletet vizsgaljuk:

Mo u(x,y) + My (z,y) =2 +y (v,y €1).

Els6 eredményiink az els6 sziikséges feltétel az invariancia egyenlet tel-
jesiilésére.

KOVETKEZMENY. Legyen p és v Borel val6szintiségi mérték. Tegyiik
fel, hogy C, teljesiil, és létezik egy p € I pont gy, hogy a ¢ és
Y fiiggvények differencidlhatok p-ben és ¢'(p)iy/'(p) # 0. Ekkor az
My (2, y)+My, (2, y) = v+y egyenlet teljesiilésének sziikséges feltétele,
hogy

i+ v = 1.

Az M, . (z,y) +My,(,y) = v +y egyenlet megoldasanal szintén két
esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy pave = 0, illetve v # 0.
A vy = 0 esetben a kovetkez6 eredményt kapjuk:

TETEL. Legyen i és v Borel valdsziniiségi mérték gy, hogy jiavs = 0.
Tegyiik fel, hogy C, teljesiil. Ekkor az invariancia egyenlet akkor és csak
akkor igaz, ha

(i) vagy p = 0,, v = 81—, valamely 7 € [0, 1]-ra, és @, 1) tetszbleges

fiiggvények,
(ii) vagy p = 0, valamely T € [0, 1]-ra, vy # 0, V3 = 1 — 7, @ tetszdleges
és létezik a # 0 és b konstans 1igy, hogy

(zr) =ax+0b (xel),



26 1. EGYENLOSEGI ES INVARIANCIA PROBLEMA

(iii) vagy v = 61_, valamely T € [0, 1]-ra, po # 0, j11 = T, V) tetszdleges,
és létezik a # 0 és b konstans gy, hogy

o(r) =ar+b (xel).

A psvy # 0 esetben a kovetkezd eredményiink sziikséges feltételt ad
az invariancia egyenlet teljesiilésére az M, ,, k6z€p masodrend parcidlis
derivaltjaira vonatkoz6 differencidlegyenletek segitségével.

TETEL. Legyen p és v Borel valdsziniiségi mérték iigy, hogy jiavs # 0
és tegyiik fel, hogy az invariancia egyenletiink teljesiil. Ha C3 fenndll, akkor
a

®(z) == i M, (2, )
fiiggvény kielégiti az aldabbi differencidlegyenletet:

30 v
( M1M2+M3_ V1V2+V3)¢/+(”_§+V_32’>q>2:0,
5 120} 125 Vs

és ha
Bl —11), 5
pi3; v3) # ——————(—Ha, 3),
(13.3) # =P (i )
akkor az elozd differencidlegyenletben az egyiitthatok egyszerre nem tiinnek
el.
Ha C, fenndll, akkor ® az aldbbi differencidlegyenletnek megolddsa:

(6;7%;12 + 41ty pt3 + fua B 62y + 40113 + 1/4>q),,
2 V2

81 3 7% 3 — 32 — 32

+< Hafts + Oty n Vi3 + V4)®¢/+(M4 My V4 — 9OV,

2 2 3
125 %) 25
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(ii) vagy léteznek a, b, ¢, d, p, q konstansok, melyekre ac # 0, pq < 0 gy,
hogy

o(x) =ae’” +b és (x) = ce®™ +d (xel)
és minden n € N esetén
— (n i n—i
Z (Z>p q (Mz‘+1Vn—i + MiVn+1—i) =0;
i=0
(iii) vagy léteznek a,b, c,d, p, q konstansok, melyekre ac # 0, (p — 1)(q —
1) <0, ésxg & I gy, hogy minden x € I esetén

alr —xolP +b, hap+#0
p(r) = _
aln |z — x|+ b, hap=0,

b(x) = cle —xol?+d,  haq#0
chn|z — x| +d, haq=0
és az aldbbi jeloléssel

F,

p,p

B <f01(1 + tz)pd,u(t)>;, hap #0
9= exp (fol In(1+ tz)du(t)), hap =0 (z > —1),
a kovetkezd azonossdg teljesiil:
Fou(z) +F . (2)=2+=% (z > —1).

Az alabbi két eredményben a i és a v mértékek elsé néhany momen-
tumara kiilonboz6 kikotéseket tesziink.

TETEL. Legyen i, v Borel valdszintiségi mérték gy, hogy ji, + vy = 1,
fo = vy # 0, g = —Us, €s
I
ps # 3(5 - Ml)uz.

Tegyiik fel, hogy Cs teljesiil. Ekkor az invariancia egyenletiink akkor és csak
akkor teljesiil, ha

(i) vagy léteznek a, b, ¢, d valos konstansok, melyekre ac # 0 tigy, hogy
o(r) =ax+b and  Y(x)=cr+d (x € I);

(ii) vagy léteznek a,b,c,d,p valos konstansok, melyekre acp # 0 iigy,
hogy

o(x) = aeP” +b and  Y(x)=ce P +d (x €I)

és a v mérték a p mérték tiikorképe az 1/2 pontra nézve.
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TETEL. Legyen u,v Borel valdsziniiségi mérték iigy, hogy ji, = Uy =
%, fo = vy # 0, ug = —us, gy = vy Tegyiik fel, hogy Cy teljesiil. Ekkor
az invariancia egyenletiink akkor és csak akkor teljesiil, ha az el6z6 tétel
valamelyik dllitdsa teljestil.

A kovetkez6 eredményben az a specidlis esetet tekintjiik, amikor y = v
szimmetrikus mérték.

KOVETKEZMENY. Legyen p Borel val6szintiségi mérték, o # 0 és
p szimmetrikus az 1/2 pontra nézve. Tegyiik fel, C, teljesiil. Ekkor az
invariancia egyenletiink akkor és csak akkor teljesiil, ha

(i) vagy léteznek a, b, c, d valds konstansok, melyekre ac # 0 ugy, hogy
o(x)=ax+b and Y(z) =cr+d (x € I);
(ii) vagy léteznek a, b, ¢, d, p valés konstansok, melyekre acp # 0 agy,
hogy
o(x) = aeP” +b and Y(x) =ce P 4+d (x eI).

Az alabbi példdkban bemutatjuk, hogy eredményeink hogyan alka-
Imazhatdk fiiggvényegyenletek megoldédsara.

PELDA. Tekintsiik a

S0_1(90(93);rsa(y)> HZ)_l(zb(:v) —2F¢(y)

fliggvényegyenletet, ahol ¢, : I — R folytonos, szigorian monoton
fliggvények.

)=x+y (,y € 1),

Ha G, teljesiil, a fenti fiiggvényegyenlet megoldasai linedris vagy ex-
ponencialis alaku fiiggvények, melyet el6szor, 1914-ben Sutd [30],[31] bi-
zonyitott, aki megadta az analitikus megoldasokat. 1999-ben Matkowski
[23] a kétszer folytonosan differencidlhaté megolddsait adta meg ennek
a fliggvényegyenletnek. A generator fiiggvényekre vonatkoz6 regularitdsi
feltételeket Dardczy, Maksa és Pales [8],[9] fokozatosan gyengitették, majd
végiil 2002-ben Dardczy és Péles [10] minden regularitasi feltétel nélkiil
megoldottak a problémat.

PELDA. Tekintsiik a

ot (/Olgo(tx + (1 — t)y)dt) + a1 (/Olw(tx +(1— t)y)dt) =+,

fliggvényegyenletet, ahol p,1) : I — R folytonos szigorian monoton
fliggvények, és x,y € I, x© # y.
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Ha G, teljesiil, a fiiggvényegyenlet megolddsai linedris vagy ex-
ponencidlis alaku fiiggvények, amelyet Matkowski, er6sebb regularitasi
feltételek mellett, bizonyitott 2005-ben [24].

2. Monoton fiiggvények Lipschitz perturbaciojarol

A f6 eredményeink sziikséges és elégséges feltételeket adnak a fenti
felbontdsra tetszdleges szemimetrika és konkdv szemimetrika esetén.
Az eredmények bizonyitdsahoz felhasznéljuk a kdvetkezd lemmit.

LEMMA. Legyen I C R, t; < §1,...,tp < Sp€sup < U, ..., Uy, <
v, olyan I-beli valds szamok, melyekre

Z Ltisi) = Z Du; -
i=1 i=1

Ekkor az aldbbi egyenlség teljesiil.

n

S (als:) — alts)) =

=1 7

(Q(Ui) - Q(Uz))

L

1

Ha d tetszbleges szemimetrika, a kovetkezd tétel megadja novekvd
fiiggvények Lipschitz perturbaciéjanak egyik jellemzését. Jelolje =™ az
x € R pozitiv részét, azaz + := max(0, x).

TETEL. A p : I — R fiiggvény akkor és csak akkor irhaté p = q + {
alakban, ahol q novekvd és { d-Lipschitz, ha

n

3 (ple) = 1) = 20) " < 3 (o0s) = o) + )

i=1
teljesiil minden ty < s1,...,t, < Sp €sUL < V1, ..., Uy < Uy [-beli valos
szdmra, melyekre teljesiil, hogy

Z Ltisi) = Z L -
i=1 i=1

A kovetkezd lemma felhasznédldsdval a p = ¢ + ¢ felbontds egy masik
jellemzését kapjuk.

LEMMA. Legyenek t; < s1,...,t, < Sp €S up < U1,...,Up < Upy
I-beli val6s szamok tgy, hogy > 7" | 1y, s = D1 1ju, v, teljesiil. Ekkor

n m

> (p(si) = plt:) = d(ts, s.)) <§j — plu) + d(uj, v;))

i=1
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akkor és csak akkor teljesiil a p : I — R fliggvényre, ha
0< ) min (d(t;, s:), p(si) — p(t:) + > _ dluy,v;).
i=1 j=1

TETEL. A p : I — R fiiggvény akkor és csak akkor irhatd fel p = q + {
alakban, ahol q novekvd, { pedig d-Lipschitz, ha

0< Zl d(ti’ Si) + z; d(“i’ Uj) + jp<zl 1]“1’»”]'} o Zl 1]t¢,8i])
i= j= j= i=

mindent, < Sy1,...,t, < SpéSUL < V1, ..., Up, < Uy [-belivalos szamra,

melyre
D Dl €Dl
i=1 j=1

Ha a d fliggvény konkdv szemimetrika, akkor egyszer(ibb sziikséges
és elégséges feltételeket kapunk a keresett felbontdsra. Ha a d metrika
a szokdsos tavolsig fiiggvénnyel egyenld, a feltételiink egy kétvaltozos
egyenlGtlenséggé egyszerlisodik.

TETEL. A p : [ — R fiiggvény akkor és csak akkor irhaté fel p = q + ¢
alakban, ahol q novekvd, { pedig d-Lipschitz, ha

0< Z d(xop—1, Tor) + d(o, Tapni1) + Z (p($2k+1) - p($2k))
k=1 k=0

teljesiil minden vy < x1 < - -+ < X9, < Toyy1 [-beli valds szdam esetén.

TETEL. Ha d(z,y) = |y — z| (z,y € I), akkor

0< Z d(xop—1, Tor) + d(zo, Tong1) + Z (p($2k+1) - p(x%))
k=1 k=0

akkor és csak akkor teljesiil minden o < x1 < --+ < To, < Toy i1 [-beli
valos szamra, ha

p(z) < ply) + d(z,y).
fenndll bdarmely x < y I-beli valds szdmok esetén.
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