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1. Alapfogalmak

1. Feladat. Tekintsiik az
y'(x) =sin’z — 23 - o/ ()
differencidlegyenletet!

a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!

b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?
¢) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!

d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?

e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?

f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthat6s?

g) Explicit vagy implict?

Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvény y, a fiiggetlen valtozo x.

b) A differencidlegyenlet kozonséges, mert az ismeretlen fiiggvény egy vél-
toz0s.

c) Az egyenlet masodrendd, mert a legmagasabb rend( derivalt (y’ ! (a:)) rendje
2.

d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvénynek és derivéltjainak linedris kom-
binicidja és az ismeretlen fliggvényt nem tartalmazé kifejezés szerepel az
egyenletben.

e) Inhomogén, mert van benne olyan tag (sin” x), amelyik nem tartalmazza az
ismeretlen fliggvényt.

f) FiiggvényegyiitthatGs, mert az ¢/ (z) egyiitthat6ja fiiggvény.
g) Explicit, mert a legmagasabb rendii derivalt ki van fejezve az egyenletbdl.
2. Feladat. Tekintsiik az
y"(x) =5-y'(x)
differencidlegyenletet!
a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!
b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?
c) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!
d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?
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e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?
f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthat6s?
g) Explicit vagy implict?

Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvénye y, a fiiggetlen valtozé x.

b) A differencidlegyenlet kozonséges, mert az ismeretlen fliggvény egy vél-
toz0s.

¢) Azegyenlet harmadrendii, mert a legmagasabb rend( derivalt (y”(x)) rend-
je 3.

d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvénynek és derivéltjainak linedris kom-
binicidja és az ismeretlen fliggvényt nem tartalmazé kifejezés szerepel az
egyenletben.

e) Homogén, mert minden tag tartalmazza az ismeretlen fiiggvényt.

f) Konstansegyiitthatds, mert a linedris kombinaciéban minden egyiitthaté kon-
stans.

g) Explicit, mert a legmagasabb rendd derivalt ki van fejezve.

3. Feladat. Tekintsiik az

differencidlegyenletet!

a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!

b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?
¢) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!

d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?

e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?

f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthatos?

g) Explicit vagy implict?

Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvény z, a fiiggetlen véltozd t.

b) A differencidlegyenlet kdozonséges, mert az ismeretlen filiggvény egy val-
toz0s.

c) Az egyenlet elsérendd, mert a legmagasabb rendd derivalt (x/ (t)) rendje 1.
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d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvénynek és derivéltjainak linedris kom-
binicidja és az ismeretlen fiiggvényt nem tartalmazé kifejezés szerepel az
egyenletben.

e) Homogén, mert minden tagban szerepel az ismeretlen fliggvény (vagy annak
derivaltja).
f) Konstansegyiitthatos.

g) Explicit, mert a legmagasabb rendi derivalt ki van fejezve az egyenletbol.
4. Feladat. Tekintsiik az

Ogu(z;y) + Oyu(z;y) =0
differencidlegyenletet!

a) Adjuk meg az ismeretlen fiiggvényt és a fiiggetlen valtozét!

b) Hatdrozzuk meg, hogy a differencidlegyenlet kozonséges vagy parcidlis-e?
¢) Adjuk meg a differencidlegyenlet rendjét!

d) Linedris vagy nem-linedris a differencidlegyenlet?

e) Homogén vagy inhomogén a differencidlegyenlet?

f) Fliggvényegyiitthatds vagy konstansegyiitthatés?
Megoldas:

a) Az ismeretlen fiiggvény u(x;y), a fiiggetlen véltozok x és y.

b) A differencidlegyenlet parcidlis, mert az ismeretlen fiiggvény kétvaltozos.

c) Az egyenlet elsdrendd, mert a legmagasabb rendd derivalt rendje 1.

d) Linedris, mert az ismeretlen fiiggvény derivaltjainak 0sszege szerepel.

e) Homogén, mert minden tag tartalmazza az ismeretlen fiiggvényt.

f) Konstansegyiitthat6s, mert az ismeretlen fiiggvénynek és a derivéltjainak az
egyiitthatdi konstansok.

5. Feladat. Irjuk fel az origé kozépponti, egység sugard korok differenciale-
gyenletét, vagyis adjunk meg egy olyan differencidlegyenletet, amelynek meg-
oldasfiiggvényének grafikonja az origd kézéppontd, egység sugaru kor!

Megoldas:
Az origd kozéppontd, egység sugard kor egyenlete

22+ (z) = 1.
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Mindkét oldalt derivalva
2z +2y(z) -y (z) =0

adddik. Ebbdl ¢/ (z)-et kifejezve az

elsérendd, explicit differencidlegyenlethez jutunk.

6. Feladat. Irjuk fel azoknak a koroknek a differencidlegyenletét, amelyeknek
kozéppontja az x-tengelyen van, vagyis adjunk meg egy olyan differencidle-
gyenletet, amelynek megoldasfiiggvényének grafikonja olyan kor, amelyeknek
kozéppontja az x-tengelyen van!

Megoldas:
A feltétel szerint a kozéppont koordinatdi (u;0). A kor egyenlete
(x —u)? + 92 (2) = v’

A nevezetes azonossag elvégzése utdn azt kapjuk, hogy

= 2ux 4+ u? + y?(2) = u? = 2% — 2uzr + y*(z) = 0.
Mindkét oldalt derivalva

2z — 2u+2y(x) -y (x) =0 = 2u = 2x + 2y(x) - ' (x)
adddik. Ezt felhasznédlva

22+ % (1) = 2ux = 22° + 2z - y(z) - o (x).
Ebbdl z - y(x) # 0 esetén y/(x)-et kifejezve az
2 2
yi(z) —x
(@)= L
2z - y(z)

els6rendd, explicit differencidlegyenlethez jutunk.

7. Feladat. Irjuk fel az egység sugarii koroknek a differencidlegyenletét, vagyis
adjunk meg egy olyan differencidlegyenletet, amelynek megoldasfiiggvényé-
nek grafikonjai egység sugari korok!

Megoldas:
Legyen a kor kozéppontja K = (u;v). A kor egyenlete
2
(x—u)?+ (y(z) —v)" =1 (1)
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Mindkét oldalt derivilva
2-(z—u)+2- (y(z) —v) -y (z) =0
adodik. Az egyenletet egyszertisitve azt kapjuk, hogy
(z —u) + (y(x) —v) -/ (x) = 0. )
A kapott egyenlet mindkét oldalat derivalva
L+ (/@) + (y(@) = v) -y/"(2) = 0
adddik. Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a v paramétert azt kapjuk, hogy
oo Lt (v(2)°
y" ()
Ezt behelyettesitve az (2) egyenletbe
1+ (y/ (:1:))2
y" ()
adddik, amibdl az u paramétert kifejezve azt kapjuk, hogy

"y 2
B 1+y(/;y(£))) ().

Az u és a v paraméterekre kapott kifejezéseket behelyettesitve az (1) egyenletbe

<y'<x> - <y’<x>)3>2 . (H(M) 1

y" () y" ()
adddik. Elvégezve a négyzetre emeléseket azt kapjuk, hogy
(v@)*+2- (@) + (@) +1+2- (@) + (¢ (@)
(v (x))*
Elvégezve az 0sszevondsokat az
1+3- (y’(ac))2 +3- (y’(w))4 + (y'(ac))6
(v (2))*
egyenlethez jutunk. Felhasznélva, hogy
a® + 3a%b + 3ab® + b* = (a + b)?

+ y(x).

r—u

y'(x) =0

=1

=1
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azt kapjuk, hogy a keresett differencidlegyenlet
(1+ W)
(v ()’

22 + % (z) = 2ux = 222 + 2z - y(z) - o/ (2).

Ebbdl z - y(x) # 0 esetén ¢/ (z)-et kifejezve az

y*(z) — 2?

y'(@) =5~ o)

elsérendd, explicit differencidlegyenlethez jutunk.

8. Feladat. Irjuk fel egy olyan differencidlegyenletet, amely megoldésfiiggvé-
nyének grafikonja a v = (v1;v2) # (0;0) irdnyvektord, P = (xo; yo) ponton
athalad¢ sikbeli egyenes!
Megoldas:
A v irdnyvektord, P ponton ithaladé egyenes egyenlete
T—T0 Y=o
V1 V2

alakban is felirhat6. Ebbdl y-t kifejezve

T — X0

Y= - V2 + Yo

U1

adddik. Tehat az y az x fiiggvényében:

T X0
y(r) = —— - v2 + %o.
V1

Mindkét oldalt derivalva azt kapjuk, hogy

_1—330

!
y'(z) = o V9.

9. Feladat. Irjunk fel egy olyan masodrendii differencilegyenletet, amelynek

ltaldnos megolddsa

y(z) =c1 - €2 4 oy e

minden c1; co € R esetén.

Megoldas:
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Az y(x) fuggvény derivaltja
Y (x) = 2c1 - 2 — 3¢y - 737,
Az y(x) fuggvény mdsodik derivltja

Y’ (x) = 4c1 - 2 + 9cy - e,

Ezeket felhasznalva
Y (x) + 9" (x) = 6c1 - 2 + 6cy -0 =
=6 (a1 ¥ ey ) =6 y(a).
Tehat
y'(x) +y'(x) = 6-y(x) =0
egy olyan differencidlegyenlet, melynek megolddsa

y(xz) =c1 - 4 ¢y -3,

10. Feladat. Legyen c € R tetsz6leges valés szam. Adjuk meg az

c
y(z) = —
fliggvénysereg differencidlegyenletét!
Megoldas:
Az y derivélt fiiggvénye
()= -
Y 22

Felhaszndlva, hogy ¢ = x - y(z) azt kapjuk, hogy

)= £

)

igy a keresett differencidlegyenlet

11. Feladat. Igazoljuk, hogy az y(x) = sin x + cos x fiiggvény egy megolddsa
M A iy
az y"(x) + y(x) = 0 differencidlegyenletnek!

Megoldas:
Az y(x) fuggvény derivaltja

y'(z) = cosz — sin z,
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az y(x) fuggvény masodik derivdltja
y"(x) = —sinz + cos x.
Behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy az egyenlet bal oldala
y"(z) +y(x) = (sinz + cosz)” + (sinx + cosx) =
= (cosz — sinz)’ + sinx + cosx =
= —sinx —cosz +sinx + cosx =0,

ami éppen a jobb oldal, tehat a megadott fiiggvény valéban megoldasa a mega-
dott egyenletnek.

12. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
y'(z) =ylz) +=

differencidlegyenletnek az y(z) = —x — 1 fiiggvény megolddsa!
Megoldas:
Mivel i/ (z) = —1, ezért az y és 3/’ fiiggvényeket behelyettesitve a differencidl-
egyenletbe azt kapjuk, hogy
—1=—-z-1+4z,
ami azonossdg, igy az y(z) = —x — 1 fiiggvény valoban megoldédsa az egyen-

letnek.

13. Feladat. Megoldésit alkotjdk-e az y(z) = c - 22 alakd fiiggvények minden
c € R valds szam esetén az

differencidlegyenletnek?
Megoldas:

Behelyettesitve az egyenlet bal oldaldba a megadott fliggvényt azt kapjuk, hogy
z-y(z)=z-(c-2?) =x-2-c-x=2c-2°
Behelyettesitve az egyenlet jobb oldaldba az y(x) fiiggvényt azt kapjuk, hogy
2y(x) = 2¢ - 22,

igy a bal oldalon és a jobb oldalon 4ll6 kifejezés megegyezik, tehat a megadott
figgvény megolddsa a megadott differencidlegyenletnek.
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14. Feladat. Igaz-e, hogy tetsz8leges c; és co valds szdmok esetén az

y(x) =cy -€e* + ¢y -2

alakd fiiggvények megoldésai az

y' (@) = 3y (x) + 2y(x) =0
differencidlegyenletnek.
Megoldas:
Az y(x) fuggvény derivaltja

Y (z) =cp - e® + 2cy - €22,
Az y(x) fuggvény mdsodik deriviltja

y'(z) = c1 - €® + 4y - €22,

Behelyettesitve az egyenlet bal oldaldba a megfeleld fiiggvényeket azt kapjuk,
hogy

v (z) — 3y (z) + 2y(x) = c1 - % + dcg - e** — 3 - (c1 - "+
+cp-e®®) 42 (c1-€" Fcg-e¥) =
—c1 -6 +4cy ¥ —3¢; - 5=
— 6y - 2% 4+ 2¢1 - €% 4 2¢9 - €2 = 0,

ami az egyenlet jobb oldala tehat a megadott fiiggvények valéban megoldasai a
differencidlegyenletnek.

15. Feladat. Az y/(z) = 2z - y(x) differencidlegyenlet y(z) megoldésfiiggvé-
nyér6l tudjuk, hogy y(z) > 0. Mutassuk meg, hogy az y(x) fiiggvény konvex.

Megoldas:
Az y/(z) figgvény derivaltja
y'(x) = (22 - y(2)) = 2-y(z) + 22 - ¢/ ().
Felhaszndlva, hogy v'(z) = 2z - y(x) azt kapjuk, hogy
y'(z) =2 y(z) + 2z - 22 - y(z) = (2 + 422) - y(z).

Mivel 2 + 422 > 0 és feltétel szerint y(z) > 0, ezért ' (z) > 0, igy az y(z)
figgvény konvex.
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16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az
y(z) =2 +y*(z), y(0)=0
kezdetiérték feladat megolddsdnak egyetlen inflexids pontja van, és az az origd!
Megoldas:
Az y"(x) fiiggvényre azt kapjuk, hogy
y'(x) =22+ 2y(z) -y (2).
Mivel
y'(2) = 2® + 3% (2),
ezért
y'(2) = 22+ 2y(x) - (2® + y*(x)).
Inflexids hely ott lehet, ahol a fiiggvény mésodrendd derivalt fiiggvény zérus,

ezért az " (x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Jelen esetben ezen egyenlet
egyetlen megoldédsa x = 0.

Az y fiiggvény harmadrendd derivalt fiiggvénye
y"(z) =2+ 2y (2) - (2% + y*(2)) +2y(2) - (22 + 2y(2) - ¥/ (2)).
Felhasznalva, hogy y(0) = 0 miatt
y'(0) =0% +4%(0) =0
azt kapjuk, hogy
y"(0) =2+ 2y'(0) - (0% +4%(0)) +2y(0) - (2-0+2y(0) - 4/ (0)) =2 #0,
igy (0;0) inflexiés pontja az y fiiggvénynek.
17. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
y(z) =2’ +y°(x) -9, y(2)=1

kezdetiérték feladat megoldasfiiggvényének az = = 2 helyen lokélis minimuma
van!

Megoldas:

Mivel
y(2)=22+12-9=0,

ezért x = 2 staciondrius helye a megoldasfiiggvénynek. A megoldasfiiggvény
masodrend( derivalt fiiggvénye

y"(z) = 32° + 3y*(z) - ¢/ (2),
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s

igy
y'(2) =322 +3y%(2) -4/ (2) =124+3-12.0=12 > 0,

tehét az y fiiggvénynek lokélis minimuma van a (2; 1) pontban.
18. Feladat. Tekintsiik az
y (@) =z y(x), y2)=3
kezdetiérték feladatot!
a) Szdmoljuk ki az y'(2) értéket!
b) Szdmoljuk ki az y”(2) értéket!
Megoldas:
a) Az y'(2) érték:
y(2)=2-y(2)=2-3=6.
b) Mivel
y'(z) = y(x) + 2y (2),
ezért
y'(2)=y(2)+2-9y(2)=3+2-6=15.
19. Feladat. Tekintsiik az
y(2) =z -y’ (2) +y°(x), y(1)=2
kezdetiérték feladatot!
a) Szamoljuk ki az 3/ (1) értéket!
b) Szdmoljuk ki az y” (1) értéket!
Megoldas:
a) Az y'(1) érték:
y(1) =1-*1) +y*(1) =1-22 +2% =12

b) Mivel
y'(x) =y (x) + 2 2y(x) -y (2) + 3y (2) - ¥/ (),
ezért
y'(1) =y (1) +1-2y(1) -/ (1) +3-57(1) -/ (1),
igy

y'(1)=224+1-2-2-12+3-22.12 = 196.
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20. Feladat. Hatdrozzuk meg az y'(z) = y(x) differencidlegyenlet dltaldnos
megold4sat!
Megoldas:
Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk az e™* fiiggvénnyel:

y(z)-e " =y(z) e "
Az egyenletet nulldra rendezve azt kapjuk, hogy
y'(z) e —y(x)-e ¥ =0.

Tehat
(y(z)-e™) =0,
fgy
y(.l‘) et = )
amibdl y(z)-et kifejezve
y(@) = c e

adodik, ahol ¢ € R tetszbleges.
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2. Kozvetleniil integralhaté differencialegyenletek

21. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) = cos2z, y(0)=1
kezdetiérték feladatot! Fiiggvénytranszformaciés 1épések segitségével dbra-
zoljuk a megoldasfiiggvényt!
Megoldas:
A differencidlegyenlet mindkét oldalat integralva

sin 2x
y(x) = 5 +c

adddik, ahol ¢ € R. Mivel y(0) = 1, ezért
in 0
1=y(0) = - te=c

igy ¢ = 1, tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

sin 2z

y(z) = 5 +1.

22. Feladat. Oldjuk meg az
y(x) = 20+32% y(1)=4
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlet mindkét oldalat integralva

y(x) =2* + 2% + ¢
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adddik, ahol ¢ € R tetsz6leges. Mivel y(1) = 4, ezért
4=y(l)=1"+1+c=2+c
amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 2, tehat a kezdetiérték probléma megoldasa
y(z) =22 + 23 + 2.
23. Feladat. Oldjuk meg az

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlet mindkét oldalat integrdlva

T 1 2z 1 9
v = [ e =g [ =gt e

adédik. Mivel y(0) = 2, ezért
1
2:y(0):§-1n1+c:c,

amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 2. Tehét a kezdetiérték probléma megoldédsa

1
y(x) = B In(z? 4+ 1)+ 2= +/In(z2 4+ 1) + 2.
24. Feladat. Oldjuk meg az
Y (x)=x-¢", y(0)=3
kezdetiérték feladatot! A megoldést ellendrizziik!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
y(a:):/m~exdm:x-ex—/exdx:x-ex—ex—i—c.
A kezdetiérték feltételt felhaszndlva
3=y0)=—-e"+c=—-1+c,

igy ¢ = 4, tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
ylx) =(xr—1)-e* + 4.

17
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A megoldas ellendrzéséhez a kapott fiiggvényt helyettesitsiik be az eredeti e-
gyenletbe.

Az egyenlet bal oldala:
(z—1)-e"+4) =e"+(z—1)-e* =z -¢7,

ami megegyezik az egyenlet jobb oldaldval.

A kezdetiérték feltétel:

y(0)=—-1-e"+4=3.
Ezzel ellendriztiik a megoldast.
25. Feladat. Legyen z > 0. Oldjuk meg az
y(z) =z -lnz, y(1)=2

kezdetiérték feladatot!

Megoldas:
A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
2 2 2 2
y(x)z/m-lndxzz-lnx—/z-xdzzz-lna}—ﬂi—{—c,
ahol c € R tetszdleges.
A kezdetiérték feltétel szerint
1 1 1
2=y(l)==In1— - =c——

igy ¢ = 9/4, tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

x? 2 9
= — -Inz — — + —-.
26. Feladat. Oldjuk meg az
iy x—38
Yy (33) = m, X 6]2700[

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Az integraldst a parcidlis tortekre bontds médszerével végezziik. Alakitsuk
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szorzattd a nevezdt. Ehhez keressiik az 22 — x — 2 polinom gyokeit. A ma-

sodfoku egyenlet megolddképletét felhaszndlva

1£VI+8 1+3

2 2

T2 =

igy 21 = 2, xo = —1. Igy azt kapjuk, hogy

Tz —8 r—8
———dx = dx.
/x2—$—2 . /(a;—2)~(x+1) v
A fenti tortet bontsuk fel parcidlis tortek 0sszegére:
x—8 A B

@—2) (x+1) z-2 a4l

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Ehhez szorozzuk az egyenletet a
koz6s nevezdvel:

r—8=A-(z+1)+B-(x—2).
A zéréjelet felbontva, majd z-et kiemelve az z-et tartalmaz6 tagokbdl azt kap-
juk, hogy
r—8=ux-(A+B)+A-2B.
A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az x egyiitthat6ja,

illetve ha a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az aldbbi
egyenletrendszer

1=A+B
—8=A-2B.

Az els6 egyenletbdl kivonva a mésodikat B = 3 adddik, amelyet visszahe-
lyettesitve az elsd egyenletbe A = —2. Igy azt kapjuk, hogy

r—8 -2 3
/ dx:/—i- dx =
(x—=2)-(x+1) r—2 z+1
=—-2-Injz—-2[+3-lnlz+1|+c

Felhaszndlva a logaritmus azonossédgait

B x—8 |
y(m)/(x—Q)-(:c—Fl)dxln

+
(x —2)?

adodik, ahol ¢ € R tetszdleges.
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27. Feladat. Egy részecske a vizszintes tengely mentén mozog —4 [S%} alland6
gyorsuldssal. Tudjuk, hogy a ¢ = 0 id6pillanatban a megfigyelés helyén van,
azaz s(0) = 0[m], tovdbba a test sebessége a 0 idSpillanatban 20 [2], azaz
v(0) = vy = 20 [2]. Adjuk meg azt a ¢ iddpillanatot, amelyre s(¢) = 18 [m)].

Megoldas:
A 0(t) = —4 kozvetleniil integralhaté differencidlegyenlet megolddsa

o(t) = —4t + c1.
Mivel v(0) = 20, ezért ¢; = 20, igy a sebesség-id6 fiiggvény

v(t) = —4t + 20.
Felhaszndlva, hogy $(t) = —4t + 20, azt kapjuk, hogy

s(t) = —2t% + 20t + co.

Mivel s(0) = 0, ezért co = 0, igy a hely-id6 fiiggvény

s(t) = —2t% + 20t.
Azt a t id6pillanatot keressiik, amelyre s(t) = 18, igy a

22 +20t=18 = - 10t+9=0

egyenletet kell megoldanunk. Ennek megoldasédra t; = 1 és t5 = 9 adddik, igy
azt kaptuk, hogy a megfigyelés kezdete utdn 1 masodperccel és 9 masodperccel

2,2

lesz a megfigyelés helyét6l 18 méterre a részecske.

28. Feladat. Valaki egy egyenes utca A pontjabdl indul az autdjaval és egyen-
letesen gyorsulva 10 masodperc alatt ér az utca B pontjdba, ahol a sebessége
72 [km/h]. Hatdrozzuk meg az A és B pontok tdvolsdgat!

megoldas:

Jeloljiik s(t)-vel a t idG alatt megtett utat. Mivel az id6t masodpercben mértiik,
ezért a sebességet atvaltjuk [m/s]-ra: 72 [km/h]=20 [m/s]. A feltételek szerint

v(t) = at +b.
Mivel v(0) = 0, ezért
0=a-0+0,
igy b= 0.
Mivel v(10) = 20, ezért
20=a-10 = a=2.
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Mivel a sebesség-id6 fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivéltja, ezért az
5(t) =at+b

differencidlegyenlethez jutunk. Ez egy kozvetleniil integrdlhat6 differenciéle-
gyenlet. Mindkét oldalt integrdlva

s(t) :%-t2+b-t+c:t2+c
adodik.
Mivel azt is tudjuk, hogy s(0) = 0, ezért
0=s50)=0*+c = c=0.

Tehit a differencidlegyenlet megoldésa s(t) = ¢2. A 10 mdsodperc alatt megtett
tavolsag
5(10) = 10* = 100 [m].

29. Feladat. Egy gépkocsi 54 [52] sebességrél 5 [ %] lassuldssal egyenletesen
fékez. Szamoljuk ki a fékut hosszat!

Megoldas:
Mivel
km m
0) = v = 54 | 2 :15[{
v(0) =g { h ] S
ésa=—5 [S%], ezért az el6bbi modell szerint

v(t):/adt:/Sdt:E)tJrcl.

Mivel v(0) = 15, ezért ¢; = 15, igy
v(t) = =5t + 15.
Azt az id6pillanatot keressiik, amikor a géplocsi megall, vagyis azt a ¢ értéket,

melyre v(t) = 0, igy a
0=15—-5¢

egyenletet kell megoldanunk, amelyre azt kapjuk, hogy ¢ = 3.

Ismételten felhasznélva az el6bbi modell eredményét a gépkocsi hely-idé fiigg-
vénye

5
S(t):/a-t+v0dt:/—5-t—|—15dt:—2't2+15t+62.
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Mivel s(0) = 0, ezért co = 0, igy azt kapjuk, hogy a mozgds hely-idé fiiggvé-
nye

s(t) = —2, 5t 4+ 15t.
Tehat

s(3) = —2,5-32415-3 =22,5[m],
igy a fékat 22,5 [m)].
30. Feladat. Egy holdjaré v = 450 [2] sebességgel kezdi meg a holdraszl-
last. Amikor begyujtja a fékezoérakétakat, azok a = —2,5 [?2] allando lassuldst
biztositanak. A Hold felszinét6l mérve, milyen magassdgban kezdje meg a
holdjaré a Holdra szallast (azaz, milyen magassagban aktivélja a fékezérakétdkat)
ahhoz, hogy a landolas ,,sima” legyen (azaz a sebessége v = 0 legyen a Holdra
érkezéskor)? (A holdjaré haladdsi irdnyat tekintsiik pozitivnak!)
Megoldas:
Mivel v(t) = a(t), ezért
v(t) = —2,5t + ¢;.

Felhasznélva, hogy v(0) = 450 azt kapjuk, hogy

v(t) = =2, 5t + 450.

Azt a t idGpillanatot keressiik, amikor v(t) = 0, igy meg kell oldanunk a
—2,5t + 450 = 0 egyenletet, amire azt kapjuk, hogy ¢ = 180. Jeldlje a ¢
id6pillanatban a holdjarénak a Hold felszinétSl valé magassagat h(t). Ekkor

h(t) = v(t),

s

igy .
h(t) = —2,5t + 450

adddik, amib6l azt kapjuk, hogy
h(t) = —1,25t% + 450t + cs.
A t = 0 id6pillanatban h(0) = 0, igy
h(t) = —1,25t* + 450t.
Tehat
h(180) = —1,25 - 1802 + 450 - 180 = 40500 [m].

Azt kaptuk, hogy a Hold felszinétdl 40, 5 [km] magassdgban kell aktivélni a
fékezbrakétakat.
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31. Feladat. Fiiggblegesen felfelé kiloviink egy nyilpuskdbdl egy nyilvessz6t.
Legyen a nyilvesszd kezdGsebessége vy = 24,5 [%} Hatarozzuk meg, hogy a
kilovés utan mennyi id6 mulva tér vissza a nyilvesszd a kilovés helyére, ha a
kozegellenéll4stdl eltekintiink!

Megoldas:

Newton mésodik torvénye szerint egy test tomegének és gyorsuldsidnak szorzata
egyenld a testre haté erdk eredgjével. Jelen esetben a kdzegellendlldstdl elte-
kintiink, igy a testre csak egy m - g nagysdgu sulyerd hat, tehdtaz m-a = —m-g
egyenlethez jutunk. Felhaszndlva, hogy a gyorsulds-id6 fiiggvény a sebesség-
dd fiiggvény id6 szerinti derivaltja azt kapjuk, hogy

m-0(t) =—-m-g, azaz  0(t) = —g.
Ez egy kozvetleniil integralhaté egyenlet, igy mindkét oldalt integralva
v(t)=—g-t+a
adddik. Mivel v(0) = 24, 5, ezért ¢; = 24, 5, igy
v(t) =—g-t+24,5.
Felhaszndlva, hogy a sebesség-id6 fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivaltja azt

kapjuk, hogy
0(t) = —g-t+24,5.

Mindkét oldalt integrdlva

h(t):—%-t2+24,5~t+02

adédik. Mivel h(0) = 0, ezért co = 0, igy a fiiggblegesen kil6tt nyilvesszd
hely-id6 fiiggvénye

h(t):—g-t2+24,5-t.

Azt az idGpillanatot keressiik, amikor h(t) = 0, igy a
—4,9t2 + 24,5t =0
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet bal oldaldt szorzattd alakitva azt

kapjuk, hogy
4,9t - (-t +5) = 0.

Az egyenlet megolddsa t; = 0, illetve £ = 5.

Azt kaptuk tehdt, hogy a kilovés utdn 5 mdsodperccel tér vissza a nyilvesszd a
kilovés helyére.
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32. Feladat. Egy fegyverkisérlet sordn egy légvédelmi dgyuval egy 45 mé-
ter magas dombrdl tiizeliink fiigg6legesen felfelé. A 16vedék kezdGsebessége
40 [%] nagysagui. A légellendlldst elhanyagoljuk. (A szdmolds sordn legyen

g=10[z]"
a) Adjuk meg a 1ovedék foldtdl valé tavolsdgat leird fiiggvényt!
b) Milyen magasan lesz a l6vedék két masodperccel a kilovés utan?
¢) Milyen magasra repiil fel a 16vedék?
d) Mennyi id6 telik el, amig foldet ér a lovedék?
Megoldas:
a) A 1o6vedék mozgasegyenlete
_mg:ma(t)7
amibdl azt kapjuk, hogy
a(t) = —g.
Ez egy kozvetleniil integralhaté egyenlet, igy mindkét oldalt integrélva
v(t)=—g-t+c
adodik. Mivel v(0) = 40, ezért ¢; = 40, igy a sebesség-ids fiiggvény
v(t) = —g -t +40.
Felhaszndlva, hogy a sebesség-id6 fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivaltja

azt kapjuk, hogy
0(t) = —g - t +40.

Mindkét oldalt integralva
h(t) = —g A2 4 A0t + e
adodik. Mivel h(0) = 45, ezért co = 45, igy a mozgds hely-id6 fiiggvénye
h(t) = —% 4% 4 40t + 45 = —5¢% + 40t + 45.
Tehat a 16vedék ¢ masodperccel a fellovés utdn
h(t) = —g 42 +0(0) - t + h(0) = —5¢2 + 40t + 45
méter magassdgban lesz.

b) A l6vedék magassdga két masodperccel a fellovés utan
h(2) = —5-2% +40-2 4 45 = 105 [m].
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c) A 1ovedék abban az id6pillanatban éri el a maximdlis magassdgot, amikor

h'(t) = 0, azaz

—10t4+40=20 = t =4,
igy 4 masodperccel a fellovés utdn éri el a maximalis magassagot. Ekkor a
magassaga
h(4) = —5-4% 440 -4 + 45 = 125 [m].
d) A 1ovedék akkor ér foldet, amikor
5t 440t +45=0 = 2 -8t—-9=0

A masodfoku egyenlet megoldoképletének felhasznalasaval

8++64+36 8410
2 2

adodik, igy a fellovés utdn 9 masodperccel ér foldet a 16vedék.

t12 =

33. Feladat. Egy gdz adiabatikus éllapotvaltozasandl a nyomads a térfogat fiigg-
vényében a Poisson-egyenlet segitségével irhato le:

() e e ()

ahol pg a normél nyomadst jeloli.

Egy Vo = 0, 1 [m?] térfogati henger alaki edényben 1év6 normél nyomds lev-
eg6t adiabatikusan 6sszenyomunk V' = 0,01 [m?] térfogatira. Levegd esetén
k =1,4. Alevegs nyomasa 101 325 [Pa]. Mekkora a végzett munka?

Megoldas:

A végzett munkéra felirhat6 a

Tehat
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Ha V' = V), akkor a végzett munka 0, ami a W (1)) = 0 kezdetérték feltételt
jelenti. Ezt felhaszndlva
—k+1

Vi Po - Vo
— Vk 0 =
0 Po 0 —]{j—i—l+c = C 1%

Tehat a végzett munka a térfogat fiiggvényében

VL oo VA Vi k-1
k 0°Y _ Po- Vo 0
W)= —po- Vo' g 0 = 1o < ( >>

101325 -0, 1 0,1\
S (1‘ (0 01) ) = 38250071

34. Feladat. Egy véllalatnél egy adott termék eladdsabdl szarmazé hatarbevé-
teli fliggvényre az

2
(x+1)2
differencidlegyenlet teljesiil, ahol r-et ezer dollarban, x-et ezer darabban mérik.
Adjuk meg a bevételi fliggvényt!

Megoldas:

r(z) =2 —

A bevételi fiiggvény

Mivel 0 darab termék gyartdsa esetén a bevétel is 0, igy az 7(0) = 0 kezdetiér-
ték feltétellel éliink. Ezt felhasznélva

0=0+2+c = c=—2,
igy a bevételi fiiggvény
2
z+1

r(x) =2z +

35. Feladat. Egy villalatnal egy adott termék esetén a hatarkoltség fliggvényre

a
1

d(z) =
2z
differencidlegyenlet teljesiil, ahol c-t ezer dollarban, x-et ezer darabban mérik.

Tudjuk tovabba azt is, hogy a termékek gyartdsa sordn 50000 dollar fixkolt-
séggel kell szdmolni. Adjuk meg a koltség fiiggvényt!

Megoldas:
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A koltség fiiggvény
1
c(r)= | —=dz=Vx+k.
2z

Mivel a fixkoltség 50 000 forint, ezért ¢(0) = 50, igy Mivel 0 darab termék
gyartasa esetén a bevétel is 0, igy k& = 50. Ezt felhasznélva a koltség fiiggvény

c(z) = vz + 50.

36. Feladat. A szobdba berepiilt két hdgolyd. Az egyik sugara kétszer akkora,
mint a masiké. A hogolydkat tekintsiik szabalyos gomb alakinak. A hégolyd
tomegének (olvaddsanak) véltozasi gyorsasdga ardnyos a hégoly6 felszinével.
Mekkora lesz a nagyobb hégoly6 akkor, amikor a kisebbik elolvad?

Megoldas:
Jelolje r(t) a h6goly6 sugarit a ¢ idGpillanatban.
A hoégoly6 térfogata a t idépillanatban

4
V(r(t) = 37 3 (t).
A hégoly6 felszine a ¢ idSpillanatban
V(r(t)) = 4m- r2(t).

A feladat feltétele szerint a hégoly6 tomegének valtozasi gyorsasidga ardnyos a
felszinével, igy

m(t) = —k-A(r(t)),
ahol £ > 0 az olvadés valtozasi gyorsasdgara jellemzd konstans.
A hoégolyo tomege a ¢ id6pillanatban

m(t) =p-V(r(t)),
ahol p a h6goly6 stirtisége. Ezt felhasznélva az

rn(t) = —k - A(r(t))
egyenlet

p-V(r(t)) #(t) = —k-4m-r(t)

alaku lesz. Mivel '
V(r(t)) =47 - rz(t),

ezért a megoldando differencidlegyenlet
p-Am-r2(t) - r(t) = —k - 4dm - r2(t),
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12y f
r(t) = ——.
p
Ez egy kozvetleniil integrdlhaté differencidlegyenlet, amelynek megoldasa
k
r(t)=——-t+C.
( p

Ha a kisebbik hégoly6 sugara a megfigyelés kezdetekor R, akkor az r(0) = R
kezdetiérték feltételbdl C' = R kovetkezik, igy a kezdetiérték feladat megol-
dasa, ami a kisebbik hdgoly6 sugara az id6 fiiggvényében

k
’r‘l(t) =—-t+R.
P
A nagyobbik hégolyé sugara az id6 fiiggvényében
k
T'Q(t) = ——-t+2R.
p

Jelolje t* azt az id6pillanatot, amikor a kisebbik hégoly6 elolvad. Ebben az
id&pillanatban rq (t*) = 0 teljesil, igy

k

——-t*+R=0,
P
amibdl azt kapjuk, hogy
R
= k p'
Ekkor v R
) =——-—" 2R=R
ra(t*) PR

Tehat a nagyobbik hogoly6 sugara az eredeti sugar fele lesz (azaz pontosan
akkora, amekkora a kisebbik h6goly6 sugara volt az olvadas kezdetekor).

37. Feladat. Hatdrozzuk meg az y/(z) = %H

megoldasfiiggvényét, amelynek grafikonja dthalad a P = (0; 2) ponton!
Megoldas:

differencidlegyenletnek azon

A differencidlegyenlet megoldasa

1
y(az):/ der=In|z+ 1| +c.

z+1
A P = (0;2) pont illeszkedik az y fiiggvény grafikonjdra, ezért
2=Inl+c = c=2,
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igy a keresett fliggvény
y(z) =In|x + 1] + 2.

38. Feladat. Tekintsiik az
, z4+6
= , 0)=0
V@ =720 50

kezdetiérték feladatot!

a) Hatdrozzuk meg az y megoldasfiiggvény leképezési szabdlyat!

b) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az y fiiggvény értelmezhetd!

¢) Adjuk meg az y fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokdlis szélsdérték szerint az y fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az y fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatdrozzuk meg az inflexios
ponto(ka)t, ha 1étez(ne)k!

f) Vazoljuk fel az y fliiggvény grafikonjat!

g) Injektiv-e az y fiiggvény?

h) Korlatos-e az y fiiggvény?

i) Periodikus-e az y fliggvény?

j) Hatdrozzuk meg az y fliggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Mivel
y(w)Z/xj;dx: \/xEJr\?de:/xéJrG-x;dx:

ésy(0) =0 = ¢ =0, ezért

y(l’):§~\/l‘73+12-\/;3.

b) A /z fiiggvény miatt = > 0 kell, hogy teljesiiljon, ezért
D, = [0; 00].
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d)

f)
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A zérushelyet az y(z) = 0 egyenlet megolddsa adja, tehat az
2
V- (395 + 12> =0

egyenlet megoldasa, amibdl azt kapjuk, hogy x = 0 vagy %x + 12 = 0,
amibdl x = —18, ami nem lehetséges az értelmezési tartomany miatt. Tehat
a fiiggvény egyetlen zérushelye x = 0.

Mivel
V@) =2,
ezért az ;
x
jg? ~0
egyenletet kell megoldanunk, amibdl azt kapjuk, hogy z = —6, ami nem

eleme az értelmezési tartomanynak, igy az 3/ (z) fiiggvénynek nincs zérushe-
lye, tehat az y fliggvénynek nincs lokélis szEéls6értéke.

Mivel y'(x) > 0 minden x > 0 esetén, ezért y monoton nvekva.

Mivel

y'(z) = . =

_2r—x-6_ x-6

2 27
ezért az y”(x) = 0 egyenlet egyetlen megolddsa = = 6. A mésodik derivalt
elgjeleit tablazatba foglaljuk:

VI (@t6) §-oi Vo5 R
T

x [0; 6[ 6 163 00
y'(x) - 0 +
y(x) konkdv | inflexiés pont | konvex
y(z) értéke 39,19

Az y fliggvény grafikonja:
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g) Injektiv, mert kiilonb6z6 elemekhez kiilénb6z6 elemeket rendel.
h) A fiiggvény nem korlatos, mert feliilr6] nem korlatos.

i) A fliggvény nem periodikus.

j) Az y fuggvény értékkészlete [0; ocol.

39. Feladat. Tekintsiik az

kezdetiérték feladatatot!

a) Hatdrozzuk meg az y megoldésfiiggvény leképezési szabdlyat!

b) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-

lyen az y fiiggvény értelmezhetd!
¢) Adjuk meg az y fiiggvény zérushelyét!

d) Vizsgaljuk meg monotonitds és lokdlis szélsdérték szerint az y fiiggvényt!

e) Adjuk meg az(oka)t az intervallumo(ka)t, amely(ek)en az y fiiggvény kon-
vex, illetve az(oka)t, amely(ek)en konkdv! Hatdrozzuk meg az inflexios
pontot, ha 1étezik!

f) Vazoljuk fel az y fliggvény grafikonjat!
g) Injektiv-e az y fiiggvény?

h) Korlatos-e az y fiiggvény?

i) Periodikus-e az y fliggvény?

j) Hatdrozzuk meg az y fliggvény értékkészletét!

Megoldas:



32 DR. KEZI CSABA GABOR

a) Mivel
x 1 1 1
d:rz/;v- 1+ 22 _2dx:-/2:17- 1422 2dz =
/TxQ (1+42) : (1+42)
1 (1+22%)2 -
3

ésy(0) =1+c=c=0,ezért
y(x) =1+ a2

b) Az y fiiggvény értelmezési tartomdnya

D, =| — o0; 00].

¢) A zérushelyet az y(z) = 0 egyenlet megoldésa adja, tehdt a
Vi4+a22=0

egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy 22 = —1, ami nem lehetséges,
igy az F' fiiggvénynek nincs zérushelye.

d) Mivel

ezért az

e ——)
V2 +1

egyenletet kell megoldanunk, aminek egyetlen megoldasa x = 0.

Az elsé derivilt elgjeleit tablazatba foglaljuk:

x ] = 00;0] 0 0; 00
y'(x) - 0 +
y(x) N lokdlis minimum |

y(x) értéke 1
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e) Mivel
e \/1—1-7—33'%-(1—1—3:2)7%-295_ V1422 — 1:6_1,2 B
vz = 1+ 22 - 1+ 22 -
142 —2a? 1

1+22  1+a?
igy y”(z) > 0 minden = € R esetén, ezért F konvex.
f) Az y fiiggvény hatdrértéke —oo-ben:

lim y(x) = oo.
T——00

Az y fiiggvény hatarértéke co-ben:

lim y(z) = oo.

T—>00
Az y fiiggvény grafikonja:

14
13

11
10

N W s oo N e

0
10-98-76-5-43-2-1012345¢6782910

g) Nem injektiv.
h) Alulrél korlatos, feliilrél nem korlatos, ezért nem korlatos.
i) Nem periodikus.
j) Az y figgvény értékkészlete [1; ool
40. Feladat. Tekintsiik az

Y (x) =21+ 2
differencidlegyenletet!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

b) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet megoldédsat az y(1) = 5 kezdetiérték
feltétel mellett!

¢) Abrézoljuk a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvényét!
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d) Adjuk meg a differencidlegyenlet azon megoldasfiiggvényét, amely érinti az
y = 8x — 20 egyenletii egyenest!

Megoldas:

a) A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) :/2x+2dm:m2+2x+c,

ahol ¢ € R tetszbleges.
b) Mivel y(1) = 5, ezért
5=1+2+c = c=2.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) = 22 + 2z + 2.
c) Mivel
ylx) =2+ 20 +2=(x+1)* + 1,

ezért a megoldasfiiggvény grafikonja egy olyan parabola, amely az z? fiigg-
vény grafikonjabol a (—1; 1) vektorral valg eltoldssal szarmaztathatd. Tehat
a megoldasfiiggvény grafikonja:

N W M OO N 0 ©

5432110123 465

d) Az y = 8z — 20 érint§ egyenest meredeksége 8, igy 3/ () = 8, amibdl azt
kapjuk, hogy
8 =2x 4+ 2,
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igy © = 3. Ekkor y = 8-3—20 = 4. Tehat a differencidlegyenlet (3;4) pon-
ton 4thaladé megoldasfiiggvénye teljesiti a megadott tulajdonsdgot. Mivel a
differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsa

y(z) = 2% + 2z + ¢,

ezért a ¢ konstanst a
4=324+2-3+¢

egyenletbdl kapjuk, amire ¢ = —11 adédik. Tehat a keresett megoldasfiigg-
vény
y(z) = 22 + 22 — 11.

41. Feladat. Oldjuk meg az
a'(t) =

kezdetiérték feladatot! Abrdzoljuk a megoldasfiiggvényt!

2 —4

—_— 4) =1
ey =18

Megoldas:
Mivel
t2—4=(t-2) (t+2),
ezért ) ( o )
t*—4 t—2)-(t+2
= =t+2
t—2 t—2 t5
igy , )
tc—4 t
dt = t+2dt = — + 2t
/t—2 /+ 2—1— +c,
ahol ¢ € R. Tehat )
t

Mivel z(4) = 18, ezért
42
18:5—1—2-4—%0 = c=2.
Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
12
Mivel

c(t) =< (2 +4t+4) = - - (t+2)?%,

N[
N —
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ezért a fliggvény grafikonja:

0
8 7 6543210123435

Megjegyezziik, hogy a megoldasfiiggvény minden valds szdm esetén értelmez-
hetd, azonban a differencidlegyenlet ¢ = 2 esetén nem értelmezett.

42. Feladat. Adjuk meg az

2 —6t+9

/
t:
o)=L,

xz(0) =6

kezdetiérték feladat megoldasat! Hatdrozzuk meg megoldasfiiggvény szélsGér-
tékének helyét!

Megoldas:
Mivel
t2—6t+9=(t—3)2
ezért > 6140 22
t t_t3+ _ (tt_3) _i3
igy , ,
/Wdt—/t—de—g—St—i—c,
ahol ¢ € R. Tehét
x(t) —t22—3t+c.

Mivel z(0) = 6, ezért
2

6:%—1—0-24—0 = c=6.
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Tehat a megoldasfiiggvény

t2
z(t)=——3t+6
2
Mivel
1 2 1 2 1 2
o(t) =5 (t —6t+12):§-[(t—3) +3]:§-(t—3) + 1,5,

igy az y fuggvény minimum helye ¢ = 3, minimum értéke z(3) = 1, 5.

Megjegyezziik, hogy a megoldasfiiggvény minden valds szdm esetén értelmez-
het8, azonban a differencidlegyenlet ¢ = 3 esetén nem értelmezett.

43. Feladat. Adjuk meg az
2t
, et —4
() =S, a0) =4

kezdetiérték feladat megoldasat!

Megoldas:
Mivel
¥ —4= (222 = (" —2) - (¢" +2),
ezért
t_ 9\ . (at
e2t_4:(e 22 (e+2):et+2’
et — 2
igy )
t_
/it_;dt:/et+2dt:et+2t+c,

ahol ¢ € R. Tehat
z(t) =e + 2t +c

Mivel z(0) = 4, ezért
4=e"+2-0+c = c=3.
Tehat a megoldasfiiggvény
z(t) = e + 2t + 3.

Megjegyezziik, hogy a megoldasfiiggvény minden valds szdm esetén értelmez-
hetd, azonban a differencidlegyenlet ¢ = In 2 esetén nem értelmezett.
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44. Feladat. Legyen ¢ > 0. Hatdrozzuk meg az
1
Y= (Vi+2 o) =g

kezdetiérték feladat megoldasat!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy
(a+b)? = a® + 2ab + b*
azt kapjuk, hogy
(Vt+2)?=t+4-Vt+4

Az algebrai 4talakitdsok és a hatdrozatlan integral tulajdonsagai alapjan:
(1) Z/t+4-ﬁ+4dt:/t+4.t$ 4+ 4dt =

3

2 t2

5+4 —+4t+c_—+— Vi3 + 4t + c.
2

1
Mivel z(4) = 3 ezért
8 1
84+ --8+16+c= - = c = —45,
3 3
igy a megoldésfiiggvény
t2 8
x(t) = 5+§-\/t3+4t—45.
45. Feladat. Hatdrozzuk meg az

(t) = (2 +3t—1)%, 2(0)=5

kezdetiérték feladat megoldasfiiggvényét!

Megoldas:

Mivel

(a+b+c)? =a® + b+ & + 2ab + 2ac + 2be,
ezért
e(t) =t + 92 +1+6t2 — 202 —6t =t* + 665 + Tt — 6t + 1,

ezért

4 3 9 o 3t 3 )
z(t)= [ t* +61°+ Tt 6t+1dt_g+—+?—3t +t+ec
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Felhaszndlva, hogy F'(0) = 5 azt kapjuk, hogy
O+c=5 = c=5.

Tehat a megoldasfiiggvény

5 3t 73
x(t):€+?+?—3t2+t+5.
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3. Szeparabilis differencidlegyenletek

46. Feladat. Dontsiik el, hogy az aldbbi differencidlegyenletek koziil melyik
szeparabilis és melyik nem:

a) y'(z) =2 y(z) +
b) y/(x) =z y(x) + 2%
0 o/ () = eV,
d) y(z) -y (x) = ") V1422,
Megoldas:
a) Mivel a differencidlegyenlet
()= (x+1) y(2)
alakra hozhato, ezért a g(z) = x + 1 és h(y) = y jeloléssel azt kapjuk, hogy
Y (@) = g(@) - h(y(2)),
igy a differencidlegyenlet szeparabilis.
b) Nem szepar4bilis.
¢) Mivel a differencidlegyenlet
Y (z) = e - V@
alakra hozhato, ezért a g(z) = e* és h(y) = e¥ jeloléssel azt kapjuk, hogy
Y (x) = g(x) - h(y(2)),
igy a differencidlegyenlet szepar4bilis.

d) Mivel a differencidlegyenlet

ésa

jeloléssel azt kapjuk, hogy
Y (z) = g(z) - h(y(2)),
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igy a differencidlegyenlet szepar4bilis.
47. Feladat. Oldjuk meg az
y(z) ==z y(z), y(0)=1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be a g(z) = = és h(y) = y fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(z) - h(y)

alakd lesz. A szeparabilis egyenletek altalanos elmélete szerint az

/h(ly)d :/g(a:)dx

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/dyz/azdx.
Yy

2

x
ln\y|=?+c

Elvégezve az integraldsokat

adodik, amibdl

z2 22

x2
y:e7+6267 ef=C-e72.
A kezdetiérték feltétel szerint y(0) = 1, igy
1=y(0)=C-e"=C,

tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

22

y(z) =ez.
48. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:
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Az egyenletet dtrendezve

1
/
y(r)=—2  —
) y(x)
adodik.
Vezessiik be a g(z) = —x és h(y) = % fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet

y'(x) = g(x) - h(y)

alakd lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

[ st~ [ s

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utdn azt kapjuk, hogy

/ydy:/—xdx.

2 2
v _ =
5 = 2+c

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
eleget tesz az

Elvégezve az integraldsokat

2?4y (x) = C
egyenletnek, ahol C' € R tetszSleges.
49. Feladat. Oldjuk meg az

y(z) = —2¢y%(z) @, y(0)=—3
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be a g(x) = —2x és h(y) = y? fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(x) - h(y)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek altaldnos elmélete szerint az

/h(ly)dyz/g(w)dw
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egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/y2dy:/—2:vdx.

Elvégezve az integraldsokat

addédik, amibdl

A kezdetiérték feltétel szerint y(0) = —%, igy

1 1
2 —c ¢ ’
tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
1

50. Feladat. Oldjuk meg az
y(x) = Vyx)-e", y(0)=0
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be a g(x) = e és h(y) = /y fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(x) = g(z) - h(y)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(ly)dy:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/1dy:/e””dx.
e

2-Vy=e"+c¢

Elvégezve az integraldsokat
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y(x) = <e$;6)2~

A kezdetiérték feltétel szerint y(0) = 0, igy
_1+4ec
2

tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

e’ —1\2
v = (S5
51. Feladat. Oldjuk meg az
y'(z) =327 y(z), y(0)=3

kezidetiérték feladatot!
Megoldas:

adddik, amibdl

0= y(0)

Vezessiik be a g(x) = x és h(y) = y. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(x) - h(y)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(ly)dy—/g(x)d:r

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/dy:/3x2dx.
Y

Inly| =2 +¢

Elvégezve az integraldsokat

adddik, amibdl

Mivel y(0) = 3, ezért
3=y(0)=C-e=0C,

tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(xr) =3- e’
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52. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet 4tirhat6 az
__ sinz 1

y'(z) = B = y'(z) =sinz -
Y

alakra, ezért a g(z) = sinx és h(y) = y% fiiggvények bevezetésével az al-
taldnos elméletben szerepld

/h(ly)d :/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk. Behelyettesitve az adatokat, azt kapjuk, hogy

/yzdy:/sinxdx.

Elvégezve az integraldsokat

adédik, ahol ¢ € R tetszbleges.
53. Feladat. Oldjuk meg az
Y (z) = sin’ (y(z)) —1+z- cos? (y(z))
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Mivel sin? y(z) = 1 — cos? y(x), ezért az egyenlet 4tirhat6 az

y'(z) = cos® (y(2)) - (x — 1)
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alakra, ezért a g(z) = x — 1 és h(y) = cos?y fiiggvények bevezetésével az
altaldnos elméletben szerepld

/h(ly)d :/g(m)da:

egyenletet kell megoldanunk. Behelyettesitve az adatokat, azt kapjuk, hogy

1
/ 5 dy:/x—ldm.
cos? y

Elvégezve az integraldsokat

SC2

t = — —
gy 5 x+c

adodik. Ebbdl y-t kifejezve
2
x

y(z) = arctg <2 —x+ c>
adddik, ahol ¢ € R tetszbleges.
54. Feladat. Oldjuk meg az

y' () =y(z) I (y(@)), y(0)=e
kezdetiérték feladatot, majd hatarozzuk meg a lim y(x) hatdrértéket!
T—r—00

Megoldas:
Az egyenlet szepardbilis, legyen g(x) = 1 és h(y) = y - Iny. Ekkor fennéll az

/h(ly)dy:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Behelyettesitve az
adatokat )
/ dy = / 1dx
y-Iny
adddik.

Az egyenlet bal oldala f’/f alaki integral, ugyanis
1

1 =
/ dy = 2+ dy =In|lny],
y-lny Iny

/ldx:erQ

mig a jobb oldal
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igy azt kapjuk, hogy
In|lny|=2+c=Iny=e"t"=C.¢e",
amibdl
y(z) =e
adodik.
Mivel y(0) = e, ezért
e=1y(0) = O = ¢C,

igy C' = 2. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

y(z) = e
A keresett hatarérték
lim y(x)=1.
r—r—0Q0

55. Feladat. Oldjuk meg az
y(z) =tgz tgy(z), =€ }0, g[

differencidlegyenletet!

Megoldas:

47

Az egyenlet szepardbilis, a g(z) = tgz és h(y) = tgy jelolésekkel az elmélet-

ben ismertetett tétel szerin az

1
/dy:/tgxd:z:
tgy

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlenre.
A bal oldalt talakitva f'/f alakd integralt kapunk:

1
t—dy = / C_Osy dy = In|siny].
gy siny

A jobb oldalon szerepld integraldst hasonléan végezziik el:

sin x —sinz
/tgmdmz/ d;U:—/ dz = —In|cosz|.
cos T cos T

Tehat azt kapjuk, hogy

In|siny| = —In|cosz| + c.
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Ebbdl az egyenletbdl kifejezziik az y-t:

In|siny| = —In|cosz|+¢
siny = efln|cosx|+c
siny = e—ln|cosa:| . e¢

. -1
siny = eln|cos:1:\ .C
. 1
siny = .

COST

Tehat a differencidlegyenlet megoldédsa

" (emz)
y(z) = arcsin ,
cos

ahol C' € R tetsz6leges.
56. Feladat. Oldjuk meg az
Y (z) = —x - Y@
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Legyen g(z) = —x és h(y) = e¥. Ekkor teljesiil az

/h(ly)d :/g(a:)dm

Osszefiiggés. Behelyettesitve az adatokat, azt kapjuk, hogy

1
/eydy:/—xdx.

A bal oldalt atalakitva e™¥ adddik, igy f(ay + b) alaku fiiggvényt kell integrél-

nunk:
1
/dy: /eydy.
ey

Elvégezve az integraldsokat

2
—e ¥ = —%—FC
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adoédik. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva —1-gyel, majd a —c konstans
helyett a C' konstanst irva azt kapjuk, hogy

332

V=—4C.
e 2+

A kapott eggyenletbdl kifejezve az y fiiggvényt megkapjuk a differencidlegyen-
let megoldésat:

72
y(z) = —1In (2 +C> ,
ahol C' € R tetszbleges.

57. Feladat. Oldjuk meg az

3z + 4z +2

y'(x) = m’ y(0) = -1

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Legyen g(z) = 32 + 42 + 2 és h(y) = ﬁ Ekkor teljesiil az

/h(ly)d :/g(ac)da:

Osszefiiggés. Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
/2-(y—1)dy:/3$2—|—41‘+2da}.
A bal oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy
/2~(y—1)dy:y2—2y+cl.
A jobb oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy
/3332+4:U—|—2d;1::x3+2x2+2x+c2.

Tehét az
P -2y =23+ 22+ 22 + ¢
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletet nulldra redukdlva az

VP -2y —ad—222 -2 —c=0
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egyenlethez. Az egyenlet megolddsa

2+ V4 + 423 + 822 + 8z + 4c
2

=143 +202+22+1+ec.

Y12 =
Mivel y(0) = —1, ezért —1 = 1 + /1 + ¢, vagyis —2 = /1 + ¢, ami nem
lehetséges, vagy —1 = 1 — /1 + ¢, amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 3.

58. Feladat. Oldjuk meg az

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

y
T+242

/h(ly)d :/g($)da:

Osszefiiggés. Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

1+ 2y?
/ +yy dy:/cosacda:.

A bal oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

1+ 2y2 1
/ yy dyz/y+2ydyzlnyy|+y2+q.

A jobb oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

Legyen g(x) = cosx és h(y) = Ekkor teljesiil az

/cosxdx =sinz + co.
Tehat
In|y| +y? =sinz + ¢

Mivel y(0) = 1, ezért 1 = ¢, igy a kezdetiérték feladat megolddsa azon y
fiiggvény, amely eleget tesz az

Inly| +y* =sinz +1

egyenletnek. Az egyenletbdl az y fiiggvényt nem tudjuk kifejezni, igy implicit
megoldést kaptunk.
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59. Feladat. Oldjuk meg az
y'(z) =2y°(x) + o y(2), y(0)=1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Az differencidlegyenlet szorzattd alakithatd, igy ekvivalens az
y(z) =y*(x) - (2+2)

egyenlettel. Legyen g(x) = 2 + = és h(y) = y>. Ekkor teljesiil az

[Exy e

Osszefiiggés. Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

1
/Zdy:/Q—l-xd:Jc.
Yy

A bal oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

1 1
/2dy:/y_2dy:_+cl-
y y

A jobb oldali integralast elvégezve azt kapjuk, hogy

72
/2+xdx:2x+2.

Tehat az )

1 x
——=2r+ —+c
Y 2
adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
-1 B -2
2x—|—%—|—c Cdx 224 2¢

y(z) =

Mivel y(0) = 1, ezért ¢ = —1, igy a kezdetiérték feladat megoldédsa

(1)= — 2
yir Cdr 422

60. Feladat. Tekintsiik

V(@) = cos?y(a), y(0) =]

kezdeteiérték feladatot!

51
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a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldasfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény derivaltjat!

d) Hatdrozzuk meg az 3 (z) fiiggvényt!

e) Vizsgdljuk meg monotonitds és lokdlis szélsGérték szerint az y(z) fugg-
vényt!

f) Vizsgaljuk meg konvexités és inflexiés pont szerint az y(x) fiiggvényt!

g) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértékét!
Tr——00

h) Szdmoljuk ki a lim y(z) hatdrértékét!
T—00

i) Vazoljuk fel az y(x) fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y(z) fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) Vezessiik be a g(x) = e® és a h(y) = cos? y jeloléseket. Tekintsiik az

/h(ly)dy:/g(x)dm

egyenletet. A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/ 4 dy:/exdx.
cos?y

Az integralds elvégzése utan azt kapjuk, hogy

tgy =e* + ¢,
amibdl y-t kifejezve
y(x) = arctg(e” + ¢)
adodik.

b) Mivel y(0) = %, ezért

™
)
7T

= arctg(e® + ¢) = 1=1+4c¢,

e

igy ¢ = 0, tehat a kezdetiérték probléma megoldasa:

y(z) = arctg(e®).
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c) Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlyat alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 e” e

/ — et = e
y(m) - 1+(ex)2 e 1+ (GI)Q 1_'_62.’2'

d) A hanyados és Osszetett fliggvény derivéldsi szabdlyat alkalmazva

,,($)_ ex~(1—|—e2x)—ex-(2-e2x) B e? + 3T — 2. 37

(14 e2)? (14 e2)?
3x

_e"—e
- 212
(1 +e )
adodik.
e) Mivel ¥/(x) > 0 minden x € R esetén, ezért az y(z) fiiggvény szigordan
monoton novekvo, szélsGértéke nincs.
f) Az y"(x) fiiggvény zérushelye az

e — 63:13
(1+e20)”
egyenlet megolddsa. Egy tort csak akkor lehet nulla, ha a szdmlaléja nulla,
igy az

e’ —e3 =0 = e’ (1—e*) =0.

egyenlethez jutunk. Mivel e® # 0, ezért

1—e**=0 = e =1 = z = 0.

A masodik derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

x | — 003 0[ 0 ]0; o0]
y"(x) + 0 -
y(z) konvex | inflexiés pont | konkév

y(z) értéke %

g) Az y(x) fuggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim arctge® = arctg0 = 0.
Tr——00 T—r—00
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h) Az y(z) fiiggvény hatarértéke co-ben:

lim y(z) = lim arctge® = T
T—00 T—00 2

i) A fiiggvény grafikonja:

36 3 26 2 156 1 05 |0 05 1 15 2 25 3 35 4

j) Az y(x) fuggvény értékkészlete: ]O; o [
61. Feladat. Tekintsiik
Y (@) = (32% = 3)-e” V) y(0) =0

kezdeteiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!

¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény derivaltjat!

d) Hatérozzuk meg az y”(z) fiiggvényt!

e) Vizsgdljuk meg monotonitds és lokdlis szélsGérték szerint az y(z) fugg-
vényt!

f) Vizsgdljuk meg konvexités és inflexiés pont szerint az y(x) fiiggvényt!

g) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértékét!
T—r—00

h) Szdmoljuk ki a lim y(z) hatarértékét!
T—r00

i) Viézoljuk fel az y(x) fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
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a) Alakitsuk 4t a differencidlegyenletet:

b)

c)

d)

Y (z) = (32% - 3) - ™3 o u(),
A megéllapoddsunk szerint az egyenlet
y = (322 —3)- A S

alakban is felirhato.

Vezessiik be a g(x) = ot® =3z

/h(ly)d :/g(x)dm

egyenletet. A megfelel$ fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1 _ 733z 2
/e_ydy—/e - (32° — 3) dx,

/ey dy = /e"”33$ - (32% — 3) du,

Az integralds elvégzése utan azt kapjuk, hogy

ésah(y) = e Y jeloléseket.

Tekintsiik az

azaz

ol — ez3—3x +e,

amibdl y-t kifejezve
y(x) =In (eg”g_&‘C +¢)
adédik.
Mivel y(0) = 0, ezért
O:In(eo—i-c) = 1=1+c,

igy ¢ = 0, tehat a kezdetiérték probléma megoldasa:

y(z) = 23 — 3.
Az y(x) fuggvény derivéltja

Y (z) = 322 — 3.
Az y(z) fuggvény mdsodik derivéltja

y"(z) =62

adédik.
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e) Az y/ () fiiggvény zérushelyei, azaz az 23 — 1 = 0 egyenlet megolddsai
r = =£1.

Az o/ (z) fiiggvény elGjelét vizsgdlva az aldbbi tédbldzathoz jutunk:

x | — o005 —1] -1 | —1;1] 1 ]1; 00|
y'(z) + 0 - 0 +
y(x) Va lok. max. AW lok. min. Ve

y(x) értéke 1 -1

f) Az y"(x) fiiggvény zérushelye, azaz a 62 = 0 egyenlet megolddsa: = = 0.

A masodik derivalt el6jelét vizsgalva az alabbi tablazathoz jutunk:

T | — 00;0[ 0 105 00]
y" () — 0 +
y(z) konkdv | inflexids pont | konvex
y(z) értéke 0

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke —oo-ben:

lim y(z) = lim 2° -3z = —oc.
T—r—00 T——00

h) Az y(z) fiiggvény hatarértéke oco-ben:
lim y(z) = lim 2® -3z = oco.

T—00 T—r—00

i) Az y(x) fuggvény grafikonja:
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N

w

N

62. Feladat. Tekintsiik
Y (x) =2z y(z), y0)=1
kezdeteiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megoldésfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldasfiiggvény derivaltjat!

d) Hatdrozzuk meg az y"(z) fiiggvényt!

P

e) Vizsgéljuk meg monotonitds és lokdlis szélsGérték szerint az y(x) fiigg-
vényt!
f) Vizsgdljuk meg konvexités és inflexiés pont szerint az y(x) fiiggvényt!
g) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértékét!
T—>—00
h) Szdmoljuk ki a lim y(z) hatdrértékét!
T—r00
i) Vazoljuk fel az y(x) fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y(z) fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:

a) Vezessiik be a g(z) = 2z és a h(y) = y jeloléseket. Tekintsiik az

/h(ly)dy:/g(x)dx

egyenletet. A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/dy:/Qxda:.
Yy
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Az integralds elvégzése utdn azt kapjuk, hogy

Inly| = 2* + ¢,
amibdl y-t kifejezve
y(w)=C-e”
adodik.
b) Mivel y(0) = 1, ezért
1=C-¢,

igy C' = 1, tehat a kezdetiérték probléma megoldésa:
y(x) =
c) Az osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat alkalmazva azt kapjuk, hogy

2

Y (x) =21 - ™.

d) A megoldésfiiggvény masodik derivéltja
y'(z) =2 +42% e = (2+42?) - "
adodik.

e) Az y/(z) = 0 egyenlet megolddsa z = 0. A derivilt eljelét vizsgalva az
alabbi tdblazathoz jutunk:

x ] — 00;0[ 0 10; o0]
y'(x) - 0 +
y(x) N lokalis minimum | 7

y(x) értéke 1

f) Mivel y”(x) > 0 minden z € R esetén, ezért az y(x) fiiggvény konvex,
inflexiés pontja nincs.

g) Az y(x) fuggvény hatérértéke —oo-ben:

. . 2
lim y(z) = lim e = oo.
T—r—00 T——00
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h) Az y(z) fiiggvény hatérértéke co-ben:

. . 2
lim y(z) = lim ¥ = co.

i) A fiiggvény grafikonja:

N W A0 e N @ ©

2 1 o 1 2
-1

j) Az y(x) fiiggvény értékkészlete: [1; col.
63. Feladat. Tekintsiik

y'(z) = —2z-y(z), y(0)=1
kezdeteiérték feladatot!

a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalinos megoldasat!
b) Hatdrozzuk meg a kezdetiérték feladat y megolddsfiiggvényét!
¢) Adjuk meg a megoldésfiiggvény derivaltjat!
d) Hatdrozzuk meg az y” (z) fiiggvényt!
e) Vizsgdljuk meg monotonitds és lokdlis szélsGérték szerint az y(z) figg-
vényt!
f) Vizsgaljuk meg konvexitas és inflexiés pont szerint az y(z) fiiggvényt!
g) Szamoljuk kia lim y(x) hatdrértékét!
Tr——00
h) Szdmoljuk ki a xh%ngo y(z) hatdrértékét!
i) Vazoljuk fel az y(x) fiiggvény grafikonjat!
j) Adjuk meg az y(z) fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:
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a) Vezessiik be a g(x) = 2x és a h(y) = y jeloléseket. Tekintsiik az

/h:y)dy:/g(m)dm

egyenletet. A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

/1dy:/—2xdx.
Yy

Az integralds elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
Inly| = —2? +c,
amibdl y-t kifejezve
ylx)=C-e "
adodik.

b) Mivel y(0) = 1, ezért
1=C-é,

igy C' = 1, tehat a kezdetiérték probléma megoldésa:

22

y(x) =e”
c) Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlyat alkalmazva azt kapjuk, hogy

22

Y (z) = —22-e”
d) A megoldésfiiggvény masodik derivéltja
y'(x) = -2 e + 4% e = (=2 + 42?) L e?”
adodik.

e) Az y/(z) = 0 egyenlet megolddsa z = 0. A derivilt elGjelét vizsgilva az
alabbi tdbldzathoz jutunk:

x | —o00;0] 0 10; 00|
Y (z) + 0 -
y(x) N lokdlis maximum | N\

y(z) értéke 1
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f) Az y"(x) = 0 egyenlet megolddsai z = :l:\/g. A maésodrendd derivalt

elgjelét vizsgélva az aldbbi tdblazathoz jutunk:

« [l Al IR

y"(x) + 0 -

y(x) konvex infl. pont konkdv

y(z) értéke 0,6065

R

y" () 0 +

y(x) infl. pont | konvex

y(z) értéke | 0, 6065

g) Az y(x) fuggvény hatarértéke —oo-ben:

lim y(z)= lim e " =0.
T—r—00 T—r—00

h) Az y(z) fiiggvény hatarértéke oo-ben:

lim y(x) = lim e =0.
Tr—00 Tr—00

i) A fiiggvény grafikonja:

0.8

0.6

0.4

02

0
2 -18 -16 -14 12 1 -08 -06 -04 -02 [0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

j) Az y(x) fiiggvény értékkészlete: |0; 1].
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64. Feladat. Egy folyadékcsepp a felszinével ardnyosan pérolog. Egy folya-
dékcsepp a megfigyelés kezdetekor 5 [mm| sugari, gomb alakd.

a) Adjuk meg a folyadékcsepp sugarat az id6 fiiggvényében!

b) Megfigyeltiik, hogy a folyadékcsepp 5 mdsodperc milva 3 mm sugard volt.
Adjuk meg a parolgdsra jellemz6 egyiitthat értékét!

¢) A megfigyelés utdn hany masodperccel lesz a folyadékcsepp sugara 1 [mm]?
Megoldas:

a) A folyadékcsepp sugardnak id6 szerinti valtozasi gyorsasdga aranyos a gomb
sugardval, igy felirhat6 az

i(t) = —k-4r2(t) -

differencidlegyenlet. Ez egy szepardbilis egyenlet.
Legyen h(r) = r? és g(t) = —4k - 7. Meg kell oldanunk az

/h(lr)dr—/g(t)dt

egyenletet az r ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyettesitése utdn azt

kapjuk, hogy
1
/zdr:/—k‘-wdt.
r

Az integralasokat elvégezve
1

adddik, amibdl

1
t) = .
r(t) 4k -m-t—c
Mivel r(0) = 5, ezért
1 1
5 = — — = —
c ¢ 5’

igy a folyadékcsepp sugara az id6 fiiggvényében

0 1 5
r(t) = = .
4/{-7r-t+% 20k -7-t+1




KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 63

b) Mivel r(5) = 3, ezért
30
100k - m+1
amibdl azt kapjuk, hogy a keresett dlland6 értéke
1
k=——.
1507

= 300k -7+3=5,

¢) Felhaszndlva, hogy k = ﬁ azt kapjuk, hogy a folyadékcsepp sugara az
1d6 fiiggvényében
5 5 75

r(t) = : = 5 = .
20 - -t+1 Zt+1 2t+15

Az r(t) = 1 egyenlet megoldasat keressiik, igy meg az

75

S 2t+15
egyenenletet kell megoldanunk. A ko6zos nevezdvel szorozva, majd az e-
gyenletet rendezve

2t+15=175 = t=30

adodik, igy a megfigyelés kezdete utdn 30 méasodperccel lesz a folyadékc-
sepp sugara 1 [mm)].

65. Feladat. Egy banyak4zet megvizsgdlt darabja 100 [mg] urdnt és 14 [mg]
6lmot tartalmaz. Ismert az urdn felezési ideje 4,5 - 109 év és, hogy 238 [g]
urén teljes elbomldsakor 206 [g] 6lom keletkezik. Allapitsuk meg a banyaké&zet
korat! (Tegyiik fel, hogy a keletkezése pillanatdban a kézet nem tartalmazott
6lmot.)

Megoldas:
Ha 238 [g] uranbél 206 [g] 6lom keletkezik, akkor 14 [mg] 6lom
238
14. — =16,174
506 = 16,1748 [me]

urdn teljes elbomldsdnak terméke. Kezdetben a kézetben
100 4 16, 1748 [mg]

urdn volt. Az urdn bomléséra felirhatjuk az
N(t) = —=X-N(t)

differencidlegyenletet.
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A differencidlegyenlet megolddsahoz tekintsiik a g(t) = —X és h(N) = N
fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lN)dN—/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—dN = [ =Adt.
=]

Elvégezve az integraldsokat
InN=-\-t+c

adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
N(t) — e—)vt-i-c — e—)vt et =C - e—)vt'

Mivel az urdn felezési ideje 4, 5 - 10° év, ezért

N(4,5-10%) = NéO),
fgy ()
0
N(0) - e~ %510°x _
(0)-e >

amibSl A = 1,54 - 10710, Ezt felhaszndlva
116, 1748 - e~ 194107

104

= 100,
amibdl ¢t = 9,73 - 10% éves a kSzet.

66. Feladat. Egy tartalyban 100 liter s6s oldat van, amely 8 gramm sét tar-
talmaz. A tartdlyba percenként 4 liter vizet engediink be és 2 liter oldatot en-
gediink ki. Mennyi s6 marad az oldatban egy 6ra mulva?

Megoldas:
Jelolje a s6 mennyiségét s, az eltelt id6t £.
A tartalyban 1év6 oldat mennyisége ¢ perc elteltével

100 — 2¢ 4+ 4t = 100 + 2t.

Az oldat koncentriciéja ekkor

s(t)
100 + 2t
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A At id6 alatt kidraml6 oldat mennyisége 2A¢. A sé mennyiségének megval-
tozasa At id6 alatt

s(t)
As(t) = ————— - 2At
0= "o0 42 28"
amelyet dtrendezve
As 2s(t)

At 100 + 2t
adddik. Ha vessziik a At — 0 hataratmenetet, akkor azt kapjuk, hogy

2s(t t
s(t) = — 250 _ st = -2
100 + 2¢ 50 +1
Vezessiik be a h(s) = sésag(t) = —ﬁ fiiggvényeket.

A szeparabilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(ls)ds:/g(t)dt

egyenletet kell megoldanunk az s ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/ds:/—ldt
s o0+t

Elvégezve az integraldsokat

Ins =—In(50+1t) +¢

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
c

W =547

Mivel a 0 id6pillanatban 8 gramm s6 volt az oldatban, ezért az s(0) = 8 kezde-
tiérték feltételt kell tekinteniink. Ezt felhasznalva
c
8= — = = 400
50 =T
igy a s6 mennyisége az oldatban (az id6 fiiggvényében)
400

s(t) = 50 £t

Egy perc (60 masodperc milva) a s6 mennyisége
400

s(t) = 100 ~ 3,6 [g].
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67. Feladat. Egy kisebb telepiilés lakossdga 100 f6. A szaporodasi rata 0, 3. A
telepiilés maximalis 1élekszdma nem haladhatja meg az 1000 f6t. (Vagyis az
eltartoképesség 1 000 £6.)

a) Irjuk fel a logisztikus modellnek megfelels differencidlegyenletet!

b) Oldjuk meg az el6bbi differencidlegyenletet, azaz adjuk meg a telepiilés

egyedszamat az id6 fiiggvényében!
¢) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) A differencidlegyenlet

N(t)=0,3-N(t) —0,0003 - N*(¢t),
vagyis
N(t) =0,3-N(t)- (1-0,001-N(t)),

Ezen differencidlegyenlet megolddsdahoz vezessiik be a g(t) = 0,3 és a
h(N)= N -(1—0,001N) fiiggvényeket! Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lN)dN:/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

1
dN = [ 0,3dt.
N -(1—0,001N) / ’

A bal oldalon szerepld integralt a parcidlis tortekre bontds médszerével tud-
juk elvégezni. Tekintsiik az

1 A B

N -(1-0,001-N) Ntae N

felbontist! Az egyenletet a kozos nevezbvel szorozva azt kapjuk, hogy
1=A-(1-0,001-N)+ B-N.
Az egyenletet fokszam szerint rendezve
1=N-(B—-0,0014)+ A

adédik. Ebbol azt kapjuk, hogy A = 1, igy B = 0,001. Tehat
1 1 0,001

N-(1—0,00IN) N " 1-0,00lN
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Ezt felhasznalva
1 1 0,001
dN= | —+ —— _dN =
/N-(l—0,00lN) /N+1—0,001N

1 —0,001
/(N 1—0,001-N)d

N
=(In|N|—-In|1 - IN)=ln|——|.
(N} =11 = 0,001N)) = In \3—F=55—

Masrészt
/O,Sdt:O,?)t—l—c,
igy az
1 N =0,3t+
M1 T00N| T T
egyenlethez jutunk, igy
N
In|l———| = .
n’l—0,0IN’ 0,3t+61
Ebbdl N
AN 03,
ooy ¢ ¢

adédik. A nevezdvel szorozva mindkét oldalt azt kapjuk, hogy
N =¢%1.C.(1-0,01N).
Az N-et kifejezve
3t C

N(t) = =
B =17 0,001-¢031.C ~ 0311 0,001C
adédik. Felhaszndlva, hogy N (0) = 100 azt kapjuk, hogy

C
100 = 150,001C"
i 1000
1004+0,1C=C = C:T.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
1000 1000

N(t) = 9 = )
(t) e—03t +% 9. 03t 1 1

67
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b) Az N fiiggvénynek nincs zérushelye.

A fiiggvény hatarértéke a co-ben

lim N(t) = 1000.

t—00
A fiiggvény hatarértéke a 0 helyen
lim N (t) = 100.
t—0

Az N fiiggvény derivéltja

. _9 . 670731e . (_0 3) 2 7 . e*0,3t
N(t) =1000 - - =1000" —————
( ) (9 .e—0,3t + 1)2 (9 .e—0,3t + 1)2

Mivel N (t) > 0, ezért a fiiggvény szigordan monoton ndvekva.

Az N fiiggvény mésodik derivéltja

Rty = 1000 2720 (£0,3) (=970 1)
(9-e-03t 4 1)4

1000, 2T e 932 ((9-e70% +1))-9.e70%.(-0,3)
(9-e 03t 4 1)4 -

— 1000 2,7-e703 . (=0,3) - (=9-e 03 £ 1). (=9 e 03 4 1)
- (9 . efo,gt + 1)4 .

A N(t) = 0 egyenlet megoldésa

M
-0,3 ’

t 10;7,32] 7,32 |7,32; 00[
N(t) + 0 -
N(t) konvex | inflexids pont | konkav

N(t) értéke 500

Az el6bbiek szerint a fiiggvény grafinkonja:
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68. Feladat. Egy 98°C-os kemény tojast egy nagy tdl 18°C-os vizbe tesziink.
A tojas hdmérséklete 5 perc alatt 38°C-ra csokken. (A kornyezet hdmérséklete
nem valtozik.)

a)
b)
9
d)

Irjuk fel a hiilésre jellemz§ differencidlegyenletet!
Adjuk meg a tojas hdmérsékletét az id6 fiiggvényében!
Mennyi lesz a tojds hdmérséklete 6 perccel a tilba helyezés utan?

Mikor lesz a tojas hdmérséklete 20°C?

Megoldas:

a)

b)

Jeloljiik a kornyezet (jelen esetben a tilban 1évo viz) homérsékletét T} -val,
a test hdmérsékletét a ¢ id6pillanatban 7°(t)-vel és az ismert, ¢ = 0 id6pil-
lanatbeli hGmérsékletét Ty -lal!

A Newton-féle hilési torvény szerint a test hémérsékletének 7'(t) véltozasi
gyorsasdga ardnyos a test és kornyezete homérsékletének kiillonbségével,
azaz T' — Ty-val. Ezt felhaszndlva a

T(t) = - (T(t) ~ T)

differencidlegyenletet kapjuk, ahol x rogzitett, a test anyagdra és alakjéra
jellemzd pozitiv allando.

A T fiiggvény meghatdrozdsdhoz rendelkezésiinkre 4ll az el6bbi differen-
cidlegyenlet. Ezen kiviil a T" fiiggvénynek ismerjiikk még egy rogzitett pont-
jaban az értékét, hiszen tudjuk, hogy kezdetben a test hmérséklete Tp. Igy
egy szepardbilis differencidlegyenlethez tartoz6 kezdetiérték feladatot ka-
punk.

A differencialegyenlet megoldasahoz tekintsiik a g(t) = —k, valamimt a
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h(T) =T — Ty, fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(lT)dT:/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/T_deT—/—/idt.

Elvégezve az integrildsokat

In(T —Ty)=—k-t+c

adodik, amibdl azt kapjuk, hogy
Tt)=Tp+e " =Ty +e . e =T, +C-e ",

Mivel T'(0) = Ty, ezért Ty — T}, = C, igy a t idSpillanatban a test hGmérsék-

lete
T(t) =Tk + (To — Ty) - e "t

Az adatokat behehelyettesitve azt kapjuk, hogy
T(t) =18 +80-e "

Mivel T'(5) = 38, ezért az elGbbi egyenletbdl azt kapjuk, hogy
38 =18+ 80 e 7",

Ebbdl a  ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy

20 1
e = In-=-5k = &

20 _ﬁ_lnll
80 4 -5 5

Tehat a test hdmérséklete a ¢ id6pillanatban

-1
5

T(t)=18+80-e™ 5 * =18 480 (e"*) 5" =18 +80-475.

c) A tojas homérséklete 6 perccel a tdlba helyezés utdn

T(6) = 18+ 80- 475 ~ 33,16° C
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d) Azt at idpillanatot keressiik, amikor 7'(¢) = 20, igy megoldandé a
20 =18 +80-475

exponencidlis egyenlet. Mindkét oldalbdl kivonva 18-at, majd az egyenlet
mindkét oldalat elosztva 80-nal azt kapjuk, hogy

1 ¢
— =475,
0
Mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat véve
1 t
lg—=—-"-1g4
10" 5 °
adodik, igy
5-1g40
t= ~ 13, 3.
lg 4 ’

Tehat a tojas homérséklete 13, 3 perc mulva lesz 20°C hémérsékletd.

69. Feladat. Egy kisvaros lakossdgdnak korében a tapasztalat azt mutatja, hogy
a pletyka terjedésének valtozasi gyorsasdga aranyos a pletykat ismer6 emberek
€s a pletykat még nem ismerd emberek szimanak szorzataval. Az aranyossagi
tényezd legyen ﬁ. Tekintsiink egy 1 000 f6s telepiilést és tegyiik fel, hogy a
pletykét 2 személy inditja el (azaz a nulladik napon 2 ember ismeri a pletykdt)!

a) Irjuk fel a pletykat ismerd emberek szdmara vonatkozé differencidlegyen-
letet!

b) Oldjuk meg az elbbi differencidlegyenletre vonatkoz6 megfeleld kezdeti-
érték feladatot!

¢) Mikor fog eljutni a vdros lakéinak feléhez a pletyka?
Megoldas:

a) Jeloljiik y(t)-vel azon emberek szamat, akik a ¢ idGpillanatban mar ismerik
a pletykat. Ekkor fenndll az

y'(t) = k- y(t) - (1000 —y(t)).

b) Az eldbbi differencidlegyenlet szeparabilis. Vezessiik be a g(t) = k és a
h(y) =y - (1000 — y) fiiggvényeket! Ekkor teljesiilnie kell az

/h(ly)d :/g(t)dt
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egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
— _dy = kdt.
/y~<1000y> Y /

A bal oldalon szerepld integralt a parcidlis tortekre bontds modszerével tud-
juk elvégezni. Tekintsiik az

1 A B
g (000 —y) —y 1000y
felbontast! Az egyenletet a kozos nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy
1=A-(1000—-y)+ B -y.
Az egyenletet fokszdm szerint rendezve
l=y-(—A+ B)+ 10004

adodik. Ebbdl azt kapjuk, hogy 10004 = 1, igy A = Tl(JO' Ezt fel-

haszndlvaa —A 4+ B = 0 egyenletb6l B = A = ﬁ adodik. Tehat

1 1 1+ 1
y-(1000—y) 1000 \y 1000—y/"

Ezt felhasznalva

/1d o / LRI S I
Y- (1000 — ) Y~ 1000 y T1000—y) YT

1 / 1 —1
1000 y 1000 —y

1
=—— (1 —In|1 —y|) =
Tooo 1yl = Inf1000 —y|)
1 Y
-In .
1000 1000 —y
Masrészt
/ kdt =k -t+c,
igy az
1 Y
-1 =k-t
1000 n’lOOO—y te
egyenlethez jutunk. Az egyenletet 1 000-rel szorozva azt kapjuk, hogy
Y
In | ————| = 1000k - ¢ .
17000 — y ta
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Ebbdl
Y _ . 1000k-t

1000 —y
adédik. A nevezdvel szorozva mindkét oldalt azt kapjuk, hogy

y = 1000 - elOOOk't cep — elOOOk-t y-er.

C1

Az y-t kifejezve

1000 - elOOOk-t e 1000 - e10001€~t
y(t) = 14 el000kt . ¢~ ¢y + @lO00KT

Felhaszndlva, hogy k = ﬁ azt kapjuk, hogy

(t) = 1000 - e
T e
Mivel y(0) = 2, ezért
1000
2 = = co = 499.
co+1
Tehét a keresett fliggvény
(1) = 1000 - e*
YW= o9 1 et

c) Azt a t idGpillanatot keressiik, amelyre y(t) = 500 teljesiil, igy meg kell
oldanunk az

egyenletet! A nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

249500 + 500 - e* = 1000 - *'.

Az egyenletet atrendezve az
500 - e = 249450 = et =499

egyenlethez jutunk, igy

‘= In 499
4

igy 1,55 nap mulva mdr a lakossdg fele ismerni fogja a pletykat.

~ 1,55,

70. Feladat. Egy egyenes korhenger alaki tartdly sugara 1,5 [m]. A henger
magassdga 4 [m]. A tartalybol le szeretnénk engedni a teljes vizet.
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Irjuk fel azt a kezdetiérték feladatot, amely arra vonatkozik, hogy a ¢ id8pil-
lanatban mennyi a hengerben 1év6 viz magassiga!

Oldjuk meg az el6bbi kezdetiérték feladatot, azaz adjuk meg a viz mag-
assagat az id6 fiiggvényében gy, hogy a differencidlegyenletben fellépd
aranyossagi tényezd legyen k = 0, 1.

¢) Mennyi id6 alatt iiriil ki a tartaly?
Megoldas:
a) A tartdlyban 1évé viz térfogata az id6 fiiggvényében:

b)

V() =727 2(t).
A tartdlyban 1évé viz térfogatanak véltozasi gyorsasaga
V() =r?-7-2'(t) = 2,257 - 2/(t).
A Torricelli torvény szerint a kifoly6 viz térfogatanak valtozasi gyorsasaga
V/(t) = —0,1-/x(t).
Tehat az
2,25 -7 -2 (t) = —=0,1-/z(t)

szeparabilis differencidlegyenlethez jutunk.

Az el6bbi egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
—0,1
It — 9 t
v =555 Vel

Vezessiik be a h(z) = /r ésag(t) = o5 25 L fiiggvényeket. Az

egyenletet kell megoldanunk az x ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behe-
lyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

/f /225w

A bal oldalon szerepl6 integralas:

/dx—/w_édx:%/i.
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A jobb oldalon szerepl6 integrélds:
—0,1 -0,1
,dt = “t+ec.
/2,25-77 2,25-m

-0,1
2‘F*2,25-7r

egyenletet kell megoldanunk az ismeretlen x fiiggvényre:

W= 2L ¢ 2
= 457 2)

Mivel a hengerben kezdetben 4 méter magassagig volt a viz, ezért z(0) = 4,

igy ,
(5) =1
2

c=2-vVh=4.

Tehat a hengerben 1év6 viz magassaga az id6 fiiggvényében

-0,1 7 t\?

c) A hengerben 1évG viz abban a t idGpillanatban iiriil ki, amikor z(t) = 0
teljesiil, vagyis meg kell oldanunk a

—k

ok Vh
2r2 . 4

egyenletet. Az egyenlet megolddsara azt kapjuk, hogy

WNh-r. .
_ Vher 7r:9 W:907r.
k 0,1

Tehét 4, 75 6ra mulva iiriil ki a tartaly.

Tehat a
‘t+c

amibdl azt kapjuk, hogy

t

71. Feladat. Egy h6goly6t gomb alakinak tekintiink, amelynek a megfigyelés
kezdetekor 5 [cm] a sugara. A hégolyo6 a felszinével ardnyosan olvad.

a) Adjuk meg a hégoly6 sugarat az eltelt id6 fiiggvényében!

b) Megfigyeltiik, hogy a h6goly6 5 masodperc milva 3 [cm] sugard volt. Adjuk
meg a parolgésra jellemzd egyiitthat6 értékét!

c) A megfigyelés utdn mennyi idével olvad el teljesen a hogoly6? (Tegyiik fel,
hogy a hégolyé akkor olvad el, ha a sugara eléri a 0, 1 centimétert.)
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Megoldas:

a)

b)

A hogoly6 sugardnak id6 szerinti valtozasi gyorsasdga ardnyos a gomb su-
garéaval, igy felirhat6 az

F(t) = —k-4r2(t) -

differencidlegyenlet, ami egy szepardbilis egyenlet.

Legyen h(r) = r? és g(t) = —4k - 7. Meg kell oldanunk az

[ o= [

egyenletet az r ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyettesitése utdn azt

kapjuk, hogy
1
/Zdr:/—k‘ﬂ'dt.
r

Az integraldsokat elvégezve

——=—k-m-t+c
,
adodik, amibdl .
A Ty
Mivel r(0) = 5, ezért
o= ! = c= !
c 5’

igy a hdgolyd sugara az id6 fiiggvényében

)=t =0
Cdkemet+ L 20k-wot4 1

Mivel (5) = 3, ezért
5

> L 300k-74+3=5
100k -7 +1 THe=0

amibdl azt kapjuk, hogy a keresett dlland6 értéke

1
1507
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1

¢) Felhasznélva, hogy k& = azt kapjuk, hogy a hégolyd sugara az id6

1507
fliggvényében
r(t) = 5 5 75
= 1 -2 = :
20 o= t+1  Zt+1 26+15
Az r(t) = 0,1 egyenlet megoldasat keressiik, igy a
75
1=
0 2t +15

egyenenletet kell megoldanunk. A k6z6s nevezdvel szorozva, majd az e-
gyenletet rendezve

0,2t+1,5="75 = t=367,5
adodik, igy a megfigyelés kezdete utdn 6, 125 perccel olvad el a hgoly6.

72. Feladat. Vizbe szérunk 100 [g] cukrot. A cukor mennyiségének viltozasi
gyorsasdga aranyos a még fel nem oldédott cukor mennyiségével.

a) Adjuk meg azt a kezdetiérték feladatot, amely a feloldédott cukor menny-
iségére vonatkozik!

b) Irjuk fel azt a fiiggvényt, amely megadja, hogy a ¢ iddpillanatban mennyi
cukor oldédott fel, vagyis oldjuk meg az elébbi kezdetiérték feladatot!

¢) Ha tudjuk, hogy 2 médsodperc alatt 19 [g] cukor oldédott fel, akkor hatéroz-
zuk meg az el6bbi fiiggvényben szerepl6 (az oldédésra jellemzd) paraméter
értékét!

d) Vazoljuk fel az el6bbi fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:

a) Legyen a ¢ id6pillanatban mar feloldédott cukor mennyisége ¢(t). Az ol-
dodas véltozdsi gyorsasdga ardnyos a még fel nem oldédott cukor menny-
iségével, igy teljesiil a

§(t) = k- (100 — q(t))

differencidlegyenlet. Mivel a 0 id6pillanatban még nem oldddott fel cukor,
ezért a ¢(0) = 0 kezdetiérték feltétellel éliink.

b) A megoldand¢ differencidlegyenlet szepardbilis. Megoldasdhoz vezessiik be
ah(q) =100 — g és a g(t) = k fiiggvényeket! Meg kell oldanunk az

/h(lq)dq:/g(t)dt
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egyenletet a ¢ ismeretelen fliggvényre. Az adatok behelyettesitése utdn azt

kapjuk, hogy
1
dg = [ kdt.
/ 100—¢ " /

Az integraldsokat elvégezve

In|100 —¢|=k-t+c
adédik, amibdl
100 — g = C - e F,
igy
q(t) =100 — C - e ¥
Mivel C(0) = 0, ezért C' = 100, igy a kezdetiérték feladat megoldasa
q(t) = 100 — 100 - e=**.

¢) Mivel 2 mdsodperc alatt 19 [g] cukor oldédott fel, ezért
q(2) =19,

igy
19 = 100 — 100 - e~ 2*,

amibdl azt kapjuk, hogy

0,81=e2 = k= lno’;l.

Tehét az oldédasra jellemzd paraméter értéke

In0, 81
k= iy
-2

Ezt felhasznalva

In 0,81

q(t) =100 — 100 - e % =100 — 100 - ¢~ -2 " =100 — 100 - 0, 9.

d) Az el6bbi fiiggvény grafikonja:
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73. Feladat. A 1égkori nyomdst olyan modellel irjuk le, ahol a nyomdsnak a
tengerszint feletti magassagtol valo valtozasi gyorsasdga a nyomassal aranyos.
Tegyiik fel, hogy a tengerszinten a 1égkori nyomds 1 013 [hPa] és 20 [km] ma-
gassdgban a nyomds 90 [hPa].

a) Irjuk fel a feladatnak megfelel§ kezdetiérték problémat!

b) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!

¢) Abrézoljuk a nyomdst a tengerszint feletti magassag fiiggvényében!
d) Mekkora a nyomds 50 [km| magassagban?

e) Milyen magassdgban lesz a nyomés 900 [hPa]?

Megoldas:

a) A feladat szovegének megfeleld kezdetiérték probléma

p'(h) =p(h), p(0)=1013.

b) Vezessiik be a g(h) = k és a(p) = p fuggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell

“ [ agtr= [

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/dp:/k:dh.
b

Elvégezve az integrdldsokat
Inp=k-h+c
adodik, amibdl azt kapjuk, hogy

p(h) — ek~h+c — ek~h et =C - ek:-h.



80 DR. KEZI CSABA GABOR

Ha a 0 magassdgban a nyomds p(0) = 1013, akkor
1013=C-¢" =  (C=1013,
igy azt kapjuk, hogy a nyomads a tengerszint feletti magassag fiiggvényében
p(h) =1013-e*",
Mivel p(20) = 90, ezért
90 = 1013 - 2%,

Ebbdl azt kapjuk, hogy

1 90
=— - ln——.

20 1013

Ebbdl azt kapjuk, hogy £ = —0,121. Tehat a kezdetiérték feladat megol-
désa

90 = 1013 - 0% = k

p(h) = 1013 - e 01210

¢) A fiiggvény grafikonja:

11007
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100]

d) A nyomds 50 [km] magassagban
p(50) = 1013 - e~ 412150 = 2 39 [hPa).
e) Meg kell oldanunk a
900 = 1013 - e~ 120
egyenletet. Az egyenletbdl h értéke

1 900
—_— . lni
0,121 1013

= 0,977 [km].

Tehat 977 méter magassdgban lesz 900 [hPa] a nyomas.
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74. Feladat. Els6rendii kémiai reakcidkban a résztvevd anyagok mennyiségé-
nek véltozasi gyorsasdga ardnyos az illet§ anyag mennyiségével. A §-gliikono-
lakton gliikkonsavva alakuldsat az

y(t) = —0,6y(t)

differencidlegyenlet irja le, ahol a ¢ id6t 6raban mérjiik. Ha a ¢ = 0 id6pillanat-
ban 100 gramm J-gliitkonolakton van a mintdban, akkor mennyi lesz benne az
elsé 6ra végén?

Megoldas:
Vezessiik be a g(t) = —0,6 és h(y) = y jeloléseket! Ekkor az egyenlet
g(t) = g(t) - h(y)

alakd lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(ly)dy:/g(t)dt

egyenletet kell megoldanunk a y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utan azt kapjuk, hogy

1
/dy:/—0,6dt.
Yy

Elvégezve az integralasokat

Inly|=-0,6-t+c
adddik, amibdl

y(t) = e 0.
Mivel y(0) = 100, ezért
100 = (0) = C - = C,
tehat az
y(t) = —0,6y(t), y(0) =100

kezdetiérték feladat megoldasa

y(t) = 100 - e~ 06¢,
Egy 6ra milva

y(1) =100 - e %% = 54 88 [gramm]

d-gliikonolakton lesz a mintdban.
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75. Feladat. Egy motorcsénak sebessége 20 [kTm] A motorcsénak motorjit
leallitjuk. Ezutdn 40 mdsodperc alatt a csonak sebessége 8 [k}rln] -ra csokken.
Ha a viz ellendlldsa ardnyos a csénak sebességével, akkor mennyi lesz a csénak

sebessége 2 perc muilva?

Megoldas:

A csénakra hat erd nagysiga
F=m-a=—-k- v,

ahol £ > 0 a mozgasra jellemz§ dllandd. Felhaszndlva, hogy a(t) = 0(t) az
m-0(t) = —k-ov(t)

differencidlegyenlethez jutunk. Az egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy

k
i(t) = —— - o(t
B(t) = = (o),
amelybol lathat6, hogy egy szeparabilis differencidlegyenletet kell megolda-
nunk. Vezessiik be a g(t) = —% és h(v) = v. Ekkor az egyenlet

V() = g(t) - h(v)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(lv)dv—/g(t)dt

egyenletet kell megoldanunk a v ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
[hdo=[-2a
v m

Elvégezve az integraldsokat

Injv|=——-t+c
adddik, amibdl
k k k
v=e mtC=¢"m.ec=C-e m.

Mivel v(0) = 20, ezért
20=v(0)=C-e"=C,
tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

_k

v(t) =20-e" m™".
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Mivel 40 mésodperc milva a csénak sebessége 8 [kTm} , ezért teljesiil a

()

feltétel, amibdl azt kapjuk, hogy

1

k
8§=20-e m'90.

Ebbdl

k 5
Y —90-ln2
90 n2

m

adédik. Tehat a csénak sebessége 2 perc miilva

1 o —90n3-L 8 - 32 | km
”<9o>_2oe T T I

76. Feladat. Egy dgyilovedéket vy = 120 [2] sebességgel 16nek ki fiiggdlege-
sen felfelé. Hatarozzuk meg, mennyi idé elteltével éri el a 16vedék a maximalis
magassagot, ha a ra hat6é kozegellendllasi erd nagysagat leir6 0sszefiiggés az
alabbi alaku:

F =k v
ahol v a 16vedék pillanatnyi sebessége, k pedig a kozegellendllasi egyiitthato.
Megoldas:
A lovedékre mozgésa sordn a gravitacids és a 1égellenallasi erd hat, igy mozgas-

egyenlete az alabbi kezdetiérték probléma:

—m-g—k-v3(t) =m-alt), v(0) = 120 [?]

Az egyenlet mindkét oldalat osztva m-mel az aldbbi egyenletet kapjuk

c
a(t):—g—E'UQ

Osszefiiggést kapjuk.
Vezessiik be az b = % jelolést. Ekkor az
a(t) = —g —b-v3(t)

egyenlethez jutunk. A palya menti gyorsulds-id6 fiiggvény a pélyakoordinéta-
id6 fiiggvény derivéltja, igy a

O(t) = —g — b-v3(t)
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differencidlegyenlethez jutunk. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. Le-
gyen h(v) = —g — a - v%(t) és f(t) = 1. Ekkor a megoldandé egyenlet:

/Mdv:/ldt.

A bal oldali integraldst végezziik el els6ként. Az integrandust arctg tipusu
integralra vezetjiik vissza. Ehhez els6ként végrehajtjuk az aldbbi 4talakitasokat:

1 1 1 1
= — qy=—2. ] qu=
/—g—b-v2 ° /g+b-v2 Ty /1+g.u2 :

dv.

gH

Felhaszndlva, hogy

tgz) = ——
tovédbbd azt az integrédldsi modszert, miszerint
F(axz +b
/ flaz +b) = (a)’

ahol F a f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye, azt kapjuk, hogy

g 1—1-(\/%-1)) g g b
1 b
:—ﬁ-arctg <\/;U>

/ 1dt=t+ec.
Azt kaptuk tehat, hogy

1
—\/tbarctg (\/EU) :t+C
qg-

Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy

arctg <\/§v> =—yg-b-t+C,

A jobb oldal integrélja
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amibdl
o(t) = te(—/g- bt + ). ﬁ

adodik. A 16vedék abban a t* idGpillanatban éri el a maximdlis magassagot,
amikor a sebessége zérus, azaz v(t*) = 0. Ekkor

tg (—\/g-b+t*+C) =0,
amibdl azt kapjuk, hogy

C=+g-b-tr = =

A kezdeti érték feltételbdl

i
&-

v(0) = 120

120 ::\/Ei-tgcx

amibdl a C-t kifejezve azt kapjuk, hogy

C = arctg (120 . \/E) .
g

120 - 9)
Vo b

id6pillanatban éri el a legnagyobb magassagot.

adédik, igy

Tehat a 16vedék a

arctg

/N
«Q

t* =

77. Feladat. Melyek azok a fliggvények, amelyeknél az érintési pont felezi az
érintGszakaszoknak a koordinatatengelyek kozotti darabjat?

Megoldas:
Jelolje a keresett fliggvény grafikonjanak egy pontjat (z;y). Tegyiik fel, hogy

az ebbe a pontba hizott érintdegyenes az xz-tengelyt az (a; 0), mig az y-tengelyt
a (0; b) pontban metszi.
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(a;0)

A feltétel szerint az (a;0) és (0;b) pontokat dsszekotd szakasz felezGpontja
(z;9), igy
a b
(x,y) - (27 2) )

Az érintészakasz meredeksége

tehat a = 2x és b = 2y.

Tehét az ()
/ __yw
ylz) ==~
differencidlegyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet szeparabilis.

Vezessiik be a g(z) = —1 és h(y) = y fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(z) - h(y)

/h(ly)d —/g(x)da:

egyenletet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre.

alaku lesz, igy az

Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

1
/dy:—/lda}.
Yy T

Elvégezve az integraldsokat

Injy|=—-In|z|+¢
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adddik, amibdl

vagyis a keresett alakzatok a hiperbolak.

78. Feladat. A butadién mdasodrendid reakciéban dimerizalodik a kovetkezd

reakcidegyenlet szerint
2C4H6 — Cngg.

A reakcidsebességi egyiitthatd

3
k_4ﬁ-m4[dm }

mol - s

Hatdrozzuk meg, hogy 30 perc alatt a butadién hany szdzaléka dimerizalddik,
ha a koncentrécidja kezdetben 0, 05 [ 2% ]

dm3 1"
Megoldas:

Mivel A + A — D tipusi masodrend( reakciérdl van sz6 (vagyis kiinduldsi
anyagok azonosak, egyenld koncentracidban), ezért a reakciésebességi egyen-
let

v(t) = Ca(t) = =k - 2C4(1).
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(t) = —2k és h(C4) = C? fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie

kell az .
/h(cA)dCA:/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—dC 4 = —2k dt.
/ cz A /

Elvégezve az integralasokat

1
“oa —2k-t+c
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
1
Calt) = 2k -t —c’
A kiindulési anyagok koncentréacidja kezdetben C'4(0) = 0, 05 volt, akkor
0,05= -+ = e—__1
: c 0,05
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adodik, igy a kiindulési anyag koncentricidja az id6 fliggvényében
0,05

Calt) = :
alt) 0,05-2-4,9-103 -t + 1
Ezt felhasznalva
0,05 mol
C'4(1800) = ’ ~0,0266 | — |.
A(1800) 0,05-2-4,9-10-3-1800 + 1 [dm3]

Ez azt jelenti, hogy a kezdeti koncentraci6 53,2%-a van jelen fél 6ra mulva,
tehét 46, 8%-a dimerizalédott.

79. Feladat. A
CH3COOCyHs + OH™ — CH3COO™ + C9HsOH

dm3
mol-s

mdsodrendll kémiai reakcid sebességi egyiitthatéja 0, 11 [ } . Mennyi lesz

az észter koncentracidja 10 perc mulva, ha az észter kezdeti koncentracidja
0,1 [;“n‘jé} és a lig kezdeti koncentracigja 0, 05 [%}
Megolds:

Jelolje C'4(t) az észter koncentracidjdt a ¢ idGpillanatban és C'p(t) a lig kon-
centrdcidjat a ¢ idopillanatban. Az észter kezdeti koncentricidja C'y, = 0,1, a
lig kezdeti koncentricidja C, = 0,05.

A rekacidsebességi egyenletek
Cal(t) = —k-Ca(t) - Cp(t)
Cp(t) = —k-Ca(t) - Cp(t).

Ez egy differencidlegyenlet rendszer, ami azonban redukdlhat6 egyetlen dif-
ferencidlegyenletté. Legyen x a kiinduldsi anyagok elbomlott koncentricidja.
Ekkor egyrészt C4(t) = 0,1 — x(t), masrészt Cp(t) = 0,05 — x(t). Tovabba

Cat) = (0,1 —xz(t)) = —&(t)

Cp(t) = (0,05 — z(t))" = —@(t).
Ezeket az eredményeket felhaszndlva az
#(0) = k- (0,1 - (1)) - (0,05 — (1)

differencidlegyenlethez jutunk.
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Vezessiik be a g(t) = k és h(z) = (0,1—x) - (0,05 — z) fiiggvényeket. Ekkor

teljestilnie kell az
1
——dz = t)dt
J g o= o0

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

/ 0,1-= .10,05_90 dx://-cdt.
(0.1-z) - ( )

A bal oldalon szerepl6 integralast parcialis tortekre bontas médszerével végez-
hetjiik el.

Tekintsiik az
1 L M

(0,1—z) - (0,05 —z) T 01z 0,05-z

eldallitast. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a kozos nevezdvel, majd ren-
dezve a jobb oldalon szerepld tagokat azt kapjuk, hogy

1=L-(0,06—z)+ M-(0,1—-2x)

l=z-(-L-M)+L-0,06+M-0,1.
A két oldalon a megfelel fokszamu tagokat osszehasonlitva az

—-L-M=0
L-0,05~|—M-0,1:1}
egyenletrendszerhez jutunk. Azt elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy L = — M.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
—M-0,06+M-0,1=1 = M = 20.

Ezt felhszndlva L = —20. A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk,

hogy
/—20 1 + 20 #d —/kdt
01—z 0,06 —z ’

Elvégezve az integraldsokat

20-In|0,1 —2[—20-In]0,05 —z|=k-t+¢

adodik, igy azt kapjuk, hogy
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Felhasznalva, hogy x(0) = 0 azt kapjuk, hogy

20-In2 =c.
Tehat
0,1 —=x
20-In —— =20 -1n2.
0 n0’05_x 0-In

Az egyenletet dtrendezve

0,1 —=x
0 <no,05_ng n) k-t,

vagyis

(0,1 —x(t)) - 0,05
20-In (0,05 —x(t)) 0,1 b

Felhaszndlva a
0,1 —x(t) = Cal(t)
0,05 — z(t) = Cp(t)
Osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy

0,05- Ca(t)

20 -1
0T

=k-t.

Az egyenletet dtrendezve

Ca(t) 0,05-k-t
e 2 . ’
Ce(t) ~°

adddik. Mivel ez az egyenlet az A és B anyag koncentriacidjat is tartalmazza és

------

ezért az alabbi atalakitassal éliink:
Cp(t) =0,05—2x(t) =0,05—-0,14+ 0,1 —z(t) = —0,05 + C'a(t).
Ezt felhasznalva

CA(t) — 9. 0,05kt
Ca(t) — 0,05 ‘

Az egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
Cal(t) - (1 —9. 60705-k-t) =-0,1- eO,O5-k-t7
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igy az A anyag koncentracidja az id6 fiiggvényében

_07 1. 60’05'k't
CA<t> = 1_92.c005kt =
-0,1 mol
= 005kt —g ~ 0,0509 [dm?’]

A B anyag koncentracidja az id6 fiiggvényében

1
Cp(t) = —0,05 + C4(t) = 0,0009 [gnog] .

80. Feladat. A szachardz savas oldatban 66 perc elteltével 57%-ban hidrolizalt.
Feltételezve, hogy a kémiai reakci6 kinetikailag elsérendd, szamoljuk ki a 75%-
os hidrolizishez sziikséges 1d6t!

Megoldas:
Ha egy kémiai reakci6 elsérend, akkor a reakciésebességi egyenlete
Calt) = —k - Ca(t).
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.
Vezessiik be a g(t) = —k és h(C4) = C4 fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie kell

N /h(éA)ch _ /g(t) at

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—d = [ —kdt.
/CA Ca /

Elvégezve az integraldsokat
InCy=—-k-t+c
adaddik, amibdl azt kapjuk, hogy
Cu(t) = e Ftte = . ek,
Ha feltessziik, hogy kezdetben a kiinduldsi anyag koncentracidja C'4(0) = C4,

volt, akkor
Ca,=0C

adédik, igy a kiinduldsi anyag koncentricidja az id6 fiiggvényében
Ca(t) = Ca, - ekt
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A feladat feltétele szerint
0,43C 4, = Cya, - ™,

igy
0,43 = e F,
amibdl azt kapjuk, hogy
In0,43 1
k=220 10,0128 H
—66 S
Mivel
0.25 = 6—0,0128~t
ezért 100.12
n
t=—"—=~1 i
0,018 08, 3 [min],

igy azt kaptuk, hogy a 75%-os hidrolizishez sziikséges id6 108, 3 perc.
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4. Szeparabilis differencialegyenletre visszevezetheto egyenletek

81. Feladat. Oldjuk meg az

(=)
Y (o) = 2 4 12
x

differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezessiik be az (@)

_y

u(z) = .
fliggvényt. Ekkor
y(z) =z - u(z)

Az y(z) fuggvény deriviltja
v (x) = u(z) + x - u'(x).
Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet atirhatd
u(z) + z - v (z) = @ 4 u(x) = z - (z) = @)
modon, amely egy szepardbilis egyenlet.

1
Legyen h(u) = e és g(x) = —. Ekkor az
T

/h(lu)du:/g(:z)dx

egyenletet kell megoldanunk az v ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

/ eiu du = / % dz.
Az integraldsok elvégzése utin az
—e “=Inz+c
egyenlet ad6dik, amibdl az v ismeretlen fiiggvényt kifejezve
u(z) = —In(—Inz + ¢).
Mivel y(z) = x - u(x), ezért az dltalanos megoldds

y(z) = —x-In(—Inz + ¢),

93
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ahol c € R tetsz6leges.
82. Feladat. Oldjuk meg az

2 2
Vi) =TIy =
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be az (@)
x
u(z) = yT
fliggvényt. Ekkor
y(x) =z - u(x)

Az y(z) fuggvény deriviltja
y(2) = u(@) + 2 (@),

Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet atirhatd
1

w@)to-d@) =u(@) - = (@)=

u(z)
mddon, amely egy szepardbilis egyenlet.

1
Legyen h(u) = u és g(x) = ——. Ekkor az
x

/h(lu)du:/g(a:)dx

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/udu:/—dx.
x

Az integraldsok elvégzése utdn az

Z =]
5 nx+c

egyenlet ad6dik, amibdl az v ismeretlen fiiggvényt kifejezve

u(x) =v—-2-Inz +c.

S R
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Mivel y(z) = x - u(x), ezért
y(x)=2-vV-2-Inz+c
Mivel y(1) = 1, ezért
1=1-+/c = c=1,
ezért a megoldasfiiggvény

83. Feladat. Oldjuk meg az

y(r)=1+2 y(;), y(1)=1

kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be az ()

_y

u(w) = 22
fliggvényt. Ekkor
y(z) =z - u(z)

Az y(z) fuggvény deriviltja
Y (@) =u(@) + 2 u'(2)
Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet atirhatd
wx) +z - (x) =1+ 2u(z) = u'(z)
moédon, amely egy szeparabilis egyenlet.

1
Legyen h(u) = 1 + u és g(z) = —. Ekkor az
x

/h(lu)du:/g(:r)da:

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

1 1
du:/dx.
1+u T
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Az integraldsok elvégzése utdn az
In|l+u|=Inlz|+c

egyenlet ad6dik, amibdl az u ismeretlen fiiggvényt kifejezve

u(x)=C-x—1.
Mivel y(x) = = - u(x), ezért

y(z) =C - 2% — .
Mivel y(1) = 1, ezért

1=C-1 = C=2,
tehdt a megoldésfiiggvény
y(z) = 222 — z.

84. Feladat. Oldjuk meg az

Y(z) = yf) +1tg <2(x$—)>

differencidlegyenletet!

Megoldas:
Vezessiik be az (@)
_ Y\
u(e) = 2
fiiggvényt. Ekkor
y(x) =z - u(x)

Az y(x) fuggvény derivaltja
Y (z) = u(z) +z - (x).

Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet atirhatd

u(z) + z - (z) = u(w) + tg(u(z)) = u(z) =

modon, amely egy szepardbilis egyenlet.

1
Legyen h(u) = tgu és g(x) = —. Ekkor az
x

/h(lu)du—/g(x)dw

egyenletet kell megoldanunk az w ismeretlenre fiiggvényre.
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A megfeleld fliggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

: 1
/Cf’b“du:/dx.
SInu X

Az integraldsok elvégzése utdn az

In|sinu| =1In|z| + ¢
egyenlet ad6dik, amibdl az v ismeretlen fiiggvényt kifejezve
sinu(z) =C-x = u(z) = C - arcsin(x).
Mivel y(z) = x - u(x), ezért
y(x) = C -z - arcsin(z),
ahol C' € R tetszbleges.
85. Feladat. Tekintsiik az

yie)=-1-="2 y) =3

kezdetiérték feladatot!
a) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!

97

b) Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazit,

amelyen az y fliggvény értelmezhetd!
¢) Szamoljuk ki az y fiiggvény zérsuhelye(i)t!
d) Adjuk meg az y fiiggvény derivaltjat!
e) Vizsgéljuk meg monotonitds és sz&lséérték szerint az y fiiggvényt!
f) Adjuk meg az y fliggvény masodik derivaltjat!

g) Vizsgdljuk meg konvexitds szerint az y fiiggvényt! Van-e inflexiés pontja,

ha igen, adjuk meg!

h) Szamoljuk ki az y fiiggvény hatdrértékeit az értelmezési tartomanydnak ha-

tarpontjaiban!
1) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:

a) Vezessiik be az

fliggvényt. Ekkor
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Az y(x) fuggvény deriviltja
y(z) = u(z) + 2 u(2).
Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet atirhaté
w(x) +x-u'(x) = -1 —u(x) = u'(z) =
mddon, amely egy szepardbilis egyenlet.

1
Legyen h(u) = —1 — 2u és g(x) = —. Ekkor az
x

/h(lu)du—/g(x)dw

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy
1 1
/ L qu= / Lz
—1—2u T
Az integraldsok elvégzése utdn az
1
—§-ln| —1—2u|=Inlz|+¢c

egyenlet adodik, amibdl azt kapjuk, hogy
1

vJ—1—2u

1 \2
—1—2u:<> ,
x-c

amibdl az u fiiggvényt kifejezve

x-c

igy

x C
Felhasznélva, hogy y(1) = % azt kapjuk, hogy
2 =z

y(x):*—i'

T
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b) Az y fiiggvény értelmezési tartomdnya: R \ {0}.
c) Az y figgvény zérushelye(i) a

x
Z_Z =0
z 2
egyenlet megoldasa(i):
4 — 2
T o0 = r=+2
2z

Tehét az y fiiggvény zérushelyei x = £2.
d) Az y fiiggvény derivéltja

2 1
/ —_— e — — —
e) Az y fiiggvény zérushelye a
2 1
———==0
x? 2
egyenlet megolddsa. Az egyenletet a kozos nevezdvel szorozva
—4-2%=0 = 2= —4

adodik, igy az y' fiiggvénynek nincs zérushelye, tehdt az y fiiggvénynek

nincs szélsdértéke.

Mivel ¢/(z) < 0 minden z € R\ {0} esetén, ezért y szigorian monoton
csokkend.

f) Az y fiiggvény mésodik derivaltja
4
" _®
Yy (‘T ) - ZE3 '

g) Mivel i (x) # 0, ezért az y fiiggvénynek nincs inflexiés pontja.

Mivel y”(x) < 0, haz < 0és y”(z) > 0, haz > 0, ezért az y fiiggvény a
] — o0; 0[ intervallumon konkdv és a |0; oo[ intervallumon konvex.

h) Az y fiiggvény hatdrértéke —oo-ben

Az y fiiggvény hatarértéke co-ben

zhﬁnoloy(a:) = —o0.
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Az y fliggvény bal oldali hatarértéke a 0 helyen

lim y(z) = —oc0.
z—0—

Az y fliggvény jobb oldali hatarértéke a 0 helyen

li = 00.
Jip, @) = o0

i) Az y fiiggvény grafikonja

86. Feladat. Oldjuk meg az
y(2) = (z+y()*
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezezssiik be az u(x) = = + y(z) fuggvényt. Ekkor
y() = u(z) -,
igy v/ (z) = u/(z) — 1. Ezt felhasznélva az eredeti egyenlet
u'(z)—1= (u(a:))2 = u'(z) = u*(x) + 1
alakra frhat6 at. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Legyen h(u) = u? 4+ 1 és g(x) = 1. Ekkor az

/h(lu)du:/g(m)dx

egyenletet kell megoldanunk az v ismeretlenre fiiggvényre.
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A megfeleld fliggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/u2+1dU—/1dx.

Az integraldsok elvégzése utdn az

arctgu =z + ¢

egyenlet ad6dik, amibdl az u ismeretlen fiiggvényt kifejezve

u(z) = tg(z + ).
Mivel y(z) = u(x) — x, ezért

y(x) = tg(z +c) —x,
ahol ¢ € R tetszdleges.
87. Feladat. Oldjuk meg az
y(@) = (z-y)’+1

differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezezssiik be az u(x) = x — y(z) fuggvényt. Ekkor

y(z) =z —u(2),
igy v/ () = 1 — u/(z). Ezt felhasznélva az eredeti egyenlet

11— (z) = (u(x))2 +1 = u'(z) = —u?(z)

alakra frhat6 at. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Legyen h(u) = —u? és g(x) = 1. Ekkor az

/h(lu)du—/g(ac)da:

egyenletet kell megoldanunk az v ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1

Az integraldsok elvégzése utin

—=x+c

S
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adodik. Az egyenletbdl kifejezve az u ismeretlen fiiggvényt azt kapjuk, hogy

1
u(z) = r+c
Mivel y(z) = = — u(z), ezért
1
ylw) = = T+’

ahol c € R.
88. Feladat. Oldjuk meg az
y'(z) = cos (m + y(m))
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezezssiik be az u(x) = = + y(z) fiiggvényt. Ekkor
y(z) = u(z) — =,
igy v/ (z) = u/(z) — 1. Ezt felhasznélva az eredeti egyenlet
u'(z) — 1 = cos (u(z))
alakra frhat6 at. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Legyen h(u) = 1+ cosu és g(x) = 1. Ekkor az

/h(lu)du:/g(a:)dx

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

/1du:/1dx.
1+ cosu

A bal oldal szerepld integrdlast végezziik el el6szor. Ehhez vezessiik be a
tg 5 = t helyettesitést. Ekkor egyrészt

darctgt = M 2
u = 2arc —_— =
& it 1422
masrészt
o U Lo U COSQ%—SiH2
COsSU = cos” — — sin” — =

2 cos? g +sin



KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 103

A szamlal6t és nevez6t is cos? 5-vel osztva és felhaszndlva, hogy tg 5 = t azt

kapjuk, hogy
1—tg?y  1—¢2

Cosu = = .
1+tg?y 14¢2

A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy

1 1 2
[ [ e
+ cosu 1+ 155 +

_ / 1 2 a
— | Heaie 2 40 T
12 141

1+t 2
/ 9 1—|—t2 / +Clv

ahol c1 € R.
Mivel t = tg 3, ezért

/ 1 du = tg A
14 cosu 2
Masrészt f 1dx = x4 cg, ahol c3 € R, igy a ¢ = co — 1 jelolés bevezetésével
a
tg - T+c
2

egyenlethez jutunk, amit az v ismeretlen fiiggvényre kell megoldanunk:

u(z) = 2 - arctg (z + ¢).
Mivel y(z) = u(x) — z, ezért a differencidlegyenlet megoldédsa

y(z) =2 -arctg (x + ¢) — x,

ahol c € R tetsz6leges.
89. Feladat. Oldjuk meg az

Y (@) = sin? (z — y(x))
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Vezezssiik be az u(x) = x — y(z) fuggvényt. Ekkor

y(x) =z —u(x),
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igy ¥/(z) = 1 — u/(x). Ezt felhaszndlva az eredeti egyenlet
1 —/(z) = sin? (u(z)) = 1 —sin? (u(z)) = u'(z)
alakra frhat6 4t. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet.

2

Legyen h(u) = 1 — sin®u és g(z) = 1. Ekkor az

/h(lu)du:/g(az)dx

egyenletet kell megoldanunk az w ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
[t e f1a
1 —sin“u

Mivel sin? u + cos? u = 1, ezért

/ 12 du:/ldx.
cos?u

Az integraldsokat elvégezve azt kapjuk, hogy

tgu=x+c
ado6dik, amibdl
u(x) = arctg (z + ¢)
adédik.
Mivel y(z) = x — u(z), ezért a differencidlegyenlet megolddsa
y(x) = x — arctg (z + ¢),
ahol c € R tetszdleges.
90. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) =z +y(x), y(0)=2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
Vezessiik be az
u(z) =z +y(x)
fiiggvényt! Ekkor
u(z) =1+ (2).
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A helyettesités utdn az
u'(z) — 1 =u(x)

differencidlegyenletet kapjuk. Az egyenletet dtrendezve

u'(z) =1+ u(z)
adddik, amely egy szepardbilis differencidlegyenlet.
Legyen h(u) = 1+ u és g(z) = 1. Ekkor az

/h(lu)du:/g(a:)dw

egyenletet kell megoldanunk az w ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fliggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/ du:/ld:c.
14w

Az integralasokat elvégezve azt kapjuk, hogy
Injl4+ul=z+c

adodik, igy
u(z) =C-e* — 1.

Mivel y(z) = u(x) — z, ezért a differencidlegyenlet megoldédsa

ylx) =C-e" —1—u.
Mivel y(0) = 2, ezért

2=C-1 = C =3.

Tehat az egyenlet megolddsa

y(z) =3-e" —1—u.
91. Feladat. Oldjuk meg az
CRE==o
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Mivel

105
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ezért meg kell oldanunk a
de—y+7=0
20 +y—1=0

egyenletrendszert. A két egyenletet 6sszeadva 6x + 6 = 0 adédik, igy x = —1.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy y = 3.

Hajtsuk végre az
r=u—1
y(z) = v(u) +3
helyettesitést! Ekkor azt kapjuk, hogy
4-(u—1)—vw) —3+7 du—uv(u) 4-*Y

2-(u—1)+vw)+3-1 2u+ov(u) 94 v

u

—

V' (u) =

—

Vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor

igy
V' (u) = z(u) +u- 2 (u).
Ezt felhasznalva a A (w)
, 4 —z(u
z(u)+u-z'(u) = T 2

differencidlegyenlethez jutunk. Az egyenletet explicit alakra hozva
) = 14— 2z(u) - 22(u) - 22(u)

u 2+ z(x)
adodik. Az 6sszevonds utdn azt kapju, hogy
1 4-3z(u) - 22(u)

/
#lu) = u 2+ z(u)
Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. Legyen
4—3z—2?
h(z) = ———
(2) R

g(u) = %
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/h(lz)dZ—/g(u)du

egyenletet kell megoldanunk az z ismeretlenre fiiggvényre.

Ekkor az

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

24z 1
— T2 dr= | —du
/—22—32+4 ‘ /u b

A bal oldalon szerepld integralt dtalakitva azt kapjuk, hogy

/ 2+ z d
— | ————d=.
2243214

A kapott integrélt a parciélis tortekre bontds mddszerével végezhetjiik el.

El6szor szorzattd alakitjuk a tort nevezSjét. Ehhez keressiik a 22 + 32 — 4
polinom gyokeit. A masodfokud egyenlet megoldoképletét felhasznélva

-3++v/9+16 —-3+£5
2 2 V2

21,2 =

adodik, igy x1 = 1, illetve x5 = —4. Ezt felhaszndlva
P2 43z—4d=(2-1)-(z44).

Tehat azt kapjuk, hogy

_/szz__/ 242 4,
22432—-4 (z—1)-(z+4)

A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek dsszegére:
2+ 2z A B

(z—1)-(2+4) z—1+z+4'

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Mindkét oldalt szorozva a k6zos ne-
vezdvel azt kapjuk, hogy

24+2=A-(2+4)+B-(z—1).

Felbontjuk a zdréjelet, majd z hatvanyai szerint csoportositjuk a tagokat. Ekkor
azt kapjuk, hogy

2+2=2-(A+B)+4A-B
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adddik. A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az z egyiitt-
hatéja és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az alabbi
egyenletrendszer:

1= A+ B
2=4A- B.

A két egyenletet Osszeadva A = % adddik, amelyet visszahelyettesitve az els6
egyenletbe azt kapjuk, hogy B = % Tehat

_/ 2+2 dz__s/ L2 1
(z=1)-(z+4) ~ 5 J z—1 5 z+4

3 2
:—g‘ln|z—1|—5-ln|z+4|+c1.

Masrészt
1
/duzln]u\ + co.
u
Tehat azt kaptuk, hogy
3 2
—g'ln]z—ll —g-ln|z+4| =Inlul+ec.

A kapott egyenlet mindkét oldalat —5-tel szorozva és a logaritmus azonossigait
felhasznélva azt kapjuk, hogy

(z—1)3-(z—|—4)2:%.

G- G- 5

A kapott egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy
(v —u)? - (v+ 4u)? _C

Mivel z = % ezért

ud ud’

s

18y
(v—u)® (v+4u)? = C.

Mivel v = y—3 ésu = x+1, ezért a differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsara
(y(z) —z — 4)2 (y(z) + 4z + 1)2 =C

adédik, ahol C' € R tetszdleges.
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92. Feladat. Oldjuk meg az

, 2z 4+ y(xz)+3
y@) = — 5>
4o+ 2y(z) + 2

differencidlegyenletet!
Megoldas:
Mivel

2 1
det<4 2)—0,

u(z) = 2z 4+ y(x)

ezért be kell vezetniink az

figgvényt. Ekkor
u'(z) =1 -2y (),

s

18y
(@) = (x) — 2.
Ezt felhaszndlva a differencidlegyenlet
+3
! -9 = %
w (@) 2u(x) + 2
alakdra frhat6 4t. Az egyenletet explicit alakra hozva azt kapjuk, hogy
W(z) = u(x) + 3 + 4u(x) + 4’
2u(x) + 2

12y
_ bu(x) +7

/ s —

ulz) = 2u(x) + 2

adddik, ami egy szepardbilis differencidlegyenlet.
Legyen h(u) = 3“t7 &5 g(x) = 1. Ekkor az

T 2u+t2
/h(lu)du:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utan azt kapjuk, hogy

2u+ 2
du= [ 1dz.
/5u—|—7 Y / v
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Mivel
u+2 2 u+l 2 ut+i-—2
Su+7 5 u+%_5 u+% N
2 2 4
5w+l 5 25u+35
ezért
/?Ziidu: %u—%-ln|25u+35|—|—c,
igy a differencidlegyenlet megolddsa azon w fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

2 4
5u—%-ln|25u+35|:$+0.

Felhaszndlva, hogy u = 2z + y azt kapjuk, hogy

2.(2a:+y)

: — 55 (25 (20 4+y) +35] =2+ C,

ahol C' € R tetszGleges.
93. Feladat. Oldjuk meg az

r—2y(x)+1

() = y(z)

2x — 4y(z) + 3
differencidlegyenletet!
Megoldas:
Mivel

ezért be kell vezetniink az

u(r) =z — 2y(z)
fliggvényt. Ekkor

u'(x) =1-2y(x),

z

18y

u'(x) -1  1—u'(x)
-2 2
Ezt felhaszndlva a differencidlegyenlet
u'(x) =1  u(x)+1
-2 2u(x)+3

y'(x) =
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alakudra frhat6 4t. Az egyenletet explicit alakra hozva azt kapjuk, hogy

iy —2u(r) — 2+ 2u(x) +3
ul) = 2u(z) +3 ’

igy .
/ —_—
ulz) = 2u(z) + 3
adodik, ami egy szepardbilis differencidlegyenlet.

Legyen h(u) = T1+3 és g(z) = 1. Ekkor az

/h(lu)du:/g(:r)da:

egyenletet kell megoldanunk az w ismeretlenre fiiggvényre.

A megfeleld fiiggvények behelyettesitése utin azt kapjuk, hogy

/2u+3du:/1dx.

Az integdlasokat elvégezve
w? +3u=2x+c
adoédik. Mivel u = x — 2y, ezért
(x —2y)? +3z—6y=x+c.
A megfeleld azonossag alkalmazasa és az dsszevonds utan azt kapjuk, hogy
4y 4y (—4r —6) + 22 + 22— c= 0.
A masodfoki egyenlet megolddképletét alkalmazva
~ 4 +6 + /1622 + 482 + 36 — 1622 — 322 + 16¢

Y12 = 3
adddik, igy az algebrai atalakitdsok utan azt kapjuk, hogy a differencidlegyenlet
megoldasa
2z +3 vz +c
y12(z) = 1 + 5

ahol c tetszdleges olyan valds szdm, amelyre az y fiiggvény értelmezve van.
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5. Elsorendii linearis homogén differencialegyenletek

94. Feladat. Oldjuk meg az
y' () + 4z y(z) =0
differencidlegyenletet.
Megoldas:
Mivel

/4z dz = 222,

y(z) =C - o JAzdr _ e—f2:1:2’
ahol C' € R tetszbleges.
95. Feladat. Oldjuk meg az
(@) +x-e ylz)=0

ezért

differencidlegyenletet.
Megoldas:
Els§ 1épésben az [z - e dz integralt szdmoljuk ki.

A parcidlis integrilds képlete szerint

/ f(@) (@) d = f(z) - g() — / f(z) ¢ () d,

ezért az f'(x) = e® és g(x) = x jeloléssel éliink. Ekkor az f/(x) fiiggvény egy

primitiv fiiggvénye:
f(z) = /ex dz = e".
Tovébba

g'(z) =1.
A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/m-exdx:mﬁx—/exdx:

=z-e"—e"+c=¢e"(z—1).
Ezt felhaszndlva a differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
y(aj‘) — C . e_fx'ez dz — C . eez'(l_x)7
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ahol C' € R tetszbleges.

96. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:

ElGszor az
/ 2x + 3
——dx
22+ 52 +6

Ehhez szorzatta alakitjuk a tort nevezsjét. Ehhez keressiik az z2 + 5z + 6
polinom gyokeit. A mdsodfokud egyenlet megoldéképletét felhasznélva

—5+y25-24 —5+1
2 2

integralt kell kiszamolnunk.

T12 =

adddik, igy 1 = —3, illetve 9 = —2. Ezt felhaszndlva
24+ 5x+6=(x+2) (z+3).

Tehat azt kapjuk, hogy
2z + 3 2z + 3
———=——dz = dx.
22+ 5z +6 (r+2) - (x+3)
A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek dsszegére:
2z +3 A B

(x+2) (x+3) :c+2+x+3'

Meghatdrozzuk az A és B egyiitthatokat. Mindkét oldalt szorozva a k6zos ne-
vezGvel azt kapjuk, hogy

20 +3=A-(x+3)+B-(xr+2).

Felbontjuk a zardjelet, majd z-et kiemeliink az x-et tartalmazé tagokbdl. Ekkor

2c+3=x-(A+B)+3A4+2B
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adddik. A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az x egyiitt-
hatéja és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az alabbi
egyenletrendszer:

2= A+ B
3=3A+2B.
Az elsd egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyenletb6l A = —1 adddik,

amelyet visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 3. Tehat

2 —
/ v+ d:r:/ ! + ; dx =
(x+2)-(z+3) r+2 z+3

=—1-Injz+2[+3 -In|lz+3|+¢,

ahol c € R tetszdleges.

Felhasznalva a logaritmus azonossagait

2z +3 (z+3)3
dzr =1In|—F—
/(x+2)-(a:+3) rE T |t
adédik.
A kapott eredményt felhasznalva
(@ +3)°
|
+2 T+2
—C. 7 —C. -1
yw)=C-e (z +3)?

ahol C' € R.
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6. Elsorendii linearis inhomogén differencialegyenletek megoldasa
konstansvarialassal

97. Feladat. Oldjuk meg az

Y (@) =20 y(r) +e”, y(0) =1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

A differencidlegyenlet elsérendd, linedris, inhomogén. A feladatot 4 1épésben
oldjuk meg.
1. 1épés (a homogén egyenlet altalanos megoldasa):

Megoldjuk az inhomogén differencidlegyenlethez tartoz6 homogén egyenletet,
azaz elhagyjuk a differencidlegyenletbdl azt a tagot, amit6l az inhomogén, és
megoldjuk a kapott, mar homogén egyenletet:

/() = 22 - y(x) = 0.
A homogén egyenlet altalanos megoldédsa
yn(z) =C - eff—dem —C. e:pQ'
Ezaltal megkaptuk a homogén egyenlet megoldasat, amit gy -val jeloliink.

Megjegyezziik, hogy a homogén egyenlet szeparabilis, igy a szeparabilis egyen-
letek megolddsi médszerével is megoldhato:

Y (@) = 20 y(o).

Ez az egyenlet szepardbilis, igy a korabbi jelolésekkel élve legyen g(x) = 2z,
h(y) = y. Ekkor teljesiilnie kell az

/h(ly)dy:/g(x)dx = /;dy:/dex

egyenletnek.
Elvégezve az integralasokat
Injy|=2*+c (ceR)
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
_ ot 2 2

yn(z) = =e" - e“=C-¢

2. 1épés (konstansvaridlas):
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A homogén egyenlet megoldédsanél kapott C' konstanst kicseréljiik egy C'(x)
fliggvényre, és az eredeti inhomogén egyenlet egy (partikuléris) megoldasat

yp(z) = C(z) - ™

alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy

22

y;(z) =2z - yp(x) +e",
azaz
(C(x) ~ex2)’ =2z -C(x) - e et
Elvégezve a bal oldalon a derivalast
C,(m) : €$2 +C(x) - er 2z =2z - C(x) - er + er

adodik.
Vegyiik észre, hogy a C(x) szorzétényezdt tartalmazé tag kiesik. (Ennek a
tagnak mindig ki kell esnie.) Tehdt azt kapjuk, hogy

C'(z) - e’ =e",
azaz C'(x) = 1, aminek egy primitiv fiiggvénye C(z) = x. (Elegend§ egy
primitiv fiiggvényt megadnunk, mivel az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kerestiik.) Ezaltal megkaptuk az inhomogén egyenlet egy partikuldris megol-
désit:

ypl(z) =z -,

3. 1épés (az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa):

Az inhomogén egyenlet dltalanos megolddsat a homogén egyenlet altalanos
megoldasanak és az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasanak 6sszege-
ként kapjuk, azaz

y(@) = yn(x) + ypla) = C-e" +a-e” = (C+a) e
4. 1épés (a kezdetiérték feladat megoldasa):

Mivel azt a megoldasfiiggvényt keressiik, amire y(0) = 1, ezért
1=y(0)=(C+0)-" =C,
igy C = 1, tehit a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye

y(z) = (1+2) e
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98. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) =y(@) +z, y(0)=1
kezdetiérték feladatot! Az inhomogén egyenlet partikuldris megold4sat kons-
tansvaridldssal hatdrozzuk meg!
Megoldas:

A differencidlegyenlet els6rendd, linedris, inhomogén. A feladatot 4 1épésben
oldjuk meg.

1. 1épés (a homogén egyenlet dltalanos megoldésa):

Elhagyjuk a differencidlegyenletbdl azt a tagot, amit6l az inhomogén, és meg-
oldjuk a kapott, mar homogén egyenletet:

Y@ =y = y@)-—yl)=0
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa

yn(x) =C.e /1= .o,

2. 1épés (konstansvaridlas):

A homogén egyenlet megolddsandl kapott C' konstanst kicseréljiik egy C(z)
fliggvényre, és az eredeti inhomogén egyenlet egy (partikuléris) megoldasat

yp = C(z) - €
alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
Yp(x) = yp(2) + ,
azaz
(C(x)-e") =C(x)-e" +x.
Elvégezve a bal oldalon a derivalast azt kapjuk, hogy

C'(z)-e*+C(x) e =C(x) - " + .

A C(z) szorz6tényez4t tartalmazé tag kiesik, igy
x

C'llz) " =2=C@)=—==z-¢"
eﬂ?

adodik.



118 DR. KEZI CSABA GABOR

Ebbdl a parcidlis integrdlds modszerével azt kapjuk, hogy

C’(a:):/m~e_$dx:—:E-e_$+/e_$dx:
=—z-e—e=(—x—-1)-e "
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa

T T

yp(x) =(—z—1)-e* " =—z—1.

3. 1épés (az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa):

Az inhomogén egyenlet dltalinos megolddsat a homogén egyenlet altalanos
megolddsanak és az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak 6sszege-
ként kapjuk, azaz

y(x) =yp(x) +yp(x) =C-e" —ax -1

4. 1épés (a kezdetiérték feladat megoldasa):
Mivel azt a megoldast keressiik, amelyik a 0 helyen 1-et vesz fel, ezért

1=y(0)=C-1,
tehat C' = 2, igy a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) = 26" —x — 1.

99. Feladat. Oldjuk meg az

Y (@) +y(z) = e
differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat a kons-
tansvaridlds médszerével oldjuk meg!
Megoldas:
A differencidlegyenlet elsérendd, linearis, inhomogén. A feladatot 3 1épésben
oldjuk meg.
1. 1épés (a homogén egyenlet dltalinos megolddsa):

Elhagyjuk a differencidlegyenletbdl azt a tagot, amit6l az inhomogén, és meg-
oldjuk a kapott

Y () +y(x) =0
homogén egyenletet. Az egyenlet dltaldnos megolddsa

yh(z) =C-e 1o = .7,

2. 1épés (konstansvaridlas):
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A homogén egyenlet megoldédsanél kapott C' konstanst kicseréljiik egy C'(z)
fliggvényre, és az eredeti inhomogén egyenlet egy (partikuléris) megoldasat

yp = Cla)-e™*

alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitjiik az eredeti inhomogén egyenletbe,
igy azt kapjuk, hogy

Up(@) + yp(w) = e,
azaz
(C(x)-e™®) +C(z) - e =¢e".
Elvégezve a bal oldalon a derivalast
C'(z)-e*+C(z)-e® (=1)=C(x)- e +e”
adodik. Az 6sszevonds utdn
C'(z)-e® =e" = C'(x) =™

adddik. Mivel f(ax + b)-tipusi integralt kaptunk, igy egy primitiv fiiggvény

2x
e
Clz)=—.
(@) =5
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
62:1: e”
yp(x) =C(x) - 7" = > et = 5

3. 1épés (az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldas):
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsit a homogén egyenlet megolddsa-

nak és az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak dsszegeként kapjuk,

vagyis
e, €
y(x) =yp(x) +yp(x) =C e —i-?.

100. Feladat. Oldjuk meg az
y'(z) —y(z)=e

differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat kons-
tansvaridlds modszerével hatdrozzuk meg!

Megoldas:

bx

A differencidlegyenlet els6rendd, linedris, inhomogén. A feladatot 3 1épésben
oldjuk meg.

1. 1épés (a homogén egyenlet dltalanos megoldésa):
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Elhagyjuk a differencidlegyenletbdl azt a tagot, amit8l az inhomogén, és meg-
oldjuk a kapott

y'(z) —y(x) =0
homogén egyenletet. A homogén egyenlet dltaldinos megoldédsa

yn(z) = (.o /0.6,

2. 1épés (konstansvaridlas):

A homogén egyenlet megoldédsanél kapott C' konstanst kicseréljiik egy C(x)
fliggvényre és az eredeti inhomogén egyenlet egy (partikuldris) megoldédsat

yp = C(x) - €
alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe
yp(@) = yp(z) = &>

adédik, igy
(C(z) - %) — C(x) - 6% = e,

Elvégezve a bal oldalon a derivalast azt kapjuk, hogy
C'(z)-e® 4+ C(x)-e* — C(z) - e % = e,

azaz
C'(x)-e" = = C'(z) = &'

Mivel f(ax + b)-tipusid integralt kaptunk, igy egy primitiv fiiggvény

4z
€
Cz)=—.
(@)=
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasara azt kapjuk, hogy
4z bx
yp() = C(x) - e® = " -o¥ = "

3. 1épés (az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa):

Az inhomogén egyenlet dltalanos megolddsit a homogén egyenlet megoldasa-
nak és az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak 6sszegeként kapjuk,
vagyis

e5x

y(x) = yn(z) +yp(z) = C - " + —.
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101. Feladat. Oldjuk meg az
m

sinz -y () —cosx-ylx) =1, y (—) =1
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

A differencidlegyenlet elsérend, linedris, inhomogén. A feladatot 4 1épésben
oldjuk meg.

1. 1€pés (a homogén egyenlet dltalanos megoldasa):

A homogén egyenlet

sinz -y (z) —cosx-ylx) =0 = o (x)—

Vezessiik be az
CcoS T

a(w) = - sinx

fiiggvényt. Ekkor az a(x) egy pirmitiv fiiggvénye

/a(;r)d:v:—/Cosxdx:—ln]sin:d,

sin x

igy a homogén egyenlet dltaldnos megoldésdra azt kapjuk, hogy

yp(z) =C - e~ Jo@dr — o gInlsinzl — o gip .

2. 1épés (konstansvarialas):

A homogén egyenlet megolddsandl kapott C' konstans kicseréljiik egy C(z)
fliggvényre, és az eredeti inhomogén egyenlet egy (partikularis) megoldasat

yp = C(x) -sinz
alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe
yp(x) -sinz — yp(z) - cosz = 1
adddik, vagyis
(C(z) - sinz) sinz — C(x) - sinz - cosx = 1.
Elvégezve a bal oldalon a derivalast azt kapjuk, hogy

C'(z) - (sinz)* + C(z) - cosz - sinz — C(z) - sinz - cosx = 1.
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Egyszer(sités utdn
1
(sinx)?

C'(x)- (sinz)? =1= C'(z) =

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
C(x) = —ctgz.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

yp(x) = C(z) - sinx = —ctge - sinz = — cos .

3. 1épés (az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa):

Az inhomogén egyenlet dltalanos megolddsit a homogén egyenlet megoldasa-
nak és az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak 6sszegeként kapjuk,
azaz

y(x) = yp(x) + yp(x) = C - sinz — cosx.

4. 1épés (a kezdetiérték feladat megolddsa):

A kezdetiérték feltétel miatt
T T

1:y<§):C-sing—cos§:C,

igy C' = 1, tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
y(z) = sinz — cos .
102. Feladat. Soros R-L korre Uy konstans fesziiltséget kapcsolva a korben
foly6 aram erdssége hogyan fiigg az id6t61?
Megoldas:

Az dramer6sség-id6 fliggvény az alabbi elsérendd, linearis, inhomogén differ-
encidlegyenletnek tesz eleget:

. R U
I(t)+=-1(t) = =2
L
A fesziiltség rakapcsoldsakor az dramerdsség 0. Ezt az 1(0) = 0 kezdetiérték

feltétellel lehet figyelembe venni. A megfelel6 homogén egyenlet
. R
I(t) + 7 -I(t) = 0.

A homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa

Ih(t)=C e Tt
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Az inhomogén egyenlet egy megolddsait konstansvaridldssal kapjuk. Legyen
L) =C(t) e L.

Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe
-R R Ry Uo

C(t) e LT+ Ct)-e L7 -+ Clte

adédik. A C(t)-t tartalmazé tag kiesik, igy azt kapjuk, hogy

. U
C(t) = 7 -et?,
amibdl
Uy L U
C(t) :fo.ﬁ.e%t: Eo.e%’t
Ezt felhasznalva
U U
I(t) = ﬁo ceft. ot — ﬁo
A differencidlegyenlet dltalanos megolddsa
U
I(t) = Iy(t) + L(t) =C-e L + EO‘
A kezdetiérték feltétel miatt 7(0) = 0, igy
Uo Uo
0=C+—= = (C=-—,
* R R
tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
UO _R, UO
I(t) = In(t) + L,(t) = -5 et by R

103. Feladat. Egy olajfinomitéban egy olajtartdlyban 8 000 liter benzin van,
ami eredetileg 50 [kg| adalékot tartalmaz oldott dllapotban. A téli idGjdrasra
tekintettel percenként 160 liter olyan benzint pumpdlnak a tartidlyba, amely
0, 25 [kg] adalékot tartalmaz literenként.

A jol elkevert folyadékbol percenként 180 litert engedik ki a tartalybol.
Mennyi adalékanyag lesz a tartdlyban 20 perccel az eljards megkezdése utan?
Megoldas:

Legyen y(t) az adalékanyag mennyisége a ¢ idGpillanatban. Tudjuk, hogy
y(0) = 50.
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A tartdlyban 1év6 benzin mennyisége a t id6pillanatban
V(t) = 8000 + (160 — 180) - t = 8000 — 20¢.

A tartalybol kifoly6 adalék sebessége

y(t) y(t) 9y(t)
.180 = <180 = .
V(t) 8000 — 20¢ 400 —t
A tartdlyba befoly6 adalék sebessége
0,25 - 160 = 40.
Tehat a tartdlyban 1év6 adalékanyag mennyiségének véltozasi gyorsasidga
9y(t)
"(t) =40 —
y (1) 200 — 7

amely egy els6rendd linearis inhomogén differencidlegyenlet.

A differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet

/ 9y(t) i
y(t)+400_t = 0.

Ennek dltaldnos megoldédsa
yn(t) = C - d mo= 9 = ¢ S0t _ o (400 — )?.
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
Yp(t) = C(t) - (400 — t)°
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kap-
juk, hogy

9- (400 —t)? - C(t)
400 —t ‘

9. (400 — )% - (=1) - O(t) + (400 — ) - C'(t) = 40 —

Az egyenletet rendezve

40
C't) = ———
®) (400 — t)?
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy
40 - (400 — t)~8 5
C(t) = ( ) = .
8 (400 — t)8

Tehat
yplt) = 5 - (400 — 1)
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az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsa. Az inhomogén
egyenlet dltaldnos megolddsit a homogén egyenlet dltaldnos megolddsdnak és
az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak dsszegeként kapjuk, hogy

y(t) = C - (400 — t)? +5 - (400 — t).
Mivel y(0) = 50, ezért
1950
© 40097

Ezt felhasznalva
y(20) ~ 671 [kg].



126 DR. KEZI CSABA GABOR

7. Elsorendii konstansegyiitthatos linearis inhomogén
differencialegyenletek megoldasa probafiiggvénnyel

104. Feladat. Oldjuk meg az
v (x) — 2y(z) = 62 +2
differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet egy megoldasat a prébafiigg-
vény modszerrel hatdrozzuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) — 2y(z) = 0.
A homogén egyenlet dltalanos megolddsa
yh:K-e_f_QdI:K-eh,
ahol K € R tetszdleges.
A prébafiiggvényt
Yp(v) = Az + B
alakban keressiik. Ekkor
y;,(x) = A.

Az y, € y}’O fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy

A—-2-(Az+ B) =6x + 2.
A tagokat fogszdm szerint rendezve

—2Ax+A—-2B=06x+2

—2A = 6
A — 2B = 2|~
Az egyenletrendszer megoldasdra azt kapjuk, hogy A = —3 és B = —2,5.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa
yp(x) = =3z — 2,5.

adddik. Tehat

Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) = yp(z) + yp(z) = K - e?* — 3z — 2.5,
ahol K € R tetszdleges.
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105. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) —4y(x) =4 + 60 +2,  y(0)=10

kezdetiérték feladatot! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat proba-
fliggvény mddszerrel hatdrozzuk meg!

Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet

y'(z) —dy(z) = 0.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa

yh:K-e_f_4d””:K-e4“,
ahol K € R tetsz6leges.
A prébafiiggvényt
yp(z) = Ax® + Bz +C

alakban keressiik. Ekkor

y,(x) = 2Az + B.

Az y, és y:; fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
yp(x) — dyp(z) = 42? + 6z + 2,
vagyis
2Ax + B — 4 - (Az? + Bx + C) = 42® + 6z + 2,

z

igy
—4A2? + (2A —4B) -z 4 B — 4C = 42° 4 6 + 2.

Tehat teljesiilnie kell a
—4A = 4
2A — 4B =
B — 4C = 2

(=}

egyenletrendszernek.

Az egyenletrendszer megoldasira A = —1, B = —2 és C' = —1 adddik. Tehat
az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

yp(r) = —2® — 22 — 1.
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa

y(z) = yn(2) +yp(z) = K - — 2% — 22 — 1.
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Mivel y(0) = 10, ezért
100=K-1 = K =11.
Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) =11-e* — 2% — 22 — 1.
106. Feladat. Oldjuk meg az
Y (z) + 3y(z) =322 —z +2
differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat proba-
fliggvény mddszerrel hatdrozzuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) + 3y(z) = 0.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa
yh:K.e—f?;da::K’e—?;m’
ahol K € R tetszdleges.
A probafiiggvényt
yp(2) = Ax® + Bz + C
alakban keressiik. Ekkor
y,(z) = 2Ax + B.

Az yp és y]’, fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
yp(x) + Byp(z) = 322 —x +2,

vagyis
24z + B +3- (A2 + Bz +C) =322 — 2 + 2,

z

igy
3422 + (2A+3B) -z + B +3C =32> —z +2.

Tehat teljesiilnie kell a

3A = 3
2A + 3B = -1
B + 3C = 2

egyenletrendszernek.
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Az egyenletrendszer megolddsara azt kapjuk, hogy A =1, B = —1é C = 1.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

yp(2) = 2% — 2 + 1.

Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) = yn(z) + yp(x) = K - e 4?41,
ahol K € R tetszdleges.
107. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) — 2y(z) = —4sin 2z, y(0) =2

kezdetiérték feladatot! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat proba-
fliggvény mddszerrel hatdrozzuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet

y'(z) — 2y(z) = 0.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa

yh:K_effodx:K'le’

ahol K € R tetszdleges.

A prébafiiggvényt
yp(x) = A-sin2x + B - cos 2x

alakban keressiik. Ekkor
Yp(x) = 2A - cos 2z — 2B - sin 2.
Az y, és y;, fiiggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt

kapjuk, hogy
yp(x) — 2yp(x) = —4sin 2z,

azaz
2A-cos2x — 2B -sin2x — 2A - sin 2z — 2B - cos 2x = —4sin 2z,
igy
(2A —2B) - cos2z + (—2A — 2B) - sin 22 = —4sin 2.
Tehat teljesiilnie kell a

—2A — 2B = -4
24 — 2B = 0
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egyenletrendszernek.

Az egyenletrendszer megoldasara azt kapjuk, hogy A = 1 és B = 1. Tehdt az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

yp(x) = sin 2z + cos 2x.
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(z) = yn(x) + yp(z) = K - €2 + sin 22 + cos 2.
Mivel y(0) = 2, ezért
2=K+1 = K=1.
Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa
y(x) = e** + sin 2z 4 cos 2.

108. Feladat. Oldjuk meg az

y'(z) = 3y(x) =

differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat a
probafiiggvény modszerrel oldjuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) — 3y(z) = 0.
A homogén egyenlet altalanos megoldédsa
yh:K-e_f_3dx:K~e3‘”,

ahol K € R tetszbleges.

A probafiiggvényt
yp(z) = A- e

alakban keressiik. Ekkor
yp(x) =24 - e,

Az y, és y]’, fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
24 - e?® —3A. % =7,

z

gy

_A'ezx :e2:137
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amib8l A = —1 adddik. Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megol-
dédsa
yp(x) = —e™.
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) = yp(x) + yp(z) = K - 3 — %7,
ahol K € R tetszbleges.
109. Feladat. Oldjuk meg az

y' (x) — By(z) = &

differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat a pré-
bafiiggvény modszerrel oldjuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet
Y (@) = 5y(x) = 0.

A homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa

yh:K.effff)dx:K'eSx?
ahol K € R tetszdleges.

A probafiiggvényt
yp(x) = A -

alakban keressiik. Ekkor
yp(z) = A- (€% + B - €77).
Az y, és y; fiiggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
A+ A-5x-eP —5A. 1. =%,

s

12y
A- e5:): — 6517

amibdl A = 1 adddik. Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa
yp(z) = €.
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa

y(x) = yp(x) + yp(x) = K - e 4 5T = (K+1) e,
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ahol K € R tetszdleges.

110. Feladat. Oldjuk meg az
y'(x) — 3y(z) = 12ch 3z
differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet egy megoldasat a prébafiigg-
vény modszerrel hatdrozzuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet
y'(z) — 3y(z) = 0.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
U = K.oJ-3de _ K- e,
ahol K € R tetsz6leges.
Mivel

3 e—3x

e
h3xr = ——
ch 3z 5 ,

ezért a zavar6 fliggvény

12¢h 3z = 6e3% — 6e 3%,

Mivel a zavaréfiiggvény egyik tagja tartalmazza a homogén egyenlet megolda-
sét, ezért a probafiiggvényt

yp() =A-2-e* + B-e™ ¥
alakban keressiik. Ekkor
yp(x) = A-e® +3A.2-¢3 —3B-e%%,
Az y, és y;) fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
() = By () = 6 — 60,

igy

A+ 34263 —3B-e 3% —3. (A‘:c-e3$+B~e*31) =

= 663" — 6e 37,
A tagokat megfeleld médon rendezve

A-e3 —6B-e 3 = 63" — 673"
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adodik. Tehat teljesiilnie kell az

A
— 6B = 6

Az egyenletrendszer megolddsara azt kapjuk, hogy A = 6 és B = —1. Tehat
az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa
—3x

I
o

egyenletrendszernek.

yp(x) = 62 - &3 —e
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(z) = yp(x) + yp(x) = C - &3 + 62 - 3 — ™37,

111. Feladat. Oldjuk meg az

Y (z) — 6y(x) = 1222 + 4e**
differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat proba-
fliggvény mddszerrel hatdrozzuk meg!
Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet

y'(z) —6y(z) = 0.

A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa

thK-e_f_de=K~62x,
ahol K € R tetszbleges.
A prébafiiggvényt

yp(r) = Az® + Bx + C + D - &>

alakban keressiik. Ekkor

yp(x) = 2Az + B+ 2D - e*".
Az y, és y; fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt

kapjuk, hogy
yp(x) — Byp(x) = 1227 + 4e*,

vagyis

2Ax 4+ B+ 2D - e** — 642> — 6Bz — 6C — 6D - €** = 122 + 4¢**,
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igy
—6A2° + (2A —6B) -2+ B — 6C — 4D - &** = 122% + 4¢*".

Tehét teljesiilnie kell a

—6A = 12
2A — 6B = 0
B — 6C = 0
— 4D = -1
egyenletrendszernek.

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = —2. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe

2

adddik. A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
2 1

Az utolsé egyenletb6l D = —1 adodik.

A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megoldasa

2 1
yp(x) o' —gz—g e
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
2 1
y(z) = yn(2) + yp(z) = K - %7 — 222 — 3T 79" e,

ahol K € R tetszdleges.
112. Feladat. Oldjuk meg az
y(t) —2y(t) =4t +8+e*,  y(0)=4

kezdetiérték feladatot! Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat proba-
figgvény mddszerrel hatdrozzuk meg!

Megoldas:
A megfelel6 homogén egyenlet

y'(t) — 2y(t) = 0.
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A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldédsa
Yn = K.e_f_gdt — K.e2t’

ahol K € R tetsz6leges.

A
b(t) = 4t + 8 4 &*

zavaré fiiggvény e tagja csak konstansszorzéban kiilonbozik a homogén e-
gyenlet altalanos megoldasatdl, ezért a probafiiggvényt

yp(r) = At + B+ C -t -e*
alakban keressiik. Ekkor
Y () =A+C-* 420 -t
Az y, és yl’j fliggvényeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy
Yp(t) = 2yp(t) = 4t + 8 + €,
vagyis
A+C-e¥+20 - t-e—24-t—2B—2C -t-e® = 4t + 8 + &,
igy
—2A-t4 (A—2B) +C-e* =4t + 8 +¢*.
Tehét teljesiilnie kell a

—2A = 4
A — 2B = 8
1

egyenletrendszernek.

Az egyenletrendszer megoldasara A = —2, B = —5 és C' = 1 adddik. Tehat
az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

yp(t) = =2t — 5+t - e
Ezt felhaszndlva az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) = yn(x) + yp(z) = K -* =2t =5+t
Mivel y(0) = 4, ezért
4=K-5 = K =09.
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Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(t) =9-e* —2t —5+t-e* = 2t — 5+ (9+1)-*.
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8. Elsorendii konstansegyiitthatos linearis inhomogén
differencialegyenletek megoldasa Laplace-transzformacioval

113. Feladat. Legyen f: [0; oo[— R differencidlhaté fiiggvény! Bizonyitsuk
be, hogy

L[f]=s-[f]- f(0)
teljesiil!
Megoldas:

Felhasznalva a Laplace-transzformadlt definicigjat és parcidlis integrélds tételét
azt kapjuk, hogy
C

Lf]= /f/(t) ce St dt = lim [ f/(t)-e S dt =
0

c—00
0

c
C

= lim [f(t)-es't } — lim [ f(t)-e % (—s)dt =

c—00 0 Cc— 00

C

—tim 2D o) = tim [ ) et (—s)dt =

c—oo eS¢ c—00

0

amivel igazoltuk az 4llitast.

114. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f(t) = 1 fiiggvény Laplace-transzfor-
maltja

1
L[] =-.
1=
Megoldas:
A Laplace-transzformadlt definicidja szerint
o0 C
L[1] = /e_St dt = lim [ e *dt =
Cc—00
0 0
e st ¢ e ¢ 1 1
:lim[ ] = lim 4+ - =—
co0 | =8 | c—00 —8§ S S

amivel igazoltuk az 4llitast.
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115. Feladat. Mutassuk meg, hogy f(t) = t (¢ > 0) fiiggvény Laplace-
transzformaltja

Megoldas:

A Laplace-transzformélt definicidjat és a parcidlis integralds tételét alkalmazva
azt kapjuk, hogy

0 C
E[t]:/t-e_Stdt: lim [ t-e *dt =
c— 00
0 0
—st]¢€ —st
— lim [t-e ] —lim [ S—ar=
c—00 —8 0 c—00 —S
0
B 1 ; e—s-t e—st c @
Rt et o K

ugyanis
—S8-C
lim —— =0
c—oo 8§
és a L’Hospital-szabaly szerint
. e*S'C . c
lim c- = lim — =
c—00 —S c—oo eSC.g
1

Ezzel bizonyitottuk az llitst.
116. Feladat. Hatdrozzuk meg az
ft)=1t+4

fliggvény Laplace-transzformaltjat!

Megoldas:
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A linearitds tulajdonsédga és az el6bbi feladat eredményé miatt azt kapjuk, hogy
LIf]=L[Tt+4] =T7L[t]+ L4] =
I 4 7T+4s 4s+7

—7. =42 -
s2 s 52 52

117. Feladat. Hatdrozzuk meg az
ft)=1>—t* +5t+2
fuggvény Laplace-transzformaltjat felhaszndlva, hogy minden n € N esetén

n!
L[t"] = pse
Megoldas:

A linearitds tulajdonsdga miatt és felhaszndlva az emlitett dllitast azt kapjuk,
hogy
L[f] = L[t — 2 + 5t + 2] = L[t?] — L[t}] + L[] + L[2] =

st 83 2 s
_ 6—25+552 425  2¢3+ 5572546
o s _ st ’

118. Feladat. Legyen a € R. Bizonyitsuk be, hogy az
ft) =e"!

fliggvény Laplace-transzformaltja

Clett] = —

s—a
Megoldas:

A Laplace-transzformélt definicidjat alkalmazva azt kapjuk, hogy

[e.e] e}

Lle™] = /eat ce st dt = /e“t ce st dt =

0 0

F y (a—s)-t €
= /e(“_s)'t dt = lim [ e@9tdt = lim [e ] =

c—00 c—00 a—S

0 0

) e(a—c)~t 1 1
= lim — =

oo a— s a—s Ss—a
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Ezzel igazoltuk az 4llitast.
119. Feladat. Az el6z6 feladat eredményét felhaszndlva adjuk meg az

flt) = et e3¢

fliggvény Laplace-transzformaltjat!
Megoldas:
A linearitds tulajdonsdga miatt és felhaszndlva az el6bbi feladat eredményét azt
kapjuk, hogy
L[f] = L[* + e = L[e*] + L[] =
1 1 s§+3+s5—2 25 +1

s—2+s+3: (s—2)-(s+3) s24+s5—6

120. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(t) =7t +6e" — 27 — 10

fliggvény Laplace-transzformaltjat!
Megoldas:
A linearit4s tulajdonsdga miatt

L[f] = L[Tt + 6e' —2e™" —10] = 7L[t] + 6L[e'] — 2L[e "] — L[10] =
7 6 2 10
2751 s+l s
T-(s—1)-(s+1)+6s% (s+1)—2s2-(s—1)—10s- (s> = 1)
s2-(s—=1)-(s+1)
_ —65% + 1552 +10s — 7
N st — 52 '

121. Feladat. Legyen w € R. Bizonyitsuk be, hogy az
f(t) = sin(w - t)
fliggvény Laplace-transzformaltja

. w
E[Sln(w . t)] = m

Megoldas:
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A Laplace-transzformélt definici¢jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

Llsin(w - t)] = /sin(w -t) e S dt.
0

Els6 1épésben meghatdrozzuk a sin(w - t) - e~*! fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integrdlds képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

e—st e—st
/sin(w t)-e St dt = sin(w - t) - - /w -cos(w - t) - dt =
—s —s

—st —st

= sin(w - t) ° w - cos(w - t) © +/w2 sin(w - t) " dt
B —s s2 s2 '
Tehat
wfz 1) /sin(w ) etdt = sinw-t)  w-cos(w -t —
s? -5 s?

fgy
/sin(w t)-e S dt =

2 i . . .
s .<Sln(w t)  w-cos(w t)) et ye

w? + 52 —5 52

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

[e.e]

/sin(w 1) e Stdt =

0
2 : c
ot . ot
5 m sin(w-¢)  w-cos(w - 1) omst|
w? + 82 cooo —s s? 0
2 .
s : - cos(w -
_ s A tim n(w-c) w (w-c) A
w? 4+ 82 \eooo —s 52 s2
s w w

w2+ 82 52 wrist
Ezzel igazoltuk az 4llitast.

122. Feladat. Legyen w € R. Bizonyitsuk be, hogy az
f(t) = cos(w - t)
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fliggvény Laplace-transzformaltja

S
L )] = .
fcos(eo 1)) = ——

Megoldas:
A Laplace-transzformélt definici¢jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

o0

Llcos(w - t)] = /cos(w 1) -e st dt.
0

Els6 1épésben meghatérozzuk a cos(w - ) - e~ fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integrdlds képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

+/w-sin(w~t)~e

—S

—st —st

dt =

/cos(w t)-e 5 dt = cos(w - t) - ©
—s
—st —st

e . e 9 e st
= cos(w - t) - + (w-sin(w-t) - Rl A -cos(w - t) - de ).

s 52
Tehat
wa +1)- /cos(w 1) et dt = cos(w - ) + 2 sin(w - 1) cest
52 —s 52
igy

/cos(w t)-e st dt =
52 (cos(w 1) L sin(w - t)) et

w2+ s? —s 52

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

o0

/cos(w t)-e S dt =

0
_ 52 i cos(w - t) L sin(w - t) e ¢ _
w2+ 52 oo —s 52 0
_ 52 A tim cos(w - ¢) A sin(w - )\ . 1\ _
w? 452 \cooo —s 2 s
52 1 S

w2ts? s wlts?
Ezzel igazoltuk az llitast.
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123. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(t) =sin3t - sin 2t
fliggvény Laplace-transzformaltjat!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy

cos(a — fB) — cos(a + )
2

sina -sin 8 =

azt kapjuk, hogy

t— t
sin 3t - sin 2t = w,

18y
L[f] = L[sin 3t - sin 2t] = % - L]cost — cos bt] =

1 5 §
- (Lfeost] = Lleos5t]) = 5 - <82 18 +25> -
12s

T 5142652425
124. Feladat. Hatdrozzuk meg az

N

2s+3

Fs)= —=2T°
(5) 524+ 5546

fiiggvény inverz Laplace-transzformaltjat, azaz adjuk meg azt az f generator-
fliggvényt, amelynek Laplace-transzformaltja F'!
Megoldas:
Els6 1épésben szorzattd alakitjuk a nevez6t. Ehhez megkeressiik az
s +55+6=0

egyenlet megolddsait. Az egyenlet gyokei
—5++25-24 —5+1
2 2
azaz s1 = —2, illetve s = —3. Ezt felhaszndlva a masodfoku polinom gyok-
tényezds alakja

81,2 =

s 455 +6=(s+2)-(s+3).



144 DR. KEZI CSABA GABOR

Ezutdn meg kell hataroznunk az A és B valds szamok tgy, hogy
25 +3 A B
215516 512 513
teljesiiljon. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a k6zos nevezdvel azt kapjuk,
hogy

25+3=A-(s+3)+B-(s+2).
Felbontva a zardjeleket
25 +3=As+3A+ Bs+ 2B

adodik. A tagokat fokszdm szerint csokkend sorrendben csoportositva azt kap-
juk, hogy
2s+3=(A+B)-s+3A+2B.

A megfeleld fokszami tagok egyiitthatdit dsszehasonlitva az
A+ B=2
3A+2B =3
egyenletrendszerhez jutunk.

Az egyenletrendszer megoldasdra A = —1 €s B = 3 adddik. Azt kaptuk tehat,
hogy

243 _ -1 3
s24+55+6 s+2 s+3
Tehat
25+ 3 -1 3
E_l :E_l — _ —2t 3—3t:
L?+5s+6] [s+2+s+3} ¢ e

_ 33t _ o2t
125. Feladat. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az
y'(t) —2y(t) =t+2, y(0)=4
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

LIy (t) — 2y(t)] = L[t +2].
Felhasznalva a Laplace-transzformalt linearitasat
LIy —2L[y] = L]t + 2]
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adodik.
Mivel
Ly =s- LIy —y(0)
és
1 2
Llt+2]=CL[t]+ L[2] = 2 + 5
ezért az
1 2
s Llyl —y(0) = 2L[y] = 5 +
egyenlethez jutunk.
Mivel y(0) = 4, ezért
1 2
. —4-2 = = 4 -
s Ly] Llyl= 5+

Az egyenletet dtrendezve
1 2
Ly -(s—2)=—=+-+4
Wl -(s=2)= 5+ <+

adddik, amibdl kifejezve a L]y] kifejezést azt kapjuk, hogy
1+ 2s + 457

£l =3 gy

A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
1+2s+4s> A B C
P(s-2) s 2 s-2

adodik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

14+25+4s>=A-5-(s—2)+B-(s—2)+C-s%
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva

(A+C) s>+ (—244+B)-s—2B=4s>+2s+1

adédik. A két oldalon a megfelel fokszamu tagok egyenl8ségébdl azt kapjuk,
hogy
A + C 4
-A + B = 2
- B = 4
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Az utols6 egyenletb6l B = —% kovetkezik. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe azt kapjuk, hogy A = —% Ezt felhasznélva az els6 egyenletbdl

C = 2! adédik. Tehdt azt kaptuk, hogy
51 1 1 21 1
— 4+ — .
4 s 2 52 4 s5—-2
Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara azt kapjuk, hogy
5 1 21,
y(t) = — 173 t+ TR

126. Feladat. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az
y(t) —6y(t) =2t +1, y(0)=0

kezdetiérték feladatot!

Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjit! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly'(t) — 6y(t)] = L[2t + 1.
Felhaszndlva a Laplace-transzformalt linearitdsit
L[y'] —6Lly] = L[2t + 1]

adodik.
Mivel
Ly = s Lly] - y(0)
és
L2t + 1] = 2L[t] + L[1] = % + é,
ezért az 5 1
s+ Ly —y(0) = 6L[y] = 5 + -
egyenlethez jutunk.
Mivel y(0) = 0, ezért
5+ Ll 6L0] = 5 + -
Az egyenletet dtrendezve
2 1
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adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy

245
Ly =————.
A kapott tortet parcidlis tortek 0sszegére bontva
2+s A B C

s2.(s—6) s 52 s—6
adddik. Az egyenletet szorozva a k6zos nevezdvel azt kapjuk, hogy
2+s5=A-5-(s—6)+B-(s—6)+C-s%
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A+C)-s*+(-6A+B)-s— 6B =s+2

adddik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenlségébdl azt kapjuk,
hogy

A + C =0

—-6A + B =1

— 68 S —
Az utols6 egyenletb6l B = —% kovetkezik. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe azt kapjuk, hogy A = —%. Ezt felhasznélva az elsé egyenletbdl

C = 2 adédik. Tehdt azt kaptuk, hogy
21 1 1 2 1

Lyl = 2.2 2. z. .
V=5 573 379 5 %
Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara azt kapjuk, hogy
2 1 2 &
t)=—=—--t+--e%
yt)=—5—3-ttg-e

127. Feladat. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az
Y'(t) = 3y(t) =e*, y(0)=0

kezdetiérték feladatot!

Megoldas:

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

LIy (t) — 3y(t)] = L[e™].
Felhasznalva a Laplace-transzformalt linearitasat
Lly] - 3L[y] = L[e*]
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adodik.
Mivel
Lly'] = s L[y] - y(0)
és )
£ 2t —
=,
ezért az .
Lyl —y(0) — 3L[y| =
s Lly] —y(0) Wl ==
egyenlethez jutunk.
Mivel y(0) = 0, ezért
1
Lyl — 3L[y] = .
s - Ly e
Az egyenletet atrendezve
1
Llyl-(s—3) =
Wl (-3 =
adédik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy
1

Lly] = .
V=G -9
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
1 A B

(s—2)-(s—3) s—2+s—3
adddik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy
1=A-(s—3)+B-(s—2).

A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A+B)-s—3A—-2B=1

adodik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl6ségébdl azt kapjuk,

hogy
A+ B =0
-3A4 - 2B =1 [~
Az egyenletrendszer megolddsidra A = —1 és B = 1 adddik. Tehat azt kaptuk,
hogy
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Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara azt kapjuk, hogy

y(t) = —e* + 3.
128. Feladat. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az
Y'(t) = 2y(t) = e, y(0) =2
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:

149

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-

kor azt kapjuk, hogy
LIy (t) = 2y(t)] = L[e*].
Felhasznalva a Laplace-transzformalt linearitdsat

Lly] - 2L[y) = L[e™]

adddik.
Mivel
LIyl =s- Lly] = y(0)
és
1
L 2t
] =—,
ezért az
1
Lyl —y(0) —2Ly] =
s Ly] —y(0) ==
egyenlethez jutunk.
Mivel y(0) = 2, ezért
1
Llyl| —2—-2Lly] = .
s Ly O
Az egyenletet dtrendezve
1
Llyl-(s—2)= 2
(== —5+

adddik, amibdl kifejezve a L]y] kifejezést azt kapjuk, hogy

1
(25 —3) - (s —2)2

Lly] =
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A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
25 —3 A B
527 s—2 (s—27
adddik. Az egyenletet szorozva a k6zos nevezdvel azt kapjuk, hogy
2s—3=A-(s—2)+ B.

A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
A-s—2A+B=2s—-3

adddik. A két oldalon a megfeleld fokszamu tagok egyenlségébdl azt kapjuk,

hogy
A + = 2
—2A - B = -3 [~
Az egyenletrendszer megolddsidra A = 2 és B = 1 adddik. Tehat azt kaptuk,

hogy
2 1

Lly] = )
W= =t
Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara azt kapjuk, hogy
y(t) =2e% +t-e* =2 . (t +2).
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9. Bernoulli-differencialegyenlet

129. Feladat. Tekintsiik az

Y@+ ooy = @), ) =1, >0

kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldésit!

b) Hatdrozzuk meg a ]0; oo halmaz azon legbGvebb részhalmazat, amelyen az
y fliggvény értelmezhetd!

¢) Szamoljuk ki az y fliggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg az y fiiggvény derivalt fiiggvényét!

e) Vizsgéljuk meg monotonitds €s lokalis szEéls6érték szerint az y fiiggvényt!

f) Hatdrozzuk meg az y fiiggvény mésodrendd derivélt fliggvényét!

g) Vizsgaljuk meg konvexitds és inflexids pont szerint az y fiiggvényt!

h) Szdmoljuk ki az y fiiggvény hatdrértékét az értelmezési tartomdnyédnak ha-
tarpontjaiban!

i) Vazoljuk fel az y fiiggvény grafikonjat!

j) Hatdrozzuk meg az y fliggvény értékkészletét!

k) Korlatos-e az y fiiggvény?

1) Péros vagy pératlan-e az y fiiggvény?

m) Periodikus-e az y fiiggvény?

n) Injektiv-e az y fiiggvény?

Megoldas:
a) Az egyenletet az y?(r) fiiggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy
/
y'(@) 4 4 3
+ -y (z)=2z". 3)
y*z) = (@)
Vezessiik be az
u(z) =y~ H(z)

fliggvényt! Ekkor az u fliggvény derivéltja
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Ebbdl azt kapjuk, hogy

y’(fL’) —U/(LE)

Az (3) egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy

—u'(z) + % u(z) = 2.

Ez az egyenlet egy els6rendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.
Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
—u/(z) + % cu(z) =0 = u'(z) — . ~u(x) = 0.
A homogén egyenlet megoldésa
up(z) =C - o= iz — ¢ gtnlal = 0Lt = 0 gt
Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat
up(x) = C(x) - *
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a
—u'(z) + % cu(x) = 2®
egyenletbe azt kapjuk, hogy
—C'(z) -2 = C(z) - 42 + % -C(x) -2t =23

Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C'(z) fiiggvényt

1
C'(z) = ——
(2) =~
adédik, amelyet integralva
C(z) =—In|z|
Ezt felhasznalva
up(r) = —x* - Inx

adédik, igy

Mivel
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ezért

1
1=— = C = 17
C
igy a kezdetiérték feladat megolddsa
1
y() = zt- (1 —Inx)

b) Mivel 1 — Inx # 0, igy Inz # 1, tehdt x # e, igy a ]0; co[ azon legbGvebb
részhalmaza, amelyen az y fiiggvény értelmezhet6d

Dy: x €]0; 00[\{e}.

c) Az y figgvény zérushelye az
1 KN
zt- (1 —Inz)
egyenlet megolddsa, amibdl 1 = 0 kovetkezne, igy az y fliggvénynek nincs
zérushelye.
d) Az y fiiggvény derivélt fiiggvénye
() = 423 (1-Inz) —2* - =L _
(% (1- lnx))2
—423 - (1 —Inz)+ 2% 2% - (-3+4Inz)
:1:8-((1—1113:))2 a8 ((1—lnx))2
—3+4lnx
2% ((1 —Inz))
e) Az y'(x) = 0 egyenlet megolddsat kell meghatdroznunk. Mivel
Y (z) = 5 —3+4lnx i
2% ((1 —Inz))

-

Y

ezért az

—3+4+4lnx
2% ((1- lngv))2

egyenlet egyetlen megolddsa x = et
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A derivalt fiiggvény elGjeleit tdbldzatba foglaljuk:

x ]O;e%[ et ]eg;e[ e Je; oo
y'(x) - 0 + nincs értelmezve +
y(x) Ny |lok.min. | _* | nincs értelmezve |
y(x) 0,2

f) Az y fliiggvény masodrendii derivalt fiiggvénye
") = % cx (1 —lnx)Q_
20 (1 —Inz)4
—(=3+4Inz)- (52* (1 -Inz)*+2°-2- (1 —Inz)- =)
z10. (1 —Inz)?
4z - (1 —Inz) — (=3 +4Ilnz) -2t (3 -5Inx)
z10. (1 —Inz)3

Az 0sszevondsok utdn azt kapjuk, hogy

I 4—4lnz+9—15Inz — 12Inz + 20In? 2
yiz) = 26 (1 —1Inx)3

~ 20ln*z —31lnaz +13

20 (1-Inx)3

g) Az vy fiiggvény zérushelye az

20ln®z — 31lnz + 13 0
26 (1 —1Inzx)3 N

egyenlet megolddsa. A nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

20In?z —31lnz+13=0.

Ez egy In xz-ben masodfoki egyenlet. Mivel

31+961—4-20-13 31++/-79
40 - 40 ’

In 12 =

ezért az y" fiiggvény szdmldl6ja mindenhol pozitiv, igy a nevezd elGjele
donti el az masodrend( derivalt eléjelét.
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x 10; €] e Je; oo
y"(x) + nincs értelmezve -
y(x) konvex | nincs értelmezve | konkdv
h) Az y fiiggvény hatarértéke co-ben
xlgglo y(xz) =0.
Az y fliggvény jobb oldali hatarértéke a O helyen
i, ¥(a) = o
Az y filggvény bal oldali hat4rértéke az e helyen
i y(a) = e
Az y fliggvény jobb oldali hatarértéke az e helyen
Jm, ylo) =~
i) Az y fiiggvény grafikonja:
2
15
.
0.5
0
0 4 45 5 55 6 65 7 75

j) Az y fuggvény értékkészlete: R\
k) A fiiggvény nem korlatos.
1) Nem pdros, nem pératlan.

m) Nem periodikus.

[0;0, 2]
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n) Nem injektiv, mert van vannak olyan azonos fiiggvényértékek, amelyeket
két kiilonboz6 helyen is felvesz a fiiggvény.

130. Feladat. Oldjuk meg az

Y@+ @) =) (>0

differencidlegyenletet!

Megoldas:
Az egyenletet az y%(z) fliggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy
/
y') 1 3
+ -y (z) =2". “4)
y z) = (@)
Vezessiik be az
u(a) =y ()
fiiggvényt! Ekkor az u fiiggvény derivaltja
/
(@) = —y2(e) -y () =~
y*(x)
Ebbdl azt kapjuk, hogy
/
y'(z) /
= —u'(z).
O

Az (4) egyenletet 4atalakitva azt kapjuk, hogy
1
—u/(z) + = - u(z) = 1.
x

Ez az egyenlet egy elsérendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.

Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

—u'(x) + % cu(x) =0 = u'(z) — é ~u(x) = 0.

A homogén egyenlet megolddsa
up(z) =C - e/ zde — gL glnlzl — 0L gne = 0 g,
Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat
up(z) =C(x) - x

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a

() + () = 1
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egyenletbe azt kapjuk, hogy
—C'(x) -2 —C(z) +C(x) = 1.
Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C’(x) fiiggvényt

1
C'(z) = —~
(2) = —-
adddik, amelyet integrdlva
C(z) = —In|x|.
Ezt felhasznalva
up(z) = —x-lnx

adédik, igy

Mivel

ezért
1 1

ylz) = u(x) Y (C—Inx)’

7 2

ahol C' € R tetszbleges, In x értékétdl kiilonbozs értéki konstans.

131. Feladat. Oldjuk meg az

y' () +

S (@) =2 12@)

differencidlegyenletet!

Megoldas:
Az egyenletet az y?(z) fliggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy
/
y' () L -
yi(x) 2241 yo (@) =
Vezessiik be az
u(z) =y~ (z)

fliggvényt! Ekkor az u fiiggvény derivéltja

157
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Ebbdl azt kapjuk, hogy
/
y'(z) /
= —u'(x).
y*(z) )

Az (5) egyenletet 4talakitva azt kapjuk, hogy

—u/(z) + u(z) = x.

x
2 +1
Ez az egyenlet egy els6rendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.

Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

u(z) =0 = u'(z) i

—u(@)+ el

%_H . u(z) = 0.
A homogén egyenlet megoldasa

up(z) =C - e ) TFHI 0L o3+ — @ Va2 + 1.
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldaséat

up(z) =Cla) - x

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a

—u/(x) + " ‘u(z) ==

egyenletbe azt kapjuk, hogy

2z x
~C'(x) - Va2 + —C(.CL')-2'm+x2+1'0($)'\/1’2+1:x.

Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C' () fiiggvényt

x 1
C'z)= —— =z (22 +1)2
W=y -y
adddik, amelyet integrdlva
1 (22+1)2
2

Ezt felhasznalva

up(x):\/x2+1\/x2+1:$2+1
adodik, igy
u(x) = up(x) + up(r) = C - Va2 1+ 22 +1.
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Mivel
w@)=y @) = ule)=

ezért
1 1

y(x)ZU(w) T O VRt lta2+1

ahol C' € R tetszGleges.
132. Feladat. Oldjuk meg az

cosz -y (x) +sinz - y(z) = —y3(z)
differencidlegyenletet!
Megoldas:

Az egyenletet az y3(z) fliggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy

y' ()

cos - () +sinz -y 3 (x) = —1. (6)
Vezessiik be az
u(z) =y (x)
fliggvényt! Ekkor az u fiiggvény derivéltja
/ LE) / 2y'(v)
() = 2@ o/ (@) = ~ 57
Ebbdl azt kapjuk, hogy
y'(x) (=)
y?(x) 2
Az (6) egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy
—COQSx -/ (z) +sinx - u(x) = —1.

Ez az egyenlet egy elsérendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.

Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

2sinx 2sinx
— : =0 = "(z) — : =0.
u'(z) + p— u(x) u'(x) - u(z)
A homogén egyenlet megolddsa
C

.
uh(x) = C . e_f_ j)lbnzz dz = C . e—2‘1H|COSx| — .
cos? x
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Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat

up(x) = olz)

cos? x
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a

(@) + 2sinz ‘

=1
COS T U(ﬂf)

egyenletbe azt kapjuk, hogy
cosz C'(x)-cos’z — C(x)-2cosz - (—sinz)

+sinz -
2 cost x cos? x

Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C' () fiiggvényt
C'(z) = 2cosx

adodik, amelyet integralva

C(z) =2sinz.
Ezt felhasznalva
(@) 2sinx
Up(x) =
P cos x

adédik, igy

2 i 9 s
U(Z’) = U/h(x) + up(.%') = C + Smx —_ C + Slnx‘

cos?2x  cos?zx cos? z
Mivel )
u(z) =y *(z) = u(z) = ,
y2(z)
ezért
1 1 | cos x|

COos“ T

ahol C' € R tetszGleges olyan konstans, amelyre az el6bbi fiiggvény értelmezve
van.

133. Feladat. Oldjuk meg az
1
V(@) =~ ~y) = —a* y(x)
differencidlegyenletet!

Megoldas:
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Az egyenletet az y*(z) fliggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy

y/(w) 1 . —3($) — —.%'3.

yi@) =
Vezessiik be az
u(z) =y~ (x)
fliggvényt! Ekkor az u fiiggvény derivéltja
- 3y’ (z)
W (z) = -3y Az o (z) = —
(x) (@)3/@) = =
Ebbdl azt kapjuk, hogy
/
1
y4(.’E) — ——u/(x).
yi(x) 3
Az (7) egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy
1 1 3
—gu'(m) - u(z) = —a° = o (x) + . u(z) = 323

Ez az egyenlet egy els6rendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.

Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
3
u'(z) + = -u(x) = 0.
x

A homogén egyenlet megolddsa

C
up(z) =C - e [2dr = 0. g 3Mlel = el
Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat
C(x)
Up(di) - 1,3
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az
3
u'(z) + = - u(z) = 323
x
egyenletbe azt kapjuk, hogy
C'(x)-2®—C(x)-32* 3 C(z) 93

x6 + r a3
Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C’(x) fiiggvényt
C'(x)

3

C'(z) = 32°

161
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adodik, amelyet integrdlva

Cla)=2 o,
Ezt felhasznélva

up(z) = % zt
adédik, igy

w(@) = un(2) + up(z) = % + g = 707233337.
Mivel
w)=y@ = )= s

ezért

(2) = 5 T3 2.\ 7
M= um Vic+sa =T Ve 13

ahol C € R tetszdleges olyan konstans, amelyre az elobbi fiiggvény értelmezve
van.

134. Feladat. Irjuk fel azoknak a fiiggvényeknek a leképezési szabdlyat, ame-
lyekre teljesiil, hogy a fiiggvény grafikonjanak barmely pontjaba huzott érintd-
egyenese az y tengelybdl 22y hossziisdgi szakaszt metsz ki.

Megoldas:
Mivel
y(z) — 2z (z
g — g/ (0 V) = 200°(@)
x
ezért az
y(x
y@) - 1D = o)

Bernoulli-egyenletet kell megoldanunk.

Az egyenletet az y?(z) fliggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy

3;((?) - % y(z) = -2, ®)

Vezessiik be az
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fiiggvényt! Ekkor az u fiiggvény derivéltja

() = =y %a) o/ (@) = - 0
Ebbdl azt kapjuk, hogy
y'(z) _ 7u/(x)
y*(z) '

Az (8) egyenletet atalakitva azt kapjuk, hogy
1
u'(z) + = - u(x) = 2.
X

Ez az egyenlet egy els6rendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.

Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
1
u'(z) + = - u(x) = 0.
x

A homogén egyenlet megolddsa
C
up(x) = C-e_f%dx —C.e Inlrl = 2
x

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a
1
u'(x) + = u(x) =2
X
egyenletbe azt kapjuk, hogy
C'(z) - z—C(z) C(x)

22 x

Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C' () fiiggvényt

C'(z) = 2x
adodik, amelyet integralva
C(z) = 22
Ezt felhaszndlva
up(z) = Clz) =T

163
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adodik, igy

2
u(e) = un(a) +upla) = 4o = T
Mivel
=y (x u(x :L
u@)=y@) s ) = o
ezért
1 x

kezdetiérték feladatot!

a) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat!

b) Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazanak azon legb6vebb részhalmazit,
amelyen az y fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szamoljuk ki az y fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg az y fiiggvény derivalt fiiggvényét!

e) Vizsgéljuk meg monotonitds és lokalis szEélsdérték szerint az y fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg az y fiiggvény mésodrendd derivélt fliggvényét!

g) Vizsgiljuk meg konvexitds és inflexids pont szerint az y fliggvényt!

h) Szdmoljuk ki az y fiiggvény hatdrértékét az értelmezési tartomdnyédnak ha-
tarpontjaiban!

1) Véazoljuk fel az y fliggvény grafikonjat!

J) Hatdrozzuk meg az y fliggvény értékkészletét!
k) Korlatos-e az y fiiggvény?

1) Péros vagy paratlan-e az y fiiggvény?

m) Periodikus-e az y fiiggvény?

n) Injektiv-e az y fiiggvény?

Megoldas:
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a) Az egyenletet az y?(r) fiiggvénnyel osztva azt kapjuk, hogy
y(z) 1

-1
— . = —2. 9
2o 2 Y (z) ©)
Vezessiik be az
u(z) =y~ (z)
fliggvényt! Ekkor az u fliggvény derivéltja
/
u/‘r :_y—Qx 'y/w :_y(x)
(@) (@) /(@) = = s

y'(z) —u’(a:).

Az (9) egyenletet 4talakitva azt kapjuk, hogy
1
u'(z) + — - u(x) = 2.
T

Ez az egyenlet egy els6rendd, linedris, inhomogén differencidlegyenlet.

Az egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
1
u'(z) + = ~u(x) = 0.
x

A homogén egyenlet megolddsa
C

up(z) = C-e*f%dx — (.o Inlzl = -

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a
1
u'(z) + = - u(x) =2
x

egyenletbe azt kapjuk, hogy

C'(z)-z—C(x C(x
wa=0w) ) _,

x
Ebbdl az egyenletbdl kifejezve a C' () fiiggvényt
C'(z) = 2x



166 DR. KEZI CSABA GABOR

adédik, amelyet integrdlva

C(x) = 2*
Ezt felhaszndlva
C(x)
up(x) = =
adddik, igy
C 2?2+ C
u(x) = up(x) +up(z) = — +o =
Mivel
1
-1
ulr) =y & = u(r) = —,
(2) = y(x) @)= 7
ezért
@)= =
e = u(z) 22+C
Mivel y(1) = 1, ezért
1 1
_= — = 1
2 1+C - ¢=1

igy a kezdetiérték feladat megolddsa

X
v =y

b) A valés szdmok halmazdnak azon legb6vebb részhalmaza, amelyen az y

fliggvény értelmezhetd
Dy:zeR.

c) Az y fiiggvény zérushelye az
x

=0
22 +1

egyenlet megolddsa, amibol x = 0 kovetkezik.

d) Az y fiiggvény derivalt fliggvénye

, 2?4+ 1—-x- 22 —2%4+1
y(r) =

(382 + 1)2 - (1_2 +1)2’
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e) Az y/'(z) = 0 egyenlet megolddsit kell meghatdroznunk. Mivel

-2+ 1

y'(x) = m7

ezért az
-2 +1 _0
(x2 +1)2
egyenlet egyetlen megolddsai x = +1.

A derivalt fiiggvény elGjeleit tdbldzatba foglaljuk:

x | — o005 —1] -1 ]—1;1 1 11; 00]

y' () - 0 + 0 -
y(z) N lok. min. 4 [ lok. max. | N\
y(x) —0,5 0,5

f) Az y fiiggvény masodrendii derivalt fiiggvénye

") 2z (2 + 12— (=22 +1)-2- (22 +1) 22
€Tr) = =
Yy ($2_|_1)2

_ —24% — 2x + 423 — 4z _ 223 — 6x

(CL‘2+ 1)2 - ($2+1)2

g) Az y” fiiggvény zérushelye az

223 — 6x —0
(22 +1)2

egyenlet megolddsa. A nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

223 — 62 = 0 = 2z - (x2 — 3) = 0.

167

Az egyenlet megolddsai z; = 0, o = —v/3 és x5 = /3. Az ¢ fiiggvény

elgjeleit tablazatba foglaljuk:
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@ J—oos—=vB[| —V3 |]-V30[| 0
y"(x) - 0 + 0
y(z) konkav infl. pont | konvex | infl. pont
y(x) —42 0
@ 0;V3[ | V3 [ ]V3i00]
y"(x) - 0 +
y(z) konkdv | infl. pont | konvex
y(z) i
h) Az y fiiggvény hatdrértéke oo-ben
xlg{)lo y(xz) =0.
Az y fiiggvény hatdrértéke —oo-ben
i) Az y fliggvény grafikonja:
08
06
0.4
0.2
0
18 16 -14 -12 1 08 -06 -04 02//0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

~0.2
-0.4
-0.6

-0.8

J) Az y fiiggvény értékkészlete: [%, %}
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k) A fiiggvény nem korlatos.
1) Paratlan.
m) Nem periodikus.

n) Nem injektiv, mert van vannak olyan azonos fiiggvényértékek, amelyeket
két kiilonb6z6 helyen is felvesz a fiiggvény.
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10. Egzisztencia és unicitasi tétel elsorendii differencialegyenletekre

136. Feladat. Egyértelmiien megoldhaté-e az
y(z) =z Vylz) -3, y4)=3
kezdetiérték feladat?
Megoldas:
Vezessiik be az
fleiy) ==y —3

fiiggvényt! Az f fuggvény y valtozé szerinti parcidlis derivatlja

f;(ﬂﬁ;y) = 2‘\/%7

ami nem folytonos a (4; 3) pontban, mert

x

(z)—(4:3) 2y — 3

Megmutathatd, hogy az f fiiggvény nem teljesiti a Lipschitz-feltételt sem a ma-
sodik valtozéjaban, igy a nem alkalmazhaté a Picard-Lindelof-féle egzisztencia
és unicitas tétel.

A differencidlegyenlet szeparabilis. Vezessiik be a g(x) = x és h(y) = /y — 3
fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet

y'(x) = g(x) - h(y)

alakd lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(ly)d :/g(m)da}

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

/\/ylfsdy:/xdm.

Elvégezve az integralasokat

2
2. y—3:%+c
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y(z) = <f+;>2+3.

A kezdetiérték feltétel szerint y(4) = 3, igy ¢ = —8, tehdt a kezdetiérték feladat

megolddsa
x? 2
y(x) = (4 - 4> + 3.

Misrészt az y(x) = 3 konstans fiiggvény szintén megoldédsa a kezdetiérték
probléménak. Ezzel tehét azt kaptuk, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
nem egyértelmd.

adddik, amibdl

137. Feladat. Igazoljuk a Picard-Lindelof tétel segitségével, hogy az
y(z) ==z y(x), y(0)=1
kezdetiérték feladat megolddsa egyértelm!
Megoldas:
Vezessiik be az
flry) ==y

fiiggvényt! Mivel f folytonos a (0; 1) pont kdrnyezetében, ezért létezik megol-
dés.

Mivel az f fiiggvény masodik véltozdja szerinti parcialis derivalt fiiggvénye
fylz;y) =z,

amely folytonos a (0; 1) pont kornyezetében, ezért a kezdetiérték feladat egy-
értelmiien megoldhat6.

138. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az

y'(z) = y*(z) +siny(z), y(0)=0
kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhatd!
Megoldas:
Tekintsiik az

flayy) =z y® +siny

fliggvényt!
Egyrészt az f fiiggvény R? minden pontjaban folytonos.
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Masrészt 1étezik az f fiiggvény mdasodik véltozdja szerinti parcidlis derivalt
fliggvénye:

fy(z;y) = 22y + cosy,
amely folytonos, igy korl4tos is.

Figyelembe véve a fentieket, a kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhato.
139. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
Y (@) = Vy(x), »(0)=0
kezdetiérték feladat nem oldhaté meg egyértelmien.
Megoldas:

Az egyenlet szepardbilis. Vezessiik be a g(x) = 1és h(y) = /y fiiggvényeket.
Ekkor az egyenlet

alaku lesz, igy az

/h(ly)d :/g(:z)da:

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre.

Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/ —dy = / 1dz.
VY
Elvégezve az integralasokat
2-Vy=z+c
adodik, amibdl
x 2
y(x) = (— +C ) )
2
Mivel y(0) = 0, ezért C' = 0. Tehat

Masrészt lathatd, hogy az y(z) = 0 szintén megolddsa a kezdetiérték feladat-
nak, igy a megoldasfiiggvény nem egyértelmdi.
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140. Feladat. Igazoljuk, hogy az
y'(z) = Va? +y*(z), y(0)=0

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhatd!

Megoldas:

Az f(x;y) = /a2 + y? fiiggvény folytonos, azonban az origéban nem dif-
ferencidlhaté. Ellendrizniink kell, hogy a masodik véltozdjaban teljesiti-e a
Lispschitz-feltételt. Legyenek (z;y1) és (z;y2) tetszéeleges R2-beli pontok.
Ekkor

F@ig) — Faiy)] = [Ja? + 97 — /o2 +33].

Tekintsiik azt a hdromszoget a sikon, amelynek csicsai A = (0;0), B = (x; y1)
és C' = (x;y2). A haromszog oldalainak a hossza

dap = /2 + y}
dac = /2% +y3

dpc = V0% + (y2 — y1)* = [y1 — vl
Mivel egy hdromszog barmely két oldalhosszénak kiilonbsége nem nagyobb a
harmadik oldal hosszanal, ezért

Va2 43— 4/e 03] <l — el

fgy
[f(@3y1) — f(@3y2)] < |y1 — w2l
vagyis az f fiiggvény teljesiti az
|f(ziy1) = flasy2)| < L [yr — 2
Lipschitz-feltétel az L = 1 konstanssal.

Azt kaptuk tehat, hogy az f fiiggvény folytonos és a masodik valtozéjdban
teljesiti a Lipschitz-feltételt, igy a Picard-Lindeldf tétel szerint egyértelmiien
megoldhatd.
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11. Elsorendii differencialegyenletek iranymezdje

141. Feladat. Hatdrozzuk meg
y'(z) =z +y(z)
differencidlegyenlet megoldasfiiggvényének meredekségét a

H={(r;y) €eZxZ| -2<z<y, -2<y<2}

halmaz pontjaiban! A kapott eredmény segitségével vazoljuk fel az irdnymez6t
a [—2;2] x [2;2] tartoményon!

Megoldas:
Vezessiik be az

flzyy) =2 +y

fiiggvényt!
Ha P, = (—2; —2), akkor

y' = f(P1) = f(=2,-2) = =2+ (-2) = —4.
Ha P, = (—2; —1), akkor
Y =f(P) = f(=2-1) = =2+ (1) = -3.
Ha P = (—2;0), akkor
y' = f(P5) = f(—2;0) = —2+0 = —2.
Ha Py = (—2; 1), akkor
y' = f(P) = f(-2;1) = —2+1=—1.
Ha P; = (—2;2), akkor
Yy =f(Ps)=f(-22)=—-2+2=0.

Téblazatba foglaljuk H halmaz pontjaiban a meredekségeket:
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x\y —2|-1101]1]2
-2 41 -3]-2|-1|0
-1 -3|—-2]-1| 0 |1
0 —-21-1] 0 1|2
1 -1 0 1 2 13
2 0 1 2 3 |4

Az irdnymezd felvazolédsa:

20

0.0 ——o

’ T
y\x)=—"7-=
@) y()
differencidlegyenlet megoldasfiiggvényének meredekségét a
H=A\B

halmaz pontjaiban, ahol

A={(z;y) € ZxXZ| —2<z<y,-2<y<2}

B = {(=2;0); (=1;0); (0;0); (1;0); (2; 0) }.

175
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A kapott eredmény segitségével vazoljuk fel az irdnymezst a [—2;2] x [2;2]
tartomédnyon!

Megoldas:
Vezessiik be az
flz;y) = =
fliggvényt!
Ha P, = (—2;—2), akkor
J = f(P) = f(-2-2) =~ =2 =1
Ha P, = (—2;—1), akkor
V= f(P) = (-1 = =2 =2,
Ha P; = (—2;1), akkor
Y = F(Py) = f(-21) = - =2
Ha Py = (—2;2), akkor
y = f(Py) = f(-22) = —_72 =1
Téblazatba foglaljuk a H halmaz pontjaiban a meredekségeket:
z\y -2 -1 1] 2
-2 —-1]-2] 2 1
-1 | -i|-1]1] 3
0 00|01 O
1 01| -1]-4
2 1 2 |-2| -1

Az irdnymezd felvazoldsa:
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05 00 05 10 15 20

143. Feladat. Tekintsiik az
Y (z) =2z - V@

differencidlegyenletet és az arra vonatkozé y(0) = 1 kezdetiérték feladatot!
a) Hatdrozzuk meg a differencidlegyenlet megoldasfiiggvényének meredeksé-

géta

H={(;y) €ZxZ| =2<z<y, -2<y<2}

halmaz pontjaiban!
b) Viézoljuk fel az irdnymez&t a [—2; 2] x [2; 2] tartomanyon!
¢) Oldjuk meg a differencidlegyenletet elemi tton!
d) Oldjuk meg a kezdetiérték feladatot!

e) Viazoljuk fel a megoldasfiiggvényt ugyanabba a koordindtarendszerbe, ami-
be az irdnymez&t dbrdzoltuk!

Megoldas:
a) Vezessiik be az
f(z3y) = 2zy
fliggvényt!
Ha P, = ( 2; —2), or
f(P) =f(=2,-2)=2-(-2)-(-2) =8.
)
(

Ha P, = ( —1), akkor
=f(P)=f(=2;-1)=2-(-2)- (-1) =4.
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Ha P; = (—2;0), akkor
y' = f(Ps) = f(=2;0)=2-(-2)-0=0.
Ha Py = (—2; 1), akkor
Y =f(P)=f(-21)=2(-2)-1=—4
Ha P = (—2;2), akkor
Y =f(P5) = f(-2;2)=2-(-2) 2= -8.

Téblazatba foglaljuk H halmaz pontjaiban a meredekségeket:

z\y —2(-1/0 1] 2
-2 8 | 4 |0]-4]-8
-1 412 |0|-2|—-4
0 0, 010] 01O
1 —-4(=210| 2 | 4
2 8| 8 |0} 4 | 8

b) Az irdnymezd felvdzoldsa:

20 v . . L .,

v\ N
NN
15[ | O
N
10 >
05 g
00
os|, T oo oo
/ \ N\ ’ \
10 / ~ NN NN
/ « NN\
iy , NN
s NN
NENE
20 N

20 -15 -10 05 00 05 10
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¢) Vezessiik be a g(z) = x és h(y) = y fuggvényeket. Ekkor az egyenlet

d)

€)

y'(x) = g(x) - h(y)

alaku lesz. A szeparabilis egyenletek altalanos elmélete szerint az

/h(ly)d :/g(ac)da:

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

/1dy—/2xdm.
Y

Elvégezve az integrdldsokat
Inly| =2 + ¢

adédik, amibdl
2 2 2
y=e" Tt =¢e" .ec=C-e".

A kezdetiérték feltétel szerint y(0) = 1, igy
1=y0)=C-=C,
tehdt a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = e’

A megoldasfiiggvény és az irdnymezd dbrdzolésa:

20

0.0
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12. Numerikus médszerek elsorendii differencialegyenletekre

144. Feladat. Tekintsiik az
y(x)=z-y(z), y(0)=1

kezdetiérték feladatot!

a) Ellenérizziik, hogy teljesiilnek-e a Picard-féle iterdcids eljards alkalmazdsa-
hoz sziikséges feltételek!

b) Hatdrozzuk meg a Picard-féle iteracids eljarasban szerepld fiiggvénysorozat
elsé 3 tagjat!

c) Az el6zbekben kiszamolt tagok segitségével irjuk fel a fliggvénysorozat al-
tal4dnos tagjat!

d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat az el6bbi fiiggvénysorozat
hatdrértékének kiszamoldsaval!

e) Viazoljuk fel a fiiggvénysorozat elsd 3 tagjat és a kezdetiérték feladat meg-
oldasfiiggvényét kozos koordindtarendszerben!

f) Szdmoljuk ki a kezdetiértékfeladat megoldasfiiggvényének derivaltfiiggvé-
nyét!

g) Oldjuk meg elemi tton is a kezdteiérték problémat!

h) Ellenérizziik a megoldésfiiggvény helyességét!

Megoldas:

a) Vezessiik be az

flay) =z-y

fliggvényt! Ez a fliggvény egyrészt minden véges x és y érték esetén korla-
tos, masrészt létezik olyan L > 0 valds szam, hogy

|f(zy1) — flzsye)| = |z -y — 2 -yl = 2] - |y1 — 42| < L-|y1 — vl

azaz teljesiil a Lipschitz-feltétel, igy alkalmazhaté a Picard-féle itericids
eljras.

b) Mivel 29 = 0 és y(z¢) = 1, ezért a sorozat elsd tagja
T T T
y1(x) = y(wo) —|—/f(t;y(:c0))dt = 1+/f(t; 1)) dt = 1—|—/tdt =
o 0 0

t2:|x 1.2
0 2 .



KOZONSEGES ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 181

A sorozat misodik tagja

T

Y2 () Zy(ﬂfo)+/$f(t;y1(t))dt= 1+/f<t;1+t22> dt =

0

t3
:1+/t+2dt:
0
tQ t4x 1.2 1'4
SR LA
+{2+8]0 5t

A sorozat harmadik tagja

T

ya(:v)Zy(wo)+7f(t;y2(t))dt:1+/f(t;1+t_22_+t;> At —

0

3t
:1+/t++8dt:

2
0
2 4 t671* x2 xt 20
14— | =1+
+[2+8+48]0 +2+8+48

c) A fiiggvénysorozat dltaldnos tagja

Felhasznalva, hogy

azt kapjuk, hogy
n kN E
1 o2
y(x) = lim y,(z) = lim 7l (2) =ez.

d) A fiiggvénysorozat elsé 3 tagja és a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye
a [0; 2] intervallumon:
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A o o 9~
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f) Vezessiik be a g(x) = x és h(y) = y fiiggvényeket! Ekkor az

f sz

egyenletet kell megoldanunk. Behelyettesitve az adatokat, azt kapjuk, hogy

1
/dy:/xdx.
Yy

Elvégezve az integraldsokat

1 ‘”2+
ny=—+c
y=5

adodik. Ebbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy

2

y(z) =C-e7.
Mivel y(0) = 1, ezért
1 = C . eO = C == 1,

igy a kezdetiérték feladat megoldasa

22

y=e
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g) A differencidlegyenlet bal oldala a megoldasfiiggvény behelyettesitése utdn

22

ez ..

A differencidlegyenlet jobb oldala a megoldasfiiggvény behelyettesitése u-
tdn
932
T-ez2.
Tehat a bal oldal és a jobb oldal egyenld, igy igazoltuk, hogy a megoldas-
fliggvény eleget tesz a differencidlegyenletnek. Tovabba az is teljesiil, hogy
y(0) =¢’ =1,
igy a megoldasfiiggvény a kezdetiérték feltételt is teljesiti.
145. Feladat. Tekintsiik az
y'(x)=z+y(), y0)=0
kezdetiérték feladatot!
a) Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a Picard-féle iteracids eljaras alkalmazdsa-
hoz sziikséges feltételek!
b) Hatdrozzuk meg a Picard-féle iterdcids eljardsban szerepld fiiggvénysorozat
els6 3 tagjat!
c) Az el6zbekben kiszamolt tagok segitségével irjuk fel a fliggvénysorozat al-
talanos tagjat!

d) Adjuk meg a kezdetiérték feladat megoldasat az el6bbi fiiggvénysorozat
hatarértékének kiszamolasaval!

e) Vazoljuk fel a fiiggvénysorozat elsé 3 tagjat és a kezdetiérték feladat meg-
oldasfiiggvényét kozos koordindtarendszerben!

f) Oldjuk meg elemi tton is a kezdteiérték problémat!
g) Ellenoérizziik a megoldasfiiggvény helyességét!

Megoldas:
a) Vezessiik be az
fl@y)=a-y

fuggvényt! Ez a fliggvény egyrészt minden véges x és y érték esetén korla-
tos, masrészt 1étezik olyan L > 0 valds szam, hogy

If(zsn) — flzsy) =le+yi —x—yo| =1-|y1 —y2| < L-|y1 — o,
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azaz teljesiil a Lipschitz-feltétel, igy alkalmazhaté a Picard-féle itericids
eljéras.
b) Mivel g = 0 és y(xg) = 0, ezért a sorozat els6 tagja

T T

y1() Zy(ﬂfo)+/f(t;y(wo)) dt:/f(t; 0))dt = /tdt:
0

0

zo

2],
21, 2

A sorozat masodik tagja

Z/2($):Z/(Uﬁo)—i—/xf(t;yl(t))dt:/xf(t; ’522) dt:/th;dt:
o 0

0

12 31" 22 a3
— 4+ — :?4_7

2 6], 6

A sorozat harmadik tagja

y3(z) Zy(wo)Jr/zf(t;yz(t))dt:/mf<t;t22+t§> dt =
0 0

2 3
:/t—|—+6dt:

2
0
T
2 6 24], 2 6 24
c) A fiiggvénysorozat dltaldnos tagja
1 1 "
_ 2 3 n _ —r—
yn(x)—§m+§‘:c+ —i—a'x —ZF x—1
n=0
Felhaszndlva, hogy
mn
T -
¢ n!
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azt kapjuk, hogy

nok
. . x
v = g n(e) = g 2 gy e 1=
k=0
© Lk
— x — et _
= E—x—l_e r— 1
k=0

d) A fiiggvénysorozat elsé 3 tagja és a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye
a [0; 2] intervallumon:

0 05 1 15 2 25

e) A kezdetiértékfeladat megolddsfiiggvényének derivaltfiiggvénye
Y (x) =e” — 1.
f) Vezessiik be az
u(@) = + y(a)
fliggvényt! Ekkor
u'(z) =14y (x).
A helyettesités utdn az
u'(z) — 1 =u(x)
differencidlegyenletet kapjuk. Az egyenletet dtrendezve
u'(z) =1+ u(z)

adédik, amely egy szepardbilis differencidlegyenlet.
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Legyen h(u) = 1 + u és g(z) = 1. Ekkor az

/h(lwdu:/g(a:)dx

egyenletet kell megoldanunk az u ismeretlenre fiiggvényre.

Az megfelel? fiiggvények behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

/ ! du:/ld:c.
14w

Az integralasokat elvégezve azt kapjuk, hogy

Injl4+ul=z+c¢
adodik, igy

u(z) =C-e* —1.
Mivel y(z) = u(z) — z, ezért a differencidlegyenlet megoldédsa

y(x)=C-e" —1—u.
Mivel y(0) = 0, ezért
0=C-1 = c=1.

Tehét az egyenlet megolddsa

y(z) =" —x — 1.

Mivel a differencidlegyenlet elsérend, linedris, inhomogén differenciale-
gyenlet, ezért mas modszerrel is megoldhatjuk. Az inhomogén egyenlethez
tartoz6 megfelel6 homogén egyenlet

y'(z) —y(x) =0.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa
yp(z) = C-e 7142 = 0. o7,
A inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat
yp(z) = Cla) -

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az eredeti differencidlegyenletbe azt
kapjuk, hogy

C'(z) "+ C(x)-e* =x+ C(x) - €7,
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igy

A C(z) fiiggvényt parcidlis integraldssal hatdrozhatjuk meg:

C(x) = Tdr= [z eTds=
e$

= —ac-e_x—l—/e_xd:):— —zr-e ¥ —e P =(—x—-1)-e "
Tehat
yp(z) =C(z) - e"=(—x—1)-e % e’ =—x—1
Ezt felhaszndlva az eredeti differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(x)=C-e" —x — 1.
Mivel y(0) = 0, ezért C' = 1, igy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) =" —x — 1.

A differencidlegyenlet bal oldala a megoldasfiiggvény behelyettesitése utan

22

ez -x.
A differencidlegyenlet jobb oldala a megoldasfiiggvény behelyettesitése u-
tan

m2

Tr-ez.
Tehat a bal oldal és a jobb oldal egyenld, igy igazoltuk, hogy a megoldas-
fliggvény eleget tesz a differencidlegyenletnek. Tovabba az is teljesiil, hogy

y(0) =€’ =1,

igy a megoldasfiiggvény a kezdetiérték feltételt is teljesiti.

146. Feladat. Hatdrozzuk meg az

Y (2) =z +y()

differencidlegyenlet megolddsét ugy, hogy a megoldast 0 kdzéppontd hatvany-
sor alakban keressiik!

Megoldas:

Feltételezziik, hogy a megoldasfiiggvény

y(z) = ag +a1m+a2x2 +a3x3 + ...
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alakd. Ennek a derivaltfiiggvénye
Y (z) = a1 + 2a9x + 3azx® + . ...
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe a hatvanysorokat azt kapjuk, hogy
a1+ 2a0x + 3asz + ... = x4 ag + a1z + asx® + azzd + ...

A megfeleld fokszdmu tagok egyiitthatdinak 6sszehasonlitdsdbol azt kapjuk,
hogy

air = ao
200 =1+ a1
3a3 = ag
4a4 = as

Tehat a; = ag, az ap egyiitthato kifejezhet6 az ag egyiitthato értékével:
. 1+a . 1+ ago
2 2

az ag egyiitthato kifejezhet6 az aq egyiitthaté értékével:

a2

ag 14+ ag
asz = — = )

3 6

és igy tovabb. Tehat

y(x) = ap + mz + agr” + aza® + ... =
Ltay o 1700 5

=ao+ap-T+ 5 x° + 6 o+ =
. 1 x2 1‘3
= agp - +$+§+§+--- +

1 x? a3 1 .

.1‘2 l’g
:(a0+1)-(1+x+2!+3!—i—...)—l—x:
=(ap+1)-e"—z—1.

Ha bevezetjiik a C' = ag + 1 jelolést, akkor azt kapjuk, hogy a differencidle-
gyenlet 4ltaldinos megolddsa

ylr) =C-e* —xz — 1.
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147. Feladat. Tekintsiik az
y'(r)=1+y(x), y0)=1
kezdetiérték feladatot!

a) Hatdrozzuk meg az Euler-mddszer segitségével a kezdetiérték feladat in-
tegralgorbéjének leképezési szabdlyét a [0;2] intervallumon az zp = 0,
z1 =0,5, 29 =1, x3 = 1, 5 pontok felhaszndldsaval!

b) Oldjuk meg elemi tton a kezdetiérték feladatot!

c) Szemléltessiik az Euler-médszerrel kapott ,.kozelité” megoldast és az el-
emi dton kapott ,,val6di” megoldasfiiggvényt kdzos koordinadtarendszerben
a [0; 2] intervallumon.

Megoldas:
a) Tekintsiik az
flasy) =z +y
fliggvényt! A kezdetiérték feltétel miatt xo = 0 és yg = 1.
A [0; 0, 5] intervallumon a kozelitd egyenes egyenlete
Li(x) =yo+ f(zo;90) - (x —x0) =1+ f(0;1) - (z —0) =
=142 (x—0)=1+2z.
Ezt felhaszndlva
y1 = Li(z1) =1+2-0,5=2.
A [0, 5; 1] intervallumon a kozelit6 egyenes egyenlete
Lo(z) = y1 + flzisy1) - (x —21) =2+ f(0;2) - (x — 0,5) =
=2+3-(x—0,5)=0,5+ 3.
Ezt felhasznalva
y2 = La(x2) =2+3-0,5 =3,5.
Az [1; 1, 5] intervallumon a kozelit$ egyenes egyenlete
Ly(x) = y2 + f(z2;92) - (x — 22) = 3,5+ f(0;3,5) - (v — 1) =
=3,54+4,5-(x—1)=4,5z— 1.
Ezt felhaszndlva

y3:L3([E3):4,5-1,5—1:5,75.
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Az [1, 5; 2] intervallumon a kozelits egyenes egyenlete

Ly(x) = y3 + f(x3;y3) - (x —a3) = 5,75+ f(0;5,75) - (x — 1,5) =
=5,75+6,75- (z — 1,5) = 6, 75z — 4, 375.

Ezt felhasznalva

y3:L3(ZE3):4,5-1,5—1:5,75.

b) Vezessiik be a g(z) = 1és h(y) = 1 + y fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(z) - h(y)

alakd lesz. A szeparabilis egyenletek altaldnos elmélete szerint az

/h(ly)d :/g(:z)d:c

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

Elvégezve az integraldsokat
In[l+yl=e"+c

adédik, amibdl

ylx) =C-e* —1.
A kezdetiérték feltétel szerint y(0) = 1, igy

l=y(0)=C—-1 = C=2

tehdt a kezdetiérték feladat megoldasa

y(r) =2-e" — 1.

¢) Az integralgorbe és a megoldasfiiggvény szemléltetése:
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22
megoldasfuggvény
20

18
16
14
12

10 integralgorbe

o N A O ©

0 05 1 15 2 25 3 35 4 :
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13. Vegyes feladatok az elsorendii differencialegyenletek
témakorébol

148. Feladat. Egy 100 literes tartdlyban 4 gramm klérmész van oldott dllapot-
ban. A tartdlyba percenként 5 liter tiszta viz folyik be és az oldat ugyanilyen
sebességgel a tilfolyon kifolyik. Mennyi lesz a viz klérmész tartalma fél 6ra
mulva, ha a klérmész egyenletes eloszldsat folyamatos keveréssel biztositjuk?

Megoldas:

Legyen a klormész tartalma a megfigyelés utan ¢ perc elteltével x gramm. Ekor
az oldat koncentracidja

. [5}

100 L1J

(1) = —1os - 0)

Ezt felhasznalva felirhat6 az

szepardbilis differencidlegyenlet. Vezessiik be a g(t) = —125 és h(z) =

fuggvényeket. Ekkor az egyenlet
(t) = g(t) - h(x)

alaku lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(lx)d:r:/g(t)dt

egyenlet kell megoldanunk az x ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
[ o= [
x 100
Elvégezve az integralasokat

adodik, amibdl

Mivel a megfigyelés kezdetén a tartdlyban 4 gramm klérmész volt, ezért teljesiil
az z(0) = 4 feltétel. Ezt felhaszndlva

4=2z(0)=C- " =C,
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tehat a ¢ id6pillanatban

z(t) =4- e~ 105t
gramm klérmész van oldott dllapotban. Tehdt a viz klérmész tartalma 30 perc-
cel a megfigyelés utan

2(30) = 4-e 10030 = 4. 715 ~ 0,892 [g].

149. Feladat. Oldjuk meg az

2 2 3 5

/
i -Z_° 1) =2
y@)+—yle)=— -5, yl)=3

kezdetiérték feladatot! Hatarozzuk meg a megoldasfiiggvény masodrendi deri-
valt fliggvényét!
Megoldas:
A differencidlegyenlet elsérendd, linedris, inhomogén. Az egyenlethez tartozé
homogén differencidlegyenlet

2
Y(@)+ = ylz) =0
A homogén egyenlet megolddsa

c
yn(z) = C.efide 0.z 2= 3
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat

Yp(z) = clz)

2
x
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kap-
juk, hogy

C'(x) 2% - C(x) - 2z N 2 C(=)

4

| W

2
22z
Az egyenletet rendezve

adédik, fey

3
x
Clz) = 2% — =.
()=~ 2
Tehat -
—1-=
Yp(z) 9’



194 DR. KEZI CSABA GABOR

igy az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

C x
=—+1—-—.
Mivel y(1) = 2, ezért
5 1
2 * 2
tehat a kezdetiérték feladat altalanos megoldésa
2 T
=—=+4+1-—.
A megoldésfiiggvény derivalt fiiggvénye
4 1
/ —_— e — — —
y (.’E) - .ZU2 27

a masodrendd derivalt fiiggvény
y'(x) = %
150. Feladat. Oldjuk meg az

z -y (z) + y(z) = cosz
differencidlegyenletet!
Megoldas:

A differencidlegyenlet els6rendd, linedris, inhomogén. Az egyenlethez tartozd
homogén differencidlegyenlet

Py @y =0 = @)+ @) =0

A homogén egyenlet megoldasa
C
X
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat
C(x)
plo) = =2
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kap-
juk, hogy
C'(x) -z—C(zx) C(x)

xX - 5 + = COS .
T x
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Az egyenletet rendezve
C'(x) = cosz

adodik, igy

Tehat

x x
igy az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

C sinz C+sinz

y(x):g—i- o= S

ahol C' € R tetszbleges.
151. Feladat. Oldjuk meg az
z-y(x) —2y(x) =z, y(1)=0
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
A differencidlegyenlet els6rendd, linedris, inhomogén. Az egyenlethez tartozd

homogén differencidlegyenlet

vy (@) =2y(x)=0 = J(@-—-yl)=0
A homogén egyenlet megolddsa
yn(x) = C.el3de — .42
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldaséat

ypla) = C(x) - 22

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kap-
juk, hogy

z- (C'(z) 22+ C(x) - 2x) — 2cot C(x) - 2?2 =z

Az egyenletet rendezve

adédik, igy
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Tehat
Yp(z) = C(z) cx? = -,
igy az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
y(z) =C -2 — .
Mivel y(1) = 0, ezért
0=C-1 = C =1,

igy a kezdetiérték feladat megoldasfiiggvénye

y(z) = 2 — x.

152. Feladat. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:

A differencidlegyenlet els6rendd, linedris, inhomogén. Az egyenlethez tartozd
homogén differencidlegyenlet

A homogén egyenlet megoldasa
yh(x):C-ef%d"”:C'x.
Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat
yp(x) = C(z) - @

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kap-
juk, hogy

C,($) cx+ C(ﬂf) _ C('Z)x — x2 e,
Az egyenletet rendezve
C'(z)=x ¢

adodik, igy
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Az integralast a parcidlis integralds képletével végezhetjiik el:
Clx)=xz-e"—e"=¢e" (xz—1).
Tehat
Yp(z) =2 (2 —1) €,
igy az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
ylz)=C-z+x-(x—1) €%,

ahol C' € R tetszGleges.
153. Feladat. Oldjuk meg az

Y (z) = (5 + 423 + 32° 4 2x) - y(x)
differencidlegyenletet!
Megoldas:

Vezessiik be a g(z) = 5z* + 423 4 322 + 22 és h(y) = Iny fiiggvényeket.
Ekkor az egyenlet

y'(z) = g(z) - h(y)
alaku lesz, azaz szepardbilis. A szeparabilis egyenletek dltalanos elmélete sze-

rint az
/h(ly)dy:/g(x)dx

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/dy—/5w4+4x3+3m2+2xdm.
Y

Elvégezve az integralasokat
Injy|=a2°+2t+ 22+ 22 +¢
adddik, amibdl a megoldasfiiggvény
y(z)=C- ot tattadta?
154. Feladat. Oldjuk meg az
Y () = y*(z) — dy(x) + 4
differencidlegyenletet!

Megoldas:
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Vezessiik be a g(z) = 16s h(y) = y? —4y+4 fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(x) - h(y)

alaku lesz, azaz szepardbilis. A szeparabilis egyenletek dltalanos elmélete sze-

rint az
/h(ly)dy:/g(x)dx

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
Ay = [ 1d=.
/y2—4y+4dy /dx

A bal oldalon szerepld kifejezést atalakitva azt kapjuk, hogy

/(y—2)2dy:/1dx.

Elvégezve az integraldsokat

_ﬁ::p—kc

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy

1
BYf= — 2
ya)=——— +2
ahol c tetszbleges olyan valés szam, amelyre az el6bbi fiiggvény értelmezve
van.

155. Feladat. A A — B nulladrend(i kémiai reakcidban részt vev§ A anyag

koncentraci6ja kezdetben 1,5 [gln?};], 120 mésodperc milva az A anyag kon-

mol]‘

centracidja 0,75 [ T3

a) Irjuk fel a reakciésebességi egyenletet!

b) Hatdrozzuk meg az A anyag koncentracié-ido fiiggvényét!
¢) Adjuk meg a reakcidsebességi egyiitthatd értékét!
Megoldas:

A reakcidsebességi egyenlet

OA(t) = —k.
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A reakcidsebességi egyenlet egy kozvetlenill integrdlhat6 differencidlegyenlet,
melynek megolddsa

Ca(t)=—k-t+c.

A kiinduldsi anyag koncentracidja kezdetben C'4(0) = 1,5 volt, igy ¢ = 1,5,
vagyis a kiindulasi anyag koncentracidja az id6 fiiggvényében

Ca(t)=1,5—Fk-t.
Mivel C'(120) = 0, 75, ezért
0,75 =1,5— 120k,
amibdl azt kapjuk, hogy a reakcidsebességi egyiitthat6 értéke
mol
dm3 - s|’
156. Feladat. Egy kémiai reakci6 sebességi egyenlete
Ch(t) = —k - C3(b).

k=0, 00625[

Ha az A anyag koncentricidja kezdetben C'y, = 0,24 [%], akkor a 92 perc
utdn a reakcié 75%-ban jatszodik le.

a) Hatdrozzuk meg a reakcidsebességi egyiitthat6 értékét!
b) Irjuk fel a koncentrici6-idé fiiggvényt!
¢) Vazoljuk fel a koncentracié-idé fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:
a) A '
Ca(t) = —k - C4(1).
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet.

Vezessiik be a g(t) = —k és h(C4) = O fiiggvényeket. Ekkor teljesiilnie

kell az )
/h(CA)dCA :/g(t)dt

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

1
—dCy = —kdt.
/C,%, A /

Elvégezve az integraldsokat

1
= k-t
Ca +c
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adédik, amibdl azt kapjuk, hogy

1

CA(t):k:-t—c'

Mivel a kiindul4si anyagok koncentracidja

C(0)=0,24
volt, ezért
0,24 = —1 = c= —§
c 6

adédik, igy a kiindulési anyag koncentracidja az id6 fiiggvényében

Mivel 92 perc utan 75%-ban jatszédott le a reakcid, ezért

k-92+ 2
Tehét
1 100 25
0,06 = ———= = — =92k + —,
k924 2 6 6
amibdl azt kapjuk, hogy
75 dm?
F 552 01359 [mol : min]
b) A koncentracié-idé fiiggvény
1 552
Calt) = = 25 :
gt F 75t +2300

¢) A koncentrici6-idé fiiggvény grafikonja:
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157. Feladat. Hatdrozzuk meg az
Y (z) =5 (v () —1)
differencidlegyenlet azon megoldasfiiggvényét, amelyre y(0) = 2 teljesiil!
Megoldas:
Vezessiik be a g(z) = 3 és h(y) = y? — 1 fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
y'(z) = g(z) - h(y)

alaku lesz, azaz szepardbilis. A szepardbilis egyenletek 4ltalanos elmélete sze-

rint az /h(ly)d ) /g(x) N

egyenlet kell megoldanunk az y ismeretlen fiiggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1 1

A bal oldalon 1év6 integrandust elsd 1épésben atalakitjuk:

1 1
/yQ—ldy:/(erl)‘(y—l)dy'

1
(y+1)-(y—1)
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tortet parcidlis tortekre bontva azt kapjuk, hogy
1 A B
W1 -1yl y—1
Az egyenlet mindkét oldaldt szorozva a k6zos nevezdvel, majd a tagokat mind-
két oldaln fokszam szerint rendezve

1=A-(y—1)+B-(y+1)
1=(A+B)-y—A+B

adodik, igy az
A+ B= 0}

-A+B=1

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszer megolddsara azt kap-
juk, hogy B = } és A = —1. Tehdt

1 _1 1
d-—/ 2.+ 2+ dp>
/ky+D‘@—1) y+1 y—-1

Masrészt

A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy
1 ly—1] 1

n =-x+c,
2 ly+1] 2
igy |
lnw—r:x+q
ly + 1]
amibdl
-1
y=1_
ly + 1

adédik. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a kozos nevezével azt kapjuk,
hogy

y—1=C-¢e"-(y+1).
Az egyenletet Ugy rendezve, hogy egy oldalon szerepeljenek az y fliggvényt

tartalmaz6 tagok
C-e"+1=y—C-¢e"y
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adodik, igy
1+4C-e*=y-(1-C-¢€"),
amibdl kifejezve az y fliggvényt azt kapjuk, hogy

1+C-e"
V=T e

Mivel y(0) = 2, ezért

5 _ 1+C-e
C1-C-eY
vagyis
1+C
2=——
1-C’
amibdl C' = % adddik. Tehat a keresett megoldésfiiggvény
1+ % e 346"
y(@) = 1—%.er 3—¢
158. Feladat. Oldjuk meg az
y/(x) . y(z) —z-e?,
x

differencidlegyenletet! Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat kon-
stansvaridldssal hatdrozzuk meg!

Megoldas:
A differencialegyenlet elsérendd, linedris, inhomogén.
El6szor elhagyjuk a differencidlegyenletbdl azt a tagot, amitdl az inhomogén,

és megoldjuk a kapott, mar homogén

v -0 s )1y =0

differencidlegyenletet.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa

yn () —C.e Szl bl — oy

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat konstansvaridldssal hatd-
rozzuk meg.
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A homogén egyenlet megoldédsanél kapott C' konstanst kicseréljiik egy C'(x)
fliggvényre, és az eredeti inhomogén egyenlet egy (partikuléris) megoldasat
yp =Cl(z) - @

alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt
kapjuk, hogy

/ o yp(l‘) _ 2 T
Yp() .
azaz

(Clz) - a) — L2 = g2 6",
Elvégezve a bal oldalon a derivaldst azt kapjuk, hogy
C'(z) -+ C(x) — O(x) = 2 - *.
A C(z) szorz6tényezGt tartalmazé tag kiesik, igy
C'z)-z=2"¢"=Cl(x)=2-¢"
adaodik.

Ebbdl a parcidlis integralds modszerével azt kapjuk, hogy

C(x):/x-e”dx:xex—/e‘rdx:

=z-e"—e"=(z—1)-¢".
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa
yp(z) =2 (x—1) " =2 " —x-e".

Az inhomogén egyenlet dltalanos megolddsat a homogén egyenlet altalanos
megolddsdnak és az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsanak 6sszege-
ként kapjuk, azaz

y(x) = yp(x) +yp(x) =C -2+ 2> - e" —x - ",
ahol C' € R tetszbleges.
159. Feladat. Oldjuk meg Laplace-transzforméciéval az
() —2y(t) =¢, y(0)=0
kezdetiérték feladatot!
Megoldas:
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Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly'(t) - 2y(t)] = L[e'].
Felhasznalva a Laplace-transzformalt linearitdsat

Lly'] - 2L[y] = L[e")

adadik.
Mivel
LIy =s-Lly] —y(0)
és )
Lle'] =
= —
ezért az .
s+ Lyl —y(0) —2L[y] =
s—1
egyenlethez jutunk.
Mivel y(0) = 0, ezért
1
Lly] — 2L]y] = .
s - Ly Yl =
Az egyenletet dtrendezve
1
E . —_ 2 =
o) (s -2) = —

adddik, amibdl kifejezve a L]y] kifejezést azt kapjuk, hogy
1
Lly] = .
W=y 6o

A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva

1 A N B
(s—2)-(s—1) s—-2 s—1

adddik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy
1=A-(s—1)+B-(s—2).
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva

(A+B)-s—A—-2B=1
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adodik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl6ségébdl azt kapjuk,

hogy
A+ B =0
-A — 2B = 1|~
Az egyenletrendszer megolddsdara A = 1 és B = —1 adddik. Tehat azt kaptuk,
hogy

1 1
Lly] = — .
] s—2 s—1
Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara azt kapjuk, hogy
y(t) = e* — el

160. Feladat. [rjuk fel azt az elsérendi differencidlegyenletet, amelynek al-
talanos megoldasa
y(x) = C-e* +a,

ahol C € R.
Megoldas:
Az

ylz)=C-e' 4z
figgvény mindkét oldalat derivaljuk az = valtozé szerint. Ekkor azt kapjuk,
hogy

Y (x) = 4C - ™ 4 1.

Az

yz)=C- e+
egyenletbdl kifejezve a C' paramétert azt kapjuk, hogy

y(z) —x
C= e4x

Ezt behelyettesitve az
Y (z) =4C - +1
egyenletbe
oy g Y@ —x gy
adddik. Tehat a keresett differencidlegyenlet

y'(z)=4- (y(:c) — :1:) +1.
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