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Bevezeto

Szakdolgozatomban egy olyan szoftvert szeretnék bemutatni (a teljesség igénye
nélkiil), amelynek hasznélata remek lehetdséget a szamitastechnika alkalmazasara az
oktatdsban. A program elsésorban a matematikaban nyujt lehetdséget a szemléletes
oktatasra. De nemcsak az oktatdsban, hanem tudomanyos munkakban is segitséget
nyujthat. Ez annak kdszonhetd, hogy bonyolult muveletek elvégzésére is alkalmas,
de mégis baratsdgos felhasznaloi kornyezetet is biztosit a hasznalojanak. Egyben
komoly lehetdségeket biztosit, hogy a gyerekek megismerkedjenek kiilonb6zd
felhasznaloi programokkal, és ily modon a szamitogéppel valo kapcsolatuk ne meriil-
jon ki az elektronikus jatékokban. Ez a szoftver a MAPLE, amely nemcsak a didkok
részére lehet hasznos, hanem a tandrok munkajat is megkonnyitheti, hiszen egysze-
rien ¢és gyorsan ellendrizhetik a feladatok megoldasat, valamint konnyen
létrehozhatnak 1) feladatokat is.

Mivel matematika szakot is végeztem, ezért kiilondsen €rzem a program altal
nyujtott lehetdségek hasznossagat. Gyerekoromtol kezdve szivesen foglalkoztam
matematikdval, foleg az érdekesebb feladatokkal. Ezek ellendrzése, illetve az egyes
1épések kiszamitasaban azonban néha vétettem. Hidba volt a megoldas menete
tokéletes, az egyes részeredmények hibai miatt a végeredmény is hibas volt. Amikor
elkzdtem érdeklddni a szdmitastechnika irant, koran felmeriilt bennem, hogy hogyan
lehetne a szamitastechnika eszkozeivel megkonnyiteni a feladat megoldasat,
ellendrzését. Elsé gondolatom — mint a didkok tobbségének — az volt, hogy a
probléma, feladat megaddsa utdn a program egybdl kiirja az eredményt, és ha
sziikséges a megoldashoz vezetd utat is. Nyilvan ehhez rengeteg idének kell még
eltelni, ¢€s sokat kell még fejlodnie a programozasnak és a mesterséges intelligencia
tudoményagnak. Ugyan a feladatok megoldasmenetét még nem lehet a programokkal
kikovetkeztetni, de az egyes szamitdsokat mar konnyedén el lehet végeztetni veliik.
A programmal — illetve mas hasonl6 programokkal — a részszamitasi hibak
kikiiszobolhetok, és konnyebbé valik a feladatok megoldasa. Ugyanakkor megmarad
a matematika szépsége, ugyanis nekiink kell elvégezni a lényegi részt. Azaz
koncentralhatunk a feladat megoldéasara, a részszamitdsokat, ellenérzéseket pedig

elvégeztethetjiik a MAPLE-lel.



A MAPLE ismertetése

A MAPLE- t 1980-ban kezdték el fejleszteni a kanadai Waterloo Egyetemen. Nevét a
kanadai nemzeti szimbolum — juharlevél — angol nevérdl kapta.

A MAPLE szamitogép—algebrai nyelv, ami azt jelenti, hogy a matematkai
miveleteket nem csak numerikus és lebegOpontos aritmetikdval, hanem — ahol ez
lehetséges — konkrét, illetve formalis valtozokkal is el lehet végezni. A formalis valtozok
megjelenése matematikailag hatalmas eldnyt jelentett, hiszen a formalis valtozok elvileg
barmilyen matematikai objektumok lehettek; pédaul halmaz, fiiggvény, vektor, matrix,
operator, kifejezés, grafikon, stb.

Talan ez az egyik oka, hogy ma mar a kategodridja egyik vezetd szoftvere. A masik
oka az lehet, hogy eljarasainak nagy tobbsége a MAPLE sajat nyelvén irddott, ¢és a
felhasznalok szamara ezek forrasnyelven hozzaférhetok. Igy minden felhasznalonak
lehetdsége van a rendszer eljarasainak modositasara, akar 0j eljarasok, fiiggvények
l1étrehozasara.

Egy 1995-6s felmérés szerint mar kozel 400 000 ember hasznalta (fejlesztette?) a
programot.

A programmal valé kommunikalas utasitdsok kiadasaval torténik. Az utasitasokat a
»> jel utan kell begépelni. Az utasitasok szerkezete: az utasitas vagy fiiggvény neve,
utana () alaka zardjelben a paramétereket kell vagy lehet megadni. Az utasitast ;
(pontosvesszd) vagy : (kettéspont) jellel kell lezarni. Kettospont jellel lezart utasitas
végrehajtodik ugyan, de az nem irddik a képernydre.

A MAPLE még kiilonbséget tesz kis €s nagy kezddbetlis parancsok kozott is. A nagy
kezddbetlis parancsoknal csak kijeldli a miiveletet, de nem hajtja végre. A MAPLE
aritmetikai kifejezéseinek a felépitése hasonlit mdas programozasi nyelvekéhez.
Ugyanugy kell jelolni az Gsszeadast, kivonast stb. A zarojelezésnél csak a kerek ()
zardjeleket lehet haszndlni, ugyanis a tobbi fajta zardjelnek egyeb funkcioja van.

A MAPLE-rendszer ismer még fontosabb matematikai valtozokat, példaul ,,e”, ,,n”
stb. A rendszerbe vannak beépitett fliggvények is (példaul szinusz, kotangens, stb.), és
ezeknek megvan az az elénye, hogy a program ismeri ezek differencialhanyadosat és
integraljat is. Mig ha egy 0j fiiggvényt definidlunk, akkor a rendszert meg kell tanitani a
definialt fiiggvények differencialhdnyadosara €s integraljara.

Most nézziink néhany egyszeriibb példat, hogy hogyan dolgozik a MAPLE.



Szamabrazolas

Nézziik meg, hogy a MAPLE hogyan abrdzolja a szdmokat. A rendszer eldnye,
hogy az egész, a racionalis, a valos és a komplex szamok is pontosan abrazolja. Ezt
ugy ¢éri el a valés és komplex szdmoknal, hogy az Oket eldallitd kifejezésekkel

abrazolja.

Nézziik meg el6szor az egészeket.

> 30!

205252859812191058636308480000000

Lathatjuk, hogy a MAPLE kiszdmolta mind a 33 jegyet. Ezzel azonban korantsem
hasznaltuk ki a MAPLE-t, hiszen kb. 500 000 (!) jegyli egész szdmok abrazolasara
képes.

» 1 factor(");

(2)%*(3)"(5) (T (11)*(13)* (17) (19) (23) (29)

Az 1 factor parancs eldallitja az egész szdmok primtényezds felbontasat, ami primek
hatvanyainak a szorzata. Az “ (idézdjel) jel az el6z0 parancssorban 1évé értékre utal.

Ezt harom idézdjelig, azaz harom parancssorral el6bbi értékre utaldsig tehetjiik meg.

» expand(");

Az eljarassal a kijelolt miiveletet végeztethetjiik el.
263232859812191058636308480000000

Folytassuk a vizsgalatainkat a racionalis szamokkal.

> -8/18;



Lathatjuk, hogy a MAPLE nem végezte el a kijelolt osztds miiveletét, hanem
egyszrisitette a tort értékét a legnagyobb kozos osztod értékével. Ha elvégezte volna

az osztast, akkor az emlitett pontossagat veszitette volna el a MAPLE.

> op(");

-4, 9

=

Az op eljaras a paraméterként megadott objektum Gsszetevdit mutatja meg. Ezt az

abrazolast a racionalis szamok kanonikus alakban valo abrazolasanak nevezzik.

Most nézziik meg mi a helyzet a valds szamoknal.

> s=sqri(2);

SF:JE_
> Digits:=20;

Digits =20
> evalf(s);

1.4142135623730950488

Itt elsé lépésben kijeldltiik a miiveletet, majd az evalf eljarassal szamoltuk ki a
kozelitd értéket. Az eljards masodik paramétere adja meg, hogy hany jegy
pontossagig torténjen ez. Ha nem adunk meg masodik paramétert, akkor ezt a Digits

eljaras hatarozza meg, aminek az alapértéke 10.



Nézziik most a komplex szamokat:

> ki=sqrt(-1);

k=1
> evalc((2+3*1)*(3+6*]));

-12+217
» evalc (Re("));

-12
» evalc(Im(""));

21

Lathatjuk, hogy a MAPLE a komplex szdmokat =/~ 1 szimbélum segitségével
abrazolja. Az evalc fiiggvény segitségével torténik a komplex szamok kiértékelése. A
komplex szamok valos és képzetes részét az evalc(RE()), evalc(Im()) fliggvények
adjak. Az 0j verziokban a valos és képzetes rész meghatarozasanal mar az evalc

fliggvény elhagyhato.



Szamitasok
A rendszer eldnyei a matematikai szamitdsok terén is megmutatkoznak. Tobbek

kozott konnyedén egyszertisithetiink kiilonbozd kifejezéseket.

Példaul egyszertsitsiik a kdvetkezd kifejezést:

(xz—y2>(x3—3x2+3x— 1)
(x+y) (x-1)°

Els6 ranézésre nem néz ki tal egyszertiinek, de itt jon a MAPLE nagyszeriisége. Ezt

a kovetkezdképpen tehetjiik meg:
> (XM2-y"2)*(x"3-3*x"2+3*x-1)/(x+y)/(x-1)"2;

(x* =y ¥ {(x*-3x*+3x-1)
(x+y)(x-1)°

» factor(");
(y-x)(x-1)
» expand(");
yx+y+x®-x
» factor(");

(y—x)(x—1)

A factor eljaras az els esetben egyszerUsitette a kifejezést, az expand eljaras pedig
Osszeggé alakitotta a szorzatot. A masodik alkalommal a factor eljaras az 9sszeget
szorzattd alakitotta. Ilyen egyszeri moddon tud a MAPLE kifejezéseket

egyszerusiteni.



A MAPLE nemcsak diophantoszi ¢s algebrai egyenletek megoldasara képes, hanem
megtud oldani véges és végtelen integralokat, differencialegyenleteket, matrixokat és
polinomokat, de ehhez mar komolyabb matematikai és MAPLE jartassagi ismeretek
sziikségesek.

A MAPLE grafikai eljarasai remek lehetdséget nyujtanak fiiggvények abrazolasahoz,
fiiggvénydiszkussziokhoz, geometriai bizonyitdsokhoz. Lehetdséget nyu;jt kiillonbozo
testek, feliiletek térbeli (3 dimenzids) abrazolasdhoz, s6t akar kiillonb6zoé animacidk

is készithetOk vele.
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A MAPLE programozasa

A MAPLE egyik nagy elénye, hogy programnyelvként is haszalhato. Igy barmely
felhasznalo irhat programokat vagy akar uj fliggvényeket is definidlhat a rengeteg
beépitett fliggvényen kiviil. A MAPLE programozasi nyelve kdnnyen elsajatithato,
hiszen eszkozei egyszertiek.

A programozas eszkozei a ciklusszervezés, a feltételvizsgalaton alapuld végrehajtas-

litemezés ¢€s az eljarasok definialésa.

A ciklusszervezés a kovetkezd mddon torténhet:
for név from kifejezés by kifejezés t0 kifejezés while kifejezés
do
A ciklusban végrehajtando utasitasok sorozata

Od

Ahol a név a ciklusvaltozoé nevét jelenti, a from utani kifejezés a ciklusvaltozo
induloértékét adja meg, a by utani kifejezés a ciklusvaltozo 1épésenkénti valtozasanak
mértékét, a to utani kifejezés a ciklusvaltozo utolsod értékét definidlja, a while- t
kovetd kifejezés egy feltételt fogalmaz meg, melynek tejlesiilése feltétele a

folytatasnak. Ez a forma a legteljesebb, ebbdl sok rész elhagyhato.

Tekintslik a kdvetkez6 példat:
» forifrom 2 by 2 to 10 while 10+i <= 16 do
> 2N
> od;

1 16 64

Mint lathatjuk, az 6t 1épésbol csak harom hajtodott végre, mivel a while feltétel miatt

a ciklusbol hamarabb Iéptiink ki.
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A feltételvizsgalatot a kovetkezd mddon tudjuk végrehajtani:
if logikai kifejezés

then a végrehajtando utasitisok

elif logikai kifejezések

then a végrehajtando utasitisok

else a végrehajtando utasitasok

fi

A feltételrendszer a logikai kifejezésekre érvényes miiveleti tabla szerint értékelddik
ki.

Ha az if utani logikai kifejezés értéke igaz (TRUE), akkor az 6t kdvetd then utani
megadott utasitasok hajtédnak végre, ellenkezd esetben a rendszer attér a kovetkezd
feltétel vizsgalatara, vagy eljut a feltételvizsgalatok befejezését jelentd fi
kulcsszohoz.
Nézziik a kovetkezd példat:

> a:=5:

» if a"2 >=30 then b:=10; elif a*3 <=150 then b:=20 else b:=0 fi;

=20

Lathatjuk, hogy a masodik feltétel teljesiilt, ezért a b értéke 20 lett.

A MAPLE programozasanak az egyik legfontosabb egysége az eljaras. A MAPLE-
ben szinte minden fliggvény eljarasként van megirva.
Nézziink egy egyszerli példat arra, hogy miként épiil fel egy eljards, és hogyan
miikodik:
» f:=proc(m)
» if m <0 then m”2 else m+3 fi
> end;
f :=proc(m) if m < 0 then m"2 else m+3 fi end

> f(4); f(-3); f(0);

7 9 3
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Az eljarasok mindig :=proc() utasitassal kezddik és end utasitassal végzodik. Az
eljaras mindig az utolsé végrehajtott utasitassal tér vissza. Az eljaras altal kért és
felhasznalt adatokat a proc() utasitas zarojelei kozott kell felsorolni. Egy eljarason
beliil definidlhatok lokalis valtozok, ezek azonban csak az eljarason beliil

hasznalhatok.

E rovid ismertetd utan nézziik meg, hogy hogyan haszalhatjuk a matematika
kiilonboz6 tertiletein a MAPLE- t. A feladatmegoldasokat harom részre bontottam
szét. A feladatok elsd része az algebra, a masodik az analizis, a harmadik pedig a

geometria targykorébe tartozik.

I. ALGEBRA

1. feladat 4

Oldjuk meg a kdvetkezd két ismeretlenes egyenletrendszert a MAPLE segitségével.
x—6y=32
1l.a megoldéas

Az egyiitthatok: a;;, ahol 1,j=1,2 ; a valtozok: x,y.
Elészor adjuk meg az egyenletrendszert altalanosan. Ezt a kovetkezoképpen tehetjiik
meg:

» ‘els6:=all*x+al2*y=bl;
el =2x+y=25
» ‘masodik :=a21*x+a22*y=b2;
Lathatjuk, hogy sikertilt Iétrehoznunk két egyenletet, amelyet az elsg, illetve a

masodik nevl valtozoban taroltuk el.

Eszrevehetjiik, hogy a MAPLE megenged olyan valtozokat is hasznalni, amiben

el =x—6y=32
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¢kezetes betll van. Ezt forditott aposztrofok koz¢ kell irni.
Most helyettesitsiink értékeket az egyiitthatok helyére. Ezt a MAPLE- ben a subs
eljaras segitségével tehetjiilk meg.
Az eljaras altalanos alakja: subs(al=bl, a2=b2, ..., kifejezés)
Ennek hatasara a kifejezés Ossze al értékének a helyére bi-et helyettesit, majd a
keletkez0 kifejezés Osszes a2 értékének a helyére b2-t helyettesit és igy tovabb.

» el:=subs(all1=2, al2=1, b1=25,"¢lsd");

el =2x+y=25
» e2:=subs(a21=1, a22=-6, b2=32, "'masodik’);

el =x—6y=32
Lathatjuk, hogy a subs nem valtoztatta meg a kifejezések értékét, hanem csak
behelyettesitett, majd rendre eltaroltuk az egyenleteket az e/, e2 valtozokban Most mar
megoldhatjuk a feladatot. Vonjuk ki az els6 egyenlet ért¢kébdl a masodik kétszeresét:

» fli=cl-2%e2;

f1 =13 y=-39
Osszuk el mindkét oldalt 13- mal. Erre a MAPLE- ben az lhs(), rhs() fiiggvényeket
hasznaljuk, amelyek rendre a megadott egyenletek bal (1hs), illetve jobb (rhs) oldalaval
térnek vissza.

» f2:=lhs(f1)/13=rhs(f1)/13;

2=y=-3

Most helyettesitsiik vissza ezt az értéket az els6 egyenletbe a mar megismert subs
eljarassal:

» f3:=subs(f2, el);

f3=2x-3=25
Oldjuk meg az egyenletet az Ihs, rhs fiiggvényekkel!
» f4:=(lhs(f3)+3)/2=(rhs(f3)+3)/2;

f4=x=14

Ez a fajta megoldas nem sokban kiilonb6zo6tt az ismert matematikai modszertol.
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1.b megoldas

Most nézziik meg, hogy hogyan lehet ezt megoldani ugy, hogy igazan kihasznaljuk a
MAPLE adta lehetdségeket. Téaroljuk az egyenleteket az e/, e2 valtozokban:
> el:=2%x+y=25;

el =2x+y=25
> e2:=x-6*y=32;

el =x—6y=32
Most nézziik meg, milyen egyszeriien oldja ezt meg a MAPLE.

> solve({el,e2},{x,y});

{x=14,y=-3}
Es mar készen is vagyunk! A solve({el, €2, ...}.{X, y, ...}) utasitassal az e/, €2, ...
egyenletredszert azt x, y, ... valtozokra oldja meg és annak a megoldéasaival tér

vissza.

1.c megoldéas

Oldjuk meg most a kétismeretlenes egyenletrendszert altalanosan is.
Vegyiik fel ismét az egyenletrendszer altalanosan, majd oldjuk meg a solve eljaras
segitségével.

» ‘els6:=all*x+al2*y=bl;

elsd =allx+al2y=>5b1
» ‘masodik :=a21*x+a22*y=b2;

mdasodik = a2l x+a22 y=>b2

> solve({ els6", masodik' },{x,y});

____al2b2-a22bl _ allb2-blall
- YT a12 a2l +a22 all

~al2 a2l +a22 all

Lathatjuk, hogy a solve eljaras altalanosan is meg tudta oldani a feladatot és a mar
ismert megoldashoz jutottunk.
Ennek segitségével tetszéleges nagysagu egyenletrendszereket meg tudunk oldani, és

konnyedén készithetiink ilyen egyenletrendszereket.
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. feladat[4]

Tudjuk, hogy polinomialis nemlinearis egyenletek megolddsara algebrai modszer
csak a legfeljebb negyedfokl polinomokra létezik. Ezeket az algoritmusokat, vagyis
a masodfoki egyenlet megoldoképletét, a harmadfokti egyenletekre a Cardano-

formulat, és a negyedfokuakra a Gauss-algoritmust a MAPLE ismeri.

Nézziink erre egy példat:
>  e=2*x"3-4*x-82/10=0;

e:=2x3—4x—t—1:0
» solve(e);
2 1

15 =

%1 3
1 1 1 1 / 2 1 )
__0 ws - _ = | = 0 Wws =_ =
- %1 3%11f3+21ﬁ\f61 3 %17 |
1 1 1 1 / 2 1 )
__0 ws_ - _ - = 0 ws =_ -
2,4,1 OREE 21 3\’@1 3%l

41 1
0 p=— —_
ool : 20 + 180.;‘126561

Lathatjuk, hogy itt is eredményre jutott a solve eljaras. Ebbdl is lathatjuk a MAPLE
nagyszeriiségét, hiszen ezt az eredmény ellendrizni se lenne konnyii nem, hogy még

kiszamolni.
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3. feladats

1 n

n
Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenléséget: 24—~ 1
1Zony1tsu be a kovetkezd €gyenloscge ; l(l + 1) n +1

3.a megoldas

Vegyiik fel az S és s valtozokat a kovetkezéképpen:
»  S:=Sum(1/(i*(i+1)),i=1..n);

S:ZZﬁ

i=1
» s:=n/(ntl);

Megtigyelhetjiik, hogy az ismertetdben emlitett nagybetiis csendes iizemmodot itt a
Sum eljarasban. Lathatjuk, hogy a csendes lizemmodban csak kijelolte a miiveletet és
nem végezte el. Tehat most azt kell majd bizonyitanunk, hogy az S €s az s valtozok

egyenldek.
» Callitas':=S=s;

ks

allites = Z 1 _ 7
' i(i+1) n+1l

i=1
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Bizonyitsuk az allitast teljes indukcioval.
Az elso 1épés az, hogy megnézziik az allitas n=1 teljesiil-e. Majd feltessziik, hogy n-
re igaz, majd ennek segitségével bizonyitsuk n+1-re az allitast.

» subs(n=1,");

1
2 TG
i(i+1) 2
i=1
Lathatjuk, hogy 1.-re igaz az allitas. Tegylik fel, hogy n —re igaz az dllitas és nézziik
meg n+1 —re igaz —e. Ehhez hasznaljuk ki, hogy az n+1 —ik 6sszeget eldallithatjuk

ugy is, hogy vessziik az elsd n tag 6sszegét, majd adjuk hozzé az n+1 —ik tagot.

> subs(n=n+1,8)=S+1/((n+1)*((n+1)+1));

a+1 M

I 1 1
Z T Z G+ | (nr1)(+2)
i=1 i=1

A jobb oldali 6sszeg els6 tagja az allitas bal oldala, ami pedig az indukcios
feltevésiink miatt megegyezik az dllitas jobb oldalan 1évo kifejezéssel. Tehat a
kovetkezd 1épésiink az, hogy az el6z6 egyenldségben behelyettesitjiik az dllitas bal
oldalanak helyébe jobb oldalat. Ezt a mar megtanult subs, lhs, rhs eljarasokkal
tehetjiik meg.

» subs(lhs(allitas")=rhs(*allitas"),");

#+1

Z 1 n 1
i(i+1) n+l1 (n+1D)(n+2)

i=1

Most mar csak annyit kell belatnunk, hogy az egyenléség jobb oldala megegyezik —
azzal a kifejezéssel, amelyet ugy kapunk, hogy n helyére n+1 —et helyettesitiink az s
kifejezésben. Ezt a testeq eljarassal tudjuk ellendrizni, amely a paramétereiként
megadott kifejezések egyenldséget vizsgalja a megadott kifejezésben. A visszatérési
értéke frue ha egyenld false ha nem.

» testeq(rhs("),subs(n=n+1,s));

true
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Ezzel az indukciods bizonyitast befejeztiik.

3.b megoldas

Most nézziik meg, hogy a MAPLE ezt milyen egyszeriien meg tudja oldani.

1 n

n
Emlékeztetdiil a feladat: ; i(i n 1) n+1

» sum(1/i/(i+1), i=1..n);

L
1+ 1

Korabban hasznaltuk a sum eljards csendes formajat, akkor csak kijeldltiik a

+1

miiveletet. Most megfigyelhetjiik, hogy az eljaras els6 argumentuma az dsszegzendd

formulat, a masodik az dsszegzés hatarait adja.
Most hasznaljuk a normal eljarast, ami a racionalis kifejezések egyszeriisitésére

szolgal.

» normal(");

_n
n+1

Maris megkaptuk a kivant eredményt!
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4. feladat 3

Nézziik meg, hogy a MAPLE segitségével hogyan tudnank meghatarozni egy
mértani sorozat elsé n elemének az Osszegét altalanosan. Tehat hatarozzuk meg az
sn=a;taytaz+...+a, Osszeget. A sorozat altalanos tagja, az a; amit a kdvetkezéképpen

kaphatunk meg az els6 tagbol:
» ai=al*q"(i-1);

ai=al gtV
Ahol a g a mértani sorozat hanyadosa.
A feladatunk meghatarozni a kdvetkezd dsszeg értékét:

» Sum(al*q"(i-1),i=1..n);

H

Zal’ gtV

i=1

4.a megoldas

Vegyiik fel az el véltozdba az dsszeget, amely az elsd n tag dsszege. Az e2 valtozoba
pedig a g szorosukat.

» el:=sn=";

el =sn= Z al gt~V
=

» e2:=q*sn=q*"";

bed

e2=qsn=q| > alq®
i=1

Végezziik el a beszorzast combine eljarassal. Ez az eljaras a MAPLE egyik

egyszerlsitési mehanizmusa. Igazi értékét a beépitett azonossagok hasznalataival tudja

elérni (példaul: trigonometrikus, logaritmikus).

» e2:=combine(");

e2 =g sn= zf;ra} gtV

i=1
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» e2:=normal(",expanded);

e2 :ng:zaf g
i=1

A normal eljaras a racionalis kifejezések egyszertsitésére szolgal tigy, hogy a
racionalis tortkifejezéseket faktorizalt formara hozza.

Vonjuk ki a két valtozot egymasbol:

» e2-el;

M H

gsm—sn=| > alqg |-| > alqtV
i=1 i=1

Vonjuk 6ssze az egyenlet jobb oldalon talalhato értéket. Ezt is a combine eljarassal
tehetjiilk meg a legkonnyebben:
» lhs(")=combine(rhs("));

M
q sn— sn= Z (al ¢ —al g“~ V)
i=1

Eszrevehetjiik, hogy az egyenlet jobb oldaldn allo Gsszegben csak két tag marad, a
tobbi kiesik, vagyis az i=0 €és az i=n esetben maradnak meg a tagok. Besz¢ltiink a
parancsok csendes form4jarol az ismertetoben. Ebben a feladatban is igy hasznaltuk
a sum eljarast. Most viszont arra lenne sziikségiink, hogy mégis végrehajtodjon az
utasitas. A MAPLE erre is lehet6séget ad a value eljaras segitségével. Az eljaras
kiértékeli a csendes formdban kiadott parancsokat. Most nekiink is erre van
szlikséglink.

» value(");

(m+1)
gm—m:afgg —al

Egyszeriisitsiik le a jobb oldalt az el6bbiekben mar hasznalt normal eljarassal.

» normal(",expanded);

gsn—sn=al g" — al
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Most, mar csak az a feladatunk, hogy kifejezziik az sn —t. Ehhez el6szor alakitsuk
szorzatta a kifejezéseket a mar emlitett factor eljarassal.

» factor(");

sn(g—1)=al(g"-1)
Most, mar csak el kell osztani mindkét oldalt (g —1) —el.
> Ths(")/(q-1)=rhs(")/(q-1);

al (q"-1)
qg—1

Lathatjuk, hogy az ismert eredményre jutottunk, tehat a mértani sorozat els6 n

S =

tagjanak az 0sszege:

S :ZZ.:'II gt b= a! (q”— 1)
i=1 g-—1

4.b megoldas

Nézziikk meg, hogyan lehetett volna ezt a feladatot megoldani gy, hogy teljes
mértékben kihasznaljuk a MAPLE adta lehetéségeket. Adjuk ki a sum eljaras nem
csendes formajat, majd egyszerlsitsiik a normal eljaras segitségével és alakitsuk
szorzatta a kifejezést a factor eljarassal. Ha minden igaz, akkor mar készen is
Pagahik ki ezt a megoldast:

» sn:=sum(al*q”(i-1),i=1..n);

_alg"tt  al
glg—1) g-1

» sn:=normal(",expanded);

&F

P al g” — al
g— 1
» sn:=factor(");
al i g”—1
1= (g )
g—1

Lathatjuk, hogy igy is ugyanazt a megoldast kaptuk csak most a MAPLE dolgozott

helyettiink €s nemcsak a segitségiinkre volt.
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5. feladats

Az ismetetOben beszéltiink rola, hogy a MAPLE tudja kezelni a komplex szdmokat
1s.

Nézziink most erre egy feladatot. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezést, hatdrozzuk
meg a komplex szdm valds és képzetes részét

(1+tan(alpha)*I)/(1-tan(alpha)*I);

1+ tan( o)
1 — tan( o)
Lathatjuk, hogy a MAPLE ismeri a gorog betiiket is. Most értékeljiik ki a komplex

szamot az evalc eljarassal. Az eljaras a komplex szam kanonikus alakjaval tér vissza.

» evalc(");

1 ~ tan(a)” w Ttan( o)

1 +tan(e)? 1+ tan(o)? 1 + tan( at)?
Probaljuk meg megoldani a mar emlitett combine eljaras trigonometriai opcidja
segitségével.

» combine(",trig);
1 B tan( o )? L9 I tan( o)
1 +tan(a)? 1+ tan(o)? 1 + tan ot )?

Lathatjuk, hogy nem sokra ment vele a MAPLE.

Segitsiink megoldani a feladatot. Helyettesitsikk a tan(a) helyére sin(a)/cos(a)
értéket. Ezt a mar ismert subs eljarassal tehetjiik meg.

» subs(tan(alpha)=sin(alpha)/cos(alpha),");

1 B sin( ot)*
sin( o) sin( ot.)?
1 +—CDS([1)2 cos(a)?| 1 +—cos(05)2
fsin(o)
+ 2 ;
cos{a)| 1 +M

cos( at)?
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Egy elég bonyolult kifejezést kaptunk. Probaljuk meg leegyszertisiteni a normal
eljarassal.

» normal(");

-cos(a)? + sin( o )? — 2 I sin{ o) cos( o)
cos( ot )? + sin ot )
Egy trigonometriai kifejezést kaptunk. Nézziik, most mit tud ezzel kezdeni a

MAPLE.

» combine(",trig);

cos(2 o)+ s 2 o)

Emlitettiik korabban, hogy a combine eljaras ismer kiilonb6z6 azonossagokat. Most
ez nagy segitségiinkre volt, hiszen ezzel meg is oldottuk a feladatot.
Most még annyit tehetiink, hogy szétvalasztjuk a képzetes részt a valods résztol.

» evalc(Re("));

cos( 2 o)

» evalc(Im(""));

sin( 2 o)

Most mar tényleg készen vagyunk.
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6. fealdat

Most nézziink egy olyan feladatot, ahol kihasznalhatjuk, hogy a MAPLE
programozhat6. Adjuk meg azokat a komplex szdmokat, amelyek konjugaltja az

eredeti szam kobe.

x—a+ilb
» x:=atb*I;

> x"3;

conjugate(a+ 17 b)
» conjugate(X);
» evalc(");

a—1b

> xA3=";

(a+Ib)Y’=a-1Ibh

» e:=evalc(");

e=a’-3ab*+I1{3a’b-b*)=a-1Ib
Ezek a Iépések azt hiszem mar érthetdek. Azt tudjuk, hogy két komplex szam akkor
egyenld, ha a valds és a képzetes rész is egyenld. Hasznaljuk az eddig megismert
fliggvényeket. Tegyiik egyenldévé a valos részeket €s a képzetes részeket és taroljuk

el ezeket a megfeleld valtozokban.

» ‘“valos':=evalc(Re(lhs(e))=Re(rhs(e)));

valés =a°—3ab’=a

> képzetes':=evalc(Im(lhs(e))=Im(rhs(e)));

képzetes =3 a*bh—b>=-b

Lathatjuk, hogy az evalc eljarassal egyben ki is fejtettiik a kobos kifejezést.
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Most pedig oldjuk meg az egyenldségeket a solve eljarassal a —ra, b —re.

> m:=solve({ valos', képzetes'}, {a,b});

m={a=0,b=0},{a=0,b=1},{a=0,b=-1},
{(b=0,a=1},{b=0,a=-1},

{b: RootOf{ 2 Z%+ 1),a:%fﬁ},
{b: RootOf{ 2 Z2+1),a= -%Iﬁ}

Az m valtozoban kaptunk halmazok egy sorozatit, amelyek a megoldasokat

tartalmazzak. Itt azonban kaptunk olyan értékeket a —ra, b —re, amelyek nem valosak.

Mi viszont tudjuk, hogy ezek csak valos értéket vehetnek fel. Ki kellene sziirniink a

valdsakat. Itt probalhatjuk ki a MAPLE programozasat.

>

YV V. V V V

M:=NULL.:

for h in m do

a:='a' ;b:='db": assign(h);

if Im(a)=0 and Im(b)=0 then M:=M,a+b*I fi:
od:

M;

0,7,-1,1,-1

Nézziik meg mi is tortént.

Els6 1épésben az M értékét kitiritettiik.

Utdna vizsgéltuk az m valtozoba 1évé megolddshalmazt. Az a és b valtozokat

felszabaditottuk és megvizsgaltuk, hogy a valtozok valdsak —e. Ugyanis az Im (a

képzetes rész egyiitthatojaval tér vissza) értéke 0 ha nem valds szamot vizsgalunk.

Tehat ha a megoldasok valosak, akkor kiszamoltuk a komplex szam értékét (M),

majd kiirattuk. Tehat a feladat megoldasa: 0, I, -1, 1, -1.
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II. ANALIZIS

1. feladats

Tekintsiik a kdvetkezo fliggvényt:

f=x-5x"+5x°+7
Hatarozzuk meg a fiiggvény gyokeit, majd abrazoljuk ugy, hogy az Osszes gyoke
szerepeljen az abran. Végiil hatarozzuk meg az x=0 pontba huzott érintd egyenlettét
¢s abrazoljuk k6zos koordinatarendszerbe.

> [i=x"5-5*xM+5%x"3+7;

f=x>-5x"+5x°+7
» solve(f=0,x);

RootOf{ Z°-35 Z*+5 Z°+7)
Sajnos nem kaptunk zart formulat, ugyanis az 6t6d ¢s anndl magasabb foku
polinomokra nincs altalanos megoldoképlet. Ezt a MAPLE RootOf jeloléssel adja
tudtunkra. Erre szolgal az fsolve eljaras, ami a gyokok kozelito értékét adja.
» e:=fsolve(f,x);

e = -.8823436323, 1.948649428, 3.545433483

Kaptunk harom gyokot. Azt azonban nem art ellendrizni, hogy valoban csak harom
gyok van, ugyanis az fsolve eljaras nem mindig adja meg az Gsszes gyokot. Az
eljaras harmadik paramétereként megadhatunk egy intervallumot, ahol megnézi,
hogy van-e gyoke a kifejezésnek. Ehhez azonban meg kellene hataroznunk azokat az
intervallumokat, ahol gyok talalhato. Erre szolgal a realroot eljaras. Ez azonban nem
standard konyvtari eljaras igy a readlib eljarassal aktivizalni kell.

» readlib(realroot):

» n:=numer(f);

n=x"—5xY+5x°+7

» realroot(");

[[0: 2]: [2: 4]: [_8: 0]]
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Lathatjuk, hogy csak harom intervallumot talalt és ezekben mar van egy —egy
gyokiink tehat valoban csak ezek léteznek. A fiiggvény abrazolasdhoz sziikségiink
lenne arra, hogy tudjuk milyen intervallumon kell abrazolni. Ehhez sziikségiink van a
legnagyobb ¢és legkisebb gyok értékére. Ezt a max ¢és min eljarassal fogjuk
megallapitani a gyokok koziil.

> maximum:=max(e);

meaxinmum = 3.545433483

» minimum:=min(e);

minimum = -.8823436323

Most mar abrazolhatjuk a fiiggvényt!

» plot(f,x=minimum-1..maximum+1);

200+

100+

-1 |:||:|:_

Hat nem lett valami szép a fliggvény. A plot eljaras még nagyon sok opcid beallitasat

teszi lehetdvé.



28

Allitsuk be az y tengely is az intervallumot.

» plot(f,plot(fx=minimum-1..maximum-+1,y=-40..40);

40+

7204

20+

404

Ez mar igy sokkal jobb. Most hatdrozzuk meg a nulla pontba huzott érintd
egyenletét, majd rajzoljuk k6z0s abrara az eredeti fliggvénytinkkel. Ehhez ismerniink
kell az érintd iranytangesét, ez pedig a fiiggvény derivaltjanak a helyettesitési értéke
az adott pontban.

> dfdx:=diff(f,x);

dfdx =5x%-20x° + 15 x°

rrrrrr

Most pedig szamitsuk ki a helyettesitési értéket az x=0 pontban.
» t:=subs(x=0,dfdx);

t =0
Ez az érték mar megmutatja nekiink, hogy az érintd parhuzamos lesz az x —
tengellyel. {rjuk fel az egyenletét, majd abrazoljuk.
»  y:=subs(x=0,f)+t*(x-0);

y =7
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» plot({f)y},x=minimum-1..maximum+1,y=-40..40);

407

720t

20+

and

2. feladats

Elemezziik a kovetkezd figgvényt: f(x)=2x"-4x>-11x*+8x+4

Eldszor is hatdrozzuk meg, milyen tulajdonsagokat vizsgaljuk a fiiggvényen. Az
altalanos fiigvénydiszkuszido 1épései a kovetkezdek: értelmezési tartomany
meghatarozasa; zérushelyek keresése; a fliggvény paritdsanak, periociditdsdnak
vizsgalata; folytonossag vizsgalata; hatarérték vizsgalata; sz€élsdérték €s monotonitas
vizsgalata, konvexség, konkavsag, inflexios pontok vizsgalata; értékkészlet
meghatdrozasa; a fliggvény grafikonjanak a felrajzolésa.

Hatarozzuk meg elészor a fliggvény értelmezési tartomanyat. Dy = (-0, o), azaz a
valés szamok halmaza. Most pedig kezdjiik el a MAPLE segitségével a tobbi
vizsgélatot.

»  [=2%XxN-4%xN3-1 14X 2+8%*x+4;
f=2x"—4x° - 11x*+8x+4

Nézziik meg a zérushelyeit a mar jol ismert solve eljarassal!

» solve(f,x);

RootOf{ 2 Z*—4 7°-11 Z°+8 Z+4)



30

A mar ismert probléma. Keressiik meg a kozelitd értékeket!

» zer:=fsolve(f,x);

zer = -1.842824848, -.3538836087, .9423737779,
3.254334739

Az ugye egyértelmii, hogy nem periodikus a fliggvény. De mi a helyzet a paritassal?
Egy fliggvény akkor paros, ha f(-x) = f(x); paratlan, ha f(x) = -f(x). Nézziik meg,
hogy teljesiil-e ez a mi esetlinkben. Ezt a mar hasznalt testeq eljarassal érthetjiik el.

> testeq(f,subs((x=-x),));

false

» testeq(f,-f);

false

Mint lathatjuk egyik eset sem teljesiilt, ezért a fliggvényiink se nem paros, se nem
pératlan.

Most vizsgaljuk meg a fiiggvény folytonossagat! Ezt az iscont eljarassal tehetjiik
meg. Ez az eljaras sem tartozik a standard konyvtari eljardsok koze, ezért ezt is meg
kell hivnunk.

» readlib(iscont):

» iscont(f,x=-infinity..infinity);

true
A visszatérési érteke true, vagyis a fliggvény folytonos az egész értelmezési
tartomanyon.
Most vizsgaljuk meg a hatarértéket. Ezt a limit eljaras segitségével tudjuk megtenni a
MAPLE -ban. Hasznaljuk egyszerre a csendes formdjaval az eljarast.

» Limit(f,x=infinity)=limit(f,x=infinity);

im 2x¥-4x°—11x°+8x+4=w

X —w

» Limit(f,x=-infinity))=limit(f,x=-infinity);

im 2x'—4x°-11x°+8x+4=-w

x —(-oo)
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Tehat az eredmény mind a két esetben oo, azaz a fiiggvény a plusz és a minusz
végtelenben is a plusz végtelenbe konvergal.

Tudjuk, hogy a szélséérték, a monotonitds, a konvexség, konkdvsag, az inflexios
pontok meghatarozasahoz sziikségiink van a fliggvény els6, masodik, harmadik
derivalt fiiggvényére. Szerencsére ennek meghatdrozasaiban is segitségiinkre lesz a
MAPLE. Ezt a diff eljaras segitségével tudjuk elérni.

»  dfdx1:=diff(f,x);

dfdx] =8x°-12x°-22x+8

> dfdx2:=diff(",x);
dfdx2 =24 x*—-24x- 22
> dfdx3:=diff(",x);

dfdx3 =48 x — 24

A helyi sz€lséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy az adott helyen a fiiggvény
elsé derivaltja nulla legyen. Ez azonban még kevés, hogy szélséérték legyen a
pontban. Ahhoz még az is kell, hogy a pontban a masodik derivalt értéke ne legyen
nulla.

Nézziik meg ezeknek a feltételeknek mely pontok felelnek meg.

» hsz:=fsolve(dfdx1=0,x);

hsz = -1.274182938, 3197554860, 2.454427472

» subs(x=hsz[1],dfdx2); subs(x=hsz[2],dfdx2);subs(x=hsz[3],dfdx2);

-27.22028597
63.67488187

Tehat a fiiggvénynek harom helyi széls6értéke van, mégpedig két minimuma és egy

maximuma.
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Szamoljuk ki a fiiggvény helyettesitési értékekeit ezekben a pontokban:

» szel:=subs(x=hsz[1],f);

szel =-10.50539009

» sze2:=subs(x=hsz[2],);

sze2 = 35.323500334

» sze3:=subs(x=hsz[3],f);

sze3 = -29.19261025

Most hatarozzuk meg az inflexios pontokat, ha 1éteznek. Ennek sziikséges feltétele,
hogy a masodik derivalt értéke nulla legyen. Ahhoz, hogy a fiiggvénynek az adott
pontban valoban legyen inflexios pontja, hogy a harmadik derivalt a pontban felvett

érétke nullatol kiilonbozo legyen.
Vizsgaljuk meg ilyen szempontok alapjan a fliggvényiinket:

» inf:=solve(dfdx2,x);
NP 1 1S
inf 2+6.x42,2 6 42

» subs(x=inf[1],dfdx3); subs(x=inf[2],dfdx3);

8./42 -8 J42

Tehat a fliggvényiinknek két inflexios pontja van. Nézziikk meg, milyen értékeket
vesz fel a fiiggvény ezekben a pontokban:

» infl:=evalf(subs(x=inf[ 1],f));

infl =-14.13672838
» inf2:=evalf(subs(x=inf[2],f));

inf2 :=-3.335493861
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Most mar csak a fiiggvény értékkészletének a meghatarozasara van sziikségiink. Ezt

a kovetkezoképpen tehetjiik meg:

» Min:=minimize(f,x,infinite);

Min =
7 RootOR(4 Z3—6 72— 11 Z+4,2.454427472)°
+ ? RootOf{ 4 Z°—6 Z°— 11 Z+4,2.454427472)
+5

Kozelitsiik az értéket.

» Min:=evalf(");

Min =-29.19261023

Most nézziik meg a maximumat is, bar tudjuk, hogy a fliggvényérték a végtelenbe
tart.

» maximize(f,x,infinite);

o0

Most mar lényegében mindent tudunk a fliggvényrdl. Mar csak abrazolni kell.

El6tte azonban foglaljuk tablazatba a megallapitasainkat:

X x<-1.3 | x=-1.3 -1.3<x<-0.¢ x=-0.6 -0.6<x<0.2 x=0.3 |0.3<x<1.6| x=1.6 '1.6<x<2.5 x=2.5  x<2.5
(x) +

'(x) + + + 0 0 + + +
f(x) - 0 + + + 0 0 +

) 7 hmin  ® in TR hmax 7 int —¥ hmin H

konvex konkav

A hianyz6 adatokat az evalf(subs(x=?,dfdx?)); segitsé¢gével szamolhattuk ki. A

kérdojelek a megfeleld helyettesitési értékeket €s a megfeleld derivaltakat jelenti.
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Most pedig abrazoljuk a fiiggvényt. Ezt ugy tessziik meg, hogy a fliggvényen
abrazoljuk a zérushelyeket a helyi szélséértékeket és az inflexios pontokat is. Ezt a
plots csomag textplot eljarassal fogjuk megtenni. Ezzel barmilyen szoveget barhova
be lehet helyezni az abraba. Az abrazolashoz még sziikségiink van a display
eljarasra, amivel egyszerre tobb €s tobbfajta plots struktirat is meg tudunk jeleniteni.
Nézziik, hogyan tudjuk ezt megtenni:

» with(plots):

f2:=textplot([[inf] 1 ],inf1, x"],[inf[2],inf2, X" ]],color=blue):
f3:=plot(f,x=-3..5,y=-40..40):
f4:=textplot([[hsz[1],szel, x],[hsz[2],sze2, x"],[hsz[3],sze3, X" ]],color=red):
f5:=textplot([[zer[1],0,"x ],[zer[2],0, x"],[zer[3],0, X ],[zer[4],0, X" ]],color=green
):

> display({f2,13,f4,5});

Y V VYV V

40+

20+

_and
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3. feladats

Most nézziink egy masik fiiggvényt:

_x
x> +1

f=6

Tudjuk, hogy egy fliggvényt rendesen csak fiiggvénydiszkusszi6 utan tudunk
abrazolni. Viszont a MAPLE természetesen ezt enélkiil is tudja. Ez nagy segitséget
jelent a diszkusszid sordn, hiszen az abrardl rengeteg minden leolvashat6. Tehat most
abrazoljuk el6szor a fiiggvényt.

> £=6*x/(x"3+1);

_x
x> +1

f=6
» plot(f,x=-10..10);
101

20+

-0 5 0n 10

32011

204

A0+

Errél az abrarol is sok minden latszik, azonban prébaljuk meg finomitani az

intervallumokat.
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» plot(f,x=-5..5,y=-10..10);

¥ &7

10+

Ez mar igy sokkal jobb! Innen egybdl le tudjuk olvasni, hogy a fiiggvénynek egy
zérus helye van a nulla pontban. Tovabba az is, hogy van egy szakadasi helye a —1
helyen. Ezt azonban ellendrizziik is le, a discont eljarassal, mivel ezt az eljarast még
ugyse vettiik.

» readlib(discont): discont(f,x);

-1}

Valoban a —1 helyen van a szakadasi helye.. Ez az eljaras sem tartozik a standard
eljarasok koz¢é, igy ezt is aktivizalni kellett a hasznalat eldtt.
A tobbi helyen viszont a fliggvény folytonos. Azt is lathatjuk az abrén, hogy ha az x
érétkei a plusz illetve a minusz végtelenhez tartanak, akkor a fliggvény értékek
tartanak a nulldhoz. Mi van azonban ha az x a (-1) —hez tart. Probaljuk ki itt is az
elébb megismert limit fliggvényt.

> limit(f,x=-1);

undefined
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Nem jutottunk eredményre. Szerencsére ezt a problémat is tudja kezelni a MAPLE.
Meégpedig ugy, hogy a limit eljarasnak meg lehet olyan paramétert adni, hogy merrdl
vizsgalja a hatarértéket, vagyis a bal oldali hatarértéket a left, a jobb oldali
hatarértéket a right paraméterrel fogja vizsgalni.

»  limit(f,x=-1,left); limit(f,x=-1,right);

Vagyis a bal oldali hatarérték (—1) —ben plusz végtelen, a jobb minusz végtelen.
Ebbdl és az abrabol kidertil, hogy az értékkészlet a valdés szamok halmaza. Az elébb
mar azt is megallapitottuk, hogy az értelmezési tartomany is a valds szdmok halmaza
kivéve a (—1) —et. Az abran lathat6, hogy a (0,2) intervallumon helyi maximuma van
a fiiggvénynek. Ezt a maximize eljardssal tudjuk megnézni a megfeleld intervallum
megadasaval. Ezzel azonban nem adhatjuk, meg 100% biztonsidggal a
maximumbhelyet.

» maximize(f,x,{x=0..2});

o0
Nem is kaptunk megfeleld eredményt. Hatarozzuk meg az elébbiekhez hasonldan a
szélséértékeket.

» hsz:=solve(diff(f,x),x);

.:l 213 l 205 l 213 l 2;’3_1 23
hsz =527, -2 +4fﬁ2 -2 4Iﬁ2

Lathatjuk, hogy ebbdl csak az elsé értek a valos, tehat csak egy helyi sz¢€lso értéke
lehet a fiiggvénynek, mint ahogy az az abran is latszik. Azért ellendrizziik a masodik
derivéltat, hogy nem —e nulla.

> subs(x=hsz[1],diff(diff(f,x),x));
8173

Val6ban nem nulla tehat valoban van helyi maximuma az elsd értéknél. Nézziik meg

van —e inflexios pontja a fliggvénynek.
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> infi=solve((diff(diff(fx),x)),x);

inf=0,0,2'7, -%2”%%12”3\/1 -%2”3—%12”3\5

Itt is csak az elsd harom esetet kell vizsgalni, mert azok a valosak. Rdadasul két gyok
egybeesik igy csak két esetet kell vizsgalnunk. Nézziik meg a harmadik derivaltat a
helyettesitési helyeken.

» infl:=subs(x=0,diff(diff(diff(f,x),x),x));

infl =0
> inf2:=subs(x=inf[3],diff(diff(diff(F,x).x),x));
inf2 =821

Itt csak a masodik esetben van inflexids pont. Ezt lathattuk az 4bran is.

Tehat a fliggvény alulrdl nézve (-oo,-1) intervallumon konkév, -1-t8l az inflexios
pontig konvex, és az inflexids ponttdl +oo -ig konkav. A monotonitas is leolvashté az
abrarol. (-oo,-1) intervallumon monoton nd, ezutdn (—1,helyi maximum] szintén nd,
majd maximumtol kezdve csokken.

Ezzel be is fejeztik a diszkusszidt, ha nem is volt olyan pontos, mint az el6z6

feladatban, de azért sikeriilt mindent meghataroznunk.
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II1. Geometria

1. feladat

frjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad a P1(4;-1) és a P2(-3;-2)
pontokon, és az x koodinatatengelyt érinti. A kor kozéppontjanak a koordinatai
legyenek (u;v). Ekkor mivel a kor alulrdl érinti az x egyenest, ezért a kor sugara v
lesz. Vegyiik fol a kor egyenletét:

> ki=(x-u)2+(y-v)2=v"2;

k:Z(x—u)2+(y— v)zz y2
A P1 és a P2 pont rajta van a kordn, tehat a koordinatdit behelyetesithetjiik a kor

egyenletébe:
> kl:=subs({x=4,y=-1}k);

k1l :=(4—u)2+(-1 —v)zzvz

» k2:=subs({x=-3,y=-2}.,k);

k2 =(-3-u)+(-2-v)?=y?

Kaptunk egy kétismeretlenes egyenletrendszer, amit mar konnyedén meg tudunk
oldani a solve eljarassal.

» m:=solve({k1,k2},{u,v});

m={u=1,v=-5}, {u=21,v=-145}

Kaptunk két megoldast. Hatdrozzuk meg a két kor egyenletét.
» korl:=subs(m[1],k);

korl =(x—- 1)+ (y+5)%=25

» kor2:=subs(m[2].k);

kor2 =(x—-21)°+(y+145)¢=21025
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Most mar csak fel kell rajzolnunk a koroket, €s készen vagyunk.
» with(plots):
K1:=implicitplot(kor2,x=-150..180,y=-300..2,color=blue):
K2:=implicitplot(korl,x=-7..8,y=-10..2,color=red):
pl:=textplot([[4,-1,"x"],[-3,2, x"]],color=green):

YV V V V

display([K1,K2,p1],scaling=constrained);
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Az implicit eljaras arra szolgal, hogy az implicit alakban megadott fliggvényeket is
tudjuk abrazolni. A scaling paraméterrél még nem esett sz6. Ez arra szolgal, hogy
meg tudjuk adni az x — és y —tengely beosztasanak aranyat. A constrained esetében
ez a beosztas 1:1, vagyis mind a két tengelyen egyforma.

Sajnos a két kor kozott 1évo kiillonbség miatt nem lathato a masik megoldas.
Rajzoljuk fel egy kiilon abran.

» display([K2,p1],scaling=constrained);
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2. feladat[z]

Igazoljuk, hogy a sikbeli polarkoordinatdkban az adott

egyenlet kort hatdroz meg.

r=2gsn(0)
El0szor nézziik mit is jelent a polarkoordindta —rendszer. A polarkoordinata-
rendszerben egy P pontot az (1,0) valds szamparral adunk meg. Ehhez sziikséges egy
O kezddpontu félegyenes, amit polartengelynek, az O —t pedig pdlusnak neveziink.
Ehhez viszonyitjuk a pontokat ugy, hogy az r a polustol vald tavolsagot a O pedig a

polartengely és az OP éltal bezart szoget jelenti radidnban.

2.a megoldas

A feladat megolddsdhoz sziikségiink van arra, hogy hogyan lehet attérni a polar-
kordinatakrol derékszogli koordinatakra. Ugyanis egyenldre csak a derékszogl
koordinatakkal tudjuk megadni a kor egyenletét. Helyezziik a polarkoordinata —
rendszert egy derékszogli koordinatarendszerre gy, hogy az origd és a polus
egybeessen ¢és a polartengely illeszkedjen az x —tengely pozitiv felére. Ekkor a P(x,y)
koordinatakrol a P(r, 0) szamparra a kovetkezd modon térhetiink at: x=r*cos(0),
y=r*sin(0).Ezt egy deré¢kszogli haromszogbdl konnyen meghatarozhattuk. Azonban

nekiink az attérés forditva kell, vagyis

r=Jxt+y? 0 = arctan| >

X
Hogy is kaptuk ezt meg? Vezessiik le a megoldast!
Vegyiik fel eloszor az egyenleteket:
» egyenletl:=x=r*cos(theta); egyenlet2:=y=r*sin(theta);

egvenlet] =x=r cos(0)
egyenlet? =y =rsin(0)
» map(x->x"2,egyenlet] )+map(x->x"2,egyenlet2);

x4+ 32 =r?cos(0)° + r?sin(0)?
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Ez a 1épés némi magyardzatra szorul. Itt a map eljarast hasznaltuk, ami veszi az
eljaras els6 argomentumdban szerepld fliggvényt, ¢és a kifejezés minden
OsszetevOjére alkalmazza azt. Itt tehat a kovetkezd tortént: a map eljaras vette az
egyenletek OsszetevOit, vagyis a bal és jobb oldalt, majd négyzetre emelte. Eztutan
Osszeadta a két egyenletet. A visszatérési értéke szintén egy egyenlet volt, hiszen a
map eljaras mindig a kifejezés tipusaval tér vissza, és itt a kifejezés egyenlet volt.
Egyszerusitsiik az egyenletet a simplify eljarassal.

> simplify(");

Maris megkaptuk az egyik attérési képletet. Még egy kis atalakitas és ugyan olyan
formaban is lesz.

> map(sqrt,");
2 _
X“+y =r
» simplify(",assume=positive);

757 =7

Most mar tényleg elértiik a kivant eredményt. Nézziik, hogyan kaphatnank meg a masik

attérési képletet is. Osszuk el az egyenletek megfeleld oldalait egymassal.

» lhs(egyenlet2)/lhs(egyenlet])=rhs(egyenlet2)/rhs(egyenletl);

y sin( 0 )
x  cos(0)

Hasznaljuk ismét a map eljarast és alkalmazzuk az arkusztangens fiiggvényt a kapott
egyenlet mindkét oldalara.

» map(arctan,");

Y rotan] STUO)

t
e cos(0)



43

Megkaptuk a masik attérési képletet is. Alakitsuk ezt is az eredeti formara, hiszen itt
mar csak egy behelyettesitést kell elvégezniink. Helyettesitsiikk a sin/cos a tan
fliggvénnyel.

Y

arctan| = |= arctan(tan(9))
X

» student[powsubs](sin(theta)/cos(theta)=tan(theta),");

A helyettesitést a powsubs eljarassal végeztiik, ami a student csomagban talalhato.
Amit lattunk az a masik megadasi formdja a nem standard eljardsoknak, amikor nem
az egész csomagot hivjuk meg csak azt az egy eljarast. A powsubs eljaras a
helyettesitést nem belsé &brazolas alapjan, hanem algebrai értelemben vett
részkifejezésekre végzi el. Azonban a MAPLE automatikus egyszerlsitési
mechanizmusa nem vette észre, hogy az arctan(tan(6)=6. Alakitsuk a jobb oldali
Osszetett kifejezést fliggvénnyé¢ alakitani, majd egyszerisitsiik le.

» ths(")=unapply(rhs("),theta);
arctan(tan(0 )) = arctan{@tan

Hasznaltunk itt egy 0j unapply(kifejezés, valtozo) nevi eljarast. Az eljaras arra
szolgal, hogy a megadott valtozoval, mint fliggetlen valtozoval egy olyan
fiiggvényobjektumot képezlink, amelynek értékét az adott kifejezéssel kell
kiszamitani. Itt is erre szamitottunk, de az eljaras egy Osszetett fliggvényt képezett,
amit a @ jellel jeloli a MAPLE. Probaljuk ki ujra a simplify eljarast az atsign
paraméterrel, ami igy az 0sszetett fliggvények egyszerlsitésére szolgal.

> simplify(",atsign);
arctan(tan(9))=(x —> x)

Az eredményként egy identikus fiiggvényt kaptunk. Persze azt tudjuk, hogy az
arctan(tan(x) nincs mindenhol értelmezve és a fiiggvény is csak a -n/2 és n/2 kozotti
értekeket veszi fel.

Most mar neki kezdhetiink a tényleges feladat megoldashoz.

» kor:=r=2%*sin(theta);

kor =r=2smn(0)
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Helyettesitsiik be az attérési képleteket.
» subs({r=sqrt(x"2+y”2),theta=arctan(y/x)}kor);

Jx%+y? =2 sin| arctan A

X

Most mér ,,csak” annyi a feladatunk, hogy ezt a kifejezést (x-v)*+(y-v)*=r” formajira
alakitsuk! Egyszerisitsik a kifejezésben szerepld trigonometrikus kifejezést a
simplify eljarassal:

> simplify(");

Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat:

> map(t->t"2,");

2
2 D y
Wyt a—2

Y Xty

Fejezzikk ki az egyenletbél az x*+y* —et. Ehhez egy 1j eljarast az isolate kell
hasznalnunk. Ez az eljards egy megadott részkifejezést fejez ki a megadott
egyenletbdl. Természetesen ez se egy standard eljaras igy ezt is meg kell hivni.

» readlib(isolate):

» kor:=isolate("",x"2+y"2);

kor :=x2+y2: 2y

Alakitsuk teljes négyzett¢ a kifejezést y —ra nézve. Ehhez eldszor nulldra kell
rendezni az egyenletet. Ezt megtehetnénk az ismert map fiiggvénnyel. Ez azért
sziikséges, mert a teljes négyzeté alakitast végzo completesquare eljaras csak az egy
oldalon Iévé valtozokkal tud dolgozni. Mi azonban most nem a map eljarast
hasznaljuk, hanem az eljards végrehajtasa kozben az egyenlet mindkét oldaldhoz

hozzaadunk 2y —t.
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» kor:=student[completesquare](kor+(2*y=2%*y),y);

kor =(y +1)> - 1+x%=0
Most mar csak az egyenlet rendezése a rank varo feladat

» kor:=kor+(1=1);

kor =(y+ 1) +x%=1
Ezzel megoldottuk a feladatot. Olvassuk le, hogy hol helyezkedik el a kor. A
kozéppontja a (0,1) pont, a sugara pedig 1. Vagyis a kor érinti az x —tengelyt az y —
tengely pedig tiikortengelye.

2.b megoldéas

Nézziik meg, hogy hogyan lehetett volna ezt a feladatot egyszeriibben megoldani. Ha
tudjuk a MAPLE segitségével polarkordinata —rendszerben 4brazolni a megadott
feladatott, akkor minden szdmolgatas és atalakitds nélkiil ranézésre meg tudjuk
allapitani, hogy a feladatban megadott egyenlet kort hataroz —e meg. Nézziik, hogyan
lehet ezt megoldani, hiszen a MAPLE képes erre.

» r:=theta->2*sin(theta);

r=0-—>2sm(0)
» plot([r(theta),theta,theta=0..2*Pi],coords=polar,
» title="Az r=2sin(theta) grafikonja',scaling=CONSTRAINED);

Az r=2sin(theta) grafikonja
2

ki 05 il 05 1
Ezzel az utasitassal a polakordinatakkal adott fliggvényeket rajzolhatunk fel. Ugyan
ezt a hatast értiik volna el, ha a plot[polarplot] utasitast adtuk volna ki.

Most valoban meg tudjuk allapitani ranézésre, hogy a feladatban megadott egyenlet

valdban egy kor egyenlete polarkoordinatakban megadva.
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Osszefoglalas

Ennyit sikeriilt felvillantani a MAPLE nyujtotta szolgaltatasokbol. Az Osszes
lehetdség felsorolashoz egy tobb szdz oldalas konyv sem lenne elég, azonban
remélem, hogy ennyibdl is lathatd, hogy milyen jol hasznalhat6 a program a
matematika oktatasaban. A feladatokon keresztiil lathatéva valt, hogy milyen széles
korben lehet remekiil hasznélni (kihasznélni) a program adta lehetdségeket. Nyilvan
a felhasznalds kore sokkal bovebb, hiszen a feladattipusok minden korét nem volt
lehetéségem érinteni, de talan ennyibdl is felmérhetd, hogy milyen ,,végtelen”
lehetdségeket rejt még a program.

Azonban nem kell megijedni. Matematika 6rahoz sziikséges ismeretek gyorsan és
konnyedén elsajatithatok, de nem szabad elfelejteni, hogy a program nem helyettesiti
a tanulast. Az egyes technikak, feladat-megoldasi algoritmusokat ugyanugy el kell
sajatitani, azonban ezek ellendrzését illetve az egyes résszamitasok elvégzését
nyugodtan ra lehet bizni a programra.

Nyugodtan lehet hasznalni komolyabb tudoméanyos kutatdsokhoz, munkdhoz is,
ahol mar egyes bonyolultabb szdmitasok eredményei a fontosok. A program ezekkel
is remekiil elboldogult, de ehhez néha mar magasabb matematikai ismeretekre vagy
programozoi ismeretekre is sziikség lehet.

Remélem sikeriilt felkeltenem az érdeklédés a MAPLE irant és ezaltal egy

hasznos program tovabbi 6nall6 felfedezéséhez nytjtottam segitséget.
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